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Wichtige Grundlage fiir dieses Kapitel ist Abschnitt [AL] 6.2.1 aus der Alge-
bra tiber Restklassenringe und Teilringe. Nach und nach wird dann immer mehr
aus den anderen Abschnitten von [AL] 6.2 verwendet, insbesondere der Satz, daf3
Polynomringe iiber faktoriellen Ringen wieder faktoriell sind. Nach und nach wird
auch die Begrifflichkeit topologischer Riume immer wichtiger: Zunéchst gentigen
elementarste Kenntnisse, etwa im Umfang von [AN1] ??, spiter verwenden wir
auch weitergehende Konstruktionen im Umfang von [TM] 1.1.6. Grundbegriffe
der Kategorientheorie im Umfang von [LA2] 9.1.1 sollten vorhanden sein oder
im Rahmen dieser Vorlesung mit erlernt werden.



1 Endliches Erzeugen und Nullstellensatz

1.1 Formulierung des Hilbert’schen Nullstellensatzes

1.1.1. Ich erinnere daran, daf} bei uns jeder Ring eine Eins hat und daf} von jedem
Ringhomomorphismus gefordert wird, da3 er die Eins auf die Eins wirft. Ein Ideal
eines Rings ist nach [AL] 6.2.1.9 eine Untergruppe seiner additiven Gruppe, die
unter der Multiplikation mit beliebigen Elementen unseres Rings von links wie
von rechts stabil ist. Einen kommutativen Ring nenne ich auch einen Kring.

1.1.2. Seien k ein Kring und k[71, . . ., T;,] der Polynomring iiber k in n Variablen.
Das Auswerten liefert eine Abbildung

K[Ty,... . T x k" = k

Definition 1.1.3. Gegeben ein Kring & und eine Teilmenge F C k[T} ..., T,] des
Polynomrings in n Variablen mit Koeffizienten in £ erkldren wir die Nullstellen-
menge oder kurz die Nullstellen von E als die Menge derjenigen Punkte des k",
an denen alle Polynome aus £ verschwinden. Wir notieren diese Menge

Z(E) ={z€k" | f(x)=0 VYfeE}

mit Z wie ,,zeroes”. Im Fall £ = {f;,..., f.} verwenden wir die abkiirzende
Notation Z(E) = Z(fi,..., f,). Eine Teilmenge Z C k™ heiBt algebraisch,
wenn sie die Nullstellenmenge eines Systems von Polynomen ist, wenn es also
eine Teilmenge £ C k[T;...,T,] gibt mit Z = Z(E).

1.1.4 (Diskussion der Notationen). Eine andere in der Literatur gingige Notati-
on fiir unser Z(E) ist V(E) mit V wie ,,Varietit”. Wir verwenden jedoch die Be-
zeichnung als Varietit nur iiber einem algebraisch abgeschlossenen Grundkorper
k und verwenden die Notation V(E') tiberhaupt nicht.

1.1.5. Im ersten Teil dieser Vorlesung geht es um die Untersuchung ,,geome-
trischer Eigenschaften algebraischer Teilmengen von k" fiir algebraisch abge-
schlossene Korper k£ und die entsprechenden ,,algebraischen* Aussagen aus der
Theorie der kommutativen Ringe. Den tragenden Pfeiler der Briicke zwischen der
»geometrischen und der ,,algebraischen‘ Welt bildet der folgende Satz, dessen
Beweis mit den notigen Vorbereitungen uns bis 1.7.11 beschiftigen wird.

Satz 1.1.6 (Hilbert’scher Nullstellensatz). Sei k = k ein algebraisch abge-
schlossener Korper. Ist f € k[1y,...,T,| ein Polynom in endlich vielen Varia-
blen, das auf der Nullstellenmenge eines Ideals a C k[T1,...,T,] verschwindet,
so liegt eine Potenz unseres Polynoms bereits selbst in besagtem Ideal. In Formeln

gilt also
Z(f)D Z(a) = fNea fir N>0
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Beispiel 1.1.7. Die gemeinsame Nullstellenmenge von 22, 23 € k[z,y, 2] ist die
y-Achse. Das Polynom f := (x + z)y verschwindet auf der y-Achse und wie
vom Nullstellensatz vorhergesagt gehort eine Potenz von f zum Ideal (z?, 2%), in
unserem Fall etwa die vierte Potenz

fr=((2* + 42z 4+ 62%)y")2” + (4o + 2)y*) 2

Beispiel 1.1.8. Fiir k nicht algebraisch abgeschlossen gilt die Aussage dieses Sat-
zes nicht. Als Beispiel betrachte man fiir ¥ = R in R[7] das Ideal a = (T2 + 1).
Obwohl das konstante Polynom f = 1 auf der Nullstellenmenge Z(a) = () unse-
res Ideals verschwindet, liegt keine seiner Potenzen 17V = 1 in besagtem Ideal.

1.1.9. Wir werden den Hilbert’schen Nullstellensatz erst im Anschlufl an Lemma
1.7.11 zeigen konnen. Manche Aussagen aus seinem Umfeld sind jedoch sehr
leicht zu haben, wie ich im folgenden ausfiihren will.

Definition 1.1.10. Ist £ ein Kring und X C k" eine Teilmenge, so bilden diejeni-
gen Polynome, die an allen Punkten von X verschwinden, offensichtlich ein Ideal
des Polynomrings k[71, ..., T,]. Es heifit das Verschwindungsideal von X und
wir notieren es

IX):={f€k[l,....T,] | f(x) =0 VzeX}

Die Kreislinie ist die
Nullstellenmenge in R? des
Polynoms z* + y? — 1 € Rz, y],
eine Zariski-abgeschlossene
Teilmenge der Ebene R?. Jeder
Punkt (a,b) € R? ist die simultane
Nullstellenmenge in R? der

) Polynome x — a und y — b und auch

Zariski-abgeschlossen. Alle
Zariski-abgeschlossenen
Teilmengen von R? sind

offensichtlich auch abgeschlossen in
der natiirlichen Topologie des R?
aus [AN2] 1.3.9, aber das
Umgekehrte gilt nicht.

1.1.11. Sei k ein Kring. Offensichtlich gilt fiir ein beliebiges System &£ von Teil-
mengen von k[T7, ..., T,] die Identitit (.o Z(E) = Z (Upee E) und insbe-
sondere auch

ECF = Z(F)DZ(F)
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Ebenso offensichtlich gilt fiir ein beliebiges System X von Teilmengen des k" die
Identitit Z (Jycp X) = Nxcr Z(X) und insbesondere auch

YCX = I(Y) D I(X)

Des weiteren gilt sicher £ C Z(Z(F)) fur jede Teilmenge F' C k[T4,...,T,) und
X C Z(Z(X)) fiir jede Teilmenge X C k™. Es folgt Z(X) = Z(Z(Z(X))) fir
jede Teilmenge X C k™, indem wir einerseits Z auf X C Z(Z(X)) anwenden
und andererseits £ C Z(Z(F)) auf £ = Z(X). Ebenso folgt fiir jede Teilmenge
E C k[T, ...,T,] die Identitit Z(E) = Z(Z(Z(F))). Insbesondere gilt fiir jede
algebraische Teilmenge X C k" die Identitit X = Z(Z(X)), die offensichtlich
auch umgekehrt algebraische Teilmengen charakterisiert.

Ergdnzung 1.1.12. Allgemeiner versteht man unter einer Inzidenzstruktur ein
Tripel (A, B, R) bestehend aus zwei Mengen A und B mit einer Teilmenge R C
A x B alias einer Relation zwischen A und B im Sinne von [AN1] 2.2.5. Zum
Beispiel konnen wir die Menge A = k[T, ..., T,] der Polynome und die Menge
B = k™ der Punkte zu betrachten mit der Relation (f,z) € R genau dann, wenn
gilt f(x) = 0. Fiir eine beliebige Inzidenzstruktur kénnen wir in derselben Weise
wie in diesem Beispiel Abbildungen Z : P(B) — P(A)und Z : P(A) — P(B)
erkldren. Auch in dieser Allgemeinheit verwandeln sich Vereinigungen in Schnit-
te, Inklusionen kehren sich um und es gilt stets X C Z(Z(X)) sowie Z(X) =
Z(Z(Z(X))) und symmetrisch £ C Z(Z(F)) sowie Z(F) = Z(Z(Z(E))).

1.1.13. Um Sie zu ermuntern, sich in Vorbereitung auf spitere Kapitel mit den
Grundbegriffen der Topologie auseinanderzusetzen, beginne ich bereits hier mit
der Diskussion der sogenannten ,,Zariski-Topologie. Ich erinnere zunéchst an
einige grundlegende Definitionen aus der Begriffwelt der Topologie, wie sie in
[ANZ2] 1.3 ausfiihrlicher eingefiihrt werden. Eine Topologie 7 auf einer Menge
X ist ein System von Teilmengen 7 C P(X), das stabil ist unter dem Bilden von
endlichen Schnitten und beliebigen Vereinigungen. Ein Paar (X, 7") bestehend aus
einer Menge mit einer Topologie heilit ein topologischer Raum. Die Teilmengen
aus 7 heiflen dann die offenen Teilmengen unseres topologischen Raums. Statt
U € T schreibe ich auch U @ X. Die Komplemente der offenen Teilmengen hei-
Ben die abgeschlossenen Teilmengen unseres topologischen Raums. Fiir A C X
schreiben wir statt (X\A) € 7 auch A @ X. Das System der abgeschlossenen
Teilmengen eines topologischen Raums ist stabil unter endlichen Vereinigungen
und beliebigen Schnitten. Jedes Mengensystem in einer Menge X mit diesen Ei-
genschaften ist auch umgekehrt das System der abgeschlossenen Teilmengen ei-
ner wohlbestimmten Topologie auf X. Gegeben eine Teilmenge M C X eines
topologischen Raums wird ihr Abschlu8 M erklirt als die kleinste abgeschlos-
sene Teilmenge von X, die M umfalit, alias der Schnitt aller abgeschlossenen



Teilmengen von X, die M umfassen. Eine Abbildung f : X — Y von topologi-
schen Ridumen heif3t stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist, oder
gleichbedeutend das Urbild jeder abgeschlossenen Menge abgeschlossen.

1.1.14. Ich erinnere [AN2] 1.3.16. Ist X ein topologischer Raum und ¥ C X
eine Teilmenge, so erklidrt man die induzierte Topologie oder Spurtopologie auf
Y durch die Vorschrift

UcY & JdJVecXmtU=VNY

In Worten ist also eine Teilmenge von Y offen fiir die induzierte Topologie genau
dann, wenn sie der Schnitt mit Y einer offenen Teilmenge von X ist. Ab jetzt
fassen wir stillschweigend jede Teilmenge Y eines topologischen Raums X als
topologischen Raum mit der induzierten Topologie auf.

Lemma 1.1.15. Ist k ein kommutativer Integritdiitsbereich, so bilden die alge-
braischen Teilmengen von k™ die abgeschlossenen Mengen einer Topologie, der
Zariski-Topologie auf dem £".

Beweis. Dal} beliebige Schnitte algebraischer Teilmengen wieder algebraisch sind,
ist eh klar, formal nach 1.1.11. Ist &k nicht der Nullring, so gilt weiter Z(1) = 0.
Ist k sogar ein Integrititsring, so gilt zusitzlich Z(E) U Z(F) = Z(EF) mit der
Notation EF' = {ef | e € E, f € F}. Folglich bilden die Z(F) das System der
abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf dem £". [

1.1.16. Ist k ein kommutativer Integrititsbereich, so folgt fiir den Abschluf} einer
beliebigen Teilmenge X C k" in Bezug auf die eben erklirte Zariskitopologie die
Formel

X = Z(1(X))

In der Tat ist die rechte Seite eine algebraische alias abgeschlossene Menge, die
X umfalit, und fiir jede algebraische alias abgeschlossene Teilmenge Z D X gilt
Z=Z(Z(Z)) D Z(Z(X)).

1.1.17. Ein Element eines faktoriellen Rings heilt quadratfrei, wenn es von Null
verschieden ist und darin kein Primfaktor mehrfach auftritt. Sei nun £ = £ ein
algebraisch abgeschlossener Korper. Eine Teilmenge Z C £™ heif3t eine

Hyperebene, wenn sie Nullstellenmenge eines linearen Polynoms ist, also eines
Polynoms vom Totalgrad 1;

Quadrik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien quadratischen Polynoms
ist;

Kubik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien kubischen Polynoms ist;
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Quartik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien Polynoms vom Total-
grad 4 ist;

Quintik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien Polynoms vom Total-
grad 5 ist;

Vorschau 1.1.18. Wir zeigen in 5.3.12, daB fiir & = k ein algebraisch abge-
schlossener Korper auf einer algebraischen Teilmenge X @& k" jedes Polynom
P € k[Ty,...,T,], wenn wir es als Abbildung P : X — k auffassen, entweder
nur endlich viele Werte annimmt oder nur endlich viele Werte nicht annimmt. Un-
ser Beweis dort ist nicht ganz einfach. Ich wiilte gerne, wie man das moglichst
leicht einsehen kann.

Erginzung 1.1.19. Man kann zeigen, daB fiir & = k ein algebraisch abgeschlosse-
ner Korper und n > 1 jede algebraische Teilmenge von k™ bereits als die Nullstel-
lenmenge von n Polynomen beschrieben werden kann, vergleiche etwa [Kun80].
Im Gegensatz dazu kann keineswegs jedes Ideal des Polynomrings in n Variablen
von n Polynomen erzeugt werden. Zum Beispiel ist leicht zu sehen, da3 das Ideal
(x?, 2y, y?*) C C[z,y] nicht von zwei Elementen erzeugt werden kann.

Ubungen

Ubung 1.1.20. Man zeige zur Ubung, daB eine echte Zariski-abgeschlossene Teil-
menge von R? keine nichtleere metrisch offene Teilmenge von R? umfassen kann.

Ubung 1.1.21. Ist k ein Korper, ja ein beliebiger Kring, und # € k" ein Punkt,
so ist das Verschwindungsideal dieser einelementigen Menge das Ideal Z(z) =
<T1 — T1,y... 7Tn — In> C k[Th' .. 7Tn]

Ubung 1.1.22. Sei k ein Korper. Man zeige, daB die von ganz % verschiedenen
algebraischen Teilmengen von £ genau die endlichen Teilmengen sind. Man zei-
ge, daB die algebraischen Teilmengen von k? genau die endlichen Teilmengen,
die Vereinigungen der Nullstellenmengen einzelner Polynome mit endlichen Teil-
mengen, sowie ganz k? sind. Hinweis: Nach [AL] 6.2.7.16 haben zwei teilerfrem-
de Polynome in zwei Verdnderlichen hochstens endlich viele gemeinsame Null-
stellen.

Ubung 1.1.23. Sei k ein Korper. Man zeige fiir jedes Ideal a C k[T, ..., T,] die
Abschitzung |Z(a)| < dimy k[T, ..., T,]/a. Insbesondere kann ein Ideal end-
licher Kodimension nur hochstens endlich viele simultane Nullstellen besitzen.
Hinweis: Interpolation in mehreren Variablen [AL] 6.2.3.8.

Ubung 1.1.24. Unter einem Homéomorphismus versteht man eine bijektive ste-
tige Abbildung zwischen topologischen Rdumen, deren Umkehrung auch stetig
ist. Man zeige: Ist v : £ = k ein Korperautomorphismus, so induziert - einen
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Homoéomorphismus v : k" = k", (x1,...,2,) — (y(x1),...,7(x,)) von k"
versehen mit der Zariskitopologie auf sich selbst.

Ubung 1.1.25. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heiBt dicht, wenn ihr
Abschlu der ganze Raum ist. Sei £ ein kommutativer Integrititsbereich. Man
zeige: Jede unendliche Teilmenge von k ist Zariski-dicht. Sind A C £™ und B C
k™ Zariski-dicht, so gilt dasselbe fiir A x B C k™", Ist zusitzlich k unendlich,
so ist jede offene nichtleere Teilmenge von k™ Zariski-dicht und je zwei offene
nichtleere Teilmengen von £™ haben nichtleeren Schnitt.

Ubung 1.1.26. Gegeben ein Koérper &k und Matrizen M, N € Mat(n; k) haben
M N und N M dasselbe charakteristische Polynom. Hinweis: 1.1.25.

Ubung 1.1.27. Man zeige, daB jede unendliche Teilmenge der Kreislinie in der
reellen Ebene {(z,y) € R? | 22 +y* = 1} Zariski-dicht liegt in der Kreislinie mit
ihrer Spurtopologie nach 1.1.14. Hinweis: [AL] 6.2.7.16.

Ubung 1.1.28. Man zeige: Verschwindet ein Polynom P € R[x, y] auf der Kreis-
linie {(z,y) € R? | 2% + y* = 1}, so wird es von 2 + 3> — 1 geteilt.

Ubung 1.1.29. Man folgere aus dem Hilbert’schen Nullstellensatz: Haben zwei
irreduzible Polynome in C[T7,...,T,] dieselben Nullstellen, so ist das eine ein
skalares Vielfaches des anderen. Im Fall n = 1 ist das klar. In Fall n = 2 folgt
es bereits aus Korollar [AL] 6.2.7.16, nach dem zwei teilerfremde Polynome in
C[x, y] hochstens endlich viele gemeinsame Nullstellen haben.

Ubung 1.1.30. Man zeige, daf jede lineare Abbildung k™ — k™ stetig ist fiir die
Zariskitopologie.

Ubung 1.1.31. Gegeben auf A := k" eine k-bilineare Multiplikation A x A — A,
die A zu einem Ring macht, bilden die Einheiten unseres Rings eine Zariski-
offene Teilmenge A* G A.

1.2 Allgemeines zu Moduln

1.2.1 (Notation fiir Mengen von Abbildungen). Ich notiere Ens die Kategorie
der Mengen. Ihre Objekte sind Mengen, ihre Morphismen Abbildungen. Gegeben
M, N € Ens alias Mengen M, N notiere ich Ens(M, N') die Menge aller Abbil-
dungen von M nach N und Ens(M) := Ens(M, M) die Menge aller Abbildungen
von M zu sich selbst.

1.2.2 (Notation fiir Mengen von Homomorphismen abelscher Gruppen). Ich
notiere Ab die Kategorie der abelschen Gruppen. Ihre Objekte sind abelsche Grup-
pen, ihre Morphismen Gruppenhomomorphismen. Gegeben M, N € Ab alias
abelsche Gruppen M, N notiere ich Ab(M, N) C Ens(M, N) die Menge der
Gruppenhomomorphismen von M nach N und Ab(M) C Ens(M) die Menge
der Gruppenhomomorphismen von M zu sich selbst.

12



1.2.3 (Isomorphismen abelscher Gruppen). Gegeben ein bijektiver Homomor-
phismus von abelschen Gruppen ist auch seine Umkehrabbildung ein Homomor-
phismus von abelschen Gruppen. Die Isomorphismen in der Kategorie der abel-
schen Gruppen sind mithin genau die bijektiven Homomorphismen.

1.2.4 (Diskussion der Homomorphismengruppen abelscher Gruppen). Gege-
ben abelsche Gruppen M, N ist Ab(M, N) C Ens(M, N) sogar eine Untergruppe
der abelschen Gruppe aller Abbildungen von der Menge M in die abelsche Grup-
pe N. Die Menge Ab(M, N) mit dieser Struktur als abelsche Gruppe notiere ich

Hom(M, N) = (M=N) = (M=, N)

und setze End (M) := Hom(M, N). Die Verkniipfung von Morphismen abelscher
Gruppen Ab(L, M) x Ab(M,N) — Ab(L, N) wird fiir diese Strukturen eine
biadditive Abbildung Hom(L, M) xHom (M, N) — Hom(L, N), (¢, p) — o),
und

End(M)

wird mit dieser Verkniipfung als Multiplikation ein Ring. Den Endomorphismen-
ring von M erkldren wir als End(M) mit der dazu opponierten Multiplikation,
in Formeln mit der Verkniipfung ¢ := ¢ o 1. Sein Einselement ist die Identitit
id: M — M.

Definition 1.2.5. Sei () eine Menge. Ein (2-Mengenmodul oder kurz 2-Modul
ist ein Paar (M, o) bestehend aus einer abelschen Gruppe M und einer Abbildung
o : Q0 — End(M) unserer Menge ) in den Endomorphismenring der abelschen
Gruppe M.

Definition 1.2.6. Sei R ein Ring. Ein R-Ringmodul oder kurz R-Modul ist ein
Paar (M, o) bestehend aus einer abelschen Gruppe M und einem Ringhomomor-
phismus ¢ : R — End(M) unseres Rings R in den Endomorphismenring der
abelschen Gruppe M.

1.2.7. Natiirlich ist jeder Ringmodul auch ein Mengenmodul fiir die dem frag-
lichen Ring zugrundeliegenden Menge. Unter dem Exponentialgesetz, also der
Bijektion Ens(€2, Ens(M, M)) <~ Ens(€2 x M, M) aus [GR] 2.1.6.5, entsprechen
unsere Strukturen auf einer abelschen Gruppe (M, +) als 2-Mengenmodul ein-
eindeutig den Abbildungen 2 x M — M, (w,m) — wm derart, daB fiir alle
w € Qundm,n € M gilt

w(m+n) = wm +wn

Weiter entsprechen fiir einen Ring 1 unsere Strukturen auf einer abelschen Grup-
pe (M, +) als R-Ringmodul unter dem Exponentialgesetz eineindeutig den Ab-
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bildungen R x M — M derart, daB fiir alle r, s € Rund m,n € M gilt

r(m+mn) = (rm)+ (rn)
(r+sym = (rm)+ (sm)
r(lsm) = (rs)m

1.2.8 (Diskussion alternativer terminologischer Konventionen). Arbeitet man
mit der alternativen Konvention, nach der Ringe nicht notwendig unitir zu sein
brauchen, so ist hier die letzte Bedingung 1m = m nicht mehr sinnvoll und wird
weggelassen. Moduln, wie wir sie in 1.2.6 definiert haben, wiirde man in dieser
alternativen Konvention als ,,unitdre Moduln iiber einem unitiren Ring* bezeich-
nen. Wir nennen eine abelsche Gruppe A mit einer assoziativen biadditiven Verk-
niipfung eine assoziative Z-Algebra und eine abelsche Gruppe M mit einer biad-
ditiven Abbildung A x M — M derart, daB gilt a(bm) = (ab)m Va,b € A,m €
M, einen A-Assoziativmodul. Bei Assoziativmoduln fordern wir also nichts fiir
die Operation eines Einselements, selbst wenn es ein solches geben sollte.

1.2.9. Wir vereinbaren auch in diesem Kontext die Regel ,,Punkt vor Strich®. Wie
bei Vektorrdumen zeigt man auch bei Ringmoduln )M iiber einem Ring R fiir alle
m € M die Formel Om = 0, genauer Ogm = 0,, und folgert (—1)m = —m.

1.2.10 (Vergleich von Ringmoduln und Mengenmoduln). Moduln iiber Ringen
konnen als spezielle Moduln iiber Mengen aufgefalt werden. Es gibt offensicht-
lich im allgemeinen weniger Moduln iiber einem Ring als Mengenmoduln iiber
der zugrundeliegenden Menge und wir konnen fiir Moduln iiber speziellen Ringen
entsprechend stidrkere Aussagen erwarten. So sind zum Beispiel die Ringmoduln
iber einem Korper genau unsere Vektorrdume aus der linearen Algebra. Umge-
kehrt konnen Moduln iiber einer Menge €2 auch aufgefafit werden als Ringmoduln
iiber dem ,,nichtkommutativen Polynomring iiber Z in durch 2 indizierten Varia-
blen* alias dem ,,freien Ring iiber €2, den wir in der Notation aus [TF] 2.4.8.7
Ring"  notieren wiirden. Insofern sind unsere beiden Begriffsbildungen im Prin-
zip austauschbar. Ich werde im folgenden allgemeine Aussagen vorzugsweise fiir
Mengenmoduln formulieren, da deren Definition einfacher ist.

Beispiele 1.2.11. Jeder Ring R ist in offensichtlicher Weise ein R-Ringmodul.
Dasselbe gilt fiir R", ja gegeben eine beliebige Menge X fiir Ens(X, R) und ge-
geben zusitzlich ein beliebiger R-Ringmodul M auch fiir die Menge Ens(X, M)
aller Abbildungen von X nach M.

1.2.12 (Abelsche Gruppen als Z-Ringmoduln). Jede abelsche Gruppe M trigt
genau eine Struktur als Z-Ringmodul, denn fiir jeden Ring £ gibt es genau einen
Ringhomomorphismus Z — F und das gilt insbesondere auch fiir £/ := End(M).
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Wir kénnen diese Modulstruktur auch explizit beschreiben: Fiir a € N ist notwen-
dig 1m = m, also 2m = (1 + 1)m = m + m, induktiv (a + 1)m = am + m, und
dann auch (—a)m = (—1)am = —(am).
1.2.13. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so wird jeder S-Modul und
insbesondere auch S selbst ein R-Modul vermittels der Operation rm = (r)m.
Dies Verfahren hei3t Restriktion der Skalare, und zwar selbst dann, wenn der
Ringhomomorphismus ¢ : R — S nicht die Inklusion eines Teilrings ist. Wir
notieren

res, (M) = resk M
den so aus einem S-Modul konstruierten R-Modul. Zum Beispiel ist fiir jedes
Ideal a C R der Quotient R/a aus [AL] 6.2.1.13 ein R-Modul in natiirlicher
Weise.

1.2.14. Ist X eine Menge und z € X ein Punkt und £ ein Ring, so liefert das
Auswerten an der Stelle x einen Ringhomomorphismus §,, : Ens(X, k) — k. Den
zugehorigen Modul iiber den Funktionenring Ens( X, k) nennen wir den Auswer-
tungsmodul und notieren ihn k.

Ubungen

Ubung 1.2.15 (k[T]-Moduln als k-Vektorriume mit Endomorphismus). Gege-
ben eine abelsche Gruppe M und ein Korper & geben wir Bijektionen

{ Strukturen als k[7']-Modul } ~ { Ringhomomorphismen }

auf der abelschen Gruppe M k[T|] — End(M)
H
( Paare (1), A) bestehend aus ) [ Paare (¢, A) bestehend aus
einer k-Vektorraumstruktur einem Ringhomomorphismus
VikxM— M ~ ¢k — End(M)
auf der abelschen Gruppe M und einem mit seinem Bild
und einem Endomorphismus kommutierenden Element
\ A € Endg (M) ) \ A € End(M) )

an. Hier liefert 1.2.7 die obere horizontale Bijektion und [LA1] 5.3.5 die vertikale
Bijektion. Die untere horizontale Bijektion ist die offensichtliche. In diesem Sinne
ist also ein k[7T']-Modul ,,dasselbe” wie ein k-Vektorraum mit einem k-linearen
Endomorphismus. Fiir einen beliebigen Ring % gilt Analoges.

1.3 Homomorphismen, Untermoduln, Quotienten

1.3.1. In diesem Abschnitt bespreche ich einige sehr allgemeine Begriffsbildun-
gen und Aussagen, die fiir beliebige Mengenmoduln sinnvoll und richtig sind.
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Speziellere Aussagen, die nur fiir Ringmoduln gelten, besprechen wir im darauf-
folgenden Abschnitt.

Definition 1.3.2. Sei () eine Menge. Eine Abbildung f : M — N von einem
2-Modul in einen weiteren {2-Modul heifit ein Modulhomomorphismus, wenn
gilt

fm+m')= f(m)+ f(m')und f(rm) =7rf(m) Ym,m' € M,r € Q.

Die Menge aller Homomorphismen von einem §2-Modul M in einen €2-Modul N
notieren wir Modg (M, N). Diese Menge bildet eine Untergruppe der abelschen
Gruppe Hom (M, N) und mit dieser Struktur als abelsche Gruppe notieren wir sie

Homgq (M, N) C Hom(M, N)

1.3.3 (Kategorie der Mengenmoduln). Die Gesamtheit aller Mengenmoduln
iber einer vorgegebenen Menge (2 bildet mit den Modulhomomorphismen als
Morphismen eine Kategorie

Modg = Modg,

Das , Freiheitsstrichlein® schreiben wir dazu, wenn besonders betont werden soll,
daB Mengenmoduln gemeint sind.

1.3.4 (Isomorphismen von Moduln). Sei () eine Menge. Gegeben ein bijektiver
Homomorphismus von {2-Moduln ist auch die Umkehrabbildung ein Homomor-
phismus von €2-Moduln. Die bijektiven Homomorphismen sind mithin genau die
Isomorphismen in der Kategorie der {2-Moduln.

1.3.5 (Endomorphismenringe). Sei {2 eine Menge. Die Menge aller Endomor-
phismen eines (2-Moduls M notiert man Endg (/). Sie ist ein Teilring Endg (M) C
End(M) des Endomorphismenrings der abelschen Gruppe M.

Definition 1.3.6. Sei () eine Menge und M ein €2-Modul. Eine Teilmenge N C M
heiBt ein Untermodul, wenn N eine Untergruppe ist und wenn zusitzlich gilt
meN,reQd=rmec N.

Beispiel 1.3.7. Die Untermoduln eines Krings mit seiner durch Linksmultiplika-
tion gegebenen Struktur als R-Modul sind genau seine Ideale. Die Untermoduln
eines allgemeinen Rings heilen seine Linksideale.

1.3.8. Sei €2 eine Menge. Jeder Schnitt von Untermoduln eines 2-Moduls M ist
wieder ein Untermodul. Ist 7" C M eine Teilmenge eines {2-Moduls M, so heif3it
der kleinste Untermodul von M, der T enthilt, der von 7' erzeugte Untermo-
dul und wir bezeichnen ihn mit o(7") oder wenn die genaue Bedeutung eh aus
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dem Kontext hervorgeht etwas nachlissig mit ("), oder auch abkiirzend mit (7').
Man kann den von 1" erzeugten (2-Untermodul beschreiben auch als die von allen
{ri...rst | s >0, r; € Q, t € T} erzeugte Untergruppe. Ein Modul, der von
einer endlichen Teilmenge erzeugt wird, heit endlich erzeugt. Ein Modul, der
von einem einzigen Element erzeugt wird, heif3t zyklisch.

1.3.9. Das Bild eines Untermoduls unter einem Modulhomomorphismus ist wie-
der ein Untermodul. Das Urbild eines Untermoduls unter einem Modulhomomor-
phismus ist wieder ein Untermodul. Insbesondere sind Bild und Kern eines Mo-
dulhomomorphismus stets Untermoduln.

Proposition 1.3.10 (Quotientenmoduln). Seien () eine Menge, M ein 2-Modul
und L C M ein Untermodul.

1. Es gibt genau eine Struktur eines ()-Moduls auf der Restklassengruppe
M/L aus [LA2] 6.2.10 derart, daf3 die Projektion can : M — M/L ein
Homomorphismus von )-Moduln ist;

2. Jeder Homomorphismus von Q-Moduln ¢ : M — N mit p(L) = 0 fak-
torisiert in eindeutiger Weise iiber M /L, es gibt also zu ¢ genau einen
Q-Modulhomomorphismus ¢ : M /L — N mit ¢ = ¢ o can.

Beweis. Sehr dhnlich zum Beweis der entsprechenden Aussagen im Fall von Vek-
torraumen [LA2] 6.6.4 und dem Leser iiberlassen. U]

Definition 1.3.11. Ein Subquotient eines Moduls ist ein Quotient eines Unter-
moduls.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.3.12. Man zeige, daB in einem endlich erzeugten Modul
jedes Erzeugendensystem ein endliches Erzeugendensystem umfaft.

Ubung 1.3.13. Jeder Quotient eines endlich erzeugten Moduls ist endlich erzeugt.

Ubung 1.3.14. Ein Untermodul eines endlich erzeugten Moduls muf keineswegs
endlich erzeugt sein. Betrachten wir zum Beispiel im Polynomring in abzédhlbar
vielen Variablen R := Z[T,, | n > 1] das von den Variablen erzeugte Ideal / C R,
so ist I nicht endlich erzeugt als R-Modul.

1.4 Ringmoduln

Lemma 1.4.1 (Modulhomomorphismen vom Grundring zu einem Modul).
Gegeben ein Ring R und ein R-Ringmodul M liefert die Abbildungsvorschrift
m > (r +— rm) einen Isomorphismus M — Hompg (R, M) von abelschen Grup-
pen mit Umkehrabbildung ¢ — ¢(1).
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Beweis. Dem Leser iiberlassen. O]

1.4.2. Gegeben ein Ring R und ein R-Ringmodul M kann man den von einer
Teilmenge 1" C M erzeugten Untermodul beschreiben als die Menge aller Line-
arkombinationen {rit; + ...+ rsts | s > 0, r; € R, t; € T'}. Hierbei steht die
leere Linearkombination mit s = 0 fiir die Null in M.

1.4.3. Die Gesamtheit aller Ringmoduln iiber einem vorgegebenen Ring R bildet
mit den Modulhomomorphismen als Morphismen eine Kategorie

MOdR

1.4.4. In der Sprache der Kategorientheorie ist das Vergessen der Modulstruktur
ein Isomorphismus von Kategorien Modz — Ab zwischen der Kategorie der Z-
Moduln und der Kategorie der abelschen Gruppen.

1.4.5. Jeder Quotient eines Ringmoduls iiber einem Ring R ist wieder ein R?-
Ringmodul.

1.4.6. Gegeben ein kommutativer Ring i und R-Ringmoduln M, N ist die Unter-
gruppe Homp (M, N) C Hom(M, N) sogar ein R-Untermodul in Bezug auf die
durch Nachschalten oder gleichbedeutend durch Vorschalten der Multiplikation
mit Elementen » € R gegebenen Struktur als R-Modul.

Ubungen

Ubung 1.4.7. Gegeben ein R-Modul M wird M ein Modul iiber seinem Endo-
morphismenring Endz (M) vermittels der Vorschrift fm = f(m) fir alle f €
Endgr(M) und m € M.

Ubung 1.4.8. Ist R ein Ring und e € R ein idempotentes Element und M ein R-
Modul, so induziert das Auswerten bei e eine Bijektion Hompg(Re, M) = elM.

Ubung 1.4.9. Gegeben ein surjektiver Ringhomomorphismus ¢ : R — S und ein
R-Modul M mit (ker )M = 0 gibt es auf M genau eine Struktur als S-Modul,
die unter der Restriktion lidngs ¢ die urspriingliche Struktur als R-Modul liefert.
Wir nennen sie die faktorisierte Operation von .S auf M.

Beispiel 1.4.10. Gegeben R ein Ring und a C R ein Ideal und N ein R-Modul
wird insbesondere N/aN stets ein R/a-Modul mit der faktorisierten Operation.
Hier verwenden wir die Abkiirzung aN = (a/N) fiir die von allen an mita € a
und n € N erzeugte Untergruppe.

Ubung 1.4.11. Man zeige, daB gegeben ein Ring R und ein R-Modul M fiir je-
des Linksideal / C R das Auswerten an der Nebenklasse 1r + I eine Bijektion
Hompg(R/I, M) = {m € M | Im = 0} induziert.
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Ubung 1.4.12. Gegeben Moduln M; iiber Ringen R; kann man das Produkt M der
M; in offensichtlicher Weise mit der Struktur eines Moduls iiber dem Produkt R
der R; versehen. Ergibt sich in derselben Weise ein R-Modul N als das Produkt
gewisser R;-Moduln N, so haben wir einen kanonischen Isomorphismus

Homp(M, N) = [ [ Homp, (M;, N;)

Ubung 1.4.13. Ich erinnere an exakte Sequenzen im Sinne von [LA2] 6.7.5. Eine
Sequenz von Gruppen M’ — M — M" heiBit linksexakt, wenn die erweiterte
Sequenz 1 — M’ — M — M" exakt ist, wenn sie also in anderen Worten bei M
exakt ist und M’ — M injektiv ist. Wir schreiben linksexakte Sequenzen meist
M'" — M — M".Man zeige: Eine Sequenz M’ — M — M" von Moduln tiber
einem Ring R ist linkssexakt genau dann, wenn fiir jeden weiteren R-Modul N
die induzierte Sequenz

Hompg (N, M') — Homp(N, M) — Hompg(N, M")

linksexakt ist. Analoges gilt fiir Mengenmoduln. Die Aussage ist etwas delikat
vom Standpunkt der Logik, da wir darin iiber alle Moduln quantifizieren. Um
dem auszuweichen, mag man dabei ein unter dem Bilden von Teilmengen stabiles
Mengensystem 41 fest wihlen und nur solche Moduln betrachten, deren Grund-
menge ein Element dieses Mengensystems ist.

Ubung 1.4.14. Ich erinnere an exakte Sequenzen im Sinne von [LA2] 6.7.5. Eine
Sequenz von Gruppen M’ — M — M" heilit rechtsexakt, wenn die erweiterte
Sequenz M’ — M — M" — 1 exakt ist, wenn sie also in anderen Worten bei M
exakt istund M — M" surjektiv ist. Wir schreiben rechtsexakte Sequenzen meist
M' — M — M". Man zeige: Eine Sequenz M’ — M — M" von Moduln tiber
einem Ring R ist rechtsexakt genau dann, wenn fiir jeden weiteren R-Modul N
die induzierte Sequenz

HOIIIR(M//, N) — HOIIIR(M, N) — HOIHR(M/,N)

linksexakt ist. Analoges gilt fiir Mengenmoduln und auch die Probleme der Logik
kann man wie in 1.4.13 ausrdaumen.

1.5 Noethersche Moduln und Ringe

Definition 1.5.1. Ein Modul heifit noethersch, wenn alle seine Untermoduln end-
lich erzeugt sind.

1.5.2. Mit gemeint ist dabei die Forderung, dal unser Modul selbst endlich er-
zeugt sein soll. Die Bezeichnung erinnert an die Mathematikerin Emmy Noether,
eine Pionierin der abstrakten Algebra jiidischer Herkunft, die in Gottingen arbei-
tete bis sie in die Emigration gezwungen wurde.
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Beispiel 1.5.3. Ein Vektorraum iiber einem Korper £ ist noethersch als k-Modul
genau dann, wenn er endlichdimensional ist.

Beispiel 1.5.4. Der Polynomring R = Z[T1, T, .. .] in abzédhlbar vielen Variablen
ist kein noetherscher R-Modul, denn das von allen 7; erzeugte Ideal ist nicht end-
lich erzeugt. In der Tat bilden die (7}) € (131,7) € ... eine unendliche echt

aufsteigende Folge von Idealen, deren Vereinigung (77,75, .. .) nicht endlich er-
zeugt sein kann.

Proposition 1.5.5. Jeder Quotient und jeder Untermodul eines noetherschen Mo-
duls ist noethersch. Besitzt ein Modul M einen noetherschen Untermodul M' mit
noetherschem Quotient M /M, so ist M bereits selbst noethersch.

Ergdinzung 1.5.6. Fir diejenigen Leser, die mit exakten Sequenzen nach [LA2]
6.7.5 vertraut sind, konnen wir die Proposition auch wie folgt formulieren: Ist
M'" — M — M" eine kurze exakte Sequenz von Moduln iiber einem Ring, so
ist M noethersch genau dann, wenn M’ und M" noethersch sind. Leser, die noch
nicht mit dieser Terminologie vertraut sind, werden ermuntert, sich damit vertraut
zu machen.

Beweis. Der erste Teil bleibt dem Leser iiberlassen. Wir miissen im zweiten Teil
zeigen, daf jeder Untermodul U C M endlich erzeugt ist. Nach Annahme ist aber
sein Bild U ¢ M /M’ endlich erzeugt, wir finden also Elemente ug, ..., u, € U,
deren Bilder U erzeugen. Ganz genauso ist U N M’ endlich erzeugt, sagen wir von
vy,...,0s € U. Dann sieht man leicht, da} die uq,...,u,,vy,...,vs Zusammen
ganz U erzeugen. [

Definition 1.5.7. Ein Ring heif3t linksnoethersch beziehungsweise rechtsnoe-
thersch, wenn er noethersch ist als Links- beziehungsweise Rechtsmodul iiber
sich selbst, und noethersch, wenn er linksnoethersch und rechtsnoethersch ist.

Beispiel 1.5.8. Ein Ring ist linksnoethersch genau dann, wenn alle seine Links-
ideale endlich erzeugt sind. Jeder Hauptidealring ist noethersch.

Satz 1.5.9. Ein Modul iiber einem linksnoetherschen Ring ist noethersch genau
dann, wenn er endlich erzeugt ist.

Beweis. Ein noetherscher Modul ist immer endlich erzeugt. Ist umgekehrt M
ein endlich erzeugter R-Modul, so ist M ein Quotient von R", und fiir R links-
noethersch ist auch R™ noethersch als Modul, wie man aus 1.5.5 leicht induktiv
folgert. 0

Beispiel 1.5.10. Dieser Satz zeigt insbesondere, daf} jede Untergruppe einer end-
lich erzeugten abelschen Gruppe endlich erzeugt ist. In der Tat ist ja eine abelsche
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Gruppe dasselbe wie ein Z-Modul und Z ist ein Hauptidealring, also noethersch.
Wir hatten in diesem Fall in [LA2] 6.5.1 sogar gesehen, dal man fiir die Un-
tergruppe nicht mehr Erzeuger benotigt als fiir die ganze Gruppe. Das folgt mit
demselben Argument sogar allgemeiner fiir Moduln iiber solchen Ringen, in de-
nen jedes Linksideal ein Hauptideal ist. Im allgemeinen kann es aber durchaus
vorkommen, dall man fiir einen Untermodul mehr Erzeuger benétigt als fiir den
urspriinglichen Modul. Insbesondere kann es ja vorkommen, daf3 man fiir ein Ide-
al mehr als einen Erzeuger benétigt und damit mehr Erzeuger als fiir den Ring,
der ja als Modul iiber sich selber stets zyklisch ist.

Satz 1.5.11 (Hilbert’scher Basissatz). Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist
auch der Polynomring R[T) mit Koeffizienten in R ein linksnoetherscher Ring.
Dasselbe gilt analog fiir rechtsnoethersch und noethersch.

Beweis. Sei I C R[T] ein Linksideal. Wir betrachten das Linksideal a C R, das
erzeugt wird von den Leitkoeffizienten aller Polynome aus /. Da R noethersch
ist, gibt es endlich viele Polynome fi,..., f; € I, deren Leitkoeffizienten das
Linksideal a C R erzeugen. Sei m das Maximum der Grade der f;. Gegeben
h € I mit deg h > m finden wir offensichtlich p; € R[T] derart, daB

h—(pifi+ ... +peft)

echt kleineren Grad hat als h. Induktiv finden wir dann sogar p; derart, daf} die-
se Differenz echt kleineren Grad hat als m. Die Polynome aus R[T’| vom Grad
< m und, wieder da R linksnoethersch ist, dann auch die Polynome aus / vom
Grad < m bilden aber einen endlich erzeugten R-Modul. Wihlen wir Erzeuger
g1, - - -, g, dieses R-Moduls, so erzeugen offensichtlich fi, ..., f;, g1, ..., g, unser
Linksideal [ tiber R[T]. O

1.5.12. Man erkennt induktiv, dafl ein Polynomring in endlich vielen Variablen
k[Ty,...,T,] mit Koeffizienten in einem Korper k, ja mit Koeffizienten in einem
beliebigen noetherschen Ring ein noetherscher Ring ist. Das zeigt insbesondere,
daf jede algebraische Teilmenge X @& k" bereits durch endlich viele Gleichungen
beschrieben werden kann, denn gegeben eine Teilmenge 7' des Polynomrings mit
X = Z(T) gilt auch X = Z((T')) fiir das von T erzeugte Ideal und dann X =
Z(f1,..., fr) fur Erzeuger fi, ..., f. des von T erzeugten Ideals.

Lemma 1.5.13 (Charakterisierungen noetherscher Moduln). Fiir einen Modul
sind gleichbedeutend:

1. Unser Modul ist noethersch, als da heif3t, jeder Untermodul ist endlich er-
zeugt;
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2. Jedes nichtleere System von Untermoduln unseres Moduls besitzt ein maxi-
males Element;

3. Jede aufsteigende Folge My C M, C ... von Untermoduln unseres Moduls
wird stationdr alias stagniert.

1.5.14. Ein Ring ist insbesondere linksnoethersch genau dann, wenn jede aufstei-
gende Folge von Linksidealen stagniert.

1.5.15. Beim Nachweis der Implikationen (2)=-(3) und (1)=-(3) kommen wir
noch ohne Auswahlaxiom aus. Die Beweise der anderen Implikationen benotigen
jedoch, soweit ich sehen kann, das Auswahlaxiom.

Beweis. (1) = (3) : Sei M unser Modul. Ist jeder Untermodul von M endlich
erzeugt, so auch die Vereinigung | J;-, M; tiber unsere aufsteigende Folge von Un-
termoduln. Es gibt also ein j derart, da3 alle Erzeuger dieser Vereinigung schon
in M; liegen, und dann gilt notwendig M; = M; ., = ... = J; o, M;.

(3) = (1) : Ist ein Untermodul N C M nicht endlich erzeugt, so finden wir
induktiv eine Folge mg, mq,... in N derart, da} fiir jedes « > 0 das i-te Fol-
genglied m; nicht im Erzeugnis der vorhergehenden mg, m4, ..., m;_; liegt. Die
M; = (mg,mq,...,m;) bilden dann eine aufsteigende Folge von Untermoduln
von M, die nicht stagniert.

(2) & (3) : Offensichtlich und auch nach Ubung [LA1] 1.9.22 besitzt in einer
teilgeordneten Menge jede nichtleere Teilmenge ein maximales Element genau
dann, wenn jede monoton wachsende Folge in unserer Menge stagniert. Diese Er-
kenntnis gilt es anzuwenden auf das System alias die Menge aller Untermoduln
unseres Moduls. O

Ergdnzung 1.5.16. Ein Tensorprodukt noetherscher Ringe muf3 nicht wieder noe-
thersch sein. Ist etwa & ein Korper und K = Quot k[X, X5, .. .| der Quotien-
tenkorper des Polynomrings iiber k£ in unendlich vielen Variablen, so ist K ®; K
nicht noethersch: Die Ideale ((X; — Y1), (X2 — Y3),..., (X, — Y,,)) bilden ei-
ne unendliche aufsteigende Idealkette, mit den Abkiirzungen X; = X; ® 1 und
Y; = 1 ®Y;. Um das zu sehen, mag man davon ausgehen, da3 K ®; K faktoriell
ist als Lokalisierung des faktoriellen Rings k[ X1, Y, X5, Y5, .. ].

Ubungen

Ubung 1.5.17. Jeder Quotient eines linksnoetherschen Rings ist linksnoethersch.
Jeder Quotient eines rechtsnoetherschen Rings ist rechtsnoethersch. Jeder Quoti-
ent eines noetherschen Rings ist noethersch.
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Ubung 1.5.18. Man zeige: Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist auch der Po-
tenzreihenring R[7'] mit Koeffizienten in R ein linksnoetherscher Ring. Dasselbe
gilt analog fiir rechtsnoethersch und noethersch. Hinweis: Man argumentiere wie
bei Beweis des Basissatzes, aber betrachte diesmal das von den Koeffizienten der
,»Anfangsterme* erzeugte Linksideal von R. Insbesondere sind auch die Potenz-
reihenringe in mehreren Variablen R[T}, ..., T;] linksnoethersch, wenn R selbst
linksnoethersch ist.

Ubung 1.5.19. Sei k ein Korper oder allgemeiner ein noetherscher Integrititsbe-
reich. Gegeben f € k[T},...,T,] bezeichne Uy := {z € k" | f(z) # 0} das
Komplement der Nullstellenmenge von f. Man zeige, daf} die offenen Teilmen-
gen von k" genau alle endlichen Vereinigungen solcher Uy sind.

Ergiinzende Ubung 1.5.20. Jede direkte Summe von injektiven Linksmoduln iiber
einem linksnoetherschen Ring ist injektiv. Hinweis: Man verwende das Injektivi-
tatskriterium iiber Ideale [TG] 5.3.2.28.

Ubung 1.5.21 (Jedes Monoidideal von (N", +) ist endlich erzeugt). Sei 7' C N"
eine Teilmenge, die unter der Addition mit beliebigen Elementen von N" stabil
ist. Man zeige, da3 es endlich viele ¢1, ..., € T gibt mit

l

T=Jt+N)

=1

Man nennt eine Teilmenge 7" in einem Monoid (M, T) ein Monoidideal, wenn
aust € T'und m € M folgttTm € T und m Tt € T In dieser Begrifflichkeit
besagt unsere Erkenntnis, daf} jedes Monoidideal von (N, +) endlich erzeugt ist.

Ubung 1.5.22. Man zeige: Jeder surjektive Endomorphismus eines noetherschen
Moduls ist ein Isomorphismus.

1.6 Ringendliche Korpererweiterungen

Definition 1.6.1. Unter einer Kringerweiterung verstehen wir ein Paar A C B
bestehend aus einem Kring B mit einem Teilring A. Spiter verstehen wir darunter
auch allgemeiner einen beliebigen injektiven Kringhomomorphismus.

Definition 1.6.2. Sei A C B eine Kringerweiterung.

1. Wir sagen, B sei von endlichem Typ iiber A oder ringendlich iiber A,
wenn B als Ring von A zusammen mit endlich vielen weiteren Elementen
erzeugt werden kann.

2. Wirsagen, B sei endlich iiber A oder genauer modulendlich iiber A, wenn
B als A-Modul endlich erzeugt ist.
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3. Ein Element b € B heif3it ganz iiber A, wenn es Nullstelle eines normierten
Polynoms mit Koeffizienten in A ist, wenn also eine Gleichung der Gestalt

'+ a, 0" P+ 4+ abtag=0

gilt mit » > 1 und a; € A. Im Fall einer Korpererweiterung A C B sagt
man stattdessen auch, b sei algebraisch iiber A.

Analog verwenden wir diese Begriffe auch fiir beliebige Kringhomomorphismen
A — B, die nicht notwendig Einbettungen von Teilmengen, ja noch nicht einmal
injektiv zu sein brauchen.

1.6.3. Im Fall von Korpererweiterungen reicht in Teil 3 die Forderung, dafl wir ein
von Null verschiedenes Polynom finden. Im Fall von Kringerweiterungen jedoch
ist die Forderung wesentlich, da3 das Polynom in Teil 3 normiert sein soll.

Beispiel 1.6.4. Gegeben ein von Null verschiedener Kring 2 und die Kringerwei-
terung R[T| C R[T, T~ '] ist T~! nicht ganz iiber R[T.

1.6.5. Ich erinnere die in [AL] 6.3.8.4 eingefiihrten Begriffsbildungen und No-
tationen. Sei A ein Kring. Unter einem A-Kring verstehen wir ein Paar (B, ¢)
bestehend aus einem Kring B und einem Kringhomomorphismus ¢ : A — B.
Ist (C, ) ein weiterer A-Kring, so verstehen wir unter einem Homomorphismus
von A-Kringen B — (' einen Kringhomomorphismus 7 : B — C' mitnop = 1.
Alternativ sprechen wir auch von einem Homomorphismus iiber A. Die Menge
aller solchen Homomorphismen notieren wir

Kring*(B, C)

Einen bijektiven Kringhomomorphismus iiber A nennen wir auch einen Isomor-
phismus von A-Kringen oder einen Isomorphismus iiber A.

Erginzung 1.6.6. Unser Kring” ist ebenso wie seine nichtkommutative Variante
Ring® ein Speziallfall der allgemeinen kategorientheoretischen Konstruktion [TF]
2.2.2.4 der Kategorie C* der ,,Objekte unter X zu einer Kategorie C mit einem
ausgezeichneten Objekt X.

1.6.7. Gegeben ein Kring k verstehe ich wie in [LA2] 9.9.1 unter einer k-Algebra
einen k-Modul M mitsamt einer k-bilinearen Abbildung M x M — M. Hier
bedeutet ,,bilinear* wie im Fall eines Korpers £ die Linearitit in beiden Eintrdgen.
Ublich ist in diesem Zusammenhang die Konvention, daB man eine Algebra stets
als assoziativ versteht, wenn aus dem Kontext nichts anderes hervorgeht. Ist die
bilineare Verkniipfung assoziativ und besitzt M dazu noch ein neutrales Element,
so nenne ich M eine k-Ringalgebra, und ist sie zusétzlich auch noch kommutativ,
eine k-Kringalgebra.
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1.6.8 (k-Kringe und £-Kringalgebren). In der hier gewéhlten Terminologie ist
fiir jeden Kring k eine k-Kringalgebra dasselbe wie ein k-Kring: Die Multiplika-
tion eines k-Krings (B, ¢) zusammen mit der von ¢ induzierten k-Modulstruktur
macht jeden k-Kring zu einer k-Kringalgebra, und umgekehrt wird jede k-Kring-
algebra M zu einem k-Kring durch den Kringhomomorphismus ¢ : & — M,
A +— Al,;. Ich verwende die Bezeichnung als Kringalgebra insbesondere, wenn
ich den Grundring & nicht explizit erwdhnen will. Viele Autoren, deren Fokus
mehr auf der algebraischen Geometrie und kommutativen Algebra liegt, nennen
letztere Struktur kurzerhand eine ,,k-Algebra“. Ich verwende diese Terminologie
nicht, da bei mir auch nicht-kommutative Algebren und nicht-unitire Algebren
eine wichtige Rolle spielen. Allerdings will ich der Konvention folgen, daf} eine
Algebra als assoziativ angenommen sei, wenn aus dem Kontext nichts anderes
hervorgeht.

1.6.9 (Ringendliche Erweiterungen noetherscher Kringe sind noethersch). Ist
ein Kring B ringendlich iiber einem noetherschen Kring A, so ist auch B selbst
noethersch. Man folgert das mit dem Hilbert’schen Basissatz 1.5.11 zunéchst fiir
einen Polynomring in endlich vielen Variablen iiber A und dann mit 1.5.17 fiir
Quotienten solcher Polynomringe.

Satz 1.6.10 (Ringendliche Korpererweiterungen). Jede ringendliche Korper-
erweiterung ist modulendlich. In anderen Worten ist also jede Korpererweiterung,
die endlich erzeugt ist als Ringerweiterung, bereits endlichdimensional iiber dem
Grundkorper.

1.6.11. Wegen seiner engen Verwandtschaft zum Nullstellensatz heil3t dieser Satz
in vielen Quellen der korpertheoretische Nullstellensatz. Sein Beweis ist, soweit
ich sehen kann, unabhiingig vom Auswahlaxiom. Einen alternativen Beweis, der
auf dem Noether’schen Normalisierungslemma und Eigenschaften ganzer Krin-
gerweiterungen basiert, diskutieren wir in 5.3.9.

Beweis im Fall eines iiberabzihlbaren Grundkorpers. Sei k C L unsere Korper-
erweiterung. Ist L ein endlich erzeugter k-Ring, so ist L von abzihlbarer Dimen-
sion iiber k. Gibe es nun ein ¢ € L\k, das transzendent ist iiber k, so hitten wir
mit 7" — t eine Einbettung k£(7") < L. Der Funktionenkorper k(7') hat aber
iiberabzihlbare Dimension iiber k, da die Familie der Briiche (7' — \)~' para-
metrisiert durch A € k linear unabhingig ist liber k, vergleiche [AL] 6.3.7.16.
Widerspruch! 0

Beweis im Allgemeinen. Sei k C L unsere ringendliche Korpererweiterung. Sei-
en ey, ..., e, Erzeuger des k-Krings L, in Formeln L = kley, ..., e,]|. Wir argu-
mentieren mit Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist unproblematisch, der Polynom-
ring in einer Veridnderlichen ist eben kein Korper und jeder Quotient davon nach
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Sind A C B C C Kringe mit C
ringendlich iiber A, so mufl B

SR VIIA PP 14
//I/// ‘////// 1V/// ///4 %{// keineswegs ringendlich iiber A sein.
% ~ /3 7, Als Gegenbeispiel betrachte man
//4{/%%//////4/// etwa C C B C C[z, y| mit B dem
- ~ IV '7/ 7 Ring aller Polynomfunktionen,
}//,4 % /// ///{/ //’ ///’ deren Einschriankung auf die
YA
/ 777\ 7 7, / 7 y-Achse konstant ist. Dies Bild
///// % ///J // /é’ A illustriert, wie ich mir diesen Ring
1/ veranschauliche: Jedes ausgemalte
/j 4 Kistchen mit unterer linker Ecke
(4, j) steht fiir einen Basisvektor
x'y’/ von B.

einem von Null verschiedenen Ideal ist endlichdimensional als k-Vektorraum. Fiir
den Induktionsschritt diirfen wir annehmen, dafl wir bereits wissen, da3 L modul-
endlich ist iiber dem von e; und k erzeugten Teilkorper K := k(e;) C L. Ist e;
algebraisch iiber k, so sind wir wieder fertig. Also diirfen wir e; transzendent tiber
k annehmen, in Formeln K = k('T’). Betrachten wir nun den Teilring A C K, der
von k und e; und den Koeffizienten der Minimalpolynome iiber K von e, ..., e,
erzeugt wird, so ist A per definitionem ringendlich tiber k. Wir haben also unseren
Funktionenkorper K eingebettet in ein Sandwich von Kringen

kCcACKcCL

mit L modulendlich iiber A nach Ubung 1.6.14 und A ringendlich iiber k£ und
damit nach 1.6.9 insbesondere A noethersch. Also mufl auch K modulendlich sein
tiber A und damit ringendlich iiber k. Das ist nun der gesuchte Widerspruch, denn
ein Funktionenkorper K = k('T") kann nie ringendlich iiber seinem Grundkorper
k sein: Es gibt ja nach [AL] 6.2.4.31 unendlich viele irreduzible Polynome in
E['T], und nur endlich viele davon konnten in den Nennern von endlich vielen
hypothetischen Erzeugern des k-Krings k('T") vorkommen. O

Vorschau 1.6.12. Einen alternativen Beweis geben wir im Anschluf§ an 5.14.3.

Ubungen

Ubung 1.6.13. Seien A C B C C Kringerweiterungen. Man zeige: Ist C modul-
endlich iiber B und B modulendlich iiber A, so ist C' bereits modulendlich iiber
A. Ist C' ringendlich tiber B und B ringendlich iiber A, so ist C' bereits ringendlich
tiber A.
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Ubung 1.6.14. Wird ein A-Kring B als A-Kring erzeugt von endlich vielen iiber
A ganzen Elementen, haben wir also in Formeln B = Alxq, ..., z,| mit z; ganz
iiber A fir 1 < ¢ < n, so ist er bereits modulendlich iiber A. Hinweis: Man
beginne mit dem Fall eines einzigen Erzeugers und verwende dann 1.6.13.

Ubung 1.6.15. Man bestimme alle Elemente von Q, die ganz sind iiber Z. Sei k
ein Korper. Man bestimme alle Elemente von k(71,...,7,), die ganz sind iiber
dem Polynomring &[T}, ..., T,].

Ubung 1.6.16. Man zeige, daB C[z,y]/(y* — x3) ein Integrititsbereich ist, und
daf die iiber diesem Ring ganzen Elemente seines Quotientenkorpers selbst einen
Ring bilden, der isomorph ist zum Polynomring in einer Verdnderlichen.

1.7 Beweis des Hilbert’schen Nullstellensatzes

1.7.1. In einem unvoreingenommenen Sprachgebrauch hat jeder Ring genau ein
maximales Ideal, ndmlich das Ideal, das aus allen Elementen unseres Rings be-
steht. Ich erinnere jedoch daran, da3 wir in [AL] 6.2.5.4 vereinbart hatten, viel-
mehr die maximalen echten Ideale eines Rings seine ,,maximalen Ideale* zu nen-
nen.

1.7.2. Die Menge der maximalen Ideale eines Rings A notieren wir
Max A

Statt Max A findet man fiir die Menge der maximalen Ideale eines Rings A auch
oft Notationen wie Spec,,,. A oder Specm A, die aber im hier verfolgten Aufbau
der Theorie erst in 4.2.4 verstdndlich werden.

1.7.3. Fiir noethersche Ringe ist es einigermallen offensichtlich, da} sich jedes
vom ganzen Ring verschiedene Ideal zu einem maximalen Ideal vergrofern laft:
Das System aller echten Ideale ist dann nicht leer und besitzt folglich mindestens
ein maximales Element. Man beachte jedoch, da3 auch hierbei schon eine schwa-
che Form des Auswahlaxioms eingeht, nimlich beim Beweis der Aquivalenz der
verschiedenen Charakterisierungen noetherscher Moduln 1.5.13. In allgemeinen
Ringen folgt das aus dem Zorn’schen Lemma, wie nun gleich gezeigt werden soll.

Satz 1.7.4 (Existenz von maximalen Idealen). In jedem von Null verschiede-
nen Ring gibt es mindestens ein maximales ldeal. Allgemeiner lifit sich in einem
beliebigen Ring jedes Ildeal, das nicht der ganze Ring ist, vergrofiern zu einem
maximalen Ideal unseres Rings.

Beweis. Sei Runser Ring und a # R unser Ideal. Wir betrachten das System aller
Ideale von R, die a umfassen und nicht ganz R sind oder, gleichbedeutend, nicht
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die 1 von R enthalten. Dieses System von Teilmengen ist offensichtlich stabil un-

ter aufsteigenden Vereinigungen. Jetzt folgt der Satz aus dem Zorn’schen Lemma
in der Gestalt [LA1] 1.9.18. []

Ergdnzung 1.7.5. In der Logik wird gezeigt, da die Annahme, jedes Ideal eines
Krings moge sich zu einem maximalen Ideal vergroern lassen, echt schwicher
ist als das Auswahlaxiom. Der Beweis scheint allerdings nicht ganz einfach zu
sein. Selbst im Fall noetherscher Ringe scheint es mir ganz ohne Varianten des
Auswahlaxioms nicht moglich, die Existenz maximaler Ideale zu zeigen.

1.7.6. Ist ¢ : R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus, so erhalten wir eine
Bijektion

{Ideale in R, die ker ¢ umfassen} — {Ideale in S'}
vermittels der Abbildungen I — ¢(I) fir I C R beziehungsweise in der Ge-
genrichtung J — ¢~ '(J) fir J C S. Insbesondere liefert das Zuriickholen
mit einem surjektiven Ringhomomorphismus eine Injektion Max .S — Max R,
m— o 1(m).

Lemma 1.7.7. Ein Kring ist ein Korper genau dann, wenn in ihm das Nullideal
ein maximales Ideal ist. Ein Ideal in einem Kring ist ein maximales Ideal genau
dann, wenn der Quotientenring nach besagtem Ideal ein Korper ist.

Beweis. Die zweite Aussage und damit implizit auch die Erste haben wir bereits
als [AL] 6.2.5.6 bewiesen. Hier geben wir noch eine Beweisalternative. In einem
Korper ist natiirlich das Nullideal maximal. Ist umgekehrt das Nullideal ein ma-
ximales Ideal, so gilt £ = (1) # (0) und damit 1 # 0. Weiter gilt (a) = k fiir
jedes a # 0, also gibt es fiir jedes a # 0 ein b mit ab = 1. Wenden wir nun die
Erkenntnis 1.7.6 an auf die Surjektion R — R/m fiir irgendein Ideal m von R,
so folgt, daB m C R ein maximales Ideal ist genau dann, wenn (0) C R/m ein
maximales Ideal ist. Das Nullideal in einem Kring ist aber, wie bereits gezeigt,
maximal genau dann, wenn besagter Kring ein Korper ist. [

1.7.8. Die nun folgenden Lemmata 1.7.9 und 1.7.11 formulieren einfache Kon-
sequenzen des Nullstellensatzes 1.1.6. Da wir uns jedoch beim Beweis des Null-
stellensatzes auf diese Lemmata stiitzen wollen, diirfen wir sie hier nicht aus dem
Nullstellensatz herleiten. Stattdessen folgern wir sie aus dem bereits bewiesenen
Satz iiber ringendliche Korpererweiterungen 1.6.10.

Lemma 1.7.9 (Maximale Ideale in Polynomringen). Ist k = k ein algebra-
isch abgeschlossener Korper, so sind die maximalen Ideale im Polynomring in n
Variablen k[T, . ..,T,] genau die Verschwindungsideale von Punkten des k". In
Formeln liefert das Bilden des Verschwindungsideals also eine Bijektion

k' % Maxk[Th,. .., T
T Z(x)
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1.7.10. Da jeder Punkt des k™ abgeschlossen ist, konnen wir die inverse Abbil-
dung beschreiben durch die Abbildungsvorschrift m — Z(m).

Beweis. Ist k ein Korper und x € k™ ein Punkt, so ist ganz offensichtlich Z(z) =

(T — 1,..., T, —x,) C k[T, ...,T,] ein maximales Ideal: In der Tat induziert
das Auswerten bei z einen Isomorphismus k(T3 ..., T,]/Z(z) = k. Ist umge-
kehrt m C k[T, ..., T,] ein maximales Ideal, so betrachten wir den Korper L :=

k[Ty,...,T,]/m. Wir haben natiirlich einen Ringhomomorphismus ¢ : &k — L
und die Nebenklassen der 7; erzeugen L als k-Algebra. Mit dem Satz iiber ring-
endliche Korpererweiterungen 1.6.10 folgt, dal ¢ : k£ — L eine algebraische
Korpererweiterung sein muf3. Aus unserer Annahme £ algebraisch abgeschlossen
folgt dann weiter, dal ¢ eine Bijektion sein muB. Ist z; € k das Urbild der Ne-
benklasse 7, € L von 7} unter dieser Bijektion, so folgt 7; — x; € m. Bezeichnet
x = (21,...,,) den Punkt mit den Koordinaten z;, so folgt Z(z) C m und damit
Z(z) =m. O

Lemma 1.7.11 (Ideale ohne simultane Nullstellen). Hat ein Ideal in einem Po-
lynomring in endlich vielen Variablen iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper keine Nullstelle, so ist besagtes Ideal schon der ganze Polynomring.

Beweis. Bezeichnet k = k unseren Kérper und a C k[T3, ..., T,,] unser Ideal, so
behauptet unser Lemma in Formeln

Z(a)=0 = a=k[T,....T,]

Das zeigen wir durch Widerspruch: Ist ein Ideal a nicht der ganze Ring, so gibt es
ein maximales Ideal m iiber a und wir folgern aus a C merst Z(a) O Z(m) und
dann mit 1.7.9 weiter Z(a) # (. O

1.7.12. Nun erinnern und beweisen wir den bereits in 1.1.6 angekiindigten Hil-
bert’schen Nullstellensatz.

Satz 1.7.13 (Hilbert’scher Nullstellensatz). Seien k = k ein algebraisch abge-
schlossener Korper und a C k[1y,...,T,)] ein Ildeal. Ist f € k[Ty,...,T,] ein
Polynom, das auf der Nullstellenmenge unseres Ideals verschwindet, so liegt eine
Potenz unseres Polynoms bereits selbst in besagtem ldeal, in Formeln

Z(f) D Z(a) = fNecafirN >0

Beweis. Wir verwenden den sogenannten Rabinovitch-Trick und betrachten in
dem um eine Variable T' vergroBerten Polynomring k[T%,...,7T,,T] das von a
und fT — 1 erzeugte Ideal b. Da wir Z(f) D Z(a) angenommen hatten, besitzt
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dies Ideal b iiberhaupt keine simultanen Nullstellen. Anschaulich gesprochen ent-
weicht Z(fT — 1) bei jeder Nullstelle von f in Richtung der zusitzlichen Ko-
ordinate 7" ins Unendliche und die Nullstellenmenge von a im um eine Variable
groferen Polynomring ist das kartesische Produkt von Z(a) mit der zusitzlichen
Koordinatenachse: Der Schnitt dieser beiden Mengen ist dann offensichtlich leer.
Nach 1.7.11 gilt also in unserem um eine Variable vergroBerten Polynomring eine
Gleichung der Gestalt

ro(fT —1)+rifi+...+rmfm=1

mit f; € a und r; Elementen unseres um eine Variable vergroferten Polynom-
rings. Nun durften wir sicher von Anfang an f # 0 annehmen. Setzen wir dann in
unserer Gleichung fiir 7' das Element f~' des Funktionenkorpers k(77, ..., T;,)
ein, wenden also den Ringhomomorphismus k[Ty,...,T,,T| — k(T1,...,T,)
mit 7' — f~! an, so ergibt sich in diesem Funktionenkorper und sogar bereits in
seinem Teilring k[T, ..., T, '] eine Gleichung der Gestalt

31f1+---+3mfm:]-

Dabei gehen die s; € k[T1,...,T,, f~'] aus den r; hervor durch Einsetzen von
f~1 fiir T. Nach Multiplikation mit einer geeigneten Potenz f~ von f erhalten
wir schlieBlich eine Gleichung in k[T7, ..., T,,| der Gestalt

le1+"-+cmfm:fN

mit ¢; = fVs; Elementen unseres urspriinglichen Polynomrings k[T7, ..., T),].
Diese Gleichung zeigt dann f € a. 0

Definition 1.7.14. Gegeben ein Ideal a in einem Kring R definiert man sein Ra-
dikal \/a durch die Vorschrift v/a := {f € R | f¥ € afiir N > 0}. Ein Ideal
heiflt ein Radikalideal, wenn es sein eigenes Radikal ist.

1.7.15 (Diskussion der Terminologie). In [HL] 3.4.8 fithren wir den Begriff des
,Radikals eines Moduls* ein. Das Radikal eines Ideals im obigen Sinne ist etwas
vollig anderes als sein Radikal als Modul. Wenn es nétig sein sollte, werde ich
unterscheiden zwischen dem Potenzradikal und dem Modulradikal eines Ideals.

1.7.16 (Abgeschlossene Mengen und Radikalideale). Gegeben ein algebraisch
abgeschlossener Korper k& = k gilt fiir jedes Ideal a C k[T1,...,T,] nach dem
Nullstellensatz die Formel Z(Z(a)) = y/a. Andererseits wissen wir schon lan-
ge um die Formel Z(Z(X)) = X fiir Teilmengen X C k". Die Vorschriften
Z und Z liefern also zueinander inverse Bijektionen zwischen der Menge aller
Zariski-abgeschlossenen Teilmengen des k" und der Menge aller Radikalideale in
k[Ty,...,T,], in Formeln

Radikalideale % Algebraische Teilmengen
b Ck[Ty,...,T,] T Z @ k"
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Ubungen

Ubung 1.7.17. Ist k algebraisch abgeschlossen und a C &[T}, ..., T,] ein Ideal, so
induziert die Bijektion k" — Max k[T, ..., T,] aus Lemma 1.7.9 eine Bijektion
Z(a) 5 Max(k[Ty, ..., T,]/a).

Ubung 1.7.18. Warum kann man nicht mit demselben Argument wie in 1.7.4 zei-
gen, daf} jede Gruppe eine maximale echte Untergruppe besitzt? Man zeige auch,
daf} die additive Gruppe (Q keine maximale echte Untergruppe besitzt.

Ubung 1.7.19. Gegeben ein kommutativer von Null verschiedener Ring R folgt
aus R" = R™ schon n = m. Hinweis: Man benutze 1.4.9 und wihle mit 1.7.4
ein maximales Ideal a C R, so da3 R/a nach 1.7.7 ein Korper ist. Ein alternativer
Beweis, der ohne das Zorn’sche Lemma auskommt, wird in 2.3.10 gegeben. Der
hier skizzierte Beweis zeigt jedoch mit [AL] 6.5.3.4 allgemeiner fiir beliebige
Mengen I, J, da} aus der Isomorphie von freien Moduln R/ = R.J folgt, dal /
und J dieselbe Kardinalitéit haben.

Ubung 1.7.20. Der Schnitt aller maximalen Ideale eines Krings R kann auch be-
schrieben werden als die Menge aller Elemente unseres Rings mit der Eigenschaft,
dafl die Summe der Eins mit einem beliebigen Vielfachen unseres Elements stets
eine Einheit ist, in Formeln

([l m={a€R|(ra+1)€R*VreR}
meMax R
Diese Menge heif3t das Jacobson-Radikal unseres Krings. Im Fall nichtkommu-
tativer Ringe versteht man unter dem Jacobson-Radikal feiner den Schnitt aller
maximalen Links- oder gleichbedeutend aller maximalen Rechtsideale.

Ubung 1.7.21. (k = k). In Erweiterung von 1.1.23 zeige man, daB ein Ideal
a C k[T\,...,T,] genau dann von endlicher Kodimension ist, wenn es hochs-

tens endlich viele simultane Nullstellen besitzt, in Formeln
|Z(a)] <00 & codimg(a C k[TY,...,T,]) < oo

Das verwenden wir bei der Diskussion des Satzes von Bézout.

Ergiinzende Ubung 1.7.22. Noch allgemeiner als in 1.7.21 zeige man fiir einen
beliebigen Korper £, daB ein Ideal a C k[1},...,7,] genau dann von endlicher
Kodimension ist, wenn es nur in endlich vielen maximalen Idealen enthalten ist.
Ubung 1.7.23. Man zeige, daB fiir ein Ideal a eines Krings R das Radikal \/a
wieder ein Ideal von R ist und daB +/a sein eigenes Radikal ist.

Ubung 1.7.24. (k = k). Gegeben ein ringendlicher k-Kring A liefert das Bilden
des Kerns ¢ — ker ¢ eine Bijektion Kring®(A, k) = Max A.

Ubung 1.7.25. Seien k ein Korper und A ein ringendlicher k-Kring. Man zeige:
Ist der Quotient von A nach seinem Nilradikal A/ /0 endlichdimensional iiber k,
so ist bereits A selbst endlichdimensional tiber k.
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2 Mehr zu Moduln

Die Resultate dieses Abschnitts werden erst nach und nach gebraucht. Ich schlage
vor, ihn hier zu iiberspringen und dieses eher technische Material erst bei Bedarf
nachzuholen.

2.1 Summen und Produkte von Moduln

2.1.1. Die folgenden Konstruktionen verallgemeinern unsere Konstruktionen im
Fall von Vektorrdumen aus [LA2] 9.8.

Definition 2.1.2. Gegeben eine Familie (M) ca von Moduln iiber einem Ring
R bilden wir zwei neue R-Moduln, das Produkt [ [ M) und die direkte Summe
oder kurz Summe @ M, durch die Regeln

[Lea My = {(ma)aea | mr € My}

Brca My = {(ma)rea | ma € My, nur endlich viele m sind nicht null}

mit der offensichtlichen komponentenweisen Addition und Multiplikation mit Ska-
laren aus R.

2.1.3. Fiir eine endliche Familie von Moduln My, ..., M, stimmen die direkte
Summe und das Produkt iiberein. Wir benutzen dann alternativ die Notationen

Mlx...XMS:Ml@...@MS

2.1.4. Das Produkt beziehungsweise die Summe sind das Produkt beziehungs-
weise Koprodukt in der Kategorie der 2-Moduln im Sinne unserer allgemeinen
Definitionen [LA2] 9.7.1 beziehungsweise [LLA2] 9.7.16. Ausformuliert bedeutet
das: Die offensichtlichen Einbettungen und Projektionen sind Homomorphismen

iny : My — @ M, beziehungsweise pry : H My — M,
A€A AEA

und ist M ein weiterer R-Modul, so induzieren die durch Vorschalten der in)
beziehungsweise Nachschalten der pr, gegebenen Abbildungen Bijektionen

HOIHR(@,\GAMMM) — H/\GAHOIHR(M)\,M)
[ (f oiny)rea

HOIDR(M, H)\EA M)\> = H)\EA HOH’IR(M, M)\>
f (Pryof)aea
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2.1.5. Gegeben eine Familie (M) ca von Untermoduln eines Moduls M bezeich-
net man den von ihrer Vereinigung erzeugten Untermodul von M auch als ihre
Summe und notiert ihn ) 3, _, M,. Diese Summe kann auch interpretiert werden
als das Bild eines natiirlichen Homomorphismus €,., M, — M von der direk-
ten Summe nach M. Ist dieser Homomorphismus injektiv, so sagen wir, die ,,Sum-
me der Untermoduln M), sei direkt” und schreiben statt ), _, My auch @, _, M,.
Zwei Untermoduln N1, No C M heilen komplementiir genau dann, wenn ihre
Einbettungen einen Isomorphismus N; & Ny — M induzieren. Ein Untermodul,
der ein Komplement besitzt, hei3t ein Summand.

2.1.6. Auch bei Moduln iiber Ringen nennt man eine Familie (m)),ca linear
unabhiingig genau dann, wenn nur die triviale endliche Linearkombination ver-
schwindet, wenn also fiir eine Familie (7)) ea von Elementen unseres Rings mit
nur endlich vielen von Null verschiedenen Mitgliedern gilt

Z rymy =0 = aller, sind null
AEA

Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem heif3t wie bei Vektorrdumen eine Ba-
sis, und wie dort erkldren wir die Begriffsvarianten einer Basis als Teilmenge,
einer Basis als Familie, und einer angeordneten Basis. Allerdings besitzen kei-
neswegs alle Moduln eine Basis, wie man das von Vektorrdumen gewohnt ist. Die
Moduln, die eine Basis besitzen, nennt man freie Moduln. Die Moduln, die eine
Basis bestehend aus genau einem Element besitzen, nenne ich frei zyklisch.

Beispiel 2.1.7. 7/5Z ist kein freier Z-Modul, aber durchaus ein freier Modul tiber
dem Ring 7Z/57Z. Jede Familie von Elementen eines Moduls iiber dem Nullring,
der notwendig aus genau einem Element besteht, ist eine Basis.

Beispiel 2.1.8. Fiir jede Menge A ist der Modul
RA:={f:A— R| f(\) =0 fur fast alle \}

frei, denn die Abbildungen, die an einer Stelle den Wert 1 annehmen und sonst
den Wert Null, bilden eine Basis. Wir nennen RA den freien R-Modul iiber
der Menge A. Nach unseren Definitionen ist umgekehrt eine Familie (1 )xea
in einem Modul M eine Basis genau dann, wenn die Abbildung RA — M mit
(rx) = >_ ram, ein [somorphismus ist.

2.1.9 (Ungewohnte Isomorphismen zwischen freien Moduln). Fiir beliebige
Ringe R folgt aus R" = R™ im allgemeinen keineswegs n = m. Das ein-
fachste Gegenbeispiel ist der Nullring, und das ist nach 2.3.10 auch das einzige
kommutative Gegenbeispiel. Unter den nicht kommutativen Ringen gibt es je-
doch auch interessantere Gegenbeispiele. Betrachten wir etwa zu einem beliebi-
gen Korper den freien Vektorraum V' iiber der Menge N, so gibt es einen Iso-
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morphismus V' = V @ V, und fiir den Endomorphismenring R = End V' er-
halten wir einen Isomorphismus von R-Moduln R = R? als die Verkniipfung
R=FEndV ZHom(V & V,V)= R R.

Ergdnzung 2.1.10. Wir erhalten mit 2.1.9 auch ein Paar A C B bestehend aus
einem Ring mit einem echten Teilring und der Eigenschaft, da dennoch ein Iso-
morphismus A = B von A-Linksmoduln existiert: Betrachten wir R wie in 2.1.9
und den Teilring (R x R) C Mat(2; R) der Diagonalmatrizen, haben wir einer-
seits einen Isomorphismus (R x R)? = Mat(2; R) von (R x R)-Linksmoduln,
soviel gilt sogar fiir jeden Ring 2, und andererseits gibt es nach den vorherigen
Uberlegungen auch einen Isomorphismus (R x R) = (R x R)? von (R x R)-
Linksmoduln.

Lemma 2.1.11 (Kriterium fiir die Direktheit einer Summe). Gegeben eine Fa-
milie (V;);cr von Untergruppen einer abelschen Gruppe V' ist der natiirliche Ho-
momorphismus @,., Vi — V eine Injektion genau dann, wenn fiir jedes i € I

gilt
Vind) ;=0
J#i
Beweis. Ist der natiirliche Homomorphismus eine Injektion, so offensichtlich V; N
> ;2 vV = 0. Ist der natiirliche Homomorphismus keine Injektion, so liegt ein
von Null verschiedenes Element v = (v;);¢; der direkten Summe in seinem Kern.
Dieses Element hat eine von Null verschiedene Komponente, die Menge K :=

{i | v; # 0} istalso endlich und nicht leer. Per definitionem giltnun ) _, . v, = 0.
Wihlen wiri € K, so folgt 0 # —v; = > ., v; und damit V;N >, V; #0. [
Satz* 2.1.12. Fiir jede freie abelsche Gruppe F ist die offensichtliche Abbildung

in das Bidual ein Isomorphismus F = F™**.

Beweis. Wir zeigen das nur fiir F' = Z[T], der allgemeine Fall geht genauso. Das
Dual F™ ist in diesem Fall ein Produkt abzihlbar vieler Kopien von Z und heif3t die
Baer-Specker-Gruppe. Wir verwenden im folgenden die Inkarnation von F™* als
der Potenzreihenring. In Formeln ausgedriickt haben wir eine bilineare Abbildung

Z[T] x Z[T) = Z

gegeben durch (P, Q) ~ (der Koeffizient von 7° in P(Q), wobei () aus () entste-
he durch Substitution von 7! fiir 7. Diese Paarung liefert offensichtlich einen
Isomorphismus Z[T] = Homgz(Z[T],Z). Es gilt zu zeigen, daB sie auch einen
Isomorphismus

Z|T) = Homgy(Z[T], Z)

induziert. Um das einzusehen, zeigt man zunéchst

Homy,(Z[T]/Z[T),Z) = 0
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Jeder Homomorphismus f : Z[T]/Z[T| — 7 macht jede Nebenklasse einer Rei-
he der Gestalt ) | b;3'T* zu Null, da seine Werte darauf durch jede Potenz von drei
teilbar sein miissen. Auf der Nebenklasse einer beliebigen Reihe > a, 7" kann f
also nur gerade Zahlen als Werte annehmen, da 3 a; 7" + 3=, serade 51" Stets
das Doppelte einer anderen Reihe ist. Das zeigt, dal f Null sein muB3. Jeder Grup-
penhomomorphismus Z[7T] — Z ist also durch seine Restriktion auf Z[T'| bereits
eindeutig festgelegt. Es bleibt zu zeigen, daB eine Linearform [ : Z[T| — Z,
die nicht auf fast allen 7" Null ist, nicht auf Z[T] fortgesetzt werden kann. Ist
aber f auf unendlich vielen 7" nicht Null, so finden wir eine monoton wachsende
Folge o(0) < (1) < ... von natiirlichen Zahlen mit ¢, := |f(7°)2*©) + ... +
f(T™)204M| — oo fiir n — oo und 2¢"*Y > 2¢, fiir alle n € N. Werten wir
dann unsere Linearform auf der Reihe Z?io 20T qus, so muB das Ergebnis im
Betrag mindestens ¢, sein fiir alle n, wie man durch Aufteilen in einen Anfang
und einen Schwanz aus 2*"+YZ[T] sieht, und das ist unmoglich. O

Ubungen

Ubung 2.1.13. Man zeige: Jeder endlich erzeugte Modul iiber einem Schiefkorper
D ist isomorph zu D" fiir wohlbestimmtes n € N. Hinweis: Man kopiere die
Argumentation aus der linearen Algebra.

Ubung 2.1.14. Sei k ein von Null verschiedener Ring. Man gebe ein minimales
alias unverkiirzbares Erzeugendensystem des Rings R := (k x k) als Linksmodul
iiber sich selber an, das keine Basis ist. Man gebe eine maximale linear unab-
hingige Teilmenge von Z als Linksmodul iiber sich selber an, die keine Basis
ist.

Ubung 2.1.15. Sei k ein Ring und kl[e] := k[T]/(T?) mit e = T der Ring der
dualen Zahlen iiber k. Man zeige: Ein k[c]-Modul ist frei genau dann, wenn
gilt: M/eM ist ein freier k-Modul und die Multiplikation mit ¢ induziert einen
Isomorphismus

M/eM = eM
Ubung 2.1.16. Jeder Modul ist isomorph zu einem Quotient eines freien Moduls.

Ubung 2.1.17. Gegeben Moduln M, ..., M,, und Ny,..., N, iiber einem Ring
R haben wir eine natiirliche Identifikation

Homp(M; @ ... @ My, Ny @ ... & N,) = [ [ Homp(M;, ;)
2
Wir werden die Elemente einer endlichen direkten Summe oft als Spaltenvetoren
von Elementen der Summanden auffassen und die Homomorphismen zwischen
direkten Summen als Matrizen von Homomorphismen zwischen den Summan-
den. Das erlaubt uns, die Komposition solcher Homomorphismen mit dem For-
malismus der Matrixmultiplikation zu berechnen.
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Ubung 2.1.18. Gegeben eine Familie von Moduln M;; miti € I, j € J haben wir
stets eine kanonische Injektion B, (], M;:) = [1;(€D; M;:), die im allgemeinen
aber kein Isomorphismus ist.

Ubung 2.1.19. Das folgende verallgemeinert [LA2] 6.2.24. Sei R ein Ring. Man
nennt einen Homomorphismus von R-Moduln M — M" linksspaltend, wenn
er ein Rechtsinverses besitzt, und nennt solch ein Rechtsinverses dann eine Spal-
tung. Man zeige: Ist o : M — M" ein Homomorphismus, M’ C M sein Kern
und ¢ : M” — M ein Rechtsinverses von ¢, so erhalten wir vermittels der Vor-
schrift (a’,a”) — a' + 1 (a”) einen Isomorphismus M’ x M"” = M. Man nennt
einen Modulhomomorphismus M’ <— M rechtsspaltend, wenn er ein Links-
inverses besitzt, und nennt solch ein Linksinverses ¢ auch eine Spaltung. Fiir
s : M — M" die Surjektion auf den Kokern eines rechtsspaltenden Morphismus
zeige man, daf} (¢, s) einen Isomorphismus M — M’ x M" liefern.

2.1.20. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von Moduln A < B > C sind
gleichbedeutend: (1) r besitzt ein Linksinverses, (2) s besitzt ein Rechtsinverses
und (3) es gibt einen Isomorphismus der Gestalt (id 4, f,id¢) von unserer Sequenz
mit der Sequenz
ABaecBC

Das ist eine Umformulierung der Ubungen ?? und ??. Eine kurze exakte Sequen-
zen mit diesen Eigenschaften heil3t eine spaltende kurze exakte Sequenz von abel-
schen Gruppen. Die kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen Z — Z —»
7,/27 mit der Multiplikation mit Zwei als erster Abbildung spaltet nicht. Das ist
eine offensichtliche Verallgemeinerung der entsprechenden Aussagen fiir abel-
sche Gruppen [LA2] 6.7.10.

Ubung 2.1.21. Sei R ein Ring. Fiir jeden surjektiven Homomorphismus f : M —»
F'von einem R-Modul M auf einen freien R-Modul F’ existiert eine Spaltung, als
da hei3t ein Homomorphismus s : ' — M mit fs = idp.

2.2 Endliche Produkte von Ringen

2.2.1. Unter dem Zentrum Z( R) eines Rings R verstehen wir die Menge derjeni-
gen Elemente von R, die mit allen anderen Elementen kommutieren, in Formeln

Z(R)={z€ R|za=az Ya € R}

Das Zentrum ist stets ein kommutativer Teilring von R.

2.2.2. Gegeben eine Familie von Ringen (A4;);c; konnen wir den Produktring
A= HZ eI A; bilden. Die Elemente e; mit einer 1 an der ¢-ten Stelle und Nullen
sonst liegen im Zentrum des Produktrings und die von den e; erzeugten zweisei-
tigen Ideale Ae;A werden unter den Projektionen pr; : A — A; bijektiv auf 4;
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abgebildet im Fall ¢ = j und auf Null sonst. Des weiteren gilt e;e; = 0 fiir ¢ # j
und e} = ¢;. Ist unsere Familie endlich, so gilt zusitzlich1 =) ,_; ;.

2.2.3. Seien umgekehrt ein Ring A gegeben und darin eine endliche Familie von
zentralen Idempotenten ey, . . ., e, mit e;e; = 0 falls ¢ # j und

l=e+...4+¢,

Wir nennen eine solche Darstellung eine Zerlegung der Eins in paarweise or-
thogonale zentrale Idempotente. Sie liefert eine Zerlegung

A=Ae; ® ... D Ae,

in eine direkte Summe von Idealen, die jeweils selbst Ringe sind mit Einselement
e;, und sogar einen Ringisomorphismus

Aey X ... x Ae, > A

Fassen wir in einer derartigen Zerlegung der Eins einige Summanden zusammen,
so sprechen wir von einer Vergroberung unserer Zerlegung. Natiirlich haben je
zwel derartige Zerlegungen eine gemeinsame Verfeinerung, bestehend aus allen
Produkten von einem Idempotenten der einen Zerlegung und einem Idempotenten
der anderen Zerlegung. Existiert eine feinste Zerlegung mit von Null verschie-
denen Summanden, so ist sie demnach eindeutig. Die zugehorige Zerlegung des
Rings in eine direkte Summe von Idealen, die ihrerseits mit der induzierten Mul-
tiplikation Ringe werden, heifit dann seine Block-Zerlegung A = A, & ... ® A,
und die zugehorigen Ideale A; heiflen die Blocke des Rings A.

Erginzung 2.2.4. Gegeben Ringe Ry,..., R, mit Produkt R = R; X ... X R,
erhalten wir fiir jede abelsche Gruppe M eine Bijektion

Strukturen auf M ~ Zerlegungen M = M, & ... H M, mit
als R-Modul jeweils einer R;-Modulstruktur auf M;

indem wir in R die Elemente e; = (0,...,1,...,0) mit einer 1 an der i-ten Stelle
und Nullen sonst betrachten und in M die Untergruppen M; := e; M nehmen und
sie mit der hoffentlich offensichtlichen von der R-Modulstruktur auf M induzier-
ten Struktur eines R;-Moduls versehen.

Ubung 2.2.5. Gegeben ein Modul M iiber einem Ring R und ein Element m € M
heif3t die Teilmenge

Anng(m):={re€ R|rm =0}

der Annullator von m. Man zeige, dal der Annullator jedes Elements ein Links-
ideal ist. Weiter hei3t die Teilmenge

Amngp(M) :={re R|rm=0Vm e M}
der Annullator des Moduls M. Man zeige, daf} der Annullator eines Moduls stets

ein zweiseitiges Ideal ist.

37



2.3 Rechtsmoduln und Matrizenrechnung

Definition 2.3.1. Sei R ein Ring. Ein R-Rechtsmodul ist ein Paar bestehend aus
einer abelschen Gruppe (M, +) mitsamt einer Abbildung M x R — M, (m,r) —
myr derart, daf gilt fiir alle m,n € M undr,s € R :

(m4+n)r = mr+nr
m(r+s) = mr+ms
m(rs) = (mr)s
ml = m

2.3.2. Unsere R-Moduln aus Definition 1.2.6 nennt man manchmal auch genauer
Linksmoduln. Um den Unterschied klar zu machen, definieren wir fiir jeden Ring
R = (R,+,-) den opponierten Ring R°’* = (R, +,-) als die abelsche Gruppe
R mit der ,,vertauschten* Multiplikation r°s° = sr fiir , s € R. Wir verwenden
dabei die Notation [GR] 2.2.3.33, insbesondere meint 7° das Element r aufgefal3t
als Element des opponierten Rings. Man priift ohne Schwierigkeiten, da$§ ein R-
Rechtsmodul dasselbe ist wie ein R°PP-Linksmodul, alias eine abelsche Gruppe
M mitsamt einem Ringhomomorphimus R°°? — End M. Insbesondere braucht
man bei kommutativen Ringen zwischen Rechtsmoduln und Linksmoduln keinen
Unterschied zu machen.

Definition 2.3.3. Sei R ein Ring und M ein R-Rechtsmodul. Eine Teilmenge
N C M heifit ein Untermodul oder ganz pedantisch Unterrechtsmodul genau
dann, wenn N eine Untergruppe ist und wenn zusétzlich giltm € N,r € R =
mr € N.

2.3.4. Die Unterrechtsmoduln eines Rings heiflen seine Rechtsideale. Jeder Schnitt
von Untermoduln ist wieder ein Untermodul. Ist 7' C M eine Teilmenge eines
Moduls M, so heifit der kleinste Untermodul von M, der T enthilt, auch der von
T erzeugte Untermodul und wir bezeichnen ihn mit (7")  oder auch abkiirzend
mit (7).

2.3.5. Fir R-Rechtsmoduln M, N nennen wir einen Homomorphismus von abel-
schen Gruppen f : M — N mit f(mr) = f(m)r Vm € M,r € R auch einen
Homomorphismus von -Rechtsmoduln und bezeichnen die Menge aller Ho-
momorphimen von R-Rechtsmoduln mit

Hom_g(M, N)
Genau wie bei Korpern haben wir auch bei Ringen R eine natiirliche Bijektion

Hom_g(RP,RY) = Mat(q X p; R)
f — [f]
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wo die Spalten der Matrix [f] = (a;;) die Bilder unter f der Vektoren ey, ..., e,
der Standardbasis des R? sind, in Formeln f(e;) = (a1j,...,ap;) fir1 < j <
p. Die inverse Abbildung ordnet jeder Matrix A die R-rechtslineare Abbildung
x — Ax zu, wo wir die Elemente © € RP beziehungsweise Ax € R? als Spal-
tenmatrizen auffassen. Wie bei Korpern entspricht die Matrixmultiplikation der
Verkniipfung von Abbildungen, in Formeln [f o g] = [f] o [g], und f ist ein Iso-
morphismus genau dann, wenn seine Matrix [ f] invertierbar ist.

2.3.6. Fiir die Kategorie der Rechtsmoduln iiber einem Ring R verwenden wir die
beiden Notationen
Mod- R = Mod_g

2.3.7. Gegeben R-Rechtsmoduln M, N mit endlichen angeordneten Basen A, B
der Kardinalitéten p, q erhalten wir genau wie bei Korpern auch bei Ringen R eine
natiirliche Bijektion

Hom_r(M,N) = Mat(q x p; R)
f — slf]a

und nennen wieder z[f] 4 die darstellende Matrix der Abbildung f in Bezug
auf die Basen A und 5. Die Formel ¢[g o f]4 = c[g]s © 5[f] 4 gilt entsprechend.

2.3.8. Ich erinnere an die Definition der Determinante quadratischer Matrizen mit
Eintrégen in einem Kring durch die Leibnizformel [LA1] 6.2.1, an die Multipli-
kationsformel det(AB) = (det A)(det B) aus [LA1] 6.4.1 und daran, daf} eine
quadratische Matrix nach [LA1] 6.4.9 genau dann invertierbar ist, wenn ihre De-
terminante eine Einheit in fraglichen kommutativen Ring ist.

Erginzung 2.3.9. Die Leibnizformel ist zwar auch fiir nichtkommutative Ringe
noch sinnvoll, aber die Formel det(AB) = (det A)(det B) ist dann nicht mehr
richtig, und deshalb sind Determinanten in der Allgemeinheit nichtkommutativer
Ringe nicht mehr von Nutzen.

Proposition 2.3.10 (Wohlbestimmtheit des Rangs). Ist R ein kommutativer Ring
und nicht der Nullring, so folgt fiir m,n € N aus der Existenz eines Isomorphis-
mus von Moduln R" = R™ bereits n = m.

2.3.11. Ein alternativer Beweis wird in Ubung 1.7.19 skizziert. Ein Gegenbeispiel
fiir nichtkommutative Ringe erklirt 2.1.9.

Beweis. Ein Isomorphismus R" = R™ wird notwendig beschrieben durch Matri-
zen A und B. Wire hier n # m, so wiren unsere Matrizen nicht quadratisch. Hat
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit A mehr Zeilen als Spalten und ergidnzen
wir unsere Matrizen durch Nullen zu quadratischen Matrizen Aund B, so gilt im-
mer noch AB = I mit I der Einheitsmatrix, im Widerspruch zu det A=0. O]
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2.3.12. Ist M ein endlich erzeugter freier Modul iiber einem kommutativen und
vom Nullring verschiedenen Ring R, so heifit die Zahl n € N mit M = R"
der Rang von M. Wir nennen diese Zahl etwas uniiblich wie im Korperfall die
Dimension unseres Moduls und verwenden dafiir die Notation

n=dimgp M = dim M

Das Beispiel 2.1.9 zeigt, dal man iiber nichtkommutativen Ringen im allgemeinen
nicht mehr sinnvoll vom Rang eines freien Moduls reden kann.

Ergdnzung 2.3.13. Es gibt Schiefkorper K C L derart, dal L iiber K endlich er-
zeugt ist als Linksmodul, nicht aber als Rechtsmodul. Die Frage nach einem sol-
chen Beispiel war lange als Artin’s Problem bekannt. Eine explizite Konstruktion
kann man in [Coh95] finden.

Ubungen

Ubung 2.3.14. Gegeben ein Ring R liefert die durch Rechtsmultiplikation gege-
bene Abbildung aus 1.4.1 einen Ringisomorphismus R°*? = Endg(R) und die
durch Linksmultiplikation gegebene Abbildung einen Ringisomorphismus R —
End_g(R). Hier ist es wichtig zu erinnern, daf} in unseren Konventionen Ringe
stets ein Einselement haben.

Ubung 2.3.15. Ein Element eines Rings r € R ist genau dann eine Einheit, wenn
sowohl die Rechtsmultiplikation als auch die Linksmultiplikation mit r eine Bi-
jektion von R mit sich selbst liefert.

Ubung 2.3.16. Man zeige: Gegeben ein Kring R und n € N ist jeder surjektive
Homomorphismus R" — R" bereits ein Isomorphismus. Hinweis: Man finde ein
Halbinverses und rechne mit Matrizen. Weiter zeige man: Ist S C R ein Teilring
und der R-Modul M sowohl iiber R als auch iiber S frei vom Rang n, so gilt
S =R.

Ergiinzende Ubung 2.3.17. Fiir jeden Ring R und jede natiirliche Zahl n > 1
liefert die Zuordnung M +— M" eine Aquivalenz von Kategorien

R-Mod 5 Mat(n; R)-Mod

In anderen Worten ist jeder Modul iiber S := Mat(n; R) isomorph zu einem Mo-
dul der Gestalt M "™ mit M € R-Mod und unsere Zuordnung induziert Bijektionen
Homp(M, N) = Homg(M™, N™). Diese Aussagen sind im iibrigen Spezialfille
unserer allgemeinen Uberlegungen [TS] ?? zur Tensor-Hom-Adjunktion und erste
Beispiele der sogenannten Morita-Aquivalenz.

Ubung 2.3.18. Man zeige, daB jeder endlich erzeugte freie Modul iiber eine end-
liche Basis besitzt.
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2.4 Moduln iiber Hauptidealringen

Satz 2.4.1 (Elementarteilersatz). Sei f ein Homomorphismus zwischen zwei end-
lich erzeugten freien Moduln iiber einem Hauptidealring. So gilt:

1. Es gibt angeordnete Basen A, B unserer Moduln derart, daf3 die darstel-
lende Matrix D := g[f]4 unseres Homomorphismus eine Diagomalmatrix
ist, deren vordere Diagonaleintriige jeweils die hinteren teilen, in Formeln
(1 # 7 = dij = 0) und dy1|dss| . .. |d,, fiir v das Minimum der Kardinali-
titen beider Basen;

2. Die Diagonaleintrige d;; einer derartigen darstellenden Matrix durch die
Abbildung f wohlbestimmt bis auf Multiplikation mit Einheiten.

Beispiele 2.4.2. Die analoge Aussage im Fall eines Korpers kennen wir bereits aus
[LAT] 2.6.11 als Smith-Normalform, den Fall des Hauptidealrings Z aus [LA2]
6.5.14, den Fall eines Polynomrings aus [LA2] 6.5.29 als Smith-Zerlegung.

2.4.3. Nach unserer Definition [AL] 6.2.4.9 ist ein Hauptidealring ein kommu-
tativer Integritédtsbereich, der kein Korper ist und in dem jedes Ideal ein Haupt-
ideal ist. Wir konnen unseren Satz auch verstehen als die Beschreibung eines Sys-
tems von Reprisentanten fiir die Bahnen der offensichtlichen Wirkung der Gruppe
GL(n; R) x GL(m; R) auf der Menge Mat(n x m; R) im Fall eines Hauptideal-
rings R.

Beweis. Wir diirfen £ = R™ und F' = R" annehmen. Die Abbildung f wird be-
schrieben durch eine Matrix A € Mat(n x m; R) und es gilt, invertierbare Matri-
zen P € Mat(nxn; R) und Q € Mat(m xm; R) zu finden derart, dal PAQ = D
diagonal ist von der gewiinschten Form. Fiir eine Matrix A bezeichne (A) C R
das von den Eintrigen von A erzeugte Ideal. Sicher gilt (X A) C (A) fiir jede
Matrix X, also (X A) = (A) fiir X invertierbar. Ebenso gilt (AY") C (A) fiir jede
Matrix Y und (AY) = (A) fiir Y invertierbar. Wir geben im folgenden ein Ver-
fahren an, das im Fall (aq;) # (A) invertierbare Matrizen X und Y liefert derart,
dal3 der obere linke Eintrag von X AY” ein echt groeres Ideal erzeugt als a;;. Da
unser Kring noethersch ist, oder auch mit einer elementaren Argumentation wie
beim Beweis von [AL] 6.2.4.11 finden wir dann sogar X und Y invertierbar der-
art, daB der obere linke Eintrag von X AY das Ideal (X AY') = (A) erzeugt, als da
heif}t, daB er alle Eintridge von X AY teilt. Da nun Zeilen- und Spaltenoperationen
auch durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links beziehungsweise
rechts gegeben werden, finden wir dann sogar invertierbare Matrizen X Y derart,
daB X AY auBer einem Eintrag a;; = dy; in der oberen linken Ecke nur Nullen in
der ersten Zeile und erste Spalte stehen hat und daB zusitzlich gilt (d;;) = (A).
Dann konnen wir aber den Beweis beenden mit einer offensichtlichen Induktion.
Es bleibt, das versprochene Verfahren anzugeben. Wir unterscheiden drei Fille.
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(i) Falls a;; nicht alle Elemente der ersten Zeile teilt, sagen wir a;; teilt nicht
a2, SO betrachten wir das Ideal (a1, a12) und wihlen dafiir einen Erzeuger
d. Wir konnen nun schreiben d = xaq; + ya;o sowie zusitzlich ay; =
d\, a15 = dp und folgern 1 = x A\ + ypu. Jetzt beachten wir

ajlr Q12 " r —u 0 d =
x % y oA = k%

* ‘* 0 ‘I * *

*

mit / der Einheitsmatrix und haben schon gewonnen.
(i1) Falls a4, nicht alle Elemente der ersten Spalte teilt, gehen wir analog vor.

(iii) Teilt aq; alle Elemente der ersten Zeile und der ersten Spalte, so finden
wir schon mal invertierbare X, Y derart, daB X AY auBer einem Eintrag
aq; in der oberen linken Ecke nur Nullen in der ersten Zeile und der ersten
Spalte stehen hat. Unter der Annahme (a;;) # (A) kann aber a;; nicht
alle Eintriage von A teilen. Addieren wir nun eine geeignete Zeile zur ersten
Zeile, so landen wir im Fall (i) und haben wieder gewonnen.

Damit haben wir das versprochene Verfahren angegeben und Teil 1 ist gezeigt.

2. Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Diagonaleintrige bis auf Einheiten. Dazu
betrachten wir fiir ¢ > 1 das von allen Determinanten von (i X 4)-Untermatrizen
von A erzeugte Ideal J;(A). Ist X eine weitere Matrix, so gilt J;(XA) C J;(A),
denn die Zeilen von X A sind Linearkombinationen von Zeilen von A. Insbeson-
dere gilt also J;(X A) = J;(A) fiir invertierbares X und ebenso J;(AY) = J;(A)
fiir invertierbares Y. Es folgt sofort, daB J;(A) das vom Produkt dy;das - - - d;;
erzeugte Ideal ist, in Formeln J;(A) = (dj1dag - - - d;;). Daraus folgt dann die Ein-
deutigkeit der d;; bis auf Einheiten. U]

2.4.4. Wir geben nun zwei Formen der Klassifikation endlich erzeugter Moduln
tiber Hauptidealringen an. Wenden wir diese Klassifikationen an auf den Haupt-
idealring Z, so erhalten wir die Klassifikation der endlich erzeugten abelschen
Gruppen [LA2] 6.5.4 und [LA2] 6.5.5 vom Beginn der Vorlesung. Wenden wir
unsere Sdtze an auf einen Polynomring iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper, so ergibt sich die Jordan’sche Normalform [LA2] 5.4.5, wie als Korollar
2.4.11 ausgefiihrt wird.

Satz 2.4.5 (Klassifikation durch Idealketten). Ist M ein endlich erzeugter Mo-
dul iiber einem Hauptidealring R, so gibt es genau eine aufsteigende Kette a; C
as C ... C as C Rvon Idealen von R mit a;, # R und

M= R/a; x ... X R/a
Der Nullmodul wird abgedeckt durch den Fall s = 0.
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2.4.6. Ist R ein faktorieller Ring, so nennen wir die Potenzen irreduzibler Ele-
mente von R auch die Primpotenzen von R und die von Eins verschiedenen
Potenzen die echten Primpotenzen von R. Jede echte Primpotenz ¢ hat also die
Form ¢ = p® mit p irreduzibel und e > 1.

Ergdnzung 2.4.7. Die Existenz ist mir auch klar fiir Kringe, in denen jedes Ideal
ein Hauptideal ist. Wie steht es in dieser Allgemeinheit mit der Eindeutigkeit?

Satz 2.4.8 (Klassifikation durch Multimengen von Primpotenzen). Gegeen ein
endlich erzeugter Modul M iiber einem Hauptidealring R gibt es r € N und echte
Primpotenzen qy, . .., q € R derart, dafs gilt

MZ=ZR xXR/¢Rx...x R/¢4R

Hier ist r wohlbestimmt und die q; sind wohlbestimmt bis auf Einheiten und Rei-
henfolge. Der Nullmodul wird abgedeckt durch den Fall r =1 = 0.

2.4.9. Der Beweis beider Sitze ist mutatis mutandis derselbe wie der Beweis ih-
rer als [LA2] 6.5.4 und [LA2] 6.5.5 diskutierten Spezialisierungen fiir den Haupt-
idealring Z der ganzen Zahlen.

2.4.10. Ein Modul heil3t torsionsfrei genau dann, wenn die Multiplikation mit
jedem von Null verchiedenen Ringelement eine injektive Abbildung von unserem
Modul in sich selber liefert. Nach dem Satz ist insbesondere jeder endlich erzeugte
torsionsfreie Modul iiber einem Hauptidealring frei.

Beweis von 2.4.5. Gegeben ein Erzeugendensystem ¢, ..., g, von M erkldren
wir durch die Vorschrift (a4, ..., a,) — a1g1 + . .. + a,g, einen surjektiven Mo-
dulhomomorphismus

R" — M

Dessen Kern ist nach 1.5.9 ein endlich erzeugter R-Modul K, fiir den wir wieder
einen surjektiven Homomorphismus R™ — K finden konnen. Der Formalismus
noetherscher Ringe kann an dieser Stelle noch vermieden werden, man kann eben-
so wie in [LA2] 6.5.1 sogar stirker und unabhiéngig zeigen, dal man fiir jeden
Untermodul eines endlich erzeugten Moduls iiber einem Hauptidealring hochs-
tens soviele Erzeuger benotigt wie fiir den groBen Modul. Mit der Komposition
R™ — K — R™ als erster Abbildung entsteht so eine im Sinne von [LA2] 6.7.5
exakte Sequenz von R-Moduln

R - R"—>M—0

Nach 2.3.5 sind die Homomorphismen R™ — R™ genau die Multiplikationen von
links mit (n x m)-Matrizen mit Eintrdgen in R. Weiter tiberlegt man sich, daf auch
in dieser Situation die Verkniipfung von Homomorphismen der Multiplikation von
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Matrizen entspricht. Bezeichnet nun A die Matrix unserer Abbildung R™ — R"
und wihlen wir P und () wie im Elementarteilersatz oder vielmehr dem Beginn
seines Beweises, so ergibt sich ein kommutatives Diagramm von 2-Moduln

Rm _A° . pn

QoTz Pon
R™ -2 Rr
fiir eine nicht notwendigerweise quadratische Diagonalmatrix D mit Eintrigen

di|dy|...|d, fir r = min(m,n). Bilden wir nun andererseits das Produkt der

exakten Sequenzen R %R R/{d;) — 0 fur 1 < i < r mit m — r Kopien
der exakten Sequenzen R — 0 — 0 — 0 im Fall m > n beziehungsweise n — r
Kopien der exakten Sequenzen 0 — R 4 R~ 0imFalln > m, so erhalten wir
mit [LA2] 6.7.13 die untere Horizontale in einem kommutativen Diagramm mit
exakten Zeilen

R™ _A°, pr M 0

N |

R™ LR S R/(dy) x ... x R/{d,) x R"™——0

Damit liefert [LA2] 6.2.4 oder vielmehr eine offensichtliche Variante dieses Re-
sultats fiir Moduln einen Isomorphismus M = R/(d;) x ... x R/{(d,) x R"".
Lassen wir von unserer Folge d;|ds| . . . |d, alle Einheiten vorne weg und erginzen
am Ende (n — r) Nullen und drehen die Nummerierung um, so erhalten wir eine
Folge as|...|a; derart, dal die von ihren Gliedern erzeugten Ideale eine Kette
bilden wie im Satz 2.4.5 gefordert, und die Existenz dort ist gezeigt. Um die Ein-
deutigkeit zu zeigen bemerken wir, da$ fiir jeden endlich erzeugten R-Modul M
und jedes irreduzible Element p und alle n > 1 der Quotient p"~* M /p™ M nach
1.4.9 ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Restklassenring R/(p) ist,
der hinwiederum nach [AL] 6.2.4.23 ein Korper sein muf3. Wir notieren seine Di-
mension
Dy (M) := dimp) (p"~ M /p" M)

Man folgert unmittelbar Dj(M x N) = Dp(M) + D} (N) fiir je zwei endlich
erzeugte R-Moduln M und N. Fiir zyklische R-Moduln M = R/aR behaupten
wir nun

1 p"teilta;

0 sonst.

D"(R/aR) = {

In der Tat ist das klar fiir a = p™, fiir a teilerfremd zu p ist es eh klar, und mit dem
chinesischen Restsatz [AL] 6.2.3.4 folgt es im allgemeinen. Fiir eine Zerlegung
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M = R/{dy) x ... x R/(ds) wie in 2.4.5 finden wir also
Dy (M) = [{i | p" teilt d; }|

Die Zahl der Nullen unter unseren d; wird damit fiir jedes p gegeben durch die
Formel |{i | d; = 0}| = lim,,,oc D}; (M), und welche Potenz von jedem irredu-
ziblen Element p in jedem von Null verschiedenen d; stecken muf}, kann man an
den Zahlen Dy (M) auch ablesen. Folglich hingen die Ideale (d;) nur von M und

nicht von der gewihlten Zerlegung ab. 0

Beweis von 2.4.8. Aus 2.4.5 folgt sofort die Existenzaussage in Satz 2.4.8, indem
wir im Fall a; # 0 einen Erzeuger d; von a; als Produkt von paarweise teilerfrem-
den Primpotenzen d; = ¢q; ... qx schreiben und mit dem chinesischen Restsatz
zerlegen

R/a;= R/¢1R x ... X R/qxR

Fiir die Eindeutigkeit argumentieren wir wie im vorhergehenden Beweis: Fiir
M=R X R/q:Rx ...x R/qR wie in 2.4.8 finden wir diesmal

Dy(M) =1+ [{i | p" teilt ¢; }|

Wenden wir diese Erkenntnis an auf alle irreduziblen Elemente p, so folgt die im
Satz behauptete Eindeutigkeit ohne weitere Schwierigkeiten: Die Zahl der Prim-
potenzen ¢;, die bis auf eine Einheit p" sind, mufl ndmlich bei jeder Zerlegung
gerade D7 (M) — Dp*' (M) sein, und den Rang 7 des freien Anteils kénnen wir
als die auch von allen Wahlen unabhingige Zahl r = lim,, DZ(M ) beschrei-
ben, fiir jedes irreduzible Element p. [

Korollar 2.4.11 (Jordan’sche Normalform). Seien k ein algebraisch abgeschlos-
senen Korper, V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und A : 'V — V eine
lineare Abbildung. So gibt es eine Basis von V derart, daf3 die Matrix von A be-
ziiglich dieser Basis blockdiagonal ist, wobei die Blocke konstant sind auf der
Diagonale, konstant Eins auf der ersten oberen Nebendiagonale, und Null an al-
len anderen Stellen.

2.4.12. Das ist genau unser Satz [LA2] 5.4.5 aus der linearen Algebra, der hier
also ein weiteres Mal bewiesen wird.

Beweis. Mithilfe von 1.2.15 fassen wir V' als Modul iiber dem Polynomring k[7']
auf und mit 2.4.8 finden wir einen Isomorphismus von %[7']-Moduln

V= E[T]/((T = M)™) x ... x K[T]/((T = \)™)

Wihlen wir auf der rechten Seite im Summanden k[T'|/{(T — \)") als angeordne-
te Basis die Nebenklassen von (7' — A\)"~',..., (T — \) und 1, so erhilt man die
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Matrix der Multiplikation mit 7', indem man zunichst die Matrix der Multiplika-
tion mit (7" — \) berechnet und dann die Diagonalmatrix A/ addiert. So erkennt
man dann leicht, da3 die Matrix der Multiplikation mit 7" die gewiinschte Form
hat. [

2.4.13. Auf dhnliche Weise erhilt man auch Normalformen fiir die Matrizen von
Endomorphismen iiber nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Korpern,
wie in den folgenden Ubungen ausgefiihrt wird.

Ubungen

Ubung 2.4.14. Jedes normierte Polynom P € k[T ist bis auf Vorzeichen das
charakteristische Polynom der k-linearen Abbildung

() = K[T]/{P) — K[T]/(P)

Hat unser Polynom die Gestalt P = T™ + a,,_;T" ' + ... 4+ a,T + ay, so bilden
die Nebenklassen von 1,7, ..., 7" ! eine angeordnete Basis des Quotienten, und
in Bezug auf diese Basis hat die durch Multiplikation mit 7" gegebene k-lineare
Abbildung die in nebenstehender Abbildung angegebene Matrix. Hinweis: Eine
Methode ist die explizite Berechnung mithilfe der Determinante. Alternativ mag
man k algebraisch abgeschlossen annehmen und sich mithilfe des chinesischen
Restsatzes auf den Fall zuriickziehen, dal P eine Potenz eines linearen Polynoms
ist.

Ubung 2.4.15 (Charakteristisches Polynom eines k[7']-Moduls). Sei ein Endo-
morphismus A : V' — V eines endlichdimensionalen Vektorraums iiber einem
Korper k£ gegeben. Man zeige: Genau dann hat A das charakteristische Polynom
P, wenn es eine Faktorisierung P = ()5 . .. (), gibt derart, daB} der (V, A) entspre-
chende k[T']-Modul isomorph ist zu

E[T]/(Qu) x ... x kK[T]/(Qr)

Man nutze diese Erkenntnis, um einen alternativen Beweis des Satzes von Cayley-
Hamilton [LA1] 6.6.20 zu geben. Hinweis: Man verwende 2.4.14 und 2.4.5 oder
2.4.8. In anderen Worten kann das Aufmultiplizieren einer endlichen Multimenge
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[lustration zu 2.4.14
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von normierten Polynomen demnach geschrieben werden als die Verkniipfung

AQu . .Q)) c {
!
KIT)/(Q1) % ... % KT1/(Q))

endliche Multimengen
von Polynomen aus k[7]\0

{ endlichdimensionale }

k[T]-Moduln
endlichdimensionale
(V, A) € k-Vektorraume V/
mit Endomorphismus
| |
(1) x4 S k[T]

mit unserer Entsprechung M — (M, (T-)) aus 1.2.15 als mittlerem Pfeil.

Ergiinzende Ubung 2.4.16. Sei A : V — V ein Endomorphismus eines Vektor-
raums iiber einem Korper k. Man zeige: Genau dann liefert (V, A) einen k[T]-
Modul, der isomorph ist zu k[T]/(P) fiir ein Polynom P € k[T], wenn es einen
Vektor v € V gibt derart, daB die A®v den Vektorraum V' erzeugen. Ein derartiger
Vektor hei3t auch ein zyklischer Vektor.

Ergiinzende Ubung 2.4.17. Sei A : V — V ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums iiber einem Korper k. Man zeige: Kommen im cha-
rakteristischen Polynom x4 von A keine k-irreduziblen Faktoren mehrfach vor,
so liefert (V, A) einen k[T']-Modul, der isomorph ist zu k[T /(x 4)-

Ubung 2.4.18 (Mit dem Elementarteilersatz zur Jordan’schen Normalform).
Sei A € Mat(n x n; k) eine quadratische Matrix mit Koeffizienten in einem Ring.
So liefert die offensichtliche Einbettung k™ < k[T'|" gefolgt von der Projektion
auf den Kokern einen Isomorphismus von k-Rechtsmoduln

k" = cok ((A —TI) : k[T" — k[T]")

und der durch Multiplikation von rechts mit 7' gegebene k-lineare Endomor-
phismus des Kokerns entspricht unter diesem Isomorphismus dem Morphismus
(A-) : k™ — k™ links. Ist speziell k£ ein Korper, so liefern die Elementarteiler
der Matrix von Polynomen (A — 7T'I) eine Beschreibung des k[7]-Moduls k™, der
durch Einsetzen von A fiir 7" entsteht. Die Bestimmung der Elementarteiler ist al-
gorithmisch gut machbar, zum Erreichen der Jordan’schen Normalform oder ver-
wandter Normalformen wére jedoch zusitzlich die Zerlegung der Elementarteiler
in irreduzible Faktoren zu leisten, die im allgemeinen algorithmisch schwierig ist.

Ubung 2.4.19. Gegeben I’ O U ein endlich erzeugter freier Modul iiber einem
Hauptidealring R mit einem Untermodul gibt es stets eine Basis f1,..., f, von
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Fund 0 < r < nund d;|dy]...|d. in R derart, daB die d;f; eine Basis von U
bilden. In Worten gibt es also insbesondere eine Basis von F' derart, da3 geeignete
Vielfache der Basisvektoren unseren Untermodul erzeugen. Ist F' nicht endlich
erzeugt, so ist das nicht mehr richtig. Zwar ist jeder Untermodul von F frei nach
[TS] 3.5.5.11, aber wenn wir eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen
U — F — Q betrachten mit F' und dann auch U frei, so ist klar, da’} F' keine
derartige Basis haben kann.

2.5 Tensorprodukte iiber Kringen

2.5.1. So wie wir es bei Vektorrdumen alias Moduln iiber Kérpern in [LA2] 8.1.2
im zweiten Beweis gesehen hatten, erklidrt man auch fiir Moduln My, . .., M, iiber
einem Kring K multilineare Abbildungen und universelle multilineare Abbildun-
gen und zeigt, dall sie im wesentlichen eindeutig sind und existieren. Man ver-
wendet dafiir die Notation

M1><...><M,, — M1®®Mr
(my,....my) = M ...Q0m,

beziehungsweise im Fall » = 0 {iblicherweise ens — K, x — 1. Wenn man den
Grundring prizisieren will, schreibt man ®x. Wie in [LA2] 8.1.19 konstruiert
man auch einen ausgezeichneten Isomorphismus von A-Moduln

Hom(M,Hom(N, L)) = Hom(M ® N, L)

In der Tat sind auch hier beide Seiten sind in offensichtlicher Weise in Bijektion
zur Menge Hom® (M x N, L) aller K-bilinearen Abbildungen M x N — L.

Beispiel 2.5.2. Es gilt (Z/5Z) @7 Q = 0, denn wir haben fiir jeden Tensor a ® g =
a®5(q/5) =ba® (¢/5) =0® (¢/5) = 0.

2.5.3. Um prizise zu formulieren, was man salopp die ,,Asoziativitdt, Kommuta-
tivitdt und Unitaritédt des Tensorprodukts iiber einem Kring* nennen man, erinne-
re ich an die Multiverkniipfung multilinearer Abbildungen, wie wir sie in [LA2]
8.2 im Fall von Korpern formuliert hatten. Die prizise Aussage ist dann, dal} je-
de Multiverkniipfung universeller multilinearer Abbildungen auch selbst wieder
universell ist. Das hinwiederum folgt leicht, wenn man nachweist, daf3 das ent-
sprechende Vorschalten stets eine Bijektion

Hom' " (M, ® ... ® M,) x Ny x ... x N, L)
U
Hom{ ™ (My x ... x M, x Ny x ... x Ny, L)

induziert. Das aber sehen wir unschwer, indem wir beide Seiten dhnlich wie zuvor
mit Hom'! (M; x . .. x M,, Hom'? (N, x. . .x N, L)) identifizieren. Zum Beispiel
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entsteht durch Multiverkniipfung der universellen bilinearen Abbildung M x N —
M ® N mit der universellen bilinearen Abbildung (M @ N)x L - (M @ N)® L
die trilineare Abbildung M X N x L — (M ® N)® L mit (m, n,l) — (m®n)®l,
die nach unseren Erkenntnissen auch wieder universell sein muf3, so da3 wir einen
eindeutig bestimmten Isomorphismus

MON®LS(MRN)®L

erhalten mit der Eigenschaft m @ n ® [ — (m ® n) ® . Oder als zweites Beispiel
entsteht durch Multiverkniipfung der universellen bilinearen Abbildung M x K —
M ® K mit der universellen nulllinearen Abbildung ens — K gegeben durch
* — 1 die lineare Abbildung M — M ® K mit m — m ® 1. Sie ist folglich auch
universell alias ein Isomorphismus

M-S MoK

In derselben Weise folgt bei einem etwas sorgfiltigeren Ausformulieren des Kon-
zepts einer Multiverkniipfung wie in [LA2] 8.2.3 oder auch direkt, daf es ge-
nau einen Morphismus M ® N — N ® M gibt mit m ® n — n ® m fir alle
m € M,n € N und dal} wir so einen Isomorphismus

M®NS>NoM

erhalten. Er heif3t der Vertauschungsisomorphismus.

2.5.4 (Funktorialitiit des Tensorprodukts). Sei K ein Kring. Aufgrund der uni-
versellen Eigenschaft definieren je zwei K -lineare Abbildungen f : M — M’ und
g: N — N'eine K-lineare fRg: M@k N — M'Q@x N',m@n — f(m)®g(n),
und wir erhalten so einen Funktor

MOdKXMOdK — MOdK
(M , N) = M®ygN

Lemma 2.5.5 (Tensorprodukte vertauschen mit Summen). Gegeben ein Kring
K liefert die offensichtliche Abbildung fiir jeden K-Modul M und eine beliebige
Familie von K-Moduln (N;) einen Isomorphismus

M ®k (QB Ni> = P ek V)

Beweis. In der Tat haben wir sowohl fiir die linke als auch fiir die rechte Seite S
offensichtliche bilineare Abbildungen can; : M x N; — S und diese sind univer-
sell: Ist irgendeine abelsche Gruppe A gegeben und eine Familie von bilinearen
Abbildungen b; : M x N; — A, so gibt es jeweils genau einen Gruppenhomo-
morphismus b:S — Amit b, = bo can,. ]
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Beispiel 2.5.6. Wir haben (Z/57) @ 27 = (Z/5Z)".

Definition 2.5.7. Eine Sequenz A’ — A — A” von abelschen Gruppen heif3t
rechtsexakt, wenn sie exakt ist bei A und wenn zusitzlich A — A” eine Surjek-
tion ist. Wir schreiben rechtsexakte Sequenzen meist A’ — A — A”.

Lemma 2.5.8 (Rechtsexaktheit des Tensorprodukts). Ist K ein Kring, M ein
K-Modul und N' — N — N" eine rechtsexakte Sequenz von K-Moduln, so

entsteht durch Darantensorieren von M eine rechtsexakte Sequenz von K-Moduln
M®KN/—)M®KN—»M®KN”

Beweis. Dal hier die Surjektivitit erhalten bleibt und daf} die Verkniipfung auch
nach dem Tensorieren verschwindet, ist offensichtlich. Wir kiirzen fiir den weite-
ren Beweis ® x = ® ab und haben also eine Surjektion

cok( M@ N' - M® N) - M ® N”

Wir miissen zeigen, dal} sie eine Injektion ist. Nun gibt es aber offensichtlich eine
wohldefinierte /X -bilineare Abbildung M x N” — cok mit (m,n) — m ® n fir
alle n € N. Sie induziert folglich eine Abbildung M ® N” — cok. Man sieht, dafl
wir so eine inverse Abbildung zu unserer Surjektion cok — M ® N” erhalten. []

Zweiter Beweis. Aufgrund der Tensor-Hom-Adjunktion 2.6.17 ist M ®g links-
adjungiert zu einem Funktor Ab — Modg. Mit 1.4.14 folgt die Rechtsexakt-
heit. -

Beispiel 2.5.9. Wir erhalten (Z/27Z) ® (Z/4AZ) = 7,/27, indem wir die Sequenz
7 — 7, — 7./27 mit der Multiplikation (2-) als erster Abbildung tensorieren mit
Z/4Z und die Rechtsexaktheit des Tensorprodukts ausnutzen.

Beispiel 2.5.10. Das Tensorprodukt ist im allgemeinen nicht linksexakt: Wendet
man auf die Multiplikation (2-) : Z < Z den Funktor ®7Z /27 an, so erhilt man
die Nullabbildung Z /27 — 7./27.

2.5.11. Tensorprodukte mit freien Moduln sind sogar exakt, machen also kurze
exakte Sequenzen zu kurzen exakten Sequenzen. Das folgt leicht aus dem Ver-
tauschen mir direkten Summen 2.5.5 und den Erkenntnissen zum Tensorieren mit
dem Grundring 2.5.3.

2.5.12. Ein Modul iiber einem Kring hei3t flach, wenn das Tensorieren mit be-
sagtem Modul iiber besagtem Kring ein exakter Funktor ist, und treuflach, wenn
dariiberhinaus das Darantensorieren von besagtem Modul keinen von Null ver-
schiedenen Modul zu Null macht. Jeder freie Modul ist flach und jeder von Null
verschiedene freie Modul ist treuflach.
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Ergdnzung 2.5.13. Diese Definition ist ungewohnlich, weil ,,alle Moduln* gar kei-
ne Menge zu bilden brauchen. Da jedoch das Tensorprodukt mit filtierenden Ko-
limites vertauscht, kann man gleichbedeutend fordern, da$ fiir jeden Untermodul
eines endlich erzeugten Moduls die Einbettung unter dem Darantensorieren eine
Injektion bleibt. Fiir diese Bedingung reicht es dann offensichtlich aus, sie auf
einer Menge von Paaren aus Modul und Untermodul zu priifen.

2.5.14 (Tensorprodukt und Restklassenbildung). Ist K ein Kring, M ein K-
Modul, m C K ein Ideal alias ein Untermodul des K -Moduls KX, und betrachten
wir in M den Untermodul mM := {>_ a;m; | a; € m,m; € M}, so induziert die
Multiplikation einen Isomorphismus

(K/m) ®@x M = M/mM

In der Tat folgt das sofort, wenn wir auf die exakte Sequenz m — K — K/mden
Funktor ® ;M anwenden.

Definition 2.5.15. Eine abelsche Gruppe heil3t torsionsfrei, wenn die Multiplika-
tion mit jeder von Null verschiedenen ganzen Zahl auf unserer Gruppe eine Injek-
tion induziert. Allgemeiner heiflt ein Modul iiber einem Ring torsionsfrei, wenn
die Multiplikation mit jedem von Null verschiedenen Ringelement auf unserem
Modul eine Injektion induziert.

Lemma 2.5.16. Aus einer Injektion N' — N von abelschen Gruppen entsteht

durch Darantensorieren einer torsionsfreien abelschen Gruppe M eine Injektion
M ®7 N — M ®z N.

2.5.17. Einen flachen Z-Modul nenne ich auch eine flache abelsche Gruppe. Je-
de torsionsfreie abelsche Gruppe ist nach Lemma 2.5.16 also flach. Eine abelsche
Gruppe ist sogar genau dann torsionsfrei, wenn sie flach ist. Ist in der Tat eine
abelsche Gruppe M nicht torsionsfrei, gibt es alsom € M\Oundt € Z mitt # 0
aber tm = 0, so ist (t-) : Z — Z injektiv aber (idy; ®(t-)) : M ®z Z — M Rz Z
nicht injektiv und folglich ist M nicht flach.

Beweis. Ist M endlich erzeugt, so ist M frei nach [LA2] 6.5.12 und das Lemma
folgt aus 2.5.5. Wir fiihren nun den allgemeinen Fall darauf zuriick. Jedes Element
t € M ®z N'istjaBild eines t; € M; ®z N’ fiir eine geeignete endlich erzeugte
Untergruppe M; C M. Geht ¢ nach Null in M ®z N, so auch in M, ®z N fiir
eine geeignete endlich erzeugte Untergruppe My C M mit M; C M,. Nach dem
bereits behandelten Fall verschwindet damit ¢; schon in M, ®7 N’ und erst recht
in M ®z N’ und es folgt t = 0. O]

Vorschau 2.5.18. In einer Sprache, die wir spiter einfithren werden, hort sich die-
ser Beweis so an: Fiir endlich erzeugte torsionsfreie Gruppen gilt das Lemma,
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da sie frei sind. Eine beliebige torsionsfreie Gruppe ist der filtrierende Kolimes
ithrer endlich erzeugten Untergruppen, das Tensorprodukt kommutiert nach [TS]
3.7.1.40 mit Kolimites, und filtrierende Kolimites exakter Sequenzen sind exakt
nach [TS] 3.7.1.18.

2.5.19. Gegeben drei Kategorien A, B, C mit additiver Struktur nennt man einen
Funktor F': A x B — C biadditiv, wenn er bilineare Abbildungen

A(A, A" x B(B,B') — C(F(A, B),F(A',B"))

induziert. Unser Tensorfunktor ist ein typisches Beispiel.

2.5.20. Sind S, R Ringe, so versteht man unter einem S-R-Bimodul eine abel-
sche Gruppe M mit einer Struktur als S-Linksmodul und einer Struktur als R-
Rechtsmodul derart, daB gilt

(sm)r =s(mr) VseS,meMreR

Wir notieren die Kategorie aller S-R-Bimoduln als S-Mod- R. Aufgrund seiner
Funktorialitdat und Biadditivitit ist das Tensorprodukt automatisch auch ein Funk-
tor

(S-Mod- R) x (R-Mod-T) — (S-Mod-T)

fiir beliebige Ringe S, R,T. Die Operation von S beziehungsweise von 1" ge-
schieht dabei durch s(m ® n) = (sm) ® n, (m ® n)t = m ® (nt). Ist speziell R
ein kommutativer Ring, so fallen die beiden R-Operationen auf dem Tensorpro-
dukt, die von den Operationen von R auf den beiden Tensorfaktoren herkommen,
zusammen und das Tensorprodukt von zwei R-Moduln ist in natiirlicher Weise
wieder ein R-Modul. Diesen Fall lernt man oft zuerst kennen, wir haben thn auch
bereits in 2.5.1 besprochen.

2.6 Allgemeine Tensorprodukte*

Definition 2.6.1. Seien (2 eine Menge und M, N Mengenmoduln tiber €2 und L
eine abelsche Gruppe. Eine Abbildung b : M x N — L heille (2-balanciert, wenn
sie biadditiv ist und wenn gilt

b(wm,n) = b(m,wn) VYme M,ne N,w e

Fiir die Menge aller biadditiven (2-balancierten Abbildungen M x N — L ver-
wenden wir die Notation Babg (M x N, L).

Satz 2.6.2. 1. Gegeben eine Menge () und )-Moduln M, N existiert ein Paar

(T, ) bestehend aus einer abelschen Gruppe T und einer biadditiven (-
balancierten Abbildung 7 : M x N — T derart, daf3 fiir jede weitere
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abelsche Gruppe L das Vorschalten von T eine Bijektion

oT

Ab(T,L) = Babg(M x N, L)

zwischen der Menge aller Gruppenhomomorphismen T" — L und der Men-
ge aller biadditiven )-balancierten Abbildungen M x N — L induziert.
Wir nennen 1 eine universelle biadditive ¢)-balancierte Abbildung;

2. Gegeben zwei universelle biadditive C)-balancierte Abbildungen 7 : M X
N = Tundo : M x N — S existiert genau ein Gruppenhomomorphismus
c: T — S mitcotr = o und genau ein Gruppenhomomorphismus d :
S — T mit d o 0 = 7. Des weiteren sind diese Homomorphismen ¢ und d
zueinander inverse Isomorphismen zwischen T’ und S.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit des Homomorphismus ¢ in Teil 2 folgt
sofort aus der universellen Eigenschaft von (7', 7), in der Notation von eben hitten
wir genauer ¢ = &, und die Existenz und Eindeutigkeit von d folgt ebenso aus der
universellen Eigenschaft von (.S, o). SchlieBlich gilt (doc) o7 = 7 = idpor
und damit folgt d o ¢ = idy wieder nach der universellen Eigenschaft von 7. Die
Identitéit cod = idg zeigt man genauso. Um die Existenz universeller balancierter
Abbildungen zu zeigen, gehen wir von der universellen biadditiven Abbildung
M x N — M ®y N aus, die wir bereits aus 2.5.1 kennen, und erkldren M ®q N
als den Quotienten dieser abelschen Gruppe nach der von allen wm ®@n —m @wn
erzeugten Untergruppe. ]

2.6.3. Unsere Paare sind nach Teil 2 ,,eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Iso-
morphismus*, wenn sie existieren. Insbesondere kommt es auf die genaue Kon-
struktion ebensowenig an wie auf die genaue Konstruktion der natiirlichen oder
der reellen Zahlen. Solch eine universelle biadditive {2-balancierte Abbildung 7 :
M x N — T verdient damit den bestimmten Artikel. Man nennt 7" das Tensor-
produkt von M und N iiber €2 und notiert es

T=M®qgN

Die universelle biadditive balancierte Abbildung notieren wir 7 : (m, n) — m®n.
Aufgrund der universellen Eigenschaft erhalten wir auf diese Weise sogar einen

Funktor
MOdQ X MOdQ — Ab

(M , N) = M®gN

2.6.4 (Tensor-Hom-Adjunktion). Gegeben {2-Mengenmoduln M, N und eine
abelsche Gruppe L erhalten wir offensichtliche Bijektionen

Ab(M ®q N, L) = Babg(M x N, L) & Homg (M, Homz (N, L))
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mit der MaBgabe, daB die Operation von (2 auf der abelschen Gruppe Homy (N, L)
die von der Operation auf N induzierte sein soll. Die durch die Verkniipfung un-
serer Bijektionen gegebenen Bijektionen bilden eine Adjunktion

(®QN, HomZ(N, ))

von Funktoren zwischen Modg und Ab.

2.6.5. Als Linksadjungierter vertauscht ®o /N mit Koprodukten und ist rechts-
exakt, ja vertauscht mit beliebigen Kolimites. Insbesondere ist er ein additiver
Funktor nach [TG] 5.2.5.16. Man kann Beweise fiir diese Behauptungen in diesem
Fall aber auch leicht elementar ausschreiben wie in 2.5.5 und 2.5.8.

2.6.6. Jede spaltende kurze exakte Sequenz von 2-Moduln M’ — M — M"
induziert, da ®o/V ein additiver Funktor ist, eine spaltende kurze exakte Sequenz
M @qN — M®qN — M"®q N.Ist speziell e ein idempotenter Endomorphis-
mus des 2-Moduls M, so induziert die offensichtliche Abbildung (e M) ®q N —
M ®q N einen Isomorphismus

(eM) ®q N = e(M ®q N)

Beispiel 2.6.7 (Tensorieren eines Moduls mit seinem Ring). Ist R ein Ring und
M € R-Mod ein R-Modul, so ist die Multiplikation mult : R x M — M eine
universelle -balancierte Abbildung fiir die Operation von R auf sich selbst durch
Multiplikation von rechts. Ist in der Tat ¢ : R x M — A irgendeine R-balancierte
Abbildung, so faktorisiert sie als ¢ = ¢ o mult mit ¢(m) = (1, m) und das ist
auch offensichtlich die einzig mogliche derartige Faktorisierung. Die Abbildung
m — 1 ® m induziert also einen Isomorphismus

M > Rr M

Beispiel 2.6.8 (Tensorieren bei vielen Idempotenten). Seien R eine Z-Algebra
und J C R eine Menge von paarweise kommutierenden Idempotenten derart, dafl
es fiir jedes r € R ein e € J gibt mit er = r und fiir je zweie, f € Jeing € J
gibt mit e = eg und f = fg. Ist nun M ein R-Assoziativmodul und gibt es fiir
alle m € M ein e € J mit em = m, so ist die Multiplikation eine universelle
balancierte Abbildung mult : R x M — M in Bezug auf die Rechtsoperation von
R auf sich selber und induziert mithin einen Isomorphismus

R®r M = M
Istin der Tat ¢ : R x M — A eine balancierte Abbildung in eine abelsche Gruppe

und ist m € M gegeben, so folgt fiir je zwei e, f € J mitem = mund fm =m
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durch Wahl eines g € J miteg = eund fg = f wegen m = em = egm =
gem = gm und analog fiir f bereits

ple,m) = p(g,m) = p(f,m)

Diesen gemeinsamen Wert nehmen wir als ¢(m) und erhalten so ¢ : M — A.
Gegeben r € Rund m € M finden wir e € J mit er = 7 und folgern

p(r,m) = pler,m) = p(e,rm) = ¢(rm)

wegen erm = rm. Es gilt also ¢ o mult = ¢. Dal} es kein anderes ¢ mit dieser
Eigenschaft geben kann, ist eh klar. Mithin ist die Multiplikation R x M — M in
die abelsche Gruppe M unter den getroffenen Annahmen in der Tat eine univer-
selle balancierte Abbildung. Nach 2.6.6 liefert dann die Multiplikation auch fiir
jedes idempotente Element & € R einen Isomorphismus

(hR) @ M = hM

Ist R ein Ring, so ist offensichlich J = {1} eine Menge von Idempotenten mit
den fraglichen Eigenschaften in Bezug auf jeden Modul und wir erhalten das Ten-
sorieren eines Moduls mit seinem Ring 2.6.7 als Spezialfall.

Ubungen

Ubung 2.6.9. Genau dann besteht eine abelsche Gruppe M nur aus Elementen
endlicher Ordnung, wenn gilt M ®z Q = 0. Im Rahmen der kommutativen Al-
gebra erweist sich das im Lichte der Beschreibung 4.3.60 der Lokalisierung eines
Moduls als Tensorprodukt mit dem lokalisierten Kring als ein Spezialfall der Be-
schreibung des Kerns 4.3.9 der Abbildung eines Moduls in seine Lokalisierung.

Ubung 2.6.10. Sei ¢ : A — B ein Kringhomomorphismus und seien B-Moduln
M, N gegeben. Wird B als Ring erzeugt vom Bild ¢(A) von A mitsamt den In-
versen der Elemente aus ¢(A) N B*, so ist der offensichtliche Morphismus ein
Isomorphismus

M@y N = M®gN

Ubung 2.6.11. In der Kategorie der Kringe ist

C——A

|

B—)A@CB

fiir beliebige Kringhomomorphismen C' — A und C' — B und die offensicht-
lichen weiteren Kringhomomorphismen stets ein Pushout. Ist die linke Vertikale
flach, so auch die rechte Vertikale in den Pushout.
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Ubung 2.6.12. Ist N' — N — N" eine spaltende kurze exakte Sequenz von
(2-Moduln, so bleibt die Sequenz exakt unter M ®g,. Insbesondere ist also das
Tensorieren iiber einem Korper stets exakt.

Ergiinzende Ubung 2.6.13. Seien ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus und
e € Z(R) ein Element des Zentrums von R mit ¢(e) = 1. So liefern fiir jeden
R-Modul M die Einbettung eM < M und die Multiplikation (e-) : M — eM
zueinander inverse Isomorphismen S ®r eM = S @r M = S @ eM.

Ubung 2.6.14 (Ringwechsel unter Tensorprodukten). Gegeben Ringe A, B und
M € Mod- Aund X € A-Mod- Bund N € B-Mod Moduln beziehungsweise
Bimoduln. So liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

M®s(X®pN) > (M®4X)R N

Ist insbesondere ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, so induziert die offen-
sichtliche Abbildung einen Isomorphismus M ®4 N = (M ®4 B) ®p N alias

M @4 resg N = prod? M @p N

in den Notationen aus 2.8.5 und 2.8.7. Ist etwa a C A ein Ideal und N ein (A/a)-
Modul, so liefert nach 2.5.14 die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus
M ®a N = (M/Ma) ®4/, N. Wird zusitzlich B als Ring erzeugt vom Bild
©(A) von A mitsamt den Inversen der Elemente aus ¢(A) N B*, so ist die Ein-
heit der Adjunktion ein Isomorphismus M — prodﬁ M und der offensichtliche
Morphismus ist in vereinfachter Notation ein Isomorphismus

M®s N = MegN

Speziell liefert fiir ein Ideal a C A und M € Mod- A/a sowie N € A/a-Mod
die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus M ®4 N = M &4/, N und
fiir je zwei Q-Vektorrdaume M, N liefert die offensichtliche Abbildung einen Iso-
morphismus M ®z N = M ®q N.

Ubung 2.6.15. Sei S — R ein Ringhomomorphismus. Ist M ein S-Modul und
(m;);es eine Basis von M, so bilden die 1 ®m; eine Basis des R-Moduls R®g M.

Ubung 2.6.16 (Variante zur Rechtsexaktheit des Tensorprodukts). Gegeben
M — M — M"”und N' — N — N” rechtsexakte Sequenzen von Rechts-
beziehungsweise Linksmoduln iiber einem Ring R, so ist auch die Sequenz

(M'@r N)® (M @r N') > M @r N - M" @r N"

wie durch die Notation bereits angedeutet eine rechtsexakte Sequenz.
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Ubung 2.6.17 (Rechtsadjungierter eines Tensorprodukts). Gegeben ein Ring
und ein R-Rechtsmodul M erhalten wir aus der universellen Eigenschaft des Ten-
sorprodukts ein adjungiertes Paar von Funktoren (M ® g, Ab(M, )) zwischen den
Kategorien R-Mod und Ab. In groBerer Allgemeinheit wird das in 2.8.1 disku-
tiert.

Ergiinzende Ubung 2.6.18. Gegeben ein Ring R und M € Mod-R und N €
R-Mod gibt es genau einen Isomorphismus von abelschen Gruppen M ®r N —
N Q@popp M mitm @ n — n @ m.

Ergiinzende Ubung 2.6.19. Man zeige: Gegeben ein Ring A und ein Idempotentes
e € A liefert die Multiplikation einen Isomorphismus eA ® 4 M = eM.

Erginzende Ubung 2.6.20. In dieser Ubung meint ® ohne unteren Index stets
®z. Gegeben Ringe R und S wird das Tensorprodukt R ® S ein Ring mit der
Multiplikation (r®s)(a®b) := ra® sb. Fiir den Ringhomomorphismus R — R®
S mit 7 + 7 ® 1 und einen R-Rechtsmodul M haben wir prod5®° M = M ® S
unter der offensichtlichen Abbildung. Speziell liefert 2.6.14 fiir jeden (R ® S)-
Modul N einen Isomorphismus

M®r NS5 (M®S)Qrgs N

Ist insbesondere N flach als (R ® S)-Modul und S flach als Z-Modul, so ist N
auch flach als R-Modul.

Ubung 2.6.21. Ein Kringhomomorphismus ¢ : A — B heiBt flach, wenn darun-
ter B ein flacher A-Modul wird. Man zeige, dal die Verkniipfung zweier flacher
Kringhomomorphismen auch wieder flach ist.

Ubung 2.6.22. Gegeben ein noetherscher Ring R ist jedes Produkt von Kopien
von R ein flacher R-Modul. Hinweis: Man zeige zunéchst, daf fiir jeden end-
lich prisentierten 2-Modul M die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus
(I, R)®r M = T]; M ist. Allgemeiner reicht es, statt ,,R noethersch* anzuneh-
men, dal} jedes endlich erzeugte Ideal von R ein endlich prisentierter R-Modul
ist.

Ubung 2.6.23. Gegeben ein Ring R und ein endlich prisentierter R-Modul M und

eine Menge [ ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus ([[; R) ®g
M =TI, M.

2.7 Merkwiirdigkeiten bei Tensorprodukten®

Ergdinzendes Beispiel 2.7.1. Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist fiir je zwei
Mengen X, Y die offensichtliche Abbildung eine Injektion

Ens(X, R) ®g Ens(Y, R) — Ens(X x Y, R)
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In der Tat gehe a; ® by + . .. + a,, ® b, nach Null. Die Menge aller (r1,...,7,) €
R™ mit r1by + ... + r,b, = 0 in Ens(Y, R) ist ein Untermodul von R". Ist R
linksnoethersch, so ist dieser Untermodul endlich erzeugt, etwa von ¢y, ..., ¢, €
R™. Fiir alle x € X gibt es also ri(x),...,7.(x) € R derart, daB fiir alle 7 mit
1 <i<ngilta;(x) =ri(x)cy + ...+ rp(x)ck. Es folgt

a1®bl+...—|—an®bn:ercji@)bi:er(}bcjibi:O

1] 1,

Ergdnzung 2.7.2 (Tensorprodukte von Funktionenriumen). Heike Mildenber-
ger und Martin Ziegler haben mir ein Beispiel konstruiert, das zeigt, daf die ka-
nonische Abbildung

Ens(N, R) ® Ens(N, R) — Ens(N x N, R)

nicht fiir jeden Ring R injektiv ist. Der Ring R ist dabei der Polynomring in ab-
zdhlbar vielen Variablen zg, 1, xs, ..., Y0, Y1, Y2, ... modulo der quadratischen
Relationen z;y; = 0 Vi, j und z;2; = y;y; = 0 falls |i — j| # 1. Man betrach-
te nun die Elemente @ : ¢ — z; und b : j — y; von Ens(N, R). Natiirlich hat
a® bin Ens(N x N, R) das Bild Null. Es reicht zu zeigen, daB a ® b nicht bereits
selbst Null ist. Dazu betrachte man das Ideal / C Ens(N, R) aller Abbildungen
mit endlichem Tréger und setze R* := Ens(N, R)/I. Die Komposition

R — Ens(N,R) - R*

mit der Einbettung als konstante Funktionen links ist ein Ringhomomorphismus.
Seien a*,b* € R* die Bilder von a,b € Ens(N, R). Man zeigt nun, da8 R* einen
R-linearen Ringautomorphismus f besitzt mit der Eigenschaft f(a*)b* # 0. Wir
betrachten dazu die involutiven Automorphismen fs, = fo,41 : R — R desRings
R mit fo,(22,) = yons1 und fon(y2n) = Z2,11. Jedes Element von R wird nur
von endlich vielen dieser Automorphismen iiberhaupt bewegt. Zusammen liefern
die f; einen Ringautomorphismus f : Ens(N, R) — Ens(N, R) gegeben durch
(w;)ien > (fi(u;))ien. Dieser Automorphismus ist nicht R-linear, hilt jedoch
das Ideal I fest und der davon induzierte Automorphismus f : R* = R* des
Quotienten ist sogar R-linear, da eben jedes Element von R nur von endlich vielen
unserer Automorphismen f; tiberhaupt bewegt wird und folglich jede konstante
Folge nur an endlich vielen Stellen verdndert wird. Damit ist f(a*)b* das Bild der
Folge (y2y1, Y1Y2, YaYs, Y3Y4, - - .) in R*, und das ist nicht Null.

2.7.3. Gibt es einen Kring R und R-Moduln M, N und linear unabhiéngige K C
Mund L C N derart,daB die k® {mitk € K und! € L in M ®r N nicht linear
unabhingig sind tiber R? Ich denke schon, kenne aber kein Gegenbeispiel.
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2.8 Induktion und Koinduktion fiir Ringe*

2.8.1 (Tensor-Hom-Adjunktion). In diesem Abschnitt fasse ich einige Allge-
meinheiten iiber Tensorprodukte zusammen. Fiir den Fortgang der Vorlesung wer-
den sie erst viel spiter benotigt werden. Wir setzen neben der Kenntnis allgemei-
ner Tensorprodukte im Umfang von 2.6 die Begrifflichkeit adjungierter Funktoren
im Umfang von [TF] 2.4.3 voraus. Seien {2, © Mengen und X ein {2-©-Modul, als
da heif3t eine abelsche Gruppe mit einer Operation von €2 und einer Operation von
O, die kommutieren. Ich notiere im folgenden die Operation von {2 durch davor-
schreiben und die Operation von © durch dahinterschreiben, so daf die Bedingung
des Kommutierens ausgeschrieben werden kann zu (wz)f = w(xf) Yw, z, 6. Wir
erhalten Funktoren

X®g : ©-Mod — -Mod
Homg (X, ):Q2-Mod — ©-Mod

Die Adjunktionsisomorphismen Ab(X ®¢ M, N) = Homeg(M, Homz (X, N))
aus 2.6.4 induzieren Isomorphismen

HOIHQ(X Ko M, N) = HOHI@(M, HOIHQ(X, N))

Diese hinwiederum bilden eine Adjunktion zwischen unseren Funktoren.

Ergdnzung 2.8.2. Gegeben Ringe A, B versteht man unter einem A-B-Bimodul
X eine abelsche Gruppe mit einer Struktur als A-Modul und einer Struktur als B-
Rechtsmodul derart, da gilt (az)b = a(zb) Va, z,b. Dannist X* := Hom4 (X, A)
stets ein B-A-Bimodul vermittels der Rechtsoperation von @ € A durch Nach-
schalten der Rechtsmultiplikation, fa := (-a) o f fiir jeden Homomorphismus f.
Wir erhalten dann natiirliche Homomorphismen X* ® 4 N — Homy4 (X, V). Un-
ter der zusitzlichen Annahme, dafl X als A-Modul ein Summand von A" ist fiir
n < oo alias endlich erzeugt und projektiv, sind das sogar Isomorphismen

X" @4 N> HOIIIA(X, N)

Beispiel 2.8.3 (Eine Morita-Aquivalenz). Ist R ein Ringund X = R" fiirn > 1
mit der natiirlichen Linksoperation von A = Mat(n; R) und Rechtsoperation von
B = R, so liefert unser adjungiertes Paar eine Aquivalenz von Kategorien

R-Mod = Mat(n; R)-Mod

Beispiel 2.8.4 (Eine weitere Morita-Aquivalenz). Seien M, ..., M, Moduln

iiber einem Ring und 74, . . ., ,, positive natiirliche Zahlen. Wir setzen
A = End(Mi®...®& M,)
B = End(M @...® M%)
X = Hom(M;®...® M,, MI" & ...H M®™)
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So liefert unser adjungiertes Paar eine Aquivalenz von Kategorien
A-Mod = B-Mod

Statt Moduln iiber einem Ring hitten wir dabei auch Objekte einer beliebigen
additiven Kategorie nehmen konnen. Das alles ist ein Spezialfall der sogenannten
Morita-Aquivalenz.

2.8.5. Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, so konnen wir speziell B ver-
mittels ¢ auffassen als einen A-B-Bimodul. Dann wird der erste Funktor nach
2.5.3 die Restriktion der Skalare res, = resf : B-Mod — A-Mod und der

zweite Funktor die sogenannte Induktion
ind, = ind} := Hom(B, ) : A-Mod — B-Mod

und wir erhalten eine Adjunktion (res%,ind%).

2.8.6 (Diskussion der Notation). Viele Autoren schreiben statt unserem resi

auch res. Ich vermute, daB dem die Vorstellung zugrundeliegt, daB Induktion aus
Objekten niederer Komplexitit solche hoherer Komplexitit macht und Restriktion
umgekehrt aus Objekten hoherer Komplexitit solche niederer Komplexitit. Das
ist in den iiblichen Anwendungen sicher richtig, aber in der hier vorgeschlage-
nen Allgemeinheit gilt es nicht mehr. Ich verfolge stattdessen die Konvention, die
»Ausgangskategorie* durch einen unteren Index anzudeuten und die ,,Zielkatego-
rie* durch einen oberen Index.

2.8.7. Umgekehrt konnen wir natiirlich vermittels unseres Ringhomomorphismus
B auch auffassen als einen B-A-Bimodul. Dann wird der zweite Funktor die Re-
striktion der Skalare und der erste Funktor die sogenannte Erweiterung der Ska-
lare oder Koinduktion. Wir nennen ihn der Symmetrie der Begrifflichkeit halber
manchmal auch die Produktion und notieren ihn

prod% := B®, : A-Mod — B-Mod

Damit erhalten wir eine Adjunktion (prod%,res#). Fiir jeden A-Modul M und
jeden B-Modul N liefert insbesondere das Vorschalten von m — 1 ® m einen
Isomorphismus

Hompg(B ®4 M, N) = Homyu (M, N)

2.8.8. Die Adjunktionen (res, ind) und (prod, res) werden iiblicherweise als Fro-
benius-Reziprozititen bezeichnet. Gegeben des weiteren Ringhomomorphismen
A — B — C liefert die Gleichheit res? ores5 = res vermittels dieser Adjunk-

tionen nach [TF] 2.4.8.22 Isotransformationen
ind§ oind§ = ind9 und prod% o prodf = prod§ .
Sie sind gemeint, wenn von der Transitivitéit der Induktion beziehungsweise Ko-

induktion die Rede ist.
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Beispiel 2.8.9. Fiir die in [LA2] 8.1.43 besprochene Komplexifizierung V¢ eines
reellen Vektorraums V' induziert die dort erklédrte kanonische Einbettung V' — Vo
einen Isomorphismus von komplexen Vektorrdumen C @g V' — V.

Ergdnzung 2.8.10 (Hom-Hom-Adjunktion). Gegeben Ringe A, B und ein A-B-
Bimodul X liefern die offensichtlichen Identifikationen aus dem Exponentialge-
setz [GR] 2.1.6.5 Identifikationen

BﬂA,Z,B(M X N,X)

U 1
Hom 4 (M, Hom_g(N, X)) Hom_pg(N,Homy (M, X))

Hier bezeichnet in der Mitte Bil4_7_ (M x N, X) die Menge aller Z-bilinearen
Abbildungen ¢: M x N — X mit p(am,n) = ap(m,n) und p(m,nb) =
w(m,n)b fir alle m € M,n € N,a € A, b € B. Wir konnen diese Identifi-
kationen auch als die Adjunktionen eines adjungierten Paars von Funktoren

Hom 4 (,X)
A-ModP Mod- B
Hom_p(,X)

auffassen. Der obere Funktor ist dabei rechtsadjungiert zum unteren Funktor.

Erginzung 2.8.11 (Tensorprodukte mit allgemeineren Objekten). Ist A eine
abelsche Kategorie und X € A ein Objekt und B ein Ring und B°?* — A(X)
ein Homomorphismus in den Endomorphismenring von X, so erhalten wir in der-
selben Weise auch einen Funktor

A(X, ) : A— B-Mod

Er besitzt im allgemeinen keinen Linksadjungierten, aber natiirlich wie jeder Funk-
tor einen partiellen Linksadjungierten, der eben auf den Objekten M € B-Mod
erklért ist, fiir die N — Hompg(M, A(X, N)) ein darstellbarer Funktor ist. Wir
notieren das darstellende Objekt dann wieder

X®@p M

Zur Ubung mag der Leser zeigen, daB fiir jeden endlich prisentierten B-Modul
alias jeden B-Modul M, der in eine rechtsexakte Sequenz B" — B™ — M von
B-Moduln pait mit n, m € N, solch ein darstellendes Objekt X ®p M € A
tatsdchlich existiert und beschrieben werden kann als der Kokern des hoffentlich
offensichtlichen Morphismus X™ — X™. Unser X ®p M ist im iibrigen auch
funktoriell in X in der hoffentlich offensichtlichen Weise.
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Erginzung 2.8.12 (Hom-Funktoren in allgemeinere Objekte). Ist A eine abel-
sche Kategorie und X € A ein Objekt und B ein Ring und B°?? — A(X) ein
Homomorphismus in seinen Endomorphismenring, so hat in derselben Weise wie
in 2.8.11 der Funktor

A(,X) 1 AP — Mod- B

zumindest einen partiellen Rechtsadjungierten. Ist dieser auf N € Mod- B defi-
niert, so notieren wir sein Bild wieder

HOIIl_B(N,X)

und erhalten damit ein Objekt von A. Ist hier unser /V endlich prisentierbar, etwa
durch B" — B™ — N, so erhalten wir ein mogliches solches Objekt als Kern
eines Morphismus X™ — X", dessen genaue Definition dem Leser iiberlassen
bleiben moge. Unser Hom_ (N, X) ist sogar auch noch funktoriell in X, aber
das soll an dieser Stelle nicht weiter ausgefiihrt werden.

Ubungen

Ubung 2.8.13. Gegeben ein Kring k und k-Moduln M, N konstruiere man na-
tiirliche Isomorphismen

Homy, (M, Homy (N, k)) & Homy (M ®; N, k) = Homy (N, Homy (M, k))

Im Rahmen unserer Diskussion von ,,Schmelzkategorien* werden wir diese Iso-
morphismen in einem allgemeineren Kontext wiedersehen.

2.9 Ganzzahlige symplektische Formen*

Satz 2.9.1 (Symplektische Formen iiber Z). Gegeben eine endlich erzeugte freie
abelsche Gruppe 1" mit einer nichtausgearteten alternierenden Bilinearform w :
I' x I' — Z existiert stets eine Basis von 1', beziiglich derer die Matrix unserer
Form eine Blockmatrix der Gestalt

0 D
-D 0
ist mit D = diag(dy, ...,d,) und d; > 0 und d;|d;, fiir alle i. Die d; sind dabei

durch die Form w eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir wihlen A\, u € I' derart, daBl w(\, p) = d die kleinstmogliche posi-
tive Zahl ist, die so dargestellt werden kann. Dann behaupten wir I' = (\, u) @©
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(X, p)*. Aus Dimensionsgriinden gilt das iiber Q. Fiir jedes v € T finden wir also
m € Z-~ derart, dal m~y eine Darstellung

my =a\+bu+ K

besitzt mit x € (\, u)*. Es folgt sofort mw(vy, ) = da. Wire m kein Teiler
von a, so wire d kein Teiler von w(+y, 1) und wir konnten x,y € Z finden mit
0 < zw(y,p) +ywA 1) = wley + A, 1) < d, im Widerspruch zur Wahl von
A, . Das kann nicht sein, folglich teilt m unser a und ebenso auch b. Dann aber
teilt m auch x und wir finden wie gewiinscht

T= (A )@ (A )t

Vollstiandige Induktion beendet den Beweis der Existenz von D, wenn auch zunéchst
noch ohne die Zusatzbedingung d;|d; 1. Es ist jedoch leicht zu sehen, daB} im Fall,
daB d; nicht d, teilt, unser d; nicht das Kleinstmogliche gewesen sein kann, und
induktiv folgt so auch d;|d;.. Die Eindeutigkeit der d; schlieBlich folgt, indem
wir die Eindeutigkeit im Elementarteilersatz [LA2] 6.5.14 auf den Fall der von w
induzierten Abbildung I' — I['* anwenden. [
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3 Affine Varietiten

3.1 Polynomiale Funktionen

Definition 3.1.1. Seien k ein Korper und X C k" eine Teilmenge. Eine k-wertige
Funktion f : X — k auf X heit eine polynomiale Funktion, wenn es ein
Polynom P € k[T, ..., T,] gibt mit f(z) = P(z) Vx € X.

3.1.2. Sei k ein Korper. Im Fall einer algebraischen Teilmenge X @& k™ notieren
wir den Ring der polynomialen Funktionen auf X als

O(X) C Ens(X, k)

mit unserer allgemeinen Notation Ens(X, k) fiir die Menge aller Abbildung einer
Menge X in eine Menge k. Nach dem Isomorphiesatz fiir Ringe [AL] 6.2.2.6
liefert die Einschrinkung von Funktionen einen Isomorphismus von k-Kringen

KTy, ... T,)/Z(X) > O(X)

zwischen dem Restklassenring des Polynomrings nach dem Verschwindungsideal
von X und dem Ring der polynomialen Funktionen auf X. Das gilt sogar fiir
beliebige Teilmengen X C k™, nur wollen wir in diesen allgemeineren Fillen die
Notation O(X) fiir andere Ringe von Funktionen reservieren.

3.1.3 (Notationen fiir Ringe von polynomialen Funktionen). Viele Autoren
verwenden statt O(X) die alternative Notation k[X] fiir den k-Kring der poly-
nomialen Funktionen auf X. Die Aussage, daB} fiir einen unendlichen Kring & die
polynomialen Funktionen auf X = k durch obigen Isomorphismus mit dem Po-
lynomring in einer Verdnderlichen 7' identifiziert werden, schreibt sich in dieser
Notation k[T"] = k[k] und in unserer Notation k[T] = O(k).

3.1.4 (Polynomiale Funktionen auf Produkten). Gegeben ein Korper £ und al-
gebraische Teilmengen X @& k" und Y @& k™ ist die durch f ® g — f X g mit
der Regel (f X g)(x,y) := f(x)g(y) erklirte Abbildung ein Isomorphismus von
k-Kringen

OX)®,OY) > 0O(X xY)

Die Multiplikation auf der linken Seite ist dabei (a ® b)(a’ ® V') := aa’ @ bb' wie
in [LA2] 9.9.9. Die Surjektivitit folgt leicht aus der offensichtlichen Surjektivitit
im Fall X = k™, Y = k™. Die Injektivitit folgt aus der Injektivitit der Abbildung
Ens(X, k) ®; Ens(Y, k) — Ens(X x Y k), f ® g — f X g, die fiir beliebige
Mengen XY in [LA2] 8.1.48 diskutiert wird. Unseren Isomorphismus gibt es
sogar genauso fiir nicht notwendig algebraische Teilmengen, fiir diese haben wir
jedoch keine Notation fiir Ringe polynomialer Funktionen bereitgestellt.

65



Ubungen

Ubung 3.1.5. Man zeige: Gegeben nilpotentfreie k-Kringe A, B iiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper £ = k ist auch ihr Tensorprodukt A ®; B
nilpotentfrei. Hinweis: Realisierung durch polynomiale Funktionen 3.1.4.

Erginzung 3.1.6. Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, so ist die Aussage der
vorhergehenden Ubung im allgemeinen falsch. Ein Gegenbeispiel steht in [AL]
6.6.1.1, das Tensorprodukt K (1") ® g (r») K (T) fiir einen Korper K positiver Cha-
rakteristik p > 0 hat nilpotente Elemente. Ist jedoch k/k separabel, so stimmt
unsere Aussage doch wieder. Allgemeiner ist fiir jede Galoiserweiterung K /k
und jeden k-Kring A seine Erweiterung A ®; K nilpotentfrei genau dann, wenn
A nilpotentfrei ist. In der Tat ist das Nilradikal von A ®; K stabil unter der Ga-
loisgruppe, und wire es nicht Null, so wire nach [AL] 6.6.4.4 auch sein Schnitt
mit A nicht Null.

Ubung 3.1.7 (Disjunktes Verkleben polynomialer Funktionen). (k = k). Seien
disjunkte und Zariski-abgeschlossene Teilmengen X,Y @& k™ gegeben, in For-
meln X N'Y = (), sowie polynomiale Funktionen f : X — kund g : Y — k.
Man zeige, daf} die Abbildung

h: XUY —k

mit h|x = f und h|y = ¢ dann auch polynomial ist. Hinweis: Nach dem Null-
stellensatz ist die Summe der Verschwindungsideale der ganze Polynomring. Nun
verwende man den abstrakten chinesischen Restsatz [AL] 6.2.3.4. Insbesonde-
re kann man eine Vorgabe von endlich vielen Funktionswerten an endlich vielen
Punkten stets durch eine polynomiale Funktion interpolieren, was wir aber eigent-
lich in diesem Fall schon aus [AL] 6.2.3.8 wissen.

Ubung 3.1.8 (Kein abgeschlossenes Verkleben polynomialer Funktionen). Ge-
geben ein algebraisch abgeschlossener Korper k = k und algebraische Teilmen-
gen XY @& k™ sowie polynomiale Funktionen f : X — kund g : Y — k mit
flxny = glxny muB die Abbildung

h: XUY —k

mit h|x = f und hly = ¢ keineswegs polynomial sein. Als Beispiel untersu-
che man den k? mit X dem Achsenkreuz und Y einer weiteren Ursprungsgera-
den. Mutige zeigen, dall das Verkleben im allgemeinen genau dann gelingt, wenn
Z(X) + Z(Y) ein Radikalideal ist.

3.2 Réiume als Ringe

3.2.1. Seien k ein Korper und X @& k™ sowie Y @& k™ algebraische Teilmengen.
Eine Abbildung ¢ : X — Y heif}t polynomial, wenn es Polynome 7, ..., P, €
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k[Ty,...,T,] gibt mit
o(x) = (P (x),...,Pp(z)) Ve X

Ist zusitzlich eine algebraische Teilmenge Z & k' gegeben sowie polynomiale
Abbildungen ¢ : X — Y und ¢ : Y — Z, so ist offensichtlich auch deren
Verkniipfung ¢ o o : X — Z polynomial.

Definition 3.2.2. Sei k£ ein Korper. Jede polynomiale Abbildung ¢ : X — Y
zwischen algebraischen Teilmengen X & k™ und Y @& £™ liefert auf den polyno-
mialen Funktionen einen Ringhomomorphismus

v oY) — 0(X)

in die Gegenrichtung, das Vorschalten von ¢ alias Zuriickholen von Funktio-
nen [ — f o . Wir nennen ¢* den zu ¢ gehorigen Komorphismus.

3.2.3. Das bleibt sinnvoll fiir einen beliebigen Kring % und beliebige Teilmengen
X C k™ und Y C k™, nur erlauben wir uns dann nicht die Notation O(X).

Definition 3.2.4. Ein Ring heif3t nilpotentfrei oder gleichbedeutend reduziert,
wenn er auler der Null keine nilpotenten Elemente hat.

3.2.5. Fiir die weitere Entwicklung der algebraischen Geometrie verwenden wir
die Sprache der Kategorientheorie in dem Umfang, wie sie etwa in [LA2] 9.1.1
folgende entwickelt wird, und insbesondere den Begriff einer Aquivalenz von Ka-
tegorien [LA2] 9.2.19. In dieser Sprache ausgedriickt haben wir in 1.6.5 die Ka-
tegorie der k-Kringe eingefiihrt.

Satz 3.2.6 (Riume als Ringe). (k = k). Betrachten wir die algebraischen Men-
gen in irgendwelchen k™ als die Objekte einer Kategorie mit den polynomialen
Abbildungen als Morphismen, so liefert das Bilden des k-Krings der polynomia-
len Funktionen eine Aquivalenz von Kategorien

Algebraische Mengen = Nilpotentfreie PP
in irgendwelchen k™ ringendliche k-Kringe

X O(X)
ol — o't
Y oY)

3.2.7 (Endlichdimensionale nilpotentfreie k-Kringe). (k = k). Insbesondere

liefert das Bilden des k-Krings aller k-wertigen Funktionen eine Aquivalenz von
Kategorien

{Endliche Mengen} = {Nilpotentfreie k-Kringe A mit dim; A < oco}°""
X > Ens(X, k)
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In diesem Fall konnen wir aber auch einfacher argumentieren. Gegeben ein end-
lichdimensionaler nilpotentfreier k-Kring A liefert ja die Linksmultiplikation eine
Einbettung A <— End A, a +— (a-), deren Bild nach 2.3.14 genau aus allen Endo-
morphismen besteht, die mit allen Rechtsmultiplikationen (-b) fiir b € A kommu-
tieren. Aufgrund der Funktorialitit der Jordanzerlegung [LA2] 5.3.7 gehort mit
(a-) dann auch sein nilpotenter Anteil zum Bild unserer Einbettung, und ist A
nilpotentfrei, muB der nilpotente Anteil Null und (a-) diagonalisierbar sein. Dann
gibt es aber nach [LA2] 9.8.10 in A eine Basis, beziiglich derer alle (a-) durch
Diagonalmatrizen dargestellt werden, und aus Dimensionsgriinden liefert dann
unsere Einbettung A — End A einen Isomorphismus von A mit dem Ring der
Diagonalmatrizen, also mit k£ X ... X k. Das zeigt, dal unser Funktor surjektiv ist
auf Isomorphieklassen. Der Rest des Beweises bleibe dem Leser iiberlassen.

Ein reelles Bild der sogenannten
Neil’schen Parabel, der
Nullstellenmenge von 23 = 2 in
der Ebene.

Beispiele 3.2.8 (Neil’sche Parabel und nodale Kubik). (k = k). Firn > m
entspricht der Projektion £ — k™ durch Weglassen der letzten Koordinaten of
den polynomialen Funktionen die Einbettung von Polynomringen durch Hinzu-
fiigen von Variablen k[T, ..., T,,] < k[T1,..., T, Tins1, ..., T,]. Der Einbet-
tung X < k" einer algebraischen Teilmenge entspricht in der Gegenrichtung die
Surjektion

E[Ty,...,T,] —» k[Th,...,T,]/Z(X) = O(X)

Umgekehrt, und jetzt schreiben wir zur Abwechslung und zum Vermeiden von In-
dizes mal X, Y fiir die Variablen eines Polynomrings, entspricht die Komposition

KX, Y] = kX, Y]/(X?=Y?) 3 (1, T%,T%,.. ) = k+ (T?) C K[T]
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mit dem mittleren Isomorphismus gegeben durch X ~ 72, Y s T° der Abbil-
dung, die die Gerade ,,geknifft in die Ebene legt vermittels k — k%, t — (12, 3).
Weiter entspricht die Komposition

EX,Y] = E[X,Y]/(X3+ X2 =Y 314+ (T* - 1) C k[T

mit dem mittleren Isomorphismus gegeben durch die Vorschrift X +— (72 — 1),
Y + T(T? — 1) der Abbildung, die die Gerade ,,mit Selbstiiberschneidung® in
die Ebene legt vermittels & — k2, ¢ — (1> — 1,¢(¢t* — 1)). Hier haben alle Fa-
sern hochstens einen Punkt mit Ausnahme der Faser iiber dem Ursprung, die aus
den beiden Punkten +1 € £ besteht und im Fall einer von 2 verschiedenen Cha-
rakteristik zwei Punkte hat. Man beachte, daB 1 + (7% — 1) C k[T] der Teilring
aller Polynome ist, die bei 7' = —1 und 7" = 1 jeweils denselben Wert anneh-
men. Die mittleren Isomorphismen in den letzten beiden Beispielen sind nicht
ganz offensichtlich und sollten vom Leser zur Ubung bewiesen werden. Die frag-
lichen Abbildungen & — k% gehen sogar surjektiv auf die Nullstellenmengen
der fraglichen Polynome, aber zumindest im letzten Beispiel scheint mir das mit
der uns bis jetzt zur Verfiigung stehenden Theorie gar nicht so leicht einzusehen:
Warum sollte sich denn jede Losung der Gleichung z® + 22 = 3?2 in der Form
(z,y) = (t* = 1,¢(t* — 1)) mit ¢ € k schreiben lassen? Na gut, mit etwas Rechnen
geht das dann schon. In 5.2.16 werden Sie es auch ohne weitere Miihen aus dem
Going-up-Theorem folgern konnen. Mehr dazu diskutieren wir in 3.3.14.

Ein reelles Bild der sogenannten
nodalen Kubik, der
Nullstellenmenge von 23 + 22 = 12
in der Ebene.

Beweis. Zunichst einmal zeigen wir, daf} es fiir jeden nilpotentfreien ringendli-
chen k-Kring A eine algebraische Teilmenge X @& k" gibt mitsamt einem Iso-
morphismus von k-Kringen O(X) = A. Sind in der Tat ¢, . ..,t, € A Erzeuger
unseres k-Krings, so erhalten wir durch die Vorschrift 7; +— ¢; eine Surjektion

k’[Tl,...,Tn] — A
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Bezeichne a ihren Kern. Besitzt A aufier der Null keine nilpotenten Elemente, so
ist a ein Radikalideal, und ist k& algebraisch abgeschlossen, so ist ein Radikalideal
im Polynomring das Verschwindungsideal seiner Nullstellenmenge, in Formeln
a =Z(Z(a)). Wir erhalten damit Isomorphismen von k-Kringen

O(Z(a)) & K[Th,..., Th]/a = A

und haben gezeigt, da3 A isomorph ist zum k-Kring der polynomialen Funktionen
der algebraischen Menge Z(a) C k™. Unser Funktor ist also essentiell surjektiv.
Jetzt miissen wir noch zeigen, daf} er auch volltreu ist, daf} also unsere Vorschrift
¢ — ¢* Bijektionen zwischen den Morphismenriumen liefert. Das gilt sogar ohne
die Annahme k = k. Wir notieren dazu die Menge der polynomialen Abbildungen
zwischen zwei algebraischen Mengen mit Pol( X, Y"). Homomorphismen von k-
Kringen notieren wir Kringk(A, B). Dann erinnern wir uns an die Formel Y =
Z(Z(Y)) C k™ und bilden das kommutative Diagramm

Pol(X,Y) — Kring®(O(Y), O(X))
) I
Pol(X, k™) = O(X)™ = Kring®(k[T1,..., Ty, O(X))

Darin seien die Horizontalen durch ¢ — ¢* gegeben und die Vertikalen durch
Y C k™ beziehungsweise k[T, ...,T,,] — O(Y) und die beiden einzelnen Ab-
bildungen in der unteren Horizontale durch das Nachschalten der Projektionen
auf die Koordinaten und das Einsetzen von polynomialen Funktionen fiir die Va-
riablen. Diese beiden Abbildungen sind sicher Bijektionen, folglich ist auch die
untere Horizontale insgesamt eine Bijektion. Die obere Horizontale ist dann eben-
so eine Bijektion, denn dort sind nun beide Seiten in natiirlicher Bijektion zu

{(@1,-- - 0m) €OX)™ | flp1,...,0m) =0 VfeI(Y)}

Um das zu sehen, verwenden wir die universelle Eigenschaft der Quotientenabbil-
dung k[Ty,...,T,]/Z(Y) = O(Y) auf der rechten Seite und die Definition des
Verschwindungsideals Z(Y") auf der linken Seite. ]

Ubungen

Ubung 3.2.9 (Stetigkeit polynomialer Abbildungen). Ich erinnere daran, da
eine Abbildung zwischen topologischen Riumen stetig heiflt, wenn das Urbild
jeder offenen Menge wieder offen ist. Man zeige: Gegeben ein Korper k sind
polynomiale Abbildungen X — Y mit X @& £" und Y @& k™ stetig fiir die von
der Zariskitopologie auf unseren Teilmengen induzierte Topologie.
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3.3 Naive affine Varietiten

Definition 3.3.1. Gegeben ein Korper £ verstehen wir unter einer k-geringten
Menge ein Paar
(X, 0(X))

bestehend aus einer Menge X und einem k-Unterring O(X) C Ens(X, k) im k-
Ring aller k-wertigen Funktionen auf X'. Die Elemente von O(.X) nennen wir die
strukturierenden Funktionen unserer %k-geringten Menge X. Ein Morphismus
von (X, O(X)) in eine weitere k-geringte Menge (Y, O(Y")) ist eine Abbildung
¢ : X — Y derart, daB gilt f € O(Y) = fop € O(X). Mit diesen Morphismen
bilden die k-geringten Mengen eine Kategorie

Ensr;,

Den durch Vorschalten von ¢ erkldrten Homomorphismus von £-Kringen nennen
wir den Komorphismus zu ¢ und notieren ihn ¢ : O(Y) — O(X).

Definition 3.3.2. Sei k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Eine naive
affine k-Varietéit oder affine k-Varietit ist eine k-geringte Menge (X, O(X))
derart, daf ihr Ring von strukturierenden Funktionen O(X) ringendlich ist iiber &
und daB wir eine Bijektion

X 5 Kring®(O(X), k)
T O

von X mit der Menge der k-linearen Ringhomomorphismen O(X) — k erhalten,
wenn wir jedem Punkt x € X den durch das Auswerten bei = gegebenen Ring-
homomorphismus 9§, : O(X) — k, f — f(x) zuordnen. Die strukturierenden
Funktionen einer affinen Varietit nennen wir auch ihre reguléren Funktionen.

3.3.3 (Diskussion der Terminologie). Es wird sich bald erweisen, daf3 unsere
naiven affinen Varietéten bis auf Isomorphismus genau unsere k-geringten Men-
gen (X, O(X)) zu algebraischen Teilmengen X @& k™ sind. Das Adjektiv ,.affin
dient dazu, in der Terminologie Platz zu lassen fiir allgemeinere Varietiten, wie
wir sie in 6.4.2 kennenlernen. Das Adjektiv ,,naiv* bringt zum Ausdruck, daBl wir
unsere naiven affinen Varietiten als spezielle k-geringte Mengen betrachten und
noch nicht, wie im Fall allgemeiner Varietéten, als spezielle ,,k-geringte Raume*.
Dieser Unterschied wird sich jedoch als unwesentlich erweisen, weshalb wir auf
das Adjektiv ,,naiv* im folgenden meist verzichten.

3.3.4. Unter einem Morphismus von affinen k-Varietiten verstehen wir einen
Morphismus von k-geringten Mengen. Die affinen k-Varietiten bilden damit eine
volle Unterkategorie

Varaff;, C Ensry
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in der Kategorie aller k-geringten Mengen. Gegeben affine Varietiten X, Y no-
tieren wir die Menge aller Morphismen von X nach Y statt Varaff,(X,Y’) meist
kiirzer Var(X,Y') und greifen damit der volltreuen Einbettung Varaff, < Vary
in die Kategorie aller k-Varietéten vor, die wir zusammen mit der Definition allge-
meiner Varietiten in 6.4.2 kennenlernen werden. Wenn wir hoffen, da3 der Grund-
korper aus dem Kontext hervorgeht, schreiben wir auch kurz Var.

3.3.5. Ich verwende das Wort Varietit nur fiir £-Varietiten iiber algebraisch ab-
geschlossenen Korpern k£ = k. Wenn das Wort ,,Varietit fillt, ist also implizit
zu verstehen, dal der zugehorige Grundkorper algebraisch abgeschlossen ist. Ich
werde das nicht immer extra erwihnen.

Beispiele 3.3.6. (k = k).
1. Jede endliche Menge X wird mit O(X) := Ens(X, k) eine affine Varietit.

2. Die Menge X = k™ wird mit O(X) = k[T},...,T,] den polynomialen
Funktionen eine affine Varietit.

3. (Nullstellenmengen). Gegeben eine affine Varietit X und eine Teilmenge
E C O(X) des Rings der reguliren Funktionen wird die Menge der ge-
meinsamen Nullstellen

Y=Z(E)={zxeX|f(x)=0 VfekL}

mit den Einschrinkungen O(Y) := {f|y | f € O(X)} reguldrer Funktio-
nen von X als den reguldren Funktionen von Y eine affine Varietit. In der
Tat kommt jeder k-lineare Ringhomomorphismus O(Y') — k von einem k-
linearen Ringhomomorphismus O(X) — k her, der durch Auswerten ¢, an
einem Punkt z € X gegeben wird, der dann notwendig bereits zu Y gehort
haben muB.

4. (Nichtnullstellenmengen einzelner Funktionen). Gegeben eine affine Va-
rietdt (X, O(X)) und eine regulire Funktion f € O(X) wird ihre Nicht-
nullstellenmenge

Xpi=X\Z(f) ={x e X [ f(z) # 0}

eine affine Varietidt mit O(X;) := O(X)[f '] C Ens(X, k) dem von den
Restriktionen der reguldren Funktionen aus O(.X) zusammen mit der Funk-
tion 1/ f fiir f die Restriktion von f erzeugten Teilring. In der Tat liefern die
Homomorphismen von k-Kringen O(X) — O(X) — O(X}) Injektionen

Kring®(O(X), k) + Kring"(O(X), k) +> Kring"(O(X;), k)
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und das Bild der Komposition kann nur solche Homomorphismen enthalten,
die f auf eine Einheit abbilden, die also eine Auswertung ¢,. an einer Stelle
x € Xy sind. Da umgekehrt alle diese Auswertungen auch im Bild liegen,
ist (Xr, O(Xy)) in der Tat eine affine Varietit.

3.3.7 (Gegenbeispiele). Die Menge X := C* geringt durch O(X) = C[T] den
Ring der polynomialen Funktionen ist keine affine Varietit, da es fiir den Ringal-
gebrenhomomorphismus C[7'] — C ,,nimm den konstanten Term* keinen Punkt
x € X gibt, fiir den er der Auswertungshomomorphismus wire. Die Zahlenebene
X =Cu {6} ,-mit verdoppeltem Nullpunkt* geringt durch erweiterte polyno-
miale Funktionen O(X) 2 C[T] mit der MaBgabe P(0) = P(0) VP € C[T] ist
auch keine affine Varietit, da hier die beiden Punkte 0 # 0 denselben Auswer-
tungshomomorphismus &, = d; liefern. Die Kreislinie X := S' geringt durch
alle stetigen komplexwertigen Funktionen O(X) := C(X) ist keine affine Va-
rietdt, da C(X) nicht ringendlich ist tiber C. Man kann das etwa daran sehen,
daBl C(X) nicht noethersch ist, denn es gibt in der Kreislinie eine absteigende
Folge von abgeschlossenen Mengen, die nicht stagniert, und deren Verschwin-
dungsideale bilden dann eine aufsteigende Folge von Idealen von C(.X), die eben-
falls nicht stagniert. Man beachte in diesem letzten Beispiel, dal unsere Bedin-
gung X = Kring®(O(X),C) durchaus erfiillt ist, da ja allgemein fiir jeden
kompakten Hausdorffraum X die Abbildungsvorschrift x +— ¢, eine Bijektion
X 5 Kring®(C(X), C) liefert, vergleiche [TM] 1.3.4.11.

Vorschau 3.3.8. Seien X eine affine Varietit und f,g € O(X). In 3.3.17 zeigen
wir, dal unter der Annahme X; C X, die Einbettung X; < X, ein Morphismus
von affinen Varietiten ist. Insbesondere haben wir Xy = X, = O(X;) = O(X,).

Beispiel 3.3.9 (Affine Raume als affine Varietiten). Jeder endlichdimensionale
affine Raum A iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper & wird eine affine
k-Varietit, wenn wir O(A) C Ens(A, k) erkldren als die von allen affinen Abbil-
dungen A — k erzeugte k-Unterringalgebra. Jede affine Abbildung von endlich-
dimensionalen affinen Rdumen ist in Bezug auf diese Strukturen ein Morphismus
von affinen Varietiten und im Fall A = k" erhalten wir wieder unsere aus 3.3.6
bekannte affine Varietit mit O(k™) = k[T1, ..., T,] zuriick.

3.3.10 (Verschiedene Bedeutungen von ,,affin*‘). Ungliicklich ist in diesem Zu-
sammenhang die Verwendung des Wortes ,,affin“ in zwei verschiedenen Bedeu-
tungen: Jeder endlichdimensionale affine Raum trégt zwar in dieser Weise eine
natiirliche Struktur als affine Varietit, aber es gibt durchaus auch noch andere af-
fine Varietiten, ja ,,die meisten* affinen Varietiten sind keineswegs isomorph zu
affinen Rdumen.

Beispiel 3.3.11. Alle Definitionen und Sitze vom Beginn dieses Abschnitts bis
hierher wiirden auch fiir einen beliebigen unendlichen Grundkorper £ funktionie-
ren, mit etwas mehr Vorsicht sogar fiir einen beliebigen Grundkorper k. Allerdings
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mifite man dann in Kauf nehmen, daf etwa die reelle Gerade X = R mit dem
Ring von reguliren Funktionen O(X) = R[T, (T? + 1)~!] auch eine naive affine
R-Varietit wire, und das stiinde im Widerspruch zur allgemein iiblichen Termi-
nologie. Dies Beispiel zeigt auch, daf} die in unserer Vorschau 3.3.8 aufgestellten
Behauptungen dieser Allgemeinheit nicht mehr richtig wiren.

Satz 3.3.12 (iiber affine Varietiiten). (k = k). Unsere Aquivalenz von Kategori-
en aus 3.2.6 lif3t sich einbetten in ein kommutatives Diagramm von Aquivalenzen

Algebraische Mengen -~ Nilpotentfreie ring- """
in irgendwelchen k™ -endliche k-Kringe
~N\ /‘z

{Aﬁ‘ine k-Varietditen }

Der Funktor \, ordnet dabei jeder algebraische Menge X @ k" die affine Va-
rietiit (X, O(X)) zu und der Funktor / jeder affinen k-Varietdit (X, O(X)) den
k-Kring O(X) ihrer reguldiren Funktionen.

3.3.13. In meinen Augen ist dieser Satz zentral fiir das Verstidndnis sowohl der
kommutativen Algebra als auch der algebraischen Geometrie. Er stellt in einem
besonders einfachen Kontext die Beziehung zwischen eingebetteter Geometrie,
koordinatenfreier Geometrie und abstrakter Algebra her, die das Gebiet prigt.
Motiviert durch diesen Satz heilen ringendliche nilpotentfreie k-Kringe iiber al-
gebraisch abgeschlossenen Korpern auch affine £-Kringe.

Vorschau 3.3.14 (Verkleben von Punkten in affinen Varietiten). In 5.2.14 wer-
den wir lernen, da8 gegeben eine affine Varietit (X, O(X)) und eine surjektive
Abbildung ¢ : X — Y auf eine Menge Y mit endlichen Fasern und hochstens
endlich vielen Fasern mit mehr als einem Punkt unsere Menge Y mit dem Funk-
tionenring O(Y) = {f : Y — k | foe € O(X)} zu einer affinen Varietit
wird. Weiter werden wir in 5.2.17 sehen, dal man die nodale Kubik in dieser
Weise durch das Verkleben von zwei verschiedenen Punkten einer Gerade erhal-
ten kann, und werden in 5.2.20 auch sehen, inwiefern man beim Verkleben von
zwel ,,infinitesimal benachbarten Punkten* die Neil’sche Parabel erhilt.

Beweis. Gegeben X @& k™ ist O(X) ringendlich iiber k£ und die k-linearen Ring-
homomorphismen O(X) — k sind etwa nach 3.2.6 genau die Auswertungsab-
bildungen an Punkten von X. Unser Funktor “\, landet also in der Tat in unserer
Kategorie von affinen Varietiten. Dal} unser funktorielles Diagramm kommutiert,
ist offensichtlich. Jede affine Varietit X ist isomorph zu einer affinen Varietit vom
Typ Z(I) & k™. In der Tat ist nach Annahme O(X) ringendlich iiber k. Bilden et-
wa die Funktionen fi, ..., f, ein Erzeugendensystem, so erhalten wir eine Surjek-
tion k[T1,...,T,] - O(X) mit T; — f;. Die Abbildung (f1,..., f,) : X — k"
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induziert dann einen Isomorphismus X = Z([) fiir I den Kern obiger Surjektion.
Das zeigt, daBl N\, eine Surjektion auf Isomorphieklassen von Objekten induziert.
Nach 3.2.6 induzieren demnach alle drei Funktoren Bijektionen auf Isomorphie-
klassen von Objekten. Um den Satz zu folgern, miissen wir nur noch zeigen, daf3
/" Injektionen auf den Morphismenrdumen induziert. Das ist aber klar. [

3.3.15 (Universelle Eigenschaft von Nullstelleneinbettungen). Gegeben X eine
affine Varietit und £ C O(X) eine Menge reguldrer Funktionen und Y := Z(F)
deren simultane Nullstellenmenge ist die Einbettung Y — X offensichtlich ein
Morphismus. Ist weiter ¢ : Z — X ein Morphismus von affinen Varietiten mit
©(Z) C Y, so ist auch die induzierte Abbildung ¢ : Z — Y offensichtlich ein
Morphismus von affinen Varietiten.

3.3.16 (Regularitit der Kehrwerte nullstellenfreier regulirer Funktionen).
Gegeben eine affine Varietidt X und eine reguldre Funktion f € O(X) ohne
Nullstelle ist auch 1/f regulir. Das zeigen wir, indem wir die gegenteilige An-
nahme zum Widerspruch fithren. Ist genauer f € O(X) keine Einheit, so ist das
von f erzeugte Ideal nicht der ganze Ring und kann mithin zu einem maximalen
Ideal m vergroBert werden. Jetzt sagt der Hilbert’sche Nullstellensatz in seiner
korpertheoretischen Form 1.6.10, dafl die Komposition £ — O(X) — O(X)/m
eine endliche Korpererweiterung sein mu, also wegen k = k ein Isomorphis-
mus. So erhalten wir dann einen Homomorphismus O(X) — k von k-Kringen
mit f — 0. Das aber bedeutet im Lichte unserer Definition 3.3.2 einer affinen
Varietit, dal f ein Nullstelle auf X gehabt haben muf.

3.3.17 (Universelle Eigenschaft von Nichtnullstelleneinbettungen). Gegeben
X eine affine Varietdt und f € O(X) eine regulire Funktion ist die Einbettung
Xy — X offensichtlich ein Morphismus. Ist weiter ¢ : Z — X ein Morphismus
von affinen Varietdten mit p(Z) C Xy, so ist auch die induzierte Abbildung ¢ :
Z — Xy ein Morphismus von affinen Varietiten. In der Tat ist (1/f) o p =
1/¢*(f) nach 3.3.16 auch eine regulire Funktion auf Z. Insbesondere folgt fiir
f,9 € O(X) mit X, C X sofort res(O(Xy)) C O(X,). Insbesondere folgt aus
Xy = X, auch O(X,) = O(Xy).

Ubungen

Ubung 3.3.18. Die regulidren Funktionen einer affinen k-Varietiit X sind genau
die Morphismen von Varietiten X — k, in Formeln O(X) = Var(X, k).

Ubung 3.3.19 (Automorphismen offener Teilmengen der Gerade). Jeder Iso-
morphismus von Varietiten £ — & hat die Gestalt t +— at + b fiir a € £* und
b € k. Jeder Isomorphismus von Varietiten £* — k* hat die Gestalt ¢t — at®
fira € k* und ¢ € {1, —1}. Die Varietiten k\E fir £ C k endlich mit zwei

75



oder mehr Elementen haben nur endlich viele Automorphismen. Hinweis: [AL]
6.3.9.31.

Ubung 3.3.20 (Bijektive Morphismen miissen keine Isomorphismen sein). Es
gibt durchaus bijektive Morphismen zwischen affinen Varietiten, die keine Iso-
morphismen von Varietiten sind. Als Beispiele betrachte man im Fall einer Cha-
rakteristik chark = p > 0 die Abbildung & — k, t + t? und im Fall char k
beliebig die Abbildung k — Z(X3 — Y?2), t — (12, 3).

Ubung 3.3.21 (Frobenius-Twist). Gegeben eine affine Varietidt (X, O(X)) iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper £ positiver Charakteristik p > 0 erhal-
ten wir eine weitere affine k-Varietit X! = (X[ O(XM)) durch die Vorschrift
XU := X und O(XW) := {f7 | f € O(X)}. Die Identitit auf den zugrunde-
liegenden Mengen ist dann stets ein Morphismus von Varietiten, der Frobenius-
Morphismus

X — xU

Er ist im allgemeinen kein Isomorphismus, ja die Varietiten X und X! sind im
allgemeinen nicht isomorph. Die Varietit X! heiBt der Frobenius-Twist von X .
Jeder Morphismus X — Y ist auch ein Morphismus X! — YU, Der Morphis-
mus F : k" — k™ gegeben durch F : (z1,...,x,) — (2f,...,2P) induziert
einen Isomorphismus (k")!!) = ™ und induziert fiir jede abgeschlossene Unter-
varietit X @& k™ einen Isomorphismus X!} = F(X). Definierende Gleichungen
in k[Ty,...,T,] fir F/(X) kann man erhalten, indem man in definierenden Glei-
chungen fiir X alle Koeffizienten zur p-ten Potenz erhebt. In der Sprache der affi-
nen k-Kringe entspricht X — X!/ dem Frobeniushomomorphismus A — A aus
[LA1]5.2.39, den wir als einen Homomorphismus von k-Kringen A 5 Alesen,
indem wir als Ringe Al = A setzen, aber den strukturellen Homomorphismus
k — Al definieren als die Komposition &k — k& — A des strukturellen Homo-
morphismus £ — A mit dem Inversen des Frobenius & — k. Schlielich zeige
man, daB der Funktor X +— X! eine Aquivalenz von Kategorien ist. Vielleicht
noch natiirlicher wird diese Konstruktion in der Sprache der Schemata, vergleiche
14.4.2.

3.4 Nulistellensatz fiir affine Varietaten

3.4.1 (Raume und Ringe als iibergreifendes Thema). Ein groBer Teil der soge-
nannten ,kommutativen Algebra‘ besteht aus geometrischen Erkenntnissen, die
man unter Zuhilfenahme des vorhergehenden Satzes 3.3.12 in die Sprache der af-
finen k-Kringe iibersetzt und von dort auf moglichst gro3e Klassen von kommu-
tativen Ringen verallgemeinert. Zu jedem topologischen Raum konnen wir auch
den Ring der stetigen reellwertigen Funktionen auf unserem Raum bilden, zu jeder
C*°-Mannigfaltigkeit den Ring der C*°-Funktionen und zu jeder Riemann’schen

76



Flache den Ring der holomorphen Funktionen. Es zeigt sich, dafl diese Ringe
wieder die urspriinglichen ,,strukturierten Rdume* sehr weitgehend kodieren. Fiir
kompakte Hausdorff-Rdume ist das die Aussage des Satzes [TM] 1.3.4.6 und in
den anderen und vielen weiteren Fillen gelten dhnliche Aussagen. Man kann sich
deshalb durchaus auf den Standpunkt stellen, daB} ,,Ringe die besseren Raume*
sind. Mein Ziel ist im folgenden, diese geometrische Intuition offenzulegen, die
groflen Teilen der kommutativen Algebra zugrunde liegt.

Vorschau 3.4.2. Der ,,Hauptsatz von Zariski*“ [AAG] 2.4.17 besagt, daB} in Charak-
teristik Null die Umkehrabbildung eines bijektiven Morphismus von einer affinen
Varietit in eine ,,glatte affine Varietét stets wieder ein Morphismus ist. In posi-
tiver Charakteristik muf3 man zusitzlich voraussetzen, daf} der fragliche bijektive
Morphismus auch in jedem Punkt bijektives ,,Differential* hat.

3.4.3 (Nullstellenmengen und Verschwindungsideale fiir affine Varietiten).
Unsere bis jetzt entwickelten Notationen und Resultate lassen sich ohne grof3e

Schwierigkeiten von k™ auf beliebige affine Varietdten X verallgemeinern. Das
Auswerten liefert wieder eine Paarung

X x O(X) > k

und wir konnen fiir Y C X beziehungsweise £ C O(X) das Verschwindungs-
ideal beziehungsweise die Nullstellenmenge

I(Y) =Ix(Y) = {f€OX) |[f(x)=0 VzeY}
Z(E)=Z2x(E) = {zeX |f(z)=0 VfekFE}

bilden. Wieder kehren 7 beziehungsweise Z die Inklusionen um und die Z(E)
bilden eine Topologie auf X, die Zariski-Topologie.

3.4.4. Gegeben eine affine Varietdt X wird nach 3.3.6 jede abgeschlossene Teil-
menge Y @& X mit O(Y) = {f|y | f € O(X)} selbst eine affine Varietiit.
Wir nennen diese Struktur die induzierte Struktur auf Y. Natiirlich induziert die
Restriktion dann einen Isomorphismus

O(X)/Z(Y) = O(Y)

Weiter ist die Einbettung Y — X ein Morphismus und ist ¢ : Z — X ein
Morphismus von affinen Varietiten mit ¢(Z) C Y/, so ist offensichtlich auch die
induzierte Abbildung ¢ : Z — Y ein Morphismus von affinen Varietiten.

3.4.5. Fiir einen Morphismus ¢ : Y — X von affinen Varietdten sind gleichbe-
deutend:

1. Der Morphismus ¢ ist injektiv mit abgeschlossenem Bild und induziert
einen Isomorphismus Y = ¢(Y") auf sein Bild mit der induzierten Struktur;
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2. Der Komorphismus ist eine Surjektion ¢ : O(X) — O(Y).

Der Nachweis dieser Aquivalenz bleibe dem Leser zur Ubung. Einen Morphismus
mit diesen Eigenschaften nennen wir eine abgeschlossene Einbettung.

Satz 3.4.6 (Nullstellensatz fiir affine Varietiten). Fiir jede affine Varietdit X
gilt:

1. Ist a C O(X) ein Ideal und verschwindet f € O(X) auf der Nullstellen-
menge von a, so liegt eine Potenz von f bereits in a. In Formeln ausgedriickt
giltalso Z(f) D Z(a) = N € afiir N > 0;

2. Die Zuordnungen b — Z(b) und Z — Z(Z) liefern zueinander inver-
se Bijektionen zwischen der Menge aller Radikalideale von O(X) und der
Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von X;

3. Fiir jede Teilmenge Y C X ist die Nullstellenmenge ihres Verschwindungs-
ideals der Abschluf3 von'Y in X, in Formeln Z(Z(Y)) =Y

4. Fiir jede Teilmenge E C O(X) ist das Verschwindungsideal ihrer Null-
stellenmenge das Radikal des von E erzeugten Ideals, in Formeln gilt also
L(Z(E)) = V(E);

5. Die Zuordnung m — Z(m) ist eine Bijektion Max O(X) = X. Die Zuord-
nung x — I(x) beschreibt ihre Umkehrabbildung.

Beweis. Das folgt ohne Schwierigkeiten aus den entsprechenden Aussagen im
Fall X = k", die wir als 1.7.13, 1.7.16 und 1.7.9 bereits besprochen haben. Die
Details iiberlasse ich dem Leser zur Ubung. [

3.4.7 (Das Maximalspektrum). Sei & = k algebraisch abgeschlossen. Wir no-
tieren Krimgfe die Kategorie der ringendlichen k-Kringe und Kringo}~ ihre oppo-
nierte Kategorie. Wir konstruieren einen Funktor

Max : Kringo;® — Ensry,

in die Kategorie der k-geringten Mengen durch die Vorschrift, dal wir einem
Kring A die Menge Max(A) der maximalen Ideale von A zuordnen und als Ring
der strukturierenden Funktionen O(Max(A)) C Ens(Max A, k) das Bild des Ho-
momorphismus von k-Kringen 7 = 74 : A — Ens(Max A, k), der dadurch ge-
geben wird, daB (7(a))(m) und a dasselbe Bild in A/m haben. Diese Definition
ist sinnvoll, da unter unseren Endlichkeitsannahmen die Komposition & — A —»
A/m ein Isomorphismus ist. Wir nennen Max(A) das Maximalspektrum von
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A. Istn C A ein aus nilpotenten Elementen bestehendes Ideal, so induziert die
Surjektion A — A/n offensichtlich einen Isomorphismus

Max(A/n) = Max(A)

Insbesondere ist fiir A € Kring® nicht nur der Schnitt aller Primideale, sondern
auch der Schnitt aller maximalen Ideale das Nilradikal.

3.4.8. Sei k = k algebraisch abgeschlossen. Ist (X, O(X)) eine affine k- Varietit,
so ist unsere Bijektion 7x : Max(O(X)) = X aus dem Nullstellensatz fiir Va-
rietdten 3.4.6 offensichtlich sogar ein Isomorphismus von k-geringten Mengen
fiir die in 3.4.7 auf Max(O(X)) erklérte Struktur als k-geringte Menge. Da jeder
affine k-Kring A isomorph ist zum Ring der reguldren Funktionen einer affinen
k-Varietit und da jeder ringendliche k-Kring ein affiner £-Kring wird, wenn wir
darin das Ideal aller nilpotenten Elemente herausteilen, ist unser Maximalspek-
trum sogar ein Funktor

Max : Kringo;” — Varaffy,

Satz 3.4.9. (k = k). Die Einschrinkung unseres Funktors Max auf die volle
Unterkategorie der affinen alias ringendlichen nilpotentfreien k-Kringe Kringfenf
und genauer ihre opponierte Kategorie ist eine Aquivalenz von Kategorien

Max : Kringop™ = Varaffy,

Ergdnzung 3.4.10. In der Sprache der Kategorientheorie ist Max zusammen mit
weiteren Daten ein ,,quasiinverser Funktor* zu unserer Aquivalenz O aus 3.3.12.
Das wird in der weiterfiihrenden Ubung 3.4.23 ausgefiihrt, in der wir eine Adjunk-
tion (O, Max) angeben. Salopp gesprochen ist ,,Max* der Name eines Geistes,
den man anrufen mag, um von der Algebra in die Geometrie versetzt zu werden.
Ein noch stérkerer solcher Geist hort auf den Namen ,,Spec®, wir lernen ihn spiter
kennen.

Beweis. In der Tat zeigen unsere Isomorphismen 1y : Max O(X) = X, daB jede
affine Varietit isomorph ist zu einem Objekt im Bild unseres Funktors. Man sieht
weiter leicht ein, daB fiir jeden Morphismus ¢ : X — Y von affinen Varietiten
das Diagramm

MaxO(X) = X

Max(p?) |, el

MaxO(Y) = Y
mit diesen Isomorphismen in den Horizontalen kommutiert. Mithin ist fiir belie-
bige affine Varietiten X, Y die Verkniipfung

Var(X,Y) — Kring"(O(Y), O(X)) — Var(Max O(X), Max O(Y))
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eine Bijektion. Da wir aber bereits wissen, daB auch die erste Abbildung ¢ +— ¢*
dieser Verkniipfung bijektiv ist, mufl auch die zweite Abbildung i) — Max )
bijektiv sein. Dann aber muB auch Max : Kring"(B, A) — Var(Max A, Max B)
bijektiv sein fiir alle A, B € Kring”® . und wir sind fertig. ]

3.4.11. Das Argument des vorherigen Beweises gehort eigentlich zur Kategorien-
theorie. Ist genauer I : A = B eine Aquivalenz von Kategorienund G : B — A
ein Funktor und sind Isomorphismen nx : GFX = X fiir alle X € A gegeben
derart, daB fiir alle o : X — Y das Diagramm

GFX =5 X
GFy | 0
GFrYy 5 Y

mit 7x und 7y in den Horizontalen kommutiert, so ist auch G eine Aquivalenz von
Kategorien. Meist liegt einer derartigen Situation eine ,,Adjunktion* zugrunde, so
auch in unserem speziellen Fall, vergleiche 3.4.23.

3.4.12 (Produkt affiner Varietiten). Gegeben affine Varietiten X,Y wird ihr
Produkt X x Y zu einer affinen Varietit durch die Vorschrift

OX xY):=[fRg|feOX)geOY)

Hier ist f X g erklért durch (f X g)(x,y) := f(x)g(y) und die eckigen Klammern
meinen den von all diesen Funktionen in Ens(X x Y, k) erzeugten Teilring. In der
Tat ist er sicher ringendlich iiber k. Nach [LA2] 8.1.48 induziert die Abbildung
f®g— fXgweiter eine Injektion Ens(X, k) ®; Ens(Y, k) — Ens(X x Y, k),
und das liefert uns unmittelbar einen Ringisomorphismus

O(X) 2, OY) = O(X x Y)

Da aber nun nach [LA2] 9.9.9 fiir zwei beliebige k-Kringe A, B jeder Homo-
morphismus von k-Kringen A ®; B — k die Form a ® b — ¢(a)y(b) hat
fiir wohlbestimmte Homomorphismen ¢ : A — k, ¢ : B — k, folgt auch
die Zweite unserer Bedingungen an eine affine Varietit. Die beiden Projektionen
pry : X XY — X und pry : X XY — Y sind dann Morphismen von affinen
Varietiten und (X X Y, pry, pry ) ist ein Produkt in der Kategorie der affinen Va-
rietdten im Sinne von [LA2] 9.7.1. Die einpunktige Varietit ist ein finales Objekt
in dieser Kategorie.

Satz 3.4.13 (Offenes Verkleben von reguliren Funktionen). Seien X eine affine
Varietit und H C O(X) eine Menge reguliirer Funktionen, deren Nichtnullstel-
lenmengen unsere Varietiit iiberdecken, in Formeln X = |, ., Xy. Gegeben eine
Funktion f : X — k gilt dann

feOX) & [fIX,eOX,VheH
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Affine k-Varietiten X,Y Affine k-Kringe A, B Quelle
Produkt Tensorprodukt 34.12
X xY A®y B
Koprodukt Produkt 3.4.19
Xuy Ax B
abgeschlossene Einbettung surjektiver Homomorphismus | 3.4.5
X =Y B— A
Einbettung X — X kanonischer Homomorphismus | 4.4.17
fir f € O(X) regulér A= Alf Y firfeA
Morphismus X — Y injektiver Homomorphismus | 3.4.15
mit dichtem Bild B— A
Zusammenhangskomponente Block 3.4.22
abgeschlossene Radikalideal 34.6
Teilmenge
Punkt maximales Ideal 34.6.5
irreduzible Primideal 4.2.8
Teilmenge
irreduzible minimales Primideal 4.2.8
Komponente

Diese Tabelle falit einige Entsprechungen zwischen Riumen und Ringen zusam-
men. Ganz rechts ist jeweils die Quelle angegeben und einige Entsprechungen
sind noch Zukunftsmusik. Das Tensorprodukt ist im Sinne von [LA2] 9.9.9 zu

verstehen.
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Beweis. DaB} die Einbettung X, — X fiir alle h € O(X) ein Morphismus ist,
daB also regulidre Funktionen zu reguldren Funktionen auf Nichtnullstellenmen-
gen einschrinken, das ist Teil unserer Definition in 3.3.6 des Rings der regulédren
Funktionen auf Nichtnullstellenmengen. Wenn umgekehrt die Nichtnullstellen-
mengen X, fir h € H unser X iiberdecken, so gilt Z(H) = () und aus dem
Nullstellensatz fiir affine Varietdten 3.4.6 folgt (H)o(x) = O(X) und wir finden
a; € O(X) mit

a1h1+...+aThT:1
Es folgt, daB bereits gilt Z(hy) N ... N Z(h,) = 0. Nach Annahme gibt es nun
g1, gr € O(X)und n € Nmit f(z) = g;(x)/hi(x)" Vo € X\ Z(h;). Indem
wir die h; durch ihre n-ten Potenzen ersetzen, diirfen wir n = 1 annehmen. Wir
finden, nun fiir diese neuen h;, auch mit demselben Argument wir zuvor Funktio-
nen ¢; € O(X) mit

ahi+.. . +cehi=1
Es reicht nun zu zeigen, dal f und c¢1h1g, + ... + ¢ h.g, an jedem Punkt x € X

denselben Wert annehmen. Fiir beliebiges x € X haben wir mit S = S(x) = {i |
hi(x) # 0} in der Tat

fl@) = Y ci(@)h;

Ubungen

Ubung 3.4.14. Jeder Morphismus von affinen Varietiten ist stetig fiir die Zariski-
topologie.

Ubung 3.4.15. Seien X und Y affine Varietiiten. Man zeige, daB ein Morphismus
¢ : X — Y dichtes Bild hat genau dann, wenn der zugehdrige Komorphismus
eine Injektion ¢* : O(Y) — O(X) induziert.

Ubung 3.4.16. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von affinen Varietiten. Gegeben
eine Teilmenge H C O(X) ist die Nullstellenmenge ihres Urbilds (%) "1 (H) C
O(Y') der Abschlu3 des Bildes ihrer Nullstellenmenge, in Formeln

p(Z(H)) = Z((¢") 7' (H))

Ubung 3.4.17. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von affinen Varietiten. Gegeben
eine Teilmenge J C O(Y) ist das Urbild ihrer Nullstellenmenge die Nullstellen-
menge ihres Bildes, in Formeln



Ubung 3.4.18. Gegeben ein Morphismus X — Y von affinen Varietiten zeige
man: Ist unter dem Komorphismus O(Y') — O(X) der Ring O(X) modulendlich
iber O(Y), so hat unser Morphismus endliche Fasern. Hinweis: 1.1.23 und 3.4.17.

Ubung 3.4.19 (Koprodukt affiner Varietiiten). Gegeben affine Varietiten X,Y
wird ihre disjunkte Vereinigung X U Y zu einer affinen Varietit durch die Vor-
schrift

OXUY)={f:XUY —=k| flx € OX)und f|ly € O(Y)}

Die beiden Einbettungen iny : X — X UY undiny : ¥ — X UY sind dann
Morphismen von affinen Varietiten und (X UY/, iny, iny ) ist ein Koprodukt in der
Kategorie der affinen Varietdten im Sinne von [LA2] 9.7.16. Die leere Varietit ist
ein initiales Objekt in dieser Kategorie.

Ubung 3.4.20 (Faserprodukt affiner Varietiiten). Gegeben affine Varietiten X, Y, T’
mit Morphismen a : X — T'und b : Y — T ist auch

X xp Y i={(r,y) € X xY [a(z) = b(y)}

eine affine Varietit mit der als abgeschlossene Teilmenge von X x Y induzierten
Struktur. Wir erhalten so ein Faserprodukt im Sinne der Kategorientheorie von
affinen Varietiten. Die offensichtliche Abbilddung

O(X) ®ow) OY) = O(X x1Y)

ist eine Surjektion mit dem Nilradikal des Ausgangsrings als Kern.

Ubung 3.4.21 (Produkt mit ). Gegeben eine affine Varietiit X zeige man, daB
wir einen Isomorphismus O(X)[11,...,T,] = O(X x k") erhalten, wenn wir
den Kringhomomorphismus betrachten, der auf O(.X ') durch das Zuriickholen ge-
geben ist und unter dem der Variablen 7; die Projektion auf £" gefolgt von der
Projektion auf den i-ten Eintrag zugeordnet wird. Dieser Morphismus ist so na-
tiirlich, daf3 wir ihn oft in Sprache und Notation als Gleichheit behandeln werden.

Ubung 3.4.22. Ein Block eines Krings kann charakterisiert werden als ein unzer-
legbarer direkter Summand unseres Krings, betrachtet als Modul iiber sich selber.
Mehr zur Blockzerlegung wird in 2.2.3 erklirt. Man konstruiere eine Bijektion
zwischen der Menge der Zusammenhangskomponenten einer affinen Varietit X
und der Menge der Blocke ihres Rings von strukturierenden Funktionen O(X).

Ubung 3.4.23 (Adjunktion von Maximalspektrum und Funktionenring). Wir
notieren Kringo := Kring®"® die opponierte Kategorie zur Kategorie der Kringe
und Kringo,~ die opponierte Kategorie zur Kategorie zur Kategorie der ringendli-
chen k-Kringe. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Korper k& = k erinnern
wir aus 3.4.7 den Funktor

Max : Kringo}® — Varaffy,
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von der Opponierten der Kategorie der ringendlichen k-Kringe zur Kategorie der
affinen k-Varietiten. Gegeben ein ringendlicher k-Kring A und eine affine k-
Varietdt X betrachten wir nun die Menge AH = AH(A, X) aller Abbildungen
A x X — k, die fiir jedes feste a« € A eine reguldre Funktion X — k liefern
und fiir jedes feste € X einen Homomorphismus von k-Kringen A — k. Das
Kiirzel meint ,,Adjunktionshelfer”. Das Exponentialgesetz fiir Mengen induziert
dann Bijektionen

Varaff, (X, Max A) & AH = Kring® (4, O(X)) = Kringo}*(O(X), A)

Genauer betrachten wir AH — Ens(X, Kring®(4, k)) = Ens(X, Max A) mit
der ersten Abbildung nach dem Exponentialgesetz und der zweiten durch Nach-
schalten der Bijektion Kring® (A, k) = Max A und priifen, da sie die behauptete
Bijektion induziert. So erhalten wir eine Adjunktion

(O, Max)

Insbesondere ist Max vertrdglich mit endlichen Produkten, ja mit beliebigen Li-
mites soweit sie existieren, und macht Gruppenobjekte zu Gruppenobjekten sowie
abelsche Gruppenobjekte zu abelschen Gruppenobjekten.

Weiterfiihrende Ubung 3.4.24. Gegeben eine affine Varietit X liefert das Bilden
des Maximalspektrums einen Funktor

Max : KringoQX) — Varaff x

von opponierten ringendlichen O(X)-Kringen zu affinen Varietiten tiber X mit
Linksadjungiertem O. Insbesondere ist Max vertriglich mit endlichen Produkten
und macht Gruppenobjekte zu Gruppenobjekten sowie abelsche Gruppenobjekte
zu abelschen Gruppenobjekten. Die Einschrinkung auf affine Kringalgebren ist
eine Aquivalenz von Kategorien

o(X)
renf

Max : Kringo 2 Varaff x

3.5 Die symmetrische Algebra*

Definition 3.5.1. Gegeben ein Vektorraum V' iiber einem Korper £ erkldrt man
die symmetrische Algebra iiber 1 als den Quotienten

SgV = Sym, V =T V/(v®@w —w & v)

der Tensoralgebra aus [LA2] 9.9.7 nach dem von allen v®@w —w®v mitv,w € V
erzeugten Ideal. Wenn sich der Grundkorper von selbst versteht, schreiben wir
auch kiirzer SV'.
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3.5.2. Gegeben ein Vektorraum V' iiber einem Korper £ hat die offensichtliche
k-lineare Abbildung can : V' < SiV die zur universellen Eigenschaft [LA2]
9.9.7 der Tensoralgebra analoge universelle Eigenschaft fiir Kringalgebrenho-
momorphismen. Ist genauer A ein k-Kring und ¢ : V' — A eine k-lineare Abbil-
dung, so gibt es genau einen Homomorphismus von k-Kringen ¢ : SV — A mit
¢ = ¢ o can, im Diagramm

VSV

[
P
x¢

A

Wieder anders gesagt liefert das Vorschalten von can fiir jeden k-Kring A eine
Bijektion (o can) : Kring®(SV, A) = Homy(V, A). Ist B C V eine Basis von V/,
so erhalten wir mithin durch sukzessives Einschrinken Bijektionen

Kring®(SV, A) = Homy(V, A) = Ens(B, A)

Daraus folgt mit dem Yoneda-Lemma, daf} die Einbettung B — SV einen Iso-
morphismus von k-Kringen k[;B] = SV zwischen dem Polynomring in der Va-
riablenmenge B und unserer symmetrischen Algebra induziert. Ist insbesondere
v, ..., U, eine Basis von V, so erhalten wir einen Isomorphismus von Kringalge-

bren
k:['Tl, T 5 SV

durch die Vorschrift T; — v;.

3.5.3 (Regulire Funktionen auf Vektorriumen). Gegeben ein Korper £ und ein
k-Vektorraum V' liefert die universelle Eigenschaft einen Homomorphismus von
Kringalgebren S,V — Ens(V*, k) in die Kringalgebra aller k-wertigen Funktio-
nen auf dem Dualraum von V. Ist £ ein unendlicher Korper, so ist dieser Homo-
morphismus injektiv und induziert einen Isomorphismus zwischen S; V' und derje-
nigen Unterringalgebra von Ens(V*, k), die von allen Auswertungen an Vektoren
v € V erzeugt wird. Ist zusitzlich V' endlichdimensional, so erhalten wir auf diese
Weise einen Isomorphismus von Si(V*) mit der von allen Linearformen erzeug-
ten Unterringalgebra von Ens(V k). Arbeiten wir iiber einem algebraisch abge-
schossenen Korper & = k, so induziert mithin fiir jeden endlichdimensionalen
k-Vektorraum V' die Einbettung V* < Ens(V, k) einen Ringalgebrenisomorphis-
mus

S(V*) = 0O(V)

zwischen der symmetrischen Algebra tiber dem Dualraum V* und der Algebra der
reguldren Funktionen auf V' in Bezug auf seine Struktur als k-Varietidt nach 3.3.9.

Proposition 3.5.4 (Symmetrische Tensoren und symmetrische Algebra). Ge-
geben ein Vektorraum V' iiber einem Korper k der Charakteristik chark = 0
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induziert die Komposition (V®)5 — V& — S"V von Inklusion und Projektion
einen Isomorphismus

(VEr)s 58TV

3.5.5. Die symmetrische Gruppe S, operiert durch Vertauschung der Tensorfak-
toren auf V®". Die Invarianten unter dieser Operation, also die Elemente von
(V®)Sr, heiBen die symmetrischen Tensoren der Stufe r. Das erklirt die all-
gemein iibliche Bezeichnung von SV als ,,symmetrische Algebra®“. Ich halte sie
nicht fiir besonders gliicklich und wiirde dazu lieber die ,,universelle Kringalgebra
iiber V* sagen.

Beweis. Wir fiihren wir den Symmetrisator
sym : V& — (V&S

ein durch die Abbildungsvorschrift sym : ¢ — 1 5" _ s, t7- Ausgeschrieben wird
er gegeben durch vy ... v, — Tl, de 5 Vo(1) ® ... ®Vs(r)- Damit ergénzen wir das
Diagramm aus der Proposition zu einem Diagramm

(Vor)s i, yor gy

sym

Offensichtlich gilt sym o inkl = id und sym ist insbesondere surjektiv. Es reicht
also, wenn wir zeigen ker(sym) = ker(proj). Die Inklusion ker(proj) C ker(sym)
folgt daraus, daB sym auf ker(proj) = (v ® w —w ® v) N V" verschwindet. An-
dererseits gilt auch proj = proj oinklosym und damit umgekehrt ker(sym) C
ker(proj). O

Ergiinzung 3.5.6. Uber Korpern positiver Charakteristik sind die beiden Funkto-
ren V — SV und V +— (V®)S im allgemeinen nicht mehr isomorph. Man
nennt sie die r-te symmetrische Potenz und die r-te dividierte Potenz. Im end-
lichdimensionalen Fall ist der eine dieser Funktoren konjugiert zum anderen unter
dem Dualraumfunktor, wie wir gleich in 3.5.7 sehen werden. Die Situation ist im
Fall symmetrischer Algebren also delikater als bei den dulleren Potenzen, die im
endlichdimensionalen Fall schlicht mit dem Dualraumfunktor kommutieren.

Ergdnzung 3.5.7 (Symmetrische Multilinearformen). Gegeben ein Vektorraum
V iiber einem Korper k£ und r» > 0 bezeichnen wir mit

Symu"V :={s:V x ... xV — k| s ist multilinear und symmetrisch}

den k-Vektorraum aller symmetrischen r-Multilinearformen, als da heif3t aller
Multilinearformen, die ihren Wert nicht @ndern, wenn man die Eintrige permu-
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tiert. Wir konstruieren nun die Abbildungen eines Diagramms

Symu” V'

|

(STV ) —s ((V@«)*)Sr <_)((V*)®T)ST

mit der zusétzlichen Eigenschaft, dafl im Fall dim V' < oo auch die rechte Inklusi-
on ein Isomorphismus ist. Zunéchst ist die offensichtliche Einbettung (V*)®" —»
(V®)* vertréglich mit der Operation der symmetrischen Gruppe und ein Isomor-
phismus im endlichdimensionalen Fall und das liefert die rechte Einbettung. Die
iibliche Identifikation des Raums aller r-Multilinearformen mit (V®")* ist ver-
traglich mit der Operation der symmetrischen Gruppe induziert den vertikalen
Isomorphismus. Die Projektion V" — S"V schlieBlich induziert eine Injektion
(S"V)* < (V®)* und diese den linken Isomorphismus.

Ubungen

Erginzende Ubung 3.5.8. Man zeige: Gegeben ein Vektorraum V iiber einem
Korper k induziert der durch unsere Konstruktion der dufleren Algebra in [LA2]
8.5.4 gegebene Ringalgebrenhomomorphismus TV — A V von der Tensoralge-
bra aus [LA2] 9.9.7 auf die duBere Algebra einen Isomorphismus

TV/(v@uv|veV)y S AV

zwischen der duBeren Algebra und dem Quotienten der Tensoralgebra nach dem
von allen v ® v mit v € V erzeugten Ideal.
Ergiinzende Ubung 3.5.9. Bezeichnet S"V C SV das Bild von V& C TV, so
haben wir eine Zerlegung

sV =@psv

r>0

und das Produkt eines Elements von S"V' mit einem Element von S’V liegt in
S™tPV/. Hier heit S”V die homogene Komponente vom Grad r der symmetri-
schen Algebra SV'.

Ubung 3.5.10. Gegeben ein Vektorraum V iiber einem Korper k erhalten wir ei-
ne Bijektion der zweiten symmetrischen Potenz seines Dualraums S*(V*) mit
dem Raum der quadratischen Formen auf V' nach [LA2] 4.2.1, indem wir der
Nebenklasse des Tensors f1 ® g1 + ... + f, ® g, die quadratische Form v —

fi(w)g1(v) + ...+ fn(v)gn(v) zuordnen.
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4 Primideale und Lokalisierung

4.1 Irreduzible Komponenten

Definition 4.1.1. Ein topologischer Raum heif3t noethersch, wenn darin jede ab-
steigende Folge von abgeschlossenen Mengen stationir wird.

4.1.2. Offensichtlich und formal nach Ubung [LA1] 1.9.22 besitzt in einer par-
tiell geordneten Menge jede nichtleere Teilmenge ein minimales Element genau
dann, wenn jede monoton fallende Folge in unserer Menge stagniert. Ein topologi-
scher Raum ist insbesondere noethersch genau dann, wenn es in jedem nichtleeren
System von abgeschlossenen Teilmengen unseres Raums ein beziiglich Inklusion
minimales Element gibt.

Lemma 4.1.3. Fiir jeden Korper k ist der k™ mit seiner Zariskitopologie ein
noetherscher topologischer Raum.

Beweis. Nach 1.1.16 gilt unter unseren Annahmen fiir jede abgeschlossene Teil-
menge X @& k" die Formel X = Z(Z(X)). Ist nun X, D X; D ... eine abstei-
gende Folge abgeschlossener Mengen in £", so ist Z(X,) C Z(X;) C ... eine
aufsteigende Folge von Idealen im Polynomring iiber £. Nach dem Hilbert’schen
Basissatz ist aber ein Polynomring in endlich vielen Verédnderlichen iiber einem
Korper stets noethersch, also wird unsere Folge von Idealen stationdr und damit
auch die Folge der X, = Z(Z(X,)). O

Definition 4.1.4. Ein topologischer Raum X heif3t irreduzibel, wenn er nicht
leer ist und sich nicht schreiben 146t als eine Vereinigung von zwei echten abge-
schlossenen Teilmengen. Ein topologischer Raum heilit reduzibel, wenn er nicht
irreduzibel ist. Insbesondere ist der leere Raum in unserer Terminologie reduzibel.

4.1.5. Eine Teilmenge eines topologischen Raums nennen wir reduzibel bezie-
hungsweise irreduzibel, wenn sie diese Eigenschalft fiir die Spurtopologie hat.

Beispiel 4.1.6. In einer Menge mit der diskreten Topologie sind die irreduziblen
Teilmengen genau die einpunktigen Teilmengen.

Beispiel 4.1.7. Sei k ein Korper. Das Achsenkreuz Z(T,T,) C k? ist reduzibel
in der Zariskitopologie, denn es 148t sich als die Vereinigung der beiden Achsen
schreiben, die beide echte abgeschlossene Teilmengen sind.

Beispiel 4.1.8. Gegeben ein unendlicher Korper £ ist fiir alle n > 0 der k™ irredu-
zibel in der Zariskitopologie. Nach 1.1.25 haben darin ndmlich je zwei nichtleere
offene Teilmengen nichtleeren Schnitt.

Definition 4.1.9. Die maximalen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen eines
topologischen Raums heiflen seine irreduziblen Komponenten.
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Erginzung 4.1.10. Die maximalen irreduziblen Teilmengen eines topologischen
Raums sind nach Ubung 4.1.28 stets abgeschlossen, wir konnten mithin das Wort
,-abgeschlossen* in der vorhergehenden Definition auch weglassen.

Beispiel 4.1.11. Ist k ein unendlicher Korper, so sind die irreduziblen Kompo-
nenten des Achsenkreuzes Z(T17T,) C k* genau die beiden Koordinatenachsen.
Ahnlich kann man sich die irreduziblen Komponenten von beliebigen zariskiab-
geschlossenen Mengen in k" vorstellen. Ich rate davon ab, fiir das Konzept der
irreduziblen Komponenten auflerhalb der Zariskitopologie nach Anschauung zu
suchen.

Satz 4.1.12 (Zerlegung in irreduzible Komponenten). Ein noetherscher topo-
logischer Raum besitzt nur endlich viele irreduzible Komponenten. Keine seiner
Komponenten ist in der Vereinigung der iibrigen enthalten und alle Komponenten
zusammen iiberdecken den ganzen Raum.

4.1.13. Wir schicken dem Beweis des Satzes zwei Lemmata voraus, von denen
das erste eine einfache Konsequenz unseres Satzes ist. Wir geben jedoch fiir bei-
de einen eigenstindigen Beweis, damit wir uns beim Beweis des Satzes darauf
stiitzen konnen. Mit dem Zorn’schen Lemma kann man im iibrigen allgemeiner
zeigen, dall tiberhaupt jeder beliebige topologische Raum die Vereinigung seiner
irreduziblen Komponenten ist.

Lemma 4.1.14. Jede abgeschlossene Teilmenge eines noetherschen topologischen
Raums ldfst sich schreiben als Vereinigung von endlich vielen irreduziblen abge-
schlossenen Teilmengen.

Beweis. Bezeichne X unseren Raum und A C Pot(X) das System aller abge-
schlossenen Teilmengen und F C A das System aller abgeschlossenen Teilmen-
gen Y @& X, die sich nicht als endliche Vereinigung von irreduziblen abgeschlos-
senen Teilmengen schreiben lassen. Wiire das Lemma falsch, so wére F nicht leer
und hitte nach 4.1.2 ein minimales Element Y € F. Dies minimale Element Y
wire weder leer noch irreduzibel, besidf3e also eine Darstellung Y = Y] U Y5 mit
Y; @ Y und Y; # Y. Aufgrund der Minimalitit von Y hétten wir aber Y7, Yy & F
und damit Y ¢ F im Widerspruch zur Wahl von Y. O

Lemma 4.1.15. Sei X = X, U ... U X, eine Darstellung eines topologischen
Raums als endliche Vereinigung von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen X.
Gibt es keine nichttrivialen Inklusionen zwischen unseren Teilmengen, in Formeln
X; C Xj = 1 =7, sosind die X; genau die irreduziblen Komponenten von X.

Beweis. IstY @ X eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge, so haben wir

Y=¥nX)U...u[YNnX,)
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und folglich Y = Y N X, alias Y C X, fiir mindestens ein 7. Also ist jede Kompo-
nente von X eines der X;, und wiire ein X; keine Komponente von X, so finden
wirein ¢ # j mit X; C X. O

Beweis von Satz 4.1.12. Nach 4.1.14 konnen wir X schreiben als endliche Verei-
nigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen

X=XjU...UX,

Indem wir iiberfliissige Teilmengen weglassen, diirfen wir weiter annehmen, daf3
kein X; ganz in der Vereinigung der X; mit j # ¢ enthalten ist. Der Satz folgt nun
aus 4.1.15. 0

4.1.16. Das Beweisprinzip von 4.1.14 heif3t noethersche Induktion. Um es ab-
strakt zu fassen, sei .4 eine teilgeordnete Menge, in der jede absteigende Folge
stagniert alias jede nichtleere Teilmenge mindestens ein minimales Element hat.
Eine Teilmenge Z C A derart, dal jedes Element von A, fiir das alle echt kleine-
ren Elemente zu Z gehoren, bereits selbst zu Z gehort, mufl dann bereits mit A
zusammenfallen. In der Tat, wire F := A\ Z nicht leer, so hitte es ein minimales
Element, das nach Annahme aber doch zu Z gehoren miif3te.

Die Krulldimension der Ebene ist
Zwei. Jede Kette maximaler Linge
von irreduziblen Teilmengen besteht
wie angedeutet aus einem Punkt,
einer irreduziblen Kurve im Sinne
von 4.1.21 durch diesen Punkt, und
der ganzen Ebene.

Definition 4.1.17. Die Krulldimension kdim(.X) eines topologischen Raums X
ist das Supremum iiber alle Lidngen [ von echt aufsteigenden Ketten

XoCX,C...CX,CX

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X. Mogliche Werte sind na-
tiirliche Zahlen, co und —oco. Die hier verwendete Notation kdim(X ) ist uniiblich,
meist schreibt man stattdessen schlicht dim(.X). Etwas allgemeiner erkldren wir
fiir jede Teilmenge Y C X die Krullkodimension kdim(Y C X) von Y in X
als das Supremum iiber alle Langen [ von echt aufsteigenden Ketten

YCXoCX,C...CX,CX
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von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X. Im Spezialfall einer ein-
punktigen Menge Y = {z} schreiben wir kdim, X := kdim({z} C X) und
nennen das die lokale Krulldimension von X bei x. Die Krullkodimension ver-
wenden wir nur, wenn Y in X irreduziblen Abschluf3 hat.

4.1.18 (Diskussion der Notation). Sicher ist es fragwiirdig, das Inklusionssym-
bol als Trenner in einer Notation zu miflbrauchen. Mir schien aber die Notation
kdim(Y C X) so viel suggestiver als etwa kdim(Y, X'), daB ich diese Bedenken
hintangestellt habe.

Beispiel 4.1.19. Wir haben kdim(()) = —oo und kdim(X) = 0 fiir jeden nichtlee-
ren diskreten Raum X. Fiir einen unendlichen Korper £ mit seiner Zariskitopolo-
gie gilt sicher kdim(k) = 1. Offensichtlich gilt auch stets

kdim(X) = sup kdim(Y)
irri(ﬁii{bel

Hier ist zu verstehen, dafl das Supremum wie angedeutet iiber alle abgeschlosse-
nen irreduziblen Teilmengen Y von X gebildet wird.

Vorschau 4.1.20. Im weiteren Verlauf der Vorlesung soll gezeigt werden, daf} die
Krulldimension in Bezug auf die Zariskitopologie einen verniinftigen Dimensi-
onsbegriff fiir affine Varietéten liefert. Schon allein um in 5.3.5 zu zeigen, daf} die
Krulldimension von £ eben n ist, miissen wir tiefer in die kommutative Algebra
einsteigen. Offensichtlich ist nur die Abschitzung kdim(k™) > n, wie eine be-
liebige Folge aus jeweils ineinander enthaltenen affinen Teilrdumen wachsender
Dimension

Punkt C Gerade C Ebene C ... C Hyperebene C k"

zeigt, da nach 4.1.8 alle k! irreduzibel sind. Ein weiteres wesentliches Ziel ist der
Nachweis der Formel

kdimY + kdim(Y C X) = kdim X

fiir eine beliebige irreduzible affine Varietit X mit einer irreduziblen abgeschlos-
senen Teilmenge Y @& X. Offensichtlich ist nur die Ungleichung <. Die andere
Ungleichung zeigen wir in 5.9.3.

4.1.21. Ein noetherscher topologischer Raum heifit Aquidimensional, wenn al-
le seine irreduziblen Komponenten dieselbe endliche Dimension haben. Er heif3t
aqui-d-dimensional, wenn alle seine irreduziblen Komponenten Dimension d ha-
ben. Der leere Raum ist mithin dqui-d-dimensional von jeder Dimension d und ein
dqui-d-dimensionaler Raum fiir d < 0 muf der leere Raum sein. Eine dquieindi-
mensionale affine Varietit heiflit eine affine Kurve. Eine dquizweidimensionale
affine Varietit hei3t eine affine Fliache.
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Ubungen

Ubung 4.1.22. Ein noetherscher topologischer Raum kann nie isomorph sein zu
einer echten Teilmenge von sich selbst.

Ergiinzende Ubung 4.1.23. Ein topologischer Raum ist noethersch genau dann,
wenn jede seiner offenen Teilmengen kompakt ist.

Ubung 4.1.24. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Man zeige, daB die
irreduziblen algebraischen Teilmengen von k£ genau die einpunktigen Teilmen-
gen sowie ganz k sind. Man zeige, dal die irreduziblen algebraischen Teilmen-
gen von k? genau die einpunktigen Teilmengen, die Nullstellenmengen einzelner
irreduzibler Polynome, sowie ganz k? sind. Hinweis: 1.1.22 listet alle algebrai-
schen Teilmengen. [LA1] 5.4.4 besagt, daf} jedes nichtkonstante Polynom in zwei
Verinderlichen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper unendlich viele
Nullstellen hat.

Ubung 4.1.25. Das Bild eines irreduziblen Raums unter einer stetigen Abbildung
ist stets irreduzibel.

Ubung 4.1.26. Fiir einen topologischen Raum X sind gleichbedeutend: (1) X ist
irreduzibel; (2) X ist nicht leer und je zwei nichtleere offene Teilmengen von
X haben nichtleeren Schnitt; und (3) X ist nicht leer und jede offene nichtleere
Teilmenge von X ist dicht in X.

Ubung 4.1.27. Sei k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Man zeige, daf
k die Krulldimension Eins hat und k? die Krulldimension Zwei. Hinweis: Die ir-
reduziblen algebraischen Teilmengen wurden in diesen Fillen in 4.1.24 bestimmt.

Ubung 4.1.28. Eine Teilmenge eines topologischen Raums ist genau dann irredu-
zibel, wenn ihr Abschluf irreduzibel ist.

4.2 Irreduzible algebraische Mengen und Primideale

Satz 4.2.1 (Reguliire Funktionen auf irreduziblen affinen Varietiten). Eine
affine Varietdt X ist irreduzibel genau dann, wenn ihr Ring von reguliren Funk-
tionen O(X) ein Integritiitsring ist.

4.2.2. Ist k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper, so ist insbesondere "
irreduzibel, denn jeder Polynomring iiber einem Korper ist ein Integrititsring. Dal3
k™ irreduzibel ist, wissen wir nach 4.1.8 sogar allgemeiner fiir jeden unendlichen
Korper k.

Beweis. Eine affine Varietit ist leer genau dann, wenn ihr Ring von regulédren
Funktionen der Nullring ist. Es reicht also zu zeigen, da} eine nichtleere Varietét
genau dann irreduzibel ist, wenn in ihrem Ring von regulidren Funktionen gilt ab =

92



0 = (a = 0oder b = 0). Gibt es nun in O(X) von Null verschiedene Elemente
a # 0 # bmitab = 0, so sind Z(a) und Z(b) echte abgeschlossene Teilmengen
von X mit Z(a) U Z(b) = X und X ist nicht irreduzibel. Ist umgekehrt X nicht
leer und nicht irreduzibel, so gibt es Teilmengen I, J C O(X) mit Z(1)UZ(J) =
X aber Z(I) # X # Z(J). Dann gibt es auch Elemente ¢ € [ und b € J mit
Z(a) # X # Z(b), und fir diese gilt erst recht Z(a) U Z(b) = X. Damit gilt
insbesondere a # 0 # b aber ab = 0. [

Beispiel 4.2.3 (Irreduzibilitit der Determinante). Wir zeigen, daf} die Determi-
nante det € k[X;; | 1 <1i,j < n]fiiralle n > 1 ein irreduzibles Polynom ist. Thre
Nullstellenmenge ist irreduzibel als das Bild der durch die Abbildungsvorschrift
(A, B) — Adiag(1,...,1,0)B gegebenen polynomialen Abbildung

Mat(n; k) x Mat(n; k) — Mat(n; k)

Hitten wir det = fg mit nichtkonstanten f und ¢, so miiften demnach f und
g dieselbe Nullstellenmenge haben wie det. Wenn wir also einen Punkt D finden
mit det(D) = 0, an dem die partielle Ableitung nach mindestens einer unserer Va-
riablen Xj;; nicht verschwindet, so sind wir fertig. Das ist nun nicht mehr schwer.

Definition 4.2.4. Ein Ideal / eines Krings R heif3t ein Primideal, wenn gilt [ # R
und a,b ¢ I = ab ¢ I. Die Menge aller Primideale eines Krings R heifit das
Spektrum oder ausfiihrlicher das Primspektrum von R und man notiert diese
Menge

SpecR := {p C R | p ist ein Primideal von R}

4.2.5 (Primideale und Integrititsbereiche). Genau dann ist ein Ideal in einem
Kring ein Primideal, wenn der Quotientenring nach besagtem Ideal ein Integritéts-
bereich ist. Insbesondere ist jedes maximale Ideal in einem Kring ein Primideal,
denn der Quotient nach einem maximalen Ideal ist nach 1.7.7 ein Korper und jeder
Korper ist ein Integritétsbereich.

Vorschau 4.2.6. Man kann den Begriff eines Primideals auf verschiedene Arten
auf den Fall nicht notwendig kommutativer Ringe verallgemeinern. Diejenigen
Ideale, die die Bedingung der obigen Definition wortwortlich erfiillen, heilen im
nichtkommutativen Kontext vollprime Ideale. Unter einem Primideal versteht
man im nichtkommutativen Kontext dahingegen ein vom ganzen Ring verschie-
denes Ideal P mit der Eigenschaft, daB fiir beliebige Ideale /, J C Raus IJ C P
folgt I C P oder J C P. Unter Idealen sind im nichtkommutativen Kontext
immer beidseitige Ideale zu verstehen, andernfalls spricht man von Links- bezie-
hungsweise Rechtsidealen.

Beispiele 4.2.7 (Primideale im Ring der ganzen Zahlen). Die Primideale im
Ring Z der ganzen Zahlen sind genau das Nullideal und die von Primzahlen er-
zeugten Hauptideale. Allgemein ist ein Element eines Krings ein Primelement
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im Sinne von [AL] 6.2.5.1 genau dann, wenn unser Element nicht Null ist und das
von besagtem Element erzeugte Hauptideal ein Primideal ist.

Satz 4.2.8 (Primideale und irreduzible Mengen im geometrischen Fall). Ge-
geben eine affine Varietit X liefert das Bilden des Verschwindungsideals eine
Bijektion zwischen der Menge aller irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von
X und der Menge aller Primideale im Ring O(X) der reguliiren Funktionen

{Y & X | Y irreduzibel } = SpecO(X)
Y - I(Y)

4.2.9. Natiirlich sind alle einpunktigen Teilmengen einer affinen Varietidt X irre-
duzibel. Sie entsprechen nach 3.4.6 unter unserer Bijektion genau den maximalen
Idealen von O(X). Man mag sich im Licht des Satzes Spec O(X) vorstellen als
die Menge X erweitert um jeweils einen zusitzlichen Punkt fiir jede irreduzible
Teilmenge, die nicht bereits selbst nur aus einem Punkt besteht.

Beweis. Nach 3.4.6 liefern das Bilden des Verschwindungsideals Z und das Bil-
den der Nullstellenmenge Z zueinander inverse Bijektionen zwischen den ab-
geschlossenen Teilmengen von X und den Radikalidealen von O(X), und nach
dem noetherschen Isomorphiesatz liefert fiir alle Y C X die Einschrinkung von
Funktionen einen Isomorphismus O(X)/Z(Y) = O(Y). Nun ist nach 4.2.1 der
Ring O(Y') genau dann ein Integritéitsbereich, wenn Y irreduzibel ist, und das gilt
nach 4.2.5 genau dann, wenn Z(Y") ein Primideal ist. Unter unseren Bijektionen
entsprechen also die irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen genau den primen
Radikalidealen alias den Primidealen. ]

4.2.10 (Urbilder von Primidealen sind Primideale). Ist f : ® — S ein Kring-
homomorphismus und p C S ein Primideal, soistauch f~!(p) C R ein Primideal.
In der Tat haben wir eine Einbettung R/ f~!(p) < S/p und jeder Teilring eines
Integritétsbereichs ist selbst ein Integritétsbereich. Jeder Kringhomomorphismus
induziert also auf den Spektren der beteiligten Kringe eine Abbildung in der Ge-
genrichtung

Spec S — Spec R

Vorschau 4.2.11. Fir Homomorphismen beliebiger Kringe A — B induziert
die zugehorige Abbildung Spec B — Spec A im allgemeinen keine Abbildung
Max B — Max A und man kann auch nicht so einfach jedem Element a € A
eine Abbildung von Max A oder Spec A in irgendein festes k& zuordnen. Mit et-
was mehr technischem Aufwand gelingt es aber dennoch, jedem Kring A ein unser
Max A verallgemeinerndes geometrisches Objekt Spec A zuzuordnen, das ,,Spek-
trum von A* in der Kategorie der ,,Schemata“.
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Lemma 4.2.12 (Produkt von zwei Idealen in einem Primideal). /n einem Kring
R ist ein echtes Ideal p C R genau dann ein Primideal, wenn fiir beliebige Ideale
a,b C Raus ab C p folgt a C p oder b C p.

Beweis. Seip C Rein Ideal. Ist p kein Primideal, so gibtes a,b € R\p mitab € p
und damit (a) ¢ p sowie (b) Z p aber (a)(b) C p. Gibt es Ideale a,b C R mit
ab Cpabera ¢ pund b ¢ p, so gibtes a € a\p und b € b\p und fiir diese gilt
nach Annahme ab € ab C p und deshalb kann p dann kein Primideal sein. [

4.2.13 (Produkt von Idealen in einem Primideal). Gegeben Ideale ag, ..., a;
eines Krings /2 und ein Primideal p C R mita; N...Nas C p, ja sogar schwicher
mit a; ...a; C p, giltinsbesondere a; C p fiir mindestens ein 7. Liegt also geome-
trisch gesprochen eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge einer affinen Varie-
tdt in einer endlichen Vereinigung von abgeschlossenen Teilmengen, so liegt sie
bereits in einer der vereinigten Teilmengen. Ist insbesondere a; N ... Nas = p
prim, so folgt a; = p fiir mindestens ein <.

Proposition 4.2.14 (Ideale in einer Vereinigung von Primidealen). Gegeben
Primideale p1, . .. ,p, eines Krings R und ein Ideal a C R folgt aus der Inklusion
a C pyU...Up, bereits a C p; fiir mindestens ein j.

4.2.15 (Primidealvermeidung). Umformuliert besagt die Proposition, daf} es ge-
geben Primideale py, ..., p, eines Krings R und ein Ideal « C R mit a ¢ p; Vi
bereits ein Element a € a gibt mit a ¢ p; Vi.

4.2.16. Im geometrischen Fall entsprechen die Primideale p; irreduziblen abge-
schlossenen Teilmengen Y; = Z(p;) einer affinen Varietit X und ihre Vereini-
gung besteht aus allen regulidren Funktionen, die auf mindestens einem Y; ver-
schwinden. Logisch umgestellt bedeutet unsere Proposition dann: Enthilt ein Ide-
al a C O(X) fiir jedes i eine Funktion g;, die nicht auf Y; verschwindet, so enthélt
es auch eine Funktion, die auf keinem der Y; verschwindet. Wir zeigen das nun
fiir zwei abgeschlossene Teilmengen. Wir diirfen annehmen, dal von ihnen kei-
ne in der anderen enthalten ist. Dann gibt es fio € O(X) mit fi2|Y; = 0 aber
f12]Ya # 0. Also gilt go f12]Y7 = 0 und wegen Y5 irreduzibel auch g, f12]Y2 # 0.
Genauso machen wir es mit vertauschten Indizes und gs f12 + g1 fo1 liegt dann in
a und verschwindet weder auf Y7 noch auf Y5.

Beweis. Durch Widerspruch. Wir nehmen an, daB fiir alle j gilt a ¢ p;. Dann
finden wir jeweils ein g; € a\p,. Es gilt, ein Element g € a\(p; U... U p,) zu
konstruieren. Sicher diirfen wir dazu annehmen, da3 es zwischen den p; keine
Inklusionsrelationen gibt. Dann existieren fiir ¢ # j stets Elemente f;; € p;\p;.
Das Produkt g; []; oy fi; gehort dann zu a und zu allen p; mit ¢ # j, gehort aber
nicht zu p;. Die Summe dieser Produkte ist dann unser gesuchtes g. [
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Definition 4.2.17. Die Krulldimension kdim(R) eines Krings R wird erklirt als
das Supremum aller Lingen von echt absteigenden Ketten

Po2p12... 20
vom Primidealen von R. Wir haben also kdim(R) € N LI {£+o00}.

4.2.18. Ich schreibe hier von links nach rechts absteigende Ketten, weil diese
geometrisch von links nach rechts aufsteigenden Ketten von irreduziblen Teilmen-
gen entsprechen wie wir sie bei der Definition der Krulldimension topologischen
Réiumen verwendet haben.

Vorschau 4.2.19. Es gibt noethersche Kringe von unendlicher Krulldimension. Es
gibt auch kommutative noethersche Integrititsbereiche endlicher Krulldimension,
in denen sich nicht jede Primidealkette zu einer Primidealkette maximaler Lange
verfeinern 14Bt. Fiir von Null verschiedene Kringe, die ringendlich sind iiber ei-
nem Korper, werden wir jedoch im folgenden zeigen, dal die Krulldimension
endlich ist, und daf} sich im Fall eines iiber einem Ko&rper ringendlichen Inte-
grititsrings sogar jede Primidealkette zu einer Primidealkette maximaler Lénge
verfeinern laBt.

Beispiel 4.2.20. Wir haben kdim(0) = —oo. Wir haben kdim(k) = 0 fiir jeden
Korper k. Wir haben kdim(Z) = 1. Wir haben kdim(k[T]) = 1 fiir jeden Korper
k.

4.2.21 (Krulldimension von Kringen und Varietiiten). Ist X eine affine al-
gebraische Varietit, so entsprechen nach 4.2.8 die abgeschlossenen irreduziblen
Teilmengen von X eineindeutig den Primidealen von O(X). Die Krulldimension
des topologischen Raums X nach 4.1.17 stimmt folglich iiberein mit der Krull-
dimension des Krings O(X) im Sinne der vorhergehenden Definition 4.2.17, in
Formeln

kdim(X) = kdim O(X)

Um mit der Krulldimension arbeiten zu konnen, ja allein um zu zeigen, dal} fiir
k = k algebraisch abgeschlossen der k™ die Krulldimension n hat, miissen wir
tiefer in die kommutative Algebra einsteigen. Bis hierher haben wir nur gezeigt,
daB gilt kdim(k™) = kdim k[T, ..., T,], aber jetzt miissen wir die rechte Seite
bestimmen. Das gelingt in 5.3.4.

Vorschau 4.2.22. In 5.4.13 zeigen wir, da} in gewissen Situationen die a priori
anschaulichere Krulldimension mit dem leichter zu berechnenden ,, Transzendenz-
grad des Korpers der rationalen Funktionen* iibereinstimmt.

4.2.23. Sei X ein topologischer Raum. Unter einer Hyperflache in X verstehen
wir eine Teilmenge Y C X derart, daB jede ihrer irreduziblen Komponenten Z
die Krullkodimension kdim(Z C X') = 1 hat. Insbesondere ist damit fiir uns auch
die leere Menge in jedem topologischen Raum eine Hyperfldche.
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Proposition 4.2.24 (Gleichungen fiir Hyperflichen). Gegeben eine affine Va-
rietiit X mit einem faktoriellen Ring O(X) von reguliren Funktionen liefert das
Bilden der Nullstellenmenge eine Bijektion

Irreduzible Elemente von ~ Abgeschlossene irreduzible
O(X), bis auf Einheiten Hyperflichen in X
/] = Z(f)

Beweis. Ist O(X) faktoriell, so ist fiir f irreduzibel das Hauptideal (f) prim und
offensichtlich sind die minimalen Elemente der durch Inklusion angeordneten
Menge aller von Null verschiedenen Primideale genau diese Hauptideale. O

4.2.25. Ebenso erhalten wir fiir eine affine Varietdt X mit einem faktoriellen Ring
O(X) von reguliren Funktionen eine Bijektion

O(X), bis auf Einheiten Hyperflichen in X
/] Z(f)

zwischen quadratfreien Elementen von O(X), bis auf Einheiten, und Hyperflichen
in X. Ist O(X) nicht faktoriell, so ist die Aussage im allgemeinen nicht mehr
richtig: In diesem Fall kann die Nullstellenmenge eines irreduziblen Elements
mehrere Komponenten haben und es kann umgekehrt passieren, da$ fiir das Ver-
schwindungsideal einer irreduziblen Hyperflache mehr als ein Erzeuger benétigt
wird.

{Quadratfreie Elemente VOH} ~ { Abgeschlossene }
H

Vorschau 4.2.26. Was wir an dieser Stelle noch nicht zeigen kdnnen und wor-
auf wir hinarbeiten ist die Erkenntnis 5.9.4, da} jede nichtleere Hyperflaiche Z
in einer irreduziblen affinen Varietdt X eine um Eins kleinere Dimension hat, ja
daB sogar fiir Z @& X eine beliebige irreduzible abgeschlossene Teilmenge einer
irreduziblen affinen Varietidt X gilt

kdim Z + kdim(Z C X) = kdim X

Klar ist bis jetzt nur <. Was wir an dieser Stelle auch noch nicht zeigen kénnen
und worauf wir hinarbeiten ist ein Spezialfall des Krull’sche Hauptidealsatzes ,
nach dem die Nullstellenmenge einer von Null verschiedenen reguldren Funkti-
on in einer irreduziblen affinen Varietdt X eine Hyperfliache ist auch dann, wenn
O(X) nicht faktoriell sein sollte. Erst einmal sind wir bescheidener. In 5.3.5 zei-
gen wir kdim £™ = n und kdim Z(f) = n — 1 fiir jedes nichtkonstante Polynom
in n Variablen, das ist schon mal ein Anfang.
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Ubungen

Ubung 4.2.27 (Irreduzibilitit der Gruppe SL,). (k = k). Man zeige, daB die
spezielle lineare Gruppe SL(n; k) stets irreduzibel ist. Hinweis: Ahnlich wie in
[LAT] 2.5.10 erkennt man, daB3 es fiir jedes n ein N gibt derart, daB sich jede
(n x n)-Matrix der Determinante Eins darstellen 146t als Produkt von N Faktoren,
die jeweils Diagonalmatrizen der Determinante Eins oder Elementarmatrizen der
Determinante Eins sind. Man folgere, da3 auch 1 — det fiir n > 1 ein irreduzibles
Polynom ist. Hinweis: Man argumentiere wie in 4.2.3.

Ubung 4.2.28 (Irreduzibilitiit von Produkten). Seien k ein Korper und X C
k™ und Y C k™ irreduzibel fiir die Zariskitopologie. Man zeige, daB3 dann auch
X XY C k™™ irreduzibel ist fiir die Zariskitopologie. Hinweis: Man betrachte
zundchst den Fall, dal Y nur aus einem Punkt besteht.

Ergdnzung 4.2.29 (Tensorprodukte von Integrititskringen). Wir zeigen, daf3
das Tensorprodukt von zwei Integritdtskringen iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper k = k stets wieder ein Integrititskring ist. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit diirfen wir uns auch auf den Fall ringendlicher Integritédtskringe
iber £ zuriickziehen. Dann sind unsere Integrititskringe aber nach 3.2.6 isomorph
zu Ringen polynomialer Funktionen auf Teilmengen gewisser k", und besagte
Teilmengen sind irreduzibel nach 4.2.1. Damit ist auch ihr Produkt irreduzibel
nach 4.2.28, dann bilden die polynomialen Funktionen auf dem Produkt einen
Integritdtsring nach 4.2.1, und nach 3.1.4 ist dieser Integritétsring gerade das Ten-
sorprodukt iiber k£ unserer urspriinglichen Integrititsringe. Die R-Kringalgebra
C ®r C = C x C ist kein Integritétsring, fiir Kringalgebren iiber einem nicht
algebraisch abgeschlossenen Korper gilt die Aussage also im allgemeinen nicht.

Ubung 4.2.30 (Filtrierung durch Quotienten nach Primidealen). Jeder endlich
erzeugte Modul iiber einem noetherschen Kring besitzt eine endliche Filtrierung
durch Untermoduln derart, dal alle Subquotienten isomorph sind zu Quotienten
unseres Krings nach Primidealen. Hinweis: Man wéhle mit 1.5.13 einen maxima-
len Untermodul, der eine Filtrierung der beschriebenen Art besitzt. Dann zeige
man mit 1.5.13, daB im Fall eines von Null verschiedenen Moduls das System der
Annullatoren aller seiner von Null verschiedenen Elemente maximale Elemen-
te besitzt und daf} diese maximalen Elemente Primideale sind. SchlieBlich zeige
man, dal unser maximaler Untermodul bereits der ganze Modul gewesen sein
muf.

Ubung 4.2.31. Ein Primideal eines Krings muB alle nilpotenten Elemente des be-
sagten Krings enthalten.

Ubung 4.2.32 (Urbilder von Primidealen im geometrischen Fall). Ist ¢ : X —
Y ein Morphismus von affinen Varietiten und ¢* : O(Y') — O(X) der zugehérige
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Komorphismus, so kommutiert das Diagramm

X 5 MaxO(X) C SpecO(X)

ol L (eh!
Y 5 MaxO(Y) C SpecO(Y)

Hier ist zu verstehen, daf die Vertikale rechts jedem Primideal sein Urbild unter
©* zuordnet. Hinweis: 3.4.16. Man zeige allgemeiner, daB das Diagramm

{Z @ X | Z irreduzibel } =  Spec O(X)

| L)
{W @Y | Wirreduzibel } —  SpecO(Y)

kommutiert mit den durch 4.2.8 gegebenen Horizontalen und der Abbildung Z +—
©(Z) als linker Vertikale.

Ubung 4.2.33 (Verallgemeinerte Primidealvermeidung). Man zeige: Gegeben
Ideale a,...,a, und Primideale pq,...,p, eines Krings R mit a; ¢ p; fiir alle
i,j gibt es stets f € Rmit f € a; Vi aber f ¢ p; Vj. Diese Ubung wird beim
Beweis von Going-Down verwendet.

Ubung 4.2.34. Man zeige fiir jeden Korper k die Formeln kdim(k x k) = 0 und
kdim(k[T]/(T?)) = 0.

Ubung 4.2.35. Gegeben ein surjektiver Kringhomomorphismus A — B zeige
man kdim(A4) > kdim(B).

4.3 Lokalisierung

Definition 4.3.1. Seien R ein Kring und S C R eine Teilmenge. Ein R-Modul M
heiflit S-lokal, wenn fiir alle s € S die Multiplikation mit s einen Isomorphismus
(s) : M = M liefert.

Definition 4.3.2. Seien R ein Kring und S C R eine Teilmenge und M ein R-
Modul. Eine Lokalisierung von )/ an S ist ein Paar (L, lok) bestehend aus einem
S-lokalen R-Modul L und einem Homomorphismus von R-Moduln lok : M — L
derart, da} jeder Homomorphismus von M in einen S-lokalen R-Modul eindeutig
tiber lok faktorisiert.

4.3.3. In Formeln fordern wir also, daB fiir jeden weiteren S-lokalen R-Modul N
das Vorschalten von lok eine Bijektion

(olok) : Hompg(L, N) = Hompg(M, N)

liefert. Diese Eigenschaft heifit die universelle Eigenschaft der Lokalisierung.
Die iiblichen Argumente zeigen, da3 eine Lokalisierung eindeutig ist bis auf ein-
deutigen Isomorphismus, wenn sie denn existiert. Dall eine Lokalisierung stets
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existiert, werden wir gleich in voller Allgemeinheit zeigen. Sie verdient deshalb
eine Notation und einen bestimmten Artikel. Wir notieren die Lokalisierung eines
Moduls M meist

(S~tM, lok)

Ist unser Modul M bereits S-lokal, so ist (A, id) eine Lokalisierung.

4.3.4 (Diskussion der Terminologie). Die Herkunft der Bezeichnung wird hof-
fentlich im nédchsten Abschnitt deutlich, in dem wir zeigen, inwiefern Ringe von
reguldren Funktionskeimen auf affinen Varietiten als Lokalisierungen des Rings
aller regulidren Funktionen beschrieben werden kdnnen.

4.3.5. Gegeben ein Monoid (M, o) und eine Teilmenge 7' C M notieren wir ganz
allgemein |T") = |T',0) = (1'; Mon) wie in [AL] 6.3.5.1 das von 7" in M erzeugte
Untermonoid. Man beachte, daf3 das von einer Teilmenge S eines Rings erzeugte
multiplikative Monoid |.S) etwas sehr anderes ist als das von S erzeugte Ideal (5).

4.3.6. Eine Teilmenge 7" eines Rings R heil3t multiplikativ abgeschlossen, wenn
die 1 zu T gehort und wenn gilt s,t € T = st € T. Unser |S) ist die kleinste
multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R, die S umfafit. Die meisten Quel-
len gehen bei der Definition der Lokalisierung gleich von einer multiplikativ ab-
geschlossenen Teilmenge aus, aber das schien mir weniger geschickt.

Satz 4.3.7 (Existenz der Lokalisierung). Gegeben ein Kring R und eine Teil-
menge S C R und ein R-Modul M existiert stets eine Lokalisierung

lok: M — S™'M

Beweis. Wir betrachten das von S erzeugte multiplikative Untermonoid |S) C R
und bilden die Menge M x |S) und definieren darauf eine Relation ~ durch die
Vorschrift

(m, s) ~ (n,t) genau dann, wenn es r € |S) gibt mit rtm = rsn.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, wie man unschwer einsieht. Wir be-
zeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit S~ und die Aquivalenzklasse
von (m, s) mit 2 oder m/s. Dann definieren wir auf S~'M eine Verkniipfung +

durch die Regel

m n_ tm+sn

st st
und iiberlassen dem Leser den Nachweis, dal diese Verkniipfung wohldefiniert
ist und S~ M zu einer abelschen Gruppe macht. SchlieBlich definieren wir eine

Abbildung R x S™'M — S~'M durch die Regel

n an
a - — = —
t t
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und priifen, daB sie wohldefiniert ist und die abelsche Gruppe S~'M zu einem
S-lokalen R-Modul macht. Als Umkehrabbildung beim Nachweis der universel-
len Eigenschaft kann und mufl man jedem Homomorphismus ¢ : M — N in
einen S-lokalen R-Modul N die Abbildung ¢ : S™'M — N zuordnen, die durch
@(m/s) = s tp(m) wohldefiniert ist. O

Beispiel 4.3.8. Die Lokalisierung eines kommutativen Integritdtsbereichs R nach
allen von Null verschiedenen Elementen ist sein Quotientenkorper Quot(R) aus
[LA1] 5.5.2. An dieser Stelle kénnen wir nur einen Isomorphismus als R-Modul
behaupten, aber die Konstruktion der Ringstruktur wird nicht lange auf sich war-
ten lassen.

4.3.9 (Kern der kanonischen Abbildung in die Lokalisierung). Seien R ein
Kring und S C R eine Teilmenge und M ein R-Modul. Nach Konstruktion be-
steht der Kern der kanonischen Abbildung lok : M — S~'M genau aus allen
m € M, fir die es ein r € |S) gibt mit rm = 0.

4.3.10 (Die Lokalisierung als Funktor). Seien R ein Kring und S C R eine
Teilmenge. Wir ordnen jedem Homomorphismus von R-Moduln ¢ : M — N

den nach 4.3.3 eindeutig bestimmten Homomorphismus S~'¢ : S7!M — S7IN
mit (S~1¢) olok = lokop : M — S™'N zu, der explizit gegeben wird durch

-1, . m p(m)
S g0.81—> .

So erhalten wir einen Funktor von der Kategorie der /2-Moduln in sich selber und
sogar in die volle Unterkategorie der S-lokalen R-Moduln.

Proposition 4.3.11 (Exaktheit der Lokalisierung). Seien R ein Kring und S C
R eine Teilmenge. Ist M’ — M — M" eine exakte Sequenz von R-Moduln, so ist
auch ST'M' — S™YM — S=1M" eine exakte Sequenz.

4.3.12. Insbesondere konnen und werden wir fiir jeden Untermodul N C M auch
seine Lokalisierung als Untermodul des lokalisierten Moduls auffassen. In For-
meln bezeichnen wir mit S~ NV also sowohl die Lokalisierung von N als auch ihr
Bild S7'N C S~'M unter der offensichtlichen Einbettung. Es wird jedoch auf
diesen Unterschied nie ankommen.

Beweis. Gehtm /s auf Nullin M”, alsom — m” mitm” /s = 0, so gibtest € |.S)
mit tm” = 0. Damit gibtes n € M’ mit n — tmund n/ts — tm/ts = m/s. [

4.3.13 (Lokalisierung und Restriktion der Skalare). Ist o : A — B ein Kring-
homomorphismus und S C A eine Teilmenge und M ein B-Modul, so ist der
durch die universelle Eigenschaft gegebene Morphismus ein Isomorphismus

S (res, M) = res,(¢(S) ™' M)
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In der Tat liefert die Funktorialitit der Lokalisierung eine Struktur als 5-Modul
auf der linken Seite, und dieser ist offensichtlich ¢(5)-lokal. Die universelle Ei-
genschaft der Lokalisierung liefert damit einen Homomorphismus von B-Moduln
©(S)'M — S~*(res, M) in die Gegenrichtung und man priift leicht, daB diese
Abbildung invers ist zu unserem behaupteten Isomorphismus.

4.3.14 (Lokalisierung und multilineare Abbildungen). Gegeben R O S ein
Kring mit einer Teilmenge und R-Moduln M, N und eine R-bilineare Abbildung
¢ : M x N — L in einen S-lokalen R-Modul L gibt es genau eine R-bilineare
Abbildung

¢:STMxSTIN = L
mit ¢ = Po(lok x lok). Das folgt unmittelbar aus der Konstruktion im Beweis der
Existenz 4.3.7. Alternativ mag man bilineare Abbildungen mit linearen Abbildun-

gen in den Hom-Raum identifizieren und bemerken, da8 mit L auch Hompg(V, L)
ein S-lokaler R-Modul ist. Analoges gilt fiir multilineare Abbildungen.

Vorschau 4.3.15. Inder in [TSK] 4.1.6.1 eingefiihrten Terminologie ist die Lokali-
sierung ein Schmelzfunktor und ist sogar vertriaglich mit universellen Verschmel-
zungen, aber so weit will ich hier nicht gehen.

4.3.16 (Lokalisierung von Kringen). Ist R ein Kringund S C R eine Teilmenge,
so induziert die [2-bilineare Abbildung der Multiplikation i x R — R eine R-
bilineare Abbildung

ST'TRxS'R— SR

Man sieht unmittelbar, daB damit S~' R auch wieder ein Kring ist. Ist weiter M
ein R-Modul, so induziert die 2-bilineare Abbildung R x M — M der Operation
eine R-bilineare Abbildung

STRxS'M— S'M

Man sieht unmittelbar, daB so S~'M zu einem S~—' R-Modul wird.

Ergdnzung 4.3.17 (Lokalisierung von Ringalgebren). Ist R ein Kring und S C
R eine Teilmenge und A eine R-Algebra, so induziert die R-bilineare Abbildung
der Multiplikation A x A — A eine R-bilineare Abbildung

STTAx S7'A— S 1A

Man sieht unmittelbar, dafl die Assoziativitit, Kommutativitit und Unitaritit sich
von A auf S~! A iibertragen. Ist weiter A eine Ringalgebra und M ein A-Modul, so
induziert die R-bilineare Abbildung A x M — M der Operation eine R-bilineare
Abbildung

STAx ST'M — ST'M

Man sieht unmittelbar, daB so S~'M zu einem S~ A-Modul wird.
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4.3.18 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung von Kringen). Seien R ein
Kring und S C R eine Teilmenge. Offensichtlich ist dann lok : R — S™'R
ein Ringhomomorphismus und unter diesem Ringhomomorphismus wird jedes
Element von S auf eine Einheit abgebildet. Gegeben andererseits ein Kringhomo-
morphismus ¢ : R — A mit p(S) C A ist der universelle R-Modulhomomor-
phismus S™'R — A sogar ein Ringhomomorphismus. In anderen Worten fakto-
risiert jeder Kringhomomorphismus R — A, unter dem alle Elemente von S auf
Einheiten abgebildet werden, eindeutig iiber die Lokalisierung lok : R — S~ R.

4.3.19 (Lokalisierung von Integrititsbereichen als Teil des Quotientenkorpes).
Ist R ein Integritdtsbereich und S C R eine Teilmenge mit 0 ¢ .S, so ist auch
S7!R ein Integrititsbereich und der durch die universelle Eigenschaft gegebene
Ringhomomorphismus

ST'R — Quot R

ist injektiv mit Bild dem Teilring des Quotientenkdrpers derjenigen Elemente, die
sich als Bruch mit Nenner aus |S) darstellen lassen und fiir den wir bereits in
[LA1] 5.5.6 die Notation S~ R eingefiihrt hatten. Ist S C R die Menge aller
von Null verschiedenen Elemente, so erhalten wir insbesondere genau unseren
Quotientenkdrper S~ R = Quot R aus [LA1] 5.5.2.

4.3.20 (Lokale Moduln als Moduln iiber dem lokalisierten Kring). Gegeben
R ein Kring und S' C R eine Teilmenge ist die Restriktion der Skalare unter dem
Kringhomomorphismus lok : R — S~ R eine offensichtlich Aquivalenz, ja ein
Isomorphismus von Kategorien

(ST'R)-Mod = {M € R-Mod | M ist S-lokal}

4.3.21 (Lokalisierung als Skalarerweiterung). Fiir die mit allgemeinen Ten-
sorprodukten und Erweiterung der Skalare 2.8.5 vertrauten Leser sei angefiigt,
daBl gegeben R ein Kring und S C R eine Teilmenge die Abbildung M —
(ST'R)®r M, m +— 1®@m stets eine Lokalisierung von M ist. In anderen Worten
ist die Lokalisierung eines Moduls nichts anderes als die Erweiterung der Skalare
zur entsprechenden Lokalisierung unseres Krings und damit ein Spezialfall der
allgemeinen Skalarerweiterung und wir haben in Formeln

STIM S (ST'R)®p M

Allerdings haben die bei der Lokalisierung auftretenden Skalarerweiterungen sehr
spezielle Eigenschaften, insbesondere die Exaktheit, die man mithilfe der hier ge-
gebenen Konstruktion der Lokalisierung eines Moduls besser einsehen kann.

4.3.22.
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4.3.23 (Lokalisieren nach einem einzigen Element). Besteht S = {f} nur aus
einem einzigen Element, so benutzt man fiir die Lokalisierung nach S auch die
Notationen

STIM = f'M = My = M[f"]
4.3.24 (Lokalisieren an einem Primideal). Ist R ein Kring und p C R ein Prim-
ideal, so benutzt man fiir die Lokalisierung eines R-Moduls M nach dem Kom-
plement S := R\p unseres Primideals p auch die Notation

STIM =: M,

und nennt M, die Lokalisierung von )/ an der Stelle p. Man beachte, da3 S =
R\p in diesem Fall bereits multiplikativ abgeschlossen ist.

4.3.25 (Diskussion der Notation). Die beiden im vorhergehenden eingefiihrten
Notationen fiir die Lokalisierung nach einem Element und die Lokalisierung an
einem Primideal passen schlecht zusammen: Bei der Ersten schreibt man als unte-
ren Index, was zu invertieren ist, bei der Zweiten, was nicht zu invertieren ist. Was
im Einzelfall gemeint ist, muf3 der Leser aus dem Kontext erschlieen. Sprachlich
unterscheide ich Lokalisierung an einem Primideal oder auch bei einem Prim-
ideal von der Lokalisierung nach irgendwelchen Elementen. Die Notation R[f™!]
ist nicht ganz eindeutig: Es konnte auch gemeint sein, dal wir allgemeiner einen
injektiven Kringhomomorphismus R — A gegeben haben und fiir ein invertier-
bares Element f € A*, das nicht im Bild von R liegt, den vom Bild von R und
f~! erzeugten Teilring meinen.

4.3.26 (Diskussion der Notation). Man nehme sich beim Studium der Literatur
in acht, daf Z, meist nicht eine Lokalisierung von Z meint, sondern vielmehr eine
Vervollstindigung wie in 13.1.10.

4.3.27 (Lokal-global-Prinzip). Gegeben ein Kring R und ein R-Modul M ist die
offensichtliche Abbildung stets eine Injektion

M— [ M
meMax R

in das Produkt der Lokalisierungen von M an allen maximalen Idealen von R.
In der Tat, ist z € M nicht Null, so ist sein Annullator nicht ganz R und folg-
lich enthalten in einem maximalen Ideal m. Dann aber kann das Bild von = in
M, nicht Null sein. Insbesondere ist ein Modul genau dann Null, wenn seine
Lokalisierungen an allen maximalen Idealen Null sind. Aus der Exaktheit der Lo-
kalisierung 4.3.11 folgt damit, dal eine Sequenz M’ — M — M" von Moduln
exakt ist genau dann, wenn sie fiir jedes maximale Ideal m eine exakte Sequenz
M; — M, — M), induziert. Es folgt weiter, daB} sie exakt ist genau dann, wenn
die lokalisierte Sequenz M} — My — My exakt ist fiir alle Elemente f eines
festen Erzeugendensystems des Einsideals.
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Satz 4.3.28 (Lokalisierung ist vertriglich mit Koprodukten). Gegeben R ein
Kring und S C R eine Teilmenge ist der durch M s S~ M erkliirte Lokalisie-
rungsfunktor R-Mod — S~ R-Mod vertréiglich mit Koprodukten.

Ergdnzung 4.3.29. Die Aussage des Satzes ebenso wie ihr Beweis spezialisieren
ein allgemeines Resultat der Kategorientheorie, nach dem jeder Linksadjungierte
Koprodukte und sogar beliebige Kolimites erhilt.

4.3.30. Gegeben ein Koprodukt (K, in;) einer Familie (;);c; von R-Moduln im
Sinne von [LA2] 9.7.16 ist also ausgeschrieben auch (S~ K, S~ in;) ein Kopro-
dukt der Familie (S~'M;);c; von S~™! R-Moduln. In anderen Worten gilt

s (@ Mi> = P sm;

iel icl

unter der ,,offensichtlichen Abbildung“. Man beachte, daf} die analoge Aussage
fiir Produkte im allgemeinen nicht richtig ist: Die Lokalisierung ist nicht mit be-
liebigen Produkten vertriglich. Bereits fiir das Produkt abzéihlbar unendlich vie-
ler Kopien von Z und S = {2} ist die natiirliche Abbildung S~* ([[,.yZ) —
[I,cn S™'Z kein Isomorphismus, da das Tupel (27");en nicht in ihrem Bild liegt.
Fiir endliche Produkte von Moduln wird die natiirliche Abbildung aber natiirlich
ein Isomorphismus sein, endliche Produkte stimmen ja mit direkten Summen alias
Koprodukten iiberein.

Beweis. Es gilt zu zeigen, daB fiir jeden S~'R-Modul N das Vorschalten aller
S~1in; eine Bijektion

Homg-1(S™' K, N) = | [ Homg-1p(S™'M;, N)

el

induziert. Vermittels unserer universellen Eigenschaft 4.3.3 1duft das auf den Nach-
weis der Tatsache hinaus, daB fiir jeden S~!R-Modul N Vorschalten aller in; eine
Bijektion
Homp (K, N) = | [ Homp(M;, N)
el
induziert. Das ist jedoch klar, da K ja ein Koprodukt war. [

Beispiel 4.3.31. Die Lokalisierung nach allen von Null verschiedenen ganzen
Zahlen macht jede abelsche Gruppe alias jeden Z-Modul zu einem (Q-Modul alias
@Q-Vektorraum. Gegeben eine endlich erzeugte abelsche Gruppe M ist die Di-
mension dieses (Q-Vektorraums die Zahl, die wir in [LA2] 6.5.5 den Rang von M
genannt hatten.
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4.3.32 (Lokalisierung erhiilt die Eigenschaft noethersch). Jede Lokalisierung
eines noetherschen Moduls ist wieder noethersch. Seien in der Tat R ein Kring,
S C R eine Teilmenge, M ein R-Modul und lok : M — S~'M die Abbil-
dung in die Lokalisierung. Ist U C S—'M ein Untermodul und E C lok *(U)
ein Erzeugendensystem seines Urbilds, so ist lok(7") ein Erzeugendensystem des
S~!R-Moduls U. Hat also jeder R-Untermodul von M ein endliches Erzeugen-
densystem, so auch jeder S~!R-Untermodul von S~'M. A forteriori ist jede Lo-
kalisierung eines noetherschen Krings wieder noethersch.

Ergdnzung 4.3.33. Ein Modul M iiber einem Ring A heif3t endlich préasentierbar
oder kiirzer endlich prisentiert, wenn es eine exakte Sequenz A" — A™ — M
gibt mit n, m € N. Uber einem linksnoetherschen Ring ist ein Modul genau dann
endlich présentiert, wenn er endlich erzeugt ist.

4.3.34 (Lokalisierung und Homomorphismenriume). Gegeben ein Kring R
und eine Teilmenge S C R und eine R-Ringalgebra A und A-Moduln M, N
mit M endlich préasentiert ist mit der Lokalisierung von Ringalgbren und ihren
Moduln nach 4.3.17 die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

S Hom, (M, N) = Homg-14(S™*M,S™'N)

In der Tat konnen wir dann eine im Sinne von 1.4.14 rechtsexakte Sequenz A™ —
A™ — M finden, die hinwiederum ein kommutatives Diagramm

S~ Hom4 (M, N) —— Homg-14(S™' M, S™IN)

!

S~1Hom4(A™, N) —— Homg-14(S™tA™, S7IN)

| |

S~ Hom (A", N) —— Homg-1,4(S7tA", SIN)

liefert. Die beiden unteren Horizontalen darin sind Isomorphismen, da beide Rdume
jeweils mit S ~IN™ und S~'N" identifiziert werden kénnen, und damit ist auch
die obere Horizontale ein Isomorphismus, wie man leicht direkt sieht und formal
aus dem Fiinferlemma folgern mag.

Beispiel 4.3.35. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge S C R und R-Moduln
M, N ist die offensichtliche Abbildung

S~ Hompg(M, N) — Homg-15(S™ M, S™'N)

im allgemeinen kein Isomorphismus. Im Fall der Z-Moduln M = N = Q/Z
und S = Z\0 etwa haben wir Homg-15(S7}(Q/Z), S™(Q/Z)) = 0 und sogar
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S™(Q/Z) = 0, aber die Identitit id € Homz(Q/Z,Q/Z) hat nach 4.3.9 ein
von Null verschiedenes Bild in S~ Homgz(Q/Z, Q/Z). Geometrischer kann man
auch R = k[X] betrachten fiir einen Korper £ und M = N = k[X, X !|/k[X]
und S = { X} und wieder verschwinden die lokalisierten Moduln, nicht aber der
lokalisierte Homomorphismenraum.

Erginzung 4.3.36 (Projektivititskriterium). Ein Modul iiber einem Kring ist
projektiv und endlich erzeugt genau dann, wenn er endlich priasentierbar und lokal
frei ist, als da hei3t, wenn seine Lokalisierung an jedem maximalen Ideal frei ist.
Die schwierige Richtung beim Beweis geht so: Gegeben K — F' — M exakt mit
F frei von endlichem Rang und K endlich erzeugt und M lokal frei wollen wir
Hom(M, F') — Hom(M, M) zeigen. Da wir aber Surjektivitdt nach 4.3.27 lokal
priifen diirfen, folgt das aus 4.3.34.

Lemma* 4.3.37 (Bild des Primspektrums unter Kringhomomorphismen). Ge-
geben eine Kringerweiterung A C B ist ein Primideal p C A der Schnitt mit A
eines Primideals q C B genau dann, wenn gilt p = AN (Bp).

Beweis. Ist p der Schnitt mit A irgendeines Ideals von B, so gilt offensichtlich
p = AN(Bp). Hierzu brauchen wir noch nicht einmal p prim vorauszusetzen. Gilt
umgekehrt diese Identitit und ist p prim und setzen wir S = A\p und betrachten
wir die Ringerweiterung S~'A C S™' B, so folgt

ST =(STA)N(S7(By))

Das erhalten wir formal etwa aus 4.3.43 mit der Interpretation der Lokalisierung
als Lokalisierung von A-Moduln. Nun ist S~ (Bp) ein echtes Ideal in S~'B, da
es S~ A in einem echten Ideal trifft, und I#Rt sich damit vergréBern zu einem
maximalen Ideal m C S~!B. Das Urbild in A dieses maximalen Ideals trifft nicht
S und umfaBt p, ist folglich p selbst. Das Urbild in B dieses maximalen Ideals ist
mithin unser gesuchtes Primideal ¢ C B mitqN A = p. ]

Ubungen

Ubung 4.3.38. Seien R ein Kring und M ein R-Modul und a,b € R. Operiert ab
als Isomorphismus auf M, so auch a und b. Ist S C R eine Teilmenge und 7" die
Menge der Faktoren von Elementen von S, so ist die offensichtliche Abbildung
ein Isomorphismus S~1M = T-1 M.

Ubung 4.3.39 (Wiederholtes Lokalisieren). Seien R ein Kring und S,7 C R
Teilmengen und M ein R-Modul. So ist die offensichtliche Abbildung ein Iso-
morphismus

TYS™'M) > (SUT)*M
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Ubung 4.3.40 (Lokalisierung bei kleinem Triiger). Gegeben ein Kring R und
eine Teilmenge S C R und ein R-Modul M betrachten wir die Teilmenge

Mgy :={m e M |Ann(m)+ Rf =R Vf e S}

Man zeige, daB sie ein Untermodul Mgy C M ist und sich nicht &dndert, wenn wir
S durch sein multiplikatives Erzeugnis |S) ersetzen. Man zeige, daB die Kompo-
sition Mgy < M — S~'M Isomorphismen

Mgy = S™H(Mg)) = (S7"M)(s)

induziert, wobei wir ganz rechts auch nur die 2-Modulstruktur verwenden. Gege-
ben R-Moduln M, N mit M = Mg liefert, da ein Homomorphismus M — N
stets Mgy nach N(g) abbilden muB, folglich die offensichtliche Abbildung einen
Isomorphismus

Homp(M, N) = Homg-1x(S™'M,S™'N)

Ubung 4.3.41 (Lokalitiit der Flachheit). Ein Modul M iiber einem Kring R ist
flach genau dann, wenn fiir alle m € Max R der lokalisierte Modul M,, flach ist
iiber R oder gleichbedeutend iiber R,,. Hinweis: Lokal-global-Prinzip 4.3.27.

Ubung 4.3.42 (Lokal-global-Prinzip, Variante). Gegeben ein Kring R, ein R-
Modul N und eine Teilmenge £ C R, die als Ideal ganz R erzeugt, zeige man die
Exaktheit der Sequenz

0=->N=J[N— [ N
fer (f.9)€EEXE

mit dem Produkt der Differenzen der natiirlichen Abbildungen Ny — N, und
Ny — Ny4 in die Lokalisierung nach dem Produkt fg¢ an letzter Stelle. Hinweis:
Man ziehe sich auf den Fall zuriick, daB E endlich ist, und erinnere das lokal-
global-Prinzip und seine Varianten 4.3.27, insbesondere die letzte.

Ubung 4.3.43. Seien R ein Kring und S C R eine Teilmenge. Gegeben ein R-
Modul M mit Untermoduln K, L C M zeige man die Identitit S~ (K N L) =
(STIK)n (S7LL).

Ubung 4.3.44. Seien R ein Kring und S C R eine Teilmenge. Gegeben Ideale
I,J C R zeige man die Identitit S~*(IJ) = (S~'1)(S~'J) von Idealen von
SR,

Ergiinzende Ubung 4.3.45. Gegeben ein endlich prisentierter Modul M iiber ei-
nem von Null verschiedenen Kring 12 gibt es stets ein von Null verschiedenes
Element f € R\0 mit M/ frei von endlichem Rang iiber ;. Hinweis: Man ver-
suche, eine prisentierende Matrix in Smith-Normalform zu bringen.
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Ubung 4.3.46. Seien R ein Kringund S C R eine Teilmenge und M ein R-Modul.
Ist S endlich und f das Produkt aller Elemente von S ist die offensichtliche Ab-
bildung ein Isomorphismus M; = S~ M.

Ubung 4.3.47 (Lokalisierung von Invariantenringen). Seien A ein Kring und
G C Kring*(A) eine endliche Menge von Ringautomorphismen von A und
S C A eine G-stabile multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Man zeige, da3
die Einbettung A — A einen Isomorphismus

(S9)7HAT) & (s71A)°

zwischen der Lokalisierung des Invariantenrings und dem Invariantenring der Lo-
kalisierung induziert. Hinweis: Die Exakteit der Lokalisierung 4.3.11 mag hier
helfen.

Ubung 4.3.48 (Lokalisierung von Invariantenringen, Variante). Seien A ein
noetherscher Kring und G C Kring™(A) eine Menge von Ringautomorphismen
von A und s € AY ein Element des Invariantenrings. Man zeige, da3 die Einbet-
tung A® — A einen Isomorphismus

sTHAS) 3 (s71A)C

zwischen der Lokalisierung des Invariantenrings und dem Invariantenring der Lo-
kalisierung induziert. Hinweis: Die Exakteit der Lokalisierung 4.3.11 mag hier
helfen. Weiter beachte man, daf} die Kette der Annullatoren der Potenzen s™ von
s stagnieren mul.

Ubung 4.3.49. Seien R ein Kring und S C R eine Teilmenge. Genau dann ist
S~!R der Nullring, wenn das Monoid |S) die Null von R enthélt. Genau dann ist
a/s eine Einheit in S™'R, wenn es b € R gibt mit ab € |S).

Ubung 4.3.50. Gegeben ein Integrititsbereich A zeige man in Quot A die Identitiit

A:ﬂAm

meMax A

Hinweis: Gegeben f € (QuotA)\ A kann das Ideal I = {g € A | gf € A} nie
ganz A sein.

Ubung 4.3.51. Ein Element eines Moduls heiBt ein Torsionselement, wenn es
von einem von Null verschiedenen Element des operierenden Rings annulliert
wird. Ein Torsionselement einer abelschen Gruppe nach [LA2] 6.4.1 ist also ein
Torsionselement im hier erkldrten Sinne des zugehorigen Z-Moduls. Man zeige,
dall gegeben ein Modul M iiber einem Integrititskring A der Kern der natiirli-
chen Abbildung M — M ® 4 Quot A genau aus allen Torsionselementen von M
besteht.
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Ubung 4.3.52. Ist speziell f die Variable f = t in einem Polynomring R[t]
iiber einem Kring R, so schreibt man kurz R[t]; = R[t][t"!] = R[t,t"!] und
nennt diesen Ring den Ring der Laurentpolynome iiber R. Man zeige, daf
sich jedes Element von R[t,t™!] eindeutig darstellen 14Bt als eine endliche Li-
nearkombination ), _, a;t' mit Koeffizienten a; € R, daB also die ¢ eine Basis
des R-Moduls R[t,t~!] bilden. Man konstruiere des weiteren einen Isomorphis-
mus R[t][t7!] = R((t)) zwischen der Lokalisierung an der Variablen des Rings
der formalen Potenzreihen und dem Ring der formalen Laurentreihen aus [LA1]
5.3.46.

Ubung 4.3.53 (Lokalisierung faktorieller Ringe). Gegeben ein faktorieller Ring
R bezeichne
irk(R)

die Menge Irreduziblenklassen, als da heifit der Bahnen irreduzibler Elemente
von R unter der Einheitengruppe R*. Gegeben ein irreduzibles r € R bezeichne
[r] € irk(R) seine Klasse. Man zeige: Lokalisiert man einen faktoriellen Ring R
nach einer Teilmenge S, die nicht die Null enthilt, so ist auch die Lokalisierung
S~!R faktoriell und die Einbettung R — S~!R induziert eine Bijektion

{[r] € itk(R) | r teiltkein s € S} = irk(S™'R)

Zum Beispiel ist also Z[d '] fiir d # 0 faktoriell und seine Primelemente sind bis
auf Einheiten genau die Primzahlen, die d nicht teilen.

Ubung 4.3.54 (Lokalisierung nilpotentfreier Kringe). Man zeige, daB jede Lo-
kalisierung eines nilpotentfreien Krings wieder nilpotentfrei ist.

Ubung 4.3.55 (Lokalisierung und Radikal). Man zeige, daB jede Lokalisierung
des Radikals eines Ideals mit dem Radikal des lokalisierten Ideals iibereinstimmt.

Ubung 4.3.56. Gegeben ein Kring A und ein Element f € A zeige man, daB das
Einsetzen von f~! fiir T’ einen Ringisomorphismus

A[T)/(fT = 1) = A[f ]

induziert. Insbesondere ist nach 4.3.54 fiir einen nilpotentfreien Kring A das Ideal
(fT —1) stets ein Radikalideal. Hinweis: Man konstruiere eine inverse Abbildung
mithilfe der universellen Eigenschaft der Lokalisierung.

Ubung 4.3.57 (Lokalisierung endlichdimensionaler Kringalgebren). Gegeben
k ein Korper und R eine endlichdimensionale k-Kringalgebra und f € R beliebig
induziert die kanonische Abbildung in die Lokalisierung einen Isomorphismus
R/Hau((f-)|R;0) = R; zwischen dem Quotient nach dem Hauptraum zum Ei-
genwert Null der Multiplikation mit f und der Lokalisierung nach f.
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Ubung 4.3.58 (Lokalisierung vertauscht mit Restklassenbildung). Gegeben
ein Kring R und ein Ideal I/ C R und eine Teilmenge S C R ist die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus

ST'R/ST'T = STHR/I)
fir S C R/I das Bild von S unter der Quotientenabbildung. Hinweis: Exaktheit

der Lokalisierung und Vertriglichkeit mit der Restriktion der Skalare 4.3.13.

Ubung 4.3.59 (Lokalisierung vertauscht mit Koprodukt). Wir erinnern aus
2.6.11 das Koprodukt A®¢ B in der Kategorie der Kringe. Gegeben eine Teilmen-
ge S C A zeige man, daB die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

(S®1) " (A®cB) > (S7'A)®c B

liefert. Speziell erhalten wir fir C' = Z und B = Z|[T] einen Isomorphismus
STHA[T]) = (ST AT,

Ergiinzende Ubung 4.3.60 (Tensorprodukt und Lokalisierung). Gegeben ein
Kring A, eine Teilmenge S C A und ein A-Modul M zeige man, daf die offen-
sichtliche Abbildung einen Isomorphismus

STTAQ M S S~

liefert. Hinweis: Man mag die inverse Abbildung explizit angeben, oder auch mit-
hilfe von 2.8.7 die universellen Eigenschaften vergleichen. Ist zusétzlich N ein
S~tA-Modul, so ist nach 2.6.14 die offensichtliche Abbildung ein Isomorphis-
mus M @4 N = S™IM ®g-14 N.

4.4 Lokalisierung im geometrischen Kontext

4.4.1. Gegeben (X, z) ein bepunkteter topologischer Raum und % ein Kring er-
klaren wir die k-Kringalgebra

Ens(X, k),

der Keime k-wertiger Funktionen bei z als die Menge aller Aquivalenzklassen
von Paaren (U, f) mitz € U @ X und f : U — k unter der Aquivalenzrelation

U,f)~ U, f) & IWeUNU mitz € Wund flw = f'|w.

Quasi per definitionem induziert fiir jede offene Teilmenge V' G X mitz € V
die Restriktion von Funktionen einen Isomorphismus Ens(X, k), — Ens(V, k),
zwischen den jeweiligen Rdumen von Funktionskeinem.
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4.4.2. Ich erinnere daran, da} wir fiir eine affine Varietit X und eine regulire
Funktion h € O(X) in 3.3.6 die Notation X, := {x € X | h(x) # 0} fiir die
Nichtnullstellenmenge von h in X eingefiihrt hatten.

Beispiel 4.4.3 (Lokalisierung und Funktionskeime). Sei (X, x) eine bepunktete
affine Varietit. Im Ring der Funktionskeime betrachten wir den Teilring

Ox,. C Ens(X, k),

aller reguliren Funktionskeime alias aller Funktionskeime mit einem Représen-
tanten der Gestalt (X}, f) fir h € O(X) mitz € X;, und f € O(X}). Der von
der universellen Eigenschaft der Lokalisierung von O(X) am maximalen Ideal
Z(z) herrithrende Homomorphismus ist dann sogar ein Isomorphismus

O(X)zz) = Oxa

In der Tat ist er per definitionem surjektiv. Liefert weiter ein Bruch f/s die Null-
funktion, so muf} f bereits auf einer offenen Umgebung U von x verschwinden,
die wir von der Gestalt X, fir h € O(X) mit A(x) # 0 annehmen diirfen. Daraus
folgt jedoch f/s = hf/th = 0 in der Lokalisierung nach den bei = von Null
verschiedenen reguldren Funktionen.

4.4.4 (Lokal regulire Funktionen auf offenen Teilmengen). Gegeben eine af-
fine Varietit X und eine offene Teilmenge U @ X nennen wir eine Funktion
f + U — Fk lokal reguliar und demnichst regulir, wenn sie an jeder Stelle
x € U einen regulidren Funktionskeim alias ein Element von Ox , représentiert.
Die Menge aller lokal reguldren Funktionen U — k notieren wir

Ox(U)

Beispiel 4.4.5 (Lokal regulire Funktionen auf offenen Teilmengen des C").
Sei U @ C" Zariski-offen. Eine lokal reguldre Funktion auf U ist eine Abbildung
f : U — C derart, daB es fiir jeden Punkt x € U eine Umgebung V' @ U von x
gibtund gy, hy € C[T1,...,T,] mit hy(z) # 0 Vz € V und

f(2) = gv(2)/hv(2) Vz € V

Salopp gesprochen ist das also eine komplexwertige Abbildung, die lokal als Quo-
tient von zwei Polynomen mit nicht verschwindendem Nenner geschrieben wer-
den kann.

Lemma 4.4.6. [. Gegeben eine affine Varietdt X sind lokal reguldiire Funktio-
nen auf X bereits global reguldr, in Formeln Ox(X) = O(X);
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2. Gegeben eine affine Varietit X und eine reguliire Funktion h € O(X) sind

lokal reguldire Funktionen auf der offenen Teilmenge X;, G X bereits global
reguldr auf Xy, in Formeln Ox(X},) = O(Xy).

Beispiel 4.4.7. Jede Abbildung C* — C, die lokal als ein Quotient von Poly-
nomen mit nichtverschwindendem Nenner geschrieben werden kann, ist bereits
global eine Polynomfunktion.

Beweis. Sei X eine affine Varietit. Unsere Erkenntnisse 3.4.13 zum offenen Ver-
kleben regulirer Funktionen zeigen unmittelbar Ox (X) = O(X) und damit den
ersten Teil. Ist nun h € O(X) eine reguldre Funktion und x € X, ein Punkt
ihrer Nichtnullstellenmenge, so induziert quasi per definitionem die Restriktion
einen Isomorphismus Ox , — Oy, . auf den reguldren Funktionskeimen und wir
folgern die erste Gleichung der Gleichungskette

Ox(Xn) = Ox, (Xi) = O(X3)

Die zweite Gleichung folgt durch Anwenden der Erkenntnis Ox (X) = O(X) auf
die affine Varietit X,. O

4.4.8. Da wir mithin keine Mehrdeutigkeiten zu fiirchten haben, nennen wir im
weiteren Verlauf unsere lokal regulidren Funktionen auf offenen Teilmengen affi-
ner Varietiten schlicht regulire Funktionen.

4.4.9 (Schnitte dichter offener Teilmengen). Gegeben ein topologischer Raum
X und U @ X offen sowie D C X dicht gilt Clx (U N D) = Clx(U). Um die
nichttriviale Inklusion D zu zeigen, miissen wir nur bemerken, dal jede offene
Umgebung eines Punktes aus Clx(U) zunidchst U in einer offenen nichtleeren
Menge trifft und damit dann auch U N D treffen muf3. Der Schnitt zweier offener
dichter Teilmengen von X ist mithin auch selbst wieder offen und dicht.

4.4.10 (Funktionskeime léings einer Teilmenge). Gegeben ein topologischer Raum
X mit einer Teilmenge Y C X und ein Ring £ erkldren wir die Menge

EHS(X, k))y

der Funktionskeime k-wertiger Funktionen liings Y als die Menge aller Aqui-
valenzklassen von Paaren (U, f) mit U @ X offen mit U NY dicht in Y und
f : U — k einer Abbildung unter der Aquivalenzrelation ~ gegeben durch

U, f)~ U, f) & IWeUNU mitWNY dichtinY und f|w = f'|w.

Da nach 4.4.9 Schnitte dichter offener Teilmengen von Y wieder dicht sind, ist
das in der Tat eine Aquivalenzrelation und die Addition und Multiplikation von
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k-wertigen Funktionen induziert eine Addition und Multiplikation von Funktions-
keimen und diese werden so ein Ring. Nach 4.4.9 ist die Restriktion stets ein Iso-
morphismus Ens(X, k)y = Ens(X, k)y. Wir werden uns im folgenden meist auf
Funktionskeime lidngs abgeschlossener Teilmengen beschrinken, weil das nichts
Wesentliches dndert und bei der Anschauung helfen mag.

Beispiel 4.4.11 (Lokalisierung und Funktionskeime, Variante). Seien X eine
affine Varietdt und Y @& X abgeschlossen. Im Ring der Funktionskeime ldngs Y
nach 4.4.10 betrachten wir den Teilring

Oxy C Ens(X,k)y

aller reguliren Funktionskeime léings Y alias aller Funktionskeime ldngs Y mit
mindestens einem Reprisentanten aus O(X}) fir h € O(X) mit X, NY =Y
oder nach 4.4 gleichbedeutend mindestens einem Reprisentanten aus O(U) fiir
UcXundUNY =Y.Seien Yy,...,Y, die irreduziblen Komponenten von Y
und

S = OX\(Z(V)U...UZ(Y,))

Der von der universellen Eigenschaft der Lokalisierung von O(X) herkommende
Homomorphismus ist dann sogar ein Isomorphismus

S’l(’)(X) = Oxy

In der Tat ist er per definitionem surjektiv. Liefert andererseits ein Bruch f/s die
Nullfunktion, so muf} f bereits auf einer offenen Teilmenge U © X verschwinden,
die Y dicht trifft und die wir nach nochmaliger Verkleinerung von der Gestalt X,
fir h € S annehmen diirfen. Daraus folgt aber f/s = hf/hs = 0 in unserer
Lokalisierung. Ist Y irreduzibel, so erhalten wir speziell einen Isomorphismus

O(X)zvy = Oxy
4.4.12. Gegeben eine affine Varietit X vereinbaren wir die Notation
./\/l (X ) = O X, X

fiir den Ring der reguliren Funktionskeime lings X und nennen solche Aquiva-
lenzklassen rationale Funktionen auf X. Unsere Erkenntnisse 4.4.11 liefern im
Fall einer irreduziblen affinen Varietit X einen Isomorphismus

Quot O(X) > M(X)

und damit eine Interpretation der Elemente des Quotientenkorpers als rationale
Funktionen.
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4.4.13 (Diskussion der Notation). Der Buchstabe M soll dabei an den Begriff
der ,,meromorphen‘ Funktionen erinnern, einem analogen Konzept aus der Funk-
tionentheorie. Ublich ist stattdessen die Notation k(X ) mit k dem Grundkorper,
die aber leicht als Notation fiir den Quotientenkorper eines Polynomrings mi3ver-
standen werden kann.

4.4.14 (Definitionsbereich einer rationalen Funktion). Gegeben eine affine Va-
rietdt X hat jede rationale Funktion f € M (X) offensichtlich einen grofiten re-
gulidren Reprisentanten (U, fi.x) mit U @ X offen dicht und fi,.x € O(U) in
dem Sinne, daB fiir jeden weiteren reguldren Reprisentanten (Uy, f1) gilt Uy C U
und fi = fuax|v. Diese Menge U @ X notieren wir auch D(f) und nennen sie
den Definitionsbereich von f. Statt f,,.. schreiben wir dann auch kurz f.

Beispiel 4.4.15 (Nennernullstellen als Definitionsliicken). Sei X eine affine Va-
rietdt X mit O(X) faktoriell. Schreiben wir f € M(X)* als maximal gekiirzten
Bruch f = p/q mit p,q € O(X) und p, g # 0, so ist der Definitionsbereich von f
gegeben durch

D(f) = X\Z(q)

4.4.16. Gegeben Z @ Y @ X ein noetherscher topologischer Raum mit abge-
schlossenen Teilmengen derart, da Z jede irreduzible Komponente von Y trifft,
liefert das Einschridnken von Reprisentanten einen Ringhomomorphismus, das
Generisieren

EHS()(7 k)Z — EHS(X, k))y

Fiir eine affine Varietit induziert er einen Ringhomomorphismus auf den regulédren
Funktionskeimen, von dem Sie zur Ubung zeigen mogen, daB er stets eine Injek-
tion Ox z — Ox y ist. Zum Beispiel liefert das Generisieren fiir jede bepunktete
irreduzible affine Varietét (X, z) eine natiirliche Einbettung

OX@ — M(X)

und in diesem Fall kann der Definitionsbereich von f € M (X) auch beschrieben
werden als D(f) ={z € X | f € Ox.}.

Satz 4.4.17 (Lokalisierung nach einem Element im geometrischen Fall). Sei-
en X eine affine Varietit, f € O(X) eine reguldre Funktion auf X und X; die
Nichtnullstellenmenge von f. So ist der von der universellen Eigenschaft der Lo-
kalisierung herkommende Homomorphismus ein Isomorphismus

O(X); = O(Xy)

zwischen der Lokalisierung des Rings der reguliren Funktionen auf X an [ und
dem Ring der reguldren Funktionen auf X .
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Beweis. Die Injektivitit ist schnell gezeigt: Geht g/ f™ nach Null, so verschwindet
g auf Xy, folglich ist gf die Nullfunktion auf ganz X und wir folgern ¢/ f" =
gf/f"* = 0in O(X);. Die Surjektivitit ist eh klar. O

Proposition* 4.4.18 (Lokale Surjektivitit von Komorphismen). Sei ein Mor-
phismus von affinen Varietiten ¢ : X — Y gegeben und sei x € X ein Punkt
mit Bild p(x) = y. Induziert unser Morphismus eine Surjektion Oy, — Ox
auf den jeweiligen lokalen Ringen, so gibt es regulire Funktionen u € O(X) und
v € OY) mit u(z) # 0und v(y) # 0 und p(X,) C Y, und der Eigenschaft, daf3
@ eine Surjektion O(Y,) — O(X,) induziert.

Beweis. Seien fi, ..., f, € O(X) gegeben mit O(X) = k[f1, ..., f.]. Bezeiche
fi € Ox, die Bilder der f;. Es gibt nach Annahme h; € Oy, mit h; — f;. Dann
finden wir s € O(Y) mit s(y) # 0 derart, daB alle h; von geeigneten h; € O(Y;)
herkommen. Dann gibt es ¢ € O(X) mit t(z) # 0 und p(X;) C Y derart,
daB die h; o ¢ auf X; mit den Restriktionen der f; iibereinstimmen. Nun gibt es
P e klT\,....,T,)mitt = P(f1,...,f,) in O(X). In O(X;) folgtt = ro ¢
firr = P(hy,...,h,) € O(Y;). Mithin induziert die Restriktion eine Surjektion

Ubungen

Ubung 4.4.19. Gegeben ein Morphismus X — Y von affinen Varietiiten und ein
Punkt z € X mitx — y gibt es genau einen Ringhomomorphismus Oy, = Ox ,,
der mit dem Komorphismus O(Y') — O(X) und den iiblichen Abbildungen in die
jeweilige Lokalisierung ein kommutatives Diagramm bildet.

4.5 Lokalisierung und Primideale

4.5.1. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge S C R und ein Ideal b € S™'R
nennen wir sein Urbild lok ™' (b) C R das Zihlerideal von b. Dies Zihlerideal ist
dann ein Ideal von R.

Proposition 4.5.2 (Primideale in Lokalisierungen). Gegeben ein Kring R und
eine Teilmenge S C R liefert der Ubergang zum Zihlerideal eine Bijektion

Spec(ST'R) & {pe€SpecR|pnNS =0}
p > lok ™ (p)

zwischen der Menge der Primideale der Lokalisierung und der Menge derjenigen
Primideale des urspriinglichen Rings, die die Teilmenge S der zu invertierenden
Elemente nicht treffen. Die Umkehrabbildung ist die Abbildung q — S™'q.
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Beispiel 4.5.3. Ist R = O(X) der Ring der regulidren Funktionen auf einer affinen
Varietidt X und besteht S aus einer einzigen Funktion f, so besagt diese Propo-
sition nach 4.2.8 anschaulich, da das Herunterschneiden eine Bijektion liefert
zwischen abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von Xy und abgeschlossenen
irreduziblen Teilmengen von X, die nicht in Z( f) enthalten sind.

Beweis. Da alle Elemente aus S bei der Lokalisierung Einheiten werden, landet
das Zuriickholen Spec(S™'R) — Spec R in der Menge der Primideale von R,
die S nicht treffen. Unsere Abbildung ist also sinnvoll definiert. Fiir jedes Ideal
b C ST!R gilt wie bereits erwihnt b = S~'(lok'(b)). Wir miissen nur noch
zeigen, daB fiir jedes Primideal ¢ C R, das S nicht trifft, seine Lokalisierung
S~1q € S7'R ein Primideal ist mit Zzhlerideal lok ' (S~'q) = q. Um zu sehen,
daB S~'q C S7'R ein Primideal ist, gehen wir aus von (a/s)(b/t) = (c¢/r) mit
¢ € q. Das impliziert die Existenz von u € |S) mit urab = ustc. Nun gilt sicher
qN S =0 = gn|S) = 0, folglich impliziert urab € q bereits a € q oder
b € qund S 'q ist in der Tat ein Primideal. Um schlieBlich einzusehen, daB q
das Zihlerideal von S™1q ist, beachten wir, daB aus ¢/s = a/1 mit ¢ € q folgt
tc = tsa furein ¢ € |S) und wegen ts & q folgt a € q. O

4.5.4 (Primspektrum eines Quotientenrings). Sei 1 ein Kring und / C R eine
Teilmenge und quot : R — R/(I) die Abbildung auf den Quotienten. So liefert
quot~! eine Bijektion

Spec(R/(I)) — {p € SpecR|p DI}
p = quot ™ (p)

zwischen der Menge der Primideale des Restklassenrings und der Menge derjeni-
gen Primideale des urspriinglichen Rings, die die Teilmenge der herausgeteilten
Elemente umfassen. Die Inverse dieser Bijektion ist die Abbildung q — quot(q).
In der Tat induzieren diese Abbildungen sogar Bijektionen zwischen den entspre-
chenden Mengen beliebiger Ideale und wegen (R/(I))/p = R/ quot™!(p) ent-
sprechen sich darunter Ideale mit einem Integritédtsbereich als Quotientenring alias
Primideale.

Definition 4.5.5. Die Menge aller nilpotenten Elemente eines Krings alias das
Radikal des Nullideals heiBt das Nilradikal +/0 unseres Krings.

Korollar 4.5.6 (Schnitt aller Primideale). Der Schnitt aller Primideale eines
Krings ist sein Nilradikal. Der Schnitt aller Primideale eines Krings, die ein ge-
gebenes ldeal umfassen, ist das Radikal des besagten Ideals.

Beweis. Sicher liegt jedes nilpotente Element in jedem Primideal. Ist umgekehrt
R unser Ring und f € R nicht nilpotent, so ist nach 4.3.49 die Lokalisierung
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R[f~!] nicht der Nullring und besitzt folglich mindestens ein Primideal, ja sogar
mindestens ein maximales Ideal. Das Urbild dieses Ideals in R ist dann das ge-
suchte Primideal, das f nicht enthilt. Ist / C R ein beliebiges Ideal, so wende
man die bereits bewiesene Aussage auf den Quotientenring R// an und beachte
die Beschreibung 4.5.4 von Primidealen in Quotientenringen. [

4.5.7. Anders als bei ,,maximalen Idealen®, worunter man ja stets ,,maximale Ele-
mente in der Menge aller vom ganzen Ring verschiedenen Ideal* versteht, versteht
man unter einem minimalen Primideal schlicht ein Primideal, das eben minimal
ist in der durch Inklusion teilgeordneten Menge aller Primideale. Ein kommu-
tativer Integritdtsbereich hat insbesondere stets genau ein minimales Primideal,
ndmlich das Nullideal.

Beispiel 4.5.8 (Minimale Primideale und irreduzible Komponenten). Gege-
ben eine affine Varietdt X sind die minimalen Primideale von O(X) gerade die
Verschwindungsideale der irreduziblen Komponenten von X.

4.5.9 (Existenz minimaler Primideale). Jedes Primideal eines Krings umfaf3t
ein minimales Primideal. In der Tat ist ein Schnitt einer Kette von Primidealen
offensichtlich auch selbst prim, denn ldge ein Produkt ab in allen geschnittenen
Primidealen und ldge a nicht in jedem von ihnen, so miilte b in jedem von ihnen
liegen. Unsere Behauptung folgt so aus dem Zorn’schen Lemma. Da das Nilradi-
kal eines Krings nach 4.5.6 der Schnitt aller Primideale ist, muf3 es damit auch der
Schnitt aller minimalen Primideale sein.

Korollar 4.5.10 (Minimale Primideale und nichtkiirzbare Elemente). /. In
einem beliebigen Kring besteht jedes minimale Primideal aus nichtkiirzba-
ren Elementen;

2. In einem nilpotentfreien Kring ist die Vereinigung der minimalen Primidea-
le die Menge der nichtkiirzbaren Elemente.

4.5.11. Wir diskutieren kurz den geometrischen Fall. Ist X eine affine Varietit, so
gehort offensichtlich eine reguldre Funktion zu einem minimalen Primideal von
O(X) genau dann, wenn sie auf einer irreduziblen Komponente von X identisch
verschwindet, und genau dann ist sie andererseits auch nicht kiirzbar.

Beweis. Lokalisieren wir unseren Kring R an unserem minimalen Primideal p zu
Ry, so erhalten wir nach der Beschreibung des Primspektrums von Lokalisierun-
gen 4.5.4 einen Kring mit genau einem Primideal p,. Gegeben f € R kiirzbar mit
f € p wire sein Bild (f/1) € R, nach der Exaktheit der Lokalisierung 4.3.11
auch kiirzbar mit (f/1) € p,. Aus R, # 0 folgte R,[(f/1)~'] # 0. Dann aber
giibe es aber in R,[(f/1)7'] ein Primideal und in R, ein von p verschiedenes
Primideal im Widerspruch zu unseren Annahmen. Das zeigt Teil 1. Umgekehrt ist
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nach 4.5.9 der Schnitt aller minimalen Primideale das Nilradikal. Ist unser Kring
R nilpotentfrei, so liefert die Diagonale mithin eine Einbettung von R in ein Pro-
dukt von Integritédtsbereichen

R— ][] R/p

p minimal

Jedes nichtkiirzbare Element von R muf} dabei auf ein nichtkiirzbares Element des
Produkts abgebildet werden und folglich bereits in einem der minimalen Prim-
ideale liegen. [

4.5.12. Gegeben ein Kring R betrachten wir die Teilmenge von R x Spec R aller
Paare (r,p) mit r € p. Das ist eine Inzidenzstruktur im Sinne von 1.1.12 und
liefert so Konstruktionen mit analogen Eigenschaften zu unseren Konstruktionen
Zund 7 aus 1.1.15, die wir hier A und S notieren und im folgenden ausfiihrlicher
diskutieren.

Definition 4.5.13. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge I C R bezeichnen
wir mit A(]) die Menge aller Primideale von R, die / umfassen, in Formeln

A(I):={peSpecR|pDI} ={pe€SpecR|repVrel}

Definition 4.5.14. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge X C Spec R be-
zeichnen wir mit S(X') den Schnitt aller Primideale aus X, in Formeln

S(X) = AL = {reR|repvpeX}

peX

4.5.15. Diese Konstruktionen .4 und S erfiillen dhnliche Formeln wie die analo-
gen Konstruktionen Z und Z aus 1.1.15 und 1.1.11, was nun genauer ausgefiihrt
werden soll. Sei R ein Kring. Offensichtlich gilt fiir ein beliebiges System J von
Teilmengen von R die Identitit (., A(J) = A (U,c;J) und insbesondere
auch

IcJ = A(l) D> A(J)

Ebenso offensichtlich gilt fiir ein beliebiges System X von Teilmengen des Prim-
spektrums Spec R die Identitit S (Uycy X) = Nyer S(X) und insbesondere
auch

YCX = SY)DSX)

Des weiteren gilt sicher J C S(.A(J)) fiir jede Teilmenge J C R und umgekehrt
X C A(S(X)) fiir jede Teilmenge X C Spec R. Es folgt S(X) = S(A(S(X)))
fir jede Teilmenge X C Spec R, indem wir einerseits S auf X C A(S(X))
anwenden und andererseits J C S(.A(J)) auf J = S(X). Ebenso folgt fiir jede
Teilmenge J C R die Identitit A(J) = A(S(A(J))).

119



4.5.16. Man zeigt ohne Schwierigkeiten, dal die Mengen A(I) fir I C R die
abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf dem Spektrum von R bilden. Sie
heiflt die Zariskitopologie auf Spec R. Insbesondere gilt fiir jede abgeschlossene
Teilmenge X C Spec R die Identitit X = A(S(X)), die offensichtlich auch
umgekehrt abgeschlossene Teilmengen charakterisiert.

4.5.17 (Abgeschlossene Mengen und Radikalideale, Variante). Fiir jede Teil-
menge [ eines Krings R ist nach 4.5.6 unser S(A(/)) das Radikal des von [
erzeugten Ideals, in Formeln S(A(I)) = /(I). Umgekehrt ist nach den Defini-
tionen fiir jede Teilmenge X C Spec R unser A(S(X)) der AbschluB von X in
der Zariskitopologie, in Formeln A(S(X)) = X. Insbesondere liefern A und S
dhnlich wie in 1.7.16 zueinander inverse Bijektionen

e Radikalideale - Abgeschlossene Teilmengen
’ ICR Y @& Spec R

4.5.18. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge [ C R liefert das Bilden des
Urbilds unter der kanonischen Projektion auf den Restklassenring nach 4.5.4 eine
Bijektion

Spec(2/(I)) = A(I)
zwischen der Menge aller Primideale des Quotientenrings R/(I) von R nach dem
von / erzeugten Ideal und der Menge aller Primideale von R, die I umfassen.
4.5.19. Ist R = O(X) der Ring der reguldren Funktionen auf einer affinen Varietit
X, so hatten wir fiir / C O(X) in 3.4.3 die Nullstellenmenge Z (/) C X erklart.
Unter der Komposition

X = MaxO(X) C Spec O(X)

ist nun unser Z(/) genau das Urbild in X von A(I). Besagte Komposition ist
folglich eine topologische Einbettung [TM] 1.1.6.10 fiir die jeweiligen Zariskito-
pologien.

Proposition 4.5.20 (Primideale und irreduzible Mengen, Variante). Fiir jeden
Kring R liefert die Abbildung p — A(p) eine Bijektion

Spec R = {Y @& Spec R | Y irreduzibel }

4.5.21. Man kann A(p) auch als den Abschlufl des Punktes p in Bezug auf die
Zariskitopologie interpretieren, so dafl unsere Abbildung jedem Punkt seinen Ab-
schlu zuordnet. Das Spektrum eines Krings ist also ein topologischer Raum X
mit der Eigenschaft, da3 x — Z eine Bijektion

X = {Y @& X |V irreduzibel }

induziert. Gegeben eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y @& Spec R heif3t
der Punkt z € Y mit x = Y der generische Punkt von Y.
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Beweis. Dal} der AbschluB} eines Punktes irreduzibel sein muB, gilt sogar in einem
beliebigen topologischen Raum. Unsere Abbildungsvorschrift ist mithin sinnvoll.
Gegeben Y @& Spec R gibt es per definitionem eine Teilmenge / C R mit Y =
A(I). Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, [ sei ein Ra-
dikalideal, denn alle Primideale, die I umfassen, umfassen auch das Radikal des
von [ erzeugten Ideals. Ich zeige nun, daB fiir Y irreduzibel unser / ein Prim-
ideal sein muf. Ist in der Tat / kein Primideal, so gibt es a,b ¢ [ mit ab € I.
Nach 4.5.6 gibt es ein Primideal iiber /, das a nicht enthilt, und ebenso ein
Primideal iiber I, das b nicht enthilt. Folglich haben wir A(a) 2 .A(I) und
A(b) 2 A(I). Jedes Primideal, das ab enthilt, muB jedoch a oder b enthalten,
folglich gilt A(a) U .A(b) D A(I) und A(/) war nicht irreduzibel. Ist also Y ir-
reduzibel und I das Radikalideal mit Y = A(]), so ist / prim und wir schreiben
hinfort / = p. Bezeichnen wir mit x den durch p gegebenen Punkt von Spec R,
so gilt T = A(p) = Y. Das zeigt die Surjektivitit unserer Abbildung. Zur Injek-
tivitit bemerken wir, da3 y € 7 gleichbedeutend ist zur Inklusion p, D p, der
zugehorigen Primideale, wir konnen also p aus Y zuriickgewinnen als den Schnitt
aller Primideale p, mity € Y. [

Korollar 4.5.22. Genau dann ist das Primspektrum eines Krings irreduzibel,
wenn sein Nilradikal ein Primideal ist.

Beweis. Genau dann ist nach dem vorhergehenden das Primspektrum irreduzibel,
wenn es genau ein minimales Primideal gibt. Da nach 4.5.6 der Schnitt aller Prim-
ideale stets das Nilradikal ist, ist das gleichbedeutend dazu, daf} das Nilradikal ein
Primideal ist. [

4.5.23. Ich will kurz auf die Beziehung der Proposition 4.5.20 zu ihrem geometri-
schen Analogon 4.2.8 eingehen. Ist ein Kring R ringendlich iiber einem Korper,
so kdonnen wir obige Bijektion ergiinzen zu einer Sequenz von Bijektionen

Spec R = {Y @& Spec R | Y irreduzibel} = {Z @& Max R | Z irreduzibel }

Hier erhilt Max R die von Spec R induzierte Topologie und die rechte Abbildung
ist das Schneiden mit Max R. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Korper und X
eine affine k-Varietit, so konnen wir diese Bijektion verldngern wir durch die von
unserem Homdomorpismus Max O(X) = X auf irreduziblen abgeschlossenen
Teilmengen induzierte Bijektion zu einer Bijektion

Spec O(X) = {Z @ MaxO(X) | Z irreduzibel} = {Y @& X | Y irreduzibel}
Sie ist die Inverse der in 4.2.8 diskutierten Bijektion

{Y & X | Y irreduzibel} = Spec O(X)
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Korollar 4.5.24 (Minimale Primideale in noetherschen Kringen). In einem
noetherschen Kring gibt es nur endlich viele minimale Primideale.

Beweis. Gegeben ein noetherscher Kring ist sein Spektrum ein noetherscher to-
pologischer Raum und ist nach 4.1.12 folglich die Vereinigung von endlich vielen
irreduziblen Komponenten. Die nach 4.5.21 zu diesen Komponenten gehorenden
Primideale sind dann die fraglichen minimalen Primideale. [

Korollar 4.5.25 (Endliche Produkte von Integritéitsbereichen). Genau dann ist
ein Kring ein endliches Produkt von Integritiitsbereichen, wenn seine Lokalisie-
rung nach jedem maximalen Ideal ein Integrititsbereich ist und er nur endlich
viele minimale Primideale hat.

Beweis. DaB ein endliches Produkt von Integrititsbereichen diese Eigenschaften
hat, ist klar. Fiir die andere Implikation bemerken wir zunéchst, dal nach dem
lokal-global-Prinzip 4.3.27 unser Kring keine von Null verschiedenen nilpotenten
Elemente haben kann. Der Schnitt der minimalen Primideale ist also Null nach
4.5.9. Damit reicht es nach dem chinesischen Restsatz [AL] 6.2.3.4 zu zeigen,
dal3 fiir je zwei minimale Primideale p # q gilt 1 € p + g. Andernfalls gibe es
aber ein maximales Ideal m D p + q und die Lokalisierung unseres Krings an m
hitte zwei verschiedene minimale Primideale und konnte kein Integritdtsbereich
sein. ]

Ubungen

Ubung 4.5.26. Seien X eine affine Varietit und € X ein Punkt. Man zeige, daB
die lokale Krulldimension von X bei z iibereinstimmt mit der Krulldimension des
lokalen Ringes, in Formeln kdim, X = kdim Ox,.

Ubung 4.5.27. Gegeben ein Kring R bilden die offenen Teilmengen U(f) :=
{p € Spec R | f & p} fur f € R eine Basis der Zariskitopologie auf Spec R. Wir
nennen sie die Standardbasis.

Ergiinzende Ubung 4.5.28. Fiir jeden Kringhomomorphismus 2 — S ist die in-
duzierte Abbildung Spec S — Spec R stetig fiir die Zariskitopologie. Ist unser
Kringhomomorphismus injektiv, so hat die induzierte Abbildung dichtes Bild.

Ubung 4.5.29. Hinweis: 4.5.24 und 4.5.6. Gegeben ein noetherscher Kring mit
einem Ideal I besitzt die Menge aller Primideale von R iiber / endlich viele mini-
male Elemente Py, ..., P, und deren Schnitt ist das Radikal von besagtem Ideal,
in Formeln

Vi=Pn...NnP,

Ubung 4.5.30. Sind in einem Kring endlich viele Primideale gegeben, deren Schnitt
aus nilpotenten Elementen besteht, so umfallt jedes Primideale unseres Krings ei-
nes dieser endlich vielen Primideale.
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Ubung 4.5.31. Gegeben ein Modul M iiber einem Kring R und ein Element
m € M setzen wir supp(m) := A(Anng(m)) und nennen diese abgeschlossene
Teilmenge von Spec(R) den Triger von m. Die Vereinigung

supp(M) == | J supp(m)

meM

heift der Tréager von M und braucht nicht abgeschlossen zu sein. Man zeige, dal3
der C[X]-Modul M := C[X, X ~!]/C[X] einpunktigen Tréger hat, bestehend aus
dem einzigen Primideal (X'), wohingegen sein Annullator das Nullideal ist. Ist
aber M endlich erzeugt, sagen wir von my, . .., m,., so gilt

supp(M) = U supp(m;) = A(Ann M)

i=1

Ubung 4.5.32 (Triger und Lokalisierung). Gegeben ein Modul M iiber einem
Kring R und ein Element m € M und p € Spec R zeige man, dal das Bild von m
in der Lokalisierung 1/, genau dann verschwindet, wenn gilt p 7 Annpg(m) alias
p & supp(m) in der Notation aus 4.5.31.
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S Ganze Kringerweiterungen und Dimension

5.1 Ganze Kringerweiterungen

5.1.1. Ich beginne mit einigen Erinnerungen. Sei A C B eine Kringerweiterung.
Ein Element b € B heifit wie in 1.6.2 ganz iiber A, wenn es Nullstelle eines
normierten Polynoms mit Koeffizienten in A ist, wenn es alson > lund a; € A
gibt mit

B 4 a, 0" P+ . +ab+ag=0

Definition 5.1.2. Eine Kringerweiterung A C B heifit ganz, wenn jedes Element
b € B ganz ist tiber A. Einen Kringhomomorphismus ¢ : A — B nennen wir
ganz, wenn ¢(A) C B eine ganze Kringerweiterung ist.

Beispiel 5.1.3. Die Kringerweiterung R[T] C R[T,T~'] ist, wie bereits in 1.6.4
besprochen, nicht ganz fiir jeden von Null verschiedenen Kring R.

5.1.4 (Ganz bleibt ganz unter Quotienten und Lokalisierungen). Ist A C B
eine ganze Kringerweiterung und / C B ein Ideal, so ist auch (A/AN1I) C B/I
eine ganze Kringerweiterung. Ist A C B eine ganze Kringerweiterungund 7' C A
eine Teilmenge, so ist auch T-*A C T~! B eine ganze Kringerweiterung.

Satz 5.1.5 (Charakterisierungen ganzer ringendlicher Kringerweiterungen).
Gegeben eine Kringerweiterung A C B sind gleichbedeutend:

1. Der Ring B wird als Kringerweiterung von endlich vielen iiber A ganzen
Elementen erzeugt;

2. Unsere Kringerweiterung ist ganz und ringendlich;
3. Unsere Kringerweiterung ist modulendlich.

Beweis. 2=>1 ist offensichtlich und 1=-3 hatten Sie bereits als Ubung 1.6.14 aus-
gefiihrt. Wir miissen nur noch 3=2 zeigen. Seien dazu by, ...,0b, Erzeuger des
A-Moduls B. Gegeben b € B finden wir dann a;; € A mit

bbl = a,-lbl + ...+ ambn
was wir umschreiben konnen zur Matrixgleichung

b 0 bl ai;p 0 Qip bl
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Ziehen wir nun beide Seiten voneinander ab und multiplizieren mit der adjungier-
ten Matrix [LA1] 6.4.6, so erkennen wir, daf fiir P das charakteristische Poly-

nom der Matrix der (a;;) gilt P(b)by = ... = P(b)b, = 0. Das hinwiederum
zeigt P(b) = 0, denn wir konnen ja die Eins von B als Linearkombination der b;
schreiben. ]

Erginzung 5.1.6. Ein Modul iiber einem Ring heilit treu, wenn nur die Multi-
plikation mit dem Nullelement des Rings darauf die Nullabbildung liefert. Der
vorhergehende Beweis zeigt allgemeiner: Ist A C B eine Kringerweiterung und
gibt es einen treuen B-Modul M, der endlich erzeugt ist als A-Modul, so ist B
ganz tiber A. Ist dariiber hinaus a C A ein Ideal und gilt bAM C aM fiireinb € B,
so erfiillt b sogar eine Ganzheitsgleichung der Gestalt " +a,, 16" '+...+ay = 0
mit a; € a. Das Argument bleibt dasselbe.

Die Erweiterung
kX, Y]/{(Y? — X) D k[X] ist ganz.

v

5.1.7 (Anschauung fiir ganze Kringerweiterungen). Um fiir den Begriff ei-
ner ganzen Kringerweiterung eine Anschauung zu entwickeln, betrachte man den
Fall, daB A = O(X) der Ring der reguldren Funktionen auf einer affinen Va-
rietdt X ist und da B nilpotentfrei ist und als A-Ring erzeugt wird von einem
einzigen Element b. Ist f € O(X)[T] = O(X x k) ein normiertes Polynom mit
f(b) = 0, so ist B der Ring der polynomialen Funktionen auf einer abgeschlos-
senen Teilmenge des Nullstellengebildes Z(f) C X x k und unsere Inklusion
A C B entspricht geometrisch der durch das Weglassen der letzten Koordinate
definierten Abbildung. Die Faser iiber z € X besteht also aus den Wurzeln des
Polynoms f(x,7") € k[T] und dal unser Polynom f normiert sein soll, bedeutet
geometrisch, dal ,,an keiner Stelle z € X eine dieser Wurzeln nach Unendlich
streben kann®.

5.1.8 (Ganzer AbschluB). Sei A C B eine Kringerweiterung. Sind Elemente
x1,...,T, € B ganz iiber A, so ist Alxy,...,x,] nach 5.1.5 ganz iiber A. Ist
A C B eine Kringerweiterung, so bilden mithin alle iiber A ganzen Elemente von
B einen Teilring von B. Der Kring aller iiber A ganzen Elemente von B heilit der
ganze AbschluB3 von A in B.
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Die Erweiterung
EX,Y]/(XY —1)Y) D k[X] ist
nicht ganz. Formal zeigt das die
Surjektion
EX,Y]/(XY =1)Y) —
EX,Y]/{(XY —1)) 5 k[X, X1
zusammen mit Beispiel 5.1.3.

v

Beispiel 5.1.9. Nach [LA1] 5.3.44 ist Z sein eigener ganzer Abschluf} in Q.

Beispiel 5.1.10. Der ganze AbschluB von Z in Q[v/3] ist Z[v/3]. In der Tat, mit
a—+ /3 liegt auch a — bv/3 im ganzen AbschluB}, also 2a, woraus folgt 2a € Z
und a? — 3b? € Z, also 3(2b)? € Z, also 2b € Z. Setzen wir 2a := o und 2b := (3,
so folgt weiter o> — 3% € 47Z. Quadrate in Z /47 sind aber nur 0 und 1, woraus
folgt o?, 3% € 47 und damit a, b € Z.

5.1.11 (Transitivitit der Ganzheit von Kringerweiterungen). Sind C D B D
A Kringe und ist C' ganz tiber B und B ganz iiber A, so ist auch C' ganz tiber
A. Istin der Tat ¢ € C' gegeben, so existiert fiir ¢ eine Ganzheitsgleichung ¢ +
by_1¢" 4. ..+ by tiber B.Im Turm Afby, ..., b,_1,¢] D Albg, ..., b,_1] D Aist
dann jede der beiden Ringerweiterungen modulendlich nach 5.1.5. Damit ist aber
nach 1.6.13 auch die gesamte Ringerweiterung modulendlich und nach 5.1.5 ist
folglich ¢ ganz tiber A.

Lemma 5.1.12 (Sandwich-Lemma). Gegeben ein Sandwich B D A D k von
Kringen mit B modulendlich iiber A und B ringendlich iiber k und k noethersch
ist A ringendlich iiber k.

Bemerkung 5.1.13. Ein Spezialfall dieses Lemmas, fiir das die Theorie ganzer
Kringerweiterungen nicht in voller Stirke bendtigt wird, bildet das Riickgrat des
in 1.6.10 gegebenen Beweises fiir den Hilbert’schen Nullstellensatz in seiner kor-
pertheoretischen Form. Wir werden das Sandwich-Lemma im weiteren Verlauf
insbesondere beim ,,Verkleben von Punkten* 5.2.14 benétigen.

Beweis. Wir wihlen ein endliches Erzeugendensystem by, ...,b, von B als A-
Modul, das gleichzeitig B als k-Kring erzeugt. Nach 5.1.5 finden wir fiir jedes
Element dieses Erzeugendensystems eine Ganzheitsgleichung iiber A. Bezeichnet
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K C Aden von allen Koeffizienten dieser Gleichungen iiber k erzeugten Teilring,
so erhalten wir ein erweitertes Sandwich

B>O>ADKDE

mit B modulendlich iiber K und K ringendlich iiber k. Nach dem Hilbert’schen
Basissatz 1.5.11 ist K also noethersch und damit A modulendlich iiber K und
damit A ringendlich iiber £. O

Beispiel 5.1.14 (Unterkringalgebren endlicher Kodimension). Ist i ein Korper
und B eine ringendliche k-Kringalgebra, so ist jede Unterringalgebra A C B
endlicher Kodimension auch ringendlich iiber k. Zum Beispiel ist A = {P |
P'(0) = 0} = k + (T?) C k[T)] der Ring der polynomialen Funktionen auf der
Neil’schen Parabel und A = {P | P(1) = P(=1)} = k+ (T? — 1) C k[T] der
Ring der polynomialen Funktionen auf der nodalen Kubik, vergleiche 3.2.8.

Ubungen
Ubung 5.1.15. Man zeige, daB der ganze AbschluB von C[X,Y]/(X? — Y?) in
seinem Quotientenkorper isomorph ist zum Polynomring C[T].

Ubung 5.1.16. Man berechne die ganzen Abschliisse von Z[+/3] und Z[v/5] je-
weils in ihren Quotientenkorpern.

Ergiinzende Ubung 5.1.17. Ist A C B eine Kringerweiterung und B ein Integri-
tatsring und gibt es ein Ideal / C B mit B = A & I, so ist auer den Elementen
von A selbst kein Element von B ganz iiber A.

5.2 Going-Up

Satz 5.2.1 (Ganze Kringerweiterungen und Primideale). Gegeben eine ganze
Kringerweiterung A C B gilt:

1. Jedes Primideal von A ist der Schnitt mit A eines Primideals von B. Das
Herunterschneiden von Primidealen induziert also in Formeln eine Surjek-
tion Spec B — Spec A;

2. Gegeben echt ineinander enthaltene Primideale q C p des groflen Krings
B sind auch ihre Schnitte mit dem kleinen Kring verschieden, in Formeln

gCp=(@NA) C(pnA)

3. Genau diejenigen Primideale von B sind maximal, deren Schnitt mit A ma-
ximal ist, in Formeln (NA)~!(Max A) = Max B.
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5.2.2. Wir behaupten keineswegs, dafl jedes minimale Primideal von B durch
Herunterschneiden ein minimales Primideal von A liefert. Das ist im allgemei-
nen auch gar nicht richtig. Betrachten wir etwa geometrisch die disjunkte Verei-
nigung eines Punktes mit einer Gerade X := k U {P} und einen Morphismus
¢ : X — Y := k, unter dem die Gerade bijektiv auf sich selber geht und
der extra Punkt eben auf irgendeinen Punkt von Y. So ist der Komporphismus
©f  O(Y) — O(X) eine ganze Kringerweiterung und Zx(P) C O(X) ist ein
minimales Primideal, aber der Schnitt Zy (P)NO(Y) = Zy (p(P)) ist keineswegs
ein minimales Primideal von O(Y").

Beispiele 5.2.3. Ist A C B keine ganze Kringerweiterung, so muf} das Herunter-
schneiden keine Surjektion auf den Primspektren liefern. Das einfachste Gegen-
beispiel ist Z C Q. Ein Gegenbeispiel im geometrischen Fall wire die Erweite-
rung

k[X] C k[ X,Y]/(XY —1)

Geometrisch entspricht sie der Projektion einer Hyperbel auf die z-Achse. Hier
liegt der Ursprung nicht im Bild. In algebraischer Sprache kann also das Primideal
(X) nicht durch Herunterschneiden erhalten werden.

Lemma 5.2.4. Gegeben eine ganze Kringerweiterung zwischen Integritdtsringen
ist der eine ein Korper genau dann, wenn der andere ein Korper ist.

5.2.5. Die Nullideale von Integrititsbereichen sind prim. Unser Lemma folgt leicht
aus dem Satz, der ja unter anderem besagt, dal das Nullideal von A maximal ist
genau dann, wenn das Nullideal von B maximal ist. Wir wollen aber umgekehrt
das Lemma zum Beweis des Satzes verwenden.

Beweis. Sei A C B unsere Kringerweiterung. Ist A ein Korper und b € B gege-
ben, so finden wir eine Gleichung

V' +a, 0" P+ 4+ abtag=0

mit n > 1 und a; € A. Da B ein Integritétsring ist, diirfen wir im Fall b # 0 sogar
ap # 0 annehmen. Bringen wir nun q( auf die andere Seite, teilen durch (—ay)
und klammern b aus, so erhalten wir das Inverse zu b. Also ist mit A auch B ein
Korper. Ist umgekehrt B ein Korper, so besitzt jedes a € A\0 ein Inverses b € B,
und multiplizieren wir eine Gleichung fiir b wie oben mit a™~!, so folgt b € A.
Also ist mit B auch A ein Korper. O]

Beweis von Satz 5.2.1. 3. Gegeben p C B ein Primideal ist A/(A Np) C B/p
eine ganze Erweiterung von Integrititskringen. Mit Lemma 5.2.4 finden wir dann

p € Max B < B/p Korper & A/(ANyp) Korper & (ANp) € Max A
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1. Sei P C A ein Primideal. Wir lokalisieren am Komplement S := A\ P von P
in A und erhalten ein kommutatives Diagramm

B — S°'B
U U
A — S71A

Seine Vertikalen sind ganze Ringerweiterungen. Nun ist S~! P das einzige maxi-
male Ideal von S~!'A und S~! B ist nicht der Nullring. Mithin besitzt S~! B maxi-
male Ideale und jedes maximale Ideal m C S~!B schneidet S~' A nach Aussage
3 im einzigen maximalen Ideal S~!P. Das Urbild von m in B ist also unser ge-
suchtes Primideal p C Bmitp N A = P.

2. Betrachten wir in A die multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S := A\p, so
ist S7'(A N p) ein maximales Ideal in S™'A. In S~! B haben wir nach 4.5.4 je-
doch S~'q € S~1'p. Folglich ist das Ideal S~'q nicht maximal in S~!B, folglich
ist S7'qN S~'A = S7!(q N A) nicht maximal in S~ A nach Aussage 3, folglich
gilt g A +£pn A 0

Erginzung 5.2.6 (Beweis ohne Zorn im modulendlichen Fall). Ist ganz allgemein
A C B eine ganze Kringerweiterung und a C A ein echtes Ideal, so ist auch
das Erzeugnis (aB) von a in B ein echtes Ideal. Das kann man aus 5.2.1 folgern,
da jedes echte Ideal zu einem maximalen Ideal vergroert weden kann, aber wir
konnen es auch ohne Zorn zeigen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen
wir unsere Kringerweiterung dabei modulendlich annehmen, denn la6t sich die
Eins von B als Linearkombination von Elementen von a darstellen, so auch schon
die Eins des von den Koeffizienten iiber A erzeugten Teilrings. Ist by, ..., b, ein
Erzeugendensystem des A-Moduls B, so folgt aus (aB) = B die Existenz von
Gleichungen
bl = (11161 +...+ alnbn

bn = anlbl +...+ annbn

mit a;; € a oder in Matrixschreibweise b = Ab alias (A-1 )5 = 0. Multiplizieren
wir mit der adjungierten Matrix, so folgt erst det(A—17) = 0 und durch Auswerten
der Determinante dann 1 € a alias a = A. Um nun auch 5.2.1 im modulendlichen
Fall ohne Zorn zu zeigen, bemerken wir, dal das einzige maximale Ideal a =
S~1P von S~'A nach unserer Voriiberlegung ein echtes Ideal in S~ B erzeugt.
Teilen wir diese Ideale weg, so erhalten wir eine modulendliche Kringerweiterung
eines Korpers. Darin gibt es offensichtlich ein maximales Ideal, und dessen Urbild
ist notwendig ein maximales Ideal in S~' B. Nun kann der Beweis so weiterlaufen
wie Zuvor.
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Korollar 5.2.7 (Going-up). Gegeben A C B eine ganze Kringerweiterung und
b C B ein Ideal gibt es fiir jedes Primideal P von A mit b\ A C P ein Primideal
pvon Bmitb CpundpNA=P.

5.2.8. Im Diagramm mit einer ganzen Kringerweiterung in der rechten Vertikalen

b C @ Cc B
Ina Ina U
bNA C P c A

sind also das Ideal b und das Primideal P mit den dargestellten Inklusionsrelatio-
nen vorgegeben und die Existenz des eingekastelten Primideals p wird behauptet.
Sind allgemeiner in einem Diagramm mit unserer ganzen Kringerweiterung in der
rechten Vertikalen

Po - - C ... C Cc B
Ina Ina Ina Ina U
B - P - P C ... C P. c A

die nicht eingekastelten Primideale mit vorgegeben, so konnen wir also induk-
tiv der Reihe nach die mehr und mehr eingekastelten Primideale finden. Daher
riithrt die Bezeichnung als ,,Going-Up*“. Das analoge ,,Going-down-Theorem*, bei
dem man stattdessen absteigende Primidealketten in A betrachtet, gilt nur unter
wesentlich stirkeren Voraussetzungen, vergleiche 5.7.1. Es mag merkwiirdig wir-
ken, daf hier die ,,kleinen* Primideale mit groen Buchstaben bezeichnet werden
und die ,,groBen‘ Primideale mit kleinen Buchstaben. Das gefiel mir nur deshalb
besser, weil so die meisten explizit notierten Primideale, wie es sich gehort, durch
kleine Buchstaben in Fraktur notiert werden.

Beweis. Wir gehen zur ganzen Kringerweiterung A/(b N A) C B/b iiber und
erinnern, da nach 5.2.1 fiir jede ganze Kringerweiterung das Herunterschneiden
eine Surjektion zwischen den Primspektren der jeweiligen Ringe induziert. [

Ergdnzung 5.2.9. Dieser Satz wurde zuerst von Wolfgang Krull fiir Integritéts-
kringe bewiesen. Irvin Cohen und Abraham Seidenberg verallgemeinerten ihn
dann auf den Fall beliebiger Kringe und vereinfachten gleichzeitig den Beweis.
Wolfgang Krull begann sein Studium in Freiburg und kam auch zur Promotion
wieder nach Freiburg, wo er zwei Jahre als aulerordentlicher Professor titig war.

5.2.10 (Geometrie ganzer Kringerweiterungen). Eine Abbildung von topologi-
schen Rdumen heilit abgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen Teil-
mengen wieder abgeschlossen ist. Going-up 5.2.7 bedeutet unter anderem, daf3
jede ganze Kringerweiterung A C B eine abgeschlossene Surjektion Spec B —»
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Spec A zwischen den Spektren der beteiligten Ringe induziert, die wir uns da-
fiir mit ihrer Zariskitopologie aus 4.5.16 versehen denken, und ebenso eine abge-
schlossene Surjektion Max B — Max A fiir die jeweiligen Spurtopologien. Fiir
einen Morphismus ¢ : X — Y von affinen Varietiten mit einer ganzen Kringer-
weiterung als Komorphismus ist speziell ¢ : X — Y eine abgeschlossene Surjek-
tion. Mit 4.2.32 konnen wir weiter iibersetzen und erhalten, daf} jede irreduzible
abgeschlossene Teilmenge Z @& Y das Bild Z = @(Z ) einer irreduziblen abge-
schlossenen Teilmenge Z @ X ist, daB die induzierte Abbildung Z — 7 auch
wieder einen ganzen Komorphismus hat, und dal} fiir ZQ - Zl echt ineinander

enthaltene irreduzible abgeschlossene Teilmengen von X gilt p(Z,) C gp(Z 1)-

Satz 5.2.11 (Ganze Kringerweiterungen und Krulldimension). Ist A C B ei-
ne ganze Kringerweiterung, so haben beide Kringe dieselbe Krulldimension, in
Formeln

kdimA = kdimB

Beweis. Nach 5.2.1.2 liefert jede echt aufsteigende Primidealkette von B durch
Herunterschneiden eine echt aufsteigende Primidealkette von A. Nach Going-up
5.2.7 148t sich umgekehrt jede echt aufsteigende Primidealkette von A induktiv zu
einer echt aufsteigenden Primidealkette von B hochheben. [

Satz 5.2.12 (Endlichkeitskriterium fiir die Fasern eines Morphismus). /st A C
B eine ganze Kringerweiterung und B noethersch, so hat Spec B — Spec A
endliche Fasern, als da heift, das Urbild jedes Elements ist endlich.

5.2.13. Einen geometrischen Spezialfall haben wir schon in 3.4.18 gesehen. Ein
Gegenbeispiel fiir nicht noethersches B erhilt man, indem man fiir A einen Korper
und fiir B ein unendliches Produkt von Kopien von A nimmt. Ein Gegenbeispiel
mit einem Integritétsring B erhilt man, indem man von A = C[X] ausgeht und
als B den ganzen Abschlufl von A in einem algebraischen Abschlufl von C(X)
nimmt: Die Fasern sind dann nach ?? die Galoisbahnen, und man kann sich iiber-
legen, daB in diesem Fall alle Galoisbahnen von maximalen Idealen unendlich
sind.

Beweis. Gegeben P € Spec A ist /(PB) = (.—, p; nach 4.5.29 der Schnitt der
endlich vielen minimalen Primideale p; € Spec B, die (PB) enthalten. Sei nun
q € Spec BmitqN A = P. So folgt ¢ D +/(PB), also q D p; fiir ein 4, also
q = p, fiir ein ¢, denn nach Going-up 5.2.7 haben wir

q2p; = qNA2pNADP O

Proposition 5.2.14 (Verkleben von Punkten in affinen Varietiten). Seien X
eine affine k-Varietdt iiber k = k und ¢ : X — Y eine surjektive Abbildung von
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X auf eine Menge Y, bei der alle Fasern endlich und fast alle Fasern einelementig
sind. So ist Y mit OY) == {f : Y — k| fop € O(X)} als reguliiren
Funktionen auch eine affine Varietdt.

Beweis. Offensichtlich brauchen wir nur den Fall zu betrachten, dafl es genau
zwei Punkte p,q € X gibt mit p # ¢ aber p(p) = (g). In O(X) hat der
Teilring {f € O(X) | f(p) = f(¢)} dann endliche Kodimension, folglich
ist O(X) modulendlich iiber O(Y). Damit ist einerseits nach dem Sandwich-
Lemma 5.1.12 unser O(Y') ringendlich iiber £ und andererseits ist O(X) ganz
iiber O(Y"). Nach unseren allgemeinen Erkenntnissen 5.2.3 iiber ganze Kringer-
weiterungen liefert also der Homomorphismus O(Y) < O(X) eine Surjektion
m: Max O(X) — Max O(Y'). DaB hier die Faser iiber 7(p) = m(q) genau aus
den beiden Elementen p und ¢ besteht und daf3 alle anderen Fasern einelementig
sind, ist leicht zu sehen: Zu je zwei verschiedenen Punkten z,y € X \{p, ¢} gibt
es ja eine reguldre Funktion mit f(z) = 1 und f(y) = f(p) = f(q) = 0. Folglich
erhalten wir eine Bijektion Y = Max O(Y') durch y — ker d, und die geringte
Menge (Y, O(Y)) ist in der Tat eine affine Variett. O

Beispiel 5.2.15. Verkleben wir drei Geraden in einem Punkt, so erhalten wir eine
affine Varietit. Sie ist isomorph zur affinen Varietit der drei Koordinatenachsen im
Raum und besitzt einen bijektiven Morphismus zur Vereinigung von drei paarwei-
se verschiedenen Ursprungsgeraden in der Ebene, der hinwiederum jedoch kein
Isomorphismus ist.

Ubungen

Ubung 5.2.16. Zeigen Sie die letzte Behauptung aus 3.2.8, daB sich fiir k = k ein
algebraisch abgeschlossener Korper jede Losung der Gleichung 23 + 22 = y? in
der Form (x,y) = (t* — 1,¢(t* — 1)) mit ¢ € k schreiben 14Rt.

Ubung 5.2.17 (Nodale Kubik als Verklebung). Wir erhalten die nodale Kubik,
wenn wir zwel verschiedene Punkte der affinen Gerade miteinander verkleben.

Ubung 5.2.18. Seien A C B C C kommutative Integrititsringe und sei C' ein
freier A-Modul von endlichem Rang r. Ist auch Quot C' eine Korpererweiterung
von Quot B vom Rang r, so gilt A = B.

Ubung 5.2.19 (Verklebungen eines Punktes mit sich selber). Gegeben eine be-
punktete affine k-Varietit (X, 2) und ein Ideal b C O(X) mit Radikal v/b = Z(z)
ist der Teilring A := k + b C O(X) auch affin und der der Inklusion A — O(X)
entsprechende Morphismus von affinen Varietiten X — Y := Max A ist bijek-
tiv und ein Homoomorphismus und induziert [somorphismen von Varietdten von
jeder Nichtnullstellenmenge, die den Punkt = vermeidet, auf ihr Bild.
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Beispiel 5.2.20 (Neil’sche Parabel als Verklebung). Ist etwa X = k™ und b
ein Ideal der Kodimension zwei, so mag man es sich als Ideal der Funktionen
denken, die bei x verschwinden und bei denen auch die Richtungsableitung lings
einer vorgegebenen Gerade durch x bei x verschwindet. Unsere Konstruktion mag
man dann anschaulich verstehen als das ,,Verkleben von x mit einem in Richtung
unserer Gerade infinitesimal nahen benachbarten Punktes. Verklebt man in dieser
Weise einen Punkt der Gerade mit einem infinitesimal nahen benachbarten Punkt,
so erhilt man die Neil’sche Parabel.

Ubung 5.2.21 (Eigenschaften von Morphismen mit ganzen Komorphismen).
Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von affinen Varietiiten. Ist der Komorphismus
ganz, so ist ¢ abgeschlossen mit endlichen Fasern und fiir jede irreduzible abge-
schlossene Teilmenge Z @& X gilt

kdim Z = kdim p(Z2)

5.3 Noether-Normalisierung

5.3.1. Ich erinnere aus der Algebra [AL] 6.2.2.5 den Begriff der algebraischen
Unabhingigkeit. Gegeben Kringe A C B heilit eine Familie by, ..., b, von Ele-
menten von B algebraisch unabhéngig iiber A, wenn der Einsetzungshomomor-
phismus A[Ty,...,T,] — B mit T; — b; injektiv ist. Ich schreibe dann fiir sein
Bild auch A['by, ..., b,| mit einem Freiheitsstrichlein an der er6ffnenden Klam-
mer. Ist besagter Einsetzungshomomorphismus nicht injektiv, so heif3t unsere Fa-
milie algebraisch abhéngig iiber A.

Proposition 5.3.2 (Noether-Normalisierung von Hyperflichen). Gegeben ein
Korper k und ein nichtkonstantes Polynom f € k['Xy,..., X,]\k gibt es eine
Einbettung von k-Kringen k['Y1, ..., Y, 1] — k[ Xy, ..., X,]/{f), die eine gan-
ze Kringerweiterung ist.

5.3.3. Die Bezeichnung, die wir fiir diese Proposition gewéhlt haben, bezieht sich
auf den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers £ = k. Die Aussage zei-
gen wir jedoch fiir einen beliebigen Korper k.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall eines unendlichen Grundkorpers k& und ha-
ben in Multiindexnotation f = > ¢, X“. Die von Null verschiedene homogene
Komponente von f von maximalem Grad liefert eine Funktion auf dem k", die
im Fall eines unendlichen Grundkorpers & an mindestens einer Stelle (\q, ... \,)
nicht den Wert Null annimmt. Diese Stelle kann nicht der Ursprung sein, denn
nach unseren Annahmen hat unsere homogene Komponente positiven Grad und
verschwindet mithin am Ursprung. Machen wir eine lineare Koordinatentransfor-
mation und wéhlen in anderen Worten neue Erzeuger Y7, . . ., Y, als Linearkombi-
nationen der alten Erzeuger X1, ..., X,,, so konnen wir mithin erreichen, dal} die
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homogene Komponente von maximalem Grad bei (0, ..., 0,1) nicht verschwin-
det. Das bedeutet jedoch gerade, da3 unser Polynom f in den neuen Variablen
ein skalares Vielfaches eines normierten Polynoms positiven Grades aus dem Po-

lynomring (k['Y1,...,Y,—1])[Ys] ist, also eines normierten Polynoms positiven
Grades aus dem Polynomring mit Koeffizienten in k['Y3, ..., Y,,_1]. Damit ist klar,
dal3

KIY1, o Yol = B[ X0, X0l /(f) = (K[Yh, - Y)Yl /()

ein injektiver ganzer Kringhomomorphismus ist. Im Fall eines endlichen Grund-
korpers gelingt derselbe Trick, wenn man auch nichtlineare Variablentransforma-
tionen zuldBt. Sei etwa [ maximal in der lexikographischen Ordnung mit cz # 0.
Wihlen wir als neue Erzeuger YV; = X; + X fir ¢ < nund Y,, = X,, alias
X; =Y;=Y/ fir: < nund X,, = Y,, und suchen uns dafiir ; mit der Eigenschaft,
daBgilt61r1+52r2+.. -+Bn—1rn—1+5n >oaqrytaere . Q1T Oy,
fiir alle Multiindizes o # ( mit ¢, # 0, so wird wieder f bis auf einen Skalar ein
normiertes Polynom in (k['Y1, ..., Y,_1])[Y,] sein und wir konnen den Beweis in
derselben Weise beenden. Mogliche r; mag man finden, indem man sie induktiv
von oben alias mit r,,_; beginnend so wihlt, daB fiir alle o mit ¢, # 0, die sich
erst in der i-ten Stelle von [ unterscheiden und fiir die wir folglich 8; > «; > 0
haben, gilt B;r; + ... + Bp_1Tn_1 + B > qiri + ...+ Q171 + Q. l

Satz 5.3.4 (Krulldimension von Polynomringen). Gegeben ein Korper k ist die
Krulldimension des Polynomrings in n Variablen

kdim k[Ty,...,T,] =n

Fiir jedes nichtkonstante Polynom f € kdim k[T}, ..., T,|\k ist weiter die Krull-
dimension des Quotienten

kdim [T}, ..., T,]/(f) =n—1

5.3.5. Im geometrischen Fall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers k = k
ist insbesondere die Krulldimension des k™ genau n.

Beweis. DaB die Krulldimension von k[T1, ..., T,] mindestens n ist, scheint mir
offensichtlich. Die andere Abschitzung kdim k[T7, ..., T,] < n zeigen wir durch
Induktion iiber n. Ist p minimal unter allen von Null verschiedenen Primidealen,
so ist es ein Hauptideal p = ( f) erzeugt von einem irreduziblen Polynom f. Damit
erhalten wir

kdim(k[Ty, ..., T,]/p) = kdim(k[Ty,...,T,]/(f))
= kdimk[Tl,...,Tn_ﬂ

= n—1
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nach der Normalisierung fiir Hyperflichen 5.3.2 und Satz 5.2.11 {iiber die In-
varianz der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen. Die Behauptung
folgt. O

Satz 5.3.6 (Noether-Normalisierung). Gegeben ein Korper k und ein von Null
verschiedener ringendlicher k-Kring A gibt es x1,...,xq € A algebraisch unab-
hiingig iiber k derart, daf3 A ganz ist iiber k['x1, . .. x4].

Illustration zu der verfeinerten
Noether-Normalisierung nach 5.3.8.
Wir finden fiir X @& k" eine lineare

Surjektion k™ —» k¢ derart, daB

X — k9 eine ganze
Kringerweiterung als
Komorphismus hat.

5.3.7. Nach der Invarianz der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen
5.2.11 muBl die Zahl der algebraisch unabhingigen Elemente d in diesem Satz
genau die Krulldimension von A sein.

5.3.8 (Verfeinerte Noether-Normalisierung im geometrischen Fall). Wird ein
von Null verschiedener k-Kring A erzeugt von einem k-Untervektorraum V' und
ist £ unendlich, so zeigen wir beim Beweis des Normalisierungslemmas sogar,
daB} die xq,...,x4 aus V gewihlt werden konnen. Geometrisch bedeutet das,
dal wir im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers k fiir jede Zariski-
abgeschlossene Teilmenge X @& k" eine lineare Abbildung k" — k% finden
konnen derart, daB ihre Restriktion X — k% auf den reguldren Funktionen ei-
ner ganzen Ringerweiterung O(k?) — O(X) entspricht. Hierbei muf natiirlich
unsere lineare Abbildung notwendig eine Surjektion k" — k¢ sein und im Fall
X # k" giltd < n.

Beweis. Induktion iiber die minimal mogliche Zahl von Erzeugern unserer k-
Algebra A. Brauchen wir gar keinen Erzeuger, so folgt aus unserer Annahme
A # 0 bereits £ = A und wir sind fertig mit d = 0. Sei sonst x1,...,x, ein
Erzeugendensystem mit so wenig Elementen wie moglich. Sind sie algebraisch
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unabhingig iiber k£, so sind wir schon fertig. Sonst finden wir zwischen ihnen ei-
ne nichttriviale Relation f und erhalten mit der Normalisierung fiir Hyperflichen
5.3.2 Homomorphismen von k-Kringen

K[Yn, .. Y] o K[ X0, Xl /() — A

derart, da3 die erste Inklusion eine ganze Ringerweiterung ist. Das Bild dieser
Verkniipfung ist dann ein Teilring B C A derart, da8 A ganz ist iiber B und daf3
B iiber k bereits von n — 1 Elementen erzeugt wird. Induktion im Verein mit der
Transitivitit der Ganzheit 5.1.11 beendet dann den Beweis. ]

5.3.9 (Alternativer Beweis des Nullstellensatzes). Der Noether’sche Normali-
sierungssatz 5.3.6 in Verbindung mit Theorem 5.2.1 ertffnet einen alternativen
Zugang zum Nullstellensatz, der mir besonders anschaulich scheint. Das einzige
Problem dabei ist, daB3 diese Anschaulichkeit erst iiber die Briicke 3.2.6 zwischen
Ringen und Rdumen erreicht wird, die ihrerseits auf dem Nullstellensatz beruht.
Aber sei’s drum: Es gilt zu zeigen, daB fiir jedes maximale Ideal eines Polynom-
rings m C k[11,...,T,] tber einem Korper k, den sich der Leser der besseren
Anschaulichkeit halber algebraisch abgeschlossen denken mag, die offensichtli-
che Abbildung eine algebraische Korpererweiterung

k — /{:[Tl,,Tn]/m

liefert. Nach dem Normalisierungssatz konnen wir x1, ..., x4 € k[T1,...,T,]/m
finden derart, daB x4, . . . , 4 algebraisch unabhingig sind iiber £ und daf} der Rest-
klassenring k[T, ..., T,]/m ganz ist iiber k[x, ..., z4]. Nach 5.2.4 ist dann auch
klxy,...,xq) ein Korper. Das zeigt d = 0 und damit die Behauptung.

Korollar 5.3.10. Seien k ein Korper und A C B ringendliche Integritiitskringe
iiber k. So gibt es ein Element t € A\0 und iiber A algebraisch unabhiingige
Elemente zy, . .., zq € B mit By ganz iiber Ay['z1, . . ., zq).

Beweis. Zunichst sei S := A\0. Sicher ist S~! B ringendlich iiber dem Korper
S~ A. Nach Noether’s Normalisierungslemma 5.3.6 finden wir 21, ..., zg € S™!B
mit S~ B ganz iiber ST'A[ 2y, . . ., 24]. Durch Wegmultiplizieren der Nenner diir-
fen wir sogar zy,...,24 € B annehmen. Nach Annahme konnen wir auch ein
endliches Erzeugendensystem der k-Ringalgebra B wihlen. Jetzt betrachten wir
je eine Ganzheitsgleichung iiber S~ A['zy, . .., z4| fiir jeden dieser Erzeuger und
nehmen als ¢ € S einen Hauptnenner fiir alle diese Ausdriicke. U

5.3.11 (Faktorisierungssatz). Im geometrischen Fall bedeutet das Korollar unter
Verwendung von 3.4.21, daB fiir jeden dominanten Morphismus ¢ : X — Y
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von irreduziblen affinen Varietiten ein ¢ € O(Y)\0 existiert derart, daf} sich ¢ :
0 1(Y;) — Y, faktorisieren 14Bt als eine Komposition

e 1Y) = k' x Y, =Y,

mit einem ersten Morphismus, der einer ganzen Ringerweiterung entspricht und
insbesondere surjektiv ist mit endlichen Fasern, und der Projektion auf den hinte-
ren Faktor als zweitem Morphismus. Insbesondere nimmt eine reguldre Funktion
auf einer affinen Varietit entweder nur endlich viele Werte an oder aber alle Wer-
te mit hochstens endlich vielen Ausnahmen. Ich wiirde dafiir gerne einen noch
einfacheren Beweis geben konnen.

Korollar 5.3.12 (Bilder von Morphismen von Varietiten). Gegeben ein Mor-
phismus ¢ : X — Y von affinen Varietdten umfafit sein Bild stets eine offene
dichte Teilmenge vom Abschluf3 des Bildes, in Formeln

U C o(X)mitU @ o(X) und U = p(X).

Beweis. Wir diirfen annehmen, daf3 unser Morphismus dichtes Bild hat. Dann zer-
legen wir Y in irreduzible Komponenten und jede irreduzible Komponente von X
wird in eine von ihnen abgebildet. Dann gibt es sogar fiir jede irreduzible Kom-
ponente Y, @& Y eine irreduzible Komponente von X, @ X derart, daB3 das Bild
von X, in Y, enthalten ist und dicht liegt. Nach dem Faktorisierungssatz 5.3.11
umfaft das Bild von X, dann sogar eine offene nichtleere Teilmenge von Y,,. Das
Korollar folgt. [

Ergdnzung 5.3.13 (Satz von Chevalley). Diejenigen Teilmengen eines topologi-
schen Raums, die in der von den offenen Teilmengen erzeugten Mengenalgebra
liegen, heillen die konstruktiblen Teilmengen unseres topologischen Raums. In
anderen Worten sind die konstruktiblen Teilmengen eines topologischen Raums
genau alle endlichen Vereinigungen von lokal abgeschlossenen Teilmengen oder
mit [AN3] 15.1.2.33 auch alle endlichen disjunkten Vereinigungen von lokal ab-
geschlossenen Teilmengen. Der Satz von Chevalley besagt nun, daf} das Bild einer
konstruktiblen Teilmenge einer Varietiit unter einem Morphismus von Varietéiten
stets konstruktibel ist. Man folgert das unschwer durch Induktion iiber die Di-
mension der Varietit, von der unser Morphismus ausgeht. Sicher reicht es, wenn
wir im Induktionsschritt im Fall eines dominanten Morphismus irreduzibler Va-
rietdten zeigen konnen, daf sein Bild konstruktibel ist. Dann ist aber nach 5.3.12
das Bild mindestens einer offenen dichten Teilmenge offen, mithin konstruktibel,
und das Bild ihres Komplements ist nach Induktionsannahme auch konstruktibel.
Umgekehrt zeigt man leicht, daB jede konstruktible Teilmenge eines noetherschen
topologischen Raums eine dichte offene Teilmenge ihres Abschlusses umfaf3t. So
folgt umgekehrt 5.3.12 aus dem Satz von Chevalley.
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Ubungen

Ubung 5.3.14. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Korper k = k und zwei
nichtleere algebraische Teilmengen X @& k" und Y @& k™ zeige man die Formel
kdim(X x Y) = kdimX + kdimY'. Hinweis: Noether-Normalisierung 5.3.6.

Ubung 5.3.15 (Dimension von Bildern und Fasern). Gegeben ein Morphismus
von Varietiten ¢ : X — Y mit X irreduzibel zeige man, daf es eine offene dichte

Teilmenge V' @ (X)) gibt derart, daf fiir alle y € V' gilt
kdim(X) = kdim(p(X)) + kdim(¢o ™ (y))

Hinweis: Faktorisierungssatz und Eigenschaften von Morphismen mit ganzen Ko-
morphismen 5.2.21. Mehr iiber Bilder und Fasern von Morphismen wird im Zu-
sammenhang mit dem Krull’schen Hauptidealsatz in 5.10.11 und 5.15.5 erklirt.

Ubung 5.3.16 (I"Jberdeckung einer Varietit durch Untervarietiiten). Eine irre-
duzible affine Varietit iiber einem iiberabzédhlbaren algebraisch abgeschlossenen
Korper k kann nicht durch abzihlbar viele echte abgeschlossene Teilmengen iiber-
deckt werden. Hinweis: Mit dem Normalisierungssatz ziehe man sich auf den Fall
zuriick, daB} unsere Varietét der £™ ist. Dann findet man eine Hyperebene, die in
keiner unserer Teilmengen enthalten ist, und argumentiert mit Induktion.

5.4 Transzendenzgrad

5.4.1. Ich erinnere an den Satz [AL] 6.3.11.3 iiber algebraische Korpererweiterun-
gen und insbesondere daran, daB fiir Kérper M D L D K mit M /L algebraisch
und L /K algebraisch auch M /K algebraisch ist.

Definition 5.4.2. Sei K /k eine Korpererweiterung. Eine Teilmenge B C K heifit
algebraisch abhiingig iiber &, wenn es paarweise verschiedene x1,...,z, € B
und ein von Null verschiedenes Polynom P € k[Xy,..., X,]\0 gibt derart, daB
gilt P(xy,...,2,) = 0. Andernfalls nennen wir unsere Teilmenge B algebraisch
unabhingig iiber £.

Definition 5.4.3. Sei K/k eine Korpererweiterung. Eine Teilmenge £ C K
heiflt ein System von Transzendenzerzeugern, wenn K algebraisch ist iiber dem
von E erzeugten Teilkorper. Ein algebraisch unabhéngiges System von Transzen-
denzerzeugern heif3t eine Transzendenzbasis unserer Korpererweiterung.

Satz 5.4.4 (Extremalcharakterisierungen von Transzendenzbasen). Sei K/k
eine Korpererweiterung.

1. Ist A C K eine iiber k algebraisch unabhdiingige Teilmenge und ist E mi-
nimal unter allen Systemen von Transzendenzerzeugern unserer Korperer-
weiterung mit A C I, so ist I eine Transzendenzbasis;
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2. Ist E C K ein Systemen von Transzendenzerzeugern und A maximal unter
allen iiber k algebraisch unabhdngigen Teilmengen von K mit A C E, so
ist A eine Transzendenzbasis.

5.4.5. Hier sind die Begriffe minimal und maximal in Bezug auf die Teilordnung
durch Inklusion zu verstehen.

Beweis. 1. Gegeben ein algebraisch abhingiges System £ O A finden wir ein von
Null verschiedenes Polynom kleinstmoglichen Totalgrades, das auf einem Tupel
von paarweise verschiedenen Elementen aus F verschwindet. Da A algebraisch
unabhingig ist, muf die Variable zu mindestens einem Element von E\ A in un-
serem Polynom auch wirklich mit positivem Exponenten in einem Monom mit
von Null verschiedenem Koeffizienten vorkommen. Fassen wir unseren Ausdruck
dann als Polynom in dieser Variable auf, so sind die Koeffizienten mit Ausnahme
des konstanten Terms alle von kleinerem Totalgrad und unser Polynom wird folg-
lich nicht das Nullpolynom, wenn wir in die anderen Variablen die jeweiligen Ele-
mente einsetzen. Also ist das in diese Variable einzusetzende Element algebraisch
iber den anderen und £ war kein minimales System von Transzendenzerzeugern
tiber A.

2. Wire unsere algebraisch unabhingige Teilmenge A kein System von Transzen-
denzerzeugern, so fanden wir ein Element e € F, da} iber dem von unserer
Teilmenge erzeugten Teilkorper nicht algebraisch wére. Das konnten wir zu un-
serer algebraisch unabhédngigen Teilmenge hinzunehmen und das Resultat wére
immer noch algebraisch unabhingig. Also wire unsere algebraisch unabhéngige
Teilmenge nicht maximal gewesen. ]

5.4.6 (Existenz einer Transzendenzbasis). Wir finden fiir jede Korpererweite-
rung mit dem Zorn’schen Lemma eine Transzendenzbasis als ein maximales alge-
braisch unabhingiges System, ja gegeben A C FE eine algebraisch unabhéingige
Teilmenge in einem System von Transzendenzerzeugern konnen wir stets eine
Transzendenzbasis B finden mit A C B C E.

Satz 5.4.7 (Austauschsatz). Gegeben K /k eine Korpererweiterung, E C K
ein System von Transzendenzerzeugern und A C K eine iiber k algebraisch
unabhdngige Teilmenge gibt es eine Injektion ¢ : A — FE derart, dafs auch
(E\p(A)) U A ein System von Transzendenzerzeugern ist.

Beweis. Das folgt leicht induktiv aus dem Austauschlemma 5.4.8, das wir im An-
schluBl beweisen. Es erlaubt uns namlich, die Elemente von A der Reihe nach in
E hineinzutauschen. Ist A unendlich, so verwendet man transfinite Induktion oder
argumentiert analog wie in [AL] 6.5.3.5 mit dem Zorn’schen Lemma. ]
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Lemma 5.4.8 (Austauschlemma). Sei K /k eine Korpererweiterung. Seien wei-
ter E D B ein System von Transzendenzerzeugern mit einer iiber k algebraisch
unabhdngigen Teilmenge. Ist a € K\ B ein Element auflerhalb von B derart, daf
auch B U {a} iiber k algebraisch unabhdingig ist, so gibt es ¢ € F\ B derart, daf
auch (E\e) U {a} ein System von Transzendenzerzeugern von K /k ist.

Beweis. Wir finden eine endliche Teilmenge F' C E mit {a} U B U F algebraisch
abhingig. Wir wihlen eine derartige Teilmenge F' der kleinstmoglichen Kardi-
nalitiit, so daB a forteriori gilt F N B = (), und finden darin F; C F maximal
mit {a} U B U F} algebraisch unabhingig. Dann gilt F/; C F' und jedes Element
e € F\ F} hat die geforderte Eigenschaft. 0

5.4.9 (Hauptabschitzung). Gegeben eine Korpererweiterung K /k und £ C K
ein System von Transzendenzerzeugern und A C K eine algebraisch unabhingige
Teilmenge gibt es nach dem Austauschsatz 5.4.7 stets eine Injektion A — FE und
es gilt mithin
Al < |E|

5.4.10 (Kardinalititen von Transzendenzbasen). Jede Korpererweiterung mit
einem endlichen System von Transzendenzerzeugern besitzt insbesondere eine
endliche Transzendenzbasis und je zwei ihrer Transzendenzbasen haben gleich
viele Elemente. Allgemeiner haben nach 5.4.9 und Schroder-Bernstein iiberhaupt
je zwei Transzendenzbasen einer Korpererweiterung dieselbe Kardinalitiit.

Definition 5.4.11. Die Kardinalitét einer und jeder Transzendenzbasis einer Kor-
per-er-wei-te-rung mit einem endlichen System von Transzendenzerzeugern heif3t
ihr Transzendenzgrad und wird

trgr(K/k) = trgr, K

notiert. Besitzt eine Korpererweiterung kein endliches System von Transzendenz-
erzeugern, so setzten wir trgr(/K/k) = oo und ignorieren in unserer Notation
im allgemeinen die auch hier durchaus moglichen Unterscheidungen zwischen
verschiedenen unendlichen Kardinalititen.

Korollar 5.4.12. Sei k ein Korper. Gibt es einen Isomorphismus von k-Kringen
E(Xy, ..., X)) 5 k('Yh, ..., Y, so giltm = n.

Beweis. Die Variablen bilden eine Transzendenzbasis fiir den Quotientenkorper
eines Polynomrings und wir haben folglich trgr, k(' X1, ..., X,,) = n. N

Satz 5.4.13 (Transzendenzgrad als Krulldimension). Gegeben ein ringendli-
cher Integritdtskring A iiber einem Korper k stimmt die Krulldimension des Krings
A iiberein mit dem Transzendenzgrad iiber k seines Quotientenkdrpers, in For-
meln

kdim A = trgr, Quot(A)
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Beweis. Wir wihlen mit dem Normalisierungslemma 5.3.6 iiber £ algebraisch un-
abhidngige Elemente 1, ..., x4 € A derart, da} A ganz ist iiber dem Polynomring
kl'zy,...,x4), und finden

kdim A = kdim k['z1, ..., x4 = d = trgr, k('z1, ..., x4) = trgr, Quot(A)

mit der Invarianz 5.2.11 der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen,
der Berechnung 5.3.4 der Krulldimension von Polynomringen, und der Invarianz
5.4.10 des Transzendenzgrades unter algebraischen Korpererweiterungen. [

Korollar 5.4.14. Gegeben eine Erweiterung A — B von ringendlichen k-Kringen
iiber einem vorgegebenen Korper k haben wir stets

kdim A < kdim B

Beweis. Sowohl A als auch B haben nach 4.5.24 nur endlich viele minimale Prim-
ideale und deren Schnitt ist jeweils das Nilradikal. Jedes minimale Primideal von
A ist mithin der Schnitt mit A eines minimalen Primideals von B. Indem wir ein
Primideal von A auswéhlen, mit dem eine lingstmogliche Primidealkette beginnt,
und zu den Quotienten iibergehen, diirfen wir A und B als Integrititsringe an-
nehmen. Der Faktorisierungssatz oder genauer seine algebraische Fassung 5.3.10
zeigt dann trgr(Quot A)/k < trgr(Quot B)/k und die Behauptung folgt aus der
Interpretation 5.4.13 der Krulldimension als Transzendenzgrad. 0

Beweis in geometrischer Sprache. Ist der Grundkorper k algebraisch abgeschlos-
sen, so konnen wir dieselbe Argumentation auch geometrisch fassen, wie nun
ausgefiihrt werden soll. Zunichst man man die Nilradikale wegteilen, so dal} un-
sere Kringerweiterung einem Morphismus ¢ : X — Y von affinen Varietiten
mit dichtem Bild entspricht. Wihlen wir in Y eine irreduzible Komponente ma-
ximaler Dimension aus, so muf} die der Abschlufl des Bildes einer irreduziblen
Komponente von X sein. Wir diirfen also X und Y irreduzibel und ¢ dominant
annehmen. Damit induziert o eine Korpererweiterung M(Y) < M (X)) und die
Interpretation 5.4.13 der Krulldimension als Transzendenzgrad zeigt die Behaup-
tung. Alternativ konnten wir auch Ubung 5.3.15 anwenden. U

Ergdnzung 5.4.15. Als abstrakter Korper besitzt C eine Transzendenzbasis B
iiber Q. Wire B abzihlbar, so wire auch Q(,B) abzéhlbar und damit nach [AL]
6.5.3.13 auch eine algebraische Erweiterung C. Da dem nicht so ist, mull B
iberabzihlbar und insbesondere unendlich sein, und daraus folgt dann mit [AL]
6.5.3.13 leicht |B| = |Q(,B)| = |C|. Als abstrakter Korper ist C also isomorph
zum algebraischen Abschluf eines Funktionenkorpers tiber Q in iiberabzahlbar
vielen, genauer in |C| Verénderlichen. Insbesondere besitzt C jede Menge Korper-
automorphismen, und es gibt auch zahllose nicht surjektive Kérperhomomorphis-
men C — C. Das steht in scharfem Kontrast zum Korper R, nach [AN1] 2.4.21
gibt es ndmlich auBler der Identitéit keinen Kérperhomomorphismus R — R.
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Bemerkung 5.4.16. Das vierzehnte Hilbert’sche Problem fragt, ob fiir eine end-
lich erzeugte Korpererweiterung £ C K und einen Zwischenkorper M C K
und einen ,,Zwischenring” R C K, der als Ring iiber k endlich erzeugt ist, auch
R N M ein iiber k£ endlich erzeugter Ring sein muf3. Nagata fand dazu das erste
Gegenbeispiel. Inzwischen sind viele weitere Gegenbeispiele bekannt, von Mu-
kai, Winkelmann, Steinberg, Kuroda und anderen.

Ergdnzung 5.4.17. Gegeben v, ..., «, € C linear unabhingig tiber (Q besagt die
Vermutung von Schanuel, daf} der von den o; und den Werten der Exponential-
funktion bei «; erzeugte Unterkorper der komplexen Zahlen

Qay, ..., an,exp(ay), ..., exp(ay,))

tiber Q mindestens den Transzendenzgrad n haben sollte. Im Spezialfall alge-
braischer «; spezialisiert er zum Satz von Hermite-Lindemann, den wir in [AN1]
4.5.24 erwihnt aber nicht bewiesen haben.

Vorschau 5.4.18. Eindimensionale holomorphe Mannigfaltigkeiten heilen auch
,,Riemann’sche Flichen, da sie erstmals von dem Mathematiker Bernhard Rie-
mann betrachtet wurden und als reelle Mannigfaltigkeiten zweidimensional sind.
Die Zuordnung, die jeder zusammenhingenden Riemann’schen Fliche X den
Korper M(X) der meromorphen Funktionen auf X zuordnet, liefert eine Bijekti-
on

kompakte endlich erzeugte
zusammenhingende = Korpererweiterungen von C
Riemann’sche Flachen vom Transzendenzgrad Eins

Genauer meinen wir hier rechts Riemann’sche Fldchen bis auf Isomorphie und
links Korpererweiterungen bis auf Isomorphie von Korpern tiber C. Zum Beispiel
entspricht die Riemannsche Zahlenkugel P'C unter dieser Bijektion dem Korper
der gebrochen rationalen Funktion M(P'C) = C(t). Man kann weiter zeigen,
daf} gegeben zwei kompakte zusammenhingende Riemann’sche Fliachen X, Y das
Zuriickholen von meromorphen Funktionen eine Bijektion auf Isomorphieklassen

{ nichtkonstante holomorphe

~ . (C
Abbildungen X — Y } — Ring"(M(Y), M(X))

liefert. In diesem Licht wird die Galoistheorie im Fall endlich erzeugter algebrai-
scher Erweiterungen des Funktionenkorpers C(t) sehr anschaulich. In der Sprache
der Kategorientheorie haben wir eine ,,Aquivalenz von Kategorien vor uns. Eine
algebraische Version dieser Aquivalenz werden wir in 8.6.2 herleiten.

5.4.19 (Endomorphismen von Funktionenkérpern). Unser Monoidhomomor-
phismus K (X) — Ens(K U {oo}) aus [LA1] 5.5.27 verwandelt sich unter der
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iiblichen Identifikation K LI {co} = P!'K in einen Monoidhomomorphismus
K(X) — Ens(P'K), der in Formeln beschrieben werden kann durch die Vor-
schrift f : (1,z) — (Q(x), P(x)) fir f = P/Q eine Darstellung mit P und
() ohne gemeinsame Nullstelle in K oder besser, wenn man den Wert bei (0, 1)
auch korrekt erhalten will, durch f : (y,z) — (Q(y,z), P(y,z)) fir Q,P €
K[Y, X] diejenigen homogenen Polynome vom gleichen Grad in zwei Variablen,
die beim Einsetzen von Y = 1 unsere urspriinglichen Polynome liefern und bei
denen der gemeinsame Grad unter diesen Bedingungen kleinstmoglich ist. Fiir
P(X) = X?+1und Q(X) = X® + X hiitten wir etwa P(Y, X) = X?Y3 4+ Y?®
und Q(Y, X) = X°+ XY, Die offensichtliche Operation von GL(2; K) auf P' K
durch

b
(Z d) (y,x) = (ay + bz, cy + dzx)

kommt dann offensichtlich her von einer Operation auf K (X) durch Einsetzen
von (c+dX)/(a+bX) fur X. Man kann sich auch tiberlegen, dafi man so alle K -
linearen Korperautomorphismen von K (X)) erhilt, daB also das Einsetzen anderer
nichtkonstanter rationaler Funktionen keinen Korperautomorphismus liefert: Ist
K algebraisch abgeschlossen, so folgt das daraus, daB unter K (X) — Ens(P'K)
andere Elemente keine Injektion liefern. Im allgemeinen gilt es, zu einem alge-
braischen Abschluf} iiberzugehen.

Ubungen

Ubung 5.4.20. Gegeben eine Korpererweiterung K /k von endlichem Transzen-
denzgrad ¢ und ebensoviele Elemente z1,...,x; € K, die entweder algebraisch
unabhingig sind iiber k£ oder aber ein System von Transzendenzerzeugern sind
uiber k, bilden unsere Elemente bereits eine Transzendenzbasis.

Ubung 5.4.21. Sind M > K D k Korper, so ist der Transzendenzgrad von M
iiber £ die Summe der Transzendenzgrade von M iiber K und von K iiber k, in

Formeln
trgr(M/k) = trgr(M/K) + trgr(K/k)

Ubung 5.4.22. Seien k C K C M Korper und sei K algebraisch iiber k. Man
zeige: Sind zq,...,7, € M algebraisch unabhingig iiber k, so sind sie auch
algebraisch unabhingig iiber K. Hinweis: 5.4.21.

Ubung 5.4.23. Jeder Zwischenkorper in einer korperendlichen Korpererweiterung
ist auch korperendlich iiber dem kleineren Korper. Hinweis: Man beachte 5.4.21
sowie die Identitdt [L : K| = [L('X) : K('X)] aus [AL] 6.3.4.18 und das Dia-
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gramm

L C L(zsy1,-. . x,) Cc M
U U
k- C k(xy,...,zs) C k(T1,...,Ts,Tsat,.-.,Ty)

Ergiinzende Ubung 5.4.24. Gegeben zwei Korpererweiterungen eines gegebenen
Korpers existiert stets eine weitere Korpererweiterung des gegebenen Korpers, in
die sie beide eingebettet werden konnen. Mutige zeigen noch allgemeiner: Gege-
ben eine Familie von Korpererweiterungen eines gegebenen Korpers existiert stets
eine weitere Korpererweiterung des gegebenen Korpers, in die sie alle eingebettet
werden konnen.

5.5 Dominante Morphismen gleichdimensionaler Varietiten*

5.5.1. Unter dem Separabilititsgrad [L : K| einer algebraischen Korpererweite-
rung verstehen wir wie in [AL] 6.3.9.45 den Grad iiber K der maximalen separa-
blen Teilerweiterung.

Satz 5.5.2 (Fasern von Morphismen zu endlichen Korpererweiterungen). Sei
@ X =Y ein dominanter Morphismus von irreduziblen affinen Varietdten der-
selben Dimension. So gibt es eine dichte offene Teilmenge V' @ Y derart, daf} die
Kardinalitdit der Faser iiber jedem Punkt von V' so grof3 ist wie der Separabilitiits-
grad der zugehorigen Korpererweiterung, in Formeln

o™ (W) = IMX) - M(Y)]s VyeV

Vorschau 5.5.3. Mit dem Satz iiber generische Freiheit 5.14.3 kdnnen wir zusitz-
lich erreichen, daB V' und ¢~ '(V') Nichtnullstellenmengen regulédrer Funktionen
sind und daB O(¢~1(V)) frei ist als Modul iiber O(V), der dann natiirlich frei sei
mufl vom Rang

dimog) O™ (V)) = [M(X) : M(Y)]

In [AAG] 2.4.14 verallgemeinern wir die Ausage des Satzes auf beliebige, nicht
notwendig affine Varietiten.

Beweis. Zunichst zeigen wir, daf} unser Satz fiir die Verkniipfung X — Y — Z
von zwei Morphismen folgt, wenn er fiir die beiden einzelnen Morphismen ¢ :
X = Yund v : Y — Z gilt. Dazu finden wir zunéchst eine dichte offene Teil-
menge V' @ Y wie im Satz fiir den ersten Morphismus und beachten, da3 /(Y \V)
aus Dimensionsgriinden nicht in Z dicht liegen kann. Dann finden wir eine dichte
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offene Teilmenge W @ Z wie im Satz, die auBerdem ) (Y\ V') nicht trifft, und die-
se ist dann aufgrund der Multiplikativitédt des Separabilitidtsgrades [AL] 6.3.9.45
auch geeignet fiir die Verkniipfung. Nach dem Faktorisierungssatz 5.3.11 diirfen
wir annehmen, daB O(X) ganz ist iiber O(Y). Aus Lemma 5.2.4 folgt dann, dafl
die Lokalisierung von O(X) nach S := O(Y)\0 bereits ein Korper ist. Insbeson-
dere diirfen wir M(X) = S7'O(X) annehmen. Sicher finden wir andererseits
auch einen Korperturm

MY)=KyCK;C...C K, =M(X)

derart, daf} jeder Schritt entweder durch Adjunktion eines iiber K; ; separablen
Elements f; € K; entsteht oder im Fall positiver Charakteristik p > 0 durch Ad-
junktion eines Elements f; € K; mit fip € K;_1. Indem wir alle f; als Briiche in
S~1O(X) schreiben und Y verkleinern zur Nichtnullstellenmenge des Produkts
der beteiligten Nenner, diirfen wir annehmen, daf} alle diese Elemente bereits zu
O(X) gehoren. Indem wir notfalls unsere Kette noch verldngern, diirfen wir zu-
sitzlich annehmen, daB unsere Kette durch Lokalisieren nach S aus einer Kette
von Zwischenringen

O(Y):R()CRlC...CRTIO(X)

entsteht mit R, = R;_[f;]. Insgesamt kénnen wir uns so auf die beiden Spe-
zialfille zuriickziehen, da gilt O(X) = O(Y)[f] mit f* € M(Y) oder f se-
parabel iiber M(Y"). Indem wir Y weiter verkleinern zur Nichtnullstellenmenge
des Produkts der Nenner des Minimalpolynoms P von f konnen wir zusétzlich
P e O()[T] und

O(X) = O(Y)[T]/(P)

annehmen. Unser Morphismus kann dann identifiziert werden mit der Projektion
auf den ersten Faktor

X ={(y,\) €Y xk|Ply,\) =0} - Y

Im ersten Fall f» € M(Y) ist dann bereits klar, da3 diese Projektion eine Bi-
jektion X = Y sein mufl und die Korpererweiterung rein inseparabel und die
Aussage des Satzes gilt. Im zweiten Fall eines separablen Polynomes ist die Dis-
kriminante [AL] 6.2.9.16 unseres Polynoms P nicht Null in M(Y’), also nicht
Null in O(Y'), und iiber allen Nichtnullstellen der Diskriminante in Y liegen ge-
nau so viele Punkte von X, wie der Grad von P angibt. Folglich gilt die Aussage
des Satzes auch in diesem Fall. U

5.6 Quotienten nach endlichen Gruppen

Definition 5.6.1. Eine Kringerweiterung A C B habe die Going-Down-Eigen-
schaft oder kurz habe Going-Down, wenn es gegeben Primideale () C P von A
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und ein Primideal p von B iiber P stets ein Primideal q von B iiber () gibt mit
qCp.

Satz 5.6.2 (Spektren von Invariantenringen). Gegeben ein Kring B und eine
Gruppe W von Ringautomorphismen von B mit endlichen Bahnen gilt:

1. Der Ring B ist ganz iiber dem Invariantenring B" ;

2. Die Einbettung des Invariantenrings induziert einen Homoomorphismus

(Spec B)/W = Spec(B")

3. Die Kringerweiterung BY C B hat die Going-Down-Eigenschaft.

Beweis. 1.Jedes b € B ist Nullstelle des normierten Polynoms [ [ ., (T —c) aus
AY[T], folglich ist B ganz iiber BY.

2. Insbesondere ist nach 5.2.1 die von der Einbettung ¢ auf den Primspektren in-
duzierte Abbildung eine Surjektion

Spec(i) : Spec(B) — Spec(B")

Jede abeschlossene Teilmenge Z & Spec(B) hat die Gestalt Z = A(b) fiir ein
Ideal b C B. Ist sie W-invariant, so folgt fiir p € Spec B aus b ¢ p bereits
b ¢ 7(p) V7 € W. Wir finden dann b € b\p und a := [] .y, c ist ein Element
a € (bN BY)\p und es folgt

(Speci)((Spec B)\\A(b)) C Spec(B")\A(b N B"Y)

Andererseits ist eh klar, daB (Speci) die abgeschlossene Teilmenge .A(b) nach
A(b N BY) abbildet. Das zeigt, daB unsere Surjektion auf den Primspektren fi-
nal ist fiir die Zariskitopologien. Schlielich zeigen wir, da3 die Fasern unse-
rer Surjektion genau die 1//-Bahnen sind. Gegeben ein Primideal q € Spec B
mit g # 7(p) V7 € W gibt es entweder 0 € W mit ¢ C o(p) oder es gilt
q ¢ 7(p) Y7 € W. Im ersten Fall folgern wir ¢ N BY C o(p) N BV aus der
Erhaltung echter Inklusionen von Primidealen beim Herunterschneiden in ganzen
Kringerweiterungen nach 5.2.1 und damit g N BY # 7(p) N BY Vr € W. Im
zweiten Fall argumentieren wir mit q wie zuvor mit b und finden a € q N B" mit
a & p und das zeigt wieder q N BY ¢ 7(p) N BV Vr € W.

3. Die Primideale iiber P bilden nach Teil 2 eine I/-Bahn I¥p und die Primideale
tiber () desgleichen eine WW-Bahn W q. Gibe es keine Inklusion zwischen einem
Ideal der einen und einem Ideal der anderen Bahn, so kdnnte nach dem Argument
fiir den zweiten Fall vom Beweis fiir Teil 2 nicht gelten ) C P. ]
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5.6.3 (Ringendlichkeit von Invariantenringen). Ist B ein ringendlicher £-Kring
iber einem noetherschen Kring k£ und IV eine endliche Gruppe von k-Kringauto-
morphismen von B, so ist B ringendlich iiber B" und damit modulendlich iiber
B" nach 5.1.5. Nach dem Sandwichlemma 5.1.12 ist damit auch B" ringendlich
tiber £.

Satz 5.6.4 (Quotienten affiner Varietiten nach endlichen Gruppen). Operiert
eine endliche Gruppe W auf einer affinen k-Varietdit X, so wird auch der Bah-
nenraum X /W mit O(X/W) :={f : X/W — k| f ocan € O(X)} eine affine

Varietdit.

5.6.5. Unter den Annahmen des Satzes liefert die kanonische Abbildung insbe-
sondere einen Isomorphismus

oX/W) = ox)

zwischen den regulidren Funktionen auf dem Bahnenraum und den W -invarianten
reguldren Funktionen auf X. Die weiteren Aussagen iiber Spektren von Invarian-
tenringen 5.6.2 implizieren, daB = : X — X/W final ist fiir die Zariskitopolo-
gien und daB fiir Y & X/W und eine beliebige Komponente Z von 7~ 1(Y) gilt
kdim(Z C X) = kdim(Y € X/W).

Beweis. Nach 5.6.3 ist der Invariantenring O(X)" ringendlich iiber &. Nilpotent-
frei ist er eh. Damit entspricht er einer affinen k-Varietit. Der von der Einbettung
von k-Ringalgebren O(X)" — O(X) induzierte Morphismus von affinen Varie-
titen 7 : X — Max(O(X)") ist sicher konstant auf 7¥/-Bahnen und induziert
folglich eine Abbildung

K X/W — Max(O(X)")

DaB sie bijektiv ist, folgt sofort aus der Beschreibung 5.6.2 der Primspektren von
Invariantenringen, die ja nach 5.2.1 ganz allgemein zu einem Homdomorphis-
mus (Max B)/W = Max(B") einschriinkt. Hier iiberlegen wir uns das nochein-
mal geometrisch. Unsere Abbildung ist surjektiv, da bereits X — Max(O(X)")
surjektiv ist nach 5.2.3, angewandt auf die ganze Ringerweiterung O(X)"V —
O(X). Wir zeigen, dal sie auch injektiv und damit bijektiv ist. Nach 3.1.7 gibt fiir
je zwei verschiedene W -Bahnen eine regulidre Funktion, die auf der einen Bahn
verschwindet und auf der anderen konstant den Wert Eins annimmt. Das Produkt
tiber alle 1W'-Verschobenen einer derartigen Funktion ist dann sogar eine invariante
Funktion mit besagter Eigenschaft. Die Existenz einer solchen Funktion zeigt, daf3
unser Morphismus + auf den zugrundeliegenden Punktmengen auch injektiv ist.
Per definitionem entsprechen unter unserer Bijektion # : X/W = Max(O(X)")
die reguliren Funktionen auf der affinen Varietiit Max(O(X)"') genau den Funk-
tionen aus dem eben definierten Teilring O(X/W) C Ens(X/W, k). Damit muf}
dann auch (X/W, O(X/W)) eine affine Varietit sein. O
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Ergdnzung 5.6.6. Operiert die endliche Gruppe W auf der affinen k-Varietidt X
und ist p € X/W ein Punkt des Quotienten, so nenne ich den Restklassenring
O(X)/(O(X)m,) den Faserring bei p. In der Tat wird sich sein Spektrum als
die ,,schementheoretische Faser bei p* der Projektionsabbildung erweisen. Mit
(O(X)m,,) ist hierbei das von m,, C O(X /W) in O(X) erzeugte Ideal gemeint.

Ubungen

Ubung 5.6.7. Man zeige, daB die Quotientenvarietit C*/{+ id} isomorph ist zum
Kegel {(x,y,2) € C3 | 22 +4? = 2%}. Idem, wenn man C durch einen beliebigen
algebraisch abgeschlossenen Korper einer von Zwei verschiedenen Charakteristik
ersetzt.

Ubung 5.6.8. Die symmetrische Gruppe S,, operiert auf der Varietit k" durch Ver-
tauschen der Koordinaten. Man zeige, daB der durch die elementarsymmetrischen
Polynome (s1,...,$,) : k" — k™ gegebene Morphismus einen Isomorphismus

k" /S, 5 k"

induziert. Hinweis: Das ist wenig mehr als eine geometrische Formulierung des
Hauptsatzes iiber symmetrische Polynome [AL] 6.2.9.7.

5.7 Going-Down

Ein Gegenbeispiel zu Going-Down
e im Fall, da3 B kein Integrititsring
ist, liefert bereits die diagonale
Einbettung k[T'] C k[T] x k fur
einen Korper k. Geometrisch sieht
man, da3 der mit p bezeichnete
Punkt oben, der eigentlich Z(p)
darstellt, nicht zu einer irreduziblen
. Teilmenge Z(q) vergrofert werden
yRYRERCEL kann, deren Bild als AbschluB die
ganze Gerade Z(()) unten hat.

<

5.7.1. Nach 5.6.1 sagen wir, eine Kringerweiterung A C B habe Going-Down,
wenn es gegeben Primideale () C P von A und ein Primideal p von B iiber
P stets ein Primideal q von B iiber () gibt mit ¢ C p. Im Diagramm mit einer
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Kringerweiterung in der rechten Vertikalen

q] ¢ p C B
Ina lna U
Q C P c A

sind also das Primideal p und das Primideal () mit den dargestellten Inklusions-
relationen vorgegeben und die Existenz des eingekastelten Primideals q in jeder
derartigen Situation ist die Goind-Down-Eigenschaft. Sind in einem Diagramm
mit einer Kringerweiterung mit Going-Down-Eigenschaft in der rechten Vertika-
len

C ... Clp=2|| € [pu] € p C B

Ina Ina Ina Ina U
P, ¢ ..cCc P, Cc P, Cc P cC A

die nicht eingekastelten Primideale mit vorgegeben, so konnen wir also induktiv
der Reihe nach die mehr und mehr eingekastelten Primideale finden. Daher riihrt
die Bezeichnung als ,,Going-Down* im Gegensatz zum Going-Up aus 5.2.8.

Definition 5.7.2. Ein Integrititsring hei3t ganz abgeschlossen, wenn er kommu-
tativ ist und sein eigener ganzer Abschluf} in seinem Quotientenkorper.

Beispiel 5.7.3. Nach [LA1] 5.3.44 ist Z ganz abgeschlossen. Dasselbe gilt mit
demselben Beweis fiir jeden faktoriellen Ring. Insbesondere ist auch jeder Po-
lynomring k[T, ..., T,] mit Koeffizienten in einem Korper ganz abgeschlossen,
denn nach [AL] 6.2.7.15 sind Polynomringe faktoriell.

Satz 5.7.4 (Going-Down). Jede ganze Kringerweiterung A C B von Integri-
titsringen mit A ganz abgeschlossen hat Going-Down und induziert eine offene
Surjektion Spec(B) — Spec(A).

5.7.5. In 5.8 gebe ich einen alternativen Beweis, der mit einem Minimum an Ga-
loistheorie auskommt.

Beweis. Sicher ist Quot B/ Quot A eine algebraische Korpererweiterung. Wir ver-
einbaren die Abkiirzung K := QuotA und vergroern unsere Korpererweiterung
zu einer normalen Erweiterung N/ K, zum Beispiel durch den algebraischen Ab-
schlufl von K, und betrachten den von den Bildern der Elemente von B unter der
Galoisgruppe W := Gal(N/K) erzeugten Teilring C' C N. So erhalten wir ganze
Kringerweiterungen

C+——B

J

CWV A
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Ein Gegenbeispiel zu Going-Down
'1'- | liefert das Verkleben zweier
verschiedener Punkte der affinen
a Ebene im Sinne von 5.2.14.

L Nehmen wir in unserer Ebene eine
Gerade durch genau einen unserer
Punkte und deren Bild, so 148t sich

der andere Punkt nicht zu einer
irreduziblen abgeschlossenen

Teilmenge vergroBern, die dasselbe

Bild hat wie unsere Gerade. In
diesem Fall ist der Ring der
regulidren Funktionen der verklebten
Ebene nicht ganz abgeschlossen.

Nach 5.6.2 hat C" C C Going-Down. Nach [AL] 6.3.9.41 ist N /K rein inse-
parabel und nach [AL] 6.3.9.41 liegt folglich fiir alle ¢ € N" eine hinreichend
hohe Potenz g™ bereits in K. Fiir g € C" ist g" zusiitzlich ganz iiber A und wegen
A ganz abgeschlossen folgt g" € A. Lemma 5.7.7 zeigt damit, daB auch A ¢ CW
Going-Down hat. Mit unseren Permanenzen 5.7.6 folgt zunichst, da A C C
Going-Down hat, und dann, da3 A C B Going-Down hat. Die Offenheit der von
A C B induzierten Abbildung auf den Primspektren zeigt man genauso. [

5.7.6 (Permanenzen fiir Going-Down). Seien A C B C C Kringe. Hat A C C'
Going-Down und ist Spec C' — Spec B surjektiv, so hat offensichtlich auch A C
B Going-Down. Haben A C B und B C C Going-Down, so offensichtlich auch
AcC.

Lemma 5.7.7. Jede Kringerweiterung A C B derart, daf es fiir alle b € B ein
n > 1 gibt mit b € A, induziert einen Homoomorphismus

Spec(B) = Spec(A)

Beweis. Sicher ist unsere Kringerweiterung ganz. Nach 5.2.1 induziert sie also
eine Surjektion auf den Primspektren und gegeben Primideale q C p von B wissen
wirqN A C p N A. Gegeben ein Ideal b C B und ein Primideal p C B mit b ¢ p
gibtes b € b\p und dann mit einem b" auch so ein Element in A. Mithin folgt aus
b ¢ p unmittelbar bN A ¢ p N A. Zusammen zeigt das sowohl die Bijektivitit als
auch die Offenheit unserer Abbildung. [
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5.8 Going-Down ohne Galois-Theorie**

5.8.1. In diesem Abschnitt gebe ich einen alternativen Beweis von Going-Down,
der mit einem Minimum an Galois-Theorie auskommt. Ich kenne diesen Beweis
aus [AMO69]. Die Begriffsbildungen und Aussagen dieses Abschnitts dienen nur
diesem alternativen Beweis und werden davon abgesehen im weiteren Verlauf der
Vorlesung nicht bendtigt.

Definition 5.8.2. Seien A C B Kringe und a C A ein Ideal. Ein Element b € B
heift ganz iiber dem Ideal a, wenn es 7 > 1 und a; € a gibt mit

'+ a, " 4 ag=0

Lemma 5.8.3. Gegeben A C B eine Kringerweiterung und C' C B der ganze
Abschlufs von A in B kann der ganze Abschluf3 von a in B beschrieben werden
als das Radikal \/(aC') des von a in C erzeugten Ideals.

Beweis. Gegeben x € B mit 2" + a,_12" ' + ... + a9 = 0 fiir a; € a gilt
sicher x € C' und 2" € (aC) und folglich z € /(aC). Gegeben z € /(aC)
gilt umgekehrt 2" = a2y + ... + a,x, mita; € aund x; € C. Dann ist M :=

Alxy, ..., z,] ein endlich erzeugter A-Modul und fiir die Multiplikation mit x™
gilt

" M — aM
Mit 5.1.6 folgern wir dann, dal} =™ ganz ist iiber a. O

Lemma 5.8.4. Seien A C B Integritdtsringe, A ganz abgeschlossen und x € B
ganz iiber einem Ideal a C A. So ist x algebraisch iiber K := QuotA und die
Koeffizienten seines Minimalpolynoms liegen in +/a.

Beweis. Sei L/K der Zerfillungskorper des Minimalpolynoms von z. Alle seine
Nullstellen gehdren zum ganzen Abschluss von a in L, und nach 5.8.3 gehoren
damit auch alle seine Koeffizienten zum ganzen Abschluf3 von a in L. Andererseits
gehoren sie auch zu K und damit zum ganzen Abschlufl von a in K, und da A
ganz abgeschlossen ist, sogar zum ganzen Abschlufl von a in A. Dieser ganze
AbschluB ist aber nach 5.8.3 genau /a. 0

Beweis von Going-Down ohne Galois-Theorie. Wir gehen zu B, iiber und miissen
nur AN(QB,) = @ zeigen, um mit 4.3.37 den Satz folgern zu kénnen. Nun, jedes
r € (B,) hat die Gestalt + = y/s mity € (B) und s € B\p. Nach 5.8.3 ist
y ganz iiber () und nach 5.8.4 liegen die Koeffizienten seines Minimalpolynoms
tiber K := Quot A in ) und unser Minimalpolynom hat die Gestalt

T o R T SR
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mit ¢; € Q. Liegt nun x = /s in A und ist nicht Null, so haben wir s = yz~!

und das Minimalpolynom von s iiber K ist
8"+ (quo1/2)s" P+ (qo/2™)

Fiir die Koeffizienten v; dieses Polynoms gilt also 2" ‘v; = ¢; € . Da aber s
ganz ist iiber A folgt v; € A wieder mit 5.8.3. Hitten wir nun x ¢ (), so hitten
wir v; € @ fiir alle ¢ und damit s € (QB) im Widerspruch zu s ¢ p. Also gilt
x € () was zu zeigen war. 0

5.9 Going-Down und maximale Primidealketten

Definition 5.9.1. Ein Kettenlingenring ist ein Kring, in dem es eine obere Schran
ke fiir die moglichen Lingen von Primidealketten gibt und in dem je zwei maxi-
male Primidealketten dieselbe Lange haben. In unserer Terminologie ist insbeson-
dere auch der Nullring ein Kettenldngenring.

5.9.2. Die Maximalitit ist hier in Bezug auf die offensichtliche Teilordnung auf
der Menge aller Primidealketten zu verstehen. Die Bezeichnung als Kettenlingen-
ring ist in der Literatur nicht gebrduchlich. In der iiblichen Terminologie wiirde
man solch einen Ring einen ,,dquidimensionalen und dquikodimensionalen Ket-
tenring endlicher Krulldimension* nennen.

Satz 5.9.3 (Geometrisch relevante Ringe sind Kettenlingenringe). Jeder Inte-
gritdtskring, der ringendlich ist iiber einem Korper, ist ein Kettenldngenring.

5.9.4 (Krulldimension und Krullkodimension). Im geometrischen Fall bedeutet
dieser Satz fiir Y @& X eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge einer irredu-
ziblen affinen Varietit die Identitéit

kdimY + kdim(Y € X) = kdimX

5.9.5. Es gibt noethersche Integritidtskringe endlicher Krulldimension, die keine
Kettenldngenringe sind. Fiir ein Gegenbeispiel mag man eine Lokalisierung eines
Polynomrings betrachten, bei der alle Elemente im Komplement der Vereinigung
zweier Primideale invertiert werden. Es gibt sogar noethersche lokale Integritits-
kringe endlicher Krulldimension, die keine Kettenlingenringe sind. Hier sind Ge-
genbeispiele jedoch nicht so leicht zu konstruieren. Bei lokalen noetherschen Inte-
grititskringen ist aber zumindest die Endlichkeit der Krulldimension nach 7.3.19
noch im allgemeinen gesichert.

Beweis. Sei k unser Korper und B unser Integrititskring. Wir argumentieren mit
Induktion iiber kdim B. Wir finden eine Noether-Normalisierung, also einen po-
lynomialen Unterring A = k['zy,...,x,] C B mit B ganz iiber besagtem Un-
terring. Im Fall kdimB = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir ein Primideal
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p 2 0 von B und nach 5.2.1 gilt auch p N A 2 0. Ist p minimal unter den von
Null verschiedenen Primidealen von B, so ist nach Going-down 5.7.4 auchpn A
minimal unter den von Null verschiedenen Primidealen unseres Polynomrings.
Also ist p N A = (f) ein Hauptideal erzeugt von einem irreduziblen Polynom.
Damit hat A/(p N A) nach 5.3.4 eine um Eins kleinere Krulldimension und mit
der Invarianz der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen folgt

kdimB/p = kdimA/(p N A) = kdimA — 1 = kdimB — 1

Nach Induktionsannahme wissen wir aber bereits, dal} jede nicht weiter verfeiner-
bare Kette von Primidealen in B/p die Linge kdim B — 1 hat. Der Satz folgt. [

Lemma 5.9.6. Seien A C B Kringe und C C B der ganze Abschlufs von A in B.
So ist fiir jedes S C A auch ST'C' der ganze Abschluf3 von S~ A in S™'B.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei S multiplikativ abgeschlos-
sen. DaB alle Elemente von S~1C' ganz sind iiber S~' A ist klar. Ist umgekehrt b/s
mitbh € Bund s € S ganz iiber S~!A, so gilt in S~! B eine Gleichung der Gestalt

b\" N\"""ta,_
O+ (2) 2
S S Sn—1 S0

mit s; € S, a; € A. Setzen wir t = 5381 ...5,_1 und multiplizieren unsere
Gleichung mit (st)™, so zeigt sie, daB bt /1 ganz ist iiber lok(A) C S~ A. Es folgt,
daB btu ganz ist iiber A fiir ein u € |S). Es folgt btu € C'und b € S'C. O

5.9.7. Ein Kring A heifit normal, wenn fiir jedes Primideal p C A die Lokalisie-
rung A, ein ganz abgeschlossener Integrititsring ist. Nach 4.3.50 und 5.9.6 ist ein
kommutativer Integrititsring genau dann normal, wenn er ganz abgeschlossen ist.
Die Bedeutung der Normalitdtsbedingung fiir beliebige Kringe diskutieren wir in
den Ubungen.

Ubungen
Ubung 5.9.8. Operiert eine Gruppe auf einem ganz abgeschlossenen kommutati-
ven Integrititsring, so ist auch der Invariantenring ganz abgeschlossen.

Ubung 5.9.9. Sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe I’
und A C K ein ganz abgeschlossener Teilring und B C L sein ganzer Abschluf3
in L ist B stabil unter I' und fiir den Invariantenring gilt

A= B

Ubung 5.9.10. Man zeige, daB jede Lokalisierung eines Kettenlingenrings an ei-
nem Primideal und jeder Quotient eines Kettenldngenrings nach einem Primideal
auch selbst wieder ein Kettenldngenring ist.
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Ubung 5.9.11. Sei A ein Kring und S C A eine multiplikativ abgeschlossene
Teilmenge und S~'A C B eine Kringerweiterung. Ist b € B ganz iiber S~ A, so
gibt es s € S mit sb ganz iiber A.

Ubung 5.9.12. Man zeige, daB der Ring der reguliren Funktionen auf einer affinen
Varietit genau dann ein Kettenlingenring ist, wenn unsere Varietit dquidimensio-
nal ist.

Ubung 5.9.13 (Normalitiit iiber maximale Ideale). Ein Kring A ist bereits nor-
mal, wenn fiir jedes maximale Ideal m C A die Lokalisierung A, ein ganz abge-
schlossener Integrititsring ist.

Ubung 5.9.14 (Normalitiit iiber Komponenten). Ein Kring A mit endlich vielen
minimalen Primidealen p4, . . ., p,. ist genau dann normal, wenn die offensichtliche
Abbildung einen Isomorphismus

AS Alpr x ... x Alp,

liefert und alle A/p; ganz abgeschlossen sind. Hinweis: 4.5.25.

5.9.15. Eine affine Varietit X heifit normal, wenn ihr Ring von regulédren Funk-
tionen O(X) normal ist. Nach 5.9.14 ist das gleichbedeutend dazu, dal unsere
affine Varietit die disjunkte Vereinigung ihrer irreduziblen Komponenten ist und
daf diese jeweils einen ganz abgeschlossenen Ring von regulidren Funktionen ha-
ben.

5.10 Nulistellenmengen einzelner Funktionen

Satz 5.10.1 (Krull’scher Hauptidealsatz im geometrischen Fall). Gegeben eine
affine Varietit X und f € O(X) eine regulire Funktion und Z C Zx(f) eine
irreduzible Komponente ihrer Nullstellenmenge gilt kdim(Z C X) < 1 und im
Fall einer kiirzbaren Funktion f sogar

kdim(Z € X) =1

5.10.2. Jede Komponente von Z liegt in einer Komponente von X und wihlen
wir unter allen diesen eine Komponente X; maximal moglicher Dimension, so
gilt kdim(Z C X) = kdim(Z C X;). Andererseits ist eine regulire Funktion auf
X kiirzbar genau dann, wenn sie auf keiner Komponente von X verschwindet. So
konnen wir uns beim Beweis des Satzes auf den Fall X irreduzibel zuriickziehen.

5.10.3. Gegeben ein Kring R und ein Primideal p C R erkldrt man die Hohe von
p als die Krulldimension der Lokalisierung an p, in Formeln

ht(p) := kdimR, = sup{! | Es gibt in R eine Primidealkette p =p; 2 ... 2 po}
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Das Supremum soll also in Worten gebildet werden iiber die Lingen aller zu p auf-
steigenden Ketten von Primidealen von R. Die Notation erinnert an franzosisch
whauteur und englisch ,height”. Ist X eine affine Varietit und p C O(X) ein
Primideal, so kann die Hohe von p geometrisch beschrieben werden als Krullko-
dimension durch die Identitét

ht(p) = kdim(Z(p) C X)

Beweis. Unser Satz besagt in dieser Terminologie, da3 jedes iiber f minimale
Primideal von O(X) hochstens die Hohe Eins hat. Das ist klar im Fall, da O(X)
faktoriell ist, denn dann ist jedes von einem irreduziblen Element erzeugte Haupt-
ideal prim und offensichtlich von der Hohe Eins und die minimalen Primideale
tiber f # 0 sind genau die Hauptideale der irreduziblen Faktoren von f. Zum
Beweis sei nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit X irreduzibel und f # 0.
Sei X — k" eine Noethernormalisierung und N die normale Hiille zur Korperer-
weiterung M(X)/M(k™) und T' := Gal(N/M(k™)) ihre Galoisgruppe. Weil
NT /M (k™) eine endliche rein inseparable Korpererweiterung ist, gibt es fiir alle
h € N'einb € N>y mit h® € M (k™). Betrachten wir auch noch das Ringerzeug-
nis A C N der Galoiskonjugierten von O(X), so erhalten wir einen Turm ganzer
Ringerweiterungen

O(k") c O(X) C A

Fiir / das Produkt der Galoiskonjugierten von f gilt sogar h® € O(k"), da O(k")
ganz abgeschlossen ist. Nun nehmen wir ein iiber h* minimales Primideal q €
Spec A. Going-Down sagt uns, daB q N O(k") ein iiber h* minimales Primideal
von O(k™) ist, mithin ein Primideal der Hohe Eins, wie wir fiir den faktoriellen
Ring O(k™) bereits wissen. Satz 5.2.1 iiber ganze Ringerweiterungen sagt dann,
daB auch q selbst und ¢ N O(X) hochstens die Hohe Eins haben. Da sie nicht Null
sind, haben sie sogar genau die Hohe Eins. Weiter umfaf3t jedes q mindestens ein
v(f) fir v € T" und ist dann auch dariiber minimal. So sehen wir, dall unsere q
genau diejenigen Primideale von A sein miissen, die iilber mindestens einem ( f)
minimal sind. Ein Primideal P C O(X), das iiber f minimal ist, ist nun nach
Going-Up der Schnitt mit O(X) eines Primideals p C A, und dieses muB seiner-
seits auch iiber f minimal sein nach 5.2.1. Also ist es eines unserer Primideale ¢
und P hat in der Tat die Hohe Eins. U

5.10.4. Ein Primideal eines Rings R, das ein gegebenes Element f enthélt und
minimal ist unter allen Primidealen mit dieser Eigenschaft, nennen wir wie im
vorhergehenden Beweis ein iiber / minimales Primideal. Wenn ich stattdessen
aus Versehen einmal ,,minimales Primideal tiber f* schreiben sollte, bitte ich um
Nachsicht, denn das ist etwas vollig anderes und fast nie gemeint.
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5.10.5. Gegeben eine ganze Kringerweiterung A C B und q € Spec B gilt nach
unseren Erkenntnissen 5.2.1 zu Primidealen bei ganzen Kringerweiterungen of-
fensichtlich ht(q) < ht(q N A).

5.10.6. In einem Kettenldngenring R gilt offensichtlich fiir jedes Primideal p die
Identitét
ht(p) + kdim(R/p) = kdim(R)

In allgemeineren Ringen kann man nur < erwarten, weil ja nicht auszuschlieBen
ist, daB} alle Primidealketten maximaler Linge das Primideal p vermeiden. Der
Hauptsatz der Dimensionstheorie lokaler noetherscher Kringe 7.3.19 wird zumin-
dest zeigen, dafl die Hohe eines Primideals in einem noetherschen Kring endlich
ist.

5.10.7. Ist X eine irreduzible oder auch nur dquidimensionale affine Varietit und
f € O(X) eine nichtkiirzbare Funktion, so konnen wir vom Hauptidealsatz mit
der Beziehung 5.9.4 zwischen Krulldimension und Krullkodimension noch einen
Schritt weitergehen und fiir jede irreduzible Komponente Z von Z( f) folgern

kdim Z = kdim X — 1

Korollar 5.10.8 (Nullstellenmengen endlich vieler Funktionen). Gegeben eine
irreduzible affine Varietit X und r regulire Funktionen fy,. .., f, € O(X) ha-
ben alle irreduziblen Komponenten Z der simultanen Nullstellenmenge unserer r
Funktionen Zx(f, ..., f.) eine Dimension

kdimZ > kdim X —r

Beweis. Vollstindige Induktion durch wiederholte Anwendung der Aussage im
Fall » = 1, in dem sie aus 5.10.7 bereits bekannt ist. Der Fall einer echten Un-
gleichung tritt im Fall » = 1 nur fiir die Nullfunktion aus, aber im Verlauf der
Induktion kann ja auch nicht ausgeschlossen werden, daf} die r-te Funktion auf ei-
ner irreduziblen Komponente der gemeinsamen Nullstellenmenge der ersten » — 1
Funktionen verschwindet. [

Korollar 5.10.9 (Darstellung algebraischer Mengen durch Gleichungen). Sei-
en Z @ X nichtleere dquidimensionale affine Varietdten mit der Dimensionsdiffe-
renz ¢ := kdim X —kdim Z. So gibt es Elemente f1, ..., f. € O(X) mit f;|Z =0

und Z(f1, ..., f.) dquidimensional von derselben Dimension wie Z.

5.10.10. Insbesondere ist dann also Z eine Vereinigung von irreduziblen Kompo-
nenten von Z(fy,..., fe).

Beweis. Im Fall ¢ = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir ein kiirzbares Element
f1 € O(X) mit Z C Z(f1), etwa indem wir auf jeder irreduziblen Komponente
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von X einen Punkt wihlen, der nicht zu Z gehort, und eine Funktion fi, die an
allen diesen Punkten den Wert Eins annimmt und auf Z verschwindet. Nach Krull
hat jede irreduzible Komponente von Z( f;) eine um Eins kleinere Dimension als
X. Der Beweis kann nun mit Induktion iiber ¢ zu Ende gefiihrt werden. [

Korollar 5.10.11 (Mindestdimension der Fasern von Morphismen). Gegeben
p : X =Y ein Morphismus von irreduziblen affinen Varietdten und eine irredu-
zible abgeschlossene Teilmenge Z @ Y gilt fiir jede irreduzible Komponente K
von ¢~ (Z) mit p(K) = Z die Abschiitzung

kdim X — kdim K < kdimY — kdim Z

5.10.12. Insbesondere hat jede irreduzible Komponente jeder Faser von ¢ min-
destens die Dimension kdim X — kdim Y.

Vorschau 5.10.13. Dasselbe folgt fiir irreduzible, aber nicht notwendig affine Va-
rietdten, wie wir sie im weiteren Verlauf dieser Vorlesung einfiihren. Fiir ¢ flach
zeigen wir sehr viel stirkere Aussagen in 5.15.5.

Beweis. Fir ¢ := kdimY — kdim Z finden wir Funktionen fi,..., f. € O(Y)
mit Z := Z(f1,..., f.) dquidimensional und Z einer irreduziblen Komponente
von Z nach 5.10.9. Nach 5.10.8 hat jede irreduzible Komponente 11" von

e HZ)=Z(fiop,...,[.00)

mindestens die Dimension kdim W > kdim X — c. Jede irreduzible Komponente

V von ¢ 1 (Z) mit p(V) = Z ist aber notwendig auch eine irreduzible Kompo-
nente von ¢~ (Z). O

5.10.14. Die Proposition zeigt zum Beispiel, dal es Morphismen X — Y zwi-
schen irreduziblen affinen Varietiten mit mindestens einer endlichen aber nicht
leeren Faser nur dann geben kann, wenn gilt kdim X < kdimY'.

Korollar 5.10.15 (Kodimension von Schnittmengen). (k = k). Gegeben irredu-
zible abgeschlossene Teilmengen X,Y @ k™ gilt fiir jede irreduzible Komponente
Z ihres Schnitts X N'Y die Abschdtzung

(n —kdimZ) < (n — kdimX) + (n — kdimY’)

Beweis. Die Diagonale A = {(v,v) € k™ x k"} kann als Nullstellenmenge von
n reguldren Funktionen beschrieben werden. Der Schnitt mit A N (X x Y) ist
isomorph zu X NY und kann andererseits als Nullstellenmenge von n regulidren
Funktionen aus O(X x Y') beschrieben werden. Nach 5.10.8 hat also jede irredu-
zible Komponente des Schnitts mindestens die behauptete Dimension. 0
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5.10.16. Die Aussage des Korollars gilt analog auch fiir Schnitte in beliebigen
»glatten dquidimensionalen Varietidten mit im wesentlichen demselben Beweis,
vergleiche 7.5.21. Fiir Schnitte in allgemeinen irreduziblen Varietéten gilt sie nicht
mehr. Zum Beispiel ist Q := Z(T\ Ty — T5T}) @& k* eine irreduzible Hyperfldche,
also dreidimensional, und darin liegen die beiden zweidimensionalen Untervarie-
taten Z(77,T3) und Z(T3,T,) scheiden sich nur in einem einzigen Punkt, dem
Ursprung des Koordinatensystems.

5.10.17. In meinen Augen ist dieses Korollar eine groBartige Verallgemeinerung
der Abschitzung fiir die Kodimension des Schnitts affiner Teilrdiume eines affinen
Raums in [LA1] 3.2.22 zum Fall von Teilmengen, die durch kompliziertere, nicht
mehr notwendig lineare, sondern eben polynomiale Gleichungen gegeben werden.

5.10.18. Fiir das Korollar ist es wesentlich, dal wir iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper arbeiten: Zwei Sphiren im R3 etwa konnen sich beriihren
und so eine einpunktige Schnittmenge haben. Im Komplexen aber mufl nach un-
serem Korollar jede irreduzible Komponente des Schnitts zweier algebraischer
Fldchen im C? entweder eine Kurve oder eine Fliche sein. Gegeben komplexe Po-
lynome f, g in drei Variablen kann also ihre gemeinsame Nullstellenmenge keine
isolierten Punkte haben. Genauer muf} sogar der Schnitt zweier verschiedener ir-
reduzibler algebraischer Flichen in C? stets eine Kurve alias dqui-eindimensional
sein, wie Sie sich in Ubung 5.11.7 selbst iiberlegen diirfen.

5.11 Definitionsliicken rationaler Funktionen

Satz* 5.11.1 (Definitionsliicken rationaler Funktionen). Jeder ganz abgeschlos-
sene noethersche Integrititskring A ist in seinem Quotientenkorper der Schnitt
iiber alle seine Lokalisierungen nach Primidealen der Hohe Eins. In Formeln gilt
mithin in Quot A die Identitdit

A= () 4
ht(q)=1

5.11.2. Wir diskutieren eine Konsequenz dieses Satzes im geometrischen Fall. Sei
X eine irreduzible affine Varietiit, deren Ring O(X) von reguldren Funktionen
ganz abgeschlossen ist. Sei U @ X eine offene Teilmenge, deren Komplement
eine Kodimension grofergleich Zwei hat. So ist die Restriktion eine Bijektion

O(X) = OU)

zwischen dem Ring der reguldren Funktionen auf ganz X und dem Ring der re-
guldren Funktionen auf U. In der Tat liegt jede rationale Funktion f € M(X)
mit der Eigenschaft, da} das Komplement X\ D( f) ihres Definitionsbereichs aus
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4.4.14 keine irreduzible Komponente der Kodimension Eins hat, bereits im Schnitt
der Oxy fir Y @& X irreduzibel von der Kodimension Eins und liegt damit nach
4.4.11 und unserem Satz 5.11.1 in O(X). Ist O(X) faktoriell, so konnen wir das
auch ohne den vorstehenden Satz leicht einsehen, denn dann ist der Definitions-
bereich nach 4.4.15 genau das Komplement der Nullstellenmenge des Nenners
in einer maximal gekiirzten Darstellung unserer rationalen Funktion und ist nach
dem Hauptidealsatz 5.10.7 folglich eine Hyperfliche. Ist O(X) nicht ganz abge-
schlossen, so gilt die Aussage im allgemeinen nicht mehr. Fiir ein Gegenbeispiel
verklebe man zwei Punkte einer affinen Ebene im Sinne von 5.2.14 und betrachte
eine reguldre Funktion auf unserer Ebene, die an diesen beiden Punkten verschie-
dene Werte annimmt. Dann ist der Definitionsbereich der entsprechenden ration-
len Funktion auf der verklebten Varietit das Komplement des verklebten Punktes
und sein Komplement hat die Kodimension Zwei.

Beispiel 5.11.3. Nach 5.11.2 und sogar nach dem sehr viel einfacheren Beweis im
Fall faktorieller Ringe liefert fiir » > 2 und k& = k die Restriktion von reguliren
Funktionen von reguldren Funktionen auf ganz k" zu regulidren Funktionen auf
dem Komplement des Ursprungs eine Bijektion

Ok™) = O(k™\0)

Beweis. Fir f € (Quot A)\ A ist das Ideal [ := {g € A | gf € A} nicht ganz
A. Seien p = pg, p1, - - ., p, die paarweise verschiedenen iiber / minimalen Prim-
ideale von A nach 4.5.29. Man zeigt leicht [, = {g € A, | gf € A,}. Die analoge
Formel gilte sogar fiir eine Lokalisierung nach einer beliebigen Teilmenge. Es
folgt f ¢ A,. Kénnen wir ht(p) = 1 zeigen, so sind wir fertig. Indem wir sonst
zu A, tibergehen, das nach 5.9.6 auch ganz abgeschlossen ist, diirfen wir gleich
A = A, annehmen, also A lokal mit maximalem Ideal p und / C A ein Ideal
mit Radikal v/I = p. Wir folgern p™ C I fiir n > 0. Aus If C A folgt damit
insbesondere p"f C A. Jetzt betrachten wir das kleinste [ > 0 mit p'f C A.
Sicher gilt [ > 0- Wihlen wir g € p'~1f\ A, so gilt ¢ € A aber pg C A. Nun ist
A ganz abgeschlossen, also kann g nicht ganz sein iiber A. Dann kann aber nach
5.1.6 die Multiplikation mit g auch nicht den endlich erzeugten von Null verschie-
denen A-Modul p stabilisieren, wir haben also pg ¢ p. Andererseits wissen wir
jedoch bereits, daB gilt pg C A, woraus folgt pg = A alias p = g~ A. Nun lie-
fert der Krull’sche Hauptidealsatz 5.16.8 oder sogar einfacher 5.11.4 in der Tat
ht(p) = 1. O]

Erginzung 5.11.4. Ein lokaler noetherscher Integrititskring, dessen maximales
Ideal ein von Null verschiedenes Hauptideal ist, hat als einziges weiteres Prim-
ideal das Nullideal. Diesen Spezialfall des Krull’schen Hauptidealsatzes 5.16.8
sieht man leicht direkt ein: Ist (A, (g)) unser lokaler Integrititskring und q C A
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ein Primideal mit g ¢ q, so gilt ¢ = gq, denn jedes a € q 146t sich darstellen als
a = gbmit b € A und dann notwendig b € q. Dann aber zeigt das Nakayama-
Lemma sofort q = 0.

Ubungen

Ubung 5.11.5. (k = k). Man zeige, daB fiir jede offene Teilmenge U @ k™ der
Ring Oy~ (U) der reguldren Funktionen auf U ringendlich ist iiber k. Hinweis:
Man erinnere, dafl der Polynomring faktoriell ist, und iiberlege sich, dal3 eine re-
guldre Funktion global durch ihre maximal gekiirzte Darstellung gegeben sein
mub.

Ubung 5.11.6. Gegeben ein faktorieller Ring R induziert das Bilden des Haupt-
ideals irreduzibler Elemente eine Bijektion

irk R = {p € Spec R | ht(p) =1}

zwischen der Menge der Irreduziblenklassen von R und der Menge aller Prim-
ideale der Hohe Eins. Hinweis: Man kopiere den Beweis von 4.2.24.

Ubung 5.11.7. Seien X eine affine Varietiit mit einem faktoriellen Ring von re-
guldren Funktionen, Y & X eine Hyperflache und Z @& X eine irreduzible Teil-
menge. Ist Z nicht in Y enthalten, so ist Y N Z eine Hyperfliche in Z. Hinweis:
5.10.7, 4.2.24.

5.12 Lemma von Nakayama

5.12.1. Gegeben ein Kring R und ein Ideal a C R und ein R-Modul M ver-
einbaren wir die abkiirzende Bezeichnung aM statt (a)M) fiir den in M von den
Elementen am mit @ € a und m € M erzeugten Untermodul.

Lemma 5.12.2 (Existenz maximaler echter Untermoduln). Jeder von Null ver-
schiedene endlich erzeugte Modul M +# 0 hat mindestens einen echten Untermo-
dul N C M, der maximal ist unter allen echten Untermoduln.

Beweis. Unser Modul hat ein unverkiirzbares Erzeugendensystem. Da er nicht
Null ist, kann es nicht leer sein. Nach Zorn gibt es fiir jedes Element eines der-
artigen Erzeugendensystems einen Untermodul /N, der maximal ist unter allen
Untermoduln, die dies Element nicht enthalten. Jeder derartige Untermodul /N ist
offensichtlich maximal unter allen echten Untermoduln von M. ]

Proposition 5.12.3 (Quelle der Nakayama-Lemmata). Gegeben ein Kring R
und ein endlich erzeugter R-Modul M gilt

mM=MVYmeMaxR = M=0
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Beweis. Durch Widerspruch. Hitten wir M # 0, so hitte M nach 5.12.2 einen
maximalen echten Untermodul N C M. Dann wire M /N einfach und m :=
Ann(M/N) ein maximales Ideal m € Max(R) mit mAM C N C M. O

5.12.4 (Nakayama-Lemma mit Jacobson-Radikal). Gegeben ein Kring R er-
kldren wir sein Jacobson-Radikal Jac(R) als den Schnitt aller maximalen Ideale
von R. Gegeben ein endlich erzeugter R-Modul M folgt aus unserer Quelle 5.12.3
dann offensichtlich

Jac(R)IM=M = M=0

Vorschau 5.12.5. Fiir nicht notwendig kommutative Ringe R sind die Annulatoren
einfacher Moduln nicht notwendig die maximalen zweiseitigen Ideale, aber fiir
endlich erzeugte R-Moduln M gilt mit demselben Argument wie zuvor

((Anng E)M = 0 fiir jeden einfachen R-Modul E) = M =0

In diesem Zusammenhang erklirt man das Jacobson-Radikal Jac(R) als den
Schnitt aller maximalen Linksideale oder gleichbedeutend den Schnitt aller Annu-
latoren einfacher R-Moduln, vergleiche [NAS] 3.6.1, und folgert das nichtkom-
mutative Nakayamalemma [NAS] 3.6.3, nach dem fiir jeden endlich erzeugten
R-Modul M gilt

Jac(R)IM=M = M=0

Mit etwas mehr Aufwand erkennt man, daf3 das Jacobsonradikal in dieser Situati-
on auch der Schnitt aller maximalen Rechtsideale ist, vergleiche [NAS] 3.6.2.

5.12.6. Ein Ring heift lokal, wenn seine Nichteinheiten ein Ideal bilden. Dies
Ideal ist dann natiirlich das grofte echte Ideal unseres Rings. Der Nullring ist
nicht lokal, denn die leere Menge ist kein Ideal. In einem lokalen Ring ist die
Summe aus einer Nichteinheit und einer Einheit offensichtlich stets eine Einheit.

5.12.7. Mit der Sprechweise ,,Sei (A, m) ein lokaler Kring* ist gemeint, da} A
ein lokaler Kring sein soll und m sein per definitionem eindeutig bestimmtes ma-
ximales Ideal.

Beispiel 5.12.8. Gegeben ein Kring 12 und ein Primideal p C R ist die Lokalisie-
rung I, von R an der Stelle p nach 4.5.4 stets ein lokaler Kring mit maximalem
Ideal p,. Insbesondere sind unsere Ringe von Funktionskeimen Ox , aus 4.4.3
und allgemeiner unsere Ringe von Funktionskeimen Oy y aus 4.4.11 stets lokal.

Korollar 5.12.9 (Lemma von Nakayama fiir lokale Kringe). Gegeben ein lo-
kaler Kring (A, m) und ein endlich erzeugter A-Modul M gilt

mM=M = M=0

Beweis. Das folgt direkt aus der Quelle 5.12.3. [
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Korollar 5.12.10 (Lemma von Nakayama fiir lokale Kringe, Variante). Ge-
geben ein lokaler Kring (A, m) und ein endlich erzeugter A-Modul M und ein
Untermodul N C M mit M = N + mM gilt bereits N = M.

Beweis. Fir () := M/N folgt aus unseren Annahmen a) = @ und () endlich
erzeugt, also () = 0 nach 5.12.9. O]

Vorschau 5.12.11. Beide vorhergehenden Lemmata gelten genauso fiir nicht not-
wendig kommutative Ringe und werden in dieser Allgemeinheit in [NAS] 7.2.6
diskutiert. Die Beweise sind dann etwas komplizierter, man muf fiir einen nicht-
kommutativen lokalen Ring (A, m) zuerst m = Jac(A) zeigen.

Ubungen

Ubung 5.12.12. Gegeben ein endlich erzeugter freier Modul M iiber einem lo-
kalen Kring (A, m) bilden Elemente v, ...,v, € M eine A-Basis von M genau
dann, wenn ihre Bilder v4, ..., 7, € M /mM eine Basis des Quotienten iiber A/m
bilden.

Ubung 5.12.13. Sei A C B eine modulendliche Kringerweiterung. Ist A lokal und
B ein freier A-Modul, so spaltet die Einbettung A — B als Homomorphismus
von A-Moduln. Hinweis: 5.12.12.

Ubung 5.12.14. Seien X eine affine Varietit und M ein O(X)-Modul. Gege-
ben x € X heit M ®o(x) k., der geometrische Halm von M an der Stelle x.
Man zeige: Ein endlich erzeugter O (X )-Modul M ist genau dann projektiv, wenn
die Dimensionen seiner geometrischen Halme eine lokal konstante Funktion bil-
den. Hinweis: Man finde fiir jeden Punkt € X eine Funktion f € O(X) mit
f(x) # 0 und M; frei iiber O(X);. Man erinnere aus 4.3.36, dafl unter gewissen
Endlichkeitsbedingungen projektiv dquivalent ist zu lokal frei.

5.13 Varianten zum Lemma von Nakayama*

5.13.1. Die hier diskutierten Varianten des Lemmas von Nakayama fiir kommuta-
tive nichtlokale Ringe werden wir erst im Zusammenhang mit dem Durchschnitts-
satz von Krull benotigen.

Korollar 5.13.2 (Lemma von Nakayama). Seien R ein Kring, a C R ein Ideal
und M ein endlich erzeugter R-Modul. Gilt aM = M, so gibt es f € 1 + a mit
fM = 0.

5.13.3. Die Bedingung, M sei endlich erzeugt, ist an dieser Stelle wesentlich.
Gegeben ein Korper £ ist die Folgerung zum Beispiel offensichtlich falsch fiir den
k[T]-Modul M := k[T, T~'] und das Ideal a := (T') in R := k[T.

162



5.13.4 (Anschauung zum Lemma von Nakayama). Seien R ein Kring und a C
R ein Ideal. In geometrischer Sprache besagt das Nakayamalemma, dal aM = M
fiir einen endlich erzeugten R-Modul M gleichbedeutend ist zu

AAnn M) N A(a) =0

In der Tat ist das hinwiederum gleichbedeutend zu A((Ann M) + a) = () alias
1 € VAnn M + aalias 1 € Ann M + a alias (1 + a) N Ann M # (.

Beweis. Wir betrachten die multiplikative Teilmenge S := 1 + a in R. Es gilt zu
zeigen S™'M = 0. Unsere Annahme impliziert (S~ 'a)(S™'M) = (S7'M). Um
die Behauptung aus der Quelle 5.12.3 zu folgern, reicht es also, wenn wir zeigen
m D S~'a fiir alle maximalen Ideale m € Max(S™'R). Sonst gibe es aber ein
maximales Ideal m mit 1 € m + S~ 'a. Daraus folgt in S~ R eine Gleichung der
Gestalt 1 = m + (a/s) alias (s —a)/s € mund wegen s = 1 + b mit b € a haben
wir s —a = 1+ b — a € S und m enthielte eine Einheit von S~ R und das kann
nicht sein. ]

Beweis ohne Quelle. Wir miissen aus aM = M folgern fM = Ofiirein f € 1+a
oder gleichbedeutend S~ M = 0 fiir die Lokalisierung von M nach der multipli-
kativ abgeschlossenen Teilmenge S := 1 + a. Aber seien sonst q1,...,q € M
gewiihlt mit kleinstmoglichem ¢ > 1 derart, daB ihre Bilder S~'M als Modul
iber ST'R erzeugen. Natiirlich folgt aus aM = M auch (S~'a)(S™'M) =
(S~1S~IM). Wir konnen also in S™'M schreiben ¢; = byqy + ... + byq; mit
b; € S™'a. Dann konnen wir auch in M schreiben sq; = a1q; + ... + a;q, mit
a; € a, s € S und folgern (s — a1)q1 = asqa + ... + a;q. Wegen (s —ay) € S
zeigt diese Gleichung aber, daB auch ¢s, . . ., ¢, schon S~1M erzeugen als Modul
iiber S'R. Widerspruch! O

Beweis ohne Quelle und Lokalisierung. Seien ¢, . .., q, Erzeuger des R-Moduls
M. Wir finden a;; € a mit

¢ = anqr + ...+ AinGn
Das konnen wir umschreiben zur Matrixgleichung

1 0 q1 air -+ Qip q1

0 1 dn Ap1  *°° Qpp dn

Ziehen wir nun beide Seiten voneinander ab und multiplizieren mit der adjungier-
ten Matrix [LA1] 6.4.6, so erkennen wir, daB fiir P das charakteristische Polynom
der Matrix der (a;;) gilt P(1)¢; = ... = P(1)g, = 0. Dies P(1) ist dann unser
gesuchtes f € 1+ a. ]
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Korollar 5.13.5 (Lemma von Nakayama, Variante). Seien R ein Kring, a C R
ein Ideal und M ein endlich erzeugter R-Modul. Sei N C M ein Untermodul mit
M = N+ aM. So gibtes f € 1 +amit N[f~'] 5 M[f~1].

5.13.6. Aus unserer Variante 5.13.5 folgt unmittelbar Korollar 5.13.2, indem wir
den Fall N = 0 betrachten. Wir gehen jedoch beim Beweis den umgekehrten Weg.

Herleitung von Korollar 5.13.5 aus Proposition 5.13.2. Wir setzen ) := M/N
und betrachten das Diagramm mit exakten Spalten

N NaM — aM - aQ

\ 1 i
N — M - @
\ \ 1

N/(NNnaM) < M/aM — Q/aQ

Seine beiden oberen Zeilen sind exakt, also nach dem Neunerlemma auch die
untere Zeile. Aus der Wahl von N folgt nun Q) /a@ = 0, also Q) = a@Q), also fQ) =
0 fiirein f € 14 a nach Korollar 5.13.2, also Q[f '] = 0, also N[f~'] = M[f™!]
wegen der Exaktheit des Lokalisierens 4.3.11. [

5.14 Flache Morphismen

Definition 5.14.1. Ein Morphismus von affinen Varietiten ¢ : X — Y heif3t
flach, wenn sein Komorphismus O(Y) — O(X) flach ist.

Beispiel 5.14.2. Offensichtlich ist die Verkniipfung von flachen Morphismen flach.
Aufgrund der Exaktheit der Lokalisierung ist fiir jede reguldre Funktionen f €
O(X) auf einer affinen Varietit X die Einbettung X ; — X der Nichtnullstellen-
menge flach.

Satz 5.14.3 (Generische Freiheit ringendlicher Kringerweiterungen). Gege-
ben ¢ : A — B ein Kringhomomorphismus mit A einem Integritdtsbereich und
B ringendlich iiber A gibt es a € A\O derart, daf3 die Lokalisierung B, ein freier
A,-Modul ist.

5.14.4. Einen Kringhomomorphisms A — B nenne ich modulfrei, wenn darunter
B ein freier A-Modul wird. Weiter nenne ich eine Kringerweiterung A — B
modulspaltend, wenn sie injektiv ist und als Homomorphismus von A-Moduln
spaltet. Im Beweis zeigen wir, daB wir a € A\0 sogar so wihlen konnen, dal3
entweder gilt B, = 0 oder da3 A, — B, eine modulfreie und modulspaltende
Kringerweiterung ist.

164



Beweis. Wir wihlen by,...,b, € B mit B = ¢(A)[by,...,b,|. Auf der Menge
N" der Multiindizes erkldren wir eine Anordung < durch v < p falls |v| < |u|
oder |v| = |u| und v lexikographisch kleinergleich ;. Dann setzen wir B, =
>y AV und By = 37 Ab" und finden kurze exakte Sequenzen von A-
Moduln

B., < B<, - A/I(v)

mit [(v) = {a € A | ab” € B.,}. Offensichtlich gilt y < v = pu+ A <v+ A
und daraus folgt I(v) C I(v + M) fiir alle \. Die Menge T := {v | I(v) # 0} ist
also ein Monoidideal von N" im Sinne von 1.5.21 und ist folglich endlich erzeugt,
sagen wir

T=Jm+N)

nek

fur eine endliche Teilmenge £ C 7. Dann finden wir Elemente a,, € I(n)\0 fiir
n € FE und fiir deren Produkt a € A\O gilt I(v) # 0 = a € I(v). Fiir dieses
a € A\0 bilden schlieBlich die b” mit /(v) = 0 eine A,-Basis von B,,. O

Alternativer Beweis des korpertheoretischen Nullstellensatzes 1.6.10. Sei L D k
eine ringendliche Korpererweiterung. Es gilt zu zeigen, dall L algebraisch ist iiber
k. Andernfalls gibe es € L mit x transzendent iiber k. Nach 5.14.3 gibt es also
f € klx] mit L frei als k[z];-Modul. Nach [AL] 6.2.4.31 gibt es aber in k[X];
ein Element g, das weder Null ist noch eine Einheit, und das steht nunmehr im
Widerspruch zu (g-) : L = L. O

Beispiel 5.14.5 (Generische Flachheit). Gegeben ein Morphismus ¢ : X — YV
von affinen Varietiten gibt es eine Funktion s € O(Y") mit dichter Nichtnullstel-
lenmenge Y derart, da O(X)s0, = O(X0,) flach ist iiber O(Y), = O(Yj).
Ist Y irreduzibel, so zeigt 5.14.3 sogar, da3 wir erreichen konnen, dal O(X )sow
ein freier Modul iiber O(Y'), ist. Sonst kénnen wir zunéchst ¢ so finden, dafl Y;
in Y dicht liegt und die disjunkte Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten
ist, und konnen dann fiir jede irreduzible Komponente separat das vorherige Ar-
gument anwenden.

Satz 5.14.6 (Flach impliziert offenes Bild). Sei k = k ein algebraisch abge-
schlossener Korper. Ist o : A — B ein Homomorpismus von iiber k ringend-
lichen k-Kringen und ist B flach als A-Modul, so ist die induzierte Abbildung
» : Max B — Max A offen.

5.14.7. Dieser Satz ist eine besonders einfache Variante einer ganzen Vielfalt von
Aussagen, die fiir Kringhomomorphismen Kriterien dafiir angeben, wann die in-
duzierte Abbildung auf den Spektren offen ist.
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Beweis. Jede offene Teilmenge von Max B ist eine Vereinigung von Bildern von
Max B, fiir g € B.Da B — B, flach ist, miissen wir nur zeigen, daf} das Bild von
Max B offen ist. Wir argumentieren mit Induktion iiber die Krulldimension von
A. Ist sie Null oder ist A der Nullring, so trigt Max A die diskrete Topologie und
es bleibt nichts zu zeigen. Ist A — D irgendein Kringhomomorphismus, so ist
auch D ®4 B flach als D-Modul. Wenden wir diese Erkenntnis an auf A — A/p
fiir die minimalen Primideale p C A, von denen es nach 4.5.24 nur hochstens
endlich viele gibt, so konnen wir uns auf den Fall zuriickziehen, daf} A ein Integri-
tatsbereich der kleinsten Krulldimension ist, fiir die wir unsere Behauptung noch
nicht gezeigt haben. Ist nun das Bild ¢(Max B) nicht dicht, so gibt es f € A\0
mit ¢(Max B) C A(f) in unserer Notation aus 4.5.13. In anderen Worten liegt
©(f) in jedem maximalen Ideal von B und damit nach 3.4.7 im Nilradikal von
B. Aufgrund der Flachheit muB} andererseits die Injektion (f-) : A < A eine
Injektion ((f)-) : B < B induzieren und wir sehen so, da} aus ¢(Max B) nicht
dicht bereits folgt B = 0. Da die leere Menge eh offen ist, diirfen wir annehmen,
daB ¢(Max B) dicht ist in Max A, und miissen zeigen, daB es dann auch offen
ist. Zudchst einmal umfaBt ¢(Max B) nach 5.3.12 eine offene dichte Teilmenge
U @ Max A. Deren Komplement ist eine abgeschlossene Teilmenge ¥ @& Max A
echt kleinerer Krulldimension und per Induktion wissen wir bereits, da3 das Bild
von Max(O(Y)®4 B) — Y alias Y N¢(Max B) offen ist in Y. Die Behauptung
folgt. ]

5.14.8. Wir nennen einen Morphismus ¢ : X — Y von affinen k-Varietiten
scheinflach, wenn es ein kommutatives Diagramm von ringendlichen k-Kringal-
gebren

A - O)
} +
B — 0O(X)

gibt derart, da} die Horizontalen Surjektionen sind mit den jeweiligen Nilradika-
len als Kern und dal A — B ein flacher Kringhomomorphismus ist. Ich erwarte
nicht, daB3 jede Verkniipfung scheinflacher Morphismen wieder scheinflach ist.
Dieser Begriff ist nur im Kontext vom Varietéten niitzlich und kommt in der Lite-
ratur sonst noch nicht vor. Jeder flache Morphismus ist auch scheinflach.

Korollar 5.14.9 (Eigenschaften scheinflacher Morphismen). /. Jeder schein-
flache Morphismus ¢ : X — Y von affinen Varietditen induziert eine offene
Abbildung der zugrundeliegenden topologischen Rédume;

2. Ist p : X — Y ein scheinflacher Morphismus von affinen Varietdten und
T — Y ein beliebiger Morphismus von affinen Varietdten, so ist auch der
induzierte Morphismus X Xy T — T scheinflach.
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Vorschau 5.14.10. Zusitzliche Eigenschaften, die insbesondere die Dimensionen
von Fasern betreffen, diskutieren wir in 5.15.5.

5.14.11. Zum Beispiel folgt, daB gegeben ein flacher oder auch nur scheinflacher
Morphismus ¢ : X — Y und Z @ Y abgeschlossen auch ¢ : o 1(2) — Z
scheinflach und insbesondere offen ist.

Beweis. Teil 1 folgt sofort aus Satz 5.14.6. Teil 2 folgt sofort aus den Definitionen
und der Beschreibung des Faserprodukts 3.4.20. [

5.15 Flachheit und Faserdimension

Satz 5.15.1 (Hohenvergleich in flachen Kringerweiterungen). Gegeben ein fla-
cher Kringhomomorpismus ¢ : A — B von noetherschen Kettenlingenringen
haben fiir jedes Primideal p C A die iiber ¢(p) minimalen Primideale ¢ C B
dieselbe Hohe wie p und es gilt fiir sie zusdtzlich

e '(q)=p

5.15.2. Als Gegenbeispiel fiir den Fall, dal A kein Kettenldngenring ist, mag man
den durch Auswerten bei 7" = 0 gegebenen Homomorphismus k[T] X k — k X k
betrachten.

5.15.3. Der Satz und sein Beweis bleiben richtig, wenn wir von unseren beiden
Ringen nur fordern, dal3 sie noethersch sind und daf je zwei Primidealketten, die
zu einem fest vorgegebenen Primideal aufsteigen und nicht weiter verfeinerbar
sind, dieselbe endliche Linge haben. In 7.3.22 werden wir zeigen, daf} in einem
noetherschen Kring jedes Primideal eine endliche Hohe hat. Insbesondere gibt es
dann zumindest mindestens eine endliche nicht verfeinerbare Primidealkette, die
zu einem gegebenen Primideal aufsteigt.

5.15.4. Gegeben ein flacher Kringhomomorphismus ¢ : A — B und ein be-
liebiger Kringhomomorphismus A — (' ist der induzierte Homomorphismus
C — B ®4 C stets wieder flach. Weiter ist fiir jedes kiirzbare Element f € A
auch sein Bild ¢( f) kiirzbar in B. Ist insbesondere A ein Integrititsbereich und
B nicht der Nullring, so muf} jeder flache Kringhomomorphismus eine Injektion
¢ : A — B sein.

Beweis. Wir zeigen das, indem wir mit Spezialfillen beginnen und in mehreren
Schritten zum allgemeinen Fall iibergehen.

Fall 1: Der Ring A ist ein Integrititsring und p = 0. Im Fall B = 0 ist nichts zu
zeigen, andernfalls diirfen wir A C B annehmen nach 5.15.4. Die tiber p mini-
malen Primideale von B sind dann genau die minimalen Primideale von B und
haben auch die Hohe Null. Weiter schneiden sie den Integritétsbereich A in Null,
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denn schneidet ein Ideal ¢ C B den Teilring A nicht im Nullideal, so enthilt es
kiirzbare Elemente von A und diese sind nach 5.15.4 wegen der Flachheit auch
kiirzbar in B und nach 4.5.10 kann unser q dann kein minimales Primideal in B
sein.

Fall 2: Das Primideal p ist ein minimales Primideal von A. Das Darantensorieren
®aA/p zeigtmit5.15.4, daB auch ¢ : A/p — B/pB flach ist mit der abkiirzenden
Notation p B fiir das von ¢(p) in B erzeugte Ideal. Die iiber ¢(p) minimalen Prim-
ideale g C B sind nun genau die Urbilder unter der Projektion 75 : B — B/pB
der minimalen Primideale q von B/pB. Nach dem bereits behandelten Fall gilt
¢ 1(q) = 0 und dann auch

p @) = ¢ H(mp @) =74 (@ (@) =74 (0) =p

Es bleibt zu zeigen, daB die tiber ¢(p) minimalen Primideale g C B auch als Prim-
ideale von B minimal sind. Andernfalls gébe es aber in B ein Primideal q; € ¢
und wir hiitten notwendig auch ¢~'(q;) = p und q; D pB und q; < q wiire ein
echt kleineres Primideal von B/pB im Widerspruch dazu, da} g dort ein minima-
les Primideal war.

Fall 3: Der allgemeine Fall. Wir argumentieren durch Induktion iiber die Hohe von
p. Die Basis der Induktion bildet Fall 2, bei dessen Behandlung wir sogar ohne die
Bedingung ausgekommen sind, da3 unsere Ringe noethersche Kettenlingenringe
sein sollen. Im allgemeinen ziehen wir uns zunéchst einmal auf den Fall zuriick,
daB A nilpotentfrei ist, indem wir sonst A und B durch das Nilradikal n C A
beziehungsweise das von (n) in B erzeugte Ideal nB teilen. Da diese Ideale bei-
de aus nilpotenten Elementen bestehen, liegen sie jeweils in allen Primidealen.
Des weiteren ist der induzierte Ringhomomorphismus A/n — B/nB nach 5.15.4
auch flach, so daB sich an unserer Aussage nichts dndert. Sei also von nun an
A nilpotentfrei. Ist p C A ein Primideal positiver Hohe ¢ > 1, so enthilt p ein
kiirzbares Element f von A, da es nach 4.2.14 nicht in einer endlichen Vereini-
gung minimaler Primideale enthalten sein kann, da es aber nach 4.5.24 in unserem
noetherschen Ring A nur endlich viele minimalen Primideale gibt und da deren
Vereinigung nach 4.5.10 in unserem nilpotentfreien Ring genau die Menge der
nichtkiirzbaren Elemente ist. Dann ist nach 5.15.4 aufgrund der Flachheit f auch
kiirzbar in B und der Kringhomomorphismus ¢ : A/fA — B/ fB ist flach und
nach dem Krull’schen Hauptidealsatz 5.16.8, fiir den wir wieder die Bedingung
noethersch brauchen, sind A/fA sowie B/ fB Kettenldngenringe. Da wir A als
Kettenlidngenring angenommen hatten, hat p := p/fA die Hohe htp = ¢ — 1 in
A/ fA. Mit Induktion folgt fiir jedes Primideal ¢ C B/ f B, das minimal ist iiber
@(p), daB gilt ht § = ¢ — 1 und »!(g) = p. Da wir B als Kettenléingenring ange-
nommen hatten, zeigt der Krull’sche Hauptidealsatz weiter, dal} das Zuriickholen
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Bijektionen

Spechtchl(B/fB) % {q € Specht:cB | f € q}

induziert. Dann folgt aber auch fiir jedes Primideal ¢ C B, das minimal ist iiber
©(p), daB gilt ht g = cund = !(q) = p. O

Korollar 5.15.5 (Scheinflache Morphismen dquidimensionaler Varietiten).
Gegeben ein scheinflacher Morphismus ¢ : X — Y von einer nichtleeren dqui-
n-dimensionalen affinen Varietdt zu einer dqui-m-dimensionalen affinen Varietdit
gilt n > m und gegeben eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge Z @ Y gilt
fiir jede irreduzible Komponente K ihres Urbilds ¢~ (Z) sowohl p(K) = Z als
auch

kdim X — kdim K = kdimY — kdim Z

5.15.6. Das mag im Kontrast zum Fall 5.10.11 eines dominanten Morphismus
irreduzibler affiner Varietiten gesehen werden, in dem wir selbst unter der zusétz-
lichen Annahme ¢(K') = Z nur die Abschitzung < zeigen konnten und insbe-
sondere nur eine untere Abschitzung fiir die Dimension der Fasern. Im Fall eines
scheinflachen Morphismus finden wir viel stirker, da alle Komponenten aller
Fasern die zu erwartende Dimension haben.

Beweis. Wir zeigen das nur im flachen Fall. Im scheinflachen Fall geht es genau-
so, man mul} nur mehr Notation einfithren. Genau dann hat eine abgeschlossene
irreduzible Teilmenge W @& X die Eigenschaft o(W) C Z, wenn fiir die zu-
gehorigen Primideale gilt ©*(Zy(Z)) C Zx(W). Die irreduziblen Komponenten
von ¢~ !(Z) entsprechen also den kleinstmdglichen Primidealen ¢ C O(X), die
©*(Zy(Z)) umfassen. Nach 5.15.1 haben alle diese Primideale q dieselbe Hohe
wie Zy (7). Folglich gilt fiir alle irreduziblen Komponenten W von ¢~ '(Z) die
Identitit
kdim(W C X) = kdim(Z C Y)

Die obige Dimensionsidentitit folgt damit aus unserer Beziehung 5.9.4 zwischen
Krulldimension und Krullkodimension in dquidimensionalen Varietéten. Die Gleich-
heit o(K) = Z dahingegen folgt aus der Gleichheit (*)~1(q) = Zy(Z) aus
5.15.1. ]

Satz 5.15.7 (Halbstetigkeit der Faserdimension). Gegeben ein Morphismus von
affinen Varietiten o : X — Y ist die Funktion f : X — N der lokalen Faserdi-
mension

f(x) := kdim, o (¢(x))

halbstetig auf X in dem Sinne, dafs fiir alle n € N die Menge {x € X | f(z) > n}
abgeschlossen ist.
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5.15.8. Hier verwenden wir unsere Notation kdim, Z aus 4.1.17 fiir das Maxi-
mum der Dimensionen irreduzibler Komponenten von Z, die den Punkt z enthal-
ten. Fiir das folgende vereinbaren wir die Notation

X=":={r e X |f(x) >n}

Vorschau 5.15.9. Sobald wir allgemeine, nicht notwendig affine Varietdten und
ihre Morphismen kennenlernen, wird klar sein, daf} der Satz fiir sie genauso gilt.

Beweis. Wir zeigen das durch Induktion iiber die Dimension von Y. Wissen wir es
bei festem Y fiir X irreduzibel, so folgt es leicht fiir X beliebig. Im Fall kdim Y =
0 ist die Behauptung klar fiir X irreduzibel und folgt dann fiir X beliebig. Fiir den
Induktionsschritt diirfen wir wieder X irreduzibel annehmen und, indem wir Y
durch ¢(Y") ersetzen, auch noch Y irreduzibel. Setzen wir nun ¢ := kdim X —
kdim Y, so folgt aus unseren Erkenntnissen 5.10.11 zur Mindestdimension von
Fasern bereits X = X=¢. Aufgrund der generischen Flachheit 5.14.5 und der
Dimensionseigenschaften flacher Morphismen 5.15.5 besitzt weiter Y eine offene
dichte Teilmenge V' @ Y derart, daB unsere Funktion f auf ¢o~!(V/) konstant den
Wert ¢ annimmt. Setzen wir Z := Y'\V, so hat Z & Y echt kleinere Dimension
als Y und wir diirfen auf o : ¢='(Z) — Z die Induktionsvorausetzung anwenden
und haben gewonnen. [

5.16 Hauptidealsatz von Krull*

5.16.1. Fiir das folgende bendtigen wir Resultate aus [NAS] 2.2, deren Beweis
hier nicht wiederholt werden soll. Gegeben ein Modul M iiber einer Menge (2
definieren wir seine Linge

Léangeq (M) = Lange(M) = 1o(M) =1(M) € NU {co}

als das Supremum iiber alle n derart, da§ es in M eine echt absteigende Kette von
Untermoduln gibt der Gestalt M = M, 2 M,_; 2 ... 2 My, = 0, die also
salopp gesprochen in n Schritten vom ganzen Modul zum Nullmodul fiihrt.

5.16.2. Gegeben eine Menge (2 und eine kurze exakte Sequenz M’ < M — M"
von 2-Moduln gilt die Langenformel /(M) = [(M')+1(M"). Das wird in [NAS]
2.2.19 bewiesen, hier nehmen wir es ohne Beweis hin.

5.16.3. Ein Modul heif3t einfach, wenn er nicht Null ist, aber aufler Null und
sich selber keine weiteren Untermoduln hat. In anderen Worten sind die einfachen
Moduln genau die Moduln der Linge Eins.

5.16.4. Gegeben ein Modul endlicher Linge haben je zwei nicht verfeinerbare
echt absteigende Folgen von Untermoduln dieselbe Linge in bis auf Reihenfolge
isomorphe Subquotienten. Das ist der Satz von Jordan-Holder aus [NAS] 2.2.15.
Auch ihn nehmen wir hier ohne Beweis hin.
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5.16.5. Man sagt, ein Kring R sei von endlicher Linge, wenn er von endlicher
Linge ist als Modul iiber sich selber, in Formeln [z (R) < oo.

Satz 5.16.6 (Noethersche Kringe der Krulldimension Null). Fiir einen Kring
sind gleichbedeutend:

1. Unser Kring ist von endlicher Ldnge;
2. Unser Kring ist noethersch von der Krulldimension Null oder der Nullring;

3. Unser Kring ist isomorph zu einem endlichen Produkt von noetherschen
Kringen mit genau einem Primideal, das dann notwendig sowohl maximal
als auch nilpotent sein muf3.

Vorschau 5.16.7. Die Aquivalenz dieser Aussagen wird sich als eine wesentli-
che Zutat beim Beweis des Hauptidealsatzes von Krull 5.16.8 erweisen, einer der
zentralen Aussagen der Dimensionstheorie.

Beweis. (2)=-(3). Ist unser Kring R noethersch, so ist nach 4.5.24 sein Nilradikal
der Schnitt seiner endlich vielen minimalen Primideale my, ..., m,. Ist zusétzlich
die Krulldimension unseres Krings Null, so sind das auch seine maximalen Ideale.
Es gibt also 7 mit (m; ... m,)" = 0 und der abstrakte chinesische Restsatz [AL]
6.2.3.4 liefert einen Isomorphismus

RS R/m} x...x R/m}

(3)=(1). Jedes m}/ mf“ ist ein endlich erzeugter Vektorraum iiber dem Korper
R/m; und folglich von endlicher Léinge als R-Modul. Zusammen mit der Langen-
formel 5.16.2 zeigt das, daB3 R endliche Léange hat.

(1)=(2). Aufgrund der Lingenformel ist jeder Modul endlicher Léange noethersch.
Weiter kann unser Kring endlicher Lange nach dem Satz von Jordan-Holder [NAS]
2.2.15 bis auf Isomorphismus nur endlich viele einfache Moduln haben, also nur
endlich viele maximale Ideale my, . . ., m,.. Offensichtlich gilt (m; ... m,)! = 0 fiir
[ die Lange unseres Krings. Dies Produkt liegt mithin in jedem Primideal p unse-
res Rings. Nach 4.2.13 umfaf3t p eines der m;. Also ist jedes Primideal maximal
und die Krulldimension ist Null. 0

Satz 5.16.8 (Hauptidealsatz von Krull). Gegeben ein noetherscher Kring R und
ein Element f € R gilt fiir jedes Primideal p C R, das [ enthdlt und minimal ist
unter allen Primidealen mit dieser Eigenschaft, die Abschditzung ht(p) < 1. Ist
zusdtzlich f kiirzbar, so gilt genauer ht(p) = 1.
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Vorschau 5.16.9. Ein unabhiingiger Beweis wird in 7.3.22 gegeben. Dort zeigen
wir sogar allgemeiner fiir Elemente f1, ..., fs eines noetherschen Krings und je-
des Primideal p C R, das fi, ..., fs enthilt und minimal ist unter allen Primidea-
len mit dieser Eigenschaft, die Abschitzung ht(p) < s.

Beweis fiir faktorielle Ringe. Sei R ein faktorieller Ring. Enthilt ein Primideal
p C R ein Element f # 0, so enthilt es auch einen irreduziblen Faktor g von f
und das Hauptideal (g) ist bereits selbst ein Primideal mit f € (g) C p. War p
minimal iiber f, so folgt (g) = p und wir erhalten 1 = ht((g)) = ht(p), da die
erste Gleichung in dieser Situation offensichtlich ist. [

Beweis. Die Verschirfung fiir f kiirzbar folgt unmittelbar daraus, daf jedes mini-
male Primideal eines Krings nach 4.5.10 aus nichtkiirzbaren Elementen besteht.
Indem wir zu R, libergehen, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dal p das einzige maximale Ideal von R ist. Es gilt dann, fiir jedes
Primideal ¢ C R mit q # p zu zeigen, dal q ein minimales Primideal von R
ist. Nach Annahme gilt f ¢ . Wir betrachten nun die kanonische Abbildung
A : R — R, in die Lokalisierung und setzen g := A~'(q(). Dann bilden wir in
R die Kette von Idealen

a+ () D q@+ () > a®+(f) o...

Da R/(f) nach Konstruktion ein noetherscher Kring der Krulldimension Null
ist und folglich nach 5.16.6 endliche Linge hat, wird diese Kette von Idealen
stationdr, sagen wir bei

q™ + (f) =q" + (f)

So kann jedes a € q™ dargestellt werden als @ = b + rf mit b € g+ und
r € R. Nun impliziert 7f € q™ aber A\(rf) € q7 und wegen A(f) € R} weiter
A(r) € gy undsor € q(™. Mithin haben wir sogar

Es folgt f(q™ /q"*tY) = (¢ /q"*V). Da f im einzigen maximalen Ideal unse-
res Rings liegt, liefert das Lemma 5.12.10 von Nakayama dann g™ = ¢+ und
damit q; = qg“. Wieder mit Nakayama zeigt das jedoch q; = 0 und damit ist
das maximale Ideal von I, bereits nilpotent, also etwa nach 4.2.31 ein minimales
Primideal von R,. Es folgt sofort, da} q ein minimales Primideal von Rist. [
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Ubungen

Ubung 5.16.10. Sei A ein noetherscher Kring. Man zeige: Ist der Quotient von
A nach seinem Nilradikal A/ v/0 von endlicher Linge, so ist bereits A selbst von
endlicher Linge.

Ubung 5.16.11. Gegeben ein von Null verschiedener noetherscher Kettenlingen-
ring R und darin ein kiirzbares Element f ist auch R/(f) ein Kettenldngenring
und es gilt

kdim R/(f) = kdim R — 1

5.17 Hauptraumzerlegung von Moduln*

Lemma 5.17.1 (Verallgemeinerte Hauptraumzerlegung). Gegeben ein Modul
M iiber einem Kring R und ein maximales Ideal x € Max R setze man M, 1=
{m € M | x*m = 0 fiir k > 0}. Mit dieser Notation liefern die Inklusionen eine
Einbettung

B My M

xEMax R

und das Bild dieser Einbettung die Vereinigung aller Untermoduln endlicher Liinge.

5.17.2. Im Spezialfall eines Polynomrings in einer Verdnderlichen iiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper £ ist das die Hauptraumzerlegung [LA2] 5.2.7,
vergleiche auch [LA2] 5.2.16. Unter der Bijektion & = Max(k[X]), A — (X —))
entspricht genauer die Hauptraumzerlegung des durch Multiplikation mit X ge-
gebenen Endomorphismus des k-Vektorraums M genau der Zerlegung in der Pro-
position.

Beweis. Wiire die Summe der M, nicht direkt, so wire auch schon eine endliche
Teilsumme nicht direkt und wir hétten notwendig eine endliche direkte Teilsumme
My & ... & M,, die von einem weiteren M) nichttrivial geschnitten wird.
Wegen (M @ N) ) = M) @ Ny hiitten wir dann o # x mit M,y N M,y # 0.
Das ist aber absurd, da gilt R = x + p, alsol = a+bmita € x, b € p, also
fiir alle n auch 1 = (a + 0)*" = ¢+ d mitc € ", d € p™, und damit 1m = 0
fiir alle m € M,y N M. Die Summe ist also direkt und es reicht, wenn wir fiir
M von endlicher Lange M = ) M, zeigen. Unter dieser Annahme ist klar, daf}
wir paarweise verschiedene 1, ..., X, € Max R finden kdnnen und n € N mit

(X1---X2)"M =0

Der chinesische Restsatz [AL] 6.2.3.4 liefert dann einen Isomorphismus

R/(x1...x#)" = R/XT X ... x R/X}

173



den wir benutzen konnen, um unser M aufzufassen als einen Modul iiber dem
Produktring. Die Elemente e; in diesem Produktring mit einem einzigen Eintrag
1 an der ¢-ten Stelle und Nullen sonst haben als Elemente der rechten Seite die
Eigenschaft x'e; = 0 und fiir alle m € M gehdrt m = e;m + ... + e, m folglich
zur Summe der M. ]

Ubungen

Ubung 5.17.3. Man bestimme die verallgemeinerte Hauptraumzerlegung des Z-
Moduls Z/1000Z.

Ubung 5.17.4 (Hauptraumzerlegung iiber Kringen endlicher Liinge). Ist 1 ein
Kring und M ein R-Modul, der die Vereinigung seiner Untermoduln endlicher
Liénge ist, so sind fiir alle x € Max R die Kompositionen M) — M — M,
Isomorphismen mit der Lokalisierung nach y und fiir maximale Ideale y # u
ist die Komposition M,y < M — M, die Nullabbildung. Insbesondere ist fiir
jeden Modul M iiber einem Kring endlicher Linge die Abbildung aus 4.3.27 ein
Isomorphismus
M T M

x€Max R
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6 Algebraische Varietiten

6.1

Einfiihrung

6.1.1 (Streitgesprich). Ich will die Theorie allgemeiner algebraischer Varietéiten
durch einen kurzen Dialog motivieren.

A:

Kennst Du schon diesen super Satz von Bézout, nach dem zwei Polynome
in zwei Verdnderlichen genau so viele gemeinsame Nullstellen haben, wie
das Produkt ihrer Grade angibt?

: Ist doch offensichtlich Quatsch. Denk nur an zwei parallele Geraden in der

Ebene!

Na ja, die schneiden sich halt im Unendlichen.

B: Hittest Du auch gleich dazusagen konnen, was da noch alles mitzuzihlen

ist! Dann denk halt an zwei Kreise, Nullstellenmengen von quadratischen
Polynomen. Die schneiden sich doch meist gar nicht, bestenfalls in zwei
und nie in vier Punkten.

Na ja, die anderen Schnittpunkte liegen eben im Komplexen.

B: Wird ja ziemlich komplex. Eine Ausrede nach der anderen. Dann denk eben

an den Schnitt der Standardparabel mit der x-Achse.

Der muB natiirlich doppelt gezidhlt werden!

: Argh! Natiirlich, selbstverstindlich. Und was wire, wenn wir schlicht zwei-

mal dasselbe Polynom in zwei Verinderlichen nehmen?

Oups, ich vergal, teilerfremd miissen die beiden Polynome schon sein. Aber
dann stimmt es auch wirklich!

: Ich glaub vorerst gar nichts mehr. Jetzt erklidr mir erst mal ganz genau, was

Du mit ,,gemeinsamen Nullstellen im Unendlichen* meinst und mit welcher
,, Vielfachheit* eine vorgegebene gemeinsame Nullstelle denn nun gezihlt
werden soll, dann sehen wir weiter.

6.1.2. Nun, dieses ,,ganz genaue Erkldren wird ein Weilchen dauern, weil ich es
auch wieder nicht minimalistisch machen will. Vielmehr erklére ich zunichst ganz
allgemein abstrakte algebraische Varietiten als spezielle k-geringte Rdaume. Dann
wird diskutiert, inwiefern fiir & = k unsere algebraischen Teilmengen von k" oder
auch unsere naiven affinen Varietiten in diesem Sinne eine natiirliche Struktur als
algebraische Varietiten tragen, und inwiefern dasselbe auch fiir die projektiven
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Riume P"k aus [EL] 1.4.18 gilt. In diesem Rahmen schlielich wird das ,,ganz
genaue Erkldren® dann leicht von der Hand gehen, vergleiche 6.10.6.

6.2 Geringte Riume

Definition 6.2.1. Sei k ein Kring. Unter einer k-Ringalgebra verstehen wir ein
Paar (R, ¢) bestehend aus einem Ring R und einem Ringhomomorphismus ¢ :
k — R, dessen Bild im Zentrum von R liegt und der meist vom Leser erra-
ten werden muf3. Von einer k-Teilringalgebra fordern wir, dal sie das Bild dieses
ausgezeichneten Ringhomomorphismus umfassen soll. In [LA2] 9.9.1 hatten wir
derartige Strukturen im Fall eines Korpers £ bereits kennengelernt.

Definition 6.2.2. Sei k ein Kring. Ein k-geringter Raum X = (X, O) ist ein
topologischer Raum X mitsamt einer Vorschrift O, die jeder offenen Teilmenge
U @ X eine k-Teilringalgebra O(U) C Ens(U, k) in der k-Ringalgebra aller
Abbildungen von U nach k zuordnet, deren Elemente wir die strukturierenden
Funktionen auf U nennen und von denen wir fordern:

Ist U ein System offener Teilmengen von X und V' := | J;,, U seine
Vereinigung, so ist eine Funktion f : V' — k strukturierend genau
dann, wenn ihre Restriktionen auf alle U € U strukturierend sind.

6.2.3. Unter anderem impliziert unsere Definition, daBl alle konstanten Funktio-
nen strukturierend sind, daf} also fiir jedes U @ X die konstanten Abbildungen
von U nach k in O(U) liegen: Eine Teilringalgebra mufl nimlich nach unseren
Definitionen stets das Einselement der urspriinglichen Ringalgebra enthalten.

Ergdnzung 6.2.4 (Diskussion der Terminologie). Im Zusammenhang mit der De-
finition von ,,Schemata“ und ,,Supermannigfaltigkeiten wird eine noch allgemei-
nere Definition des Konzepts eines geringten Raums benotigt. Wenn wir betonen
wollen, daB3 wir den hier erklédrten einfacheren Begriff meinen, reden wir genauer
von einem durch Funktionen k-geringten Raum. In der Sprache der Garben-
theorie, die ich hier noch vermeiden will, ist O eine ,,k-Ringalgebren-Untergarbe
der k-Ringalgebren-Garbe aller k-wertigen Funktionen auf X .

Beispiel 6.2.5 (Mannigfaltigkeiten als R-geringte Riume). Ein typisches Bei-
spiel sind die ,,Mannigfaltigkeiten®, die wir in [ML] 28.3.2.4 definiert haben als
gewisse R-geringte Rdume X, bei denen wir als strukturierende Funktionen auf
einer offenen Teilmenge U @ X alle ,,glatten Funktionen nehmen.

Beispiel 6.2.6 (Affine Varietiten als k-geringte Rdume). Gegeben ein algebra-
isch abgeschlossener Kérper k¥ = k und eine naive affine k-Varietit (X, O(X))
erhalten wir einen k-geringten Raum (X, Ox), indem wir X mit seiner Zariskito-
pologie versehen und fiir U @ X unsere reguldren Funktionen aus 4.4.4 als struk-
turierende Funktionen U — & nehmen. Die Menge dieser Funktionen hatten wir
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bereits in 4.4.4 mit O x (U ) bezeichnet. Die so aus naiven affinen Varietiten entste-
henden k-geringten Rdume nennen wir affine Varietiiten. Eine keineswegs trivia-
le Aussage war Lemma 4.4.6, nach dem in dieser Situation gilt Ox(X) = O(X)
und allgemeiner Ox (X)) = O(X},) furalle h € O(X).

Definition 6.2.7. Seien k ein Kring und (X, Ox) sowie (Y, Oy) zwei k-geringte
Réume. Eine Abbildung ¢ : X — Y heillit ein Morphismus von k-geringten
Riaumen, wenn sie stetig ist und wenn das Davorschalten unserer Abbildung
strukturierende Funktionen zu strukturierenden Funktionen macht, wenn also in
Formeln aus U @ Y und f € Oy (U) folgt f o p € Ox(¢~'(U)). Die Kategorie
der k-geringten, genauer der durch Funktionen k-geringten Rdume notieren wir

Gerfk

Beispiel 6.2.8. Die Morphismen R-geringter Rdume im Fall von Mannigfaltigkei-
ten sind genau alle glatten Abbildungen.

Beispiel 6.2.9. Die Morphismen k-geringter Rdume im Fall von affinen k-Varieta-
ten sind genau alle Morphismen von naiven affinen Varietdten im Sinne von 3.3.2.
Es ist deshalb im weiteren nicht so wichtig, zwischen naiven affinen Varietiten
im Sinne von speziellen k-geringten Mengen und affinen Varietdten im Sinne von
speziellen k-geringten Rdumen zu unterscheiden.

6.2.10 (Schnitt von Strukturen als k-geringter Raum). Sind auf ein und der-
selben Menge X mehrere Strukturen als k-geringter Raum gegeben, so bilden wir
thren Schnitt, indem wir diejenigen Mengen offen nennen, die in jeder unserer
Strukturen offen sind, und diejenigen Funktion strukturierend, die in jeder unse-
rer Strukturen strukturierend sind. Dieser Schnitt ist dann offensichtlich auch eine
Struktur als k-geringter Raum auf X.

6.2.11 (Vergleich von Strukturen als k-geringter Raum). Gegeben zwei Struk-
turen als k-geringter Raum auf derselben Menge X nennen wir die eine grofer-
gleich als die andere genau dann, wenn der Schnitt der beiden die andere Struk-
tur ist. Salopp gesprochen sind also grolere Strukturen solche ,,mit mehr offenen
Mengen oder mehr strukturierenden Funktionen oder beidem®. Auf diese Wei-
se erhalten wir eine Teilordnung auf der Menge aller Strukturen als k-geringter
Raum auf einer vorgegebenen Menge X .

Definition 6.2.12. Eine Familie (p; : X; — Y');c; von Morphismen k-geringter
Riume heilit gesamthaft final, wenn fiir jeden weiteren k-geringten Raum 1/ und
jede Abbildung ¢ : Y — W gilt

(1; Morphismus Vi) = (1) Morphismus)
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Lemma 6.2.13. Gegeben k-geringte Riume (X;);c;, eine Menge Y und Abbil-
dungen ¢; : X; — Y gibt es genau eine Struktur als k-geringter Raum auf' Y
derart, dafs unsere Familie gesamthaft final wird. Sie heifit die finale Struktur zu
unserer Familie.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sind (77, O;) und (Ss2, Os) zwei
derartige Strukturen auf Y, jeweils bestehend aus einer Topologie und einer Vor-
gabe strukturierender Funktionen, fiir die unsere Familie gesamthaft final wird,
soistid : (Y, 7;,0;) — (Y, 7;,0;) fiir beliebige i, 7 € {1,2} ein Morphisms.
Das zeigt die Eindeutigkeit. Nun zeigen wir noch, daf fiir die grote Struktur
auf Y, fiir die alle die ¢o; Morphismen werden, die von einer gesamthaft finalen
Struktur geforderte Eigenschaft erfiillt ist. Diese grofte Struktur kann ja explizit
dadurch beschrieben werden, daB ihre Topologie die Finaltopologie 7 = {V C
Y | ¢; (V) @ X; Vi} ist und die strukturierenden Funktionen gegeben werden
durch
OV)={f:V = k| fopi €O(p (V) Vi}

Damit ist klar, da3 diese Struktur die von einer gesamthaft finalen Struktur gefor-
derte Eigenschaft erfiillt. 0

6.2.14 (Transitivitit gesamthaft finaler Familien). Seien ¢;; : W;; — X; und
fi + X; = Y Familien von k-geringten Riumen und Morphismen. Ist die Fami-
lie der f;e;; gesamthaft final, so auch die Familie der f;. Ist die Familie der e;;
gesamthaft final fiir alle < und die Familie der f; gesamthaft final, so ist auch die
Familie der f;e;; gesamthaft final. Das alles folgt unmittelbar aus der Definition.

6.2.15. Ein Morphismus f : X — Y von k-geringten Rdumen heif3t final, wenn
Y die finale Struktur in Bezug auf die einelementige Familie f trdagt. Zum Beispiel
ist die Identitét auf einem k-geringten Raum stets final.

6.2.16 (Disjunkte Vereinigung k-geringter Riume). Gegeben eine Familie k-
geringter Rdume (X;) versehen wir ihre disjunkte Vereinigung | | X; mit der fi-
nalen Struktur beziiglich der Inklusionen, wenn nichts anderes gesagt wird. Wir
erhalten so ein Koprodukt in der Kategorie Gerfy.

Definition 6.2.17. Eine Familie (p; : X — Y;);c; von Morphismen k-geringter
Réume heifit gesamthaft initial, wenn fiir jeden weiteren k-geringten Raum W
und jede Abbildung ¢ : W — X gilt

(i1 Morphismus Vi) = (¢ Morphismus)

6.2.18. Ganz allgemein nennen wir einen Morphismus f : X — Y initial, wenn
er als einelementige Familie gesamthaft initial ist. Zum Beispiel ist die Identitéit
auf einem k-geringten Raum stets initial. Ist ¢ : X <— Y ein injektiver Morphis-
mus von k-geringten Rdumen und trigt X die initiale Struktur, so nennen wir ¢
eine Einbettung von k-geringten Riumen.
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6.2.19 (Diskussion der Terminologie). In der algebraischen Geometrie ist fiir
unsere Einbettungen auch die Bezeichnung Immersion gebriuchlich. In der Dif-
ferentialgeometrie versteht man jedoch unter einer Immersion stattdessen meist
wie in [ML] 28.3.3.14 einen nicht notwendig injektiven Morphismus mit injekti-
vem Differential an jedem Punkt.

Ergdnzung 6.2.20. Ich will den Begriff der Einbettung nur verwenden im all-
gemeinen in [TM] 1.1.4.2 erkldrten Kontext. Den Begriff einer Immersion will
ich weiter fassen als Morphismus in einer Kategorie, der unter einem natiirlichen
Mengenfunktor zu einer Injektion wird. Insbesondere will ich, anders als in der
Differentialgeometrie iiblich, differentialinjektive Abbildungen glatter Mannigfal-
tigkeiten nur dann Immersionen nennen, wenn sie zusitzlich auch noch injektiv
sind.

6.2.21. Besonders oft werden uns offene Einbettungen und abgeschlossene Ein-
bettungen begegnen, bei denen zusétzlich gefordert wird, daf3 sie als Abbildungen
topologischer Rdume offen beziehungsweise abgeschlossen sind, oder gleichbe-
deutend, daB ihr Bild offen beziehungsweise abgeschlossen ist.

Lemma 6.2.22. Gegeben k-geringte Riume (Y;);c;, eine Menge X und Abbil-
dungen ¢; : X — Y, gibt es genau eine Struktur als k-geringter Raum auf X
derart, dafs unsere Familie gesamthaft initial wird. Sie heif3t die initiale Struktur
zu unserer Familie.

Beweis. Die Eindeutigkeit zeigt man wie im Fall gesamthaft finaler Strukturen in
6.2.13. Fiir den Nachweis der die Existenz zeigen wir genauer, daf} die kleinste
Struktur Z eines k-geringten Raums auf X, fiir die alle unsere ¢; Morphismen
werden, die geforderte universelle Eigenschaft hat. Istin der Tat ¢ : W — X eine
Abbildung mit der Eigenschaft, da3 alle (;7) Morphismen sind, so muf} ja die
finale Struktur 7 auf X in Bezug auf v groBergleich unserer kleinsten Struktur Z
sein. Das zeigt, dal ¢ auch in Bezug auf Z ein Morphismus ist. [

6.2.23. Ist X C Y eine Teilmenge eines k-geringten Raums, so nennen wir die
initiale Struktur zur Inklusion die induzierte Struktur eines k-geringten Raums
auf X und notieren sie (X, Oy|x). Explizit kann man die induzierte Struktur be-
schreiben wie folgt: Als Topologie auf X erhilt man die von Y induzierte Topo-
logie, und eine Funktion g auf U G X ist strukturierend genau dann, wenn es fiir
alle x € U eine offene Umgebung V' G Y von z in Y gibt und eine Funktion
f € Oy(V)mit gluny = flunv.

6.2.24 (Transitivitit gesamthaft initialer Familien). Seien ¢; : X — Y; und
Yj; Yy — Zj;; Familien von k-geringten Rdumen und Morphismen. Sind die ¢;
gesamthaft initial und sind fiir jedes 7 die 1);; gesamthaft initial, so ist auch die Fa-
milie der ;;0; gesamthaft initial. Ist andererseits die Familie der v;;0; gesamthaft
initial, so auch die Familie der ¢;. All das folgt direkt aus den Definitionen.
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6.2.25. Bemerkung 6.2.24 besagt unter anderem, daf3 die Verkniipfung von zwei
initialen Morphismen stets initial ist, und da Verkniipfung ¢)¢» von zwei Mor-
phismen nur dann initial sein kann, wenn ¢ initial ist. Insbesondere ist jeder Mor-
phismus initial, zu dem es einen linksinversen Morphismus gibt. Weiter ist die
Verkniipfung von zwei Einbettungen stets wieder eine Einbettung.

Erginzung 6.2.26. Diese Aussagen und ihr Beweis sind ebenso wie die Aussagen
zur Transitivitit finaler Familien vollig analog zum Beweis der entsprechenden
Aussagen [TM] 1.1.6.14, [TM] 1.1.7.5 im Kontext topologischer Raume. Sie sind
noch allgemeiner sinnvoll und richtig fiir einen beliebigen treuen Funktor, verglei-
che [TM] 1.1.6.16.

Ubungen

Ubung 6.2.27. Man folgere aus 6.2.14: Die Verkniipfung von zwei finalen Mor-
phismen ist stets final. Ist die Verkniipfung ¢ o ¢/ von zwei Morphismen final, so
ist ¢ final. Insbesondere ist jeder Morphismus final, der ein Rechtsinverses alias
einen Schnitt besitzt, fiir den es also einen Morphismus s gibt mit fs = id.

Ubung 6.2.28 (Finalitiit offener Uberdeckungen). Ist (U;);c; eine offene Uber-
deckung eines k-geringten Raums X, so triagt X die finale Struktur in Bezug auf
die Einbettungen U; — X. Eine Abbildung X — Y in einen weiteren k-geringten
Raum ist also genau dann ein Morphismus, wenn ihre Restriktionen auf alle U;
Morphismen sind.

Ubung 6.2.29 (Finalitit ist lokal in der Basis). Ist ein Morphismus von k-ge-
ringten Rdumen f : Y — X final, so ist auch fiir jede offene Teilmenge U @ X
die induzierte Abbildung f~'(U) — U final fiir die induzierten Strukturen. Ist
umgekehrt f : Y — X ein Morphismus von k-geringten Rdumen und besitzt X
eine offene Uberdeckung U derart, daB f : f~1(U) — U fiir alle U € U final ist,
so ist unser Morphismus bereits selbst final.

6.3 Gesiittigte geringte Raume

6.3.1. Fiir das Studium von Varietiten sind besonders diejenigen k-geringten Riu-
me relevant, die wir im folgenden als ,,gesittigte k-geringte Rdume** einfiithren.

Definition 6.3.2. Sei k ein Korper. Ein k-geringter Raum X heille gesittigt, wenn
fir U @ X offen und f : U — k reguldr auch die Menge {z € U | f(z) # 0}
offen ist und 1/ f darauf eine reguldre Funktion.

6.3.3 (Diskussion der Terminologie). Der Begriff eines ,,gesittigten geringten
Raums* ist nicht gebriduchlich. Kempf [Kem93] bezeichnet solche Strukturen als
,»spaces with functions®. Der Begriff ist nur sinnvoll, wenn £ ein Korper ist.
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6.3.4. Offensichtlich ist ein beliebiger Schnitt geséttigter Strukturen wieder ge-
sattigt. Offensichtlich ist die finale Struktur zu irgendwelchen Abbildungen von
gesittigten Strukturen in eine vorgegebene Menge auch selbst gesattigt.

Definition 6.3.5. Eine Familie (p; : X — Y;);c; von Morphismen k-geringter
Réiuma heilit gesamthaft gesittigt initial, wenn X gesittigt ist und wenn fiir
jeden weiteren gesittigten k-geringten Raum W und jede Abbildung ¢ : W — X
gilt

(i1 Morphismus Vi) = (1) Morphismus)

Lemma 6.3.6. Gegeben eine Familie (p; : X — Y;)icr von Abbildungen einer
Menge k-geringter Rdume gibt es stets genau eine Struktur als k-geringter Raum
auf X derart, daf} unsere Familie gesamthaft gesdittigt initial wird. Wir nennen sie
die gesiittigte initiale Struktur auf X.

Beweis. Die Eindeutigkeit zeigt man wie in 6.2.13. Um die Existenz zu zeigen,
weisen wir nach, daf die kleinste Struktur als gesittigter k-geringter Raum auf X,
fiir die alle ¢; Morphismen werden, die behauptete universelle Eigenschaft hat.
Das hinwiederum folgt daraus, daf} die finale Struktur zu ¢y : W — X gesittigt
ist und groBergleich dieser kleinsten Struktur sein muB. [

Beispiel 6.3.7 (Sattigung einer geringten Menge). Sei £ ein Korper. Jede k-
geringte Menge (X, O(X)) ist fur die Klumpentopologie ein k-geringter Raum.
Die gesittigte initiale Struktur fiir id : X — X alias die kleinste gesittigte
Struktur (X, Ox), die diese Struktur umfaBt, nennen wir die Sattigung unserer
k-geringten Menge. Sie kann explizit beschrieben werden wie folgt:

1. Abgeschlossen sind alle simultanen Nullstellenmengen Z(E) fiir Mengen
von Funktionen £ C O(X);

2. Die strukturierenden Funktionen Ox (U) fiir U @ X offen in Bezug auf die
im ersten Teil erklidrte Topologie sind alle Funktionen f : U — k mit der
Eigenschaft, dal} es fiir jeden Punkt = € U eine offene Umgebung V' ¢ U
gibt und Funktionen g, h € O(X) mit h(y) # 0und f(y) = g(y)/h(y) fur
alley e V.

In der Tat miissen offensichtlich in jeder gesittigten Struktur, die die gegebene
Struktur umfaft, alle Z(FE) abgeschlossen sein und alle lokal durch Quotien-
ten von Funktionen aus O(X) darstellbaren Funktionen auf offenen Teilmengen
strukturierend. Andererseits erkennt man auch leicht, dafl X mit der in Teil 1 an-
gegebenen Topologie und den in Teil zwei angegebenen strukturierenden Funk-
tionen auf offenen Teilmengen ein gesittigter geringter Raum ist.
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Beispiel 6.3.8 (Affine Varietiit als Sattigung). Gegeben eine naive affine Varietit
X ist die Topologie auf ihrer Sittigung 6.3.7 unsere Zariski-Topologie aus 3.4.3
und die Struktur als k-geringter Raum die in 6.2.6 beschriebene und die Identitét
folglich ein gesittigt initialer Morphismus

(X,0x) = (X, 0(X))

6.3.9. Die initiale Struktur zu einer Abbildung von einer Menge in eine gesittigte
Struktur ist offensichtlich stets wieder geséttigt. Fiir die initiale Struktur in Bezug
auf eine Familie von mehr als einer Abbildung gilt das jedoch im allgemeinen
nicht mehr, wie schon das Beispiel der Produktstruktur auf 4% bald zeigen wird.

6.3.10 (Transitivitit gesamthaft gesittigt initialer Familien). Seien ; : X —
Y; und ¢;; : Y; — Z;; Familien von k-geringten Rdumen und Morphismen. Sind
die ¢; gesamthaft gesittigt initial und sind fiir jedes ¢ die 1;; gesamthaft initial
oder gesamthaft gesittigt initial, so ist auch die Familie der 1;;¢; gesamthaft ge-
sdttigt initial. Ist andererseits die Familie der v;;0; gesamthaft gesittigt initial, so
auch die Familie der ;. All das folgt direkt aus den Definitionen.

6.3.11 (Vergleich induzierter Strukturen auf abgeschlossenen Teilmengen).
Gegeben i : Y — X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge in eine nai-
ve affine Varietit ist die Verkniipfung (Y, Oy ) — (Y, O(Y)) — (X, O(X)) eines
gesittigt initialen Morphismus mit einem initialen Morphismus wieder geséttigt
initial. Aufgrund der universellen Eigenschaft der Sittigung faktorisiert sie iiber
(X, Ox), folglich ist die Inklusion ein initialer Morphismus

(Y, Oy) = (X, Ox)

Insbesondere ist ein k-geringter Raum (X, Ox) genau dann eine affine k-Varietit,
wenn er fiir mindestens ein n € N eine abgeschlossene Einbettung nach (k™, Ogn)
besitzt.

6.3.12 (Vergleich induzierter Strukturen auf Nichtnullstellenmengen). Gege-
ben in einer naiven affinen Varietidt X die Nichtnullstellenmenge U einer regulédren
Funktion betrachten wir die Verkniipfung (U, Oy) — (U,O(U)) — (X, O(X))
und priifen explizit, daB} sie gesittigt initial ist. Sie faktorisiert andererseits auf-
grund der universellen Eigenschaft der Sittigung als (U, Oy) — (X,0x) —
(X, O(X)), folglich ist die Inklusion ein initialer Morphismus

(U, OU) — (X, OX)

Proposition 6.3.13 (Verkleben von Punkten). Seien X eine affine k-Varietdit
und ¢ : X — Y eine surjektive Abbildung von X auf eine Menge Y. Sind alle
Fasern von ¢ endlich und fast alle Fasern einelementig, so ist Y mit seiner finalen
Struktur eines k-geringten Raums auch eine affine k-Varietiit.
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Beweis. In 5.2.14 hatten wir bereits gezeigt, daB Y mit O(Y) := {f : Y — k |
f oy € O(X)} eine naive affine Varietit wird. Da O(Y) — O(X) ganz ist,
zeigen unsere allgemeinen Erkenntnisse 5.2.10 iiber die Geometrie ganzer Rin-
gerweiterungen, dall ¢ abgeschlossen und insbesondere ,,topologisch final* ist:
Eine Teilmenge von Y ist genau dann offen, wenn ihr Urbild in X es ist. Um zu
zeigen, dal} ¢ eine finale Abbildung auf den zugehorigen k-geringten Rédumen ist,
miissen wir noch fiir jede offene Teilmenge U @ Y zeigen, daBl eine Funktion
h : U — k genau dann regulir ist, wenn h o o regulér ist. Fiir globale Funktionen
ist das offensichtlich. Fiir den allgemeinen Fall reicht es, wenn wir unsere Aussa-
ge fiir offene Teilmengen der Gestalt U = Y, = {g # 0} zeigen, mit g € O(Y).
Offensichtlich brauchen wir nur den Fall zu betrachten, daf3 es genau zwei Punkte
p,q € X gibt mit p # ¢ aber p(p) = ¢(q). Nun betrachten wir die kurze exakte
Sequenz
OY)—0X)—»k

mit rechter Abbildung f +— f(p)— f(q). Lassen wir g € O(Y) auf dem £ in dieser
Sequenz durch Multiplikation mit seinem Wert g(p) = g(q) operieren, so besteht
sie aus Homomorphismen von O(Y")-Moduln und bleibt exakt bei Lokalisierung
nach g. Das zeigt O(Y), = O(X), im Fall g(p) = g(¢) = 0 und O(Y), =
{f € OX), | flp) = f(q)} im Fall g(p) = g(q) # 0. Die Proposition ist
bewiesen. [l

6.3.14 (Produkt gesiittigter k-geringter Riume). Gegeben ein Korper £ und ge-
sattigte k-geringte Rdume X und Y erhalten wir offensichtlich ein Produkt in der
Kategorie der gesittigten k-geringten Rdaume, das gesiittigte Produkt von X und
Y, indem wir auf der Produktmenge X x Y die gesittigte initiale Struktur zu den
Projektionen auf X und Y betrachten.

6.3.15 (Der k™ als gesiittigtes Produkt). Versehen wir einen Korper &£ mit der
kleinstmoglichen Struktur (k, Oy) eines k-geringten Raums derart, daf die Iden-
titat £ — k eine strukturierende Funktion auf £ ist, so erhalten wir offensichtlich
Klumpentopologie mit den polynomialen Funktionen als strukturierenden Funk-
tionen. Nehmen wir k = k algebraisch abgeschlossen an, so ist die kleinste ge-
séttigte Struktur (k, Oy,) als k-geringter Raum auf k derart, daB die Identitidt k — &
eine strukturierende Funktion ist, offensichtlich genau unsere Struktur als affine
Varietit auf k, die durch Sittigung aus unserer Struktur als naive affine Varietit
3.3.6 hervorgeht. Versehen wir schlielich £ mit der Struktur eines geséttigten
Produkts von einigen Kopien von (k, Oy), so erhalten wir offensichtlich genau
unsere Struktur (k", Oy ) als affine Varietit auf £", die durch Sittigung aus unse-
rer Struktur als naive affine Varietit 3.3.6 hervorgeht.

Proposition 6.3.16. Sei k ein Korper. Jedes gesdittigte Produkt von initialen Mor-
phismen gesdittigter k-geringter Rdaume ist wieder initial. Das gesdittigte Produkt

183



von zwei offenen Einbettungen ist wieder eine offene Einbettung. Das gesdittigte
Produkt von zwei abgeschlossenen Einbettungen ist wieder eine abgeschlossene
Einbettung.

Beweis. Das folgt aus der Transitivitit gesattigter initialer Familien 6.3.10. Seien
genauer ¢ : X — Y undv : Z — W unsere initialen Morphismen. Die Definition
des Produktmorphismus ¢ X ¢ liefert pry o(¢ x 1)) = ¢opry und pry, o(d X)) =
wopr,. Die Definition des gesittigten Produkts X x Z liefert, daf} die Projektionen
pry, pr, dafiir eine gesittigt initiale Familie bilden. Die Transitivitét gesattigter
initialer Familien 6.3.10 zeigt dann, dal auch ¢ o pry, 1) o pr,, alias pry o(¢ X ),
pry o(¢ x 1) dafiir eine gesittigt initiale Familie bilden. Die zweite Aussage
in 6.3.10 impliziert dann weiter, dall auch ¢ x 1 gesittigt initial und, da diese
Abbildung in einem gesittigten Raum landet, nach 6.3.9 auch ungesittigt initial
ist. Daf} das Produkt offener beziehungsweise abeschlossener Teilmengen wieder
offen beziehungsweise abgeschlossen ist, gilt bereits fiir die Produkttopologie.

[

Korollar 6.3.17. Das in der Kategorie der gesdttigten k-geringten Riume gebil-
dete Produkt von affinen Varietditen ist stets wieder eine affine Varietdit.

Beweis. Das Produkt in der Kategorie der gesittigten k-geringten Rdume macht
nach 6.3.16 aus je zwei ageschlossenen Einbettungen eine abgeschlossene Ein-
bettung und macht nach 6.3.15 aus k™ und k™ den k"*™. Da nach 6.3.11 affine
Varietidten gerade solche k-geringten Riume sind, die eine abgeschlossene Ein-
bettung in einen k™ besitzen, folgt das Korollar. 0

Satz 6.3.18 (Morphismen in affine Varietiiten). Gegeben eine affine k-Varietdt
Y liefert der Ubergang zu den globalen reguliiren Funktionen fiir jeden gesiittig-
ten k-geringten Raum X eine Bijektion

Gerfr(X,Y) = Kring®(Oy (Y), Ox (X))

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall Y = £". Es bezeichne T; : k" — k die j-te
Koordinate. Fiir jeden gesittigten k-geringten Raum (X, Ox) liefert das Zuriick-
holen von Funktionen aufgrund der universellen Eigenschaft der Produktstruktur
auf k" eine Bijektion Gerfy (X, k") = Ox(X)", ¢ = (Tjop)}_,. Ist allgemeiner
Y affin, so diirfen wir Y @& k™ annehmen. Dann sind beide Seiten in natiirlicher
Bijektion zu

{(p1,- -5 0n) € Ox(X)" | fp1,--00) =0 VfEL(Y)}

wegen der Definition des Verschwindungsideals Z(Y') und der universellen Ei-
genschaft der induzierten Struktur und wegen der universellen Eigenschaft des
Quotienten k[T, ...,T,]/Z(Y) = Oy(Y). N
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6.4 Algebraische Varietiten

6.4.1. (k = k). Ich erinnere daran, daB wir eine affine k-Varietiit erklirt hatten
als einen k-geringten Raum, der eine abgeschlossene Einbettung in einen k" be-
sitzt. Eine Einbettung von k-geringten Raumen hatten wir erklért als eine initiale
Injektion. Eine abgeschlossene Einbettung hatten wir erklirt als eine Einbettung
mit abgeschlossenem Bild. Den k™ verstehen wir dabei mit der iiblichen Struktur
als k-geringter Raum, die wir am einfachsten als die von den Polynomfunktionen
erzeugte Struktur als gesittigter k-geringter Raum beschreiben kénnen.

Definition 6.4.2. Sei k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

1. Eine k-Prévarietit ist ein gesittigter k-geringter Raum (X, Ox), der eine
endliche Uberdeckung besitzt durch offene Teilmengen U derart, daf alle
(U, Ox|v) affine k-Varietiten sind. Die Elemente von Ox (V) fur V @ X
nennen wir in diesem Kontext die reguliren Funktionen auf V;

2. Eine k-Varietiit ist eine k-Privarietdt X mit der zusitzlichen Eigenschaft,
daB fiir das Produkt X x X in der Kategorie der gesittigten k-geringten
Riume die Diagonale eine abgeschlossene Teilmenge A(X) @& X x X ist;

3. Ein Morphismus von Privarietiten oder Varietiten ist ein Morphismus von
geringten Raumen. Wir erhalten so die Kategorien

Vary, C pVar,

der Varietiten beziehungsweise Privarietiten iiber k.

6.4.3 (Riickwirtskompatibilitit der Terminologie). Jede affine Varietit ist of-
fensichtlich eine Varietit im Sinne der obigen Definition.

6.4.4 (Diskussion der Terminologie). Manche Quellen fordern von ihren Varie-
tdaten zusatzlich noch, daf sie irreduzibel sein sollen. Ich schlieffe mich dieser
Konvention nicht an.

Beispiel 6.4.5 (Eine Pravarietiit, die keine Varietit ist). Wir betrachten die ,,Ge-
rade mit verdoppeltem Nullpunkt®“ X := k L {6} mit der finalen Struktur zu den
beiden Abbildungen ¢ : k < X und ¢ : k — X, die gegeben werden durch
Y(x) = P(z) = z fiir z # 0 aber ¥(0) = 0, 1)(0) = 0. Diese Varietiit ist nicht
separiert, denn die Punkte (0,0) und (0,0) aus X x X liegen beide im Abschluf
der Diagonale. In der Tat ist das Urbild jeder offenen Umgebung von (0, 0) unter
(1), 1)) : k — X x X eine offene Umgebung von 0 € k, folglich trifft jede offene
Umgebung von (0, 0) die Diagonale.

185



6.4.6 (Folgerungen aus der Separiertheit). Zwei Morphismen ¢, : ¥ — X
von einer Prévarietiit in eine Varietit, die auf einer dichten Teilmenge iiberein-
stimmen, sind gleich. In der Tat, ist die Diagonale in X x X abgeschlossen, so
auch ihr Urbild unter dem Morphismus (¢, 1) : ¥ — X x X.

6.4.7 (Schnitte affiner offener Teilmengen). In einer Varietit X ist der Schnitt
von je zweil offenen affinen Teilmengen U, V' wieder affin. In der Tatist U N V'
isomorph zu (U x V) N Ax und A ist abgeschlossen in X x X nach Annahme.
Ist etwas allgemeiner ¢ : V' — X ein Morphismus einer affinen Varietit 1/ in
eine Varietdat X und ist U @ X offen affin, so ist auch cpfl(U ) affin, denn es ist
isomorph zum Urbild der Diagonale Ay unter ¢ x ¢ : V x U — X x X fur
1 : U — X die Inklusion.

6.4.8. Das meiste, was wir im folgenden iiber Varietidten aussagen, gilt allgemei-
ner auch fiir Pravarietiten. Der Unterschied wird erst spiter relevant werden.

6.4.9 (Varietiiten iiber allgemeineren Korpern). Wenn wir im Folgenden wie
im Vorhergehenden von einer Varietét reden, so denken wir uns stets einen alge-
braisch abgeschlossenen Grundkdrper k = k fest gewihlt, iiber dem sie definiert
ist. Analoga iiber nicht algebraisch abgeschlossenen Korpern werden wir erst im
Rahmen der allgemeinen Theorie der Schemata behandeln und nicht als Varie-
taten ansprechen. Der Leser sei gewarnt, dal man eine andere und recht nutzlo-
se Kategorie erhilt, wenn man im Fall eines nicht algebraisch abgeschlossenen
Grundkorpers die vohergehende Definition 6.4.2 wortwortlich iibernimmt.

6.4.10. Nach 6.3.4 ist ein k-geringter Raum, der eine Uberdeckung durch offe-
ne Teilmengen besitzt, auf denen die induzierte Struktur geséttigt ist, auch selbst
bereits gesittigt. Diese Forderung im ersten Teil unserer Definition war also iiber-
fliissig. Ich habe sie dennoch dazugeschrieben, um die Definition einer Varietit
nicht durch Zwischeniiberlegungen zu storen.

6.4.11 (Produkte von Varietiten). Das in der Kategorie der gesittigten k-gering-
ten Rdume gebildete Produkt von zwei Prévarietiten ist wieder eine Privarietit.
Das folgt unmittelbar daraus, dall nach 6.3.17 das in der Kategorie der gesittigten
k-geringten Riume gebildete Produkt affiner Varietdten wieder eine affine Varietit
ist und daB} nach 6.3.16 ebendort das Produkt offener Einbettungen wieder eine
offene Einbettung ist. Es folgt leicht, dall das in der Kategorie der geséttigten k-
geringten Raume gebildete Produkt von zwei Varietiten wieder eine Varietit ist.

6.4.12 (Irreduzibilitit von Produkten). Das Produkt von zwei irreduziblen Va-
rietdten oder Privarietiten ist stets wieder irreduzibel. Sei in der Tat X x Y =
A U B Vereinigung von zwei abgeschlossenen Teilmengen. Wir betrachten

Xa = {zeX|{z} xY CA}
Xp = {reX|{z} xY C B}
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und folgern X = X4 U Xp aus der Irreduzibilitidt von Y. Da X irreduzibel ist,
konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit X 4 dicht in X annehmen. Fiir
alley € Y giltnun X4 x{y} C Aund wegen A abgeschlossen auch X x{y} C A.
Das zeigt A = X x Y.

Lemma 6.4.13. Jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge einer Varietdt ist
mit der induzierten Struktur wieder eine Varietdt. Analoges gilt fiir Prdvarietditen.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus den Erkenntnissen 6.3.11 und 6.3.12, daf} in
einer affinen Varietit jede abgeschlossene Teilmenge und jede Nichtnullstellen-
menge einer reguldren Funktion wieder eine affine Varietit ist. Es gilt nur zu be-
achten, daB} jede offene Teilmenge einer affinen Varietit X bereits eine endliche
Uberdeckungen durch Nichtnullstellenmengen X ; besitzt. [

Definition 6.4.14. Eine quasiaffine £-Varietiit ist ein k-geringter Raum, der iso-
morph ist zu einer offenen Teilmenge einer affinen k-Varietiit.

6.4.15. Eine Teilmenge eines topologischen Raums, die ein Schnitt einer offe-
nen mit einer abgeschlossenen Menge ist, heilit lokal abgeschlossen. Jede lokal
abgeschlossene Teilmenge einer Varietit ist mit ihrer induzierten Struktur eines
k-geringten Raums selbst wieder eine Varietdt. Wir nennen die lokal abgeschlos-
senen Teilmengen einer Varietit auch ihre Untervarietiten und denken sie uns
dabei stets mit der induzierten Struktur versehen. Jede Untervarietit einer quasi-
affinen Varietit ist quasiaffin.

6.4.16 (Diskussion der Terminologie). Unsere Untervarietiten sind kategorische
Unterobjekte in der Kategorie der Varietiten, aber die meisten Varietiten besitzen
durchaus noch weitere, nicht zu Untervarietiten isomorphe kategorische Unterob-
jekte. Beispiele liefern unsere bijektiven Morphismen von Varietiten aus 3.3.20
oder 3.3.21, die keine Isomorphismen sind.

6.4.17 (Eine quasiaffine aber nicht affine Varietiit). Das Komplement £2\0 des
Ursprungs in der Ebene ist keine affine Varietit: In der Tat liefert nach 5.11.3 die
Restriktion eine Bijektion O(k?) = O(k*\0), auf affinen Varietiten ist jedoch
O volltreu. Mithin kann ein Morphismus von affinen Varietiten nur dann einen
Isomorphismus auf den globalen regulidren Funktionen induzieren, wenn er bereits
selbst ein Isomorphismus war.

Vorschau 6.4.18. Es gibt durchaus auch offene affine Teilmengen affiner Varie-
titen, die nicht das Komplement der Nullstellenmenge einer reguldren Funktion
sind. Die Konstruktion eines Beispiels braucht jedoch mehr Theorie, als sie uns
hier zur Verfiigung steht: Man betrachte eine elliptische Kurve ohne ihr neutra-
les Element. Das ist eine affine Varietit. Jeder Punkt dieser affinen Varietit, der
die einzige Nullstelle einer reguldren Funktion ist, muf3 dann von endlicher Ord-
nung sein. Andererseits ist das Komplement in einer elliptischen Kurve von zwei
beliebigen Punkten stets affin.
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6.4.19. Offensichtlich ist jede Varietit ein noetherscher topologischer Raum.

Definition 6.4.20. Unter der Dimension einer Varietit versteht man die Krull-
Dimension des zugrundeliegenden topologischen Raums.

Proposition 6.4.21. Gegeben eine irreduzible Varietdt stimmt die Dimension jeder
nichtleeren offenen Teilmenge iiberein mit der Dimension der ganzen Varietiit.

Beweis. In der Tat, jede echt aufsteigende endliche Kette irreduzibler Mengen
enthilt einen gemeinsamen Punkt und liefert durch Herunterschneiden auf eine
affine offene Umgebung dieses Punktes eine echt aufsteigende Kette irreduzibler
Mengen dort. Das zeigt, da} die Krulldimension beschréinkt ist durch das Maxi-
mum der Krulldimensionen der Mengen jeder offenen affinen Uberdeckung. Jede
nichtleere offene Teilmenge ist aber auch irreduzibel, und jeder der zu unserer
Uberdeckung gehérigen affinen k-Kringe ist folglich ein Integrititsbereich und
damit ein Kettenring. Da schlieflich je zwei nichtleere offene Teilmengen nicht-
leeren Schnitt haben, folgt die Behauptung. [

6.4.22. Eine dqui-eindimensionale Varietit heilt eine Kurve oder genauer eine
algebraische Kurve.

Definition 6.4.23. Gegeben ein k-geringter Raum (X, Ox) und ein Punkt x € X
erkldren wir den lokalen Ring

OX,:J:

von X bei x als die Menge aller Funktionskeime in Ens(X, k), die von einer
strukturierenden Funktion reprédsentiert werden.

6.4.24 (Lokale Ringe im Fall affiner Varietiten). Im Fall einer affinen Varietit
X stimmt der hier definierte Ring Oy, offensichtlich iiberein mit dem in 4.4.3

definierten Ring Ox , aller Funktionskeime, die einen Reprisentanten der Gestalt
(Xy, f) firg € O(X) mitz € X, und f € O(X,) haben.

Erginzung 6.4.25. TIst (X, Ox) eine k-Varietit und liefern die Auswertungen an
Punkten eine Bijektion X = Ring"(Ox(X), k), so wiite ich gerne, ob X affin
sein muf. Nimmt man zusitzlich an, daB Ox (X)) ringendlich ist tiber £ und X —
Max Ox (X') ein Homdomorphismus, so kann ich das wohl zeigen.

Ergdnzung 6.4.26. Ist der k-Kring der reguldren Funktionen auf einer Varietit
stets wieder ringendlich iiber £? Ich denke schon, kenne aber kein ganz einfaches
Argument.
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Ubungen

Ubung 6.4.27. Jeder Punkt einer Varietdt oder Privarietiit liegt in einer dichten
offenen affinen Teilmenge.

Ubung 6.4.28. Gegeben eine Varietiit oder Privarietiit X und f € Ox(X) reguldr
setzen wir

Xp={re X | f(x) £0}

Man zeige, daB es fiir alle h € Ox (X ) einn > 0 gibt derart, daB die Fortsetzung
durch Null von f"h eine reguldre Funktion auf ganz X ist. Man folgere, dal die
Restriktion Oy (X) — Ox(Xy) einen Isomorphismus Ox (X ) = Ox(Xy) zwi-
schen der Lokalisierung von Ox (X)) an f und dem Ring der reguldren Funktionen
auf X, induziert.

Ubung 6.4.29 (Affine offene Teilmengen affiner Varietiiten). Gegeben eine Va-
rietdt X, offene affine Teilmengen U, V' @ X und ein Punkt z € U NV zeige man:
Es gibt stets s € O(U)und t € O(V) mitz € U und Us = V;. In dieser Situation
ist natiirlich auch U, =V, affin. Hinweis: 6.4.28.

Ubung 6.4.30. Man zeige, daB fiir jede affine Varietit Z der von einer Verklebung
¢ : X — Y affiner Varietdten im Sinne von 6.3.13 induzierte Morphismus X x
Z — Y x Z abgeschlossen, ja selbst wieder final ist. Man gebe ein Beispiel an,
in dem diese Verklebung kein offener Morphismus ist.

Ubung 6.4.31. Die Projektion von einem Produkt in der Kategorie der gesiittigten
geringten Rdume auf einen der Faktoren ist stets offen.

Ergiinzende Ubung 6.4.32. Man zeige, daB fiir beliebige Privarietiten X,Y die
Abbildung f ® g — f X g einen Isomorphismus

O(X) 2 O(Y) 3 O(X x Y)

induziert. Hinweis: Fiir affine Varietiten wissen wir das bereits aus 3.1.4. Als
nichstes betrachte man den Fall, dafl nur eine unserer Priavarietiten eine affine
Varietit ist, und erinnere dazu die Exaktheit des Tensorprodukts.

Ubung 6.4.33. Eine auf einer offenen Teilmenge einer irreduziblen affinen Varie-
tit definierte reguldre Funktion f, die lokal als Quotient f = g/h geschrieben
werden kann, stimmt bereits auf der der Differenz ihres Definitionsbereichs und
der Nullstellenmenge von h mit g/h iiberein.

Ubung 6.4.34 (Fixpunktmengen). Gegeben eine Varietit X und ein Morphis-
mus ¢ : X — X ist die Menge der Fixpunkte X¥ = {z € X | p(z) = =}
abgeschlossen. Die entsprechende Aussage fiir eine Prévarietit ist falsch: Ist zum
Beispiel Y eine Privarietit und betrachten wir die Vertauschung der Eintrige auf
X =Y xY,soistdie Menge der Fixpunkte nicht abgeschlossen.
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Ubung 6.4.35. Der Graph eines Morphismus von einer Privarietiit in eine Varietiit
ist stets abgeschlossen.

Ubung 6.4.36 (Frobenius-Twist). Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper
positiver Charakteristik. char k = p > 0 und sei X = (X, O) eine Varietiit iiber
k. Soist auch X! := (X, O mit

oMU :={f| feOU) YUcX

eine Varietit tiber k. Sie heifit der Frobenius-Twist unserer urspriinglichen Varie-
tit. Weiter ist die Identitit auf X ein Morphismus X — X[ von Varietiiten iiber
k, der Frobenius-Morphismus, und jeder Morphismus X — Y induziert einen
Morphismus X[ — YU, SchlieBlich zeige man, daB der Funktor X +— X[ eine
Aquivalenz von Kategorien ist. Dasselbe gilt fiir Privarietiten. Hinweis: 3.3.21.
Vielleicht noch natiirlicher wird diese Konstruktion in der Sprache der Schemata,
vergleiche 14.4.2.

Vorschau 6.4.37. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper von positiver Cha-
rakteristik. Eine k-Varietit X heift Frobenius-spaltend, wenn O!! ein direkter
Summand des O"-Moduls O ist.

Ubung 6.4.38 (Normale Varietiiten). Eine Varietiit oder Privarietiit heit nor-
mal, wenn fiir jeden Punkt x € X der lokale Ring Ox , ein ganz abgeschlossener
Integritédtsbereich ist. Man zeige, da} eine affine Varietit genau dann normal ist,
wenn ihr Ring von reguldren Funktionen normal ist. Man zeige, da3 jede normale
Varietit die disjunkte Vereinigung ihrer irreduziblen Komponenten ist.

Ubung 6.4.39 (Reguliire Funktionskeime liings abgeschlossener Teilmengen).
Gegeben ein noetherscher k-geringter Raum X mit einer abgeschlossenen Teil-
menge Y @& X erkldren wir den Ring

OX,Y C EHS(X, /{Z)y

aller strukturierenden Funktionskeime lings Y als den Ring aller Funktions-
keime nach 4.4.10 mit mindestens einer strukturierenden Funktion unter seinen
Reprisentanten. Im Fall einer einpunktigen Teilmenge ist das unser lokaler Ring
Oxzaus 6.4.23. Ist U @ X offen mit UNY dichtin Y, so induziert die Restriktion
einen Isomorphismus

Oxy — Ouynu

Gegeben Z @ Y @& X abgeschlossene Teilmengen derart, dal Z jede irreduzible
Komponente von Y trifft, induziert weiter das Generisieren 4.4.16 einen Ringho-
momorphismus

OX,Z — OX,Y
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auf den reguldren Funktionskeimen. Ist X eine affine Varietit, so spezialisiert das
zu den bereits in 4.4.11 erklédrten reguldren Funktionskeimen. Fiir eine beliebige
Privarietit X tibernehmen wir diese Terminologie und nennen die Elemente von
Ox y reguliire Funktionskeime lings Y und setzen M (X)) := O x und nennen
diese ,,dicht definierten reguldren Funktionen* die rationalen Funktionen auf X .
In der Literatur ist in diesem Fall statt M (X') die Notation k(X ) iiblich. Ist X eine
irreduzible k-Prévarietit, so bilden die rationalen Funktionen auf X einen Korper
vom Transzendenzgrad
trgr, M(X) = kdim X

Ubung 6.4.40. Sei X eine Privarietit. Offensichtlich stimmen je zwei Reprisen-
tanten (U, fyy) und (V, fy) einer rationalen Funktion f € M(X) bereits auf
U NV iiberein. Jede rationale Funktion hat mithin einen eindeutig bestimmten
groBten Reprisentanten, der eben auf der Vereinigung der Definitionsbereiche
aller Reprisentanten definiert ist. Der Definitionsbereich des groften Reprisen-
tanten heiflt der Definitionsbereich unserer rationalen Funktion.

Ubung 6.4.41 (Definitionsbereiche und lokale Ringe). Ist X eine irreduzible
Privarietit, so liefert das Generisieren 4.4.16 fiir jeden Punkt x € X eine natiirli-
che Injektion Oy, — M(X), die wir von nun an in Notation und Sprache oft
als Einbettung einer Teilmenge betrachten werden. Man zeige: Ein Punkt x € X
gehort genau dann zum Definitionsbereich einer rationalen Funktion f € M(X),
wenn f im lokalen Ring Ox , C M(X) liegt.

6.4.42. Gegeben eine Eigenschaft (E) von Morphismen einer Kategorie C mit
endlichen Produkten heifle ein Morphismus ¢ : X — Y produktfest (E) oder
ausfiihrlicher produktfest (E) in C, wenn fiir jedes weitere Objekt Z auch der
Morphismus ¢ x id : X x Z — Y x Z die Eigenschaft (E) hat. Mir schien diese
Terminologie bequem, sie ist aber uniiblich.

Ubung 6.4.43. Ein Morphismus von Privarietiten X — Y heift eigentlich, wenn
er produktfest abgeschlossen ist. Man zeige, da} es dafiir ausreicht zu zeigen, daf3
fiir jede affine Varietit Z der induzierte Morphismus X x Z — Y x Z abgeschlos-
sen ist. Man zeige, da} gegeben ein surjektiver eigentlicher Morphismus X — Y
von einer Varietit X zu einer Privarietit Y auch Y eine Varietit sein muf.

Vorschau 6.4.44. Die vorstehende Definition eines ,.eigentlichen* Morphismus
kann nicht wortwortlich auf ,,.Schemata® {ibertragen werden. Um in dieser Allge-
meinheit einen niitzlichen Begriff zu erhalten, mufl man eigentliche Morphismen
als ,,basisfest* abgeschlossene Morphismen erklédren.

Ubung 6.4.45 (Verkleben von Punkten in allgemeinen Varietiiten). Seien X
eine k-Privarietit und ¢ : X — Y eine surjektive Abbildung von X auf eine
Menge Y. Sind alle Fasern von ¢ endlich und fast alle Fasern einelementig, und
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liegen die Urbilder aller Punkte mit nicht einelementiger Faser in einer gemeinsa-
men offenen affinen Teilmenge von X, so ist Y mit seiner finalen Struktur eines
k-geringten Raums auch eine k-Privarietit und ¢ ist eigentlich. Hinweis: 6.3.13
und 6.4.30. Ist hier X eine Varietit, so auch Y. Hinweis: 6.4.43.

6.4.46. Seien X, Y Privarietiten iiber k. Ein rationaler Morphismus f : X --»
Y ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, fyy) mit U @ X offen dicht und
fu : U — Y einem Morphimus, unter der Aquivalenzrelation der Ubereinstim-
mung auf einer offenen dichten Teilmenge im Schnitt der Definitionsbereiche.
Ist Y eine Varietit, so stimmen nach 6.4.6 je zwei Reprisentanten (U, fi;) und
(V, fv) eines rationalen Morphismus f : X --+ Y bereits auf U NV iiberein. Je-
der rationale Morphismus in eine Varietét hat mithin einen eindeutig bestimmten
groBten Reprisentanten, der eben auf der Vereinigung der Definitionsbereiche
aller Reprisentanten definiert ist. Der Definitionsbereich des grofiten Reprédsen-
tanten heiflt der Definitionsbereich unseres rationalen Morphismus.

Ubung 6.4.47 (Rationale Funktionen auf Produkten). Gegeben Privarietiten
X, Y gibt es genau eine Einbettung M(X) @ M(Y) — M(X x Y), die fiir be-
liebige offene dichte affine Teilmengen U @ X und V' @ Y den in 3.1.4 erklérten
Isomorphismus O(U) ® O(V) = O(U x V') fortsetzt.

Ubung 6.4.48 (Lokale Ringe von Produkten). Gegeben bepunktete Priivarietiten
(X,z) und (Y,y) gibt es genau einen Ringhomomorphismus Oy, ® Oy, —
Ox xv,(x,y)» der fiir beliebige offene affine Umgebungen U von z und V' von y den
in 3.1.4 erklérten Isomorphismus O(U) @ O(V) = O(U x V') fortsetzt. Genauer
liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

S7HOx2 ® Oyy) = Oxxy (ay)

fiir S das Urbild von k> unter Oy, ® Oy, - k® k = k.

Ubung 6.4.49. Gegeben bepunktete irreduzible Privarietiten (X, z) und (Y, y)
kommutiert das Diagramm

Oxz®@Ovy = Oxxvay)
\ 1
MX)@M(Y) - M(X xY)
mit den im vorhergehenden erklérten natiirlichen Abbildungen.

6.4.50. Im folgenden identifizieren wir im Fall einer irreduziblen Varietit Z alle
lokalen Ringe und alle Ringe von reguldren Funktionen auf nichtleeren offenen
Teilmengen mit ihren Bildern in M (7).

Lemma* 6.4.51 (Lokale Ringe charakterisieren Punkte). Sind x,y Punkte ei-
ner irreduziblen Varietit X und gilt Ox,, C Ox , in Korper der rationalen Funk-
tionen M(X), so folgt © = y.
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Beweis. Wir zeigen das, indem wir die gegenteilige Annahme x # y zum Wider-
spruch fiihren. In der Tat liefert Ubung 6.4.48 sofort O Xz C OxxX, (z0)-
Sind U,V © X offene affine Umgebungen von z,y, so trifft U x V' nach An-
nahme die Diagonale A in einer abgeschlossenen Teilmenge und es gibt folglich
f e OU x V) mit f(x,y) # 0 aber f(p,p) = 0 firallep € UNV. Als
rationale Funktion auf X x X ist f bei (z,y) und dann nach 6.4.41 notwendig
auch bei (z, ) definiert, da es in den entsprechenden lokalen Ringen liegt, und
mulB an beiden Stellen denselben Wert annehmen. Nun verschwindet jedoch f
auf einer offenen dichten Teilmenge der Diagonale und mithin auf dem Schnitt
seines Definitionsbereichs mit der Diagonale. Wir landen so beim Widerspruch

0+ fla,y) = flw,x) =0, =

6.5 Projektive Raume

6.5.1. Ich erinnere aus [EL] 1.4.1, daB3 wir gegeben ein k-Vektorraum ¥ die Men-
ge aller Geraden in I durch den Ursprung mit

PW = P,W := {V C W | V ist ein eindimensionaler Untervektorraum}

bezeichnen und diese Menge den projektiven Raum zu W nennen. Die kanoni-
sche Projektion 7 : W\0 — PW, w — (w), die jedem von Null verschiedenen
Vektor sein Vektorraumerzeugnis zuordnet, ist eine Surjektion, deren Fasern ge-
rade die Bahnen von k£* sind.

6.5.2 (Projektive Riume als k-geringte Ridume). (kK = k). Wir erkldren fiir
jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum W auf dem projektiven Raum PW die
Struktur eines k-geringten Raums, indem wir von der natiirlichen Struktur 3.3.9
auf W als naive affine Varietit ausgehen, sie wie in 6.2.6 zu einer affinen Varietit
im Sinne spezieller k-geringter Rdume machen, darin das Ursprungskomplement
W\O mit der induzierten Struktur versehen und schlieflich PV mit der finalen
Struktur zur kanonischen Projektion

m: W\0 - PW

Damit ist eine Teilmenge U C PW per definitionem genau dann offen, wenn ihr
Urbild unter der kanonischen Projektion offen ist, und eine Funktion auf U G PW
ist reguldr genau dann, wenn die zuriickgezogene Funktion auf 7—1(U) @ W\0
reguldr ist.

6.5.3. (k = k). Speziell schreibt man P"k := P(k"!). Elemente darin notieren
wir abkiirzend (zo, ..., x,) = ((xo,...,,)). Genau dann ist per definitionem
U C P"k offen, wenn 7! (U) C k"*1\0 offen ist, und eine Funktion f : U — k
ist reguléir genau dann, wenn die zuriickgezogene Funktion f o 7 auf 7—1(U)
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Ilustration zum Beweis von 6.5.4

y 4
b

LN TN H

regulir ist, als da heift, lokal als Quotient von Polynomfunktionen geschrieben
werden kann.

Satz 6.5.4 (Projektive Riiume sind Varietiiten). (k = k). Gegeben ein end-
lichdimensionaler k-Vektorraum W ist der zugehorige projektive Raum PW mit
seiner finalen Struktur als k-geringter Raum in Bezug auf m : W\0 — PW eine
k-Varietdit.

6.5.5 (Lokale Trivialitiit der Projektion). Bezeichne 7 : W\0 — PW die Pro-
jektion. Im anschlieBenden Beweis zeigen wir sogar, dafl jeder Punkt von PWW
eine offene Umgebung U @ PW besitzt, fiir die die Projektion 7= *(U) — U
einen Schnitt o : U — 7 '(U) hat derart, daB die Abbildung (), z) — Ao (z) ein
Isomorphismus k% x U = 7= 1(U) ist.

Beweis. Wir zeigen zunichst, daf fiir jede affine Hyperebene H C W, die den
Ursprung vermeidet, die Injektion iy : H < PW gegeben durch v +— (v) eine
offene Einbettung ist. Ist in der Tat H C W der Untervektorraum der Richtungs-
vektoren unserer affinen Hyperebene H., so ist 7 (7 (H)) = W\ H offen in W\0.
Mithin hat unsere Injektion i : H — PW offenes Bild. Nun betrachten wir das
kommutative Diagramm

W\H

SN

H i (H)

Der linke schrige Pfeil ordne jedem Punkt den Schnittpunkt mit A der durch ihn
verlaufenden Ursprungsgeraden zu. Er ist ein Morphismus, denn ist in Formeln
Ag @ W — k die Linearform, deren Niveaufliche zum Wert Eins gerade H ist,
so wird er gegeben durch die Formel w + Az (w)'w. Er ist nach 6.2.14 sogar
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final, da er einen Schnitt besitzt, eben die Einbettung H — W\ﬁ . Der rechte
schrige Pfeil ist final, da diese Eigenschaft nach 6.2.29 lokal ist in der Basis.
Zusammen folgt, dal die horizontale Bijektion ein Isomorphismus H = iy (H)
von k-geringten Rdaumen sein muf. Damit ist PWW schon mal eine Prévarietit.
Gegeben eine weitere affine Hyperebene &/ C W, die den Ursprung vermeidet,
besteht das Urbild der Diagonale unter dem Produkt iy Xip : H X E — PW xPW
aus allen (v,w) mit Ag(w) # 0, Ag(w) ™ w = v, Ag(v) # 0 und A\g(v) v =
w. Diese Bedingungen sind jedoch gleichbedeutend zu den beiden Bedingungen
w = Ag(w)vund v = Ag(v)w, die offensichtlich eine abgeschlossene Teilmenge
von H x E definieren. Das zeigt, dall PIV eine Varietit ist. O]

6.5.6 (Die Standardkarten von P"k). (k = k). Speziell zeigt der vorhergehen-
de Beweis, dal wir eine offene Einbettung ig : k™ — P"k erhalten durch die
Vorschrift (z1,...,x,) — (1,21,...,2,). In derselben Weise erhalten wir offene
Einbettungen i, : k" — Pk fiir 0 < v < n, deren Bilder P"k iiberdecken.

6.5.7 (Projektive Vervollstindigungen als Varietiten). Gegeben ein endlichdi-
mensionaler affiner Raum F iiber einem Korper & erinnern wir seine projektive
Vervollstindigung VE = E L PE aus [EL] 1.4.3. Weiter erinnern wir, wie wir
fiir jede Einbettung £/ — V' als den Ursprung vermeidende Hyperebene in einen
Vektorraum eine Bijektion VE — PV konstruiert hatten. Jede dieser Bijektio-
nen versieht VE im Fall k = k mit der Struktur einer Varietit. Der Leser mag
zur Ubung priifen, daB diese Struktur nicht von der gewihlten Einbettung als Hy-
perebene abhidngt und dal £ — VE eine offene Einbettung von Varietéten alias
k-geringten Rdumen ist sowie PE < VE eine abgeschlossene Einbettung.

Proposition 6.5.8 (Globale Funktionen auf projektiven Riumen). (k = k).
Die einzigen globalen reguldren Funktionen auf unseren projektiven Rdumen P"k
sind die konstanten Funktionen, in Formeln gilt fiir alle n > 0 also

O(P"k) = k

Beweis. Im Fall n = 0 ist das eh klar. Fir jedes n kann O(P"k) identifiziert
werden mit der Menge aller der reguliren Funktionen f auf A" *1\0, die auf allen
Ursprungsgeraden konstant sind. Da sich aber nach 5.11.3 unser f firn > 1 zu
einer reguliren Funktion auf ganz k" *! fortsetzen liBt, die dann natiirlich auch auf
allen Ursprungsgeraden konstant ist, mufl unsere Funktion f konstant denselben
Wert annehmen wie ihre regulire Fortsetzung auf ganz k"' am Ursprung. [l

Beispiel 6.5.9 (Globale Funktionen auf der projektiven Gerade). Fiir die pro-
jektive Gerade P'k = k LI {oo} kann man das auch einsehen, indem man sie als
Verklebung von zwei Kopien von k ldngs k™ mit der Verklebungsidentifikation
z + 27! versteht. Genauer haben wir in diesem Fall io(k) Ni1(k) = ig(k*) =
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i1(k*) und io(z) = i1 (z7!) fiir alle z € k*. Eine reguldre Funktion f : P'k — k
schrinkt unter g ein zu einem Polynom f o iqg € O(k) mit der Eigenschaft, daB
die Funktion foigoinv : kX — kfiirinv : & — k, z — 27! auch die Restriktion
eines Polynoms ist, eben des Polynoms f o 7;. So folgt, daB f konstant sein muB.

Definition 6.5.10. Eine abstrakte projektive k-Varietit oder kurz projektive
Varietiit ist ein k-geringter Raum, der isomorph ist zu einer abgeschlossenen Teil-
menge eines P"k. Eine quasiprojektive k-Varietiit ist ein k-geringter Raum, der
isomorph ist zu einer offenen Teilmenge einer projektiven k-Varietit.

6.5.11. Da es eine offene Einbettung £ — P"k gibt, ist jede quasiaffine Varietit
auch quasiprojektiv.

6.5.12. Unter einer in P"k eingebetteten projektiven k-Varietit oder kurz einer
eingebetteten projektiven Varietit verstehen wir eine abgeschlossene Teilmen-
ge eines P"k.

6.5.13 (Diskussion des Begriffs einer projektiven Varietit). Ich meine in die-
sem Text mit einer projektiven Varietit stets eine abstrakte projektive Varietit. In
der Literatur werden jedoch sowohl abstrakte wie eingebettete projektive Varie-
tiaten oft abkiirzend als projektive Varietiten bezeichnet. Der Unterschied zwi-
schen diesen beiden Begriffsbildungen ist jedoch erheblich, wie Sie noch zur
Geniige feststellen werden: Ein- und dieselbe abstrakte projektive Varietit kann
nidmlich durchaus auf sehr verschiedene Weisen in vorgegebene projektive Raume
eingebettet werden.

6.5.14. Unter einer projektiven Kurve verstehen wir eine dqui-eindimensionale
projektive Varietit. Unter einer ebenen projektiven Kurve verstehen wir eine
projektive Kurve, die in eine projektive Ebene eingebettet ist. Unter einer projek-
tiven Ebene verstehen wir den P2k oder die dazu isomorphen Varietiten V(k?)
oder koordinatenfrei V E fiir einen zweidimensionalen affinen Raum FE.

6.5.15 (Kegelkonstruktion). Sei £ ein Korper. Um die Topologie des P"k zu
untersuchen, gehen wir von der Projektion 7 : (k"T'\0) — P"k aus. Natiirlich
liefert die Abbildungsvorschrift W — C(W) := 7~ *(1W) U {0} eine Bijektion

Teilmengen ~ k> -stabile den Ursprung enthaltende
von Pk Teilmengen von k™1

Hier heilt C(1V') auch der Kegel iiber W' mit dem Buchstaben C fiir englisch
cone. Genau dann ist eine Teilmenge W C P"k abgeschlossen, wenn ihr Kegel
C(W) C k™*! eine abgeschlossene Teilmenge von k™1 ist. Insbesondere ist der
Kegel iiber dem AbschluB der AbschluB des Kegels C(W) = C(W), denn der
AbschluB einer £~ -stabilen Teilmenge muf} auch selbst wieder £ *-stabil sein, und
damit ist die kleinste k*-stabile abgeschlossene Teilmenge iiber C(1/) auch die
kleinste abgeschlossene Teilmenge iiber C(1V).
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Lemma 6.5.16. Sei k ein unendlicher Korper. Genau dann ist eine Teilmenge
W C P"k irreduzibel, wenn ihr Kegel C(W) irreduzibel ist und nicht nur aus
dem Ursprung besteht.

Beweis. Um das einzusehen, diirfen wir uns auf abgeschlossene Teilmengen W @&
Pk beschrinken. Ist W = Y U Z eine Zerlegung in echte abgeschlossene Teil-
mengen, so auch C(IW) = C(Y)UC(Z). Ist W leer, so besteht C(1¥) nur aus dem
Ursprung. Ist also W nicht irreduzibel, so ist auch C(W) nicht irreduzibel oder
besteht nur aus dem Urspung. Sei umgekehrt C(W) = Y, U...UY, die Zerlegung
in irreduzible Komponenten. Die Abbildung £* x C(W) — C(W) ist ein Mor-
phismus von Varietiten und die £* X Y; sind irreduzibel nach 4.2.28. Das zeigt,
daB ihre Bilder jeweils ganz in einer irreduziblen Komponente von C(1/) landen
miissen, und man sieht leicht, da3 dafiir nur die Komponente Y; in Frage kommt.
Also sind alle Komponenten Y; von C(W) auch k*-stabil. Besteht also C(WW) nur
aus dem Urspung oder ist nicht irreduzibel, so ist W auch nicht irreduzibel. O

Satz 6.5.17 (Erzwungene Schnitte in projektiven Riaumen). (kK = k). Sind
X, Y @& P"k nichtleere abgeschlossene Teilmengen und ist die Summe ihrer Di-
mensionen mindestens n, so haben sie nichtleeren Schnitt, in Formeln

kdim X +kdimY >n = XNY #0

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir X und Y irreduzibel
annehmen. Durch Ubergang zu den Kegeln erhalten wir nach Ubung 6.5.22 ir-
reduzible abgeschlossene Teilmengen C(X),C(Y) C k™" von jeweils um Eins
groferer Dimension. Da der Ursprung in ihrem Schnitt liegt, gilt C(X)NC(Y) #
(). Nach 5.10.15 hat aber nun jede Komponente des Schnitts dieser Kegel mindes-
tens die Dimension Eins und muf} folglich auch Punkte auerhalb des Ursprungs
und mithin eine ganze Gerade durch den Ursprung enthalten. Das zeigt hinwie-
derum X NY # 0. O

Satz 6.5.18 (Kodimension von Schnittmengen). (k = k). Gegeben irreduzible
abgeschlossene Teilmengen X,Y @ P"k gilt fiir jede irreduzible Komponente 7
ihres Schnitts X N'Y die Abschdtzung

(n — kdimZ) < (n — kdimX) + (n — kdimY")

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der entsprechenden Aussage 5.10.15 fiir affine
Varietiten. [

Ubungen

Ubung 6.5.19. Man zeige, daB es keinen Morphismus von Varietiten P'k — PLk
ohne Fixpunkt gibt. Salopp gesprochen ist es also nicht moglich, ,,in algebrai-
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scher Weise jeder Ursprungsgerade in k2 ein Komplement zuzuordnen®. In steti-
ger Weise gelingt das etwa im Komplexen durchaus: Es reicht, ein Skalarprodukt
auszuzeichnen und jeder Gerade ihr orthogonales Komplement zuzuordnen.

Ergiinzende Ubung 6.5.20. Gegeben ein endlichdimensionaler k-Vektorraum V/
und seine d-te symmetrische Potenz SV induziert der Morphismus von Varietiten
V — SV, v — v? einen Morphismus von Varietiten

PV — P(S%)
(v) = ()

Man zeige, daf dieser Morphismus fiir d > 1 eine Einbettung ist. Sie heilt die
d-te Veronese-Einbettung unseres projektiven Raums PV'.

Ubung 6.5.21 (Automorphismen der projektiven Gerade). (k = k). Man zei-
ge, daB jeder Isomorphismus P14 = Pk von der Restriktion eines Vektorraum-
automorphismus von k2 auf k£?\0 induziert wird und daB wir so einen Gruppen-
isomorphismus

GL(2; k)/k* = Var*(P'k)
des besagten Quotienten mit der Automorphismengruppe der projektiven Gerade

erhalten. Hinweis: Man erinnere zunéchst die Automorphismen der Gerade k aus
3.3.19.

Ubung 6.5.22. Gegeben eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge W & Pk zei-
ge man fiir die Dimension ihres Kegels die Formel kdim C(W) = kdim W + 1.
Hinweis: Lokale Trivialitdt der Projektion 6.5.5.

Ubung 6.5.23. Seien m,n > 1. Man zeige, daB die von der Abbildung k" x k™ —
k™" gegeben durch (z;,y;) — (z;y;) induzierte Abbildung

Pk x Pk — Pl

eine abgeschlossene Einbettung ist. Sie heifit die Segre-Einbettung. Man folge-
re, daB das Produkt von zwei projektiven Varietiten wieder eine projektive Va-
rietdt ist. Hinweis: Das Bild in ™" ist die Nullstellenmenge der Gleichungen
ZijZw = ZiZkj. Dann rechne man in Koordinaten 6.5.6. Alternativ mag man auch
von 9.2.12 ausgehen.

Ubung 6.5.24. Man bestimme die Schnittpunkte der Abschliisse in der projektiven
Vervollstindigung VC? der Ebene C? der beiden konzentrischen Kreise 22 + 32 =
1 und 22 + 3? = 2. Man bestimme jeweils die Schnittmultiplizitit 6.10.2.

6.6 Graduierte Gruppen und Ringe

Definition 6.6.1. Eine Graduierung auf einer abelschen Gruppe V ist eine Fami-
lie von Untergruppen V" fiir » € Z derart, daB gilt V' = €, ., V". Die Elemente
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von V" heilen dann homogen vom Grad r. Jedes Element v € V' 148t sich dem-
nach eindeutig darstellen als Summe v = ) v, mit v, € V", wobei fast alle v,
verschwinden. Das besagte v, heilit dann die homogene Komponente von v vom
Grad 7.

Ergdnzung 6.6.2. Ist etwas allgemeiner I' eine Menge, so versteht man unter einer
I'-Graduierung auf einer abelschen Gruppe V' eine Familie von Untergruppen V7
fir v € T derart, daB gilt V = € er V. Eine Graduierung im obigen Sinne ist
also genauer eine Z-Graduierung.

6.6.3. Eine multilineare Abbildung ¢ : Vi x ... x V.. = V von graduierten
abelschen Gruppen heilit graduierungsvertriglich, wenn gilt

(p(‘/la(l) < % ‘/ra(r)) C Va(l)—i—...—i—a(r)

fir alle a(1),...,a(r) € Z. Die nulllinearen Abbildung nach V' sind speziell Ab-
bildungen ¢ : {*} — V der einelementigen Menge nach V mit p(x) € V°
und konnen durch ¢ — ¢(*) mit den Elementen von V' identifiziert werden.
Allgemeiner bleibt der Begriff graduierungsvertriglicher multilinearer Abbildun-
gen sinnvoll fiir abelsche Gruppen mit einer Graduierung durch eine beliebiges
abelsches Monoid I'. Im Fall eines nichtabelschen Monoids wird dieser Begriff
abhingig von der Reihenfolge der Einginge in unserer multilinearen Abbildung
und wir verfolgen das hier nicht weiter.

Definition 6.6.4. Eine Graduierung eines Rings A ist eine Graduierung der ad-
ditiven Gruppe A derart, daB gilt A”A* C A" fiir alle ,s und 1 € A°. Ein
graduierter Modul iiber einem graduierten Ring A ist ein A-Modul M mit einer
Graduierung M = @ M" derart, daB gilt A" M* C M fiir alle r, s.

Ergdnzung 6.6.5. Etwas allgemeiner erkldrt man dhnlich fiir jedes abelsche Mo-
noid I' den Begriff einer I'-Graduierung auf einem Ring und eines ['-graduierten
Moduls iiber einem I'-graduierten Ring. Etwas formaler ist die Forderung im Fall
eines Rings, daf} die Multiplikation A x A — A eine graduierungsvertrégliche bi-
lineare Abbildung ist und das Einselement einer graduierungsvertriglichen nullli-
nearen Abbildung entspricht.

6.6.6 (Diskussion der Homogenitiit des Einselements). Im Fall eines Z-gradu-
ierten Rings kann man aus den anderen Eigenschaften bereits herleiten, dafl das
Eins-Element homogenen sein mufl vom Grad Null, in Formeln 1 € A°. Um das
zu sehen, berechne man das Produkt der homogenen Komponenten von 1 mit
beliebigen homogenen Elementen des Rings. Im Fall allgemeinerer I'-graduierter
Ringe kann man jedoch nicht mehr aus den anderen Eigenschaften herleiten, daf3
das Eins-Element homogenen sein mufl vom Grad Null. Es ist dehalb unnatiirlich,
diese Bedingung im Fall Z-graduierter Ringe aus der Definition wegzulassen.
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6.6.7. Fiir eine Untergruppe U C V beziehungsweise einen Quotienten V/U ei-
ner graduierten abelschen Gruppe V' bilden die Schnitte U" = V" N U bezie-
hungsweise die Bilder der V" in V/U im allgemeinen keine Graduierung von U
beziehungsweise von V/U. Das gilt nur, wenn mit jedem v € U auch alle homo-
genen Komponenten von v zu U gehoren, wenn also fiir die U" = U N V" gilt
U = @, U". Eine Untergruppe einer graduierten abelschen Gruppe mit dieser Ei-
genschaft nennt man eine homogene Untergruppe, und fiir den Quotienten einer
graduierten abelschen Gruppe nach einer homogenen Untergruppe bilden die Bil-
der der V" in der Tat auch eine Graduierung des Quotienten V/U und wir haben
dann (V/U)" =V"/U".

6.6.8. Jeder Quotient A/ eines graduierten Rings A nach einem homogenen Ide-
al I ist mit der natiirlichen Graduierung wieder ein graduierter Ring.

6.6.9. Analog definiert man graduierte Vektorrdume und graduierte Algebren.

Beispiel 6.6.10. Gegeben ein Korper £ oder auch ein beliebiger Ring besitzt der
Polynomring k[T, ..., T,] genau eine Graduierung derart, dal die homogenen
Elemente vom Grad r eben die homogenen Polynome vom Grad r aus [AL]
6.2.9.10 sind. Diese Graduierung nennen wir die Standardgraduierung auf unse-
rem Polynomring. Etwas allgemeiner besitzt er auch fiir beliebige d;, ... ,d, € Z
genau eine Graduierung derart, daf} 7; jeweils homogen ist vom Grad d;.

Erginzung 6.6.11. Gegeben ein Vektorraum V' besitzen die Tensoralgebra TV
nach [LA2] 9.9.7, die GraBmann-Algebra A V' nach [LA2] 8.5.4 und die sym-
metrische Algebra SV nach 3.5.1 jeweils eine natiirliche Graduierung durch die
Teilrdume, die wir im jeweiligen Kontext T"V, A"V und SV notiert hatten.

Erginzung 6.6.12. Gegeben ein graduierter Ring A = @, A’ mag es nahe-
liegend scheinen, einen weiteren graduierten Ring einzufiihren als die Gruppe A
mit der Multiplikation a x b = (—1)l@llgb fiir homogene a,b € A. Das liefert
jedoch nichts Neues, genauer gilt mit der Notation [|a|/2] fiir die groBte gan-
ze Zahl kleinergleich |a|/2 fiir den Gruppenisomorphismus ¢ : A = A ge-
geben durch ¢(a) = (—1)l/2lq fiir beliebige homogene a € A die Relation
p(ab) = @(a) * p(b). Ich kenne fiir die dieser Erkenntnis zugrundeliegende mit
beliebigen «, # € Z giiltige Kongruenz

[(a+8)/2] = af + /2] + [/2]  (mod 2)

keinen besseren Beweis als den Vergleich der beiden Verkniipfungstabellen fiir
o, € ZJAL.

Ubungen

Ubung 6.6.13 (Radikale homogener Ideale). Gegeben ein homogenes Ideal in
einem graduierten Kring ist auch sein Radikal wieder homogen. Hinweis: Man
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zeige, dal fiir z,, + x,,.1 + ... + x,, aus dem Radikal mit z; homogen vom Grad
1 auch z,, zu fraglichem Radikal gehort.

Ergiinzende Ubung 6.6.14. Man zeige, daB es auf jedem Schiefkorper nur eine
einzige Graduierung gibt, die ihn zu einem graduierten Ring macht.

Ubung 6.6.15 (Charakterisierung homogener Integritiitsringe). Ein graduier-
ter Ring ist ein Integritédtsring genau dann, wenn er nicht Null ist und wenn fiir
je zwei homogene von Null verschiedene Elemente auch ihr Produkt von Null
verschieden ist. Ein homogenes Ideal in einem graduierten Ring ist vollprim ge-
nau dann, wenn es nicht der ganze Ring ist und fiir je zwei homogene Elemente
auBerhalb unseres homogenen Ideals auch ihr Produkt aulerhalb unseres homo-
genen Ideals liegt.

Ubung 6.6.16. Jeder graduierte noethersche Modul iiber einem graduierten Kring
besitzt eine endliche Filtrierung durch homogene Untermoduln derart, daf al-
le Subquotienten isomorph sind zu Quotienten unseres Krings nach homogenen
Primidealen. Hinweis: 4.2.30 und 6.6.15.

Ubung 6.6.17 (Graduierung und Lokalisierung). Gegeben ein graduierter Kring
A und eine Teilmenge S C A, die aus homogenen Elementen besteht, sowie ein
graduierter A-Modul M gibt es genau eine Graduierung auf dem A-Modul S~ M
derart, daB lok : M — S—'M die Graduierung erhilt. Die von einer graduierungs-
vertraglichen multilinearen Abbildung auf den Lokalisierungen induzierte mul-
tilineare Abbildung ist auch wieder graduierungsvertrdglich. Insbesondere wird
S~1A ein graduierter Kring und S~!M ein graduierter A-Modul.

Ubung 6.6.18 (Moduln als graduierte Moduln). Seien A ein Ring und A[T, T1]
der Ring der Laurentpolynome mit Koeffizienten in A und der durch grad(7") = 1
gegebenen Z-Graduierung. Man zeige, daB der Funktor M — MY eine Aquiva-

lenz
AT, T7']-Mod* = A-Mod

ist zwischen der Kategorie aller Z-graduierten A[T,T~']-Moduln und der Kate-
gorie aller A-Moduln und daf die Einbettung einen Isomorphismus

M° = M/(T —1)M

induziert. Man zeige auch: Im Fall eines kommutativen Rings liefert fiir jede Teil-
menge S C A und jeden graduierten A[T,T~']-Modul M der durch die univer-
selle Eigenschaft gegebene Morphismus einen Isomorphismus

STHMO) 3 (S M)°

Vorschau 6.6.19. In einer geometrischen Sprache, die wir spéter entwickeln, be-
sagt die vorhergehende Ubung anschaulich insbesondere, da wir fiir jede affine
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k-Varietit X eine Aquivalenz von Kategorien erhalten zwischen k*-iquivarian-
ten quasikohirenten Modulgarben auf £* x X und quasikohdrenten Modulgarben
auf X. Eine analoge Aussage fiir ein beliebiges affines Schema X ist dann sogar
gleichbedeutend zur Hauptaussage unserer Ubung im Fall eines beliebigen kom-
mutativen Rings A.

6.7 Graduierte Variante des Elementarteilersatzes™*

Proposition 6.7.1. Gegeben ein Korper k ist jeder endlich erzeugte graduierte
Modul iiber dem Polynomring k[t| mit seiner Standardgraduierung die direkte
Summe von endlich vielen Untermoduln, die jeweils von einem homogenen Ele-
ment erzeugt werden.

Beweis. Sei M unser Modul und 7' der Untermodul seiner Torsionselemente. So
ist M /T frei und dann auch graduiert frei und die Surjektion M — M /T besitzt
eine graderhaltende Spaltung und liefert einen Isomorphismus von graduierten
Moduln M = T @& M/T. Das anschlieBende Lemma 6.7.3 beendet dann den
Beweis. ]

6.7.2. Wir erinnern die Notation, nach der fiir eine Z-graduierte abelsche Gruppe
M = @ M™ mit M[j] die in der Graduierung verschobene Gruppe bezeichnet
wird. Genauer setzen wir (M|[j])" = M™.

Lemma 6.7.3. Gegeben ein Korper k wird jeder endlichdimensionale graduier-
te und graduiert unzerlegbare k[t]-Modul M von einem homogenen Element er-
zeugt. In Formeln ausgedriickt gibt es also i € N, j € 7Z und einen graderhalten-
den Isomorphismus

M = k[t] /()]

Beweis. Sei M ein von Null verschiedener endlichdimensionaler Z-graduierter
k[t]-Modul und m € M ein Vektor mit kleinstmdglichem Annullator, sagen wir
Ann(m) = (¢**1). So ist M sogar ein Modul iiber k[t]/(t"*!) und m besitzt auch
eine homogene Komponente, die von ¢’ nicht annulliert wird. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit diirfen wir also m homogen annehmen, etwa vom Grad ;7. Dann
liefert m eine graderhaltende Einbettung

k[ /) [=g] — M

Nehmen wir auf beiden Seiten den k-dualen k[t]-Modul, so wir sie zu einer gra-
derhaltenden Surjektion M* — k[t]/(t"T1)[I] fiir geeignetes [ und muB spalten
als Surjektion auf einen freien Modul. Folglich spaltete auch schon unsere Ein-
bettung. War M graduiert unzerlegbar, so muf} sie folglich ein Isomorphismus
gewesen sein. [
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Korollar 6.7.4 (Graduierte Variante des Elementarteilersatzes). Seien k ein
Korper und M, N endlich erzeugte graduierte graduiert freie k[t]-Moduln. So
gibt es fiir jeden graderhaltenden Homomorphismus von k[t|-Moduln

f:M—N

Basen von M und N aus homogenen Elementen, beziiglich derer die Matrix unse-
res Homomorphismus hochstens auf der Diagonalen von Null verschiedene Ein-
triige hat.

Beweis. Das Bild von M ist graduiert frei, folglich spaltet M als M = ker f@imf.
Wir diirfen also ohne Beschriankung der Allgemeinheit f injektiv annehmen. In-
dem wir sonst M durch ¢tM ersetzen, diirfen wir sogar M C tN annehmen.
Jetzt finden wir nach 6.7.1 homogene Elemente ni,...,n, € N derart, da} die
n; € N/M von Null verschieden sind und N/M die direkte Summe der von den
n; erzeugten zyklischen Untermoduln ist. Sind genau die ersten s dieser zykli-
schen Moduln endlichdimensional von den Dimensionen d(1), ..., d(s), so bilden
t4W+pn, 14+ die gesuchte Basis von M. O

6.8 Rechnen in projektiven Varietiten

6.8.1. Um die Zariskitopologie auf P"k konkret zu beschreiben, erinnere ich an
die Begrifflichkeit graduierter Gruppen und Ringe. Gegeben ein Korper & besitzt
der Polynomring k[77,...,T,] genau eine Graduierung derart, daf die homoge-
nen Elemente vom Grad r eben die homogenen Polynome vom Grad r aus [AL]
6.2.9.10 sind.

6.8.2. Sei k ein Korper. Gegeben eine Menge I C k[Ty, ..., T,| von homogenen
Polynomen ist ihre Nullstellenmenge Z(I) C k"' stets stabil unter k.

Lemma 6.8.3. Gegeben ein unendlicher Korper k und C C k™! eine k> -stabile
Teilmenge ist das Verschwindungsideal Z(C') C k[Ty, ..., T,] homogen.

Erginzung 6.8.4. Im Fall eines endlichen Korpers £ ist das nicht mehr richtig. Im
Fall |k| = g < oo verschwindet zum Beispiel das Polynom X7 — X auf ganz k,
nicht aber seine homogene Komponente vom Grad Null.

Beweis. Wir betrachten fiir alle A\ € k* die Multiplikation \ : k"' — k"*1 Sie
induziert auf den polynomialen Funktionen eine Abbildung \* : k[T, ..., T,] —
k[To, ..., T,] gegeben durch die Vorschrift 7; — AT;. Wir haben also in Formeln
P(\z) = (\*P)(z) fiir alle Polynome P und alle Punkte = € k™"!. Das Ver-
schwindungsideal einer k> -stabilen Teilmenge ist mithin stabil unter allen A*. Die
Aussage folgt nun aus dem anschlieenden Lemma 6.8.5 zu Z-Graduierungen und
k*-Operationen, angewandt auf den Z-graduierten Vektorraum V' = k[T, ..., T,,].

]
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Lemma 6.8.5 (Z-Graduierungen und i *-Operationen). Gegeben ein Z.-gra-
duierter Vektorraum V. = @, V" iiber einem Kérper k erklire man fiir jedes
A\ € kX einen Automorphismus \* von V durch die Vorschrift \*(v) = N fiir
alle v € V. Ist k unendlich, so sind die unter allen \* stabilen Teilriiume von V
genau die homogenen Teilrdume.

Vorschau 6.8.6. (kK = k). In 9.4.5 werden wir zeigen, da} die ,,algebraischen
Operationen der multiplikativen Gruppe k> auf einer affinen k-Varietit X unter
der durch das Lemma gegebenen Konstruktion eineindeutig den Z-Graduierungen
auf ihrem Ring von reguldren Funktionen O(X) entsprechen.

Beweis. Dal} alle homogenen Teilrdume unter allen \* stabil sind, ist klar. Sei
umgekehrt U C V ein unter allen \* stabiler Teilraum und v € U ein Vektor.
Sicher gibt es ein 7 € N mit v € @Iil <r V. Da k unendlich angenommen war,
finden wir A € kX mit A", A1, ... \~" paarweise verschieden. Da U C V unter
A* stabil ist, muB8 \* nach [LA1] 6.6.19 auch auf U diagonalisierbar sein. Nach
[LA2] 9.8.9 zerfillt mithin U in die direkte Summe der Eigenrdume von \*. Ins-
besondere zerfillt auch v auf genau eine Weise in eine Summe v = ) w; mit
u; € U und \*u; = Nu;. Das muB aber bereits die Zerlegung von v nach homo-
genen Komponenten in V' sein. Da folglich fiir jedes © € U auch seine homogenen
Komponenten zu U gehoren, muB3 U ein homogener Teilraum sein. [

6.8.7 (Homogene Ideale und %~ -stabile Teilmengen). Gegeben eine affine Va-
rietdt X betrachten wir X x k" mit der £*-Operation A(z,v) = (z, Av) und den
offensichtlichen Isomorphismus O(X)[Ty,...,T,] = O(X x k™) aus 3.4.21 und
versehen die linke Seite mit der Standardgraduierung und die rechte Seite mit der
induzierten Graduierung. So ist fiir jedes homogene Ideal I C O(X x k™) seine
Nullstellenmenge Z(I) stabil unter der Operation von £* und umgekehrt ist fiir
jede k*-stabile Teilmenge Y C X x k™ das Verschwindungsideal Z(Y') homogen
nach 6.8.5.

6.8.8. Wir verwenden im Fall eines unendlichen Grundkorpers £ fiir jede Teil-
menge W C P"k die Notation

T'(W) = Z(C(IV)

fiir das Verschwindungsideal des Kegels iiber 11/ nach 6.5.15 und nennen Z*(W)
das homogene Verschwindungsideal von 1. In der Tat ist Z*(W) im Fall ei-
nes unendlichen Grundkorpers nach 6.8.3 stets ein homogenes Ideal, ja sogar ein
echtes homogenes Radikalideal. Der Quotient

O (W) = k[T, ..., To]/T* (W) = O(C(W))

hei3t der homogene Koordinatenring von 1//. In unseren Konventionen haben
wir insbesondere C()) = {0} und O*(0) = k fiir die leere Teilmenge () C P"k.
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6.8.9. Umgekehrt verwenden wir sowohl fiir jede aus homogenen Elementen be-
stehende Teilmenge als auch fiir jedes homogene Ideal I C k[Ty,...,T,| die
Notation

ZX(I) == n(Z(1)\0)

und nennen Z*(I) die projektive Nullstellenmenge von /.

6.8.10. Die Abbildungen Z* und Z* kehren Inklusionen um. Wir haben stets
W C Z*(Z*(W)). Wenn wir uns auf homogene Teilmengen I C Z(0) bezie-
hungsweise homogene Ideale I C k[T, ..., T,] beschrinken, die also keine von
Null verschiedenen Konstanten enthalten, so gilt auch / C Z*(Z*([1)). Fir das
Ideal I = k[T, ..., T,] gilt das jedoch nicht, da wir bei der Kegelkonstruktion
per definitionem stets den Ursprung mit dazunehmen.

Korollar 6.8.11 (Zariskitopologie auf P} und homogene Ideale). (k = k). Ord-
nen wir jedem echten homogenen Radikalideal I C k[T, ..., T,] seine projektive
Nullstellenmenge zu und jeder abgeschlossenen Teilmenge ihr homogenes Ver-
schwindungsideal, so erhalten wir zueinander inverse Bijektionen

Z . Homogene Radikalideale 5 Abgeschlossene Teilmengen T
’ I Ck[Ty,...,T,] Y @& Pk '

Beweis. Wir erinnern die Projektion 7 : £"**\0 — P"k. Das Bilden des Urbilds
unter 7, das Hinzufiigen des Ursprungs und das Bilden des Verschwindungsideals
liefern Bijektionen

abgeschlossene ~ k> -stabile abgeschlossene
Teilmengen von P"k Teilmengen von £"1\0
1

homogene Radikalideale ~ k> -stabile abgeschlossene
I CK[Ty,...,T,) Teilmengen X @& k"™ mit0 € X

Die Zusammenfassung der ersten beiden Bijektionen hatten wir bereits in 6.5.15
als Kegelkonstruktion Y +— C(Y) eingefiihrt. Beim letzten Schritt verwenden wir,
daB nach 6.8.3 und 6.8.2 unter unserer Bijektion 1.7.16 zwischen algebraischen
Teilmengen von k"' und Radikalidealen die k*-invarianten Teilmengen genau
den homogenen Radikalidealen entsprechen miissen. 0

6.8.12. Nach 6.5.16 induziert unsere Bijektion zueinander inverse Bijektionen

Z+ Homogene Primideale ~ Irreduzible abgeschlossene | T
' mit / C Z(0) Teilmengen Y & P"k '

205



Da wir im k" bereits nach 4.2.25 wissen, daB die irreduziblen Hyperflichen genau
die Nullstellenmengen der irreduziblen Polynome sind, erhalten wir weiter fiir
n > 1 Bijektionen

zx Homogene irreduzible ~ Irreduzible
Polynome [ € k[Ty,...,T,] Jhx Hyperflichen Y @& P"k

2. Homogene quadratfreie ~ Beliebige
Polynome f € k[Ty,...,T,] Ihx Hyperflichen Y @& P"k

Eine Hyperfliche in einem projektiven Raum heilit ganz allgemein eine projek-
tive Hyperfliche. Der Grad eines und jedes zu einer projektiven Hyperflache
gehorigen quadratfreien homogenen Polynoms heifit der Grad unserer projek-
tiven Hyperflache. Den Grad einer projektiven Hyperfliche H @& P"k notieren
wir

grad H

Grad Null hat nur die leere Hyperfliche. Hyperflachen der Grade Eins, Zwei, Drei,
Vier und Fiinf und Sechs heilen Hyperebene, Quadrik, Kubik, Quartik, Quin-
tik und Sextik.

6.8.13. Vereinigen wir zwei projektive Hyperflichen ohne gemeinsame irreduzi-
ble Komponente in demselben projektiven Raum, so addieren sich ihre Grade.
So ist zum Beispiel die Vereinigung zweier verschiedener Hyperebenen stets eine
Quadrik.

6.8.14 (Projektive Vervollstindigung ohne Koordinaten). Fiir einen koordina-
tenfreien und dadurch hoffentlich anschaulicheren Zugang mag man wie in 6.5.7
jedem endlichdimenionalen affinen Raum E seine projektive Vervollstindigung
VE = E UPE zuordnen. Gegeben X @& E bedeutet das Bilden seines Abschlus-
ses X C VFE anschaulich, daB wir ,,alle Richtungen aus PE mit hinzunehmen, in
die X ins Unendliche entweicht®. Bei der Parabel 22 = y in der Ebene k? wiire
das etwa die Richtung der y-Achse und bei der Hyperbel zy = 1 die Richtungen
beider Koordinatenachsen.

Proposition* 6.8.15 (Darstellung algebraischer Mengen durch Gleichungen).
(k = k). Seien Z & X @& Pk nichtleere diquidimensionale projektive Varietditen
und sei ¢ = kdim X — kdim Z. So gibt es Elemente fi,...,f. € O*(X) mit
Z*(f1,..., fe) D Z dquidimensional von derselben Dimension wie Z.

Beweis. Analog zu 5.10.9. Im Fall ¢ = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir
ein homogenes kiirzbares Element f; € O*(X) mit Z C Z*(f;). In der Tat
finden wir homogene Funktionen, die auf C(Z) und endlich vielen vorgegebe-
nen Ursprungsgeraden verschwinden, auf einer weiteren Ursprungsgerade auf3er-
halb von C(Z) aber nicht verschwinden. Indem wir solche Funktionen potenzie-
ren und dann die Summe bilden, finden wir homogene Funktionen, die auf C(Z)
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verschwinden, aber auf endlich vielen vorgegebenen Ursprungsgeraden aul3erhalb
von C(Z) nicht verschwinden. Der Beweis kann nun mit Induktion iiber ¢ zu Ende
gefiihrt werden. O

Ubungen

Ubung 6.8.16. (k = k). Man zeige: Gegeben W C Pk ist Z*(Z*(W)) = W
der AbschluBl von W in der Zariskitopologie. Fiir beliebige Teilmengen I C Z(0),
die aus homogenen Elementen bestehen, sowie fiir beliebige homogene Ideale
I C Z(0) ist Z*(Z2*(I)) = +/(I) das Radikal des von I erzeugten Ideals.

Ubung 6.8.17. Das Komplement einer nichtleeren Hyperfliche im projektiven
Raum ist stets eine affine Varietit.

Ubung 6.8.18 (Homogenisierung und Dehomogenisierung). (k = k). Wir be-
trachten fiir n > 1 die Einbettung ¢ : k" — P"k gegeben durch das Hinzufiigen
einer ersten Koordinate Eins und den Ubergang zur davon erzeugten Geraden

io (1, xn) = (Lxy, .o xy)

Das Komplement H, := P"k\io(k") ihres Bildes ist eine projektive Hyperebene
im Sinne von [EL] 1.4.8 und damit isomorph zu P"~ k. Wir erhalten eine offen-
sichtliche Bijektion

Abgeschlossene Teilmengen -~ Abgeschlossene Teilmengen
Y @& k" AG@P"kmit HyC A

durch Y + i5(Y) U Ho und A + iy (A). Wir folgern eine weitere Bijektion

Echte abgeschlossene N Echte abgeschlossene Teilmengen
Teilmengen Y C £" B C P"k ohne Komponente in H

durch Y + io(Y) und B ~ iy (B). Ist I C K[Ty,...,T,] eine Menge von
homogenen Polynomen oder ein homogenes Ideal und B C P"k eine beliebige
Teilmenge, so gelten die Identitéiten

i Z°(I) = Z(ao(I)) (1)

ao(Z°(B)) = Z(iy'B) 2)

fir ag : k[To, ..., T,] — k[T4,...,T,] gegeben durch Ty — 1. Sei umgekehrt
die Homogenisierung ho(f) € k[To,...,T,] von f € k[T, ..., T,] erkldrt durch
die Vorschrift hg(a) = aTj fiir a € k und auf nichtkonstanten Polynomen durch

ho(X caT®) = e TTE 1 fiir d = sup{|a| | ca # 0} der Totalgrad. Zum
Beispiel haben wir

ho(X2Y + Y3 4+ 4Y2X?) = Z2X2Y + Z°Y? 4 4Y2 X3
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mit der Konvention, daB wir bei den wenigen Variablen statt (T, 7, T») der Uber-
sichtlichkeit halber (Z, Y, X) schreiben und die Homogenisierung statt A, in die-
sem Kontext i, notieren, da sie ja ,,durch die zusitzliche Variable Z* geschieht
und nicht ,,durch die zuséatzliche Variable 7;°. Mit dieser Notation finden wir fiir
eine beliebige Teilmenge J C k[T7, ..., T,| und eine beliebige Teilmenge Y C k"
die Identititen

iwZ(J) U Ho = Z"(ho(J) U{To})

(ho(Z(Y)), To) = " (io(Y) U Ho)

Ist schlieBlich J C k[T, ..., T,] ein echtes Ideal und Y C k™ eine Teilmenge, so
gelten die Identitédten

WwZ(J) = 2" (ho(J))
(ho(Z(Y))) = T"(io(Y'))

Ist J C k[T1,...,T,] beliebig, so haben wir Z*(ho(J)) = icZ(J) U R mit einem
Rest R @& Hy, liber den wir a priori wenig wissen.

6.9 Hilbertpolynome

6.9.1. Ich erinnere an Ubung [LLA1] 5.3.46, nach der wir fiir jeden Ring k den Ring
k((w)) der formalen Laurentreihen mit Koeffizienten in & der Gestalt > . \ a,u”
mit a,, € kund N € Z bilden konnen. Ich erinnere weiter daran, daB formale
Laurentreihen ) . a,u™ mit ay € k* einer Einheit des Grundrings & selbst
Einheiten des Rings der formalen Laurentreihen sind. Unter der offensichtlichen
Einbettung k[u, u™'] < k((u)) des Rings der formalen Laurentpolynome in den
Ring der formalen Laurentreihen, ja bereits unter der offensichtlichen Einbettung
k[u] < k[u] des Polynomrings in den Ring der formalen Potenzreihen wird zum
Beispiel (1 — u) eine Einheit mit Inversem 1 + u + u?® + ... der geometrischen
Reihe.

Satz 6.9.2 (Erzeugende Funktionen zu Moduln iiber Polynomringen). Gege-
ben k ein Korper und M = @,_, M? ein endlich erzeugter graduierter Modul
iiber dem Polynomring k[T, ..., T,] mit seiner Standardgraduierung gibt es ge-
nau ein Laurentpolynom fy; € Z[u,u™"] derart, daf3 im Ring Z((u)) der formalen
Laurentreihen gilt

Su(w)

2 (dimy My = 50
Beispiel 6.9.3. Der Polynomring k[T},...,7T,] hat 1/(1 — u)™ als erzeugende

Funktion. Man sieht das unmittelbar, indem man (1 —u)™' = (1 +u+u®+...)
beachtet.
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6.9.4. Dasselbe gilt mit demselben Beweis, wenn wir fiir k£ einen Kring endlicher
Linge nehmen und statt dimy, M* die Linge [,(M?) des k-Moduls M* betrach-
ten. Man iiberlegt sich, daf auch in diesem Fall jeder endlich erzeugte graduierte
Modul von endlich vielen homogenen Elementen erzeugt wird. Da nun die ho-
mogenen Komponenten des Polynomrings k[7T7, ..., T,,| mit seiner Standardgra-
duierung endliche Lange haben, folgt dasselbe fiir die homogenen Komponenten
unseres endlich erzeugten Moduls M.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich, nur die Existenz bleibt zu zeigen.
Wir notieren die linke Seite (M, ) und argumentieren mit vollstandiger Indukti-
on iiber die Zahl der Variablen. Der Fall n = 0 ist offensichtlich. Sonst betrachten
wir die exakte Sequenz

ker%M&M—»cok

und folgern durch mehrmaliges Anwenden der Dimensionsformel [LA1] 2.2.5 die
Identitét

dim ker’ — dim M* + dim M**! — dim cok'*! =0
alias uE(ker, u) —uE(M, u) + E(M, u) — E(cok, u) = 0 alias (1 — u)E(M,u) =
E(cok, u) — uE(ker, u). Nun wirkt 7} aber auf ker und cok durch Null. Induktion
zeigt dann, daB E(M, u) die gewiinschte Form hat. O

Lemma 6.9.5. Gegeben E(u) € Z[u,u™', (1 — u)~] sind in der Partialbruch-
zerlegung von E(u) alle Koeffizienten ganze Zahlen und die zugehorige formale
Laurentreihe E(u) € Z((u)) konvergiert fiir 0 < |u| < 1.

Beweis. Die Partialbruchzerlegung von F/(u) hat notwendig die Gestalt

mit a,, b, € Q. Dann gilt (1 — u)?E(u) € Z[u,u '] und setzen wir dann u = 1
ein, so erhalten wir ay € Z. Ebenso gilt v"E(u) € Z[u, (1 — u)~!] und setzen
wir dann u = 0 ein, so erhalten wir b,, € Z. Dann ziehen wir die entsprechenden
Terme ab und kommen induktiv zum Ziel. Die Konvergenz ist Standard im Fall
E(u) € Z[u] sogar fur |u| < 1 und folgt unmittelbar, wenn noch endlich viele
negative Potenzen von u in der Entwicklung auftreten sollten. [

6.9.6. Gegeben M ein endlich erzeugter graduierter Modul iiber einem Polynom-
ring k[T, ..., T,] mit Koeffizienten in einem Korper k erklidren wir die Hilbert-
dimension hdim M von M als die Polstellenordnung der erzeugenden Funktion
E(M,u) bei v = 1, in Formeln

hdim M 1= —vq_y) (E(M, u))
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Dem Nullmodul geben wir insbesondere die Hilbertdimension —oo und haben
mithin hdim M € {—00,0,1,...,n}, denn hat E(M, u) keinen Pol bei v = 1,
so ist M endlichdimensional mit E(M, u),—; = dimy M. Weiter erkldaren wir fiir
M # 0 die Multiplizitdt mult M von M als den Koeffizienten des Terms der
hochsten Polordnung bei v = 1 in der Partialbruchentwicklung, fiir d = hdim M
also unser a4 aus dem Beweis des Lemmas und in Formeln

mult M := ((1 — )" BE(M, 1))y

Nach Lemma 6.9.5 gilt schon mal mult M € Z\0. Weil E(M, u) keine negativen
Koeffizienten hat und folglich fiir u € (0, 1) positive Werte annimmt, folgt sogar

mult M € N21

Wir schreiben wir fiir d € N auch mult? M := lim,, ~ ((1 — ©)?E(M, u)),=;. Das
ist dann Null fiir d > hdim M und unsere Multiplizitit von eben fiir d = hdim M
und oo fiir d < hdim M, also mult® M € NU{co}. Analog gehen wir vor im Fall
eines beliebigen Krings £ endlicher Linge.

Beispiel 6.9.7. Der Polynomring k[T, ..., T,] hat nach 6.9.3 erzeugende Funkti-
on 1/(1 — )" und folglich Hilbertdimension hdim k[77, ..., T,,] = n und Multi-
plizitdt mult [Ty, ..., T,] = 1.

6.9.8 (Additivitit der Multiplizititen). Gegeben ein Korper £ und eine kur-
ze exakte Sequenz L. — M — N von endlich erzeugten graduierten Moduln
iiber dem Polynomring k[T, . . ., T,,] gilt fiir die Hilbertdimensionen hdim (M) =
max(hdim(L), hdim(/V)) und fiir d € N haben wir

mult®(M) = mult®(L) + mult?(N)

Weiter bleiben die Hilbertdimension ebenso wie die Multiplizititen bei Verschie-
bungen der Graduierung unveridndert. Dasselbe gilt analog im Fall eines beliebi-
gen Krings & endlicher Lénge.

Satz 6.9.9 (Kokerne homogener Selbstinjektionen). Seien k ein Korper und M
ein endlich erzeugter von Null verschiedener graduierter Modul iiber dem Poly-
nomring k[Ty, ..., T,). Ist f : M < M ein injektiver Endomorphismus von M
und gibt es v > 0 mit f(M") C M**" fiir alle i, so hat cok f im Vergleich zu M
eine um Eins kleinere Hilbertdimension und die r-fache Multiplizitdt, in Formeln

hdim(cok f) = hdim(M) —1 wund mult(cok f) = r mult(M).

Dasselbe gilt im Fall eines beliebigen Krings k endlicher Ldnge.
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Beweis. Natiirlich gilt E(cok,u) = (1 — «")E(M,«) und mit (1 — ") = (1 —
u)(1 4w+ ...+ u ') folgt leicht die Behauptung fiir die Hilbertdimension und
mit der Darstellung als Grenzwert auch die Behauptung fiir die Multiplizitit. [

Satz 6.9.10 (Hilbertdimension als Krulldimension). Gegeben eine nichtleere
projektive Varietiit X mit homogenem Koordinatenring O*(X) gilt

hdim O*(X) = kdim X + 1

Beweis. Wir ziehen uns miihelos auf den Fall X irreduzibel zuriick. Nun zeigen
wir zunédchst <. Nach 6.9.7 gilt die Behauptung fiir X = P"k. Wie beim Beweis
von 5.10.9 konnen wir jede irreduzible Varietit Z @& P"k der Krulldimension
n — r fiir r > 1 erhalten, indem wir von einer irreduziblen Varietit X @ P"k
der Krulldimension n — r + 1 ausgehen und eine kiirzbare homogene Funktion
f € O*(X) nehmen und eine Komponente von deren Nullstellenmenge Z% (f)
nehmen. Es folgt induktiv

hdimO*(Z) < hdim O*(X)/(f) als Subquotient,
= hdimO*(X)—1 als Kokern homogener Selbstinjektion,
< kdim X nach Induktionsannahme,
= kdimZ +1 nach 5.10.1.

Jetzt fithren wir noch die Annahme hdim O*(X) < kdim X + 1 zum Wider-
spruch. In der Tat wiirde sie fiir jede irreduzible Untervarietit Z @& X induktiv
hdim O*(Z) < kdim Z + 1 implizieren mit demselben Argument wie zuvor. Das
ist jedoch fiir einpunktige Untervarietiiten 2 offensichtlich falsch. [

6.9.11. Im Rest dieses Abschnitts wird ein alternativer Zugang zu Hilbertdimen-
sion und Multiplizitét erkldrt, der in der Literatur meist verfolgt wird. Das wird
insbesondere im folgenden Abschnitt relevant werden.

Lemma 6.9.12. Gegeben E(u) € Z[u,u™", (1 — u)™'] C Z((u)) gibt es ein Poly-
nom @) € Q[t] mit
E(u) € Y Qi)' + Z[u,u™]

i>0
Beweis. Im Lichte der Partialbruchzerlegung aus dem Beweis von Lemma 6.9.5

miissen wir das nur fiir F(u) = (1—u)~" zeigen. Die Binomialreihe [AN1] 6.1.23
oder auch elementare Uberlegungen liefern die Entwicklung

1 =\ [—-n i - (nti—1)
- (e =2 ()
1=0 i=0
Die Binomialkoeffizienten rechts sind die Werte bei ¢ = ¢ des Polynoms

n+t—1 n+t—1Mn+t—2)...(t+1)
an=("11)- (1)

n—1
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6.9.13. Gegeben k ein Korper und M ein endlich erzeugter graduierter Modul
iiber dem Polynomring k[T, ..., T,] gibt es Polynome Q,,, Py, € Qt] derart,
daB fiir alle hinreichend groflen i € N gilt

dim, M* = Q,, (i) und  dimy M=' = Py (4).

Die erste Aussage folgt sofort aus Lemma 6.9.12 angewandt auf die erzeugende
Funktion E(M,u) von M. Die zweite Aussage folgt ebenso, indem wir Lemma
6.9.12 auf (1 — u)~'E(M, u) anwenden. Beide Polynome sind offensichtlich ein-
deutig bestimmt. Das Polynom P, heifit das Hilbert-Polynom von )/. Es hat
hochstens den Grad n und sein Grad ist die Hilbertdimension des graduierten Mo-
duls M, die wir bereits als Polstellenordnung der erzeugenden Funktion erklirt
hatten. Die Multiplizitdt von M ist dann der Leitkoeffizient des Hilbertpolynoms
multipliziert mit d! fiir d die Hilbertdimension und seine Varianten mult® kénnen
auch beschrieben werden als der Grenzwert

mult®(M) := lim d! dimy M= /i
1—00
Dasselbe gilt, wenn wir fiir £ einen Kring endlicher Linge nehmen und statt
dimy, M=? die Lingen [, (M=%) der k-Moduln M betrachten.

Erginzung 6.9.14. Ganz allgemein wissen wir aus Ubung [LA1] 5.4.9 zu ganz-
wertigen Polynomen, daB fiir jedes Polynom in Q[t] vom Grad d > 0, das an fast
allen Punkten aus N ganzzahlige Werte annimmt, das (d!)-fache seines Leitkoef-
fizienten eine ganze Zahl sein muB.

Ubungen

Ubung 6.9.15. Seien k ein Kérper und M ein endlich erzeugter von Null verschie-
dener graduierter Modul iiber dem Polynomring k[Ty,...,T,]. Ist f : M — M
ein Endomorphismus von M, der den Grad um r erhoht, und kennen wir fiir
d := hdim(M) die Abschitzung hdim(cok f) < d, so folgt hdim(ker f) < d
und

mult®™ (cok f) — mult®* (ker f) = rmult?(A)

Dasselbe gilt im Fall eines beliebigen Krings k endlicher Linge.

Ubung 6.9.16. Fiir den Polynomring M = k[T, ..., T,] iiber einem Korper als
graduierter Modul iiber sich selbst haben wir dimy (M=) = ("T™) etwa nach
[GR] 2.1.5.23 und folglich P, (t) = (”;’t) und hdim M = nund mult M = 1. Ist
k ein von Null verschiedener Kring endlicher Linge [, so haben wir allgemeiner
P (t) = 1(""") und hdim M = n sowie mult M = [.
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6.10 Satz von Bézout

6.10.1. Sei (X, ) eine bepunktete Varietit. Gegeben eine abgeschlossene Teil-
menge C' @& X erkldren wir ihr lokales Verschwindungsideal Z,(C') C Ox .
als die Menge aller Funktionskeime, die einen Reprisentanten (U, f) besitzen mit
relUcXund f € Ox(U) und flync = 0. Im Fall x ¢ C' ist insbesondere das
lokale Verschwindungsideal der ganze lokale Ring.

6.10.2. Gegeben eine bepunktete k-Varietdt (X, z) mit dimy(m, /m2) = kdim, X
und abgeschlossene Teilmengen C, D & X erkldren wir die Vielfachheit von x
als Schnittpunkt von C' und D oder kurz Schnittmultiplizitit als

s.(C, D) := dimy, (Ox/(Z.(C) + Z,(D))) € NU {oo}

6.10.3. Die Bedingung dimy(m,/m?) = kdim, X bedeutet, wie wir spiter lernen
werden, da} = ein ,,glatter Punkt der Varietit X* ist. Ohne diese Annahme bleibt
die Definition zwar formal sinnvoll, aber die so erklidrten Zahlen bezeichnet man
nicht mehr als Schnittmultiplizititen.

6.10.4 (Anschauung fiir Schnittpunkte im Unendlichen). Zwei ebene Kurven,
die ,,in derselben Richtung nach Unendlich gehen®, haben in dieser Richtung
einen Schnittpunkt im Unendlichen. Zum Beispiel schneiden sich die Abschliisse
der Kurven Z(y — 2%) und Z(x + 1) in dem Punkt der projektiven Vervollstindi-
gung Pk = V(k?) der affinen Koordinatenebene, der durch die y-Achse reprisen-
tiert wird.

Beispiel 6.10.5. Im Spezialfall X = k? und von Kurven C, D @& k? gibt es nach
4.2.25 quadratfreie Polynome f, g mit Z(C') = f und Z(D) = g. Genauer zeigen
wir das in 4.2.25 fiir Hyperflichen in k2, also abgeschlossene Teilmengen, deren
irreduzible Komponenten alle die Krullkodimension Eins haben, und daf} diese
wirklich genau unsere Kurven sind, also die dqui-eindimensionalen abgeschlos-
senen Teilmengen, folgt aus 5.3.4. Sind unsere Polynome f, g teilerfremd, so ist
der Quotient k[T, S]/(f, g) endlichdimensional als k-Vektorraum nach 1.7.21, da
unsere beiden Polynome hochstens endlich viele gemeinsame Nullstellen besitzen
nach [AL] 6.2.10.2 oder auch, da jede abgeschlossene echte Teilmenge einer ir-
reduziblen eindimensionalen Varietit eine nulldimensionale Varietit und folglich
endlich sein muf} und wir diese Erkenntnis auf alle irreduziblen Komponenten un-
serer Kurven anwenden konnen. Die Lokalisierung unseres Quotienten ist dann
auch endlichdimensional als k-Vektorraum nach 4.3.57. Insbesondere ist unse-
re Vielfachheit s, (C, D) also endlich, wenn die Komponenten der Kurve C, die
durch x laufen, paarweise verschieden sind von den Komponenten der Kurve D,
die durch z laufen. Im folgenden listen wir noch einige genauere Aussagen fiir die
Schnittmultiplizitit s, (C, D) unserer Kurven C, D @& k? auf und nehmen dabei
an, daB3 sie keine gemeinsamen Komponenten haben, die durch x gehen, und daf}
sie die Nullstellenmengen der quadratfreien Polynome f, g sind.
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1. Die Schnittmultiplizitit ist Null s,.(C, D) = 0 genau dann, wenn eine unse-
rer Kurven gar nicht durch x geht, denn genau dann ist f oder g im lokalen
Ring Ox . eine Einheit und andernfalls gehoren sie beide zum maximalen
Ideal;

2. Die Schnittmultiplizitit ist Eins s,(C, D) = 1 genau dann, wenn f und
g bereits m,/m2 erzeugen, denn genau dann erzeugen sie nach Nakaya-
ma bereits ganz m,. In anderen Worten und vielleicht anschaulicher gesagt
bedeutet diese Bedingung, daf} die Gradienten von f und ¢ bei x linear un-
abhéngig sind;

3. Im Fall g(S,T) = T, wenn also die zweite unserer Kurven eine Koordina-
tenachse ist, finden wir als Schnittmultiplizitit

S00)(C, D) = inf{n | S" teilt £(S,0)}

den kleinstmoglichen Grad eines Monoms in S, das mit von Null verschie-
denem Koeffizienten in f(.S, 0) auftaucht. Das ist leicht einzusehen. In ande-
ren Worten ist das der Grad der Nullstelle am Ursprung der Einschriankung

von f auf unsere Koordinatenachse 7' = 0. Analog bestimmt man die
Schnittmultiplizititen von beliebigen Kurven mit beliebigen affinen Gera-
den in k?;

4. Sind f, g die von Null verschiedenen homogenen Komponenten kleinst-
moglichen Grades von f, g und r, s deren Grade, so gilt s 0)(C, D) > rs
mit Gleichheit genau dann, wenn f und g auch ihrerseits teilerfremd sind.
Das verallgemeinert die Aussage tiber transversalen Schnitt, ist aber nicht
ganz so leicht einzusehen. Wir zeigen die Aussage in 7.5.39.

5. IstC = CyU...UC, die Zerlegung in irreduzible Komponenten, so gilt
$:(Cy D) = s,(C1, D) + ...+ s,(C,, D). Der Nachweis bleibe dem Leser
zur Ubung iiberlassen.

Satz 6.10.6 (von Bézout iiber Schnitte ebener Kurven). (k = k). Zwei ebene
projektive Kurven C, D @& P2k ohne gemeinsame irreduzible Komponente haben
mit Vielfachheiten gerechnet genau so viele Schnittpunkte, wie das Produkt ihrer
Grade angibt, in Formeln

Y s5.(C, D) = (grad C)(grad D)

zeCND

6.10.7. Mehr zur Motivation und anschaulichen Bedeutung findet man in 6.1.1.
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Beweis. Nach 6.8.12 sind C', D die projektiven Nullstellenmengen teilerfremder
quadratfreier homogener Polynome f, g € k[Ty, 11, T,]. Wir setzen ¢ := grad C'
und d := grad D. Da es mir iibersichtlicher scheint, schreibe ich von nun an statt
k[T, T}, T»] kiirzer O(k?). Nach unseren Annahmen ist f kiirzbar in O(k?) und ¢
kiirzbar in O(k?)/(f). Mit unseren Erkenntnissen zur Multiplizitiit von Kokernen
homogener Selbstinjektionen 6.9.9 folgt

hdimO(K*)/(f) = 2 multOK?®)/{(f) = c
hdimO(K*)/(f,g) = 1 multO*)/{f,9) = cd

Andererseits folgt kdim(Z(f)) = 2 aus 5.3.4 und mit dem Krull’schen Haupt-
idealsatz 5.10.1, 5.10.1 weiter Z( f, g) d4quidimensional und kdim(Z(f, g)) = 1.
Nun hat unser Quotient Q := O(k3)/(f, g) nach Ubung 6.6.16 eine Filtrierung

0=QnC Qi C...CQn=0Q

durch homogene Ideale, bei der sémtliche Subquotienten ), /@), isomorph sind
zu Quotienten O(k?)/p, nach jeweils einem homogenen Primideal p,. In un-
serem Fall kommen aus Dimensionsgriinden fiir die homogenen Primideale p,
nur die Verschwindungsideale von Ursprungsgeraden Z*(x) fir z € P2k so-
wie das Verschwindungsideal Z(0) des Ursprungs in Betracht. Nun gilt sicher
mult O(k?*)/Z*(x) = mult O*(x) = 1. Wegen der Additivitit der Multiplizitét
6.9.8 tritt in unserer Filtrierung von () also als Subquotient genau cd mal ein Quo-
tient nach dem Verschwindungsideal einer Ursprungsgeraden auf, in Formeln

cd = card{a | Iz € P’k mit Q,/Q,_1 = O*(x)}
Unser Satz folgt, sobald wir fiir alle z € P?k die Identitit

s:(C, D) = card{a | Qu/Qa—1 = O*(z)}

zeigen konnen. Dazu diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit anneh-
men, daB z im Bild der offenen Einbettung iy : k* < P2k gegeben durch
(w1, 29) + (1,21, 25) liegt. Wir erkldren nun fiir jeden Modul M iiber O(k?)
den O(k?*)-Modul

M :=M/(Ty —1)M

Wir werden spéter lernen, inwiefern er aus M durch ,,Restriktion unter der Ein-
bettung 7y : k* — k® (z1,72) — (1,71, 73) der Ebene als affine Ebene im
Raum‘ entsteht, aber bisher wissen wie noch nicht, was ein ,,Modul auf einer
Varietit™ sein sollte und wie wir so einen ,,Modul auf einer Varietit auf eine ab-
geschlossene Untervarietit einzuschrinken hétten. Ist wieder ganz explizit M ein
graduierter O(k?)-Modul, so ist die Multiplikation mit (7, — 1) eine Injektion
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(Ty — 1) : M — M, denn fiir jedes Element ungleich Null im Kern muf sei-
ne tiefste von Null verschiedene homogene Komponente verschwinden und das
geht eben nicht. Ist nun N — M — () eine kurze exakte Sequenz graduierter
O(k?)-Moduln, so zeigt das Neunerlemma

N s M—5Q

|

N M—Q

Lol

N— M—Q

mit der Multiplikation mit (75 — 1) als oberer Vertikale, dal auch die Sequenz
N — M — () exakt ist. Es folgt leicht, daB auch fiir jede rechtsexakte Sequenz
graduierter O(k?)-Moduln die Sequenz der Kokerne unter (7y — 1) rechtsexakt
ist. Insbesondere wird die durch die Zeilenmatrix (f, g) an erster Stelle gegebene
rechtsexakte Sequenz O(k*)%2 — O(k3) — O(k®)/(f, g) unter dem Bilden des
Kokerns von (7, — 1) eine rechtsexakte Sequenz

O(k*)** — O(k*) — O(k*) /{f.9)

fir f,g € O(k?) die Polynome, die aus den homogenen Polynomen f, g durch
Einsetzen von T, = 1 entstehen. Fiir unser Q = O(k®)/(f, g) vom Anfang des
Beweises erhalten wir damit Q = O(k?)/(f, ). Unsere Filtrierung von oben
liefert weiter eine Filtrierung

0=QCQiC...CQRL=0

von Q = O(k?)/{f,g) mit Subquotienten Q,/Qu_1 = Q,/Q. 1. Lokalisie-
ren wir jetzt noch an einer Stelle y € k2, kiirzen Mz, = : M, ab fiir je-
den (’)(kz)—Modul M und erinnern, dafl Lokalisieren exakt ist, so erhalten wir
fiir Q) = O(k?))/(f,§) ) eine Filtrierung mit Subquotienten (Q,/Qa—1)(y)-
Diese Subquotienten sind aber eindimensional fiir ,/Q.—1 = O*(io(y)) und
Null sonst. Im Licht unserer Definition der Schnittmultiplizitit zeigt das dann fiir
x = 1y(y) die gewiinschte Identitéit

5:(C, D) = dimy, O(k?) ) /(f, 9) () = card{a | Qo/Qu-1 = O*(z)} [

Ubungen

Ubung 6.10.8. Man bestimme die Schnittpunkte in P?C der konzentrischen Kreise
22 4+ y* = 1 und 2° + y? = 2 sowie ihre jeweiligen Vielfachheiten.
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7 Hilbertpolynome und regulire Ringe

7.1 Filtrierungen von Gruppen

Definition 7.1.1. Eine Filtrierung auf einer abelschen Gruppe V ist eine Familie
von Untergruppen V=" fiir r € Z derart, daB gilt V=" C V=" fiir alle r € Z.

7.1.2. Manchmal notieren wir eine Filtrierung auf einer abelschen Gruppe V' auch
als eine Familie von Untergruppen V=" fiir r € Z derart, daB gilt V=" D> V27!
fiir alle r € Z.

7.1.3. 1. Eine ausschopfende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der die Ver-

einigung der filtrierenden Untergruppen die ganze Gruppe ist, in Formeln
U,vsr=v.

2. Eine voll endende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der bereits eine der
filtrierenden Untergruppen die ganze Gruppe ist, bei der also in Formeln ein
r existiert mit V=" =V,

3. Eine Hausdorff’sche oder auch separierte Filtrierung ist eine Filtrierung,
bei der der Schnitt iiber alle filtrierenden Untergruppen Null ist, in Formeln

N, V= =o.

4. Eine von Null kommende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der bereits
eine der filtrierenden Untergruppen Null ist, bei der also in Formeln ein r
existiert mit V=" = 0.

5. Eine endliche Filtrierung ist eine von Null kommende und voll endende
Filtrierung.

7.1.4 (Diskussion der Terminologie). Manche Autoren fordern auch ganz allge-
mein von einer Filtrierung noch zusitzlich implizit eine oder mehrere der oben an-
gegebenen Eigenschaften. AuSerdem mag man statt durch Z indizierte Filtrierun-
gen auch noch allgemeinere Filtrierungen betrachten. Unsere Filtrierungen hier
nennen wir dann priziser Z-Filtrierungen.

7.1.5. Eine letzte Eigenschaft von Filtrierungen, die oft verwendet wird, ist die
Vollstindigkeit. Diese Bedingung besagt im Fall einer Hausdorff’schen Filtrie-
rung, dall V' vollstdndig ist fiir die Metrik

d(v,w) := inf ({1} U{2" | (v—w) € VST})

Im Fall einer beliebigen Filtrierung erkldrt man sie dadurch, da3 der Quotient
V/ (), V=" vollstindig ist in der zuvor beschriebenen Weise.
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7.1.6 (Diskussion der Terminologie). Kennt man die Terminologie uniformer
Réaume [TM] 1.4.1.3 und versieht V' mit der durch die Filtrierung gegebenen
Struktur als uniformer Raum nach [TM] 1.4.1.7, so ist V' vollstindig beziehungs-
weise Hausdorff als topologischer Raum genau dann, wenn unsere Filtrierung
vollstindig beziehungsweise Hausdorff ist im Sinne der vorhergehenden Defini-
tionen.

7.1.7. Ein Homomorphismus ¢ : V' — W von filtrierten abelschen Gruppen heif3t
mit den Filtrierungen vertriglich, wenn gilt ¢(V=") C W=" fiir alle r € Z. Die
filtrierten abelschen Gruppen werden mit den filtrierungsvertraglichen Homomor-
phismen als Morphismen zu einer Kategorie filAb.

7.1.8 (Finale Filtrierung). Gegeben ein Homomorphismus von abelschen Grup-
pen ¢ : V. — W und eine Filtrierung auf V' erkldren wir die zugehorige finale
Filtrierung auf W durch W=" := ¢(V="). Im Fall eines Quotienten nennen wir
sie auch die Quotientenfiltrierung.

7.1.9 (Initiale Filtrierung). Gegeben ein Homomorphismus von abelschen Grup-
pen ¢ : V. — W und eine Filtrierung auf W erkldren wir die zugehorige initiale
Filtrierung auf V durch V=" := o~ }(W="). Im Fall der Einbettung einer Unter-
gruppe nennen wir sie auch die Untergruppenfiltrierung.

7.1.10. Gegeben Untergruppen U C V C W einer filtrierten abelschen Gruppe
W stimmt auf dem Subquotienten V/U die Untergruppenfiltrierung zur Quotien-
tenfiltrierung auf /U iiberein mit der Quotientenfiltrierung zur Untergruppen-
filtrierung auf V. In [TF] 2.2.3.7 besprechen wir die dieser Erkenntnis zugrun-
deliegenden Tatsachen, den ,,Basiswechsel fiir Untergruppen®, in einem groferen
Rahmen.

7.1.11. Gegeben eine Zerlegung W = U @ V einer filtrierten abelschen Gruppe
W stimmt die Untergruppenfiltrierung auf U fiir die offensichtliche Einbettung
im allgemeinen keineswegs liberein mit der Quotientenfiltrierung auf U fiir die
offensichtliche Projektion.

Vorschau 7.1.12. Wir erkldren eine r-Verschmelzung von filtrierten abelschen
Gruppen als eine multilineare Abbildung ¢ : V3 x ... x V., = W mit

© (Vlﬁm XX Vrénr) C WS(TL1+~~+W)

und insbesondere eine 0-Verschmelzung nach W als ein Element von W=C, Mit
der offensichtlichen Multiverkniipfung von Verschmelzungen werden die filtrier-
ten abelschen Gruppen dann zu einer Schmelzkategorie im Sinne von [TS] ??. In
unserer Schmelzkategorie erhalten wir stark universelle Verschmelzungen, indem
wir das Tensorprodukt mit der Tensorfiltrierung versehen, die im Fall von zwei
Faktoren gegeben wird durch die Vorschrift

(M ® N)=":= (ten(M=' x N¥) | i+ j <n)g
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firten : M x N — M ® N die universelle bilineare Abbildung.

7.1.13. Eine Graduierung V' = €, V" auf einer abelschen Gruppe liefert eine
Filtrierung durch die Vorschrift V="":= < V". Zu jeder filtrierten abelschen
Gruppe konnen wir umgekehrt die assoziierte graduierte Gruppe

gV =gv et

rez

bilden. Wir notieren ihren homogenen Teil vom Grad r auch (gr V)" = gr" V =
V=r/V=r=1 Kommt die Filtrierung auf V' schon von einer Graduierung her, so
induzieren die Verkniipfungen V" < V=" — V=" /V/<"~1 = 01" V/ einen kanoni-
schen Isomorphismus V' — gr V.

7.1.14. Jeder filtrierungsvertridgliche Homomorphismus V' — W von filtrierten
abelschen Gruppen induziert einen Homomorphismus gr¢ : gr V- — gr W zwi-
schen den assoziierten graduierten Gruppen. Analoges gilt fiir multilineare Ab-
bildungen. Der Ubergang zum assoziierten Graduierten ist in der Terminolgie aus
[TS] ?? genauer ein Schmelzfunktor, und in der analogen Situation von Vektor-
rdumen iiber einem Korper £ ist er sogar vertrdaglich mit universellen Verschmel-
zungen, die offensichtlichen Abbildungen sind also etwa im Fall von zwei zu ver-
schmelzenden Objekten Isomorphismen

(gr M) @ (gr N) = gr(M ®j N)

In der Tat finden wir in dieser Situation an unsere Filtrierungen angepal3te Basen,
mit denen wir diese Behauptung leicht explizit priifen konnen.

Ubungen

Ubung 7.1.15. Ist V eine filtrierte abelsche Gruppe und U C V eine Untergruppe
und betrachten wir auf U und V/U die induzierten Filtrierungen, so erhalten wir
mit dem Neunerlemma eine kurze exakte Sequenz

grU — grV — gr(V/U)

Ubung 7.1.16. Sei ¢ : V. — W ein Homomorphismus filtrierter abelscher Grup-
pen, der mit den Filtrierungen vertrédglich ist. Man zeige:

1. Ist die Filtrierung auf W bei Null beginnend und ausschépfend und ist die
assoziierte graduierte Abbildung gr¢ : grV — grW surjektiv, so ist ¢
bereits selbst surjektiv.

2. Ist die Filtrierung auf V' Hausdorff und ausschopfend und ist die assoziierte
graduierte Abbildung gr¢ : grV — gr W injektiv, so ist ¢ bereits selbst
injektiv.
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Ubung 7.1.17. Jede von Null kommende und ausschopfende Filtrierung auf einem
Vektorraum kommt von einer Graduierung her.

7.2 Filtrierungen von Ringen

7.2.1. Benutzt man die oben eingefiihrten Begriffe fiir Ringe, so wird stets implizit
die Vertraglichkeit mit der Multiplikation gefordert. Genauer treffen wir folgende
Vereinbarungen.

Definition 7.2.2. Eine Filtrierung eines Rings A ist eine Filtrierung der addi-
tiven Gruppe A derart, daB gilt ASTAS* C AS"** fiir alle r, s und zusitzlich
1 € A=Y, Wenn wir besonders betonen wollen, daB wir die Vertridglichkeit mit der
Ringstruktur fordern, reden wir von einer Ringfiltrierung.

7.2.3. Die Bedingung 1 € A= wird benétigt, um sicherzustellen, daB der in 7.2.6
erklirte assoziierte graduierte Ring auch in der Tat wieder ein Ring in unserem
Sinne ist, also ein Einselement hat. Vom kategoriellen Standpunkt aus liefert sie,
was wir in [TS] ?? ein ,,Ringobjekt der Schmelzkategorie der filtrierten abelschen
Gruppen‘‘ nennen werden.

7.2.4. Sicher ist bei einem filtrierten Ring A=Y ein Teilring und alle AS" fiirn < 0
sind Ideale von A=°. Allgemeiner definiert man filtrierte Moduln iiber filtrierten
Ringen als Moduln M mit Filtrierung derart, daB gilt AS" M=% C M=""* fiir
alle r, s. Dann sind fiir jeden filtrierten Modul M alle M <" Untermoduln fiir die
Restriktion unseres filtrierten Moduls auf den Teilring A=<°.

7.2.5. Jeder Quotient eines filtrierten Rings ist fiir die Quotientenfiltrierung wie-
der ein filtrierter Ring. Jeder Teilring eines filtrierten Rings ist fiir die induzierte
Filtrierung wieder ein filtrierter Ring.

7.2.6. Eine Graduierung A = @, A" eines Rings liefert eine Filtrierung durch
AS" =@, ., A”. Zu jedem filtrierten Ring kénnen wir umgekehrt den assoziier-
ten graduierten Ring

grA=@A% /A

rEZ

bilden, die Multiplikation auf gr A wird in der naheliegenden Weise definiert und
die Existenz eines Eins-Elements in gr A folgt aus unserer Bedingung 1 € A=’
an einen filtrierten Ring. Kommt die Filtrierung auf dem Ring A schon von ei-
ner Graduierung her, so haben wir einen kanonischen Isomorphismus graduierter
Ringe A = gr A.
7.2.7. Ein Ringhomomorphismus ¢ : A — B von einem filtrierten Ring A in
einen filtrierten Ring B, der mit den Filtrierungen vertriglich ist, induziert na-
tiirlich einen Homomorphismus gr¢ : gr A — gr B zwischen den assoziierten
graduierten Ringen.
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7.2.8. Analog definiert man filtrierte Vektorriume und filtrierte Algebren. Bei
der Definition einer filtrierten Ringalgebra fordert man zusitzlich, daf die Fil-
trierung auch im Sinne von 7.2.2 mit der zugrundeliegenden Ringstruktur ver-
traglich sein soll, daB3 also die 1 im Teilraum zu < 0 enthalten ist.

Lemma 7.2.9. Ist A ein Ring mit einer Hausdorff schen ausschipfenden Filtrie-
rung, so gilt

(grA) ist Integritiitsring = A ist Integritiitsring

Beweis. In der Tat, seien a,b € A\0 gegeben. Sind 7, s minimal mit ¢ € AS",
b € A=*, so sind auch die Bilder a € AS"/AS""' und b € AS*/A=*~! von Null
verschieden. Ist gr A ein Integritiitsring, so folgt ab # 0. Dies Produkt ist aber die
Nebenklasse von ab in AS™+%/AST5=1 yund wenn schon die Nebenklasse von ab
nicht verschwindet, so ist erst recht ab selbst von Null verschieden. L]

Proposition* 7.2.10. Ist A ein filtrierter Ring und M ein filtrierter A-Modul mit
einer von Null kommenden und ausschopfenden Filtrierung, so ist mit grM auch
M selbst endlich erzeugt und es gilt sogar

(grM) noethersch iiber (grA) = M noethersch iiber A

7.2.11. Esreicht nicht, die Filtrierung auf M Hausdorff anzunehmen, wie das Bei-
spiel des C[X]-Moduls C[X] zeigt, mit der Filtrierung beider Strukturen durch
die von den verschiedenen X" erzeugten Ideale.

Beweis. Ist der assoziierte graduierte Modul grM endlich erzeugt, so finden wir
dafiir auch ein endliches Erzeugendensystem aus homogenen Elementen. Wihlen
wir Urbilder dieser Elemente in M, so erzeugen sie iiber A einen Untermodul
N C M mit grN = grM. Mit 7.1.15 folgt daraus hinwiederum gr(M/N) = 0
und mit unseren Voraussetzungen an die Filtrierung dann M /N = 0, als da heif3t
unsere Urbilder erzeugen bereits M. Ist schlieBlich grM noethersch, so ist fiir
jeden Untermodul N C M mit der induzierten Filtrierung der assoziierte Gradu-
ierte gr/V endlich erzeugt als Untermodul von grM, und dann ist auch N selbst
endlich erzeugt nach dem, was wir bereits bewiesen haben. O]

Korollar* 7.2.12. Ist A ein filtrierter Ring mit einer von Null kommenden und
ausschopfenden Filtrierung und ist gr A noethersch, so ist A noethersch.

Beweis. Noethersch bedeutet ja fiir Ringe noethersch als Linksmodul und als
Rechtsmodul iiber sich selbst. Das Korollar folgt damit offensichtlich aus der vor-
hergehenden Proposition 7.2.10. [
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7.3 Dimensionstheorie lokaler noetherscher Kringe

Definition 7.3.1. Gegeben ein Ring A und ein Ideal a C A bilden seine Potenzen
a” eine absteigende Filtrierung des Rings A, mit der Konvention a” = A fiir
n < 0. Den assoziierten graduierten Ring notieren wir

gr, A= ani/a”1 =Ala®a/a®*@a’/a® D ...

>0

7.3.2. Gegeben ein noetherscher Kring A und q C A ein Ideal mit ,/q maximal ist
A/q von endlicher Lange. In der Tat ist ja dann A/q ein Kring der Krulldimension
Null und wir kénnen 5.16.6 anwenden, oder auch den hier einzig relevanten Teil
des Beweises erinnern und das Bild von /q mitm C A/q notieren und beachten,
daB die Subquotienten der Filtrierung A/qg D m D m? D ... D m" endliche
Linge haben und daB gilt m" = 0 fiir » > 0.

Satz 7.3.3 (Hilbertpolynome im Fall lokaler noetherscher Kringe). Seien A
ein noetherscher lokaler Kring, q C A ein Ideal mit \/q dem maximalen Ideal
und M ein endlich erzeugter A-Modul. So gilt:

1. Es gibt genau ein Polynom P = P, € Qlt], das fiir grofie i die Liinge von
M /q' M berechnet, in Formeln 1(M/q' M) = P(i) fiir i > 0;

2. Der Grad dq(M) dieses Polynoms ist beschrdinkt durch die Kardinalitit je-
des Erzeugendensystems von q;

3. Fiirm = \/qdas maximale Ideal von A haben P und P}, denselben Grad.
Wir nennen ihn die Hilbert-Dimension von M und notieren ihn

hdim 4 M = hdim M

Ergdnzung 7.3.4. Die Hilbertdimension eines endlich erzeugten Moduls M iiber
einem lokalen noetherschen Kring (A, m) im Sinne des vorhergehenden Satzes
und die Hilbertdimension eines endlich erzeugten graduierten Moduls iiber ei-
nem Polynomring im Sinne von 6.9.13 sind mithin verkniipft durch die Bezie-
hung hdim()/) = hdim(gr,, M). Hilbertdimension —oo hat nur der Nullmodul,
in Formeln

hdim(M) =—-oc0 & M =0

Hilbertdimension Null haben genau alle von Null verschiedenen A-Moduln end-
licher Lénge.

Beweis. Fir k := A/qund x4, ..., z, ein Erzeugendensystem von ¢ erhalten wir
durch X + 7; eine Surjektion k[X;,..., X,,] — gr, A. Die ersten beiden Be-
hauptungen folgen damit aus dem Satz iiber das Hilbertpolynom 6.9.13, genauer
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seiner Erweiterung 6.9.13. Die dritte Aussage folgt, da es [ gibt mit m’ C g und
da folglich gilt P, (i) > PY, (i) sowie P, (li) > P1,(7) fiir i > 0. O

Satz 7.3.5 (Hilbertdimension der Kokerne injektiver Endomorphismen). Sei-
en (A, m) ein lokaler noetherscher Kring und M # 0 ein endlich erzeugter von
Null verschiedener A-Modul. Ist f : M — M ein injektiver Endomorphismus, so
gilt

hdim(cok f) < hdim M

7.3.6. Der Beweis dieses zentralen Resultats braucht einige Vorbereitungen und
wird erst im Anschluf3 an den Beweis von 7.3.11 gegeben. Man bemerke den Kon-
trast in der Schwierigkeit zwischen dieser Aussage und ihrem graduierten Analo-
gon 6.9.9.

Definition 7.3.7. Seien A ein Ring und a C A ein Ideal. Eine Filtrierung eines
A-Moduls M heilit a-stabil, wenn sie (1) bei M endet, wenn sie (2) mit der Fil-
trierung von A durch die a” vertriiglich ist, in Formeln aM =" ¢ M= fiir alle i,
und wenn es (3) ein d gibt derart, daB fiir alle i > d sogar gilt aM=* = M=+,

Lemma 7.3.8 (Vergleich stabiler Filtrierungen). Gegeben ein Ring A und ein
Ideal a C A und ein A-Modul M sind je zwei a-stabile Filtrierungen ) und I' auf
M in der Weise vergleichbar, dafi es c gibt mit U= M C QM fiir alle i.

Beweis. Es reicht, das unter der Annahme zu zeigen, da}3 eine unserer Filtrie-
rungen die offensichtliche Filtrierung durch die a’M ist. Wir konnen also unsere
Notation vereinfachen und die andere Filtrierung M =" notieren. Nach Annahme
gibt es ein ¢ mit M = M="¢ und dann haben wir notwendig a’M C M=~ fiir
alle i. Nach Annahme gibt es aber auch ein d mit M=4 = ¢ M=4 fiir alle i > 0
und somit M=+ C a’ M fiir alle 1. O

Proposition 7.3.9 (Von stabilen Filtrierungen induzierte Filtrierungen). Seien
A ein noetherscher Kring, a C A ein Ideal und M ein endlich erzeugter A-Modul.
So ist die von einer a-stabilen Filtrierung von M auf einem Untermodul N C M
induzierte Filtrierung auch selbst wieder a-stabil.

Vorschau 7.3.10. Dasselbe gilt mit demselben Beweis fiir nicht notwendig kom-
mutative Ringe A, wenn wir zusitzlich annehmen, dafl der Reesring @mo a”
noethersch ist. Insbesondere gilt es fiir A := U(n) die Einhiillende einer end-
lichdimensionalen Liealgebra iiber einem Korper £ und a := kery der Kern
des von einem Charakter x : n — k induzierten Ringalgebrenhomomorphismus
X : U(n) — k.
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Beweis. Wir erinnern aus dem Beweis von 7.4.1 die Konstruktion des Reesrings
@mo a™ und den Nachweis, dal dieser Ring im Fall eines Ideals a eines noether-
schen Krings wieder noethersch ist. Es ist leicht zu sehen, wie @D,z M=" im
Fall einer mit der Filtrierung von A durch die a’ vertraglichen Filtrierung von M
ein Modul iiber dem Reesring wird, und daB dieser Modul im Fall einer a-stabilen
Filtrierung von M sogar endlich erzeugt alias noethersch sein muf3. Dasselbe folgt
fiir den zu seinem Untermodul mit der induzierten Filtrierung N=" := N N M="
gebildeten Modul @, ., N =" jiber dem Reesring. Daraus, daB dieser Modul end-
lich erzeugt ist, folgt dann, daf} die induzierte Filtrierung auch a-stabil ist: Ist ge-
nauer g der groBte Grad fiir ein Element eines homogenen Erzeugendensystems
von €p,,_, N=" iiber dem Reesring, so folgt aN=* = N=! fiirallei > g. [

7.3.11 (Multiplizititen im Fall lokaler noetherscher Kringe). Seien (A, m) ein
lokaler noetherscher Kring, ¢ C A ein Ideal mit \/q = m und M ein endlich
erzeugter A-Modul. Fiir alle d € N U {—oo} erkldren wir im folgenden einen
Wert mult;l(M) € NU {oo}. Fiir d € N setzen wir

mult? , (M) = mult] (M) := lim (M /q'M)d! /i

und folgern aus der entsprechenden Aussage im graduierten Fall 6.9.13, dal} die-
ser Grenzwert stets in N U {oo} existiert. Fiir d = —oo vereinbaren wir ergénzend
mult, (M) = 0 falls M = 0 und mult, (M) = oo sonst. Fiir M von der Hil-
bertdimension A~ = hdim M mit a;, dem Leitkoeffizienten des Hilbertpolynoms
P%, von M finden wir dann

0 d > h;
d _J hlay, d=h>0;
multy (M) = 0 d=h— —oco
oo d<h.

Wir nennen unser mult‘j(M ) € NU{oo} die d-qg-Multiplizitit von M. Mit diesen
Konventionen haben wir stets

multg(M) = Lénge(M)

Lassen wir in unserer Notation q weg, so meinen wir ¢ = m. Lassen wir den
oberen Index d weg, so meinen wir d = hdim() ). Die Multiplizitéit von A/
erkldren wir insbesondere als

mult(M) := mult? (M)

fiir d = hdim(M/). Die Multiplizitiit eines lokalen noetherschen Krings A als A-
Modul heit die Multiplizitit von A. Ist speziell (X, z) eine bepunktete Varietit,
SO setzen wir

mult, (X) := mult Oy,
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und nennen diese Zahl die Multiplizitit von X an der Stelle z.

7.3.12 (Permanenzen von Multiplizitit und Hilbertdimension). Ist A ein lo-
kaler noetherscher Kring und B ein von Null verschiedener Quotient von A und
M ein B-Modul, so stimmen die Multiplizititen von M als B-Modul und die
Hilbertdimension offensichtlich iiberein mit den Multiplizititen und der Hilbert-
dimension von M als A-Modul, in Bezug auf die maximalen Ideale ebenso wie in
Bezug auf ein allgemeines Ideal in B mit maximalem Radikal und dessen Urbild,
in Formeln mult{ ,(M) = mult] (M) und hdim (M) = hdimp(M).

Proposition 7.3.13 (Additivitat der Multiplizititen im Fall lokaler Kringe).
Seien (A, m) ein lokaler noetherscher Kring, q C A ein Ideal mit \/q = m
maximal und N — M — () eine kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten
A-Moduln. So gilt hdim(M) = max(hdim(N), hdim(Q)) fiir die Hilbertdimen-
sionen und fiir alle d € N U {—oo} haben wir

mult?(M) = mult{(N) + mult](Q)
Beweis. Wir betrachten das Diagramm mit exakten Spalten

NNg'M —  gM - qQ

3 3 \J
N — M —» Q
3 \ \

N/(NNg'M) — M/¢'M — Q/qQ

Seine beiden oberen Zeilen sind exakt, also nach dem Neunerlemma auch die
untere Zeile. Sie liefert die Relation

I(M/q'M) =1(N/(NNgq'M)) +1(Q/q'Q)

Nun bilden jedoch die N N M nach 7.3.9 auch eine g-stabile Filtrierung von N,
folglich gibt es ein Polynom Py () mit (N/(N Nq'M)) = P (i) fiir i > 0. Hier
und im folgenden lassen wir der Ubersichtlichkeit halber das q aus der Notation
weg. Es folgt die Identitit von Polynomen

Par(t) = Pu(t) + Po(t)

Nach 7.3.8 gibt es jedoch ¢ mit Py (i + ¢) > Px(i) > Py(i — c) fiiri > 0, folg-
lich haben Py und P denselben Grad und, wenn sie nicht Null sind, denselben
Leitkoeffizienten. Daraus folgt unsere Behauptung dann unmittelbar. [

Beweis von Satz 7.3.5. Seien A ein lokaler noetherscher Ring und M # 0 ein
endlich erzeugter von Null verschiedener A-Modul. Gegeben ein injektiver Ho-
momorphismus f : M < M behauptet unser Satz 7.3.5 die strikte Ungleichung
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hdim(cok f) < hdim M. Um sie zu zeigen, betrachten wir die kurze exakte Se-
quenz M — M — cok f. Wegen M # 0 haben wir d = hdim M > 0. So folgt
aus 7.3.13 sofort mult? (cok f) = 0 und damit die Behauptung. H

Satz* 7.3.14 (Multiplizititen der Kokerne von Multiplikationen). Seien ein lo-
kaler noetherscher Kring (A, m) und ein endlich erzeugter A-Modul M gegeben.
Fiird > 1 und q C A ein Ideal mit \/q = m und v € q" gilt dann

multfl_l(M/a:M) >r multg(M)

7.3.15. Wir verwenden hier unsere allgemeine Konvention 0 - oo = 0.

7.3.16. Unser Satz liefert insbesondere fiir alle + € m und M von positiver Hil-
bertdimension die Abschitzung hdim (M /xM) > hdim(M) — 1. Wissen wir zu-
sdtzlich, daB die Multiplikation mit = eine Injektion (x-) : M — M induziert, so
erhalten wir zusammen mit der umgekehrten Abschitzung 7.3.5 sogar die Identi-
tét

hdim(M/zM) = hdim(M) — 1

Beweis. Fiir den Untermodul N := xM finden wir q'zM C zM N q*™"M und
folglich die zweite Unleichung der Kette

(M/q'M) > 1(xM/q'aM) > 1(xM/(xM N q""M))

Die erste dieser Ungleichungen ist klar, weil die Multiplikation mit = eine Sur-
jektion des ersten Quotienten auf den zweiten induziert. In den Notationen des
Beweises von 7.3.13 haben wir fiir i > 0 also Py;(i) > Pa(i + r) und aus
unserer Identitit von Polynomen Py () = Pyas(t) + Pa/ear(t) folgt

Parjant (i) = Pas(i) — Ponr (i) > Pag(i) — Pas(i — 1)

fiir ¢ > r. Jetzt unterscheiden wir den Fall M = 0, in dem unsere Behauptung eh
klar ist, und den Fall M # 0, was wir hinfort annehmen. Ist dann a,4t? der Leitterm
von P (%), so ergibt sich der Leitterm von Py, (t) — Py (t — r) zu rdagt?! und
unsere Behauptung folgt leicht im Fall r # 0. Der Fall » = 0 ist aber in unseren
Konventionen eh unproblematisch, da alle unsere Multiplizititen > 0 sind. U

Definition 7.3.17. Gegeben ein lokaler noetherscher Kring heif3t die kleinstmogli-
che Anzahl von Elementen unseres Krings, deren Idealerzeugnis das maximale
Ideal unseres Krings zum Radikal hat, seine Einbettungsdimension.

7.3.18 (Geometrische Bedeutung der Einbettungsdimension). Im geometri-
schen Fall des lokalen Rings Oy, einer affinen k-Varietit ist die Einbettungs-
dimension das kleinste n derart, daf3 es eine offene Umgebung U von x und einen
Morphismus U — k"™ gibt, fiir den x ein isolierter Punkt seiner Faser ist.
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Satz 7.3.19 (Hauptsatz zur Dimension lokaler noetherscher Kringe). Gege-
ben ein lokaler noetherscher Kring stimmen seine Hilbertdimension, seine Krull-
dimension und seine Einbettungsdimension iiberein.

7.3.20. Speziell hat jeder lokale noethersche Kring endliche Krulldimension, ja
die Zahl der fiir sein maximales Ideal benétigten Erzeuger ist eine obere Schranke
fiir seine Krulldimension.

Beweis. Sei A unser lokaler noetherscher Kring. Wir notieren 6(A) die Einbet-
tungsdimension. Zum Beweis zeigen wir 6(A) < kdim(A) < hdim(A) < §(A).
Die Abschitzung hdim(A) < 0(A) folgt unmittelbar aus unserem Satz 7.3.3
iiber Hilbertpolynome lokaler noetherscher Kringe. Die Abschitzung kdim(A) <
hdim(A) zeigen wir durch Induktion iiber hdim(A). Im Fall hdim(A) = 0 sta-
gniert die Folge der Ideale m” und nach dem Lemma von Nakayama 5.12.10 sta-
gniert sie bei Null. Folglich umfalit jedes Primideal unser m und damit ist m das
einzige Primideal und die Krulldimension ist Null. Fiir den Induktionsschritt sei

PP S .Sl

eine Primidealkette in A. Im Integritdtsbereich A := A/p, betrachten wir das Bild
p1 C A von p; und wihlen x € p;\0. Die kurze exakte Sequenz

AS A AfAx
zeigt mit 7.3.5 sofort hdim(A/Ax) < hdim A, und hdim A < hdim A ist eh klar.
Aus der Induktionsannahme folgt so, dass die Primidealkette p; C ... C p; in
A/ Az der Bilder der p; in A/ Az hochstens die Linge [ — 1 < hdim A — 1 haben
kann. Es bleibt §(A) < kdim A zu zeigen. Wir argumentieren mit Induktion iiber
6(A). Im Fall §(A) = 0 ist m = /0 das Nilradikal und wir finden kdim A = 0.
Gilt sonst §(A) > 0, so ist m kein minimales Primideal von A und nach 4.5.24
gibt es nur endlich viele minimale Primideale in A und nach 4.2.14 konnen sie
m nicht iiberdecken. Es gibt also ein Element z € m, das in keinem minimalen
Primideal enthalten ist. Wir setzen A := A/Az und finden 6(A) = §(A) — 1

und, de_l nach 4.5.9 jedes Primideal stets ein minimales Primideal umfaft, auch
kdim A < kdim A — 1. Die Behauptung folgt mit vollstindiger Induktion. [

Korollar 7.3.21 (Abschéitzung fiir die Krulldimension lokaler Kringe). Gege-
ben ein lokaler noetherscher Kring A mit maximalem Ideal m gilt stets

dim 4 /m(m/m?) > kdim A

Beweis. Jedes Reprisentantensystem eines Erzeugendensystem des A /m-Vektor-
raums m/m? erzeugt nach Nakayama bereits das Ideal m als Ideal von A. Damit
erweist sich unsere Behauptung als Konsequenz der Aussage d(A) = kdim A aus
dem Hauptsatz der Dimensionstheorie 7.3.19. [
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Korollar 7.3.22 (Verallgemeinerter Krull’scher Hauptidealsatz). Gegeben ein
noetherscher Kring R gilt fiir die Hohe jedes Primideals p C R, das vorgegebene
Elemente f1,..., fs von R enthdlt und minimal ist unter allen Primidealen mit
dieser Eigenschaft, die Abschditzung ht(p) < s.

Beweis. Im lokalen Kring R, muB} p, das Radikal des von fi, ..., f erzeugten
Ideals sein. Damit erweist sich unsere Behauptung als Konsequenz der Aussage
d(A) = kdim A aus dem Hauptsatz der Dimensionstheorie 7.3.19. O

Definition 7.3.23. Gegeben ein lokaler noetherscher Kring (A, m) versteht man
unter einem Parametersystem von A eine Familie zq,..., x4 von d = kdim A
Elementen des maximalen Ideals m mit der Eigenschaft, dal das Radikal des von
ihnen erzeugten Ideals gerade das maximale Ideal m selbst ist. Die Existenz sol-
cher Parametersysteme folgt aus dem Hauptsatz der Dimensionstheorie 7.3.19.

Proposition 7.3.24 (Parametersysteme sind algebraisch unabhiingig). Besitzt
ein lokaler noetherscher Kring (A, m) einen Unterkérper k C A mit k = A/m
unter der natiirlichen Abbildung und ist x1, . ..,x, ein Parametersystem von A,
so sind die x; algebraisch unabhdngig iiber k.

Beweis. Ist q das Erzeugnis der z;, so liefern die offensichtlichen Abbildungen
Homomorphismen

KX, .., Xl = (A)q)[ X, .., Xg] — grg A

von graduierten Ringen. Wire die Komposition nicht injektiv, so gébe es ein von
Null verschiedenes homogenes Polynom in ihrem Kern. Dies Element miifite auch
in der Mitte kiirzbar sein, da die erste Abbildung offensichtlich von Null verschie-
dene Polynome auf kiirzbare Elemente abbildet, und mit Satz 6.9.9 iiber Koker-
ne homogener Selbstinjektionen folgte hdim A < d im Widerspruch zu unseren

Annahmen. Also liefert die Komposition eine Injektion k[ X1, ..., X ] — gr, A.
Mit Ubung 7.1.16 folgt, daB die offensichtliche Abbildung bereits eine Injektion
kE[X1,..., X4 — A gewesen sein muf. O
Ubungen

Ubung 7.3.25. (k = k). Man zeige: Gegeben I C k[T, ..., T,] ein homogenes
Ideal mit nichtleerer projektiver Nullstellenmenge Z*(I) # () alias unendlicher
Kodimension ist die Hilbertdimension des Restklassenrings genau um Eins groer
als die Krulldimension der projektiven Nullstellenmenge, in Formeln

hdim(k[Ty, . .., T,]/I) = kdim 2*(I) + 1

Hinweis: Hauptsatz 7.3.19 zur Dimension lokaler noetherscher Kringe.
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Ubung 7.3.26. Gegeben (A, m) ein lokaler noetherscher Kring der Dimension d
und Elemente f, ..., f; € Amit f; € m"® gilt die Abschitzung

A/ (f1,..., fa)) > r(1)...r(d) mult(A)

Hinweis: 7.3.14 und vollstindige Induktion und Interpretation der Linge als Mul-
tiplizitét.
Ubung 7.3.27. Gegeben ein lokaler noetherscher Kring A und ein Parametersys-

tem x1,...,ry € m zeige man fiir jedes s mit 0 < s < d fiir die Krulldimension
des Quotienten nach einem Teil der Parameter die Identitét

kdim(A/{(z1,...,x5)) =d — s

Hinweis: Fiir jeden lokalen noetherschen Kring B gilt kdim B = §(B).

7.4 Durchschnittssatz von Krull

Satz 7.4.1 (Durchschnittssatz von Krull). Gegeben a C R ein Ideal in einem
noetherschen Kring und M ein noetherscher R-Modul gilt

ﬂa”M:{mEM|EIaEamitam:m}

Beweis. Sei zundchst R ein Kring und a C R ein beliebiges Ideal. Im Polynom-
ring R[X] bilden die Polynome > r,, X" mitr,, € a” fiiralle n > 0 einen Teilring,
den sogenannten Rees-Ring R,[X]. Sind a4, . . ., a, Erzeuger von a, so finden wir
eine Surjektion R[Y],...,Y;] — R,[X] des Polynomrings auf den Reesring mit
Y, — a,X. Folglich ist mit R auch der Reesring noethersch. Des weiteren ist im
in offensichtlicher Weise erklérten R[X|-Modul M [X] die Teilmenge M,[X] aller
> mp X™ mit m,, € a™M fiir alle n > 0 ein Untermodul iiber dem Reesring. Die-
ser Untermodul M,[X] ist offensichtlich endlich erzeugt iiber dem Reesring, wenn
M endlich erzeugt ist iber R. Fiir N := [ a" M ist weiter N[X| C M,[X]ein Un-
termodul dieses Moduls iiber dem Reesring und ist folglich auch endlich erzeugt,
also insbesondere erzeugt von einer Teilmenge der Gestalt N+ N X +...+ NX".
Das hinwiederum zeigt aN = N und mit der Variante 5.13.2 des Lemmas von
Nakayama folgt sogar die Existenz von einem a € a mit (1 + a)N = 0 alias
am = m Vm € N. Das zeigt im Satz die Inklusion C. Die andere Inklusion ist
offensichtlich. ]

Korollar 7.4.2. Gegeben ein noetherscher Kring R mit Jacobsonradikal J C R
und ein noetherscher R-Modul M gilt

("M =0
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7.4.3. Besonders oft wird diese Aussage im Fall lokaler noetherscher Kringe ver-
wendet, in dem das Jacobsonradikal mit dem einzigen maximalen Ideal zusam-
menfillt, so daf} also der Schnitt aller Potenzen des maximalen Ideals das Null-
ideal sein muf.

Beweis. Wenden wir den Durchschnittssatz 7.4.1 auf das Jacobsonradikal a = J
an, so folgt fiir unseren Schnitt N erst JN = N und dann mit der Variante 5.12.4
des Lemmas von Nakayama sofort NV = 0. [l

Beispiel 7.4.4. Um zu sehen, dal Durchschnittssatz fiir nicht noethersche Kringe
im allgemeinen nicht mehr gilt, mag man den Ring R der Keime stetiger reeller
Funktionen um den Ursprung der reellen Zahlengeraden im Sinne von 4.4.1 be-
trachten. Dieser Ring R ist lokal und sein maximales Ideal .J ist nicht Null, aber
dennoch gilt J? = J.

7.5 Glattheit und Regularitit

Definition 7.5.1. (k = k). Eine algebraische Teilmenge X @& k™ heiBt glatt an ei-
ner Stelle z € X, wennes fi,... f, € k[T,...,T,] und eine Umgebung U @ k"
von z gibt derart, da X NU = Z(fy,... f,) N U die simultane Nullstellenmenge
der f; in U ist und daB die Gradienten der f; bei x linear unabhingig sind.

7.5.2. Mit Gradienten meinen wir hier wie in der Analysis die Vektoren

(grad f)(z) == ((0f /0T, )(x)) € K"

Es wird erst spiter klar werden, dal die obige Bedingung nur von der bepunkteten
affinen Varietét (X, x) und nicht von ihrer Einbettung in einen £" abhingt. Wenn
ich im Verlauf der folgenden Argumentation besonders betonen will, daf3 die Be-
dingung wie oben in Bezug auf eine explizit vorgegebene Einbettung verstanden
werden soll, so nenne ich X extrinsisch glatt an der Stelle x. Es ist klar und die
Aussage von Ubung 7.5.28, daB die extrinsisch glatten Punkte von X & k" eine
offene Teilmenge von X bilden.

Vorschau 7.5.3 (Jede Varietiit ist generisch glatt). Was an dieser Stelle fehlt, ist
der Nachweis, da3 die glatten Stellen sogar eine dichte offene Teilmenge bilden.
Das wird erst in 7.6.5 bewiesen, wobei wir im Fall eines Grundkorpers positiver
Charakteristik zusitzlich Resultate aus [AAG] bendtigen.

7.5.4 (Generische Glattheit von Hyperflichen). (kK = k). Fiir ebene Kurven
C @ k? konnen wir auch hier schon einsehen, daf ihre glatten Punkte eine offe-
ne dichte Teilmenge bilden. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir
sie dazu irreduzibel annehmen, also C' = Z(f) fur ein irreduzibles Polynom
f € k[X,Y]. Fir so ein Polynom konnen auch in positiver Charakteristik p > 0
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die partiellen Ableitungen 9, f und 0, f nicht beide identisch verschwinden, sonst
gibe es ein Polynom g mit f(X,Y") = ¢(X?,Y?) und mit Ziehen der p-ten Wur-
zeln aus den Koeffizienten von g auch ein A mit h¥ = f im Widerspruch zur
Irreduzibilitit. Gilt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 9, f # 0, so sind f und
0, f teilerfremd und haben folglich héchstens endlich viele gemeinsame Nullstel-
len. In derselben Weise zeigt man, dal in jeder Hyperfliche X @& k™ die glatten
Punkte dicht liegen.

7.5.5 (Glatte Varietiiten versus Mannigfaltigkeiten). (k = k). Die Motivati-
on fiir die Begiffsbildung ,,glatter algebraischer Teilmengen kommt von der Be-
schreibung [AN2] 4.2.21 von Untermannigfaltigkeiten des R" als Urbilder her.
Die verschiedenen dquivalenten Beschreibungen von Untermannigfaltigkeiten des
R™ als Bilder [AN2] 4.4.1 sowie als ,,lokal plittbare Teilmengen [AN2] 4.2.6
haben in der algebraischen Geometrie keine unmittelbaren Analoga, da der Satz
iiber implizite Funktionen [AN2] 4.3.1 im Fall der Zariskitopologie fiir Morphis-
men von Varietdten nicht mehr gilt. Bereits in einer Variablen gilt ja der Satz tiber
die Umkehrabbildung in dieser Situation nicht mehr, wie das Beispiel der Ab-
bildung k¥ — k, z + 22 zeigt. Spiter mdgen Sie lernen, wie es gelingt, diese
Schwierigkeiten durch die Einfiihrung der sogenannten ,.étalen Topologie®, die
allerdings im engeren Sinne unserer Definition gar keine Topologie ist, sozusagen
,wegzudefinieren®.

7.5.6 (Diskussion von Varianten der Definition). (k = k). In der Literatur ist
auch eine andere Definition des Begriffs einer extrinsisch glatten Stelle gebriduch-
lich. Gegeben X @& k"™ heiBit danach eine Stelle x € X glatt, wenn der von
den Gradienten bei x der Funktionen f € Z(X), als da heiBt von den Vekto-
ren (grad f)(z) = ((0f/0T;)(x)) € k™ fir f € Z(X) aufgespannte Teilraum
die Dimension n — kdim Oy, hat. Die Aquivalenz zu Definition 7.5.1 zeigen wir
in 7.5.13. Ich ziehe Definition 7.5.1 vor, weil ich sie anschaulicher finde. Insbe-
sondere zeigt Definition 7.5.1 unmittelbar, daf die glatten Punkte einer dqui-d-
dimensionalen algebraischen Teilmenge von C" eine glatte reell 2d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von C" bilden.

Vorschau 7.5.7 (Intrinsische Natur der Glattheit). (k = k). Unser nichstes Ziel
ist zu zeigen, daB gegeben ein Isomorphismus ¢ : X = Y in der Kategorie 3.2.6
der algebraischen Teilmengen irgendwelcher £™ eine algebraische Teilmenge X
glatt ist bei z € X genau dann, wenn die algebraische Teilmenge Y glatt ist bei

p(x)eY.

Definition 7.5.8. Ein lokaler Kring A heif3it regulir, wenn er noethersch ist und
wenn fiir sein maximales Ideal m gilt

dim 4/ (m/m?) = kdim A4
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Eine Familie von Elementen x4, ..., 2, € m, deren Nebenklassen eine Basis von
m/m? bilden, heiBt dann ein reguliires Parametersystem von A.

Beispiel 7.5.9. Fiir alle Primzahlen p ist die Lokalisierung Z,, an dem von p
erzeugten Primideal ein reguldrer lokaler Kring. Fiir jeden Korper £ und jeden
Punkt & € k" ist der lokalisierte Polynomring k{77, . .., T, ]7(,) regulir.

Satz 7.5.10 (Eigenschaften regulirer lokaler Kringe). Jeder regulire lokale
Kring ist ein Integritdiitsring und der assoziierte graduierte Ring zu seiner Filtrie-
rung durch die Potenzen des maximalen Ideals ist ein Polynomring.

Beweis. Fir jeden reguldren lokalen Kring (A, m) der Dimension d und jedes
reguldre Parametersystem z1, . . ., x4 muf} die offensichtliche durch X; — z; ge-
gebene Surjektion ein Isomorphismus

(A/m)[Xy, ..., X4 > gr, A

sein, denn sonst folgte wie beim Beweis von 7.3.24 aus Satz 6.9.9 zu Kokernen
homogener Selbstinjektionen bereits die Abschitzung hdim A < d. Die Filtrie-
rung durch die m ist jedoch Hausdorff nach dem Durchschnittssatz 7.4.2. Da der
assoziierte graduierte Ring ein Integrititsring ist, folgt dasselbe mit 7.2.9 fiir A
selber. 0

Satz 7.5.11 (Regulire Quotienten regulirer lokaler Kringe). Seien (A, m) ein
reguldirer lokaler Kring und I C A ein Ideal. So sind gleichbedeutend.:

1. Der Quotient A/I nach unserem ldeal ist ein reguliirer lokaler Kring;

2. Unser Ideal I wird von einer Teilmenge eines regulidren Parametersystems
des reguldiren lokalen Krings A erzeugt.

Beweis. 1= 2.1st A/I lokal, so folgt A # I und mithin I C m. Wir vereinbaren
die Abkiirzungen A := A/I und m := m/[ und betrachten das Diagramm

T 11

1€ m m

Lo

I/(INm?)——m/m? —»m/m?

mit exakten Zeilen und Spalten, bei dem die Exaktheit der unteren Zeile aus dem
Neunerlemma folgt. Sei d die Krulldimension von A und d die Krulldimension
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von Aund s = d — d. Wir finden sicher Elemente fi, ..., f, € I, deren Bilder den
Kern in der unteren Zeile erzeugen. Fiir den Quotienten A := A/(fy, ..., f,) nach
dem von ihnen erzeugten Ideal mit seinem maximalen Ideal m :=m/(f1,..., f5)
erhalten wir dann m/m? — m/m? — m/m> und nach Wahl der f; ist die Zweite
dieser Abbildungen ein Isomorphismus und wir erhalten

kdim A < dim . @/m* = dim /5 M/m” = kdim A < kdim A

mit ersten Abschitzung nach Korollar 7.3.21 des Hauptsatzes der Dimensions-
theorie und der letzten aufgrund der Surjektion A — A. Zusammen folgt, daf
auch A regulir ist und mithin nach 7.5.10 ein Integritédtsbereich. Wire der Kern
von A — A nicht Null, so miiBlte er ein Primideal ungleich Null sein und unsere
Kringe konnten nicht dieselbe Krulldimension haben. Das zeigt A = Aund da-

mit [ = <f1,...,f8>.

2 = 1. Sei fi1,...,fs € m ein reguldres Parametersystem. Es gilt zu zeigen,
daB fiir alle s auch A := A/(fi,..., fs) ein regulirer lokaler Kring ist. Nun lie-
fert Ubung 7.3.27 uns die Identitit kdim(A) = kdim(A) — s und die Identitiit
dim /5 (M/m?) = dimgm(m/m?) — s ist leicht zu sehen. O

Definition 7.5.12. Ein Punkt x einer algebraischen Varietit X heif3t ein regulirer
Punkt von X, wenn der Ring Ox ,, der Funktionskeime bei x ein regulérer lokaler
Kring ist. Ein Punkt, der nicht regulér ist, heilit singulir.

Korollar 7.5.13 (Regularitiit und Glattheit). (k = k). Eine algebraische Teil-
menge X @ k" ist genau dann extrinsisch glatt an einer Stelle p € X, wenn der
lokale Kring Ox , reguldir ist.

7.5.14. Ich erinnere daran, daf in unserer Terminologie Varietiten stets iiber ei-
nem algebraisch abgeschlossenen Korper definiert sind. In dieser Situation sind
nach dem Korollar regulidre Punkte dasselbe wie glatte Punkte. Verallgemeinert
man die Definitionen auf den Fall beliebiger Grundkorper, so ist das Analogon
der extrinsischen Glattheit stirker als die lokale Reguléritit, vergleiche 7.5.27.

7.5.15. Mit der in der Literatur iiblichen Definition glatter Stellen, wie sie in 7.5.6
erklart wird, ist dieses Korollar fast eine Tautologie. Wie in 7.5.6 ausgefiihrt wird,
macht es die in der Literatur iibliche Definition aber schwerer, die Briicke zur
Analysis und damit zur Anschauung zu schlagen.

Beweis. Wir wenden Satz 7.5.11 iiber regulidre Quotienten reguldrer lokaler Krin-
ge an auf die Lokalisierung A = Ogn , = O(k")7(,) des Polynomrings nach allen
bei p nicht verschwindenden Polynomen und seinen Quotienten Ox ;, nach der
Lokalisierung I := Z(X)z(,) des Verschwindungsideals von X. Das maximale
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Ideal von Oy, notieren wir m C A = Ojn ,,. Das Auswerten f +— (grad f)(p)
des Gradienten an der Stelle p liefert einen Vektorraumisomorphismus

m/m? 5 k"

Ein regulédres Parametersystem von Oy , ist folglich dasselbe wie ein System von
Funktionskeimen fi, ..., f, € O, mit fi(p) = ... = f,(p) = 0 derart, daB ihre
Gradienten bei p eine Basis des k™ bilden. Ist Oy , = A/I reguldr, so kann I nach
7.5.11 erzeugt werden von einem Teil eines regulidren Parametersystems, also von
bei p verschwindenden Funktionskeimen mit linear unabhingigen Gradienten bei
p. Beliebig gewihlte Repriasentanten dieser Funktionskeime erzeugen dann auch
Z(X), fiir eine geeignet dazu gewihlte Funktion g € k[T}, ..., T,] mit g(p) # 0.
Damit ist X extrinsisch glatt bei p. Ist umgekehrt X extrinsisch glatt bei p, so gibt
es Funktionen fi,..., f; € O(k™) mit bei p linear unabhingigen Gradienten und
eine weitere regulire Funktion g € O(k™) mit g(p) # 0 und

XNn{g#0} = Z(fi,...,fs)N{g #0}

Die f; miissen im lokalen Ring A bei p ein Primideal erzeugen, da der Quo-
tient A/(f1,...,fs) nach 7.5.11 ein reguldrer lokaler Ring und folglich nach
7.5.10 ein Integrititsring ist. Andererseits folgt aus unseren Annahmen Z(X), =
V/ (fi,..., fs)g in der Lokalisierung O(k™),. Da das Bilden des Radikals nach
Ubung 4.3.55 mit Lokalisierung vertauscht und da jedes Primideal sein eigenes
Radikal ist, folgt

I= <f17'-'7fs>:<f17-"7f8>
Der Quotient von A/ ist nun isomorph zum lokalen Ring Oy, und damit ist
dieser lokale Ring nach 7.5.11 regulér. [
Definition 7.5.16. Eine Varietit heif3t glatt, wenn sie an jeder Stelle glatt ist.

Korollar 7.5.17 (Lokale Irreduzibilitit bei glatten Stellen). Ist der lokale Ring
Ox . einer bepunkteten affinen Varietcit (X, x) reguldir, so geht durch den Punkt x
nur genau eine irreduzible Komponente von X.

7.5.18. Insbesondere ist jede glatte Varietét die disjunkte Vereinigung ihrer irre-
duziblen Komponenten.

Beweis. Ginge mehr als nur eine irreduzible Komponente von X durch den Punkt
x, so hitte der lokale Ring Ox , mehr als nur ein minimales Primideal. Dann wire
er aber kein Integritdtsbereich und mithin nach 7.5.10 auch nicht regulir. [

7.5.19 (Schwierigkeiten mit lokalen Koordinaten). Gegeben eine glatte Stelle
x einer affinen k-Varietdt X und ein reguldres Parametersystem fi,..., f; ihres
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lokalen Rings Ox , werden die Funktionen f; bereits alle in einer offenen Umge-
bung U @ X von x definiert sein und folglich einen Morphismus ¢ : U — k¢
liefern. Im Gegensatz zur analogen Situation im Fall differenzierbarer Mannigfal-
tigkeiten wird diese Abbildung jedoch im allgemeinen auf keiner Zariski-offenen
Umgebung U von z injektiv sein, und das fiir jedes System lokaler Parameter. Es
ist also im allgemeinen nicht moglich, im algebraischen Fall in der Zariskitopolo-
gie so etwas wie ,,Jokale Koordinatensysteme* zu finden. Salopp gesprochen liegt
die Schwierigkeit darin, da3 Zariski-offene Mengen einfach zu grof3 sind.

7.5.20. Gegeben eine Varietit verstehen wir unter einem System von Pseudoko-
ordinaten eine Familie von reguldren Funktionen f1, ..., f; mit der Eigenschaft,
dafl an jeder Stelle x € X die Funktionen f; — f;(x) ein reguldres Parameter-
system bilden. Mit den bis hierher erzielten dquivalenten extrinsischen und int-
rinsischen Beschreibungen glatter Punkte sieht man leicht ein, daf} jedes regulére
Parametersystem an einem Punkt durch Restriktion von einem System von Pseu-
dokoordinaten auf einer irreduziblen offenen affinen Umgebung von besagtem
Punkt herkommt. Weiter ist klar, da gegeben ein System von Pseudokoordinaten
die Nullstellenmenge einer beliebigen Auswahl von d unserer Pseudokoordinaten
stets glatt ist und jede irreduzible Komponente eine um d kleinere Dimension hat.

Satz 7.5.21 (Kodimension von Schnittkomponenten in glatten Varietiten).
Gegeben irreduzible abgeschlossene Teilmengen X,Y @& W einer glatten diqui-
dimensionalen Varietit W gilt fiir jede irreduzible Komponente Z ihres Schnitts
X NY die Abschditzung

kdim(Z ¢ W) < kdim(X C W) + kdim(Y C W)

Beispiel 7.5.22 (Schnittkomponenten in singuléiren Varietiten). Ist IV glatt, so
hat etwa jede Komponente des Schnitts zweier verschiedener irreduzibler Hyper-
flachen in W die Kodimension zwei. Betrachten wir zum Beispiel zwei verschie-
dene affine Hyperebenen in k2, so ist der Schnitt leer oder eine Gerade. Betrachten
wir jedoch zwei disjunkte affine Hyperebenen in &% und wihlen aus jeder von ih-
ren einen Punkt und konstruieren W aus k® durch Verkleben dieser beiden Punk-
te, so treffen sich die Bilder unserer Hyperebenen nur in diesem einen verklebten
Punkt. Das ist ein Gegenbeispiel fiir I/ nicht glatt.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, da3 W ir-
reduzibel und affin ist und daf} es darauf ein System f, ..., f,, von Pseudokoor-
dinaten gibt. Offensichtlich bilden dann die Funktionen f; X1 — 1 X f; und f; X 1
ein System von Pseudokoordinaten auf W x W. Betrachten wir den durch unsere
Pseudokoordinaten gegebenen Morphismus ¢ : W — k", so ist das Urbild der
Diagonale unter o x ¢ : W x W — k™ x k™ glatt und dqui-n-dimensional als
Nullstellenmenge der ersten n unserer Pseudokoordinaten. Mithin ist das Urbild
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der Diagonale die disjunkte Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten und
die Diagonale Ay, @& W x W ist notwendig eine dieser Komponenten. Nun ist
aber X NY isomorph zu (X x Y) N Ay und damit isomorph zu einer irreduziblen
Komponente der Nullstellenmenge der n Funktionen f; X1 — 1 X f; auf X x Y.
So folgt die Behauptung aus unserer Abschétzung 5.10.8. [

Satz 7.5.23. Jeder reguliire lokale Kring ist ganz abgeschlossen.

Vorschau 7.5.24. Man kann sogar zeigen, daf} jeder regulire lokale Kring fakto-
riell ist. Beweise findet man etwa in [Eis95], [dJ12]. Fiir die lokalen Ringe von
Varietiten schreibe ich in 7.7.14 einen Beweis aus.

Beweis. Sei (A, m) unser regulérer lokaler Kring. Sei z € QuotA ganz iiber A.
Es gilt zu zeigen 2 € A. Dazu schreiben wir x = r/s mit r, s € Aund s # 0. Da
x ganz ist tiber A, gibt es n € N mit

Az = A4+ Ax + ... + Ax"”

Wir folgern s"z™ € A fur alle m € N und damit ™ € s™ ™A fir alle m € N.
Nehmen wir zusitzlich 7 # 0 an, so gibt es ¢ maximal mit » € m’ und wir
haben 0 # 7 € m’/m’™. Ebenso gibt es j maximal mit s € m’ und wir haben
0 # 5 € m//m/*! und folgern, daB 5™~ ™ fiir m > n stets ein Teiler von 7™ ist
in gr,, A. Da dieser Ring jedoch nach 7.5.10 faktoriell ist, muf} sogar s ein Teiler
von 7 sein. Wir haben also i > j und es gibta; € m*~7 C Aund r; € m*™! mit

r=as+m7

und das gilt sogar ohne die Annahme r # 0. Dann ist aber r; /s auch wieder ganz
iiber A und wir finden genauso 7| = ays + 7, mit ay € A und r, € m**2 und
induktiv folgt

r e [)(As+m'™)
v=1
Nach dem Durchschnittssatz von Krull 7.4.2, angewandt auf den Restklassenring
A/ As, folgt daraus aber sofort r € As alias z € A. ]

Satz* 7.5.25 (Differentielles Dominanzkriterium fiir affine Radume). Seien k =
k ein algebraisch abgeschlossener Korper und f € k[T, ..., T,] ein Polynom und
X = kE"\Z(f) das Komplement seiner Nullstellenmenge und ¢ : X — k™ ein
Morphismus. Induziert fiir einen Punkt x € X der Komorphismus eine Injektion
mw(x)/mi(x) — m,/m2, so umfaft p(X) eine offene Teilmenge von k™.
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Vorschau 7.5.26. Dieses Kriterium ist insbesondere in der Theorie der Liealgebren
hilfreich. Im weiteren Verlauf dieser Vorlesung spielt es dahingegen keine Rolle.
In der Sprache der Differentiale aus [AAG] 3.1.1 besagt unserer Bedingung, daf3
das Differential bei x eine Surjektion d,¢ : T, X — T,Y sein soll. Eine Variante
in dieser Sprache und in groBerer Allgemeinheit zeigen wir in [AAG] 3.1.30.

Beweis. Wir setzen y := @(z). Offensichtlich folgt aus unserer Annahme, daB}
unser Morphismus ¢ eine Injektion gr,, Oy, — gr, Ox,, der assozierten gradu-
ierten Ringe induziert. Da unsere Filtrierungen ausschopfend und Hausdorff sind,
folgt mit 7.1.16 die Injektivitit Oy, — Ox , des Komorphismus und unser Mor-
phismus ¢ ist dominant. Unser Satz folgt damit aus Korollar 5.3.12 {iber Bilder
von Morphismen. 0

Vorschau 7.5.27 (Regularitit und Glattheit in groBSerer Allgemeinheit). Ar-
beitet man nicht mehr iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper, so ist
das Analogon von Glattheit stirker als Regularitit. Sei genauer £ ein Kring. Ein
Kringhomomorphismus & — A heifit standardglatt, wenn natiirliche Zahlen
n > r > 0 und Polynome fi,...f, € k[T1,...,T,] und ein Isomorphismus
von k-Kringen

E[Ty, ..., T/ {fi,.. . [r) > A

existieren derart, da das Bild von det((0; fi); ;—,) in A eine Einheit ist. Ein Kring-
homomorphismus £ — A heif3it glatt, wenn es Erzeuger s, ...t des Einsideals
von A gibt derart, dal die Lokalisierungen A,, ..., A; jeweils standardglatt sind
iiber k. Ist k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper und X @& k™ eine abge-
schlossene Teilmenge, so sind nach unserem Korollar 7.5.13 tiber Regularitéit und
Glattheit gleichbedeutend:

1. Unsere Teilmenge X @& k™ ist extrinsisch glatt an jeder Stelle z € X;
2. Alle lokalen Ringe Ox , von X sind regulir;
3. Der Ring O(X) der regulidren Funktionen auf X ist ein glatter k-Kring.

Arbeiten wir iiber nicht vollkommenen Koérpern £, so ist jedoch lokale Regula-
ritit schwicher als Glattheit. Ist etwa L/k eine endliche inseparable Korperer-
weiterung, so ist L ein regulirer lokaler k-Kring, aber der Ringhomomorphismus
k — L ist nicht glatt.

Ubungen

Ubung 7.5.28. (k = k). Man zeige, daB die glatten Stellen einer algebraischen
Teilmenge X @& k" stets eine offene Teilmenge bilden.
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Ubung 7.5.29. (k = k). Gegeben p € X @& k" eine glatte Stelle einer algebrai-
schen Teilmenge zeige man, daB fiir jedes System z1, . . . , x4 von lokalen Parame-
tern um p der Ringhomomorphismus k[T7, ..., T;] — Ox,, zum lokalen Ring bei
p gegeben durch 7} — x; einen Isomorphismus

]{?[[Tl, . ,Td]] — Oé\(,p

zwischen dem Ring der formalen Potenzreihen und der Vervollstindung des loka-
len Rings von X bei p an seinem maximalen Ideal induziert.

Ubung 7.5.30 (Algebraische Teilmengen in C" als Mannigfaltigkeiten). Man
zeige, dal} die glatten Stellen einer irreduziblen algebraischen Teilmenge X @& C"
eine orientierbare Untermannigfaltigkeit des C" der Dimension d = 2kdim X
von im Sinne von [AN2] 4.2.6 und [AN2] 9.3.6 bilden, genauer sogar eine glatte
Untermannigfaltigkeit im Sinne von [ML] 28.3.2.7. Hinweis: [AN2] 4.2.21.

Ubung 7.5.31 (Verschwindungsideale glatter Varietiiten). (k = k). Sei X @& k"
glatt in jedem Punkt und seien Polynome f, ..., f, € Z(X) gegeben derart, dal
fiir alle z € X gilt

dimg((grad f1)(x),. .., (grad f,)(z))x + kdim Ox, = n

So erzeugen die f; bereits das Verschwindungsideal von X, in Formeln ausge-
driickt gilt also (fi, ..., f,) = Z(X).

Ubung 7.5.32. (k = k). Man zeige, daB die Matrizen M € Mat(3; k) vom Rang
< 1 eine irreduzible algebraische Teilmenge des k° der Dimension 5 bilden. Man
bestimme Erzeuger ihres Verschwindungsideals. Hinweis: 7.5.31.

Ubung 7.5.33 (Lokale Multiplizititen). Sei (A, m) ein regulirer lokaler Kring
einer Krulldimension d > 1. Gegeben f € A\0 und  maximal mit f € m" zeige
man hdim(A/Af) < d und

r = mult® (A/Af)

und damit auch f € m = hdim(A/Af) = d — 1. Man schreibt dann abkiirzend
r = mult(f) und im Fall einer affinen Varietit X mit A := Ox, dem lokalen
Ring an einer reguldren Stelle z € X alternativ r = mult,(f). Da der assoziierte
graduierte Ring ein Polynomring iiber einem Korper ist, gilt

mult(fg) = mult(f) + mult(g)

Hinweis: Man gehe den Beweis von 7.3.13 nocheinmal durch und erkenne in die-
sem Fall P4, (t) = t"P 4(t). Die nun folgende Rechnung finde ich in der Variante
?? besonders transparent: Die rationale Funktion 1/(1 —u)? —u" /(1 —u)? hat um
u = 1 eine Laurent-Entwicklung, die mit dem Term 7 /(1 — u)?~! beginnt.
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Ubung 7.5.34 (Glattheit und lokale Multiplizitiit). Gegeben y € Y @& X ei-
ne bepunktete abgeschlossene Hyperfliche in einer glatten irreduziblen affinen

Varietiit zeige man, da3 Y genau dann glatt ist bei y, wenn gilt mult, Y = 1.
Hinweis: 7.5.11 und 7.5.33.

Ergdnzung 7.5.35. In [Bou06], exercice 25 zu §7 wird ein Argument dafiir skiz-
ziert, da} aus mult, (X) = 1 schon folgt, daB = € X ein glatter Punkt der Varietit
X sein muB. In [Bou06], exercice 24 zu §7 wird ein Argument dafiir skizziert, daf3
ein lokaler noetherscher Kring A genau dann regulér ist, wenn er die Multiplizitét
Eins hat und seine Vervollstindigung A ein Integritédtsbereich ist. In der entspre-
chenden Arbeit [Nag55] von Nagata findet man auch ein Beispiel dafiir, daf in
diesem Zusammenhang die zusitzliche Bedingung an A notwendig ist.

Ubung 7.5.36 (Schnittmultiplizitiit an singuliiren Stellen). Seien X eine glatte
Varietidt der Dimension kdim X = 2 und C, D @& X Kurven mit Schnittpunkt
x € C'N D. Sind C oder D nicht glatt bei z, so gilt fiir die Schnittmultiplizitit

5.(C,D) > 2

Ubung 7.5.37 (Maximalzahl singuliirer Stellen ebener Kurven). (k = k). Eine
Kurve C' = Z(f) @& k? fiir ein quadratfreies Polynom f € k[X,Y] hat hochs-
tens d(d — 1)/2 singuldre Punkte fiir d = grad(f). Hinweis: Man iiberlege sich
zunichst, daB es eine Richtung v € k*\0 gibt derart, daB die Richtungsableitung
D, f nur hochstens endlich viele gemeinsame Nullstellen mit f hat. Dann verwen-
de man 7.5.36.

Ubung 7.5.38 (Vorbereitung feinerer Aussagen zur Schnittmultiplizitit). Sei
(A, m) ein regulirer lokaler Kring der Krulldimension Zwei. Gegeben f € m”
und g € m? liefert 7.3.26 die Abschétzung

I(A/(f,g)) >rs

Bezeichne nun f € m"/m™*! und § € m®/m**! die Nebenklassen. Sind f und §
teilerfremd in gr,, A, so folgere man m"** C (f, g) aus dem Nakayama-Lemma
und Ubung [AL] 6.2.9.28, nach der sich jedes homogene Polynom A vom Grad
r + s — 1 schreiben 148t als h = af + bg mit @ homogen vom Grad s — 1 und
b homogen vom Grad r — 1. Dann folgere man aus Ubung [AL] 6.2.9.28, daB
wir kurze exakte Sequenzen A/m* @ A/m" — A/m"t* — A/(f, g) erhalten mit
(a,b) — af + bg als erster Abbildung und daraus, immer unter der Annahme f, g
teilerfremd, daf3 sogar gilt

I(A/(f, 9)) =rs

Sind dahingegen f, g nicht teilerfremd, so ist die erste Abbildung unserer Se-
quenz nicht injektiv und es folgt sogar 1(A/({f, g) + m"*%)) > rs und a forteriori

I(A/(f,9)) > rs.
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Beispiel 7.5.39 (Feinere Aussagen zur Schnittmultiplizitit). (k = k). Ist spezi-
ell X = k? die Ebene und = = 0 der Ursprung und sind f, g € k[T, S]\0 teiler-
fremde Polynome und f, g deren von Null verschiedene homogene Komponenten
kleinstmdglichen Grades und r sowie s deren Grade, so gilt dimy, (Ox . /(f, g)) >
rs mit Gleichheit genau dann, wenn f und g auch ihrerseits teilerfremd sind.

7.6 Birationale Aquivalenz

Definition 7.6.1. Zwei irreduzible k-Varietiten, deren Funktionenkorper als Kor-
pererweiterungen von k isomorph sind, heiflen birational Aquivalent.

Definition 7.6.2. Ein Morphismus ¢ : X — Y von irreduziblen k-Varietiten
heif3t birational, wenn er dominant ist und einen Isomorphismus M(Y") = M(X)
induziert.

7.6.3. Gegeben irreduzible k-Varietiten X,Y und zwischen ihren Funktionen-
korpern ein Korperisomorphismus M(X) = M(Y') iiber k gibt es nichtleere
offene affine Teilmengen U @ X und V' @ Y sowie einen Isomorphismus von
k-Varietiten V' — U derart, dal die zugehorigen Ringhomomorphismen unseren
Korperisomorphismus ergidnzen zu einem kommutativen Diagramm

OU)——0O(V)

|

M(X) ——=M(Y)

In der Tat diirfen wir X und Y affin annehmen. Bezeichne A, B C M := M(Y)
die Bilder von von O(X) und O(Y). Alle Lokalisierungen dieser Integritits-
bereiche nach von Null verschiedenen Elementen identifizieren wir stillschwei-
gend mit ihren Bildern in M. Da B ringendlich ist tiber &, gibt es f € A\0
mit A[f~!] D B. Ebenso gibt es ¢ € B\0 mit B[g~'] D A. Wir haben also
Alf Y g7 =B[f ' g7 und kénnen U = (X;), und V = (Y;); nehmen.

Proposition 7.6.4. Jede irreduzible k-Varietit ist birational dquivalent zu einer
irreduziblen Hyperfliche, also zur Nullstellenmenge eines einzigen irreduziblen
Polynoms in einem k°.

Beweis unter der Annahme char k = 0. Sei X unsere Varietdt. Ohne Beschriin-
kung der Allgemeinheit sei X affin. Wir setzen O(X) := A. Sicher finden wir
eine Noether-Normalisierung k['z, ..., x,] C A, so daB also A ganz ist iiber die-
sem Polynomring. Gehen wir zu den Quotientenkorpern iiber, so erhalten wir eine
modulendliche Korpererweiterung, und diese muf3 nach [AL] 6.3.10.8 und we-
gen unserer Annahme der Charakteristik Null ein primitives Element » € QuotA
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besitzen. Der Ring B := k[xy,...,2,,7] C QuotA hat also denselben Quoti-
entenkorper wie A. Andererseits ist B ein Integritédtsbereich und ein Quotient des
Polynomrings in n+1 Variablen von der Krulldimension 7, mithin nach 4.2.25 der
Quotient nach dem von einem irreduziblen Polynom erzeugten Hauptideal. [

Beweis im Allgemeinen. Sei X unsere Varietit. Sei M (X)) ihr Funktionenkorper.
Da M(X)/k korperendlich ist und k& vollkommen, gibt es nach [AAG] 3.5.8 al-
gebraisch unabhingige z1, ..., x, € M(X) derart, dal M (X) separabel ist iiber
k(xi,...,x,). Nun kann der Beweis wie zuvor zu Ende gefiihrt werden. [

Proposition 7.6.5. Die glatten Stellen einer algebraischen Teilmenge X @ k"
bilden stets eine offene dichte Teilmenge. Dasselbe gilt fiir die glatten Stellen einer
beliebigen Varietdit.

7.6.6. Der Beweis basiert auf 7.6.4. Das Argument ist deshalb vorerst nur fiir
char £ = 0 vollstidndig und benétigt im allgemeinen [AAG] 3.5.8.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei X @& k" irreduzibel. Dal3 die
Teilmenge der glatten Stellen offen ist, wissen wir schon aus Ubung 7.5.28. Es
bleibt zu zeigen, dal} sie nicht leer ist. Nach 7.6.4 diirfen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, da3 X die Nullstellenmenge eines einzigen irredu-
ziblen Polynoms P ist. Verschwindet eine partielle Ableitung 0; P unseres Poly-
noms auf ganz X, so mufl von P geteilt werden und folglich das Nullpolynom
sein. Es ist jedoch unmoglich, daB alle partiellen 0; P Ableitungen Null sind: In
Charakteristik Null, da unser Polynom ja nicht konstant sein kann; In Charakteris-
tik p, da unser Polynom dann, wenn es nicht konstant wére, eine p-te Potenz eines
anderen Polynoms sein miilte und wieder nicht irreduzibel sein konnte. [

7.6.7 (Komplex-algebraische Mengen als verklebte Mannigfaltigkeiten). Zu-
sammen mit 7.5.28 liefert 7.6.5 induktiv, daB jede algebraische Teilmenge X @&
C" eine Folge von Zariski-abgeschlossenen Teilmengen

X=X;0X;.1D...0X

besitzt derart, daB X;\ X;_; jeweils eine Untermannigfaltigkeit des C" der reellen
Dimension 27 im Sinne von [AN2] 4.2.6 ist. Genauer konnen wir derartige Men-
gen induktiv finden, indem wir als X;_; die Menge aller nicht reguldren Stellen
von X; vereinigt mit allen irreduziblen Komponenten von X; einer Krulldimensi-
on < ¢ nehmen.
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Ubungen

Ubung 7.6.8. Ist X eine beliebige Varietit, so ist fiir jede dichte offene affine
Teilmenge U @ X die von der universellen Eigenschaft induzierte Abbildung ein
Ringisomorphimus S~!O(U) = M(X) fiir S € O(U) die Menge der kiirzbaren
Elemente.

Ubung 7.6.9. Ein Morphismus von Varietiten mit dichtem Bild heiBt ein domi-
nanter Morphismus. Man zeige: Gegeben irreduzible k-Varietiten X, Y und ein
Korperhomomorphismus M(Y) — M(X) iiber k gibt es nichtleere offene af-
fine Teilmengen U @ X und V' @ Y sowie einen dominanten Morphismus von
k-Varietiten U — V derart, da} die zugehorigen Ringhomomorphismen unseren
Korperhomomorphismus ergéinzen zu einem kommutativen Diagramm

oWV)——0O()

L]

MY) — M(X)

Gibt es fiir eine irreduzible k-Varietit X der Dimension n einen Korperisomor-
phismus M (X)) = M (k") tiber k, so heiit X eine rationale Varietit. Gibt es fiir
eine irreduzible k-Varietit X der Dimension n eine endliche Korpererweiterung
M(X) — M(E™) iiber k, so heiBt X eine unirationale Varietiit.

7.7 Beispiele fiir faktorielle lokale Ringe*

7.7.1. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist Korollar 7.7.14, nach dem die lokalen
Ringe affiner Varietdten an glatten Punkten stets faktoriell sind. Nach 5.11.6 be-
deutet das geometrisch, daB in einer irreduziblen affinen Varietit die irreduziblen
Untervarietidten der Kodimension Eins, die durch einen festen glatten Punkt lau-
fen, in einer hinreichend kleinen Umgebung dieses Punktes stets als die Nullstel-
lenmenge einer einzigen reguldren Funktion geschrieben werden konnen. Sehr
viel allgemeiner besagt der Satz von Alexander-Buchsbaum, daf} regulidre lokale
Kringe stets faktoriell sind.

7.7.2. Ein lokaler Ring (A, m) heiBe Hausdorff, wenn die Filtrierung durch die
Potenzen seines maximalen Ideals Hausdorff ist, wenn also gilt ﬂTGN m" = 0.
Nach dem Krull’schen Durchschnittssatz 7.4.2 ist jeder noethersche lokale Kring
Hausdorff.

7.7.3. Ein lokaler Ring (A, m) heile vollstéindig, wenn die Filtrierung durch die
Potenzen seines maximalen Ideals vollstindig ist, wenn also anders gesagt die
natiirliche Abbildung eine Surjektion A — lim, A/m" ist.
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Lemma 7.7.4 (Teilen mit Rest bei Potenzreihen). Seien (R, m) ein vollstindiger
Hausdorffscher lokaler Kring und n € N und P, () € R[X] formale Potenzreihen
mit ) € X" + m[X]. So gibt es eindeutig bestimmte A € R[X] und B € R[X]
mit P = AQ + B und grad B < n.

7.7.5. Dieselbe Aussage folgt, wenn wir nur @) € R[X]* X" +m[X] fordern. Das
ist gleichbedeutend zu Q € R[X]* X" fiir R := R/m den Restklassenring und Q
das Bild von () unter der Quotientenabbildung. Formale Potenzreihen iiber einem
lokalen Kring R mit dieser Eigenschaft heilen regulir vom Grad n. Explizit sind
das Potenzreihen, bei denen der Koeffizient von X" eine Einheit von R ist und alle
Koeffizienten von kleineren Potenzen keine Einheiten von R. Ist ein Produkt von
zwel Potenzreihen regulir, so offensichtlich auch die Faktoren.

7.7.6. Ist R selber ein Ring von formalen Potenzreihen in mehreren Variablen
iiber einem Korper, so erhilt man ein formales Analogon des sogenannten Weier-
stral’schen Teilersatzes.

Beweis. Fiir die Eindeutigkeit reicht es, den Fall P = 0 zu betrachten. Wegen
der Hausdorffeigenschaft reicht weiter zu zeigen, daf3 dann das Bild von A in
(R/m?®)[X] verschwindet fiir alle s. Das schlieBlich folgert man leicht mit voll-
standiger Induktion iiber s. Die Existenz zeigt man mit einer Induktion derselben
Art, diesmal unter Verwendung der Vollstindigkeit. [

Lemma 7.7.7. Gegeben (R, m) ein vollstindiger Hausdor{fscher lokaler Kring
und n € N induziert die Multiplikation eine Bijektion

RIXT* x (X" + m[X]<") 5 R[X]*X™ + m[X]

mit der Notation m| X |<" fiir die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in m von
einem Grad, der echt kleiner ist als n.

7.7.8. Sei (R, m) ein lokaler Ring. Ein Element von X" +m[X|<" nennen wir ein
Weierstraf3-Polynom vom Grad n. Gegeben ein vollstindiger Hausdorff’scher
lokaler Kring 148t sich also jede reguldre Potenzreihe vom Grad n mit Koeffizien-
ten in unserem Kring eindeutig schreiben als Produkt eines WeierstraBpolynoms
vom Grad n mit einer Einheit des Potenzreihenrings.

Beweis. Gegeben ein Element () der rechten Seite alias eine regulédre Potenzreihe
suchen wir zunéchst ein Element A des Potenzreihenrings mit AQ) = X" — B fiir
B € m[X]|<". Diese Gleichung kénnen wir umschreiben zu X™ = A(Q) + B. Das
Teilen mit Rest von X™ durch () im Sinne von 7.7.4 besitzt nun genau eine Losung
und das zeigt bereits die Injektivitit unserer Abbildung. Unsere Annahmen an ()
zeigen dann, daB fiir diese Losung gilt B € m[X]<" und A € R[X]* und das
Lemma ist bewiesen. ]
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Lemma 7.7.9. Sei (R, m) ein vollstindiger Hausdorffscher lokaler Kring und
seien A, B,C € R[X] gegeben mit AB = C. Sind A und C Weierstrafipolynome,
so ist auch B ein Weierstrafipolynom.

Beweis. Sicher ist B regulir, also besitzt es nach 7.7.7 eine eindeutige Darstel-
lung B = DU als Produkt eines Weierstrapolynoms D mit einer Einheit U des
Potenzreihenrings. Es folgt ADU = C und AD ist offensichtlich seinerseits ein
Weierstrapolynom. Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung der reguldren Potenz-
reihe C' als Produkt eines WeierstraBpolynoms mit einer Einheit des Potenzrei-
henrings 7.7.7 folgt dann U = 1 wie gewiinscht. [

Lemma 7.7.10. Gegeben ein Korper k gibt es fiir jedes von Null verschiedene
Element P € k[ X, ..., X,] einen Automorphismus @ unseres Potenzreihenrings
derart, daf3 in o(P) eines der Monome (X,,)* mit einem von Null verschiedenen
Koeffizienten auftritt.

Beweis. Wir schreiben in Multiindexschreibweise P = | . coX“. Sei 3 der
lexikographisch kleinste Multiindex mit cg # 0. Wir betrachten nun Automor-
phismen ¢ der Gestalt X; — X; + X' fiir 1 <4 < nund X,, — X,,. Dann
kommt in ¢(X*) unser X,, zur Potenz 37(1) + ...+ B, 1r(n — 1) + 3, vor. Wir
miissen nun unsere r(¢) nur noch so wihlen, dab fiir jeden lexikographisch grofRe-
ren Multiindex « unser X, in (X ®) zu einer echt hheren Potenz vorkommt, daf3
also gilt

Bir(1) + ..+ (B + 1)r(d) > Bur(1) + ... + Buar(n — 1) + By

firl <i<mnaliasr(i) > Bir(i +1) 4+ ...+ Su_1r(n — 1) 4+ 5,. Das konnen
wir aber leicht erreichen, indem wir zuerst r(n — 1) wihlen, dann r(n — 2) und so
weiter. O

Satz 7.7.11. Potenzreihenringe in endlich vielen Variablen iiber einem Korper
sind stets faktoriell.

Beweis. Nach 1.5.18 sind unsere Ringe noethersch, also besitzt mit demselben
Argument, wie wir es in [AL] 6.2.4.11 im Fall von Hauptidealringen gegeben ha-
ben, jedes Element eine Darstellung als Produkt irreduzibler Elemente. Sei nun &
unser Grundkorper. Mit Induktion diirfen wir annehmen, dall wir bereits wissen,
daB der Potenzreihenring R iiber k in allen Variablen auBler der letzten faktoriell
ist. Es bleibt zu zeigen, daf jede irreduzible Potenzreihe P € R[X] ein Primele-
ment ist. Teile also P ein Produkt AB, sagen wir P()Q = AB. Es gilt zu zeigen,
dall P einen der Faktoren teilt. Wir diirfen AB # 0 annehmen und nach 7.7.10
diirfen wir auch annehmen, dal AB regulir ist. Dann sind nach 7.7.5 notwendig
P.Q, A, B alle reguldr. Indem wir unsere Potenzreihen um Einheiten abéndern,
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diirfen wir mit 7.7.7 annehmen, dal A, B und P Weierstrapolynome sind. Dann
ist aber nach 7.7.9 auch () ein Weierstrapolynom und wir finden PQQ = AB
mit P, ), A, B € R[X]. Mit R ist aber nach [AL] 6.2.7.11 auch der Polynomring
R|[X] faktoriell, folglich teilt P entweder A oder B. O

Proposition 7.7.12. Seien A C A noethersche lokale Kringe. Fiir die maximalen
Ideale m,m gelte (mA) = m sowie m" N A = m" und m" + A = A jeweils fiir
alle n € N. Ist unter diesen Annahmen A faktoriell, so auch A.

7.7.13. Hier und im folgenden meint ( ) stets das Erzeugnis als additive Unter-
gruppe und Verkniipfungssymbole zwischen Teilmengen einer Menge mit Verk-
niipfung meinen die auf der Potenzmenge induzierte Verkniipfung. Nur bei Poten-
zen von Idealen erlauben wir uns die abkiirzende Schreibweise b” fiir das Ideal,
das wir nach obigen Konventionen eigentlich (b™) notieren miiten. Produkte von
Idealen schreiben wir dahingegen aus als die von allen Produkten ab mit a € a
und b € b erzeugte additive Untergruppe (ab).

Beweis. Aus unseren Annahmen folgt insbesondere A/m" = A /m". Als erstes
zeigen wir nun fiir jedes Ideal a C A die Identitit

((A)NA=a

Nur die Inklusion (aA) N A C a ist nicht a priori klar. Aus unseren Annahmen
folgt erst (aA) C a + m” fiir alle n und dann (ad) N A C a + m" fiir alle
n. Mit dem Krull’schen Durchschnittssatz oder vielmehr seinem Korollar 7.4.2
folgt dann auch die a priori nicht offensichtliche Inklusion. Insbesondere folgt aus
a = vbmit a,b € A\Ound v € A bereits v € A. Jetzt miissen wir nur noch
zeigen, daB je zwei in A teilerfremde Elemente a,b € A\0 auch in A teilerfremd
bleiben. Daraus zusammen mit der Faktorialitit von A koénnen wir nidmlich un-
schwer ableiten, daf3 ein irreduzibles Element von A nur dann ein Produkt teilen
kann, wenn es einen der Faktoren teilt. Wir fithren dazu die umgekehrte Annahme
zum Widerspruch, es gebe «, 3,7 € Amita=ayundb = fyund~y ¢ A* und
a, [ teilerfremd. Zunéchst einmal haben wir o ¢ A*, sonst hitten wir jaalbin A
und damit auch in A. Nach dem dem Krull’schen Durchschnittssatz oder vielmehr
seinem Korollar 7.4.2 finden wir nun n > 1 mit « € m"~'\m". Jetzt finden wir
x,y € Aund e, € m" mita = z+¢ und 8 = y+n. Die Identitit a5 = ba liefert
a(y +n) = b(x + ¢) und damit fiir a := (a,b) 4 das von a und b in A erzeugte
Ideal
ay — bz € (am™) N A= ((am™A)NA=(am™)

Wir finden mithin s,¢ € m™ mit ay — bx = bt — as alias a(y + s) = b(x + 1)
und damit auch a(y + s) = f(x + t). Da wir «, § teilfremd angenommen hatten,
gibt es A € A mit A\a = (x + ). Wir wissen aber aus unseren Konstruktionen,
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daB o und (z + t) zu M 1\m" gehoren. Es folgt A ¢ th alias A € A*. Damit
aber konnen wir unsere Ausgangsgleichung umschreiben zu a = (a\)(A~17) mit
a)\ = (x +t) € Aund folglich \™'y € A. Dann aber ist A7 ein gemeinsamer
Teiler von a und b in A im Widerspruch zu unserer Annahme. [

Korollar 7.7.14. Der lokale Ring einer affinen Varietdt an einem glatten Punkt ist
stets faktoriell.

Beweis. Nach 7.5.13 sind unsere lokalen Ringe reguldr. Aus 7.5.10 und folgt,
daB ihre Vervollstindigungen Ringe von Potenzreihen in endlich vielen Variablen
sind und dal die Einbettungen unserer lokalen Ringe in ihre Vervollstindigun-
gen die Annahmen in unserer Proposition 7.7.12 erfiillen. Nach 7.7.11 sind diese
Potenzreihenringe faktoriell und nach 7.7.12 erben unsere lokalen Ringe diese
Eigenschaft von den Potenzreihenringen. [

Ubungen

Ergiinzende Ubung 7.7.15. Gegeben (R, m) ein vollstindiger Hausdorffscher lo-
kaler Kring bleibt ein WeierstraBpolynom, das in R[X]| irreduzibel ist, irreduzibel
in R[X].
Ergiinzende Ubung 7.7.16. Gegeben (R, m) ein kommutativer lokaler Integritéits-
bereich ist jedes Weierstrapolynom ein Produkt von irreduziblen Weierstrapo-
lynomen.
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8 Krulldimension Eins

8.1 Diskrete Bewertungsringe

8.1.1. Ich erinnere daran, daf3 wir noethersche Kringe der Krulldimension Null
bereits in 5.16.6 untersucht hatten und insbesondere wissen, dal3 nilpotentfreie
derartige Ring endliche Produkte von Korpern sind und daf} alle Varietiten der
Krulldimension Null endliche Mengen sind mit der diskreten Topologie und allen
Funktionen als regulidren Funktionen. Der Fall noetherschen Kringen der Krull-
dimension Eins und von Varietiten der Krulldimension Eins ist schon sehr viel
reichhaltiger, wie im folgenden ausgefiihrt werden soll. Wir beginnen mit regu-
laren lokalen Ringen der Krulldimension Eins. Satz 8.1.12 wird uns sagen, daf sie
genau die diskreten Bewertungsringe sind, die in 8.1.8 eingefiihrt werden. Aber
davor fithren wir erst einmal die diskreten Bewertungen selber ein.

Definition 8.1.2. Eine diskrete Bewertung, englisch discrete valuation, auf ei-
nem Korper K ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus v : K* — Z mit
der Eigenschaft, daf fiir seine Ausdehnung durch v(0) := oo zu einer Abbildung
v: K — ZL{oo} gilt

v(z +y) > min(v(z),v(y)) firallex,y € K.

Ein diskret bewerteter Korper (K, v) ist ein Korper mit einer ausgezeichneten
diskreten Bewertung.

Ergdnzung 8.1.3 (Indiskrete Bewertungen). Allgemein versteht man unter einer
Anordnung einer abelschen Gruppe [' eine Anordnung der zugrundeliegenden
Menge mit der Eigenschaft a < b = (a +¢) < (b+ ¢) fur alle a, b, c € I'. Dann
erkldrt man eine Bewertung auf einem Korper K als einen surjektiven Gruppen-
homomorphismus v : K* — [ in eine angeordnete abelsche Gruppe mit der
Eigenschaft, daf} fiir seine Ausdehnung durch v(0) := oo zu einer Abbildung
v: K — T U{oo} giltv(z+y) > min(v(z),v(y)) fir alle z,y € K.

Beispiel 8.1.4 (Bewertung von Laurentreihen). Auf dem Korper der formalen
Laurentreihen £((t)) tiber einem beliebigen Korper k erhalten wir eine diskrete
Bewertung durch die Vorschrift

v <Z ant”> = inf{n | a, # 0}

Beispiel 8.1.5 (Bewertungen rationaler Funktionen). Auf dem Korper der ra-
tionalen Funktionen k(T") iiber einem beliebigen Korper £ liefert jedes Element
p € k eine diskrete Bewertung v,, vermittels der Vorschrift

v,(f) =sup{n € Z | (T — p)~" f hat bei p keine Polstelle }
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Eine positive Bewertung v,(f) > 0 bedeutet in diesem Fall also, dal f bei p eine
Nullstelle hat; eine negative Bewertung vp( f) < 0, daB f bei p eine Polstelle
hat; und die Bewertung v,(f) = oo hat nur die Nullfunktion. Fiir die durch die
Entwicklung in eine Laurentreihe um p gegebene Einbettung C(7") — C((¢)) ist
diese Bewertung v, offensichtlich gerade die Einschrinkung unserer Bewertung v
von oben. Auf dem Korper der rationalen Funktionen k(7") iiber einem beliebigen
Korper k£ konnen wir zusitzlich die diskrete Bewertung v, erkldaren durch die
Vorschrift

Voo (P/Q) = (grad Q) — (grad P)

fiir beliebige von Null verschiedene Polynome P, Q) € k[T] und v, (0) = co. Im
Rahmen der algebraischen Geometrie mag man sich k(7") als Funktionen auf der
projektiven Gerade denken, und diese Bewertung v,, beschreibt dann die Null-
beziehungsweise Polstellenordnung am unendlich fernen Punkt.

Ergdnzung 8.1.6 (Bewertungen meromorpher Funktionen). Typisch ist auch
das Beispiel [FT1] 5.1.22 des Korpers M?®*(X) der meromorphen Funktionen
auf einer zusammenhingenden offenen Teilmenge X @ C oder allgemeiner einer
zusammenhingenden Riemann’schen Flidche X. In diesem Fall liefert jeder Punkt
p € X eine diskrete Bewertung v, : M®**(X) — Z durch die Vorschrift

vp(f) =sup{n € Z | (= — p) " f ist holomorph bei p}

Eine positive Bewertung v,(f) > 0 bedeutet in diesem Fall also, daB f bei p ei-
ne Nullstelle hat; eine negative Bewertung vp( f) < 0, daB f bei p eine Polstelle
hat; und die Bewertung v,(f) = oo hat nur die Nullfunktion. Fiir die durch die
Entwicklung in eine Laurentreihe um p gegebene Einbettung M**(X) — C((t))
ist diese Bewertung v,, die Einschriinkung unserer Bewertung v aus dem vorherge-
henden Beispiel 8.1.4. Unter unserem Korperisomorphismus M**(P'C) = C(T')
aus [FT1] ?? entspricht dann die Bewertung v, links, die die Pol- beziehungswei-
se Nullstellenordnung einer meromorphen Funktion an der Stelle oo € P!C an-
gibt, der ,,Grad-Bewertung™ v, aus 8.1.5 auf C(7"). Im tibrigen kann man zeigen,
daB fiir jede zusammenhédngende kompakte Riemann’sche Fliche X die Zuord-
nung p — v, eine Bijektion zwischen der Menge aller Punkte von X und der
Menge aller diskreten Bewertungen des Korpers M?" (X)) liefert, vergleiche etwa
29

Beispiel 8.1.7 (Bewertungen rationaler Zahlen). Typisch ist schlieBlich das Bei-
spiel des Korpers der rationalen Zahlen Q. In diesem Fall liefert jede Primzahl p
eine diskrete Bewertung v,, auf Q durch die Vorschrift, daf fiir a, b € Z\0 teiler-
fremd zu p gilt

vp(p"a/b) = n
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In derselben Weise definiert jedes irreduzible Element eines faktoriellen Ringes
eine diskrete Bewertung seines Quotientenkorpers. Im Spezialfall des Polynom-
rings C[T] tiber C erhalten wir so genau die in 8.1.5 betrachteten diskreten Be-
wertungen auf C(7").

Definition 8.1.8. Ein diskreter Bewertungsring ist ein kommutativer Integri-
titsring mit der Eigenschaft, da3 es auf seinem Quotientenkorper eine diskrete
Bewertung 8.1.2 gibt, fiir die unser Integritétsring gerade aus allen Elementen mit
nichtnegativer Bewertung besteht.

8.1.9. Wir werden gleich sehen, da3 die fragliche diskrete Bewertung auf dem
Quotientenkorper in Definition 8.1.8 durch den besagten Integritétsring bereits
eindeutig bestimmt ist.

Beispiele 8.1.10. Der Ring der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten in einem
Korper ist ein diskreter Bewertungsring. Der Ring der Potenzreihen mit komple-
xen oder auch reellen Koeffizienten und positivem Kovergenzradius ist ein diskre-
ter Bewertungsring.

Der lokale Ring einer affinen
Varietit an einem Punkt ist genau
dann ein diskreter Bewertungsring,
wenn durch ihn nur eine
Komponente der Varietit geht, wenn
diese Komponente dariiber hinaus
die Dimension Eins hat und wenn

schlieBlich unser Punkt darin eine
glatte Stelle ist.

8.1.11. Wir erinnern aus 7.5.8, da} ein lokaler Kring A regular heifit, wenn er noe-
thersch ist und wenn fiir sein maximales Ideal m gilt dim 4 /m(m/m?) = kdim A.

Satz 8.1.12 (Charakterisierungen diskreter Bewertungsringe). Gegeben ein
Kring sind gleichbedeutend:

1. Unser Kring ist ein diskreter Bewertungsring;
2. Unser Kring ist ein Hauptidealring mit genau zwei Primidealen;

3. Unser Kring ist ein reguldirer lokaler Kring der Krulldimension Eins;
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4. Unser Kring ist ein ganz abgeschlossener noetherscher lokaler Integritcits-
ring der Krulldimension Eins.

Beispiel 8.1.13. Der lokale Ring beim verklebten Punkt derjenigen komplexen al-
gebraischen Varietit, die aus C entsteht durch das Verkleben zweier verschiedener
Punkte, ist ein lokaler noetherscher kommutativer Integritdtsbereich der Krulldi-
mension Eins, aber eben nicht ganz abgeschlossen und mithin auch kein diskreter
Bewertungsring. Dasselbe gilt fiir den lokalen Ring der Neil’schen Parabel an ih-
rer Spitze.

Beweis. 1 = 2. Sei A unser Bewertungsring und v : QuotA — Z U {oco} eine
diskrete Bewertung mit A = {q € QuotA | v(g) > 0}. Offensichtlich sind dann
die Einheiten A* = {a € A | v(a) = 0} genau die Elemente mit der Bewertung
Null und das Komplement m := A\A* = {a € A | v(a) > 0} ist ein Ideal
von A, notwendig das einzige maximale Ideal. Da wir v surjektiv annehmen, gibt
est € m mit v(t) = 1. Fiir jedes solche ¢ folgt sofort m = At. Jedes derartige
Element ¢ heif3t im iibrigen eine Uniformisierende unseres diskreten Bewertungs-
rings. Gegeben ein Ideal a C A ungleich Null sei a € a gegeben mit i = v(a)
kleinstmoglich. Es folgt sofort a = At* = m’ und A ist in der Tat ein Hauptideal-
ring mit genau einem Primideal ungleich Null. Nebenbei sehen wir auch, daf fiir
a € Agiltv(a) = sup{i | a € m'} und daB so die Bewertung v schon durch den
Teilring A C Quot A eindeutig festgelegt wird.

2 = 1. Nach [AL] 6.2.4.11 ist unser Hauptidealring A faktoriell und hat bis auf
Einheiten genau ein irreduzibles Element ¢. Jede Wahl von ¢ liefert also eine Bi-
jektion A* x N = A\0, (u,?) > ut' und dann auch eine Bijektion A* x Z =
(QuotA)*, gegeben durch dieselben Formel (u,4) + ut’. Eine mogliche Bewer-
tung wird dann gegeben durch v(ut') = i und v(0) = oco.

2 = 3. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen.

3 = 2. Gegeben ein regulirer lokaler Ring (A, m) der Krulldimension Eins wis-
sen wir aus 7.5.10 um die Existenz einer Fortsetzung der Identitit auf A/m zu
einem Isomorphismus von graduierten Ringen

(A/m)[X] = gry, A

Insbesondere sind die Subquotienten m’ / m‘*! fiir alle 7 > 0 einfach und es folgt,
daB jeder echte Untermodul von m’ bereits in m**! enthalten sein muB3. Nach dem
Krull’schen Durchschnittssatz 7.4.2 sind also die m’ alle von Null verschiedenen
Ideale und mit Nakayama sieht mal leicht m® = (%) fiir jeden Erzeuger ¢ von m.

2 = 4. Das folgt, da jeder Hauptidealring faktoriell und damit ganz abgeschlossen
ist.
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4 = 3. Es gilt zu zeigen, daf3 das das maximale Ideal m C A ein Hauptideal ist. Da
die Krulldimension Eins ist, kann m nicht das Nullideal sein. Sei nun ¢ € m mit
a # 0 gewdhlt. Nach der Beschreibung 4.5.6des Radikals eines Ideals als Schnitt
der dariiberliegenden Primideale und da die Krulldimension Eins ist, gilt \/@ =
m. Da m endlich erzeugt ist, folgt m"” C (a) fir n > 0. Sei n > 1 minimal
mit m" C (a) und sei b € m"'\(a). So haben wir y := b/a € (QuotA)\A
und folglich ym ¢ m, da sonst A[y| und damit y nach 5.1.6 angewandt auf den
treuen A[y]-Modul m ganz sein miifite iiber A. Andererseits gilt nach Konstruktion
bm C m” C (a) und mithin ym C A, also ym = A als einziges Ideal von A, das
nicht in m enthalten ist. Damit ist m das Hauptideal erzeugt von z := 3~ L. [

Korollar 8.1.14 (Bewertungen zu glatten Stellen von Kurven). Gegeben X eine
Kurve iiber k = k und v € X ein glatter Punkt ist der Ring Ox . der reguldiiren
Funktionskeime ein diskreter Bewertungsring und fiir die zugehorige Bewertung
v =, gilt

v (f) =dimy Ox./(f) Vf € Ox,

Beweis. Das folgt sofort aus unserer Charakterisierung 8.1.12 diskreter Bewer-
tungsringe und der Beziehung 7.5.13 von Glattheit und Regularitit. Diese Be-
ziehung hitten wir noch nicht einmal gebraucht, wenn wir im Korollar gefordert
hitten, daB3 x ein reguldrer Punkt ist, aber diese in unserem Kontext dquivalente
Forderung wirkt weniger geometrisch. [

8.1.15. Gegeben (X, x) ein Kurve mit einem glatten Punkt und f € Ox , nennen
wir v,(f) die Nullstellenordnung von f an der Stelle x. Ist X irreduzibel, so
nennen wir fiir f € M(X)\Ox , das Negative —v,(f) seiner Bewertung die Pol-
stellenordnung von f an der Stelle x. Es ist klar, dafl im Fall der Gerade X = k
die in [LA1] 5.3.24 beziehungsweise [LA1] 5.5.7 erkldrte Nullstellenordnung be-
ziehungsweise Polstellenordnung mit den hier erklarten Begriffen zusammenfillt.

Proposition* 8.1.16 (Definitionsliicken durch Polstellen). Sei X eine irreduzi-
ble k-Varietdt, x € X ein Punkt mit ganz abgeschlossenem lokalen Ring Ox ,
und f € M(X)\Ox . eine am Punkt x nicht definierte rationale Funktion auf X.
So liegt x im Abschluf3 der Menge aller Punkte, an denen =" definiert ist und den
Wert Null annimmt.

8.1.17. In gewisser Weise ist also im Fall eines ganz abgeschlossenen lokalen
Rings ,,die Nicht-Definiertheit einer rationalen Funktion stets durch das Vorliegen
einer Polstelle bedingt*. Um zu sehen, was im Fall eines nicht ganz abgeschlos-
senen lokalen Rings passieren kann, verklebe man zwei verschiedene Punkte von
C*. So entsteht eine C-Varietit X, bei der am verklebten Punkt z € X der lokale
Ring Ox , nicht ganz abgeschlossen ist. Die regulidre Funktion f auf C* gegeben
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durch f(z) = z liegt dann nicht in Ox .., obwohl f~! auBerhalb von z iiberall de-
finiert ist und keine Nullstelle hat. Dies Beispiel zeigt, da man im Lemma auf die
Bedingung ,,ganz abgeschlossen* nicht verzichten kann. Salopp gesprochen ist in
unserem Gegenbeispiel die Nicht-Definiertheit von f am Verklebepunkt x nicht
durch eine ,,Polstelle* bedingt, sondern durch ,,schlechtes Zusammenpassen®.

Beweis. Wir setzen A := Ox,. Nach 5.11.1 gibt es ein Primideal ¢ C A der
Hohe Eins mit f ¢ A,. Nach 8.1.12.4 ist A, ein diskreter Bewertungsring. Es
folgt unmittelbar f~! € q,, also f~* = g/h mit g € qund h € A\q. Nun diirfen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da3 X affin ist und daB3 g
und h beide auf ganz X definiert sind. Dann gibt es aber auch ein maximales Ideal
m D qNO(X) mit h € O(X)\m. Das ist dann das Verschwindungsideal eines
Punktes z € X, an dem f~! definiert ist und den Wert Null annimmt. Lige z
nicht im Abschluf3 der Menge aller derartigen Punkte z € X, so konnten wir den
fraglichen AbschluBl aus X entfernen und die so entstehende Varietit als unser X
nehmen und erhielten unmittelbar einen Widerspruch. 0

Ubungen

Ubung 8.1.18. Gegeben eine algebraische Korpererweiterung X C L und eine
diskrete Bewertung v auf L gilt v(K*) # 0.

Ubung 8.1.19. Man zeige, daB es auf einem algebraisch abgeschlossenen Korper
keine diskrete Bewertung geben kann. Man zeige, da} es auf einem vollkomme-
nen Korper positiver Charakteristik keine diskrete Bewertung geben kann. Man
zeige, daB} es auf dem Korper der konstruierbaren Zahlen keine diskrete Bewer-
tung gibt.

Ubung 8.1.20 (Maximalitiit diskreter Bewertungsringe). Seien K ein Korper
und A C K ein diskreter Bewertungsring. Man zeige, dal3 K nur genau zwei
Teilringe besitzt, die A umfassen, ndmlich A und K.
Ubung 8.1.21. Sei R ein noetherscher kommutativer Integrititsbereich. Man zei-
ge:
1. Fiir jedes Primideal p C R der Hohe Eins und jedes f € R\0O hat der
Quotient R, /(f) der Lokalisierung R, endliche Lénge.

2. Fiir jedes Primideal p C R der Hohe Eins gibt es genau einen Gruppenho-
momorphismus v, : (QuotR)* — Z mit der Eigenschaft, dal sein Wert
auf allen f € R\0 die Linge des Quotienten R,/(f) angibt, in Formeln

v (f) = IRy /([))-

3. Ist R, reguldr, so ist dies v, gerade die Restriktion der diskreten Bewertung
auf Quot R mit Bewertungsring R,.
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Ubung 8.1.22 (Bewertung als lokale Multiplizitiit). Gegeben ein diskreter Be-
wertungsring R mit seiner Bewertung v und ein Element f € R haben wir
v(f) = mult(f) fir die in 7.5.33 erkldrte Multiplizitit.

Ubung 8.1.23. Sei A C B eine modulendliche Kringerweiterung. Ist A ein diskre-
ter Bewertungsring und B ein Integrititsbereich, so spaltet die Einbettung A — B
als Homomorphismus von A-Moduln. Hinweis: 5.12.13.

8.2 Dedekindringe

Definition 8.2.1. Ein Dedekind-Ring ist ein noetherscher ganz abgeschlossener
kommutativer Integrititsbereich der Krulldimension Eins.

8.2.2 (Diskussion der Terminologie). Manche Quellen fordern statt der letzten
Bedingung von Dedekindringen nur Krulldimension kleinergleich Eins. Damit
werden zusitzlich auch alle Korper als Dedekindringe zugelassen und viele der
im folgenden getroffenen Aussagen miissen in komplizierterer Weise formuliert
werden.

Proposition 8.2.3 (Dedekindringe im geometrischen Fall). Eine affine Variett
X ist genau dann glatt, irreduzibel und eindimensional, wenn ihr Ring O(X) von
reguldren Funktionen ein Dedekindring ist.

Beweis. Das folgt daraus, dal nach 8.1.12 ein lokaler noetherscher Kring der
Krulldimension Eins genau dann ganz abgeschlossen ist, wenn er regulér ist. Ist
also Ox , regulir fiir alle z € X, so ist es auch ganz abgeschlossen fiiralle z € X.
Dasselbe folgt fiir den Schnitt O(X) = (), .y Ox,, in QuotO(X). Ist umgekehrt
O(X) ganz abgeschlossen, so nach 5.9.6 auch seine Lokalisierungen O , fiir alle
x e X. [

Beispiele 8.2.4. Der Ring 7Z der ganzen Zahlen ist ein Dedekindring. Jeder dis-
krete Bewertungsring ist ein Dedekindring, ja die diskreten Bewertungsringe sind
nach 8.1.12 genau die lokalen Dedekindringe. Jede Lokalisierung eines Dedekind-
rings an einer Teilmenge, die mindestens ein maximales Ideal nicht trifft, ist wie-
der ein Dedekindring. Insbesondere ist jede Lokalisierung eines Dedekindrings an
einem maximalen Ideal ein diskreter Bewertungsring.

Proposition 8.2.5. Ein noetherscher kommutativer Integritdiitsbereich ist genau
dann ein Dedekindring, wenn seine lokalen Ringe an maximalen Idealen sdmtlich
diskrete Bewertungsringe sind.

Beweis. Dieser Beweis ist vollstindig analog zu unserer Diskussion von Dedekin-
dringen im geometrischen Fall. Ist A ein Dedekindring und m C A ein maximales
Ideal, so ist A,, normal, noethersch und von der Krulldimension Eins und nach
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8.1.12 folglich ein diskreter Bewertungsring. Sind umgekehrt die lokalen Ringe
an maximalen Idealen m C A sdmtlich diskrete Bewertungsringe, so haben nach
8.1.12 alle A,, und damit auch A die Krulldimension Eins. Weiter sind nach 8.1.12
auch alle A, ganz abgeschlossen und damit nach 4.3.50 auch A = ") A,,. ]

Vorschau 8.2.6 (Ganzheitsringe sind Dedekindringe). Ein Zahlkorper ist ein
Korper K der Charakteristik Null, der endlich ist iiber seinem Primkorper, in For-
meln [K : Q] < oo. Der Ring der ganzen Zahlen oder auch Ganzheitsring
ox C K unseres Zahlkorpers K ist per definitionem der ganze Abschluf3 von
Z in K. Nach dem Endlichkeitsresultat 8.3.10 fiir ganze Abschliisse, das wir im
nichsten Abschnitt beweisen, ist 0 ein endlich erzeugter Z-Modul, und nach der
Stabilitdt der Krulldimension bei ganzen Kringerweiterungen 5.2.11 hat o wie Z
die Krulldimension Eins. Ganz abgeschlossen ist 0 als ganzer Abschluf3 eh, also
mub unser Ganzheitsring oy ein Dedekindring sein.

Satz 8.2.7 (Bewertungen und maximale Ideale). Gegeben ein Dedekindring B
liefert die Vorschrift, die jedem maximalen Ideal w die durch den diskreten Bewer-
tungsring By, nach 8.2.4 gegebene Bewertung auf QuotB zuweist, eine Bijektion

~ Diskrete Bewertungen auf Quot B,
Max B = { deren Bewertungsring B umfaf3t
m U

Beweis. Die Injektivitit unserer Abbildung ist klar, es bleibt die Surjektivitit zu
zeigen. Sei dazu v : QuotB — ZLI{oo} eine diskrete Bewertung mit Bewertungs-
ring A O B. Der Schnitt des maximalen Ideals m4 C A mit B kann nicht das
Nullideal sein, da sonst die Bewertung v auf (QuotB)* identisch verschwinden
miifite. Also ist der Schnitt ein maximales Ideal m C B. Natiirlich gilt B,, C A
und aus der Maximalitit diskreter Bewertungsringe 8.1.20 folgt B, = A. [

8.2.8. Wir bestimmen nun die Ganzheitsringe der Kreisteilungskorper und begin-
nen mit einer allgemeinen Voriiberlegung. Seien a4, . . ., a, Ideale eines Krings R.
Gilt a; + a; = R fiir ¢ # j, so ist mit einer zweifachen Anwendung des chine-
sischen Restsatzes [AL] 6.2.3.4 die offensichtliche Abbildung fiir alle n > 1 ein
Isomorphismus

(a7 ...a5)/{(ar...a5)") S a;/{al) x ... x as/{(al)

Wird die linke Seite von einem einzigen Element erzeugt, so auch jeder der Fak-
toren auf der rechten Seite. Im Fall R = Z[X|/(P) fiir ein normiertes Polynom P
gilt fiir a € Z stets P(a) € (X — a) C R. Haben wir speziell P(a) # 0 und ist
P(a) = q1 ... q, eine Zerlegung in ein Produkt paarweise teilerfremder Faktoren,
so folgern wir in R die Darstellung als Produktideal

(X —a)=(X—a,q1).. (X —a,q)
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Hier gilt C, weil das Produlft nach [AL] 6.2.3.4 mit dem Schnitt zgsammenf’eillt,
und D wegen ¢q; ...q, € (X — a). So sehen wir, daB fiir a; := (X — a,¢;) die
Quotienten a;/a? jeweils von einem Element erzeugt werden.

Proposition 8.2.9 (Ganzheitsringe von Kreisteilungskorpern). Fiir jede Ein-
heitswurzel ( € C ist Z|(| ein Dedekindring und damit der Ganzheitsring des
Kreisteilungskorpers Q(().

Beweis. Nach 5.1.5 ist Z C Z|(] eine ganze und modulendliche Ringerweite-
rung. Nach 5.2.11 haben damit beide Ringe dieselbe Krulldimension und es folgt
kdim Z[¢] = 1. Es bleibt also nur zu zeigen, daf fiir jedes maximale Ideal m C
Z[¢] der Quotient m/m? von einem einzigen Element erzeugt wird. Wir behandeln
zunéchst den Fall einer primitiven p”-ten Einheitswurzel fiir p prim. Wir kennen
das zugehorige Kreisteilungspolynom @, (X) = &, (X prfl) aus [AL] 6.2.8.6 und
folgern insbesondere ®,-(1) = p. Fiir den Ring R := Z[X]/(®, (X)) bedeutet
das die Beziehung p € (X —1). Das liefert die linke Vertikale eines kommutativen
Diagramms

R/pR——T,[X]/(®, (X)) ==T,[X]/{(X — 1)®=D"")

l |

R/(X —1) = F,[X]/(X —1) ————F

p

Uber pR liegt also genau ein maximales Ideal von R, und das wird von einem
einzigen Element erzeugt, nimlich dem Element X — 1. Ist andererseits [ eine von
p verschiedene Primzahl, so ist fiir n > 1 teilerfremd zu [ das Polynom X" — 1
separabel in IF;[X] und folglich zerfillt auch das Bild ®,, von ®,, in IF;[X] in ein
Produkt von paarweise teilerfremden irreduziblen Faktoren ®, = Q; ... Q,. Fiir
R :=7Z[X]/(®,(X)) gilt demnach

R/IR = F)[X]/(®,(X)) = R/m; x ... x R/m,

fiir die paarweise verschiedenen maximalen Ideale m; C R, die [ enthalten. Es
folgt IR = (m; ... m,) und nach 8.2.8 werden dann auch alle m;/(m?) vom je-
weiligen Bild von [ erzeugt. Das erledigt den Fall einer primitiven p”-ten Einheits-
wurzel. Es bleibt zu zeigen, da3 auch fiir m > 1 teilfremd zu p und eine primitive
mp"-te Einheitswurzel ( fiir alle maximalen Ideale m von Z[(], die p enthalten,
der Quotient m/m? von einem einzigen Element erzeugt wird. Da wir bereits wis-
sen, daf} Z[(™] ganz abgeschlossen ist, mufl das Minimalpolynom P von ( iiber
Q(¢™) Koeffizienten in R := Z[¢™] haben und wir finden

RIY]/(P(Y)) = Z[(]
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Als Teiler von Y™ — ( bleibt nun P separabel bei Reduktion modulo dem maxi-
malen Ideal (" — 1) von R iiber p, denn darunter wird es ein Teiler des Polynoms
Y™ —1 € F,[Y]. Dasselbe Argument wie zuvor zeigt nun, da$ fir alle maxima-
len Ideale m von Z|[(] iiber p oder gleichbedeutend iiber ((" — 1) der Quotient
m/(m?) von (™ — 1 erzeugt wird. O

Ubungen

Ubung 8.2.10 (Ganzheitsringe quadratischer Zahlkorper). Eine Korpererwei-
terung K /Q vom Grad Zwei heiit ein quadratischer Zahlkorper. Offensicht-
lich hat jeder quadratische Zahlkérper die Gestalt K = Q(+/d) fiir genau ein
d € Z\{0,1} ohne mehrfachen Primfaktor. Gegeben solch ein d kann der Ring
der ganzen Zahlen in der quadratischen Erweiterung @(\/3) beschrieben werden

als
7+ Zn\/d d ¢ 1+4Z,

Oqa) = { Z+Z((1+Vd)/2) del+4Z.

Es ist damit klar, daB A := Z[X]/({X?—5) nicht an allen maximalen Idealen einen
reguldren lokalen Ring haben kann. Man zeige speziell, da} fiir das maximale
Ideal m := (2, X — 1) gilt dim 4/ m/m? = 2.

Ubung 8.2.11. Sei B ein Dedekindring. Ein von Null verschiedener endlich er-
zeugter B-Untermodul von Quot B heifit ein gebrochenes Ideal von 5. Wir er-
halten eine Bijektion

{gebrochene Ideale von B} = ZMax B

mit dem freien Z-Modul iiber Max B, indem wir jedem gebrochenen Ideal I die
Funktion f; zuordnen mit f;(m) = inf{v,(b) | b € I} fir m € Max B. Erkldren
wir das Produkt 7.J zweier gebrochener Ideale 7, .J als das von allen Produkten ab
von Elementen a € I, b € J erzeugte gebrochene Ideal, so wird diese Bijektion
sogar ein Gruppenisomorphismus. Natiirlich induziert sie auch eine Bijektion

{Ideale von B} = NDMaxB

mit der Menge aller endlichen Multimengen von maximalen Idealen. Ist speziell
k = k und X eine irreduzible glatte affine Kurve iiber &, so entsprechen die ge-
brochenen Ideale des Rings der reguldren Funktionen O(X) eineindeutig forma-
len endlichen Z-Linearkombinationen von Punkten aus X, und zwar entspricht
> ngx gerade der Menge der rationalen Funktionen f € M(X), die an allen
Stellen x mit n, > 0 definiert sind, an allen Stellen x mit n, > 0 eine n,-fache
Nullstelle haben, und an allen Stellen mit n, < 0 entweder definiert sind oder
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einen Pol der Ordnung hochstens n, haben. In Formeln ausgedriickt haben wir

also
{gebrochene Ideale von O(X)} & ZX

{feMX)|v(f) =n. Ve e X} <~ > nux

Ubung 8.2.12 (Moduln iiber Dedekindringen). Jeder endlich erzeugte Modul
iber einem Dedekindring ist isomorph zur direkten Summe eines projektiven Mo-
duls mit einem Torsionsmodul. Hinweis: 4.3.40 und die Klassifikation endlich er-
zeugter Moduln iiber Hauptidealringen.

Ubung 8.2.13. Sei A C B eine modulendliche Kringerweiterung. Ist A ein De-
dekindring und B ein Integritétsbereich, so induziert unsere Einbettung fiir jedes
Ideal a C A eine Einbettung A/a — B/aB. Hinweis: Man ziehe sich auf den
Fall eines lokalen Dekekindrings A zuriick und verwende 8.1.23.

8.3 Norm, Spur, Endlichkeit ganzer Abschliisse*

Definition 8.3.1. Gegeben eine endliche Korpererweiterung L/K erkldren wir
zwei Abbildungen N, S : . — K, die Norm und die Spur, indem wir fiira € L
die K-lineare Abbildung (a-) : L — L betrachten und setzen

Norm(a) = N(a) = N¥(a) = detg((a)|L)
Spur(a) = S(a) = SF(a) = trg((a)|L)

8.3.2. Fiira € K haben wir offensichtlich N (a) = a/“**lund S¥ (a) = [L : K]a.
Fiir o : L. = M ein Isomorphismus von endlichen Korpererweiterungen von K
gilt offensichtlich N (a) = N (c(a)) und S¥ (a) = S%,(c(a)).

8.3.3 (Diskussion der Terminologie). Im Fall der Korpererweiterung C/R erhal-
ten wir so die Abbildung N% : C — R, 2 — 2Z und damit gerade das Quadrat der
Norm einer komplexen Zahl, wie wir sie in [LA1] 2.7.9 erklért hatten. Mit dieser
terminologischen Kollision miissen wir nun weiterleben. Was im Einzelfall genau
gemeint ist, muf} der Leser aus dem Kontext erschlieSen.

8.3.4 (Verallgemeinerungen aus Schiefkorper). Ist allgemeiner D eine endlich-
dimensionale Ringalgebra iiber einem Korper K, so findet man auch in dieser All-
gemeinheit manchmal die Notation N5 (a) = det((a-)| D). Im Fall eines Schief-
korpers D wird aber die Notation N(a) alternativ auch verwendet als Abkiirzung
fiiir Nig o) (a).

Lemma 8.3.5 (Transitivitit von Norm und Spur). Gegeben K C L C M
endliche Korpererweiterungen gelten die Formeln

NE = NEoNE
Sk = SFosk
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Beweis. Die zweite Formel folgt daraus, daf sich fiir eine (m x m)-Matrix von
(n x n)-Matrizen die Gesamtspur auch berechnen 148t, indem man zunéchst alle
(n x n)-Blocke auf der Diagonalen aufaddiert und dann von dieser Summe die
Spur nimmt. Die erste Formel folgt daraus, dal man nach [LA1] 6.4.15 ganz
analog auch die Determinante einer Blockmatrix mit paarweise kommutieren-
den Blocken berechnen kann als die Determinante der (n x n)-Matrix, die sich
als ,,Blockdeterminante* ergibt. Ist etwas genauer my, ..., m, eine L-Basis von
M, so wird die Multiplikation mit b € M gegeben durch eine (r x r)-Matrix
(a;j) € Mat(r; L). Ist weiter [y, . . ., [, eine K -Basis von L, so werden die Multi-
plikationen mit a;; dargestellt durch gewisse (s x s)-Matrizen

Aij S Mat(s, K)

Die Multiplikation mit b € M wird dann in der K -Basis von M, die aus den m;l,
besteht, durch die Blockmatrix B = (A;;) dargestellt. O

Satz 8.3.6 (Norm und Spur iiber Galoistheorie). Gegeben L/ K eine endliche
separable Korpererweiterung und M eine Vergrofierung von L zu einer normalen
Erweiterung von K gilt

SK(a) = Z o(a) und N¥(a)= H o(a)

o€Kring® (L,M) o€Kring® (L,M)

8.3.7. Ist also speziell L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe T,
so gilt S(a) = 3. . 7(a) und N(a) = [ 1 7(a).

Beweis. Ist L' C L ein Unterkorper, der a enthilt, so gilt wegen der Transitivitét
von Norm und Spur 8.3.5 und unseren Erkenntnissen 8.3.1 fiir Norm und Spur von
Elementen des Grundkorpers offensichtlich S (a) = [L : L']S¥ (a) und N¥(a) =
(N% (a))#*F], Die rechten Seiten der behaupteten Formeln verhalten sich nun in
derselben Weise beim Ubergang von L’ zu L, so daB wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit L = K (a) annehmen diirfen. Dann definiert jedoch X ~— a einen
Korperisomorphismus
K[X]/(Irr(a, K)) = L

Das charakteristische Polynom der K-linearen Abbildung (a-) : L — L ist mit
[AL] 6.2.1.26 folglich det(Xid — (a-)) = Irr(a, K) = [[(X — o(a)). Setzen wir
hier X = 0, so ergibt sich die Formel fiir die Norm. Vergleichen wir dahingegen
die Koeffizienten der zweithochsten Potenzen von X auf beiden Seiten, so ergibt
sich die Formel fiir die Spur. U

Korollar 8.3.8 (Spur und Separabilitit). Eine endliche Korpererweiterung ist
genau dann separabel, wenn die zugehorige Spurabbildung nicht identisch ver-
schwindet.
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Beweis. Ist unsere Erweiterung separabel, so kann ihre Spurabbildung nicht iden-
tisch verschwinden nach ihrer Darstellung als Summe von Galoiskonjugierten
aus 8.3.6 und dem Satz iiber die lineare Unabhéngigkeit von Charakteren [AL]
6.3.8.15. Ist unsere Erweiterung nicht separabel, so iiberlassen wir das Argument
dem Leser mit dem Hinweis, sich vom Beweis von 8.3.6 inspirieren zu lassen. [

8.3.9. Fiir jede endliche Korpererweiterung L/ K liefert die Spur eine K -bilineare
Paarung, die Spurform

LxL — K

(2,y) = SL(xy)

Sie ist offensichtlich invariant unter der Galoisgruppe. Fiir L/ K endlich separabel
ist diese Paarung nach 8.3.8 nicht ausgeartet.

Satz 8.3.10 (Endlichkeit ganzer Abschliisse). Seien A ein ganz abgeschlossener
noetherscher Integritdtsring und L /Quot A eine endliche separable Kirpererwei-
terung seines Quotientenkorpers. So ist der ganze Abschluf3 B von A in L modul-
endlich iiber A.

Beweis. Nach 8.3.8 liefert fiir jede endliche separable Erweiterung die Spur S¥ :
L — K eine symmetrische nichtausgeartete Bilinearform

LxL — K
(z,y) = Sg(zy)

Aus der Beschreibung der Spur als Summe von Galoiskonjugierten 8.3.6 folgt,
daB ST (b) ganz ist iiber A fiir alle b € B. Also gilt nach unserer Annahme
SK(B) c A. Nun finden wir nach 5.9.11 sicher by, ...,b, € B, die eine Basis
von L iiber K bilden. Sie spannen in L einen freien A-Modul V' vom Rang n
auf. Die duale Basis b7, . . ., b) in Bezug auf unsere Bilinearform spannt dann in L
einen weiteren freien A-Modul V* vom Rang n auf, der auch beschrieben werden
kann durch die Formel

Vi={zeL|SFay)eA vyeV}

Insbesondere gilt B C V*. Aus A noethersch folgt dann sofort, dal B endlich
erzeugt ist als A-Modul. O

Satz 8.3.11 (Endlichkeit ganzer Abschliisse im geometrischen Fall). Seien A
ein iiber einem Korper k ringendlicher Integrititskring und L/Quot A eine endli-
che Korpererweiterung seines Quotientenkorpers. So ist auch der ganze Abschluf
von A in L ringendlich iiber k und a forteriori modulendlich iiber A.
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8.3.12. Insbesondere ist auch der ganze Abschluff von A in QuotA ringendlich
iiber k. Im Gegensatz zum vorhergehenden Satz 8.3.10 brauchen wir in diesem
»geometrischen® Fall weder A ganz abgeschlossen noch unsere Korpererweite-
rung separabel anzunehmen.

Beweis. Noether’s Normalisierungslemma 5.3.6 liefert uns einen Teilring
klxy,...,x,] C A

mit A modulendlich iiber diesem Teilring. Der ganze Abschlufl von A in L ist also
auch der ganze AbschluB von k['zy, ..., x,]in L. Ist L/k('zy, ..., x,) separabel,
so sind wir fertig mit dem Satz {iber die Endlichkeit ganzer Abschliisse im Fall
ganz abgeschlossener Ringe 8.3.10, da ja Polynomringe ganz abgeschlossen sind.
Sonst vergrolern wir L mit [AL] 6.3.8.25 zu einer endlichen normalen Erweite-
rung N/k('xq,. .., x,) mit Galoisgruppe G und betrachten die Korperkette

k('xzy,...,x,) C N9 CN

Sie besteht nach [AL] 6.4.1.30 aus einer rein inseparablen Erweiterung gefolgt
von einer separablen Erweiterung. Nach [AL] 6.3.9.41 gibt es mithin eine p-
Potenz ¢, fir p > 0 die Charakteristik von k, mit f¢ € k('zy,...,x,) fir alle
f € NY Nehmen wir Erzeuger fi,..., f, € N¢ der ersten Korpererweiterung
und notieren h eine endliche Korpererweiterung von k, die fiir alle Koeffizienten
der Zihler und Nenner der f] jeweils g-te Wurzeln enthilt, so erhalten wir eine

Einbettung N¢ C h('z}’?, ..., 2:/?) und konnen N vergroBern zu einer endlichen
separablen Erweiterung h(x}/ < 7y € M, so daB im Diagramm
k('zy,...,x,) C N¢ C N
N N

e c M

die untere rechte Inklusion auch separabel ist. Der ganze Abschlufl des Teilrings

k[21,... z,]in k(2% ..., z5/?) ist aber offensichtlich Alz]’?, . .., z/*] und da-
mit modulendlich iiber k['zq, ..., x,]|. Der ganze AbschluB in M ist dann modu-
lendlich nach 8.3.10. O]
Ubungen

Ergiinzende Ubung 8.3.13. Sei L/ K eine endliche Korpererweiterung, V' ein end-
lichdimensionaler L-Vektorraum und ¢ : V' — V eine lineare Abbildung. So gilt
die Identitit dety ¢ = N¥(dety o). Hinweis: [LA1] 6.4.15. Alternative: Man
ziehe sich durch geeignete Korpererweiterung von L auf den Fall zuriick, daf fiir
eine Basis von V' die Matrix von ¢ obere Dreiecksgestalt hat, und argumentiere
dann mit der Formel fiir die Determinante block-oberer Dreiecksmatrizen [LA1]
6.2.9.
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8.4 Bewertungen und Korpererweiterungen*

Definition 8.4.1. Ein Homomorphismus von diskret bewerteten Korpern heif3t
bewertungsvertriglich, wenn seine Verkniipfung mit der Bewertung des Bild-
korpers ein positives Vielfaches der Bewertung auf dem Ausgangskorper ist.

8.4.2. Fiir einen bewertungsvertraglichen Homomorphismus ¢ : K — L von
diskret bewerteten Korpern gibt es demnach per definitionem genau eine positive
natiirliche Zahl d € N+ derart, dal das Diagramm

K247

1 T

Lty 7

kommutiert. Diese natiirliche Zahl d heif3t der Verzweigungsgrad unserer bewer-
tungsvertriglichen Korpererweiterung. Auf Englisch sagt man dazu ramification
index, auf Franzosisch indice de ramification. Ein bewertungsvertriglicher Ho-
momorphismus vom Verzweigungsgrad Eins heifit unverzweigt. Ein Unterkorper
eines diskret bewerteten Korpers besitzt genau dann eine vertrdgliche Bewertung,
wenn die Bewertung des gro3en Korpers auf dem Unterkorper auch Werte auf3er-
halb von {0, co} annimmt.

Beispiel 8.4.3. Dieses Beispiel ist fiir Leser mit Grundkenntnissen in Funktionen-
theorie gedacht. Die Abbildung C — C, z — 2" induziert durch Vorschalten eine
Einbettung in der Gegenrichtung auf dem Korper der meromorphen Funktionen
M*(C) — M*(C). Gegeben p € C mit p" = ¢ ist das zum Beispiel ein bewer-
tungsvertriglicher Kérperhomomorphismus (M?®*(C),v,) < (M**(C),v,) mit
Verzweigungsgrad Eins fiir p # 0 # ¢ und Verzweigungsgrad n fiir p = ¢ = 0. Ist
allgemeiner f : X — Y ein nichtkonstanter Homomorphismus von zusammen-
hingenden Riemann’schen Flichen und p € X ein Punkt mit Bild f(p) = ¢ € Y,
so liefert das Zuriickholen von meromorphen Funktionen einen Homomorphis-
mus von diskret bewerteten Korpern

(M), vg) = (M™(X), 1)

und der zugehorige Verzweigungsgrad ist genau der ,,topologische* Verzweigungs-
grad im Sinne von ??.

Beispiel 8.4.4. Die Einbettung C((7")) — C((Y)) des Korpers der Laurentreihen
tiber C in sich selber vermittels 7' — Y™ fiir ein fest vorgegebenes n > 0 ist
ein bewertungsvertriglicher Morphismus diskret bewerteter Korper vom Verzwei-
gungsgrad n.
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1

Dies Bild erinnert unsere Anschauung fiir die Abbildung z +— 22 der
Einheitskreisscheibe auf sich selbst. Es stellt diese Abbildung dar als die
Komposition einer Abbildung der Einheitskreisscheibe auf eine raumliche sich
selbst durchdringende Flidche, gegeben in etwa durch eine Formel der Gestalt
2+ (22,6(Im2)) in C x R = R3 fiir geeignetes monotones und in einer
Umgebung von Null streng monotones ¢, gefolgt von einer senkrechten
Projektion auf die ersten beiden Koordinaten. Das Zuriickholen meromorpher
Funktionen unter dieser Abbildung induziert fiir die Bewertungen nach der
Nullstellen- beziehungsweise Polordnung am Ursprung einen Homomorphismus
diskret bewerteter Korper vom Verzweigungsgrad Zwei.
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Beispiel 8.4.5. Die Einbettung Q((7")) — C((T")) des Korpers der Laurentreihen
tiber Q in den Korper der Laurentreihen iiber C ist ein bewertungsvertriglicher
Morphismus diskret bewerteter Korper vom Verzweigungsgrad Eins.

Definition 8.4.6. Ein Homomorphismus von lokalen Ringen heif3t lokal, wenn
das Urbild des groBten echten Ideals das groBte echte Ideal ist.

Proposition 8.4.7 (Verzweigung bei Korpern und Ringen). Das Bilden des Teil-
rings aller Elemente mit nichtnegativer Bewertung liefert eine Aquivalenz von Ka-
tegorien

diskret bewertete Korper, . :
- ~ diskrete Bewertungsringe,
bewertungsvertrdgliche — . :
.. . lokale Ringhomomorphismen
Kdorperhomomorphismen
(K,v) > o :={r € K |v(zx) >0}

Die Uniformisierenden des diskreten Bewertungsrings oy sind dabei genau die
Elemente unseres diskret bewerteten Korpers mit Bewertung Eins.

8.4.8. Man verwendet diese Entsprechung, um die Begriffe Verzweigungsgrad
und unverzweigt auf den Fall lokaler Ringhomomorphismen diskreter Bewer-
tungsringe zu iibertragen. Im Fall eines lokalen Ringhomomorphismus diskreter
Bewertungsringe (A, m) — (B, n) ist der Verzweigungsgrad mithin das d > 1
mit Bm = n.

Beispiel 8.4.9. Sei X eine zusammenhingende Riemann’sche Flache und x € X
ein Punkt. Dem diskret bewerteten Korper M3" der ,,meromorphen Funktions-
keime bei z* entspricht unter unserer Aquivalenz der Ring O*" der ,,holomorphen
Funktionskeime bei x*. Eine Uniformisierende wire in diesem Fall ein holomor-
pher Funktionskeim u bei  mit einer einfachen Nullstelle bei x. Per definitionem
besitzt x eine zusammenhingende offene Umgebung U @ X, auf der sich unser
Funktionskeim u realisieren 146t und auf der u sogar einen Isomorphismus von
bepunkteten Riemann’schen Fliachen

u: (U,x) = (W,0)

mit W = u(U) @ C induziert. Man sagt dann auch, die Funktion u liefere eine
,Uniformisierung der Riemann’schen Fliache X in einer Umgebung von z* und
daher riihrt die Bezeichnung ,,Uniformisierende‘ im Beweis von 8.1.12.

Beweis. Sei (K, v) ein diskret bewerteter Korper. Offensichtlich ist ox C K ein
Teilring und seine Einheitengruppe ist o5 = {z € K | v(z) = 0}. Die Nichtein-
heiten von o bilden also ein Ideal my = {z € K | v(xz) > 1}, das notwendig
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das einzige maximale Ideal sein muB. Jedes 7 € K mit v(m) = 1 liefert einen
Gruppenisomorphismus

op XZ = K~

(u,m) +— ur”

Dieselbe Abbildung induziert auch eine Bijektion 0 x N = 04 \0. Die Ideale
von ok sind also genau das Nullideal und die Ideale (7") fiir n € N. Das zeigt,
dal unser Ring ox ein Hauptidealring ist und 7 bis auf Einheiten sein einziges
irreduzibles Element. Weiter liefert jeder Kérperhomomorphismus ¢ : K — L
von diskret bewerteten Korpern mit vy, (p(z)) € Nygvg(z) Vo € K einen Ring-
homomorphismus ¢ : 0 — o7 mit ¢! (m) = mg. Damit liefert die Vorschrift
aus unserem Lemma in der Tat einen Funktor der beschriebenen Art. Der Rest des
Beweises kann dem Leser iiberlassen bleiben. [l

Satz 8.4.10 (Gradformel). Gegeben eine modulendliche Erweiterung A C B von
Dedekindringen gilt fiir jedes maximale Ideal m € Max A die Identitdt

[QuotB : QuotA] = > d(By/Ay) - [B/n: A/m]

nNA=m

mit der Summe iiber alle n € Max B mit n N A = m und d(B,/Aw) dem Verzwei-
gungsgrad im Sinne von 8.4.8.

Ergdnzung 8.4.11. In der Zahlentheorie schreibt man diese Identitit meist mit
anderen Symbolen. Ist genauer L /K eine Erweiterung von Zahlkérpern und p C
0 ein maximales Ideal des Ganzheitsrings von £, so liest sich unsere Formel in
der dort iiblichen Notation

[L: K] = e(B/p)f(B/p)

Ry

Im Fall einer primitiven p”-ten Einheitswurzel ( € C und der Erweiterung Q(¢)/Q
finden wir mit 8.2.9 die Ganzheitsringe Z[(] D Z und iiber dem maximalen Ide-
al (p) C Z liegt, nun nach dem Beweis von 8.2.9, genau ein maximales Ideal
(¢ — 1) C Z[¢] und der Verzweigungsgrad ist e = p"~*(p — 1) und der Grad der
Erweiterung der Restklassenkorper ist f = 1. Dahingegen entsprechen fiir eine
Primzahl [ und jedes zu [ teilerfremde n > 1 und jede primitive n-te Einheits-
wurzel ( € C die tiber dem maximalen Ideal p = (I) C Z liegenden maximalen
Ideale von Z[(] eineindeutig den irreduziblen Faktoren des Bildes ®,, € IF;[X]
des n-ten Kreisteilungspolynoms ®,, € Z[X], und ist genauer ®,, = Q; ... Q, die
Zerlegung in irreduzible Faktoren und sind %B; = (I, Q;) C Z[(] die zugehorigen
maximalen Ideale, so haben wir e(J3;/p) = 1 und f(;/p) = grad Q;, alles nach
dem Beweis von 8.2.9.
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8.4.12. Unsere Endlichkeitssidtze von eben liefern zwei typische Situationen, in
denen dieser Satz anwendbar ist: Einerseits nach 8.3.10 fiir einen Dedekindring
A, eine endliche separable Erweiterung L/QuotA und B den ganzen AbschluB
von A in L. Diese Situation trifft man oft in der Zahlentheorie an. Oder nach
8.3.11 fiir einen Dedekindring A, der ringendlich ist iiber einem vorgegebenen
Grundkorper, eine beliebige endliche Korpererweiterung L/QuotA und B den
ganzen Abschlufl von A in L. Das ist der ,,geometrische® Fall einer ,,verzweigten
Uberlagerung von algebraischen Kurven®, der fiir mich insbesondere im Fall des
Grundkorpers C der Anschauung gut zugénglich ist. Allerdings wird man im Fall
eines algebraisch abgeschlossenen Grundkdorpers in der Situation des Satzes stets
[B/n : A/m] = 1 finden, weshalb dieser Faktor meiner Anschauung schlechter
zugiinglich ist. Man sieht ihn aber deutlich im Fall der Erweiterung R[T] C C[T].

Beweis. Nach 5.2.12 ist unsere Summe endlich. Die Lokalisierung B,, von B
nach A\m ist modulendlich und torsionsfrei iiber dem Hauptidealring A,,, also
frei vom Rang [Quot B : Quot A]. Damit ist auch B := B/mB frei von demselben
Rang iiber dem Kérper A := A/m und nach 5.17.4 liefern die Abbildungen in die
Lokalisierungen fiir unseren Kring endlicher Linge 5 einen Isomorphismus

mit i dem Bild von n in B. Da Lokalisierung nach 4.3.58 mit Restklassenbildung
vertauscht, ist die natiirliche Abbildung ein Isomorphismus B,/mB, — Bas. Per
definitionem haben wir mB, = n fiir d der zugehorige Verzweigungsgrad, folg-
lich hat B, /m B, die Linge alias Dimension d als Modul iiber B/n und dann eine
entsprechend vervielfachte Dimension als Vektorraum iiber A/m. O

8.4.13. Ist A C B eine modulendliche Erweiterung von Dedekindringen, so ist
notwendig B der ganze AbschluB von A in Quot(B).

Satz 8.4.14 (Galoistheorie fiir lokale und globale Erweiterungen). Sei eine mo-
dulendliche Erweiterung A C B von Dedekindringen gegeben, die eine normale
Erweiterung der Quotientenkorper induziert. Sei G deren Galoisgruppe und sei
n C B ein maximales Ideal mit Bild m := n N A. So ist die auf den Restklassen-
korpern induzierte Abbildung A — B eine normale Kérpererweiterung und die
offensichtliche Abbildung eine Surjektion

Gn — Gal(B/A)
der Standgruppe G, von n, der sogenannten Zerlegungsgruppe von n, auf die

Galoisgruppe der Erweiterung der Restklassenkorper.
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8.4.15. Der Kern des Homomorphismus aus dem Satz hei3t die Triagheitsgrup-
pe von n. Sind die beteiligten Korpererweiterungen der Quotientenkdrper sowie
der Restklassenkorper auch noch separabel, wie zum Beispiel nach [AL] 6.3.9.22
im Fall von Zahlkdrpern, so zeigt die Gradformel zusammen mit dem folgenden
Beweis, daB} die Kardinalitdt der Tridgheitsgruppe mit dem Verzweigungsindex
ibereinstimmen muB.

Beweis. Das Minimalpolynom von b € B zerfillt mit Nullstellen in B und folg-
lich mit Koeffizienten in A und kann folglich modulo m reduziert werden. Das
zeigt die Normalitit. Betrachten wir nun den Invariantenring der Standgruppe
C := B%, so bilden nach 5.6.2 die maximalen Ideale in B iiber [ := C' N n eine
G,-Bahn, die folglich nur aus dem einzigen Punkt n bestehen kann. Ein Vergleich
der Gradformeln 8.4.10 fir C C Bund A C B zeigt d(B,/An) = d(B./C))
und [B/n : C/I] = [B/n : A/m]|. Daraus hinwiederum folgt mit der Notation
C := /I, daB die Einbettung einen Isomorphismus A = C liefert. Es reicht also
zu zeigen, dal} die offensichtliche Abbildung eine Surjektion

Gn — Gal(B/C)

induziert. Nun ist nach [AL] 6.4.1.30 der Fixkorper der Galoisgruppe von F' C B
rein inseparabel iiber C'. Andererseits gibt es nach dem Satz vom primitiven Ele-
ment ein b € B mit B = F[b]. Istb € B ein Urbild von b, so hat das Minimalpoly-
nom von b wie zu Anfang des Beweises besprochen Koeffizienten in C' und kann
folglich modulo [ reduziert werden. Die Operation von G, auf den Nullstellen
des Minimalpolynoms von b ist folglich transitiv. Das aber zeigt die behauptete
Surjektivitit. [

Ubungen

Ubung 8.4.16. Man zeige, daB fiir p € N eine Primzahl das Ideal (p) in Z[v/—5]
zerfillt als das Produkt der beiden Ideale (p, 1 + v/—5) und {p, 1 — 4/—5), wenn
(—5) ein Quadrat ist modulo p, und daB andernfalls das Hauptideal (p) auch in
Z[/—5] maximal ist. Im Spezialfall p = 2 und nur in diesem gilt zusitzlich (p, 1+

\/__5> = <p ) 1 - \/__5>
8.5 Spur und Diskriminante*

8.5.1. Gegeben ein Kring k£ und ein freier endlich erzeugter k-Modul M ist die
Spur tr = try : Endy M — k definiert als die Verkniipfung von kanonischen
Homomorphismen

266



Wir konnen diese Spur berechnen als die Summe der Diagonaleintrige einer dar-
stellenden Matrix in Bezug auf eine und jede Basis von M.

8.5.2 (Spur auf projektivem Modul). Die vorhergehende Definition bleibt sinn-
voll fiir einen Kring £ und einen projektiven endlich erzeugten k-Modul M und
liefert auch dann eine Spur tr : Endy M — k.

8.5.3 (Spur und Erweiterung der Skalare). Die Spur ist vertrdglich mit der Er-
weiterung von Skalaren. Ist genauer ¢ : £ — K ein Kringhomomorphismus
und M ein freier oder allgemeiner projektiver endlich erzeugter k-Modul und
f € Endy M ein Endomorphismus und id ®f € Endg (K ®; M) der entspre-
chend erweiterte Endomorphismus, so gilt die Identitit

p(tri(f)) = trre(id @y f)

8.5.4 (Spur nilpotenter Endomorphismen). Jeder nilpotente Endomorphismus
hat nilpotente Spur. Um das einzusehen, mag man beachten, da3 wir nach 4.5.6
nur zu zeigen brauchen, daf3 die Spur eines nilpotenten Endomorphismus in jedem
Primideal liegt. Mit Erweiterung der Skalare kdnnen wir uns so erst auf den Fall
eines Integrititsbereichs und dann auf den Fall eines Korpers zuriickziehen, und
in letzterem Fall folgt es aus Ubung [LLA1] 2.6.15. Ich hiitte gerne ein vergleichbar
elementares Argument, das nicht via 4.5.6 auf dem Zorn’schen Lemma beruht.

8.5.5 (Spur eines Kommutators). Gegeben freie oder allgemeiner projektive
endlich erzeugte Moduln M, N iiber einem Kring £ und Homomorphismen f :
M — Nundg: N — M gilt

tr(fg) = tr(gf)

Im Fall freier Moduln priift man das leicht in Matrizen. Im allgemeinen notiert
man M* = Homy (M, k) und die Behauptung folgt aus der Kommutativitit des
Diagramms

N ® N*
MM QN ® N : >
M® M*
mit den durch Evalutionen gegebenen Morphismen.

Definition 8.5.6. Gegeben ein Kring £ und eine modulendliche k-Algebra A, die
frei oder allgemeiner projektiv ist als k-Modul, erhalten wir wie in [NAS] 3.6.8
mit 8.5.1 eine k-lineare Abbildung
Tr=Tr,: A — k
a — tr((a): A— A)
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und konnen so die k-bilineare Abbildung Ax A — k, (a,b) — Tr(ab) = tr((ab)-)
betrachten. Sie heifit auch in dieser Allgemeinheit die Spurform. Wieder gilt
(a,b) = (b,a) und (ax,b) = (a,zb) fur alle a, b, x € A.

Satz 8.5.7 (Endliche étale Uberlangerungen eines Korpers). Seien k ein Korper
und A eine modulendliche k-Kringalgebra. Genau dann ist A ein Produkt von se-
parablen Korpererweiterungen von k, wenn die Spurform nicht ausgeartet ist.

Vorschau 8.5.8. Ein Kringhomomorphismus £ — A heif3t allgemein modulend-
lich étale oder auch eine endliche étale Uberlagerung, wenn A ein endlich er-
zeugter projektiver k-Modul ist und die Spurform (a, b) — Try(ab) einen Isomor-
phismus A = Homy (A, k) induziert.

Beweis. Jedes nilpotente Element von A liegt nach 8.5.4 im Radikal der Spur-
form. Wenn sie nicht ausgeartet ist, besitzt demnach A keine nilpotenten Elemente
und mit 5.16.6 folgt, dal A ein Produkt von Korpern ist, die nach dem Separabili-
tatskriterium 8.3.8 alle iiber £ separabel sind. Die andere Implikation folgt sofort
aus der anderen Implikation in 8.3.8. [

8.5.9. In Charakteristik Null ist unser Satz auch eine direkte Konsequenz des
Spurkriteriums fiir Halbeinfachkeit [NAS] 3.6.14, das sogar fiir nicht notwendig
kommutative k-Ringalgebren gilt.

Definition 8.5.10. Gegeben ein Kring k£ und eine k-Kringalgebra A, die frei von
endlichem Rang oder zumindest endlich erzeugt und projektiv ist als k-Modul,
vereinbaren wir fiir a4, ..., a, € A die Notation

Disa/k(as,...,a,) = Dis(a1, ..., a,) = det(Tr(a;a;)} )

ij=1
Wir nennen dieses Element die Diskriminante der Elemente a4, ..., a,.

8.5.11. Gegeben ein Korper k£ und eine modulendliche k-Kringalgebra A ist of-
fensichtlich die Spurform von A genau dann nicht ausgeartet, wenn fiir eine und
jede k-Basis aq, . .., a, von A gilt

Dis(aq,...,a,) #0

8.5.12. Seien k£ ein Kring und A eine freie modulendliche k-Kringalgebra. Liegen
Elemente by, ...,b, € Aim k-Spann von weiteren Elementen a4, ..., a, € A, so
gilt offensichtlich Dis(by, ..., b,) = ¢* Dis(ay, . .., a,) fir ein ¢ € k. Fiir je zwei
k-Basen von A unterscheiden sich insbesondere diese Elemente hochstens um die
Multiplikation mit dem Quadrat einer Einheit c € £*.
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8.5.13. Seien k ein Kring und A eine freie oder zumindest projektive modul-
endliche k-Kringalgebra. Gegeben ein Kringhomomorphismus ¢ : £ — K und
a,...,a, € A gilt offensichtlich

¢ : Disasi(ar, ... an) = Disag, k(a1 ®1,...,a, ®1)

8.5.14. Gegeben ein Kring £k und eine k-Algebra A, die frei ist von endlichem
Rang n oder modulendlich und projektiv als k-Modul mit demselben Rang n nach
Lokalisierung an jedem Primideal von k nennen wir das von allen Dis(ay, . .., a,)
mit ay, ..., a, € A erzeugte Ideal von % das Diskriminantenideal Dis 4/, von A.
Nach dem Vorhergehenden gilt fiir ein maximales Ideal m € Max A genau dann
m D Disy/, wenn die Spurform der A/m-Kringalgebra A/mA ausgeartet ist.

Satz 8.5.15 (Diskriminantenideal und Diskriminante). Gegeben k ein Kring
und P € k[T) ein normiertes Polynom stimmt fiir A := k[T|/(P) unser Ele-
ment Dis(1, T,... ,T”fl) aus 8.5.10 bis auf ein Vorzeichen iiberein mit der Dis-
kriminante des Polynoms P im Sinne von [AL] 6.2.9.14. Insbesondere wird das
Diskriminantenideal von A/k erzeugt von der Diskriminante des Polynoms P.

Beweis. Da beide Seiten mit Erweiterungen von £ vertauschen, diirfen wir oh-
ne Beschriankung annehmen, £ sei der Ring der symmetrischen Funktionen k :=
Z['¢h, ..., Ca)5. Bekanntlich gilt k = Z['sy,...,s,] fiir die s; € k, die durch
die Identitit P(T) := T" + 17" '+ ...+ s, = (T + &) ... (T + () in
Z['(1, ..., Cal[T] gegeben werden. Ich behaupte, daB fiir A := k[T]/(P) in der
Notation aus 8.5.10 gilt

Dis(L,T,..., T"") = (=1)" 2T (¢ — ¢)
i#]

Man zeigt das wie ??. Die linke Seite ist per definitionem ein Element von k. Un-
ter der Skalarerweiterung ®7Q wird die linke Seite ein symmetrisches Polynom
in den (; mit rationalen Koeffizienten. Dies Polynom hat dort Nullstellen, wo P
mehrfache Nullstellen hat, da dort A = k[T'|/(P) zu einem Ring von Null ver-
schiedenen nilpotenten Elementen spezialisiert. Wie in [AL] 6.3.9.30 folgt, daf}
die rechte Seite nach Ubergang zu Q-Koeffizienten die linke Seite teilt. Mit Grad-
betrachtungen und dem Vergleich von Leitkoeffizienten zeigen wir nun auch noch
die Gleichheit bis auf Vorzeichen. Die Z-Graduierung auf Z['(y, ..., (,][T], in
der alle (; ebenso wie 7' den Grad Eins haben, induziert eine Z-Graduierung auf
k[T], in der P homogen ist vom Grad n und die Multiplikation mit 7" homogen
vom Grad Eins. Die Leibnizformel zeigt dann, daB Dis(1, T,... ,T”‘l) homogen
ist vom Grad n(n — 1), so dal unsere Behauptung bis auf einen Faktor aus Q
schon mal richtig sein muf3. Um besagten Faktor zu bestimmen, wihlen wir eine
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primitive n-te Einheitswurzel ¢ und spezialisieren zu ¢; = —(*. Dann speziali-
siert die rechte Seite nach einer bereits in [AL] 6.3.9.30 ausgefiihrten Rechnung
zu (—1)""!n™, auf der linken Seite dahingegen ergibt sich P = T" — 1 sowie
Tr(T%) = n falls nJa und Null sonst. Damit folgt durch elementare Rechnung
Dis(1,T,...,T" ) = n"(=1)""}(—1)""=Y/2_ Der Vergleich dieser Resultate
zeigt die Behauptung. [

Erginzung 8.5.16. Gegeben ein Kringhomomorphismus & — A erinnere ich an
den Modul der relativen Differentiale €2 4 ;.. Nach [AAG] 3.4.29 liefert fiir & einen
Kring und P € k[T ein Polynom und A = k[T]/(P) den Quotienten nach P das
Multiplizieren mit d7" einen Isomorphismus von A-Moduln

KIT]/(P,PY) = Qap

Es scheint recht klar, dal das Diskriminantenideal eng mit diesem Modul ver-
wandt ist. Ich erwarte, dal es genau das Quadrat des Annullatorideals von {24 ;.
ist.

Korollar 8.5.17 (Diskriminatenideal und Verzweigung). Sei A C B eine mo-
dulendliche Erweiterung von Dedekindringen. Die maximalen Ideale m € Max A
mit m mit m D Disp,4 sind genau die Stellen, iiber denen es ein n € Max B
gibt, das entweder echt verzweigt, in Formeln d(B,/Aw) > 1, oder fiir das B/n
inseparabel ist iiber A/m.

8.5.18. Sowohl im Fall von Ganzheitsringen von Zahlkorpern als auch im geome-
trischen Fall sind also die maximalen Ideale {iber dem Diskriminatenideal genau
die Verzweigungsstellen, da in beiden Fillen A/m vollkommen ist und keine in-
separablen Erweiterungen besitzt.

Ubungen

Ubung 8.5.19. Sei d € Z\{0, 1} ohne mehrfache Primfaktoren. Aus 8.2.10 erin-
nern wir die Beschreibung der Ganzheitsringe

Z+7Vd d¢1+4Z,
Oqva) =

Z+Z((1+Vd)/2) del+4Z.

Die Minimalpolynome von v/d bezihungsweise (1 + v/d)/2 sind T? — d bezie-
hungsweise T2 — T + (1 — d) /4. Die Diskriminante dieser Polynome erzeugt das
Diskriminantenideal und ergibt sich mit [AL] ?? zu 4d beziehungsweise d. Im
ersten Fall verzweigen also die Zwei und alle Primteiler von d, im zweiten Fall
nur die Primteiler von d.
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8.6 Glatte projektive Kurven®

8.6.1. Eine dqui-eindimensionale k-Varietét heift eine Kurve und eine dqui-ein-
dimensionale k-Privarietit eine Prikurve Insbesondere verstehen wir eine Kur-
ve stets liber einem algebraisch abgeschlossenen Grundkorper. Eine projektive
Kurve ist eine Kurve, fiir die eine abgeschlossene Einbettung in einen projek-
tiven Raum Pk existiert. Ich betone, dal wir die Einbettung hier nicht als Teil
des Datums sehen, daf} projektive Kurven also durchaus auch dann isomorph sein
konnen, wenn sie in verschiedenen P"k und Pk liegen.

Satz 8.6.2 (Korper und ihre Kurven). Gegeben k = k ein algebraisch abge-
schlossener Korper liefert das Bilden des Korpers der rationalen Funktionen eine
Aquivalenz von Kategorien

opp

Glatte irreduzible Korperendliche
projektive Kurven iiber k, — Korpererweiterungen von k
nichtkonstante Morphismen vom Transzendenzgrad Eins

X > M(X)

Ergdnzung 8.6.3. Mir gefillt die alternative Formulierung noch besser, bei der
links die Kategorie aller glatten irreduziblen ,,vollstindigen* Kurven steht. Eine
Varietit ist per definitionem ,,vollstindig®, wenn ihre Projektion auf einen Punkt
eigentlich ist im Sinne von 6.4.43. Der Beweis bleibt fast derselbe, man muf} nur
am Ende statt mit 8.6.11 mit [AAG] 4.4.8 argumentieren.

Beweis. Wir bezeichnen die Kategorie aller korperendlichen Korpererweiterun-
gen von k vom Transzendenzgrad Eins mit .. Wir bezeichnen die Kategorie
aller glatten irreduziblen projektiven Kurven iiber £ mit £< und die Kategorie
aller glatten eindimensionalen irreduziblen Privarietiten iiber k£ mit &, jeweils
mit nichtkonstanten Morphismen von Prévarietéiten als Morphismen. Der Satz be-
hauptet, daB der Funktor M : & — .7 °PP eine Aquivalenz von Kategorien

M : EDP = TP

induziert. Um das zu zeigen, konstruieren wir einen quasiinversen Funktor 3. Das
hinwiederum geschieht in mehreren Schritten.

8.6.4 (Konstruktion der Mochte-Gern-Kurve B(K') als Menge). Ich erinnere
an den Begriff einer diskreten Bewertung 8.1.2 eines Korpers. Gegeben eine end-
lich erzeugte Korpererweiterung K /k vom Transzendenzgrad Eins betrachten wir
die Menge

B=B(K):={v: K — ZU{oo} | vistdiskrete Bewertung}
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Gegeben ein Homomorphismus K < L von endlich erzeugten Korpererweite-
rungen von k& vom Transzendenzgrad Eins und eine diskrete Bewertung v : L —
Z 1 {oo} gilt v(K*) # 0 nach 8.1.18. Folglich existieren eine wohlbestimmte
diskrete Bewertung w : K — Z Ll {oo} und ein wohlbestimmtes d € N., mit
V| = dw und die Vorschrift v — w liefert eine Abbildung B(L) — B(K). Man
erkennt ohne weitere Schwierigkeiten, da3 wir so einen Mengenfunktor konstru-
iert haben.

8.6.5 (Konstruktion einer Transformation can : Vergil = B o M). Bezeich-
ne VergiB : & — Ens den offensichtlichen Funktor, der jeder Privarietit die
zugrundeliegende Menge zuordnet. Ist X eine irreduzible glatte eindimensiona-
le Prévarietét iiber k, so erhalten wir nach 8.1.12 eine kanonische Abbildung
cany : X — B(M(X)), indem wir jedem Punkt z € X die durch die Null- bezie-
hungsweise Polstellenordnung bei = gegebene Bewertung v,, : M(X) — ZL{oo}
zuordnen. Es ist leicht zu sehen, daf} diese kanonischen Abbildungen eine Trans-
formation von Funktoren can : Vergif = B o M bilden.

8.6.6 (Uberdeckung von B(K) durch Maximalspektren). Wir zeigen, daf fiir
jede Korpererweiterung K € .7 und jede Bewertung v € B(K) ein iiber k ring-
endlicher Dedekindring A C K mit K = {a/b | a,b € A,b # 0} existiert derart,
daB v im Bild der kanonischen Injektion

can : Max A — B(K)

aus 8.2.7 liegt und daBl das Komplement des Bildes dieser Einbettung endlich
ist. Machen wir uns an die Arbeit. Wir finden sicher f € K\k mit v(f) > 0.
Nach 8.1.19 gibt es auf einem algebraisch abgeschlossenen Korper keine diskrete
Bewertung, folglich haben wir v(k*) = 0. Der Bewertungsring o,, unserer Bewer-
tung v muB demnach k[f] und dann auch seinen ganzen AbschluB A C K um-
fassen. Der Quotientenkorper Quot A dieses ganzen Abschlusses muf3 nach 5.9.6
aber als Teilkorper von K mit dem ganzen Abschlufl des Quotientenkdrpers von
k[f] in K zusammenfallen und folglich gilt K = {a/b | a,b € A,b # 0}. Nach
8.3.11 ist A ringendlich iiber k, also noethersch, und nach 5.4.13 gilt kdim A =
trgr, (Quot A) = 1. Ganz abgeschlossen ist A nach Konstruktion eh, folglich ist
A ein Dedekindring und unsere kanonische Abbildung ist nach 8.2.7 eine Inklu-
sion can : Max A — B(K) und ihr Bild besteht aus allen Bewertungen v mit
v(f) > 0. Wir folgern, daB} es nur endlich viele Bewertungen v mit v(f) > 0 ge-
ben kann, denn wegen f # 0 gibt es nur endlich viele maximale Ideale in A iiber f
alias Nullstellen von f auf Max A. Das gilt nun aber mit derselben Argumentation
fiir jedes Element f € K\ k. Insbesondere ist das Komplement des Bildes unserer
Einbettung endlich, besteht es doch aus allen Bewertungen v mit v(f) < 0 alias
v(f~') > 0. Im iibrigen zeigen unsere Argumente auch, daB B(K) unendlich ist,
denn die eindimensionale irreduzible Varietidt Max A ist bereits unendlich.
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8.6.7 (Die Mochte-Gern-Kurve 5(K) als topologischer Raum). Gegeben K €
7 versehen wir B(K') mit der koendlichen Topologie. Abgeschlossen sind also
nur ganz B(K) und seine endlichen Teilmengen. Da B(K’) unendlich ist, ist es
dann irreduzibel als topologischer Raum. Fiir jedes X € & ist weiter can : X —
B(M(X)) stetig, denn diese Abbildung hat endliche Fasern, sie ist ja fiir X affin
sogar eine Injektion nach 8.2.7. Ist weiter K — L ein Homomorphismus von
Korpererweiterungen, so hat die induzierte Abbildung B(L) — B(K) endliche
Fasern und ist mithin stetig: In der Tat gibt es fiir v € B(K ) nach dem vorherge-
henden Punkt 8.6.6 einen iiber k£ ringendlichen Dedekindring A C K mit K als
Quotientenkorper und mit v im Bild von Max A < B(K). Der ganze Abschluf}
B von Ain L ist dann nach 8.3.11 auch ein iiber £ ringendlicher Dedekindring mit
B C L mit L als Quotientenkorper, und jede Bewertung von L, die auf A nicht-
negativ ist, ist auch auf B nichtnegativ, weil B ganz ist tiber A. Im kommutativen
Diagramm
Max B — B(L)

\ \
Max A — B(K)

induziert also die obere Horizontale Bijektionen zwischen der Faser iiber einem
Punkt und der Faser iiber seinem Bild. Die Fasern links sind aber endlich nach
5.2.12.

8.6.8 (Die Mochte-Gern-Kurve 5(K) als Privarietiit iiber k). Gegeben K €
Jund v € X = Xi = B(K) eine diskrete Bewertung und K D o0, D m,
der zugehorige diskrete Bewertungsring mit seinem maximalem Ideal liefert nach
8.6.6 die Einbettung des Grundkorpers einen Isomorphismus k& — o,,/m,. Gege-
ben U @ X erkldren wir nun den Teilring

Ox(U) C Ens(U, k)

als die Menge aller Abbildungen f : U — Kk, fiir die ein @ € K existiert derart,
daB fir alle v € U gilt v(a) > 0 und f(v) — a unter unserem Isomorphis-
mus k& = o0,/m,. Gegeben ein iiber k ringendlicher Dedekindring A C K mit
QuotA = K und Max A = U unter der kanonischen Einbettung induziert dann
das Zuriickholen von Funktionen vermittels der kanonischen Einbettung

MaxA S U o X

einen Isomorphismus Ox(U) — A, wie man aus der Beschreibung 6.4.41 von
Definitionsbereichen rationaler Funktionen in Termen lokaler Ringe folgert. Fiir
U # () kommt also jedes f € Ox(U) von genau einem Element ¢ € K her.
Wir sehen so, daB die Ox (U) unser X zu einem k-geringten Raum machen. Wei-
ter sehen wir, daf} unsere Einbettungen Max A — X offene Einbettungen von
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k-geringten Rdumen sind, so dal X sogar eine Privarietit {iber k£ ist. Das Dia-
gramm am Ende von 8.6.7 zeigt, da} fiir jeden Homomorphismus von Korperer-
weiterungen K — L die induzierte Abbildung B(L) — B(K) ein Morphismus
von k-geringten Rdumen ist, und aus dem affinen Fall leitet man leicht ab, daf fiir
alle X € & unsere kanonische Abbildung ein Morphismus can : X — B(M (X))
von k-geringten Raumen ist. Umgekehrt erhalten wir natiirliche Isomorphismen
M(B(K)) = K, indem wir fir U @ B(K) = X nichtleer jedem f € Ox(U)
das eindeutig bestimmte ¢ € K zuordnen, von dem es herkommt.

8.6.9 (Die Kurve B(K) ist eine projektive k-Varietit). Wir finden nach dem
Vorhergehenden eine endliche offene Uberdeckung X := B(K) = JI_, Y; durch
irreduzible affine glatte Kurven. Seien Y; deren projektive Abschliisse. Nach 8.6.11
14Bt sich Y; < Y; eindeutig zu ¢; : X — Y; fortsetzen. Nun betrachte man den
durch die p; gegebenen Morphismus

— ﬁ}_fz
=1

und setze Y = m Wenn wir zeigen konnen, dafl unser ¢ einen Isomorphis-
mus X = Y induziert, sind wir fertig, denn Produkte projektiver Varietiten sind
projektiv nach 6.5.23. Mit X ist auch Y irreduzibel. Weiter ist ¢ birational, in-
duziert also einen Isomorphismus M(Y) = M(X). Ich behaupte, dal dieser
Isomorphismus fiir alle # € X Isomorphismen Oy z(,) — Ox, induziert. In der
Tat liegt jedes x € X in einem der Y; und wir haben ein kommutatives Diagramm

/\
\/

Da darin das Zuriickholen ldngs aller Pfeile Injektionen auf den lokalen Ringen
bei x induziert und das Zuriickholen lings Y; < Y; eine Bijektion, muB das Zu-
riickholen lidngs aller Pfeile Bijektionen auf den lokalen Ringen bei « liefern. Jetzt
zeigen wir, dal ¢ surjektiv ist. Jedes y € Y hat ja eine offene affine Umgebung
V' @ Y. Die Einbettung O(V) < O(V)~ von O(V) in seinen ganzen Abschluf3
entspricht einer Surjektion Max O(V)~ — Max O(V), unter der unser y € Y
ein Urbild haben mufl. Wir sehen mit 8.2.7, dal dies Urbild einer Bewertung
v € X = B(K) entspricht mit v(Oy,) C [0,00]. Wir hitten dann aber nach
Konstruktion
Ov.ew) 2 Ovy
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und daraus folgt y = ¢(v): In der Tat folgt ja fiir je zwei Punkte p, ¢ einer irre-
duziblen Varietit Y, die in einer gemeinsamen offenen affinen Teilmenge liegen,
aus der Inklusion Oy, D Oy, von Teilmengen von M(Y') bereits p = ¢. Je
zwel Punkte, ja endlich viele beliebig vorgegebene Punkte einer projektiven Va-
rietit liegen stets in einer gemeinsamen offenen affinen Teilmenge, da wir ja zu
endlich vielen Ursprungsgeraden in einem Vektoraum iiber einem unendlichen
Korper stets eine Hyperebene finden, die keine von ithnen umfalit. Da ¢ eh injek-
tiv ist, muBl ¢ : X — Y bijektiv sein. Da aber ¢ Isomorphismen auf den lokalen
Ringen induziert, und da stets gilt O(U) = (), Ox,»» muBl damit ¢ schon ein
Isomorphismus sein.

8.6.10 (Fiir X € &2 haben wir can : X = B(M(X))). Es bleibt zu zeigen,
daB fiir jede glatte projektive Kurve X die kanonische Abbildung einen Isomor-
phismus X = B(M(X)) liefert. Wir wissen bereits, daf fiir jede nichtleere of-
fene affine Teilmenge VV @ X die kanonische Abbildung eine offene Einbettung
V = U © B(M(X)) liefert. Deren Inverse U — V' 146t sich nun aber nach
8.6.11 auf genau eine Weise zu einem Morphismus B(M (X)) — X fortsetzen,
der dann offensichtlich invers sein muf} zu unserer kanonischen Abbildung.

Bis auf die Aussage 8.6.11, deren Beweis gleich nachgeholt wird, beendet das den
Beweis von Satz 8.6.2 iiber Korper und ihre Kurven. 0

Satz 8.6.11 (Morphismen glatter Kurven in projektive Riume). Sei X eine
Kurve oder allgemeiner Préikurve und p € X ein reguldrer Punkt. So ldft sich je-
der Morphismus ¢ : X\p — P"k zu einem Morphismus @ : X — P"k fortsetzen.

8.6.12. Das gilt mit demselben Beweis genauso, wenn X eine eindimensionale
und dquidimensionale Varietit ist mit O , regulér. Die Eindeutigkeit der Fortset-
zung folgt hierbei ohne alle Voraussetzungen aus 6.4.6. Dal} die Definitionsliicke p
ein reguldrer Punkt von X ist, ist wesentlich fiir die Existenz: Sonst konnte man ja
eine Einbettung einer affinen Kurve Z C P"k betrachten und X konstruieren, in-
dem man zwei Punkte von Z wie in 6.3.13 verklebt zu einem Punkt p von X . Dann
kann das mit dem Fortsetzen natiirlich nicht mehr funktionieren. In [AAG] 4.4.8
zeigen wir dieselbe Aussage allgemeiner fiir Morphismen in eine ,,vollstindige*
Varietit.

Ergdnzung 8.6.13. Fiir hoherdimensionales X stimmt die analoge Aussage nicht
mehr: Man betrachte etwa die Abbildung C?\0 — C? x P!C gegeben durch
v+~ (v, (v)). Sie kann nicht iiber den Ursprung zu einem Morphismus P>C x P'1C
fortgesetzt werden.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei X irreduzibel. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf das Bild von ¢ in keiner der
Hyperflichen x; = 0 enthalten ist, fiir 0 < ¢ < n, da wir sonst mit Induktion iiber
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n argumentieren kdnnten. Die Funktionen (z;/xz;) o ¢ € O(p~{x; # 0}) defi-
nieren also rationale Funktionen ¢;; € M(X) auf X. Setzen wir v,(p;0) = 74,
so gilt v,(p;;) = r; — r; fiir alle 4, j. Ist 7o minimal unter den r;, was wir oh-
ne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen diirfen, so gilt v,(y;0) > 0 fiir
alle i. Jetzt erkldren wir @(p) als den Punkt @(p) = (poo(p), - - -, ¥no(p)). Nach
Konstruktion ist klar, daf} diese Abbildung ¢ : X — P"k ein Morphismus ist. []

Ubungen

Ubung 8.6.14. Man zeige, daB fiir jede glatte eindimensionale irreduzible Varietit
X iiber £, in der Notation von eben also jedes Objekt X € &, und jede korperend-
liche Korpererweiterung K /k vom Transzendenzgrad Eins, in der Notation von
eben also jedes Objekt K € .7, das Bilden der rationalen Funktionen im Verein
mit unserer kanonischen Bijektion X' = M (B(K)) eine Bijektion

Var™(X, B(K)) = Kring"(K, M(X))

zwischen nichtkonstanten Morphismen und Morphismen von Korpererweiterun-
gen induziert. In kategorientheoretischer Sprache ist der Funktor M : & — .7 °PP
also ,,linksadjungiert zu unserem Funktor B : .7 °PP — &,

Ubung 8.6.15. Man zeige, daB fiir jede glatte eindimensionale irreduzible sepa-
rierte Varietdt X iiber £ die natiirliche Abbildung aus 8.6.5 eine offene Einbettung
cany : X < B(M(X)) von Varietiten ist. Man nennt B(M (X)) die Komplet-
tierung oder Vervollstindigung von X . Jede glatte eindimensionale irreduzible
separierte Varietdt X iiber k entsteht also aus ihrer Vervollstindigung durch das
Weglassen von endlich vielen Punkten.
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9 Invariantentheorie*®

9.1 Affinitit von Varietiten und Morphismen

Proposition 9.1.1 (Affinititskriterium). Eine Prdivarietit X ist eine affine Va-
rietit genau dann, wenn es Elemente [, ..., f, € O(X) gibt, die als Ideal ganz
O(X) erzeugen und so, daf3 U; = {x € X | fi(x) # 0} jeweils eine affine
Varietdit ist.

Beweis. Sei k = k unser algebraisch abgeschlossener Grundkorper. Ich behaupte
zunichst, daB O(X) ringendlich ist iber k. Seien dazu g;; Erzeuger des k-Krings
O(U;). Fur hinreichend groBes n lassen sich alle f/"g;; nach 6.4.28 durch Null
regulédr auf X fortsetzen und ich will genauer zeigen, daf3 diese Fortsetzungen zu-
sammen mit den f; ganz O(X) als k-Kring erzeugen. Nun kann fiir jede Funktion
h € O(X) ihre Einschrinkung auf U; als Polynom in den g;; dargestellt werden.
Fiir hinreichend groBes m > 0 kann damit auch f;"h als Funktion auf ganz X
dargestellt werden als Polynom in f; mitsamt den durch Null fortgesetzten f"g;;.
Da die f/" fiir beliebiges m > 0 als Ideal ganz O(X) erzeugen, folgt die Be-
hauptung. Jetzt betrachten wir den Morphismus X — Max O(X) nach 6.3.18,
der jedem Punkt sein Verschwindungsideal zuordnet. Fiir alle f € O(X) ist dann
Xy = {f # 0} das Urbild der offenen Teilmenge Max(O(X)y). Ist speziell X
affin, so zeigt unser Isomorphismus O(X ) = O(Xy) aus 6.4.28, dafl unser Mor-
phismus X — Max O(X) einen Isomorphismus X; = (Max O(X)) induziert.
Gibtes also fi, ..., f. derart, daB die U; = { f; # 0} affin sind und X iiberdecken,
so folgt, dal unsere Abbildung bereits selbst ein Isomorphismus X — Max O(X)
sein mub. 0

Definition 9.1.2. Ein Morphismus von Privarietiten heif3t affin, wenn das Urbild
jeder affinen offenen Teilmenge wieder affin ist.

9.1.3. Unsere Erkenntnis 6.4.7 besagt, in dieser Terminologie ausgedriickt, daf3
jeder Morphismus von einer affinen Varietit in eine Varietét affin ist. Die Sepa-
riertheitsbedingung an letztere Varietit ist hier wesentlich: Betrachten wir fiir die
,hichtseparierte Ebene mit verdoppeltem Ursprung® X die beiden offenen Ein-
bettungen k% < X, deren Bilder sie iiberdecken, so ist das Urbild unter der einen
vom Bild der anderen nicht affin.

Ubungen

Ubung 9.1.4. Sei p : X — Y ein Morphismus von Priivarietiten. Man zeige: Ist
Y affin und gibt es eine Uberdeckung von Y durch offene affine Teilmengen V;
mit affinen Urbildern ¢ ~*(V;), so ist auch X affin. Hinweis: 9.1.1.
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Ubung 9.1.5. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von Privarietiten. Besitzt Y
eine Uberdeckung durch offene affine Untervarietiten mit affinen Urbildern, so
ist ¢ ein affiner Morphismus. Hinweis: In 9.1.4 haben Sie das fiir Y affin bereits
gezeigt. Fiir den allgemeinen Fall nehme man 6.4.29 zu Hilfe.

Ubung 9.1.6. Jede abgeschlossene Einbettung von Priivarietiten ist affin. Hinweis:
9.15.

Ubung 9.1.7. Ist ¢ : X — Y ein affiner Morphismus von Privarietiten und Z &
Y eine abgeschlossene Teilmenge, so ist fiir die jeweils induzierten Strukturen
auch ¢ : o~ 1(Z) — Z ein affiner Morphismus.

Ergiinzende Ubung 9.1.8. Ich wiite gerne, ob gegeben affine algebraische Grup-
pen G D H D K der offensichtliche Morphismus G/K — G/H affin ist, wenn
H/K affin ist.

Ubung 9.1.9. Ein Morphismus ¢ : X — Y von Privarietiten heift endlich oder
bei uns auch modulendlich, wenn er affin ist und wenn fiir alle affinen VV @ Y der
Ring O(¢~!(V)) modulendlich ist iiber O(V'). Man zeige, daB das bereits fiir alle
affinen V' @ Y folgt, wenn wir es nur fiir die Teilmengen einer Uberdeckung von
Y durch offene affine Teilmengen fordern. Hinweis: 9.1.5. Man zeige, da3 jeder
endliche Morphismus eigentlich ist. Hinweis: Geometrie ganzer Kringerweiterun-
gen 5.2.10.

9.2 Quotienten nach endlichen Gruppen

9.2.1. Einen Morphismus von k-Privarietiten nennen wir offenfinal, wenn er als
Morphismus von k-geringten Rdumen offen und final ist. Besonders oft werden
wir es mit Morphismen von Privarietiten zu tun haben, die produktfest offen-
final sind, also produktfest offen und produktfest final. Hier fordern wir nur die
Stabilitit dieser Eigenschaften mit Produkten in der Kategorie der Préavarietiten.

9.2.2. Es reicht zu priifen, dal unsere Eigenschaft unter dem Produkt mit der
Identitiit auf jeder affinen Varietiit Z stabil ist: In der Tat sind die Eigenschaften
,,offen* und ,.final* nach 6.2.29 beide lokal in der Basis.

Beispiele 9.2.3. Die Projektion eines Produkts von Prévarietiten auf einen der
Faktoren ist produktfest offenfinal, wenn der andere Faktor nicht leer ist, ver-
gleiche 6.4.31. Insbesondere ist der konstante Morphismus von einer beliebigen
nichtleeren Privarietit auf einen Punkt stets produktfest offenfinal.

Definition 9.2.4. Gegeben W\ X ein k-geringter Raum mit der Operation einer
Gruppe verstehen wir den Bahnenraum X /W stets mit seiner finalen Struktur
eines k-geringten Raums beziiglich der kanonischen Abbildung X — X /W.
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Satz 9.2.5 (Quotienten affiner Varietiten nach endlichen Gruppen). Operiert
eine endliche Gruppe W auf einer affinen Varietit X, so ist der Bahnenraum
X /W auch eine affine Varietiit und der Quotientenmorphismus ist produktfest of-
fenfinal und endlich.

Beweis. Wir wissen bereits aus 5.6.4, dal der Bahnenraum X /W mit den re-
gulidren Funktionen O(X/W) = {f : X/W — k| focan € O(X)} zu
einer naiven affinen Varietit wird. Es bleibt zu zeigen, dall die Abbildung zwi-
schen den zugehorigen Varietdten final, ja sogar produktfest offenfinal ist. Nach
unseren Erkenntnissen 5.2.10 iiber die Geometrie ganzer Kringerweiterungen ist
71 X — Max(O(X)") abgeschlossen und man folgert leicht, daB X/W —
Max(O(X)") sogar ein Homdomorphismus sein muB. Sicher induziert dieser
Homo6omorphismus auch einen Isomorphismus zwischen den jeweiligen Ringen
von globalen reguldren Funktionen. Um den Satz zu zeigen, miissen wir aber noch
nachweisen, daB die finale Struktur auf X/ mit der Struktur aus der Definition
von Max(O(X)"W) iibereinstimmt. Nun, es reicht fiir jede offene Teilmenge U @
Max(O(X)V) zu zeigen, daB gilt O(U) = {f : U — k| for € O(x 1 (U))}.
Wir setzen A := O(X) und diirfen wir uns sicher auf offene Teilmengen der Ge-
stalt U = {h # 0} beschriinken mit h € A" . Unsere Behauptung verwandelt sich
so in die Behauptung, daf} die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

(A™)n = (A"

ist. Wir miissen in Worten also zeigen, dafl die Invarianten im lokalisierten Ring
mit der Lokalisierung des Invariantenrings iibereinstimmen. Das war aber gerade
Ubung 4.3.47. Die Eigenschaft produktfest offenfinal folgt dann leicht aus dem in
[LA2] 8.1.42 erwiihnten kanonischen Isomorphismus B ®; (A") & (B @, A)W
angewandt auf B = O(Z) fiir eine weitere affine Varietit Z und A = O(X). O

Korollar 9.2.6 (Quotienten nach endlichen Gruppen). Operiert eine endliche
Gruppe W auf einer Privarietit X und besitzt X eine Uberdeckung durch unter
W stabile offene affine Untervarietiiten, so ist der Bahnenraum X /W auch eine
Privarietdt und die Quotientenabbildung ist endlich und produktfest offenfinal.
Ist hier X sogar eine Varietdt, so auch X /W.

9.2.7 (Quotienten nach endlichen Gruppen im quasiprojektiven Fall). Fiir je-
de quasiprojektive Varietidt X mit einer Operation einer endlichen Gruppe W ist
unsere Bedingung aus 9.2.6 erfiillt und X /¥ ist wieder eine separierte Varietit. In
der Tat gibt es fiir jede endliche Teilmenge eines P" mit n > 1 nach [AL] 6.3.10.1
eine Hyperebene, die unsere endliche Teilmenge nicht trifft. Wenden wir das auf
eine Bahn an, so konnen wir uns in den Fall einer quasiaffinen Varietit retten.
Nach 3.1.7 gibt es weiter fiir jede endliche Teilmenge einer quasiaffinen Varietit
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eine offene affine Teilmenge, die sie umfalit. Insbesondere gilt das fiir jede Bahn.
Nach 6.4.7 ist dann auch der Schnitt dieser offenen affinen Teilmengen affin und
das Korollar 9.2.6 darf angewendet werden.

Beweis. Das einzige Problem ist der Beweis der letzten Aussage. Man kann sie
aus 6.4.43 folgern. Will man den Begriff der Eigentlichkeit vermeiden, kann man
bemerken, daf3 die Verkniipfung

XxX—=>X/WxX—-X/WxX/W

auch selbst produktfest offenfinal und insbesondere offen ist. Da nun das Urbild
der Diagonale unter dieser Verkniipfung offensichtlich abgeschlossen ist, muf3
auch die Diagonale in X /W x X /W selbst abgeschlossen sein. O

Proposition 9.2.8 (Erkennen von Quotientenmorphismen). Gegeben seien ein
endlicher Morphismus ¢ : X — Y von irreduziblen k-Privarietiiten und eine
Operation einer endlichen Guppe W auf X derart, daf} die Fasern gerade die
Bahnen von W sind. Ist dann 'Y normal und M(X)/ M(Y") eine Galoiserweite-
rung und die offensichtliche Abildung eine Surjektion von W auf'ihre Galoisgrup-
pe, so induziert  einen Isomorphismus X /W =Y von k-geringten Riumen.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir Y = Max A affin an-
nehmen. Ist ganz allgemein A ein normaler kommutativer Integrititsbereich und
L/ Quot(A) eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe I' und B der ganze Ab-
schluB B C L von A in L, so gilt offensichtlich A = B, denn B' besteht aus
tiber A ganzen Elementen von Quot(A) und umfafit A. In unserem Fall ist O(X)
modulendlich iiber A, also O(X) C B und a forteriori O(X)" = O(Y). O

Beispiel 9.2.9. Auf der Neil’schen Parabel X mit
OX)=kDkT*®kT?*® ... C k[T

erhalten wir eine Operation der zweielementigen Gruppe W durch die Vorschrift
T + —T. Der Invariantenring O(X )" = k[T?] ist derselbe wie bei der Operation
auf der Gerade durch die Vorschrift 7' — —T'. In der Situation unserer Proposition
9.2.8 kann es also durchaus passieren, da O(X) nicht der ganze Abschlufl von
O(Y) in M(X) ist. Ist aber zusitzlich auch X normal, so kann das offensichtlich
nicht passieren.

Proposition 9.2.10 (Differentialkriterium fiir Quotientenmorphismen). Sei ¢ :
X — Y ein Morphismus von affinen Varietiten und sei eine freie Operation ei-
ner endlichen Guppe W auf X gegeben derart, dafs die Fasern von ¢ gerade die
Bahnen von W sind. Ist zusdtzlich Y normal und gibt es eine offene dichte Teil-
menge U @ X mit d,p : T, X = Ty)Y fiir alle x € U, so induziert ¢ einen
Isomorphismus

X/W Y
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Beweis. Als normale Varietit ist Y die disjunkte Vereinigung seiner irreduziblen
Komponenten und wir diirfen Y irreduzibel annehmen. Jede irreduzible Kom-
ponente Z von X wird nach dem differentiellen Dominanzkriterium mit einem
dominanten Morphismus nach Y abgebildet und hat nach 5.3.15 dieselbe Dimen-
sion wie Y. Es gibt also Punkte y € Y derart, daB kein Punkt der Faser o' (y)
in mehr als einer irreduziblen Komponente von X liegt. Insbesondere operiert W
transitiv auf der Menge der irreduziblen Komponenten von X. Nun konnen wir X
durch die disjunkte Vereinigung X der irreduziblen Komponenten von X erset-
zen und wenn wir O(Y) = O(X)"W zeigen, folgt a forteriori O(Y) = O(X)W.
Dann konnen wir aber auch (X, W) ersetzen durch (Z, W) fiir eine irreduzible
Komponente Z von X und ihren Stabilisator. Ohne Beschriankung der Allgemein-
heit ist also bereits X selbst irreduzibel und die Operation von W treu. Dann ist
M(X)/M(Y) separabel nach unserem Kriterium [AAG] 3.5.13 der generischen
Bijektivitit des Differentials. Dann mufl nach [AAG] 6.10.2 diese Korpererweite-
rung den Grad |W| haben und die offensichtliche Einbettung muf einen Isomor-
phismus W 5 Gal(M(X)/M(Y)) liefern, so daB unsere Korpererweiterung
sogar Galois ist. Damit ist aber X/WW — Y birational und bijektiv und folg-
lich aufgrund der Normalitidt von Y ein Isomorphismus nach Zariski’s Hauptsatz
[AAG] 2.4.17. O

9.2.11 (Konstruktion von Quotientenmorphismen). Gegeben seien eine nor-
male irreduzible affine Varietit Y und eine endliche Galoiserweiterung L/ M(Y)
mit Galoisgruppe W. Betrachten wir dann in L den ganzen Abschlu B C L von
O(Y), so ist B nach 8.3.10 modulendlich iiber O(Y) und ein affiner k-Kring und
die Einbettung O(Y) — B induziert einen Isomorphismus O(Y) = B"Y und fiir
X := Max B einen Isomorphismus von k-geringten Rdumen X /W = Y.

Ubungen

Ubung 9.2.12. Ist ¢ : X — Y ein Morphismus von Priivarietiten und ist V eine
offene Uberdeckung von Y derart, daB die induzierten Morphismen ¢~ (V) —
V fir alle V' € V produktfest offenfinal sind, so ist auch ¢ selbst produktfest
offenfinal. Insbesondere ist fiir jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum V' die
Projektion VV\0 — PV produktfest offenfinal, da sie ja lokal in der Basis der
Projektion eines Produkts mit £* auf einen der Faktoren entspricht. Allgemeiner
ist fiir X @& P"k die Projektion C(X)\0 — X produktfest offenfinal.

Ubung 9.2.13 (Zariskitopologie des Produkts affiner Varietiiten mit P"k). Ge-
geben eine affine Varietit X betrachten wir X x P"k. Gegeben ein homogenes
Ideal I C O(X)[Ty, ..., T,] ist seine Nullstellenmenge Z(I) @& X x k™*! stabil
unter der Operation von k> nach 6.8.7. Thr Schnitt mit X x (k"*\0) ist damit
nach 9.2.12 das Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge von X x P"k, die wir
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Z*(I) oder ausfiihrlicher Z% (/) notieren. Man zeige, daf8 alle abgeschlossenen
Teilmengen Y @& X x P"k die Gestalt Y = Z%(I) haben fiir ein homogenes
Ideal 7. Man zeige weiter, daB Z% (1) = () genau dann gilt, wenn fiir hinreichend
groBes r das homogene Ideal I alle 77 enthilt.

Ubung 9.2.14. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Korper & = k und ein
endlichdimensionaler k-Vektorraum V' ist die durch die Wirkung induzierte Ab-
bildung GL(V') x PV — PV ein Morphismus von Varietiten. Hinweis: 9.2.12.

Ubung 9.2.15. Der Morphismus der leeren Varietiit zu einer beliebigen endlichen
Varietit ist offenfinal, aber nicht produktfest offenfinal. Jeder produktfest offenfi-
nale Morphismus ist surjektiv.

9.3 Allgemeines zu Bahnenriumen

Definition 9.3.1. Gegeben GG\, X ein topologischer Raum mit der Operation einer
Gruppe bezeichnen wir
X/G

mit seiner Finaltopologie als den Bahnenraum und nennen eine stetige Abbil-
dung X — Y einen Bahnenmorphismus, wenn Y isomorph ist zu X/G als
topologischer Raum unter X. Ist X ein k-geringter Raum, so denken wir uns den
Bahnenraum, wenn nichts anderes gesagt ist, stets mit seiner finalen Struktur eines
k-geringten Raums beziiglich X — X/G versehen und nennen einen Morphis-
mus X — Y in einen weiteren k-geringten Raum einen Bahnenmorphismus
X — Y, wenn Y als k-geringter Raum unter X isomorph ist zu X/G.

9.3.2. Ist im Fall der Operation G\ X einer Gruppe auf einer Privarietit der Bah-
nenraum X /G wieder eine Privarietit, so nennen wir den Bahnenraum auch die
Bahnenprivarietit und, wenn sie zusitzlich separiert ist, die Bahnenvarietiit.

9.3.3 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur ist es iiblich, unsere Bah-
nenvarietit als ,,geometrischen Quotienten‘ zu bezeichnen.

Beispiel 9.3.4. Sei k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Betrachten
wir k*\0 mit der durch ¢(x,y) = (tx,t 'y) gegebenen Operation von k*, so
erhalten wir als Bahnenraum die ,,Gerade mit verdoppeltem Ursprung®, eine nicht
separierte Pravarietiit.

Beispiel 9.3.5. Sei k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Betrachten wir
k™10 mit der durch Multiplikation gegebenen Operation von k*, so erhalten wir
den projektiven Raum P"k als Bahnenvarietit.

Beispiel 9.3.6 (Lokalitit von Bahnenmorphismen). Sei G\ X ein k-geringter
Raum mit einer Operation einer Gruppe. Gegeben ein Bahnenmorphismus 7 :
X — Y ist offensichtlich fiir jede offene Teilmenge V @ Y auch 7 : 7= 1(V) —
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V' ein Bahnenmorphismus. Ist umgekehrt 7 : X — Y ein Morphismus in einen
weiteren k-geringten Raum und ist V eine offene Uberdeckung von Y derart, daB
7 : 1w 1(V) — V ein Bahnenmorphismus ist fiir alle V' € V, so ist auch 7 selber
bereits ein Bahnenmorphismus.

Beispiele 9.3.77. Dal} der Bahnenraum eine Varietit ist, ist unter anderem bekannt
in den folgenden Fillen:

1. Im Fall der Operation einer endlichen Gruppe G auf einer durch G-stabile
offene affine Teilmengen iiberdeckten Varietit 9.2.6;

2. Im Fall einer fixpunktfreien algebraischen k*-Operation auf einer affinen
Varietit 9.4.2;

3. Im Fall der £*-Operation auf dem Komplement der £*-Fixpunktmenge in
einer affinen Varietét mit einer kontrahierenden algebraischen k> -Operation
9.5.3;

4. Im Fall einer affinen algebraischen Gruppe und der Operation durch Rechts-
translation oder Linkstranslation einer abgeschlossenen Untergruppe [AAG]
3.6.2;

5. Im Rahmen der sogenannten ,,geometrischen Invariantentheorie* konstru-
iert man weitere Beispiele im Fall der Operation einer ,,linear reduktiven
affinen algebraischen Gruppe®. Genauer zeigt man fiir die auf die offene
Teilmenge der ,,stabilen Punkte* restringierte Operation auf einer Varietit,
daBl der Bahnenraum eine Varietit ist, vergleiche 9.6.27 und 9.7.3;

6. In 9.6.30 zeigen wir, daf der Bahnenraum der offenen Menge Mat(n; k)"
der Matrizen mit einem Zentralisator kleinstmoglicher Dimension unter der
Operation durch Konjugation von GL(n; k) eine Varietiit ist.

9.3.8. In vielen dieser Fille wissen wir sogar zusitzlich, daB fiir jede Préavarietit
Y auch der Morphismus Y x X — Y x X/G ein Bahnenmorphismus ist. Ist
diese zusitzliche Eigenschaft erfiillt, so rede ich von einem produktfesten Bah-
nenmorphismus.

Ergdnzung 9.3.9. Gegeben ein affiner GG-dquivarianter Morphismus X — Y von
Varietdten derart, da} beide Bahnenrdume Varietéten sind, wiiite ich gerne, ob
auch (X/G) — (Y/G) ein affiner Morphismus sein muf.

9.4 Quotienten nach fixpunktfreien £ *-Operationen

Definition 9.4.1. Eine Operation der multiplikativen Gruppe k™ auf einer k-Pri-
varietdt X heifit algebraisch, wenn die zugehorige Abbildung £* x X — X ein
Morphismus ist.
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Proposition 9.4.2 (Quotienten nach fixpunktfreien %.*-Operationen). Gege-
ben eine affine k-Varietit X mit einer fixpunktfreien algebraischen Operation der
multiplikativen Gruppe k> gilt:

1. Der Bahnenraum X /k* mit seiner finalen Struktur ist eine affine k-Varietit
und der Bahnenmorphismus X — X /k* ist produktfest offenfinal;

2. Ist Y @& X eine abgeschlossene k*-stabile Teilmenge, so ist Y/k* —
X/k* eine abgeschlossene Einbettung.

Vorschau 9.4.3. Diese Proposition wird sich als ein Spezialfall von 9.6.27 erwei-
sen, kann jedoch mit sehr viel weniger Vorkenntnissen bewiesen werden und er-
laubt bereits die Konstruktion vieler wichtiger Verallgemeinerungen der projekti-
ven Riume im folgenden Abschnitt.

9.4.4. Wenn wir diese Proposition einmal hinnehmen, so folgt sofort, da3 der
Riickzug vermittels der Projektion die reguldren Funktionen auf der Bahnenvarie-
tit mit den £*-invarianten Funktionen auf X identifizieren muf}, in Formeln

O(X/k*) & O(X)F

Insbesondere sollte also auch O(X)*” ringendlich sein iiber k. Wir zeigen diese
Aussage sogar in noch groBerer Allgemeinheit, bevor wir dann im Anschluf} an
9.4.9 den eigentlichen Beweis der Proposition fithren. Wir beginnen mit einigen
Umformulierungen.

Proposition 9.4.5 (Graduierungen und %~ -Operationen). Wir erhalten fiir jede
affine k-Varietdiit X eine eineindeutige Entsprechung

{algebraische k> -Operationen auf X} = {Z-Graduierungen auf O(X)}

dadurch, daf$ wir der Ringalgebra O(X) die Graduierung O(X) = @, O(X)’
durch die simultanen Eigenrdume der k™ -Operation geben, in Formeln durch die

Teilriume O(X)' = {f € O(X) | f(uz) = p'f(z) Vo € X,p € k*}.

Erginzung 9.4.6. Sie mogen zur Ubung zeigen, daB man genauso eine eineindeu-
tige Entsprechung zwischen algebraischen Operationen des multiplikativen Mo-
noids k auf X und N-Graduierungen auf O(X) erhilt.

Beweis. Gegeben eine affine k-Varietit X und ein Morphismus £* x X — X,
(A, z) +— Az liefert das Zuriickholen globaler reguldrer Funktionen zusammen
mit 3.1.4 einen Homomorphismus

O(X) = Ok xX) S 0k*)20(X) S k[T, T ®0(X)
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Haben wir f +— > T" ® f;, so gilt per definitionem f(Az) = > A" f;(z). Ist unser
Morphismus eine Gruppenwirkung, so zeigt die von der Mitte aus zu entwickelnde
Gleichungskette

D O file) = f(Aw)x) = f(Apa) =D N fi(pa)

uns, daB bei festem z und p das Laurentpolynom > (u'fi(z) — fi(uz))T* un-
endlich viele Nullstellen hat und folglich alle seine Koeffizienten verschwinden
miissen. Mithin gilt f;(uz) = p'f;(x) fir alle  und z alias f; € O(X)’. Nach
Konstruktion gilt andererseits f = Y f; und wir sehen, daB unsere O(X)* ganz
O(X) als Vektorraum erzeugen. Das Argument, daB die Summe der O(X)* direkt
ist, kann dem Leser zur Ubung iiberlassen bleiben. Das Argument, dal wir so die
behauptete Bijektion erhalten, desgleichen. [

Lemma 9.4.7. Ist R ein noetherscher Z-graduierter Kring, so ist auch seine ho-
mogene Komponente R° vom Grad Null noethersch.

Beweis. Fiir jedes Ideal I C R gilt [ = (RI) N RC. O

Lemma 9.4.8. Sei S = @izo S ein nichtnegativ graduierter Kring. Ist unser
Kring S noethersch, so ist er ringendlich iiber S°.

Beweis. Sind x,, homogene Erzeuger des Ideals S”° C S, so zeigt eine Induktion
tiber den Grad schnell, daB die z, auch S als S°-Kring erzeugen. [l

Lemma 9.4.9. Sei K ein Korper. Ist A = @,_, A" ein Z-graduierter ringendli-
cher K-Kring, so ist auch A° ringendlich iiber K.

Beweis. Wir wihlen homogene Erzeuger x4, ...z, des K-Krings A und reali-
sieren A als Quotienten des Polynomrings S := K[Xi,...,X,]. Versehen wir
diesen Ring mit der (Z x Z)-Graduierung, in der die Erzeuger X, den Bigrad
(grad(z,), 1) haben, so ist der homogene Teil vom Grad Null in Bezug auf die
erste Graduierung S(**) alias der ({0} x Z)-Anteil unseres bigraduierten Rings
noethersch nach 9.4.7. Damit ist er auch ringendlich iiber /& nach 9.4.8. Nun in-
duziert jedoch unsere Surjektion S — A eine Surjektion S(®*) — A° So folgt,
daB auch A° ringendlich ist iiber K. 0

Beweis von Proposition 9.4.2. Um nun Proposition 9.4.2 iiber die Bahnenrdume
fiir fixpunktfreie £*-Operationen zu zeigen, versehen wir O(.X ) mit seiner durch
die k*-Operation induzierten Graduierung und wissen aus 9.4.9, daB O(X)? rin-
gendlich ist iiber k. Damit miissen wir im wesentlichen nur noch nachweisen,
daB der von der Einbettung O(X)° — O(X) induzierte Morphismus 7 : X —
Max O(X)° genau die k*-Bahnen von X als Fasern hat und offen und final ist.
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Fiir den Nachweis, dall 7 sogar produktfest offenfinal ist, diirfen wir dann Z affin
annehmen und brauchen nur unsere Erkenntnisse fiir O(Z) ® O(X') anzuwenden.
Jedes Ideal in O(X)" entsteht nun offensichtlich durch Herunterschneiden mit
dem von ihm erzeugten Ideal von O(X ). Damit entsteht auch jedes maximale Ide-
al von O(X)? durch Herunterschneiden aus einem maximalen Ideal von O(X),
als da heilit, 7 ist surjektiv. Offensichtlich ist 7 auch konstant auf £*-Bahnen.
Fiir eine k> -stabile abgeschlossene Teilmenge Y & X ist weiter ihr Verschwin-
dungideal Z(Y) C O(X) ein homogenes Radikalideal, das O(X)° notwendig
in einem Radikalideal Z(Y")° schneidet. Jedes Ideal in O(X)" entsteht nun aber
wie gesagt durch Herunterschneiden mit einem Ideal von O(X), und insbesonde-
re entsteht auch jedes maximale Ideal iiber Z(Y)? durch Herunterschneiden aus
einem maximalen Ideal iiber Z(Y"), als da heif}t, die simultane Nullstellenmenge
von Z(Y)? ist genau 7(Y"). Das zeigt, daB 7(Y") abgeschlossen ist. Eine Teilmen-
ge von Max O(X)? ist mithin genau dann abgeschlossen, wenn ihr Urbild unter
7 abgeschlossen ist. Folglich trigt Max O(X)° die Quotiententopologie, und 7
ist offen als Projektion auf einen Bahnenraum unter einer Gruppenwirkung. Nun
beachten wir, dal nach 5.3.12 alle £*-Bahnen eine offene Teilmenge ihres Ab-
schlusses umfassen, und da diese Abschliisse hochstens eindimensional sind und
unsere Operation nach Annahme fixpunktfrei ist, miissen alle Bahnen abgeschlos-
sen sein. Gegeben verschiedene Bahnen Y # Z gilt also Z(Y) + Z(Z) = O(X)
und damit Z(Y)? + Z(Z)* = O(X)" und folglich 7(Y") # n(Z). Die Fasern
von 7 sind also genau die £*-Bahnen. Es bleibt nur zu zeigen, dal Funktionen
auf offenen Teilmengen von Max O(X )° regulir sind genau dann, wenn sie unter
Zuriickholen auf X reguldr werden. Fiir globale Funktionen ist das klar. Fiir Funk-
tionen auf affinen offenen Mengen folgt es aus (s7*O(X))? = s~ HO(X)?) fiir
alle s € O(X)°, und damit ist klar, daB unser Morphismus final ist. SchlieBlich
liefert unser Argument von oben fiir eine k£*-stabile abgeschlossene Teilmenge
Y @ X die Exaktheit der oberen Zeile im Diagramm mit exakten Zeilen

I(Y) <= OX)" - O(Y))
\: \ 4
I(Y) < OX) — OF)

In diesem Diagramm meinen sind alle Vertikalen schlicht die Einbettungen der
homogenen Komponenten vom Grad Null und das zeigt den behaupteten Isomor-
phismus Y/k* = w(Y). O

Ubungen

Ubung 9.4.10. Sei S = @z‘zo S? ein nichtnegativ graduierter Kring. Ist S noe-
thersch, so ist fiir jedes d > 0 auch der Teilring @, , S* ringendlich iiber S°.
Hinweis: 9.4.8. B
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9.5 Varietiiten zu graduierten Kringalgebren

9.5.1. Sei k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Eine algebraische Ope-
ration k* x X — X von k* auf einer k-Varietiat X heif3t kontrahierend, wenn
sie sich fortsetzen 146t zu einem Morphismus k£ x X — X. Das Bild 0.X von
{0} x X ist unter diesen Annahmen die Fixpunktmenge unserer Operation, denn
die Regel (Au)xr = A(ux) fur eine Operation muf aus Stetigkeitsgriinden dann
auch fiir beliebige A\, u € k gelten. Insbesondere folgt 0.X @& X. Hierfiir ist die
Separiertheit von X wesentlich.

9.5.2 (Diskussion der Terminologie). Unsere kontrahierenden Operationen kon-
trahieren im allgemeinen nur auf eine Untervarietit und nicht notwendig auf einen
Punkt. Im Fall einer Kontraktion auf einen Punkt sagen wir das explizit dazu.

Satz 9.5.3 (Varietiten zu nichtnegativ graduierten Kringalgebren). Sei X eine
daffine k-Varietdt mit einer kontrahierenden algebraischen Operation von k> und
sei X° @ X das Komplement der Fixpunktmenge. So gilt:

1. Mit seiner finalen Struktur ist X°/k™ eine k-Varietit;
2. Die Projektion X° — X°/k* ist produkifest offenfinal;

3. IstY — X die Einbettung einer k™ -stabilen abgeschlossenen Teilmenge, so
ist auch der induzierte Morphismus Y° /k* — X°/k* eine abgeschlossene
Einbettung;

4. Der von der Multiplikation mit Null induzierte Morphismus X°/k* — 0X
ist eigentlich.

9.5.4. Der Beweis wird mit 9.1.5 auch zeigen, da} die Projektion auf den Bah-
nenraum ein affiner Morphismus ist. Umgekehrt ist auch das Bild jeder offenen
affinen k> -stabilen Teilmenge von X° nach 9.4.2 wieder affin.

Erginzung 9.5.5. Gegeben ein nichtnegativ Z-graduierter affiner k-Kring A iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper £ = k£ verwenden wir die Abkiirzung

MProj(A) := (Max A)°/k*

fiir die durch die Konstruktion in 9.5.3 gegebene k- Varietit.

Vorschau 9.5.6. Die Varietit der k-wertigen Punkte des Schemas Proj(A) von
Grothendieck ist im Fall A = O(X) genau unsere Quotientenvarietit. Der letzte
Teil unseres Satzes besagt, daB X°/k* im Fall eines einzigen Fixpunkts voll-
stdndig ist. Man kann mit etwas mehr Aufwand zeigen, daB X°/k* im Fall eines
einzigen Fixpunkts sogar eine projektive Varietit ist.
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Beispiel 9.5.7. Betrachten wir auf der Varietit X = k? die nichtkontrahierende
k*-Operation durch \(z, y) = (Az, A"'y), so ist der Bahnenraum von X° = £?\0
mit seiner finalen Struktur als k-geringter Raum unsere nichtseparierte Préavarietét
,Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt* aus 6.4.5.

Beweis. Sei A = O(X) mit der nach 9.4.5 durch die £*-Operation gegebenen Z-
Graduierung versehen. Offensichtlich ist die Operation kontrahierend genau dann,
wenn gilt A = 0 fir ¢ < 0, und wir haben dann Z(0X) = A>". Fiir jedes
homogene f € Aistnun X; = X\ Z(f) eine k*-stabile affine offene Teilmenge
mit A[f~!] als Ring von reguléiren Funktionen, und fiir f homogen von positivem
Grad gilt X; C X°. Nach 9.4.2 ist fiir f homogen von positivem Grad die durch
das Herunterschneiden induzierte Abbildung

Max(A[f~1]) — Max(A[f~1]°)

produktfest offenfinal mit den £*-Bahnen als Fasern. Die besagten offenen Teil-
mengen X ; iberdecken aber X °. Das zeigt, dal X°/k* mit seiner finalen Struktur
eine Varietit ist und dal} die Projektion produktfest offenfinal ist. Ebenso folgt aus
9.4.2 die Behauptung 3 iiber abgeschlossene Einbettungen. Wir miissen nur noch
zeigen, daf} unser Bahnenraum separiert ist. Wir finden eine homogene Surjektion
A%Zy,...,Z,] — A von einem Polynomring nach A mit den Z, homogen von
Graden d(v) und diirfen nach Teil 3 hinfort annehmen, da3 A bereits selbst dieser
Polynomring ist. Nun betrachten wir die ganze Ringerweiterung

AO[Zl, Cee Zn] - AO[T(), e ,Tn]

mit den Z, homogen von Graden d(v) und den 7, homogen vom Grad Eins und
der rechten Abbildung gegeben durch 7, — T Die zugehorige Abbildung
auf den Maximalspektra ¥ — X ist abgeschlossen und surjektiv mit endlichen
Fasern und k*-dquivariant. Genauer sind die Fasern die Bahnen der Operation
einer endlichen Gruppe W von Einheitswurzeln auf Y, die mit der Operation von
k> kommutiert. Unsere Abbildung induziert abgeschlossene Abbildung Y XY —
X x X, und das Urbild von X° x X° ist offensichtlich Y° x Y°. Nun sind im
Diagramm

YoxY® — Y°/k* xY°/k~

\ 3

X°ex X° — X°/k* x X°/k*
die Vertikalen surjektiv und die Horizontalen produktfest offenfinal und insbeson-
dere offen. Es reicht also zu zeigen, daf} das Urbild der Diagonale unter der unte-
ren Horizontale abgeschlossen ist. Da wir schon wissen, daB Y° /k* = 0X x Pk
separiert ist, ist das Urbild der Diagonale unter der oberen Horizontale schon mal
abgeschlossen. Dasselbe gilt fiir seine Vereinigung mit allen seinen Bildern unter
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der W-Operation auf dem ersten Faktor. Dann aber ist das Bild dieser Vereini-
gung unter der linken Vertikale abgeschlossen, und das ist genau das Urbild der
Diagonale unter der unteren Horizontale. Die letzte Aussage folgt aus ihrer eige-
nen Allgemeinheit, sobald wir zeigen, dal der Morphismus 7 : X°/k* — 0X
abgeschlossen ist. Um das zu zeigen, bemerken wir zunichst, da3 sein Bild ge-
nau aus allen Punkten von 0.X besteht, iiber denen der durch Multiplikation mit
0 gegebene Morphismus X — 0X eine Faser der Dimension mindestens Eins
hat. Nach der Halbstetigkeit der Faserdimension 5.15.7 bilden alle Punkte von X,
die zu einer Faser von (0-) : X — X einer Dimension > 1 gehoren, eine ab-
geschlossene Teilmenge von X. Der Schnitt dieser Teilmenge mit 0.X ist genau
das Bild von 7 : X°/k* — 0X, mithin ist dieses Bild schon mal abgeschlos-
sen. Gegeben A & X°/k* eine abgeschlossene Teilmenge ist sicher ihr Urbild
eine abgeschlossene k*-stabile Teilmenge B @& X°. Folglich ist B LI 0X @& X
eine abgeschlossene k-stabile Teilmenge von X, und wenn wir darauf die bereits
bewiesene Erkenntnis anwenden, folgt 7(A) @& 0.X. O

9.5.8. Im Fall eines Polynomrings A = k[T3,...,T,], der graduiert ist durch die
Vorschrift grad(7;) = w; mit positiven natiirlichen Zahlen wy, . . ., w,, heifit die
zugehorige Bahnenvarietit ein gewichteter projektiver Raum. Man notiert sie
P(U}l, c ,wn).

Beispiel 9.5.9. Man priift, daB der gewichtete projektive Raum P(1, 1, 2) eine of-
fene Uberdeckung durch affine Untervarietiten P(1,1,2) = Uy U U; U U, hat
mit

Uy = MaxCly/z,z/2?] = C?

U = MaxClz/y,z/y*] = C?,

Uy, = MaxClz?/z,1y/z,y*/z] singulr.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 9.5.10. Gegeben iiber einem Korper K ein Polynomring R =
K[Xji,...,X,] mit Erzeugern der positiven Grade 0 < d; < ... < d, gilt fiir
die Dimensionen der homogenen Komponenten R’ im Korper der Laurentreihen
Q((t)) die Identitt

o r

> (dimy, RO = [ - ™)~
i=0 v=1
Weiter zeige man, dafl sowohl r als auch die Grade dy, . . ., d, der Erzeuger durch

diese formale Potenzreihe bereits eindeutig festgelegt werden.
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9.6 BahnschluBriume und Invariantenringe

Definition 9.6.1. Gegeben GG\ X ein topologischer Raum mit der Operation einer
Gruppe bezeichne
X)G

die Menge der Aquivalenzklassen fiir die von der Relation {(x,y) | ¥ € Gx}
erzeugte Aquivalenzrelation auf X . Wir nennen X /G den BahnschluBraum und
nennen eine stetige Abbildung X — Y einen BahnschluBmorphismus, wenn Y
isomorph ist zu X //G als topologischer Raum unter X.

9.6.2. Gegeben G\, X ein topologischer Raum mit der Operation einer Gruppe
und f : X — Y ein BahnschluBmorphismus ist fiir L C Y offen oder abge-
schlossen auch f : f~!(L) — L ein BahnschluBmorphismus. Das folgt aus den
entsprechenden Aussagen [TM] 1.1.7.20 und [TM] 1.1.7.29 fiir finale Abbildun-
gen.

Beispiel 9.6.3 (Ein nicht offener BahnschluBmorphismus). Wir betrachten die
Ebene X := R? mit der Operation von G := R, gegeben durch \(z,y) :=
(Az, \"1y). In diesem Fall geht die Vereinigung der Diagonale und der Nebendia-
gonale {(x,y) | x = +y} homéomorph auf den Bahnschlufraum. Die Abbildung
von X = R? in den BahnschluBraum ist in diesem Fall nicht offen, ja selbst die
unter der Gruppenoperation stabile offene obere Halbebene hat kein offenes Bild.

9.6.4 (BahnschluBraum im Fall k-geringter Rdume). Gegeben G\ X ein k-
geringter Raum mit der Operation einer Gruppe denken wir uns den Bahnschluf3-
raum, wenn nichts anderes gesagt ist, stets mit seiner finalen Struktur eines k-
geringten Raums beziiglich X — X /G versehen und erklédren einen Bahnschluf3-
morphismus X — Y in einen weiteren k-geringten Raum als einen Morphismus,
fiir den Y als Objekt unter X isomorph ist zu X //G.

Beispiel 9.6.5 (Lokalitit von BahnschluBmorphismen). Sei G\, X ein k-gering-
ter Raum mit einer Operation einer Gruppe. Gegeben ein BahnschluBBmorphis-
mus m : X — Y ist offensichtlich fiir jede offene Teilmenge V' @ Y auch
7 : 7 (V) — V ein BahnschluBmorphismus. Ist umgekehrt 7 : X — Y ein
Morphismus in einen weiteren k-geringten Raum und ist ) eine offene Uberde-
ckung von Y derart, daB 7 : 7—!(V) — V ein BahnschluBmorphismus ist fiir alle
V €V, so ist auch 7 selber bereits ein BahnschluBmorphismus.

9.6.6 (Faktorisieren iiber einen BahnschluBmorphismus). Ist G\, X ein topolo-
gischer Raum mit der Operation einer Gruppe und Y ein topologischer Raum, in
dem alle Punkte abgeschlossen sind, so faktorisiert jede auf G-Bahnen konstante
stetige Abbildung X — Y in eindeutiger Weise iiber den BahnschluBmorphismus
X — X //G. Dasselbe gilt analog auch fiir k-geringte Rdume und insbesondere
im Fall einer k-Privarietit Y, deren Punkte ja stets abgeschlossen sind.
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Ergdnzung 9.6.7. In der Allgemeinheit der obigen Definitionen ist mir nicht klar,
ob alle Punkte eines BahnschluBraums abgeschlossen sein miissen. Deshalb er-
laube ich mir oben auch nicht, von einer universellen Eigenschaft zu sprechen.

9.6.8 (Vergleich von Bahnenraum und BahnschluBraum). Sei G'\ X ein topo-
logischer Raum mit der Operation einer Gruppe. Liegt im Abschluf} jeder G-Bahn
genau eine abgeschlossene (G-Bahn, so liefert die offensichtliche Abbildung ei-
ne Bijektion zwischen der Menge der abgeschlossenen G-Bahnen in X und dem
BahnschluBraum X //G. Ist jede G-Bahn abgeschlossen, so ist die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus X/G = X /G zwischen dem Bahnenraum und
dem BahnschluBraum.

9.6.9. Offensichtlich ist ein BahnschluBmorphismus genau dann ein Bahnenmor-
phismus, wenn alle seine Fasern Bahnen sind. Offensichtlich ist ein Bahnenmor-
phismus genau dann ein BahnschluBmorphismus, wenn alle seine Fasern abge-
schlossen sind, insbesondere also dann, wenn alle Punkte des Bahnenraums abge-
schlossen sind.

9.6.10. Jede G-dquivariante stetige Abbildung X — Y in einen weiteren Raum
mit G-Operation induziert auch eine stetige Abbildung X /G — Y /G, aber eine
dquivariante offene Einbettung muf, im Gegensatz zum Fall der Bahnenrdume,
auf den BahnschluBrdumen keineswegs eine offene Einbettung induzieren.

9.6.11. Ist im Fall der Operation G\, X einer Gruppe auf einer Privarietit der
BahnschluBraum X /G wieder eine Privarietit, so nennen wir diese Privarietit
die BahnschluBprévarietit. Ist zusitzlich der BahnschluBmorphismus affin, so
sagen wir, G\, X habe einen affinen BahnschluBmorphismus und setzen dabei
implizit voraus, dafl der Bahnschluraum wieder eine Prévarietit ist.

9.6.12 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur ist es iiblich, unsere Bahn-
schluBBpravarietit als ,,guten Quotienten*“ oder auch ,kategorischen Quotienten*
zu bezeichnen und diesen Begriff noch mit zusétzlichen Eigenschaften aufzula-
den. Insbesondere wird oft zusitzlich gefordert, da} diese Privarietét separiert
sein soll. Ich nenne sie in diesem Fall die BahnschluBvariet:it.

9.6.13. Ist im Fall einer Operation einer Gruppe auf einem k-geringten Raum
der Bahnenraum eine Varietit, so fillt er nach 9.6.9 mit dem BahnschluBraum
zusammen.

Definition 9.6.14. Eine algebraische Gruppe heifit linear reduktiv, wenn jede
algebraische Darstellung unserer Gruppe im Sinne von [AAG] 1.4.4 vollstindig
reduzibel ist im Sinne von [NAS] 4.1.3, also die Summe ihrer irreduziblen Unter-
darstellungen.

Beispiele 9.6.15. Nach [AAG] 1.7.19 sind diagonalisierbare Gruppen und ins-
besondere Tori stets linear reduktiv. Nach dem Satz von Maschke [NAS] 4.1.1
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sind endliche Gruppen einer zur Charakteristik teilerfremden Ordnung auch li-
near reduktiv. Nach [HL] 2.6.7 sind in Charakteristik Null alle reduktiven al-
gebraischen Gruppen linear reduktiv und insbesondere gilt das fiir GL(n). Im
Fall von GL(n;C) kann man auch argumentieren, daf sie der Zariski-Abschluf}
der unitdren Gruppe U(n) C GL(n;C) ist, die fir die analytische Topologie
kompakt ist und auf jeder algebraischen endlichdimensionalen Darstellung von
GL(n; C) stetig operiert in Bezug auf die natiirliche Topologie des zugrundelie-
genden C-Vektorraums. Damit folgt die Behauptung aus der vollstindigen Re-
duzibilitit endlichdimensionaler Darstellungen kompakter topologischer Gruppen
[ML] 28.2.4.13.

Vorschau 9.6.16. Unser Ziel ist im folgenden zu zeigen, daB fiir die Operation
einer linear reduktiven algebraische Gruppe G auf einer affinen Varietit X der
BahnschluBraum X /G auch eine affine Varietit ist. Wenn wir das einmal hinneh-
men, folgt wegen O(X)¢ = O(X J/G) sofort, daB der Invariantenring O(X )%
ringendlich sein muf tiber k. Der Nachweis dieser Aussage hinwiederum erweist
sich als ein wesentlicher erster Schritt auf dem Weg zu unserem Ziel, mit dem wir
jetzt erst einmal beginnen.

Vorschau 9.6.17. In positiver Charakteristik kann man noch ziemlich weit kom-
men, wenn man statt mit linear reduktiven Gruppen mit den sogenannten ,,geome-
trisch reduktiven* Gruppen arbeitet.

Satz 9.6.18 (Endlichkeitssatz von Hilbert). Ist k = k ein algebraisch abge-
schlossener Korper und A ein ringendlicher k-Kring mit einer algebraischen
Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe G, so ist auch der In-
variantenring A® ringendlich iiber k.

Erginzung 9.6.19. Der Satz gilt mit demselben Beweis auch iiber einem beliebi-
gen Grundkorper, sobald einmal alle darin auftauchenden Begriffe in dieser All-
gemeinheit definiert sind. Im Fall von Operationen endlicher Gruppen steht uns
bereits der deutlich stirkere Satz von Noether 5.6.3 zur Verfiigung.

Beweis. Die Projektion lings der isotypischen Zerlegung A —» A% ist sicher A%-
linear. Das gleich folgende Lemma 9.6.20 zeigt damit schon mal, daf} der Invarian-
tenring noethersch ist. Um zu zeigen, da3 A€ sogar ringendlich ist iiber &, wihlen
wir einen endlichdimensionalen G-stabilen Teilraum V' C A, der den k-Kring A
erzeugt, und realisieren A als Quotienten der symmetrischen Algebra S := S(V/)
nach einem geeigneten G-stabilen Ideal /. Unser S besitzt dann eine natiirliche G-
invariante Graduierung, und da S nach dem bereits Bewiesenen noethersch sein
muB, ist S¢ nach 9.4.8 ringendlich iiber k. Dasselbe gilt dann auch fiir S¢/.J¢.
Nun haben wir ja per definitionem S/J = A. Aus der vollstindigen Reduzibilitét
folgt dann S¢/J% = (S/J)¢ = A% und wir sind fertig. O

292



Lemma 9.6.20. Seien A ein Ring und B C A ein Teilring. Ist die Inklusion B —

A eine spaltende Einbettung von B-Rechtsmoduln, so gilt fiir jedes Linksideal
I C B die Formel I = B N (AI). Ist insbesondere A linksnoethersch, so auch B.

9.6.21. Hier und im folgenden meint ( ) das Erzeugnis als abelsche Gruppe und
Al die Menge der Produkte von einem Element von A mit einem Element von
I und (AI) folgerichtig die von diesen Produkten erzeugte additive Untergruppe
von A.

Beweis. Nach Annahme existiert eine Zerlegung A = B & C' von A als B-
Rechtsmodul. Sie impliziert unmittelbar eine Zerlegung (AI) = I @ (CI), und
diese Zerlegung hinwiederum impliziert unmittelbar die Hauptaussage des Lem-
mas. Der Nachsatz folgt aus der Charakterisierung noetherscher Moduln durch
das Stagnieren aller aufsteigenden Folgen von Untermoduln. [

9.6.22. Sei G\, X eine affine Varietiit iiber k& = k mit einer algebraischen Operati-
on einer linear reduktiven Gruppe. Nach dem Endlichkeitssatz von Hilbert 9.6.18
ist der Invariantenring O(X )¢ ringendlich iiber & und wir konnen folglich eine
affine Varietit X /,G erklidren durch X /,G := Max(O(X)%) und einen Mor-
phismus von X dorthin durch die Kommutativitdt des Diagramms

Max O(X ) — Max(O(X))
|

Jz

X— X /.G

Man nennt X //,G den algebraischen Quotienten von X nach der Operation von
G und X — X /,,G den Quotientenmorphismus. Wir zeigen im folgenden Satz
unter anderem, daf} unser Quotientenmorphismus ein BahnschluBmorphismus ist.
Sobald das gezeigt ist, vereinfachen wir unsere Notation X //,G wieder zu X /G.

Satz 9.6.23 (Algebraische Quotienten affiner Varietiiten). Sei G\ X eine affine
Varietdt mit einer algebraischen Operation einer linear reduktiven algebraischen
Gruppe. So gilt:

1. Der Morphismus © : X — X [J.G ist konstant auf G-Bahnen und jeder
Morphismus von X in eine weitere Varietdt, der konstant ist auf G-Bahnen,
faktorisiert in eindeutiger Weise iiber m;

2. Gegeben eine Familie G-stabiler abgeschlossener Teilmengen von X stimmt
das Bild in X J|,G ihres Schnitts iiberein mit dem Schnitt ihrer Bilder,

3. Gegeben eine G-stabile abgeschlossene Teilmenge Z @ X ist ihr Bild eine
abgeschlossene Teilmenge w(Z) @& X [JaG und die offensichtliche Abbil-
dung ist ein Isomorphismus Z ||.G = 7(Z);
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4. Der Morphismus m : X — X /|G ist produktfest offenfinal und in jeder
seiner Fasern liegt genau eine abgeschlossene G-Bahn. Insbesondere ist er
ein BahnschlufsSmorphismus und wir diirfen unsere Notation zu X ||G ver-
einfachen;

5. Gegeben eine offene Teilmenge V @ X J/G ist V affin genau dann, wenn
7 Y(V) affin ist, und dann ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphis-
mus (V)G > V.

Beweis. 3. Fiir eine (G-stabile abgeschlossene Teilmenge Z C X ist sicher auch
ihr Verschwindungideal Z(Z) C O(X) ein G-stabiles Ideal, das den Invarian-
tenring in einem Radikalideal Z(Z)® C O(X)% schneidet. Jedes Ideal im In-
variantenring entsteht nun aber nach 9.6.20 durch Herunterschneiden mit einem
Ideal von O(X). Insbesondere entsteht auch jedes maximale Ideal iiber Z(Z)“
durch Herunterschneiden aus einem maximalen Ideal iiber Z(7), als da heiBt, die
simultane Nullstellenmenge von Z(Z)¢ ist genau 7(Z). Das zeigt, daB 7(Z) ab-
geschlossen ist, und liefert zusétzlich die Exaktheit der oberen Zeile im Diagramm
mit exakten Zeilen

I(2)¢ = OX)" - 0On(2))
1 \ !
I(Z) — OX) — 02)

In diesem Diagramm meinen die beiden linken Vertikalen schlicht die Einbet-
tungen der Invarianten, und weil unter unseren Voraussetzungen das Bilden der
Invarianten exakt ist, muf} auch die letzte Vertikale einen Isomorphismus auf die
Invarianten O(7(Z)) = O(Z)% induzieren, also einen Isomorphismus von Va-
rietiten Z J[,G = 7(Z).

2. Es reicht zu zeigen, daf fiir G-stabile Ideale von O(X) der Schnitt ihrer Summe
mit dem Invariantenring ibereinstimmt mit der Summe ihrer Schnitte, in Formeln

(Z JA> NOX)% =) (IL,NnOX)%)

AEA AEA

Das gilt jedoch ganz allgemein fiir eine beliebige Familie von Unterdarstellungen
einer vollstindig reduziblen Darstellung oder noch allgemeiner fiir Untermoduln
eines halbeinfachen Moduls, wenn man das Bilden der Invarianten verallgemei-
nert zum Bilden irgendeiner isotypischen Komponente.

4. Wenden wir 3 auf Z7 = X an, so folgt die Surjektivitit des Quotientenmor-
phismus. Weiter ist klar, da unser Quotientenmorphismus auf Bahnen konstant
ist. Ein Urbild ist in anderen Worten stets (G-stabil, und eine Menge mit abge-
schlossenem Urbild muf3 nach 3 selbst abgeschlossen sein. Somit trigt X /,G die
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Quotiententopologie. Es bleibt nur zu zeigen, dal Funktionen auf offenen Teil-
mengen von X //,G regulir sind genau dann, wenn sie unter Zuriickholen auf
X reguldr werden. Fiir globale Funktionen ist das klar, denn fiir eine Funktion
f: X)uG — kmit for € O(X) haben wir notwendig f o 7 € O(X)% und
damit f € O(X /.G). Fir Funktionen auf einer Basis der Topologie von X //,G
folgt es aus s~ 1(O(X)%) & (s71O(X))Y fir alle s € O(X)%, was man aus
ker(s-) = ker(s?-) oder auch aus 4.3.48 folgern mag. Damit ist klar, daB unser
Morphismus eine Submersion ist. In jeder Faser liegt nun mindestens eine Bahn
kleinstmoglicher Dimension, die notwendig abgeschlossen sein muf}, da ja ihr
Abschluf} in derselben Faser enthalten ist und beim Bilden des Abschlusses nur
Bahnen echt kleinerer Dimension hinzukommen konnen. Es kann aber auch nicht
mehr als eine abgeschlossene Bahn in einer gegebenen Faser geben, da wir sonst
einen Widerspruch zu 2 erhalten wiirden.

1. Wir wissen ja nach Teil 4, dal unser Quotientenmorphismus ein Bahnschluf3-
morphismus ist.

5. Hier bemerken wir zunichst, daB jeder Morphismus von affinen Varietiten affin
ist, etwa nach 9.1.3. Also ist das Urbild jeder offenen affinen Untervarietit unter
affin. Andererseits ist fir V' @ X /G stets 7 : 7~ '(V) — V ein BahnschluBmor-
phismus, und ist 71 (V) affin, so ist zusitzlich auch 7=1(V) — 7#=1(V) /G ein
BahnschluBmorphismus und folglich V = 7=1(V) /G affin. O

9.6.24. Sei G linear reduktiv. Jeder G-dquivariante Morphismus von affinen G-
Varietiten X — Y induziert einen Morphismus X /G — Y //G. Eine offene
Einbettung muf} dabei jedoch keineswegs eine offene Einbettung werden. Wir er-
halten bereits ein Gegenbeispiel, wenn wir das Komplement einer Ursprungsge-
rade in die Ebene einbetten und jeweils die Operation der multiplikativen Gruppe
durch Streckungen betrachten.

9.6.25. Sei G\, X eine Varietit mit einer algebraischen Operation einer algebrai-
schen Gruppe. Ich erinnere daran, da3 wir die Punkte, deren Bahn die fiir Bahnen
grotmogliche Dimension hat, die regulidren Punkte genannt hatten, und daf3
nach [AAG] 2.4.22 die reguldren Punkte eine offene und (G-stabile Teilmenge
X™ @ X bilden. Die regulidren Punkte mit abgeschlossener Bahn nennen wir
absolut stabile Punkte. Die Menge aller absolut stabilen Punkte notieren wir

Xstab

Vorschau 9.6.26. Im Rahmen der ,,geometrischen Invariantentheorie® 9.7.1 wer-
den wir auch ,,relativ stabile Punkte* betrachten, die in der Literatur meist einfach
nur ,,stabile Punkte* heilen und deren Menge wir X*® notieren. Diese Menge eben-
so wie die Menge X* der ,,semistabilen Punkte* hingen von von zusitzlichen
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Daten ab. Unsere drei Begriffe stehen dann zueinander in der Beziehung
X5 — (Xss>stab

Satz 9.6.27 (Bahnenvarietiit der absolut stabilen Punkte, affiner Fall). Sei
G\ X eine affine Varietdt mit einer algebraischen Operation einer linear reduk-
tiven algebraischen Gruppe. So bilden die absolut stabilen Punkte eine offene
Teilmenge X*** @ X und der Riickzug des Bahnschlufmorphismus X — X J|G
auf deren Bild ist ein Bahnenmorphismus

Xstab s Xstab/G

Beweis. Das Komplement X\ X™¢ der Menge der reguldren Punkte alias die Men-
ge der nicht-reguldren Punkte ist abgeschlossen und hat als G-stabile abgeschlos-
sene Teilmenge nach 9.6.23 ein abgeschlossenes Bild in X //G. Das Urbild dieses
Bildes aber ist per definitionem genau die Menge aller nicht absolut stabilen Punk-
te, die damit auch abgeschlossen sein muf. In Formeln gilt mithin

X\Xstab — 71'_1 (W(X\Xreg))

und dann 7~} (7 (X®P)) = Xt Nach 9.6.5 ist also auch X% — Xstb /G ein
BahnschluBmorphismus und dann als BahnschluBmorphismus mit abgeschlosse-
nen Fasern sogar ein Bahnenmorphismus. [

Korollar 9.6.28. Sei G\, X eine beliebige Varietdit mit einer algebraischen Ope-

ration einer linear reduktiven algebraischen Gruppe und affinem Bahnschlufsmor-
phismus 7 : X — X J/G. So gilt:

1. In jeder Faser von m liegt genau eine abgeschlossene Bahn;
2. Der Morphismus T ist produktfest offenfinal;

3. Das Bild jeder abgeschlossenen G-stabilen Teilmenge 7 @ X ist abge-
schlossen und 7 : Z — w(Z) ist auch ein affiner Bahnschluffmorphismus;

4. Gegeben eine Familie G-stabiler abgeschlossener Teilmengen von X stimmt
das Bild ihres Schnitts iiberein mit dem Schnitt ihrer Bilder.

Beweis. Fiir jede affine offene Teilmenge V' @ X /G ist auch ihr Urbild 71 (V/)
affin und der nach 9.6.5 induzierte BahnschluBmorphismus 7 : 7= (V) — V ist
vom in 9.6.23 betrachteten Typus. 0

Korollar 9.6.29 (Bahnenraum der absolut stabilen Punkte). Sei G\ X eine
Varietdt mit einer algebraischen Operation einer linear reduktiven algebraischen
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Gruppe und affinem BahnschlufSmorphismus m : X — X J/G. So bilden die abso-
lut stabilen Punkte eine offene G-stabile Teilmenge X**** @ X und der Riickzug
des Bahnschlufpmorphismus X — X /|G auf deren Bild ist ein Bahnenmorphis-

mus
Xstab s Xstab/G

Beweis. Das folgt unmittelbar aus 9.6.27, das wir ja fiir jede affine offene Teil-
menge von X /G auf deren Urbild anwenden konnen. ]

Satz* 9.6.30 (Bahnenvarietiit der reguliaren Punkte). Sei G\ X eine irreduzi-
ble normale affine Varietdit mit einer algebraischen Operation einer linear reduk-
tiven algebraischen Gruppe und bezeichne X™* G X die Menge der GG-reguliiren
Punkte. Ist die offensichtliche Abbildung eine Bijektion X ¢ /G = X J/G und hat
X\ X" in X eine Kodimension > 2, so ist X™¢ — X /G ein Bahnenmorphis-
mus.

Beispiel 9.6.31. Die Operation durch Konjugation von G = GL(n; k) auf X =
Mat(n; k) hat alle in diesem Satz geforderten Eigenschaften.

Beweis. Bezeichne 7 : X — X //G unseren algebraischen Quotienten alias Bahn-
schluBmorphismus und bezeichne 7 : X — X /G unseren Bahnenmorphismus
in spe. Nach unseren Annahmen sind alle Fasern von 7 disjunkte Vereinigungen
von hochstens |G/G°| irreduziblen Varietiten der immergleichen Dimension d.
Gegeben Z @ X /G irreduzibel und eine irreduzible Komponente A von 7 1(Z)
hat also auch jede irreduzible Komponente jeder Faser von A — Z diese Di-
mension und mit generischer Flachheit 5.14.5 und den Dimensionseigenschaften
flacher Morphismen 5.15.5 folgt

kdim A = d + kdim Z

Wir zeigen nun, dal 7 als Abbildung von topologischen Rdumen final ist. Da-
zu reicht es zu zeigen, daf} das Bild jeder GG-stabilen abgeschlossenen Teilmenge
Y @& X'™® eine abgeschlossene Teilmenge 7(Y) @& X /G ist. Wir diirfen da-
bei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf3 gilt Y = GY; fiir eine
irreduzible Komponente Y; von Y, so daB Z := 7(Y) irreduzibel ist. Fiir je-
de irreduzible Komponente A von 7~ 1(Z) gilt nun kdim A = d + kdim Z, und
aus Z # 7(Y') folgte im Widerspruch dazu, da3 es Komponenten geben miifite,
die iiber echten abgeschlossenen Teilmengen von Z liegen und damit eine echt
kleinere Dimension haben miifiten. Mithin ist 7 eine finale Abbildung von topolo-
gischen Rdumen. Fiir V' @ X /G affin ist nun 7'(V) @ X affin und nach 5.11.2
und Annahme ist die Restriktion eine Bijektion O(7~*(V)) = O(7~1(V)). Also
induziert die Restriktion auch eine Bijektion auf G-Invarianten und wir folgern,
dal 7 auch ein finaler Morphismus von k-geringten Rdumen ist. [
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9.6.32. Ich hitte gerne einen Studenten, der mir den vorhergehenden und den fol-
genden Abschnitt auf den Fall einer geometrisch reduktiven affinen algebraischen
Gruppe umschreibt. Nach Haboush haben alle reduktiven algebraischen Grup-
pen diese Eigenschaft auch in positiver Charakteristik und Argumente von Nagata
zeigen dann die endliche Erzeugbarkeit des Invariantenrings und dergleichen, ver-
gleiche auch die Appendix von Mumford-Fogarty.

Ubungen

Ubung 9.6.33. Gegeben eine endlichdimensionale algebraische Darstellung V' ei-
ner linear reduktiven Gruppe G mit BahnschluBmorphismus 7 : V' — V' /G heifit
71 (m(0)) @ V die Nilfaser oder auch der Nilkegel oder englisch null-cone. Man
zeige, dal} er auch beschrieben werden kann als die simultane Nullstellenmenge
aller Invarianten positiven Grades. Mithilfe von [O] 32.1.3.4 zeige man weiter,
daf} der Nilkegel im Raum der quadratischen Matrizen fiir die Operation der all-
gemeinen linearen Gruppe durch Konjugation genau der Kegel der nilpotenten
Matrizen ist.

Erginzung 9.6.34. Gegeben eine endlichdimensionale algebraische Darstellung
V einer linear reduktiven Gruppe G mit BahnschluBmorphismus 7 : V' — V /G
induziert nach ?? die Einbettung der Nilfaser nach V' einen Isomorphismus

O(V)/{/{O(V)Sp) = Oz (w(0)))

Den nicht notwendig reduzierten Quotienten O(V)/(O(V)%) nennen wir die
Nilfaseralgebra. Ihr Spektrum mit seiner Struktur als lokal gekringter Raum nach
14.1.9 ist die schematheoretische Nilfaser im Sinne von 14.2.11.

9.7 Geometrische Invariantentheorie

9.7.1. Ublicherweise geht man in der geometrischen Invariantentheorie von einer
Varietdt X mit einer Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe G
aus und wihlt zunéchst einmal eine ,,Linearisierung*. Dem entspricht bei uns im
folgenden die Wahl eines moglichen ,,Kegels* C' tiber X, den wir der Einfachkeit
halber erst einmal affin annehmen. Das Ziel ist die Konstruktion einer offenen
G-stabilen Teilmenge

X*¥ecX

von sogenannten ,,semistabilen* Punkten derart, dal X @ X einen affinen Bahn-
schluBmorphismus X — X /G hat mit den in 9.6.28 und 9.6.29 gezeigten
Konsequenzen. Insbesondere ist nach 9.6.29 fiir die G-stabile offene Teilmenge

XS — (Xss)stab
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von ,,relativ stabilen* Punkten der Bahnenraum eine Varietit. Die offene Teilmen-
ge X* © X und a forteriori X*® héngen jedoch, auch wenn das in der Notation
nicht zum Ausdruck kommt, von C' ab. Die im folgenden gegebene Konstruktion
heiB3t der ,,Geometrische-Invarianten-Theorie-Quotient* oder kurz GIT-Quotient.

9.7.2. Wir erinnern fiir eine kontrahierende k*-Operation auf einer affinen k-
Varietdit X und X° @ X das Komplement der Menge der Fixpunkte aus 9.5.3,
daB der Quotient X°/k* mit seiner finalen Struktur als k-geringter Raum eine
separierte k-Varietit ist.

9.7.3 (Die allgemeine Quotientenkonstruktion). Sei C' eine affine Varietit mit
einer Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe G und einer damit
kommutierenden kontrahierenden £*-Operation. In dieser Situation konstruieren
wir von der obersten Zeile beginnend ein kommutatives Diagramm von separier-
ten Varietiten

C—o—C ™ c/G

-
lo o Y C)G) —— (C | G)°
COﬂkX —r Y (C)G)° /b 2= (C))G)° [k~

L
| \

X X © s X®)G
.
X XYa

Im folgenden will ich diese Konstruktion diskutieren. Der obere Index o meint
in unserem Diagramm stets das Komplement der Fixpunktmenge einer Wirkung
von k£*. Alle Inklusionspfeile in unserem Diagramm sind offene Einbettungen.
Alle Pfeile nach rechts in unserem Diagramm sind affine BahnschluBmorphismen
und damit insbesondere offenfinal. Ich beginne damit, den Aufbau unseres Dia-
gramms zu erkliren.

1. Der Morphismus 7 entsteht durch Riickzug des k*-dquivarianten affinen
BahnschluBmorphismus 7 fiir die G-Operation nach 9.6.23. Nach 9.6.5 ist
dann 7 auch ein k*-dquivarianter affiner BahnschluBmorphismus fiir die
G-Operation.

2. Die Morphismen « und 3 sind affine Bahnenmorphismen auf dem Kom-
plement der Fixpunktmenge einer kontrahierenden k*-Operation und die
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zugehorigen Bahnenvarietiten sind separiert, alles nach unseren Erkennt-
nissen aus 9.5.3. In der Notation aus 9.5.5 haben wir also einen ausgezeich-
neten Isomorphismus X* /G = MProj(O(C)%). Der Morphismus & ist
nach Konstruktion auBlerdem G-dquivariant. Der Morphismus & erbt von
k die Eigenschaft, ein G-dquivarianter affiner Bahnenmorphismus fiir die
k*-Operation zu sein.

. Der Morphismus « wird nun konstruiert mithilfe der universellen Eigen-
schaft des Bahnenmorphismus . Wir zeigen, daf er ein offenfinaler Mor-
phismus k-geringter Rdume ist. Um das zu einzusehen, bezeichnen wir sei-
nen Definitionsbereich mit X und nennen dessen Elemente semistabile
Punkte. Fiir U @ X* offen istist #~*(U) offen, also 7 (k! (U)) offen, also
Br(F~Y(U)) = a(U) offen. Da « auch surjektiv ist, ist es mithin offenfinal
als Abbildung von topologischen Raumen. Sei weiter W offen im Wertebe-
reich von aund f : W — k eine Funktion. Ist f o o regulir auf a1 (W), so
ist foak = fo 7 regulir und (G x k*)-invariant auf £~ (a1 (W)), also
ist f o B regulir auf 5~ (W) und k*-invariant, also ist f reguldr. Mithin ist
« offenfinal als Morphismus k-geringter Rdume.

. Wir zeigen, da3 der Morphismus « ein BahnschluBmorphismus ist, ja dal
in jeder seiner Fasern genau eine in X** abgeschlossene (G-Bahn liegt. Da3
mindestens eine abgeschlossene Bahn in jeder Faser liegt, ist nach [AAG]
2.3.8 eh klar. Gébe es zwei abgeschlossene Bahnen, so finden wir jedoch
auch zwei abgeschlossene Bahnen in mindestens einer Faser von 7 und dann
auch in mindestens einer Faser von 7 im Widerspruch zu 9.6.23.

. Der Morphismus « ist affin. In der Tat, gegeben W offen affin in seinem
Wertebereich ist &' (o~} (W)) = #~1(8~1(W)) affin aufgrund der Affini-
tit von 7 und von [3, letztere nach 9.5.4, und damit ist auch o~ (W) affin
wieder nach 9.5.4.

. Wir wissen nun, daB « : X* — X* /G ein affiner BahnschluBmorphis-
mus ist. Damit ergibt sich die unterste Zeile unseres Diagramms aus unse-
ren allgemeinen Uberlegungen in 9.6.29. Die offene Teilmenge der stabilen
Punkte X® := (X*)%aP G X besteht also aus allen reguldren Punkten
r € X" N X% mit Gz @& X*. Auch sie hangt von X* und damit von
C' ab. Wir nennen die Punkte von X* die relativ stabilen Punkte von X.
Es kann passieren, daf} ein regulédrer Punkt x bei einer anderen Wahl von C'
zwar semistabil bleibt, aber nicht relativ stabil.

. Die Konstruktion liefert mit 9.5.3 zusétzlich einen eigentlichen Morphismus

X )G = (C)G)° /K — 0(C)G) = Max(O(C)¢ N O(C)°)
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Kontrahiert die k£ -Operation bereits den Kegel C' zu einem Punkt, so haben
wir insbesondere O(C)° = k und X* /G ist eigentlich.

Beispiel 9.7.4 (Die Quotientenkonstruktion zu einer Darstellung). Gehen wir
bei der allgemeinen Quotientenkonstruktion 9.7.3 speziell von einer endlichdi-
mensionalen algebraischen Darstellung C' = V' einer linear reduktiven algebrai-
schen Gruppe GG aus und nehmen als unsere kontrahierende Operation von k> die
Operation der Skalare auf dem Vektorraum V', so spezialisiert der entsprechende
Teil dieses Diagramms zu einem Diagramm der Gestalt

Ve—ou_V u V)G
o
V\0 +—V\71(0) —— (VJ/G)\0

Foe | b

P(V) ——(VAr=1(0))/k* == ((V JG)\O) /K>

x

Mit 0 ist dabei das Bild des Ursprungs 0 := 7(0) gemeint. Sein Urbild 7—*(0)
heift die Nullfaser und besteht aus allen Punkten v € V, deren Bahnabschluf3
den Ursprung enthilt, in Formeln 0 € Gu.

Beispiel 9.7.5 (Die Quotientenkonstruktion zu einem Gruppencharakter). Sei
G\ X eine affine Varietdt mit einer Operation einer linear reduktiven algebrai-
schen Gruppe und sei f : G — k> ein Homomorphismus von algebraischen Grup-
pen. Wir konnen unsere allgemeine Quotientenkonstruktion 9.7.3 auf C' := X x k
mit der G-Operation g(z, ) = (gx,0(g)A) und der damit kommutierenden kon-
trahierenden k> -Operation durch Multiplikation auf dem zweiten Faktor anwen-
den. Dann ergibt sich O(C') = O(X) ® k[T] und

o) =Pox)*"yT"

n>0

fir O(X)5™ .= {f € O(X) | f(g~'z) = 0(9)"f(z) Vo € X,g € G}. Setzen
wir X .= {r € X | In > 0, f € O(X)%™ mit f(z) # 0}, so spezialisiert
der entsprechende Teil dieses Diagramms zu einem Diagramm der Gestalt

XX he—e——C— " )G
o
X X kX X0 5 X T (C]|G)°

LT,

X+— x> ,x/)q
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Unten links haben wir dabei eine neue Notation eingefiihrt, diese Varietit X // 'q
ist sowohl die BahnschluBvarietit von G'\, X’ unter dem horizontalen Morphis-
mus « als auch die Bahnenvarietit nach £ unter dem vertikalen Morphismus (.
Die Menge X’ © X heiit die Menge der -semistabilen Punkte. Gegeben
feO0X)9 mitn > 0ist X; := {x € X | f(z) # 0} das Urbild unter « einer
offenen Teilmenge. Andererseits ist X ; affin und der offensichtliche Morphismus
ist folglich nach 9.6.5 eine offene Einbettung X ; /G — X /’G.

Beispiel 9.7.6 (Die Quotientenkonstruktion fiir £\ k"™!). Spezialisieren wir
das vorhergehende Beispiel zu X = k™! mit der offensichtlichen Operation von
G = k* und betrachten den Charakter 6 : k* — k>, ¢t — t™, so ergibt sich mit
unserer Notation var fiir die finale einpunktige Varietét

P*k  furm < 0;
X//QG =< var firm = 0;
0 fiir m > 0.

Vorschau 9.7.7 (Quotienten projektiver Varietiten). Seien GG linear reduktiv,
X eine projektive G-Varietit und L. — X ein G-dquivariantes amples Geraden-
biindel auf X. Man erkldare die Menge X*° der semistabilen Punkte von X in
Bezug auf L durch die Vorschrift

Es gibt einen G-invarianten globalen Schnitt
X% = X®(L) := ¢ x € X | s einer Tensorpotenz L®" von L fiir n > 0, der
bei z nicht verschwindet, in Formeln s(z) # 0.

So ist X'** eine offene G-stabile Teilmenge von X und ihr Bahnschlufraum X* /G
ist eine projektive Varietdt und X* — X* /@ ist ein affiner Morphismus. Er-
kldren wir schlieBlich die Menge X® = X*(L) C X*(L) der stabilen Punkte
als die Teilmenge aller Punkte x € X*° mit endlicher Isotropiegruppe G, deren
(G-Bahn in X*® abgeschlossen ist, so ist X offen mit X* = o' («(X*)) und unser
BahnschluBmorphismus induziert einen Bahnenmorphismus

a: X% — X°/G

Das alles ist nur ein Spezialfall unserer Grundkonstruktion 9.7.3, ausgedriickt in
einer etwas feineren Sprache. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir
nach ?? ndmlich L sehr ampel annehmen. Der Raum V' der globalen Schnitte von
L ist dann nach ?? endlichdimensional und wir erhalten eine kanonische abge-
schlossene G-dquivariante Einbettung X — PV. Ohne Beschriankung der Allge-
meinheit diirfen also X @& PV annehmen. Der Kegel iiber X im Sinne von 6.5.15
ist dann eine abgeschlossene Teilmenge C' = C'(X) & V mit einer algebraischen
Operation von GG und einer damit kommutierenden kontrahierenden Operation
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von k* so daB die offensichliche Abbildung einen G-dquivarianten Isomorphis-
mus C°/k* = X liefert, fir C° das Komplement der Menge der k*-Fixpunkte.
SchlieBlich besteht 7~!(C'/G)° nach Konstruktion genau aus allen Punkten von
C, auf denen irgendeine G-invariante Funktion echt positiven Grades nicht ver-
schwindet. Ubersetzen wir diese Bedingung zuriick in die Situation des Satzes, so
ergibt sich die dort fiir X*° gegebene Beschreibung. Weiter wird in der Situation
unseres Satzes C' von k™ sogar auf einen einzigen Punkt kontrahiert und O(C) ist
folglich nichtnegativ graduiert mit nur Skalaren im Grad Null. Dasselbe folgt fiir
O(0)¢ = O(C))G) und zeigt, daB auch C'//G von k* auf einen einzigen Punkt
kontrahiert wird. Dann aber ist (C'/G)°/k* = X /G nach 9.5.6 vollstindig und,
fiir letztere Aussage ebenfalls nach 9.5.6 aber noch ohne Beweis, sogar projektiv.

Ergiinzung 9.7.8. Verkleben wir bei der Riemann’schen Zahlenkugel P!k mit ih-
rer offensichtlichen k> -Operation die beiden Fixpunkte Nord- und Siidpol im Sin-
ne von 6.4.45, so erhalten wir nach 6.4.30 oder expliziter Rechnung wieder eine
k*-Varietdt Z. Ist V eine algebraische Darstellung positiver endlicher Dimensi-
on von k*, so muB jeder k*-dquivariante Morpismus Z — PV konstant sein,
denn jede abgeschlossene £ *-invariante Teilmenge Y @& PV positiver Dimension
besitzt nach [AAG] 4.7.13 mindestens zwei k*-Fixpunkte. Weiter kann auch Z
offensichtlich nicht durch offene affine unter £* invariante Teilmengen iiberdeckt
werden.

Vorschau 9.7.9. Das tautologische Biindel O(1) auf P'% ist nicht dquivariant fiir
PSL(2; k), sondern nur fiir SL(2; k). Es ist also in der Weise unkanonisch, daf} es
nicht gelingen kann, jeder Varietiit X, die zu P*k isomorph ist, ein Geradenbiindel
L x zuzuordnen und jedem Isomorphismus f : X — Y derartiger Varietéten einen
Isomorphismus iy : Lx — f*Ly derart, da} die offensichtlichen Vertrédglichkei-
ten erfiillt sind.
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11 Vorlesung Kommutative Algebra SS25

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen. Die Veranstaltungen wurde in der Form einer Fragestun-
de abgehalten.

22.4 Hilbert’scher Nullstellensatz, Formulierung 1.1.6. Zariski-Topologie 1.1.15.
Noether’sche Moduln und Ringe 1.5, Hilbert’scher Basissatz 1.5.11, Ketten-
bedingung 1.5.13.

24.4 Ringendliche Korpererweiterungen 1.6.10. Beweis des Hilbert’schen Null-
stellensatzes 1.7.13.

29.4 Polynomiale Funktionen 3.1, Rdume als Ringe 3.2.1 folgende.
6.5 Den ganzen Abschnitt 3 bis 3.4.13 auBer symmetrische Algebra.
8.5 Den ganzen Abschnitt 3 weiter.

13.5 Abschnitt 4.1.12 zu irreduziblen Komponenten. Analogie zur Primfaktor-
zerlegung in faktoriellen Ringen. Primideale und irreduzible Mengen im
geometrischen Fall 4.2.8. Primirzerlegung von Idealen in noetherschen Krin-
gen ohne Beweis.

15.5 Nocheinmal bei der Entsprechung 4.2.8 zwischen irreduziblen Teilmengen
einer affinen Varietdt X und Primidealen in O(X) beginnen. Schnitt von
Idealen in einem Primideal 4.2.13, Ideale in einer Vereinigung endlich vieler
Primideale 4.2.14. Krulldimension und Krullkodimension.

20.5 Lokalisierung 4.3.1 bis 4.3.23.

22.5 Lokal-global-Prinzip 4.3.27. Lokalisierung und Funktionskeime 4.4.3. Lo-
kal regulidre Funktionen sind regulér 4.4.

27.5 Primideale in Lokalisierungen 4.5.4. Minimale Primideale.

3.6 Lemma von Nakayama 5.13.2. (Das habe ich im Nachgang besser verstan-
den und umgestellt.) Der Durchschnittssatz von Krull und seine Folgerun-
gen lassen wir weg und gehen weiter zu ganzen Kringerweiterungen 5.1 bis
zum Ende des Abschnitts 5.1.

5.6 Ganze Kringerweiterungen, Going-up. Quotienten nach endlichen Gruppen
lassen wir leider links liegen. Anmoderieren Noether-Normalisierung.
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17.6 Noether-Normalisierung. Den Abschnitt zu flachen Morphismen lassen wir
weg. Anmoderieren: Transzendenzgrad. Beim Abschnitt zum Transzendenz-
grad schlage ich vor, insbesondere auf Satz 5.4.13 zu Transzendenzgrad und
Krulldimension zu fokussieren.

24.6 Planung: Going-Down 5.7.4. Der Beweis im Fall nicht notwendig modul-
endlicher ganzer Kringerweiterungen ist fiir das weitere unerheblich. Das
topologische Going-down ist auch unerheblich. Kettenlidngenringe sind je-
doch wichtig. Dann im entsprechenden Abschnitt bis zum Hauptidealsatz
von Krull 5.16.8, Korollare. Nicht Lemma von Nakayama, das habe ich nur
iiberarbeitet und verschoben. Nicht Going-Down ohne Galoistheorie.

26.6 Planung: Beginn allgemeine Varietiten. Geringte Rdume 6.2. Gesiittigte ge-
ringte Rdume.

1.7 Planung: Algebraische Varietiten und Prévarietéten.

3.7 Xier vertritt mich. Graduierte Gruppen und Ringe 6.6.1 folgende. Rechnen
in projektiven Varietiten 6.8.2 folgende.

8.7 Hilbertpolynome 6.9.2 folgende.
10.7 Satz von Bézout 6.10.2 folgende.

15.7 Planung: Dimensionstheorie lokaler noetherscher Kringe 7.3, insbesondere
Hauptsatz und sein Folgerungen.

17.7 Planung: Durchschnittssatz von Krull 7.4.1 folgende. Glattheit und Regula-
ritat.

22.7 Planung: Diskrete Bewertungsringe. Das ist eher kurz, aber vermutlich bleibt
bei Glattheit und Regularitiit noch was zu tun.

24.7 Planung: Dedekindringe bis 8.2.7 (Bewertungen und maximale Ideale). Korper
und ihre Kurven 8.6.2. Auch wenn man hier nicht alle Details versteht, ist
doch die Aussage groBartig.
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12 Vorlesung Kommutative Algebra SS20

Es handelte sich um eine vierstiindige Online-Vorlesung, also 4x45 Minuten Vor-
lesung, mit 2 Stunden Ubungen.

12.5 Algebraische Teilmengen, Zariskitopologie 1.1.15, Formulierung des Hil-
bert’schen Nullstellensatzes 1.1.6. Uberblicksartig Moduln iiber Ringen.
Noether’sche Moduln und Ringe 1.5.5 und 1.5.9. Hilbert’scher Basissatz
1.5.11 formuliert, aber noch nicht bewiesen.

14.5 Beweis Hilbert’scher Basissatz. Charakterisierung noetherscher Moduln durch
Kettenbedingung. Beweis der korpertheoretischen Form des Nullstellen-
satzes. Maximale Ideale in Polynomringen. Ideale in Polynomringen ohne
Nullstellen.

19.5 Beweis des Hilbert’schen Nullstellensatzes. Radikalideale im Polynomring
und algebraische Mengen in k£". Polynomiale und reguldre Funktionen stim-
men auf abgeschlossenen Mengen iiberein. Aquivalenz von Kategorien zwi-
schen algebraischen Mengen und affinen k-Kringen. Kategorien und Funk-
toren diskutiert. Aquivalenz von Kategorien noch nicht diskutiert.

26.5 Aquivalenzen von Kategorien. Aquivalenz der Matrixkategorie und der Ka-
tegorie der endlichdimensionalen Vektorrdume. Aquivalenz der Kategorie
der algebraischen Teilmengen und der affinen Kringalgebren. Naive affine
Varietiten eingefiihrt, aber nicht mehr als die Definition gemacht. Neil’sche
Parabel.

26.5 Beispiele fiir naive affine Varietiten. Erweiterter Satz iiber Aquivalenzen
von Kategorien. Maximalspektrum. Produkte affiner Varietiten.

2.6 Irreduzible Rdume, Komponentenzerlegung, Primideale und ihre Bedeu-
tung im geometrischen Fall.

4.6 Lokalisierung von Kringen und ihre Interpretation als Funktionskeime in
geometrischen Situationen. Jede ringendliche Erweiterung eines Integritits-
bereichs wird nach Lokalisierung an einem von Null verschiedenen Element
frei als Modul. Alternativer Beweis des Nullstellensatzes.

9.6 Lokalisierung und Primideale. Zariski-Topologie auf dem Primspektrum.
Nilradikal als Schnitt aller minimalen Primideale. Verkleinerung zu mini-
malem Primideal. Nilradikal als Schnitt der minimalen Primideale.

16.6 Lokalisierung von Moduln. Universelle Eigenschaft, Vertriaglichkeit mit Ko-
produkten, Koprodukte in Kategorien. Exaktheit. Nicht Vertriglichkeit mit
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18.6

23.6

25.6

30.6

2.7

1.7

9.7

14.7

16.7

Hom-Rdumen. Lemma von Nakayama in zwei Versionen, noch nicht fiir
lokale Kringe.

Lemma von Nakayama fiir lokale Kringe und anschauliche Bedeutung. Gan-
ze Kringerweiterungen. Sandwichlemma und Verkleben von Punkten, aber
nur gezeigt O(Y) affiner k-Kring und noch nicht Y = Max O(Y) fiir die
verklebte geringte Menge (Y, O(Y)).

Going-up und Korollare, insbesondere Gleichheit der Krulldimension bei
ganzen Kringerweiterungen und Endlichkeit der Fasern im Fall einer gan-
zen Kringerweiterung durch einen noetherschen Kring. ¥ = Max O(Y')
fiir die verklebte geringte Menge (Y, O(Y)). Noether-Normalisierung fiir
Hyperflachen und Krulldimension von Polynomringen. Nicht Quotienten
nach endlichen Gruppen. Noch nicht Krull’scher Hauptidealsatz fiir Poly-
nomringe und folgende.

Noether-Normalisierung. Faktorisierungssatz. Bilder von Morphismen. Tran-
szendenzgrad. Krulldimension als Transzendenzgrad.

Going-Down. Ringe reguldrer Funktionen auf affinen Varietiten, ja belie-
bige iiber einem Korper ringendliche Kringe sind Kettenringe. Hauptideal-
satz von Krull mit Anwendungen, insbesondere untere Abschétzung fiir die
Dimension der irreduzibeln Komponenten eines Schnitts von irreduziblen
algebraischen Teilmengen in £". Nicht Definitionsliicken rationaler Funk-
tionen.

Geringte Rdume. Abstrakte Varietiten. Projektive Rdume sind Varietéten.
Globale reguldre Funktionen auf projektiven Riumen sind konstant.

Kegelkonstruktion. Erzwungene Schnitte in projektiven Raumen und deren
Dimension. Homogener Koordinatenring einer abgeschlossenen Teilmenge
im projektiven Raum und projektive Nullstellenmengen homogener Poly-
nome. Darstellung von Hyperflachen in homogenen Ridumen als Nullstel-
lenmengen homogener quadratfreier Polynome.

Hilbertpolynom, Hilbertdimension, Multiplizitit. Additivitdt der Multipli-
zitdten vergessen. Satz von Bézout, viel drumrum erklirt, aber noch ohne
Beweis.

Beweis des Satzes von Bézout. Filtrierte abelsche Gruppen, Ringe und Mo-
duln. Dimensionstheorie lokaler noether’scher Kringe anmoderiert.

Hauptsatz der Dimensionstheorie lokaler noether’scher Kringe, nur letzte
Ungleichung nicht gezeigt.
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21.7

23.7

28.7

30.7

Hauptsatz der Dimensionstheorie lokaler noether’scher Kringe mit Korolla-
ren. Extrinsische Glattheit, Regularitit, regulidre Quotienten regulérer loka-
ler Kringe. Durchschnittssatz von Krull. Noch nicht bewiesen: Das Korollar
iber Regularitit und Glattheit.

Beweis des Korollars iiber Regularitit und Glattheit. Lokale Irreduzibilitit
an glatten Stellen. Pseudokoordinten. Minimaldimension von Schnitten in
glatten Varietidten. Regulire lokale Ringe sind ganz abgeschlossen. Diskrete
Bewertungsringe und ihre verschiedenen Charakterisierungen, insbesonde-
re auch durch die Eigenschaft ganz abgeschlossen.

Dedekindringe. Bezug zu affinen glatten irreduziblen Kurven. Diskrete Be-
wertungen und Punkte des Maximalspektrums. Beginn der Diskussion von
Korpern und ihren Kurven. Diskussion der Bedeutung der Endlichkeit des
ganzen Abschlusses. Beweis steht noch aus, ebenso Norm und Spur.

Noch etwas Korper und ihre Kurven besprochen. Dann Ausblick auf Sche-
mata.
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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Schema, 348
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Einbettung geringter Rdume, 181
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Analytifizierung, 336
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Ann Annullator, 38
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Anordnung



einer abelschen Gruppe, 247
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Absolutbetrag, 322

lokaler Korper, 321

Stelle eines Zahlkorpers, 323
arithmetischer Frobenius, 363
Artin’s Problem, 41
Assoziativmodul, 14
assoziiert

graduierte Gruppe, 220
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Tragheitsgruppe, 265
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Uniformisierende, 250

unirational

324

Varietit, 242
Untergruppenfiltrierung, 219
Untermodul, 16

erzeugt von Teilmenge, 16, 39
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projektive eingebettete, 198

torische, 356
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