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Wichtige Grundlage für dieses Kapitel ist Abschnitt [AL] 6.2.1 aus der Alge-
bra über Restklassenringe und Teilringe. Nach und nach wird dann immer mehr
aus den anderen Abschnitten von [AL] 6.2 verwendet, insbesondere der Satz, daß
Polynomringe über faktoriellen Ringen wieder faktoriell sind. Nach und nach wird
auch die Begrifflichkeit topologischer Räume immer wichtiger: Zunächst genügen
elementarste Kenntnisse, etwa im Umfang von [AN1] ??, später verwenden wir
auch weitergehende Konstruktionen im Umfang von [TM] 1.1.6. Grundbegriffe
der Kategorientheorie im Umfang von [LA2] 9.1.1 sollten vorhanden sein oder
im Rahmen dieser Vorlesung mit erlernt werden.
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1 Endliches Erzeugen und Nullstellensatz

1.1 Formulierung des Hilbert’schen Nullstellensatzes
1.1.1. Ich erinnere daran, daß bei uns jeder Ring eine Eins hat und daß von jedem
Ringhomomorphismus gefordert wird, daß er die Eins auf die Eins wirft. Ein Ideal
eines Rings ist nach [AL] 6.2.1.9 eine Untergruppe seiner additiven Gruppe, die
unter der Multiplikation mit beliebigen Elementen unseres Rings von links wie
von rechts stabil ist. Einen kommutativen Ring nenne ich auch einen Kring.

1.1.2. Seien k ein Kring und k[T1, . . . , Tn] der Polynomring über k in nVariablen.
Das Auswerten liefert eine Abbildung

k[T1, . . . , Tn]× kn → k

Definition 1.1.3. Gegeben ein Kring k und eine Teilmenge E ⊂ k[T1 . . . , Tn] des
Polynomrings in n Variablen mit Koeffizienten in k erklären wir die Nullstellen-
menge oder kurz die Nullstellen von E als die Menge derjenigen Punkte des kn,
an denen alle Polynome aus E verschwinden. Wir notieren diese Menge

Z(E) := {x ∈ kn | f(x) = 0 ∀f ∈ E}

mit Z wie „zeroes“. Im Fall E = {f1, . . . , fr} verwenden wir die abkürzende
Notation Z(E) = Z(f1, . . . , fr). Eine Teilmenge Z ⊂ kn heißt algebraisch,
wenn sie die Nullstellenmenge eines Systems von Polynomen ist, wenn es also
eine Teilmenge E ⊂ k[T1 . . . , Tn] gibt mit Z = Z(E).

1.1.4 (Diskussion der Notationen). Eine andere in der Literatur gängige Notati-
on für unser Z(E) ist V(E) mit V wie „Varietät“. Wir verwenden jedoch die Be-
zeichnung als Varietät nur über einem algebraisch abgeschlossenen Grundkörper
k und verwenden die Notation V(E) überhaupt nicht.

1.1.5. Im ersten Teil dieser Vorlesung geht es um die Untersuchung „geome-
trischer“ Eigenschaften algebraischer Teilmengen von kn für algebraisch abge-
schlossene Körper k und die entsprechenden „algebraischen“ Aussagen aus der
Theorie der kommutativen Ringe. Den tragenden Pfeiler der Brücke zwischen der
„geometrischen“ und der „algebraischen“ Welt bildet der folgende Satz, dessen
Beweis mit den nötigen Vorbereitungen uns bis 1.7.11 beschäftigen wird.

Satz 1.1.6 (Hilbert’scher Nullstellensatz). Sei k = k̄ ein algebraisch abge-
schlossener Körper. Ist f ∈ k[T1, . . . , Tn] ein Polynom in endlich vielen Varia-
blen, das auf der Nullstellenmenge eines Ideals a ⊂ k[T1, . . . , Tn] verschwindet,
so liegt eine Potenz unseres Polynoms bereits selbst in besagtem Ideal. In Formeln
gilt also

Z(f) ⊃ Z(a) ⇒ fN ∈ a für N ≫ 0
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Beispiel 1.1.7. Die gemeinsame Nullstellenmenge von x2, z3 ∈ k[x, y, z] ist die
y-Achse. Das Polynom f := (x + z)y verschwindet auf der y-Achse und wie
vom Nullstellensatz vorhergesagt gehört eine Potenz von f zum Ideal ⟨x2, z3⟩, in
unserem Fall etwa die vierte Potenz

f 4 =
(
(x2 + 4xz + 6z2)y4

)
x2 +

(
(4x+ z)y4

)
z3

Beispiel 1.1.8. Für k nicht algebraisch abgeschlossen gilt die Aussage dieses Sat-
zes nicht. Als Beispiel betrachte man für k = R in R[T ] das Ideal a = ⟨T 2 + 1⟩.
Obwohl das konstante Polynom f = 1 auf der Nullstellenmenge Z(a) = ∅ unse-
res Ideals verschwindet, liegt keine seiner Potenzen 1N = 1 in besagtem Ideal.

1.1.9. Wir werden den Hilbert’schen Nullstellensatz erst im Anschluß an Lemma
1.7.11 zeigen können. Manche Aussagen aus seinem Umfeld sind jedoch sehr
leicht zu haben, wie ich im folgenden ausführen will.

Definition 1.1.10. Ist k ein Kring und X ⊂ kn eine Teilmenge, so bilden diejeni-
gen Polynome, die an allen Punkten von X verschwinden, offensichtlich ein Ideal
des Polynomrings k[T1, . . . , Tn]. Es heißt das Verschwindungsideal von X und
wir notieren es

I(X) := {f ∈ k[T1, . . . , Tn] | f(x) = 0 ∀x ∈ X}

Die Kreislinie ist die
Nullstellenmenge in R2 des

Polynoms x2 + y2 − 1 ∈ R[x, y],
eine Zariski-abgeschlossene

Teilmenge der Ebene R2. Jeder
Punkt (a, b) ∈ R2 ist die simultane

Nullstellenmenge in R2 der
Polynome x− a und y − b und auch

Zariski-abgeschlossen. Alle
Zariski-abgeschlossenen
Teilmengen von R2 sind

offensichtlich auch abgeschlossen in
der natürlichen Topologie des R2

aus [AN2] 1.3.9, aber das
Umgekehrte gilt nicht.

1.1.11. Sei k ein Kring. Offensichtlich gilt für ein beliebiges System E von Teil-
mengen von k[T1, . . . , Tn] die Identität

⋂
E∈E Z(E) = Z

(⋃
E∈E E

)
und insbe-

sondere auch
E ⊂ F ⇒ Z(E) ⊃ Z(F )
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Ebenso offensichtlich gilt für ein beliebiges System X von Teilmengen des kn die
Identität I

(⋃
X∈X X

)
=
⋂

X∈X I(X) und insbesondere auch

Y ⊂ X ⇒ I(Y ) ⊃ I(X)

Des weiteren gilt sicher E ⊂ I(Z(E)) für jede Teilmenge E ⊂ k[T1, . . . , Tn] und
X ⊂ Z(I(X)) für jede Teilmenge X ⊂ kn. Es folgt I(X) = I(Z(I(X))) für
jede Teilmenge X ⊂ kn, indem wir einerseits I auf X ⊂ Z(I(X)) anwenden
und andererseits E ⊂ I(Z(E)) auf E = I(X). Ebenso folgt für jede Teilmenge
E ⊂ k[T1, . . . , Tn] die Identität Z(E) = Z(I(Z(E))). Insbesondere gilt für jede
algebraische Teilmenge X ⊂ kn die Identität X = Z(I(X)), die offensichtlich
auch umgekehrt algebraische Teilmengen charakterisiert.

Ergänzung 1.1.12. Allgemeiner versteht man unter einer Inzidenzstruktur ein
Tripel (A,B,R) bestehend aus zwei Mengen A und B mit einer Teilmenge R ⊂
A × B alias einer Relation zwischen A und B im Sinne von [AN1] 2.2.5. Zum
Beispiel können wir die Menge A = k[T1, . . . , Tn] der Polynome und die Menge
B = kn der Punkte zu betrachten mit der Relation (f, x) ∈ R genau dann, wenn
gilt f(x) = 0. Für eine beliebige Inzidenzstruktur können wir in derselben Weise
wie in diesem Beispiel Abbildungen Z : P(B) → P(A) und I : P(A) → P(B)
erklären. Auch in dieser Allgemeinheit verwandeln sich Vereinigungen in Schnit-
te, Inklusionen kehren sich um und es gilt stets X ⊂ Z(I(X)) sowie I(X) =
I(Z(I(X))) und symmetrisch E ⊂ I(Z(E)) sowie Z(E) = Z(I(Z(E))).
1.1.13. Um Sie zu ermuntern, sich in Vorbereitung auf spätere Kapitel mit den
Grundbegriffen der Topologie auseinanderzusetzen, beginne ich bereits hier mit
der Diskussion der sogenannten „Zariski-Topologie“. Ich erinnere zunächst an
einige grundlegende Definitionen aus der Begriffwelt der Topologie, wie sie in
[AN2] 1.3 ausführlicher eingeführt werden. Eine Topologie T auf einer Menge
X ist ein System von Teilmengen T ⊂ P(X), das stabil ist unter dem Bilden von
endlichen Schnitten und beliebigen Vereinigungen. Ein Paar (X, T ) bestehend aus
einer Menge mit einer Topologie heißt ein topologischer Raum. Die Teilmengen
aus T heißen dann die offenen Teilmengen unseres topologischen Raums. Statt
U ∈ T schreibe ich auch U ⊂◦ X . Die Komplemente der offenen Teilmengen hei-
ßen die abgeschlossenen Teilmengen unseres topologischen Raums. Für A ⊂ X
schreiben wir statt (X\A) ∈ T auch A ⊂∧ X . Das System der abgeschlossenen
Teilmengen eines topologischen Raums ist stabil unter endlichen Vereinigungen
und beliebigen Schnitten. Jedes Mengensystem in einer Menge X mit diesen Ei-
genschaften ist auch umgekehrt das System der abgeschlossenen Teilmengen ei-
ner wohlbestimmten Topologie auf X . Gegeben eine Teilmenge M ⊂ X eines
topologischen Raums wird ihr Abschluß M̄ erklärt als die kleinste abgeschlos-
sene Teilmenge von X , die M umfaßt, alias der Schnitt aller abgeschlossenen
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Teilmengen von X , die M umfassen. Eine Abbildung f : X → Y von topologi-
schen Räumen heißt stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist, oder
gleichbedeutend das Urbild jeder abgeschlossenen Menge abgeschlossen.

1.1.14. Ich erinnere [AN2] 1.3.16. Ist X ein topologischer Raum und Y ⊂ X
eine Teilmenge, so erklärt man die induzierte Topologie oder Spurtopologie auf
Y durch die Vorschrift

U ⊂◦ Y ⇔ ∃V ⊂◦ X mit U = V ∩ Y

In Worten ist also eine Teilmenge von Y offen für die induzierte Topologie genau
dann, wenn sie der Schnitt mit Y einer offenen Teilmenge von X ist. Ab jetzt
fassen wir stillschweigend jede Teilmenge Y eines topologischen Raums X als
topologischen Raum mit der induzierten Topologie auf.

Lemma 1.1.15. Ist k ein kommutativer Integritätsbereich, so bilden die alge-
braischen Teilmengen von kn die abgeschlossenen Mengen einer Topologie, der
Zariski-Topologie auf dem kn.

Beweis. Daß beliebige Schnitte algebraischer Teilmengen wieder algebraisch sind,
ist eh klar, formal nach 1.1.11. Ist k nicht der Nullring, so gilt weiter Z(1) = ∅.
Ist k sogar ein Integritätsring, so gilt zusätzlich Z(E) ∪ Z(F ) = Z(EF ) mit der
Notation EF = {ef | e ∈ E, f ∈ F}. Folglich bilden die Z(E) das System der
abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf dem kn.

1.1.16. Ist k ein kommutativer Integritätsbereich, so folgt für den Abschluß einer
beliebigen Teilmenge X ⊂ kn in Bezug auf die eben erklärte Zariskitopologie die
Formel

X̄ = Z(I(X))

In der Tat ist die rechte Seite eine algebraische alias abgeschlossene Menge, die
X umfaßt, und für jede algebraische alias abgeschlossene Teilmenge Z ⊃ X gilt
Z = Z(I(Z)) ⊃ Z(I(X)).

1.1.17. Ein Element eines faktoriellen Rings heißt quadratfrei, wenn es von Null
verschieden ist und darin kein Primfaktor mehrfach auftritt. Sei nun k = k̄ ein
algebraisch abgeschlossener Körper. Eine Teilmenge Z ⊂ kn heißt eine

Hyperebene, wenn sie Nullstellenmenge eines linearen Polynoms ist, also eines
Polynoms vom Totalgrad 1;

Quadrik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien quadratischen Polynoms
ist;

Kubik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien kubischen Polynoms ist;
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Quartik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien Polynoms vom Total-
grad 4 ist;

Quintik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien Polynoms vom Total-
grad 5 ist;

Vorschau 1.1.18. Wir zeigen in 5.3.12, daß für k = k̄ ein algebraisch abge-
schlossener Körper auf einer algebraischen Teilmenge X ⊂∧ kn jedes Polynom
P ∈ k[T1, . . . , Tn], wenn wir es als Abbildung P : X → k auffassen, entweder
nur endlich viele Werte annimmt oder nur endlich viele Werte nicht annimmt. Un-
ser Beweis dort ist nicht ganz einfach. Ich wüßte gerne, wie man das möglichst
leicht einsehen kann.

Ergänzung 1.1.19. Man kann zeigen, daß für k = k̄ ein algebraisch abgeschlosse-
ner Körper und n ≥ 1 jede algebraische Teilmenge von kn bereits als die Nullstel-
lenmenge von n Polynomen beschrieben werden kann, vergleiche etwa [Kun80].
Im Gegensatz dazu kann keineswegs jedes Ideal des Polynomrings in n Variablen
von n Polynomen erzeugt werden. Zum Beispiel ist leicht zu sehen, daß das Ideal
⟨x2, xy, y2⟩ ⊂ C[x, y] nicht von zwei Elementen erzeugt werden kann.

Übungen

Übung 1.1.20. Man zeige zur Übung, daß eine echte Zariski-abgeschlossene Teil-
menge von R2 keine nichtleere metrisch offene Teilmenge von R2 umfassen kann.

Übung 1.1.21. Ist k ein Körper, ja ein beliebiger Kring, und x ∈ kn ein Punkt,
so ist das Verschwindungsideal dieser einelementigen Menge das Ideal I(x) =
⟨T1 − x1, . . . , Tn − xn⟩ ⊂ k[T1, . . . , Tn].

Übung 1.1.22. Sei k ein Körper. Man zeige, daß die von ganz k verschiedenen
algebraischen Teilmengen von k genau die endlichen Teilmengen sind. Man zei-
ge, daß die algebraischen Teilmengen von k2 genau die endlichen Teilmengen,
die Vereinigungen der Nullstellenmengen einzelner Polynome mit endlichen Teil-
mengen, sowie ganz k2 sind. Hinweis: Nach [AL] 6.2.7.16 haben zwei teilerfrem-
de Polynome in zwei Veränderlichen höchstens endlich viele gemeinsame Null-
stellen.

Übung 1.1.23. Sei k ein Körper. Man zeige für jedes Ideal a ⊂ k[T1, . . . , Tn] die
Abschätzung |Z(a)| ≤ dimk k[T1, . . . , Tn]/a. Insbesondere kann ein Ideal end-
licher Kodimension nur höchstens endlich viele simultane Nullstellen besitzen.
Hinweis: Interpolation in mehreren Variablen [AL] 6.2.3.8.

Übung 1.1.24. Unter einem Homöomorphismus versteht man eine bijektive ste-
tige Abbildung zwischen topologischen Räumen, deren Umkehrung auch stetig
ist. Man zeige: Ist γ : k

∼→ k ein Körperautomorphismus, so induziert γ einen
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Homöomorphismus γ : kn
∼→ kn, (x1, . . . , xn) 7→ (γ(x1), . . . , γ(xn)) von kn

versehen mit der Zariskitopologie auf sich selbst.

Übung 1.1.25. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heißt dicht, wenn ihr
Abschluß der ganze Raum ist. Sei k ein kommutativer Integritätsbereich. Man
zeige: Jede unendliche Teilmenge von k ist Zariski-dicht. Sind A ⊂ km und B ⊂
kn Zariski-dicht, so gilt dasselbe für A × B ⊂ km+n. Ist zusätzlich k unendlich,
so ist jede offene nichtleere Teilmenge von kn Zariski-dicht und je zwei offene
nichtleere Teilmengen von kn haben nichtleeren Schnitt.

Übung 1.1.26. Gegeben ein Körper k und Matrizen M,N ∈ Mat(n; k) haben
MN und NM dasselbe charakteristische Polynom. Hinweis: 1.1.25.

Übung 1.1.27. Man zeige, daß jede unendliche Teilmenge der Kreislinie in der
reellen Ebene {(x, y) ∈ R2 | x2+ y2 = 1} Zariski-dicht liegt in der Kreislinie mit
ihrer Spurtopologie nach 1.1.14. Hinweis: [AL] 6.2.7.16.

Übung 1.1.28. Man zeige: Verschwindet ein Polynom P ∈ R[x, y] auf der Kreis-
linie {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}, so wird es von x2 + y2 − 1 geteilt.

Übung 1.1.29. Man folgere aus dem Hilbert’schen Nullstellensatz: Haben zwei
irreduzible Polynome in C[T1, . . . , Tn] dieselben Nullstellen, so ist das eine ein
skalares Vielfaches des anderen. Im Fall n = 1 ist das klar. In Fall n = 2 folgt
es bereits aus Korollar [AL] 6.2.7.16, nach dem zwei teilerfremde Polynome in
C[x, y] höchstens endlich viele gemeinsame Nullstellen haben.

Übung 1.1.30. Man zeige, daß jede lineare Abbildung km → kn stetig ist für die
Zariskitopologie.

Übung 1.1.31. Gegeben auf A := kn eine k-bilineare Multiplikation A×A→ A,
die A zu einem Ring macht, bilden die Einheiten unseres Rings eine Zariski-
offene Teilmenge A× ⊂◦ A.

1.2 Allgemeines zu Moduln
1.2.1 (Notation für Mengen von Abbildungen). Ich notiere Ens die Kategorie
der Mengen. Ihre Objekte sind Mengen, ihre Morphismen Abbildungen. Gegeben
M,N ∈ Ens alias Mengen M,N notiere ich Ens(M,N) die Menge aller Abbil-
dungen vonM nachN und Ens(M) := Ens(M,M) die Menge aller Abbildungen
von M zu sich selbst.

1.2.2 (Notation für Mengen von Homomorphismen abelscher Gruppen). Ich
notiere Ab die Kategorie der abelschen Gruppen. Ihre Objekte sind abelsche Grup-
pen, ihre Morphismen Gruppenhomomorphismen. Gegeben M,N ∈ Ab alias
abelsche Gruppen M,N notiere ich Ab(M,N) ⊂ Ens(M,N) die Menge der
Gruppenhomomorphismen von M nach N und Ab(M) ⊂ Ens(M) die Menge
der Gruppenhomomorphismen von M zu sich selbst.
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1.2.3 (Isomorphismen abelscher Gruppen). Gegeben ein bijektiver Homomor-
phismus von abelschen Gruppen ist auch seine Umkehrabbildung ein Homomor-
phismus von abelschen Gruppen. Die Isomorphismen in der Kategorie der abel-
schen Gruppen sind mithin genau die bijektiven Homomorphismen.

1.2.4 (Diskussion der Homomorphismengruppen abelscher Gruppen). Gege-
ben abelsche GruppenM,N ist Ab(M,N) ⊂ Ens(M,N) sogar eine Untergruppe
der abelschen Gruppe aller Abbildungen von der Menge M in die abelsche Grup-
pe N . Die Menge Ab(M,N) mit dieser Struktur als abelsche Gruppe notiere ich

Hom(M,N) = (M⇛N) = (M⇛AbN)

und setze End(M) := Hom(M,N). Die Verknüpfung von Morphismen abelscher
Gruppen Ab(L,M) × Ab(M,N) → Ab(L,N) wird für diese Strukturen eine
biadditive Abbildung Hom(L,M)×Hom(M,N)→ Hom(L,N), (ψ, φ) 7→ φ◦ψ,
und

End(M)

wird mit dieser Verknüpfung als Multiplikation ein Ring. Den Endomorphismen-
ring von M erklären wir als End(M) mit der dazu opponierten Multiplikation,
in Formeln mit der Verknüpfung φψ := φ ◦ ψ. Sein Einselement ist die Identität
id :M →M .

Definition 1.2.5. Sei Ω eine Menge. Ein Ω-Mengenmodul oder kurz Ω-Modul
ist ein Paar (M,σ) bestehend aus einer abelschen Gruppe M und einer Abbildung
σ : Ω → End(M) unserer Menge Ω in den Endomorphismenring der abelschen
Gruppe M .

Definition 1.2.6. Sei R ein Ring. Ein R-Ringmodul oder kurz R-Modul ist ein
Paar (M,σ) bestehend aus einer abelschen Gruppe M und einem Ringhomomor-
phismus σ : R → End(M) unseres Rings R in den Endomorphismenring der
abelschen Gruppe M .

1.2.7. Natürlich ist jeder Ringmodul auch ein Mengenmodul für die dem frag-
lichen Ring zugrundeliegenden Menge. Unter dem Exponentialgesetz, also der
Bijektion Ens(Ω,Ens(M,M))

∼← Ens(Ω×M,M) aus [GR] 2.1.6.5, entsprechen
unsere Strukturen auf einer abelschen Gruppe (M,+) als Ω-Mengenmodul ein-
eindeutig den Abbildungen Ω × M → M , (ω,m) 7→ ωm derart, daß für alle
ω ∈ Ω und m,n ∈M gilt

ω(m+ n) = ωm+ ωn

Weiter entsprechen für einen Ring R unsere Strukturen auf einer abelschen Grup-
pe (M,+) als R-Ringmodul unter dem Exponentialgesetz eineindeutig den Ab-
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bildungen R×M →M derart, daß für alle r, s ∈ R und m,n ∈M gilt

r(m+ n) = (rm) + (rn)
(r + s)m = (rm) + (sm)
r(sm) = (rs)m
1m = m

1.2.8 (Diskussion alternativer terminologischer Konventionen). Arbeitet man
mit der alternativen Konvention, nach der Ringe nicht notwendig unitär zu sein
brauchen, so ist hier die letzte Bedingung 1m = m nicht mehr sinnvoll und wird
weggelassen. Moduln, wie wir sie in 1.2.6 definiert haben, würde man in dieser
alternativen Konvention als „unitäre Moduln über einem unitären Ring“ bezeich-
nen. Wir nennen eine abelsche Gruppe A mit einer assoziativen biadditiven Verk-
nüpfung eine assoziative Z-Algebra und eine abelsche Gruppe M mit einer biad-
ditiven Abbildung A×M → M derart, daß gilt a(bm) = (ab)m ∀a, b ∈ A,m ∈
M , einen A-Assoziativmodul. Bei Assoziativmoduln fordern wir also nichts für
die Operation eines Einselements, selbst wenn es ein solches geben sollte.

1.2.9. Wir vereinbaren auch in diesem Kontext die Regel „Punkt vor Strich“. Wie
bei Vektorräumen zeigt man auch bei Ringmoduln M über einem Ring R für alle
m ∈M die Formel 0m = 0, genauer 0Rm = 0M , und folgert (−1)m = −m.

1.2.10 (Vergleich von Ringmoduln und Mengenmoduln). Moduln über Ringen
können als spezielle Moduln über Mengen aufgefaßt werden. Es gibt offensicht-
lich im allgemeinen weniger Moduln über einem Ring als Mengenmoduln über
der zugrundeliegenden Menge und wir können für Moduln über speziellen Ringen
entsprechend stärkere Aussagen erwarten. So sind zum Beispiel die Ringmoduln
über einem Körper genau unsere Vektorräume aus der linearen Algebra. Umge-
kehrt können Moduln über einer Menge Ω auch aufgefaßt werden als Ringmoduln
über dem „nichtkommutativen Polynomring über Z in durch Ω indizierten Varia-
blen“ alias dem „freien Ring über Ω“, den wir in der Notation aus [TF] 2.4.8.7
Ring0 Ω notieren würden. Insofern sind unsere beiden Begriffsbildungen im Prin-
zip austauschbar. Ich werde im folgenden allgemeine Aussagen vorzugsweise für
Mengenmoduln formulieren, da deren Definition einfacher ist.

Beispiele 1.2.11. Jeder Ring R ist in offensichtlicher Weise ein R-Ringmodul.
Dasselbe gilt für Rn, ja gegeben eine beliebige Menge X für Ens(X,R) und ge-
geben zusätzlich ein beliebiger R-Ringmodul M auch für die Menge Ens(X,M)
aller Abbildungen von X nach M .

1.2.12 (Abelsche Gruppen als Z-Ringmoduln). Jede abelsche Gruppe M trägt
genau eine Struktur als Z-Ringmodul, denn für jeden Ring E gibt es genau einen
Ringhomomorphismus Z→ E und das gilt insbesondere auch fürE := End(M).
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Wir können diese Modulstruktur auch explizit beschreiben: Für a ∈ N ist notwen-
dig 1m = m, also 2m = (1 + 1)m = m+m, induktiv (a+ 1)m = am+m, und
dann auch (−a)m = (−1)am = −(am).
1.2.13. Ist φ : R → S ein Ringhomomorphismus, so wird jeder S-Modul und
insbesondere auch S selbst ein R-Modul vermittels der Operation rm = φ(r)m.
Dies Verfahren heißt Restriktion der Skalare, und zwar selbst dann, wenn der
Ringhomomorphismus φ : R → S nicht die Inklusion eines Teilrings ist. Wir
notieren

resφ(M) = resRS M

den so aus einem S-Modul konstruierten R-Modul. Zum Beispiel ist für jedes
Ideal a ⊂ R der Quotient R/a aus [AL] 6.2.1.13 ein R-Modul in natürlicher
Weise.
1.2.14. Ist X eine Menge und x ∈ X ein Punkt und k ein Ring, so liefert das
Auswerten an der Stelle x einen Ringhomomorphismus δx : Ens(X, k)→ k. Den
zugehörigen Modul über den Funktionenring Ens(X, k) nennen wir den Auswer-
tungsmodul und notieren ihn kx.

Übungen

Übung 1.2.15 (k[T ]-Moduln als k-Vektorräume mit Endomorphismus). Gege-
ben eine abelsche Gruppe M und ein Körper k geben wir Bijektionen{

Strukturen als k[T ]-Modul
auf der abelschen Gruppe M

}
∼→

{
Ringhomomorphismen
k[T ]→ End(M)

}
≀↓

Paare (ψ,A) bestehend aus
einer k-Vektorraumstruktur

ψ : k ×M →M
auf der abelschen Gruppe M
und einem Endomorphismus

A ∈ Endk(M)


∼→



Paare (φ,A) bestehend aus
einem Ringhomomorphismus

φ : k → End(M)
und einem mit seinem Bild
kommutierenden Element

A ∈ End(M)


an. Hier liefert 1.2.7 die obere horizontale Bijektion und [LA1] 5.3.5 die vertikale
Bijektion. Die untere horizontale Bijektion ist die offensichtliche. In diesem Sinne
ist also ein k[T ]-Modul „dasselbe“ wie ein k-Vektorraum mit einem k-linearen
Endomorphismus. Für einen beliebigen Ring k gilt Analoges.

1.3 Homomorphismen, Untermoduln, Quotienten
1.3.1. In diesem Abschnitt bespreche ich einige sehr allgemeine Begriffsbildun-
gen und Aussagen, die für beliebige Mengenmoduln sinnvoll und richtig sind.
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Speziellere Aussagen, die nur für Ringmoduln gelten, besprechen wir im darauf-
folgenden Abschnitt.

Definition 1.3.2. Sei Ω eine Menge. Eine Abbildung f : M → N von einem
Ω-Modul in einen weiteren Ω-Modul heißt ein Modulhomomorphismus, wenn
gilt

f(m+m′) = f(m) + f(m′) und f(rm) = rf(m) ∀m,m′ ∈M, r ∈ Ω.

Die Menge aller Homomorphismen von einem Ω-Modul M in einen Ω-Modul N
notieren wir ModΩ(M,N). Diese Menge bildet eine Untergruppe der abelschen
Gruppe Hom(M,N) und mit dieser Struktur als abelsche Gruppe notieren wir sie

HomΩ(M,N) ⊂ Hom(M,N)

1.3.3 (Kategorie der Mengenmoduln). Die Gesamtheit aller Mengenmoduln
über einer vorgegebenen Menge Ω bildet mit den Modulhomomorphismen als
Morphismen eine Kategorie

ModΩ = Mod′
Ω

Das „Freiheitsstrichlein“ schreiben wir dazu, wenn besonders betont werden soll,
daß Mengenmoduln gemeint sind.

1.3.4 (Isomorphismen von Moduln). Sei Ω eine Menge. Gegeben ein bijektiver
Homomorphismus von Ω-Moduln ist auch die Umkehrabbildung ein Homomor-
phismus von Ω-Moduln. Die bijektiven Homomorphismen sind mithin genau die
Isomorphismen in der Kategorie der Ω-Moduln.

1.3.5 (Endomorphismenringe). Sei Ω eine Menge. Die Menge aller Endomor-
phismen eines Ω-ModulsM notiert man EndΩ(M). Sie ist ein Teilring EndΩ(M) ⊂
End(M) des Endomorphismenrings der abelschen Gruppe M .

Definition 1.3.6. Sei Ω eine Menge undM ein Ω-Modul. Eine TeilmengeN ⊂M
heißt ein Untermodul, wenn N eine Untergruppe ist und wenn zusätzlich gilt
m ∈ N , r ∈ Ω⇒ rm ∈ N .

Beispiel 1.3.7. Die Untermoduln eines Krings mit seiner durch Linksmultiplika-
tion gegebenen Struktur als R-Modul sind genau seine Ideale. Die Untermoduln
eines allgemeinen Rings heißen seine Linksideale.

1.3.8. Sei Ω eine Menge. Jeder Schnitt von Untermoduln eines Ω-Moduls M ist
wieder ein Untermodul. Ist T ⊂ M eine Teilmenge eines Ω-Moduls M , so heißt
der kleinste Untermodul von M , der T enthält, der von T erzeugte Untermo-
dul und wir bezeichnen ihn mit Ω⟨T ⟩ oder wenn die genaue Bedeutung eh aus
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dem Kontext hervorgeht etwas nachlässig mit ⟨T ⟩Ω oder auch abkürzend mit ⟨T ⟩.
Man kann den von T erzeugten Ω-Untermodul beschreiben auch als die von allen
{r1 . . . rst | s ≥ 0, ri ∈ Ω, t ∈ T} erzeugte Untergruppe. Ein Modul, der von
einer endlichen Teilmenge erzeugt wird, heißt endlich erzeugt. Ein Modul, der
von einem einzigen Element erzeugt wird, heißt zyklisch.
1.3.9. Das Bild eines Untermoduls unter einem Modulhomomorphismus ist wie-
der ein Untermodul. Das Urbild eines Untermoduls unter einem Modulhomomor-
phismus ist wieder ein Untermodul. Insbesondere sind Bild und Kern eines Mo-
dulhomomorphismus stets Untermoduln.

Proposition 1.3.10 (Quotientenmoduln). Seien Ω eine Menge, M ein Ω-Modul
und L ⊂M ein Untermodul.

1. Es gibt genau eine Struktur eines Ω-Moduls auf der Restklassengruppe
M/L aus [LA2] 6.2.10 derart, daß die Projektion can : M ↠ M/L ein
Homomorphismus von Ω-Moduln ist;

2. Jeder Homomorphismus von Ω-Moduln φ : M → N mit φ(L) = 0 fak-
torisiert in eindeutiger Weise über M/L, es gibt also zu φ genau einen
Ω-Modulhomomorphismus φ̃ :M/L→ N mit φ = φ̃ ◦ can.

Beweis. Sehr ähnlich zum Beweis der entsprechenden Aussagen im Fall von Vek-
torräumen [LA2] 6.6.4 und dem Leser überlassen.

Definition 1.3.11. Ein Subquotient eines Moduls ist ein Quotient eines Unter-
moduls.

Übungen

Ergänzende Übung 1.3.12. Man zeige, daß in einem endlich erzeugten Modul
jedes Erzeugendensystem ein endliches Erzeugendensystem umfaßt.
Übung 1.3.13. Jeder Quotient eines endlich erzeugten Moduls ist endlich erzeugt.
Übung 1.3.14. Ein Untermodul eines endlich erzeugten Moduls muß keineswegs
endlich erzeugt sein. Betrachten wir zum Beispiel im Polynomring in abzählbar
vielen Variablen R := Z[Tn | n ≥ 1] das von den Variablen erzeugte Ideal I ⊂ R,
so ist I nicht endlich erzeugt als R-Modul.

1.4 Ringmoduln
Lemma 1.4.1 (Modulhomomorphismen vom Grundring zu einem Modul).
Gegeben ein Ring R und ein R-Ringmodul M liefert die Abbildungsvorschrift
m 7→ (r 7→ rm) einen Isomorphismus M ∼→ HomR(R,M) von abelschen Grup-
pen mit Umkehrabbildung φ 7→ φ(1).
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Beweis. Dem Leser überlassen.

1.4.2. Gegeben ein Ring R und ein R-Ringmodul M kann man den von einer
Teilmenge T ⊂ M erzeugten Untermodul beschreiben als die Menge aller Line-
arkombinationen {r1t1 + . . . + rsts | s ≥ 0, ri ∈ R, ti ∈ T}. Hierbei steht die
leere Linearkombination mit s = 0 für die Null in M .

1.4.3. Die Gesamtheit aller Ringmoduln über einem vorgegebenen Ring R bildet
mit den Modulhomomorphismen als Morphismen eine Kategorie

ModR

1.4.4. In der Sprache der Kategorientheorie ist das Vergessen der Modulstruktur
ein Isomorphismus von Kategorien ModZ

∼→ Ab zwischen der Kategorie der Z-
Moduln und der Kategorie der abelschen Gruppen.

1.4.5. Jeder Quotient eines Ringmoduls über einem Ring R ist wieder ein R-
Ringmodul.

1.4.6. Gegeben ein kommutativer RingR undR-RingmodulnM,N ist die Unter-
gruppe HomR(M,N) ⊂ Hom(M,N) sogar ein R-Untermodul in Bezug auf die
durch Nachschalten oder gleichbedeutend durch Vorschalten der Multiplikation
mit Elementen r ∈ R gegebenen Struktur als R-Modul.

Übungen

Übung 1.4.7. Gegeben ein R-Modul M wird M ein Modul über seinem Endo-
morphismenring EndR(M) vermittels der Vorschrift fm = f(m) für alle f ∈
EndR(M) und m ∈M .

Übung 1.4.8. Ist R ein Ring und e ∈ R ein idempotentes Element und M ein R-
Modul, so induziert das Auswerten bei e eine Bijektion HomR(Re,M)

∼→ eM .

Übung 1.4.9. Gegeben ein surjektiver Ringhomomorphismus φ : R ↠ S und ein
R-Modul M mit (kerφ)M = 0 gibt es auf M genau eine Struktur als S-Modul,
die unter der Restriktion längs φ die ursprüngliche Struktur als R-Modul liefert.
Wir nennen sie die faktorisierte Operation von S auf M .

Beispiel 1.4.10. Gegeben R ein Ring und a ⊂ R ein Ideal und N ein R-Modul
wird insbesondere N/aN stets ein R/a-Modul mit der faktorisierten Operation.
Hier verwenden wir die Abkürzung aN = ⟨aN⟩ für die von allen an mit a ∈ a
und n ∈ N erzeugte Untergruppe.

Übung 1.4.11. Man zeige, daß gegeben ein Ring R und ein R-Modul M für je-
des Linksideal I ⊂ R das Auswerten an der Nebenklasse 1R + I eine Bijektion
HomR(R/I,M)

∼→ {m ∈M | Im = 0} induziert.
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Übung 1.4.12. Gegeben ModulnMi über RingenRi kann man das ProduktM der
Mi in offensichtlicher Weise mit der Struktur eines Moduls über dem Produkt R
der Ri versehen. Ergibt sich in derselben Weise ein R-Modul N als das Produkt
gewisser Ri-Moduln Ni, so haben wir einen kanonischen Isomorphismus

HomR(M,N)
∼→
∏
i

HomRi
(Mi, Ni)

Übung 1.4.13. Ich erinnere an exakte Sequenzen im Sinne von [LA2] 6.7.5. Eine
Sequenz von Gruppen M ′ → M → M ′′ heißt linksexakt, wenn die erweiterte
Sequenz 1→M ′ →M →M ′′ exakt ist, wenn sie also in anderen Worten bei M
exakt ist und M ′ → M injektiv ist. Wir schreiben linksexakte Sequenzen meist
M ′ ↪→ M → M ′′. Man zeige: Eine Sequenz M ′ → M → M ′′ von Moduln über
einem Ring R ist linkssexakt genau dann, wenn für jeden weiteren R-Modul N
die induzierte Sequenz

HomR(N,M
′)→ HomR(N,M)→ HomR(N,M

′′)

linksexakt ist. Analoges gilt für Mengenmoduln. Die Aussage ist etwas delikat
vom Standpunkt der Logik, da wir darin über alle Moduln quantifizieren. Um
dem auszuweichen, mag man dabei ein unter dem Bilden von Teilmengen stabiles
Mengensystem U fest wählen und nur solche Moduln betrachten, deren Grund-
menge ein Element dieses Mengensystems ist.
Übung 1.4.14. Ich erinnere an exakte Sequenzen im Sinne von [LA2] 6.7.5. Eine
Sequenz von Gruppen M ′ → M → M ′′ heißt rechtsexakt, wenn die erweiterte
Sequenz M ′ →M →M ′′ → 1 exakt ist, wenn sie also in anderen Worten bei M
exakt ist und M →M ′′ surjektiv ist. Wir schreiben rechtsexakte Sequenzen meist
M ′ → M ↠ M ′′. Man zeige: Eine Sequenz M ′ → M → M ′′ von Moduln über
einem Ring R ist rechtsexakt genau dann, wenn für jeden weiteren R-Modul N
die induzierte Sequenz

HomR(M
′′, N)→ HomR(M,N)→ HomR(M

′, N)

linksexakt ist. Analoges gilt für Mengenmoduln und auch die Probleme der Logik
kann man wie in 1.4.13 ausräumen.

1.5 Noethersche Moduln und Ringe
Definition 1.5.1. Ein Modul heißt noethersch, wenn alle seine Untermoduln end-
lich erzeugt sind.

1.5.2. Mit gemeint ist dabei die Forderung, daß unser Modul selbst endlich er-
zeugt sein soll. Die Bezeichnung erinnert an die Mathematikerin Emmy Noether,
eine Pionierin der abstrakten Algebra jüdischer Herkunft, die in Göttingen arbei-
tete bis sie in die Emigration gezwungen wurde.
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Beispiel 1.5.3. Ein Vektorraum über einem Körper k ist noethersch als k-Modul
genau dann, wenn er endlichdimensional ist.

Beispiel 1.5.4. Der Polynomring R = Z[T1, T2, . . .] in abzählbar vielen Variablen
ist kein noetherscher R-Modul, denn das von allen Ti erzeugte Ideal ist nicht end-
lich erzeugt. In der Tat bilden die ⟨T1⟩ ⊊ ⟨T1, T2⟩ ⊊ . . . eine unendliche echt
aufsteigende Folge von Idealen, deren Vereinigung ⟨T1, T2, . . .⟩ nicht endlich er-
zeugt sein kann.

Proposition 1.5.5. Jeder Quotient und jeder Untermodul eines noetherschen Mo-
duls ist noethersch. Besitzt ein Modul M einen noetherschen Untermodul M ′ mit
noetherschem Quotient M/M ′, so ist M bereits selbst noethersch.

Ergänzung 1.5.6. Für diejenigen Leser, die mit exakten Sequenzen nach [LA2]
6.7.5 vertraut sind, können wir die Proposition auch wie folgt formulieren: Ist
M ′ ↪→ M ↠ M ′′ eine kurze exakte Sequenz von Moduln über einem Ring, so
ist M noethersch genau dann, wenn M ′ und M ′′ noethersch sind. Leser, die noch
nicht mit dieser Terminologie vertraut sind, werden ermuntert, sich damit vertraut
zu machen.

Beweis. Der erste Teil bleibt dem Leser überlassen. Wir müssen im zweiten Teil
zeigen, daß jeder Untermodul U ⊂M endlich erzeugt ist. Nach Annahme ist aber
sein Bild Ū ⊂ M/M ′ endlich erzeugt, wir finden also Elemente u1, . . . , ur ∈ U ,
deren Bilder Ū erzeugen. Ganz genauso ist U ∩M ′ endlich erzeugt, sagen wir von
v1, . . . , vs ∈ U . Dann sieht man leicht, daß die u1, . . . , ur, v1, . . . , vs zusammen
ganz U erzeugen.

Definition 1.5.7. Ein Ring heißt linksnoethersch beziehungsweise rechtsnoe-
thersch, wenn er noethersch ist als Links- beziehungsweise Rechtsmodul über
sich selbst, und noethersch, wenn er linksnoethersch und rechtsnoethersch ist.

Beispiel 1.5.8. Ein Ring ist linksnoethersch genau dann, wenn alle seine Links-
ideale endlich erzeugt sind. Jeder Hauptidealring ist noethersch.

Satz 1.5.9. Ein Modul über einem linksnoetherschen Ring ist noethersch genau
dann, wenn er endlich erzeugt ist.

Beweis. Ein noetherscher Modul ist immer endlich erzeugt. Ist umgekehrt M
ein endlich erzeugter R-Modul, so ist M ein Quotient von Rn, und für R links-
noethersch ist auch Rn noethersch als Modul, wie man aus 1.5.5 leicht induktiv
folgert.

Beispiel 1.5.10. Dieser Satz zeigt insbesondere, daß jede Untergruppe einer end-
lich erzeugten abelschen Gruppe endlich erzeugt ist. In der Tat ist ja eine abelsche
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Gruppe dasselbe wie ein Z-Modul und Z ist ein Hauptidealring, also noethersch.
Wir hatten in diesem Fall in [LA2] 6.5.1 sogar gesehen, daß man für die Un-
tergruppe nicht mehr Erzeuger benötigt als für die ganze Gruppe. Das folgt mit
demselben Argument sogar allgemeiner für Moduln über solchen Ringen, in de-
nen jedes Linksideal ein Hauptideal ist. Im allgemeinen kann es aber durchaus
vorkommen, daß man für einen Untermodul mehr Erzeuger benötigt als für den
ursprünglichen Modul. Insbesondere kann es ja vorkommen, daß man für ein Ide-
al mehr als einen Erzeuger benötigt und damit mehr Erzeuger als für den Ring,
der ja als Modul über sich selber stets zyklisch ist.

Satz 1.5.11 (Hilbert’scher Basissatz). Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist
auch der Polynomring R[T ] mit Koeffizienten in R ein linksnoetherscher Ring.
Dasselbe gilt analog für rechtsnoethersch und noethersch.

Beweis. Sei I ⊂ R[T ] ein Linksideal. Wir betrachten das Linksideal a ⊂ R, das
erzeugt wird von den Leitkoeffizienten aller Polynome aus I . Da R noethersch
ist, gibt es endlich viele Polynome f1, . . . , ft ∈ I , deren Leitkoeffizienten das
Linksideal a ⊂ R erzeugen. Sei m das Maximum der Grade der fi. Gegeben
h ∈ I mit deg h ≥ m finden wir offensichtlich pi ∈ R[T ] derart, daß

h− (p1f1 + . . .+ ptft)

echt kleineren Grad hat als h. Induktiv finden wir dann sogar pi derart, daß die-
se Differenz echt kleineren Grad hat als m. Die Polynome aus R[T ] vom Grad
< m und, wieder da R linksnoethersch ist, dann auch die Polynome aus I vom
Grad < m bilden aber einen endlich erzeugten R-Modul. Wählen wir Erzeuger
g1, . . . , gr diesesR-Moduls, so erzeugen offensichtlich f1, . . . , ft, g1, . . . , gr unser
Linksideal I über R[T ].

1.5.12. Man erkennt induktiv, daß ein Polynomring in endlich vielen Variablen
k[T1, . . . , Tn] mit Koeffizienten in einem Körper k, ja mit Koeffizienten in einem
beliebigen noetherschen Ring ein noetherscher Ring ist. Das zeigt insbesondere,
daß jede algebraische TeilmengeX ⊂∧ kn bereits durch endlich viele Gleichungen
beschrieben werden kann, denn gegeben eine Teilmenge T des Polynomrings mit
X = Z(T ) gilt auch X = Z(⟨T ⟩) für das von T erzeugte Ideal und dann X =
Z(f1, . . . , fr) für Erzeuger f1, . . . , fr des von T erzeugten Ideals.

Lemma 1.5.13 (Charakterisierungen noetherscher Moduln). Für einen Modul
sind gleichbedeutend:

1. Unser Modul ist noethersch, als da heißt, jeder Untermodul ist endlich er-
zeugt;
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2. Jedes nichtleere System von Untermoduln unseres Moduls besitzt ein maxi-
males Element;

3. Jede aufsteigende Folge M0 ⊂M1 ⊂ . . . von Untermoduln unseres Moduls
wird stationär alias stagniert.

1.5.14. Ein Ring ist insbesondere linksnoethersch genau dann, wenn jede aufstei-
gende Folge von Linksidealen stagniert.

1.5.15. Beim Nachweis der Implikationen (2)⇒(3) und (1)⇒(3) kommen wir
noch ohne Auswahlaxiom aus. Die Beweise der anderen Implikationen benötigen
jedoch, soweit ich sehen kann, das Auswahlaxiom.

Beweis. (1) ⇒ (3) : Sei M unser Modul. Ist jeder Untermodul von M endlich
erzeugt, so auch die Vereinigung

⋃∞
i=0Mi über unsere aufsteigende Folge von Un-

termoduln. Es gibt also ein j derart, daß alle Erzeuger dieser Vereinigung schon
in Mj liegen, und dann gilt notwendig Mj =Mj+1 = . . . =

⋃∞
i=0Mi.

(3) ⇒ (1) : Ist ein Untermodul N ⊂ M nicht endlich erzeugt, so finden wir
induktiv eine Folge m0,m1, . . . in N derart, daß für jedes i ≥ 0 das i-te Fol-
genglied mi nicht im Erzeugnis der vorhergehenden m0,m1, . . . ,mi−1 liegt. Die
Mi = ⟨m0,m1, . . . ,mi⟩ bilden dann eine aufsteigende Folge von Untermoduln
von M , die nicht stagniert.

(2) ⇔ (3) : Offensichtlich und auch nach Übung [LA1] 1.9.22 besitzt in einer
teilgeordneten Menge jede nichtleere Teilmenge ein maximales Element genau
dann, wenn jede monoton wachsende Folge in unserer Menge stagniert. Diese Er-
kenntnis gilt es anzuwenden auf das System alias die Menge aller Untermoduln
unseres Moduls.

Ergänzung 1.5.16. Ein Tensorprodukt noetherscher Ringe muß nicht wieder noe-
thersch sein. Ist etwa k ein Körper und K = Quot k[X1, X2, . . .] der Quotien-
tenkörper des Polynomrings über k in unendlich vielen Variablen, so ist K ⊗k K
nicht noethersch: Die Ideale ⟨(X1 − Y1), (X2 − Y2), . . . , (Xn − Yn)⟩ bilden ei-
ne unendliche aufsteigende Idealkette, mit den Abkürzungen Xi = Xi ⊗ 1 und
Yi = 1⊗ Yi. Um das zu sehen, mag man davon ausgehen, daß K ⊗k K faktoriell
ist als Lokalisierung des faktoriellen Rings k[X1, Y1, X2, Y2, . . .].

Übungen

Übung 1.5.17. Jeder Quotient eines linksnoetherschen Rings ist linksnoethersch.
Jeder Quotient eines rechtsnoetherschen Rings ist rechtsnoethersch. Jeder Quoti-
ent eines noetherschen Rings ist noethersch.
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Übung 1.5.18. Man zeige: Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist auch der Po-
tenzreihenring RJT K mit Koeffizienten in R ein linksnoetherscher Ring. Dasselbe
gilt analog für rechtsnoethersch und noethersch. Hinweis: Man argumentiere wie
bei Beweis des Basissatzes, aber betrachte diesmal das von den Koeffizienten der
„Anfangsterme“ erzeugte Linksideal von R. Insbesondere sind auch die Potenz-
reihenringe in mehreren Variablen RJT1, . . . , TsK linksnoethersch, wenn R selbst
linksnoethersch ist.

Übung 1.5.19. Sei k ein Körper oder allgemeiner ein noetherscher Integritätsbe-
reich. Gegeben f ∈ k[T1, . . . , Tn] bezeichne Uf := {x ∈ kn | f(x) ̸= 0} das
Komplement der Nullstellenmenge von f . Man zeige, daß die offenen Teilmen-
gen von kn genau alle endlichen Vereinigungen solcher Uf sind.

Ergänzende Übung 1.5.20. Jede direkte Summe von injektiven Linksmoduln über
einem linksnoetherschen Ring ist injektiv. Hinweis: Man verwende das Injektivi-
tätskriterium über Ideale [TG] 5.3.2.28.

Übung 1.5.21 (Jedes Monoidideal von (Nr,+) ist endlich erzeugt). Sei T ⊂ Nr

eine Teilmenge, die unter der Addition mit beliebigen Elementen von Nr stabil
ist. Man zeige, daß es endlich viele t1, . . . , tl ∈ T gibt mit

T =
l⋃

i=1

(ti + Nr)

Man nennt eine Teilmenge T in einem Monoid (M,⊤) ein Monoidideal, wenn
aus t ∈ T und m ∈ M folgt t⊤m ∈ T und m⊤t ∈ T . In dieser Begrifflichkeit
besagt unsere Erkenntnis, daß jedes Monoidideal von (Nr,+) endlich erzeugt ist.

Übung 1.5.22. Man zeige: Jeder surjektive Endomorphismus eines noetherschen
Moduls ist ein Isomorphismus.

1.6 Ringendliche Körpererweiterungen
Definition 1.6.1. Unter einer Kringerweiterung verstehen wir ein Paar A ⊂ B
bestehend aus einem KringB mit einem Teilring A. Später verstehen wir darunter
auch allgemeiner einen beliebigen injektiven Kringhomomorphismus.

Definition 1.6.2. Sei A ⊂ B eine Kringerweiterung.

1. Wir sagen, B sei von endlichem Typ über A oder ringendlich über A,
wenn B als Ring von A zusammen mit endlich vielen weiteren Elementen
erzeugt werden kann.

2. Wir sagen,B sei endlich überA oder genauer modulendlich überA, wenn
B als A-Modul endlich erzeugt ist.
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3. Ein Element b ∈ B heißt ganz über A, wenn es Nullstelle eines normierten
Polynoms mit Koeffizienten in A ist, wenn also eine Gleichung der Gestalt

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0

gilt mit n ≥ 1 und ai ∈ A. Im Fall einer Körpererweiterung A ⊂ B sagt
man stattdessen auch, b sei algebraisch über A.

Analog verwenden wir diese Begriffe auch für beliebige Kringhomomorphismen
A→ B, die nicht notwendig Einbettungen von Teilmengen, ja noch nicht einmal
injektiv zu sein brauchen.

1.6.3. Im Fall von Körpererweiterungen reicht in Teil 3 die Forderung, daß wir ein
von Null verschiedenes Polynom finden. Im Fall von Kringerweiterungen jedoch
ist die Forderung wesentlich, daß das Polynom in Teil 3 normiert sein soll.

Beispiel 1.6.4. Gegeben ein von Null verschiedener Kring R und die Kringerwei-
terung R[T ] ⊂ R[T, T−1] ist T−1 nicht ganz über R[T ].

1.6.5. Ich erinnere die in [AL] 6.3.8.4 eingeführten Begriffsbildungen und No-
tationen. Sei A ein Kring. Unter einem A-Kring verstehen wir ein Paar (B,φ)
bestehend aus einem Kring B und einem Kringhomomorphismus φ : A → B.
Ist (C,ψ) ein weiterer A-Kring, so verstehen wir unter einem Homomorphismus
von A-Kringen B → C einen Kringhomomorphismus η : B → C mit η ◦φ = ψ.
Alternativ sprechen wir auch von einem Homomorphismus über A. Die Menge
aller solchen Homomorphismen notieren wir

KringA(B,C)

Einen bijektiven Kringhomomorphismus über A nennen wir auch einen Isomor-
phismus von A-Kringen oder einen Isomorphismus über A.

Ergänzung 1.6.6. Unser KringA ist ebenso wie seine nichtkommutative Variante
RingA ein Speziallfall der allgemeinen kategorientheoretischen Konstruktion [TF]
2.2.2.4 der Kategorie CX der „Objekte unter X“ zu einer Kategorie C mit einem
ausgezeichneten Objekt X .

1.6.7. Gegeben ein Kring k verstehe ich wie in [LA2] 9.9.1 unter einer k-Algebra
einen k-Modul M mitsamt einer k-bilinearen Abbildung M × M → M . Hier
bedeutet „bilinear“ wie im Fall eines Körpers k die Linearität in beiden Einträgen.
Üblich ist in diesem Zusammenhang die Konvention, daß man eine Algebra stets
als assoziativ versteht, wenn aus dem Kontext nichts anderes hervorgeht. Ist die
bilineare Verknüpfung assoziativ und besitzt M dazu noch ein neutrales Element,
so nenne ichM eine k-Ringalgebra, und ist sie zusätzlich auch noch kommutativ,
eine k-Kringalgebra.
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1.6.8 (k-Kringe und k-Kringalgebren). In der hier gewählten Terminologie ist
für jeden Kring k eine k-Kringalgebra dasselbe wie ein k-Kring: Die Multiplika-
tion eines k-Krings (B,φ) zusammen mit der von φ induzierten k-Modulstruktur
macht jeden k-Kring zu einer k-Kringalgebra, und umgekehrt wird jede k-Kring-
algebra M zu einem k-Kring durch den Kringhomomorphismus φ : k → M ,
λ 7→ λ1M . Ich verwende die Bezeichnung als Kringalgebra insbesondere, wenn
ich den Grundring k nicht explizit erwähnen will. Viele Autoren, deren Fokus
mehr auf der algebraischen Geometrie und kommutativen Algebra liegt, nennen
letztere Struktur kurzerhand eine „k-Algebra“. Ich verwende diese Terminologie
nicht, da bei mir auch nicht-kommutative Algebren und nicht-unitäre Algebren
eine wichtige Rolle spielen. Allerdings will ich der Konvention folgen, daß eine
Algebra als assoziativ angenommen sei, wenn aus dem Kontext nichts anderes
hervorgeht.

1.6.9 (Ringendliche Erweiterungen noetherscher Kringe sind noethersch). Ist
ein Kring B ringendlich über einem noetherschen Kring A, so ist auch B selbst
noethersch. Man folgert das mit dem Hilbert’schen Basissatz 1.5.11 zunächst für
einen Polynomring in endlich vielen Variablen über A und dann mit 1.5.17 für
Quotienten solcher Polynomringe.

Satz 1.6.10 (Ringendliche Körpererweiterungen). Jede ringendliche Körper-
erweiterung ist modulendlich. In anderen Worten ist also jede Körpererweiterung,
die endlich erzeugt ist als Ringerweiterung, bereits endlichdimensional über dem
Grundkörper.

1.6.11. Wegen seiner engen Verwandtschaft zum Nullstellensatz heißt dieser Satz
in vielen Quellen der körpertheoretische Nullstellensatz. Sein Beweis ist, soweit
ich sehen kann, unabhängig vom Auswahlaxiom. Einen alternativen Beweis, der
auf dem Noether’schen Normalisierungslemma und Eigenschaften ganzer Krin-
gerweiterungen basiert, diskutieren wir in 5.3.9.

Beweis im Fall eines überabzählbaren Grundkörpers. Sei k ⊂ L unsere Körper-
erweiterung. Ist L ein endlich erzeugter k-Ring, so ist L von abzählbarer Dimen-
sion über k. Gäbe es nun ein t ∈ L\k, das transzendent ist über k, so hätten wir
mit T 7→ t eine Einbettung k(T ) ↪→ L. Der Funktionenkörper k(T ) hat aber
überabzählbare Dimension über k, da die Familie der Brüche (T − λ)−1 para-
metrisiert durch λ ∈ k linear unabhängig ist über k, vergleiche [AL] 6.3.7.16.
Widerspruch!

Beweis im Allgemeinen. Sei k ⊂ L unsere ringendliche Körpererweiterung. Sei-
en e1, . . . , en Erzeuger des k-Krings L, in Formeln L = k[e1, . . . , en]. Wir argu-
mentieren mit Induktion über n. Der Fall n = 1 ist unproblematisch, der Polynom-
ring in einer Veränderlichen ist eben kein Körper und jeder Quotient davon nach
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Sind A ⊂ B ⊂ C Kringe mit C
ringendlich über A, so muß B

keineswegs ringendlich über A sein.
Als Gegenbeispiel betrachte man
etwa C ⊂ B ⊂ C[x, y] mit B dem

Ring aller Polynomfunktionen,
deren Einschränkung auf die
y-Achse konstant ist. Dies Bild

illustriert, wie ich mir diesen Ring
veranschauliche: Jedes ausgemalte
Kästchen mit unterer linker Ecke
(i, j) steht für einen Basisvektor

xiyj von B.

einem von Null verschiedenen Ideal ist endlichdimensional als k-Vektorraum. Für
den Induktionsschritt dürfen wir annehmen, daß wir bereits wissen, daß L modul-
endlich ist über dem von e1 und k erzeugten Teilkörper K := k(e1) ⊂ L. Ist e1
algebraisch über k, so sind wir wieder fertig. Also dürfen wir e1 transzendent über
k annehmen, in Formeln K ∼= k(′T ). Betrachten wir nun den Teilring A ⊂ K, der
von k und e1 und den Koeffizienten der Minimalpolynome über K von e2, . . . , en
erzeugt wird, so istA per definitionem ringendlich über k. Wir haben also unseren
Funktionenkörper K eingebettet in ein Sandwich von Kringen

k ⊂ A ⊂ K ⊂ L

mit L modulendlich über A nach Übung 1.6.14 und A ringendlich über k und
damit nach 1.6.9 insbesondereA noethersch. Also muß auchK modulendlich sein
über A und damit ringendlich über k. Das ist nun der gesuchte Widerspruch, denn
ein Funktionenkörper K ∼= k(′T ) kann nie ringendlich über seinem Grundkörper
k sein: Es gibt ja nach [AL] 6.2.4.31 unendlich viele irreduzible Polynome in
k[′T ], und nur endlich viele davon könnten in den Nennern von endlich vielen
hypothetischen Erzeugern des k-Krings k(′T ) vorkommen.

Vorschau 1.6.12. Einen alternativen Beweis geben wir im Anschluß an 5.14.3.

Übungen

Übung 1.6.13. Seien A ⊂ B ⊂ C Kringerweiterungen. Man zeige: Ist C modul-
endlich über B und B modulendlich über A, so ist C bereits modulendlich über
A. Ist C ringendlich überB undB ringendlich überA, so ist C bereits ringendlich
über A.
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Übung 1.6.14. Wird ein A-Kring B als A-Kring erzeugt von endlich vielen über
A ganzen Elementen, haben wir also in Formeln B = A[x1, . . . , xn] mit xi ganz
über A für 1 ≤ i ≤ n, so ist er bereits modulendlich über A. Hinweis: Man
beginne mit dem Fall eines einzigen Erzeugers und verwende dann 1.6.13.

Übung 1.6.15. Man bestimme alle Elemente von Q, die ganz sind über Z. Sei k
ein Körper. Man bestimme alle Elemente von k(T1, . . . , Tn), die ganz sind über
dem Polynomring k[T1, . . . , Tn].

Übung 1.6.16. Man zeige, daß C[x, y]/⟨y2 − x3⟩ ein Integritätsbereich ist, und
daß die über diesem Ring ganzen Elemente seines Quotientenkörpers selbst einen
Ring bilden, der isomorph ist zum Polynomring in einer Veränderlichen.

1.7 Beweis des Hilbert’schen Nullstellensatzes
1.7.1. In einem unvoreingenommenen Sprachgebrauch hat jeder Ring genau ein
maximales Ideal, nämlich das Ideal, das aus allen Elementen unseres Rings be-
steht. Ich erinnere jedoch daran, daß wir in [AL] 6.2.5.4 vereinbart hatten, viel-
mehr die maximalen echten Ideale eines Rings seine „maximalen Ideale“ zu nen-
nen.

1.7.2. Die Menge der maximalen Ideale eines Rings A notieren wir

MaxA

Statt MaxA findet man für die Menge der maximalen Ideale eines Rings A auch
oft Notationen wie SpecmaxA oder SpecmA, die aber im hier verfolgten Aufbau
der Theorie erst in 4.2.4 verständlich werden.

1.7.3. Für noethersche Ringe ist es einigermaßen offensichtlich, daß sich jedes
vom ganzen Ring verschiedene Ideal zu einem maximalen Ideal vergrößern läßt:
Das System aller echten Ideale ist dann nicht leer und besitzt folglich mindestens
ein maximales Element. Man beachte jedoch, daß auch hierbei schon eine schwa-
che Form des Auswahlaxioms eingeht, nämlich beim Beweis der Äquivalenz der
verschiedenen Charakterisierungen noetherscher Moduln 1.5.13. In allgemeinen
Ringen folgt das aus dem Zorn’schen Lemma, wie nun gleich gezeigt werden soll.

Satz 1.7.4 (Existenz von maximalen Idealen). In jedem von Null verschiede-
nen Ring gibt es mindestens ein maximales Ideal. Allgemeiner läßt sich in einem
beliebigen Ring jedes Ideal, das nicht der ganze Ring ist, vergrößern zu einem
maximalen Ideal unseres Rings.

Beweis. SeiR unser Ring und a ̸= R unser Ideal. Wir betrachten das System aller
Ideale von R, die a umfassen und nicht ganz R sind oder, gleichbedeutend, nicht
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die 1 von R enthalten. Dieses System von Teilmengen ist offensichtlich stabil un-
ter aufsteigenden Vereinigungen. Jetzt folgt der Satz aus dem Zorn’schen Lemma
in der Gestalt [LA1] 1.9.18.

Ergänzung 1.7.5. In der Logik wird gezeigt, daß die Annahme, jedes Ideal eines
Krings möge sich zu einem maximalen Ideal vergrößern lassen, echt schwächer
ist als das Auswahlaxiom. Der Beweis scheint allerdings nicht ganz einfach zu
sein. Selbst im Fall noetherscher Ringe scheint es mir ganz ohne Varianten des
Auswahlaxioms nicht möglich, die Existenz maximaler Ideale zu zeigen.
1.7.6. Ist φ : R ↠ S ein surjektiver Ringhomomorphismus, so erhalten wir eine
Bijektion

{Ideale in R, die kerφ umfassen} ∼→ {Ideale in S}
vermittels der Abbildungen I 7→ φ(I) für I ⊂ R beziehungsweise in der Ge-
genrichtung J 7→ φ−1(J) für J ⊂ S. Insbesondere liefert das Zurückholen
mit einem surjektiven Ringhomomorphismus eine Injektion MaxS ↪→ MaxR,
m 7→ φ−1(m).

Lemma 1.7.7. Ein Kring ist ein Körper genau dann, wenn in ihm das Nullideal
ein maximales Ideal ist. Ein Ideal in einem Kring ist ein maximales Ideal genau
dann, wenn der Quotientenring nach besagtem Ideal ein Körper ist.

Beweis. Die zweite Aussage und damit implizit auch die Erste haben wir bereits
als [AL] 6.2.5.6 bewiesen. Hier geben wir noch eine Beweisalternative. In einem
Körper ist natürlich das Nullideal maximal. Ist umgekehrt das Nullideal ein ma-
ximales Ideal, so gilt k = ⟨1⟩ ≠ ⟨0⟩ und damit 1 ̸= 0. Weiter gilt ⟨a⟩ = k für
jedes a ̸= 0, also gibt es für jedes a ̸= 0 ein b mit ab = 1. Wenden wir nun die
Erkenntnis 1.7.6 an auf die Surjektion R ↠ R/m für irgendein Ideal m von R,
so folgt, daß m ⊂ R ein maximales Ideal ist genau dann, wenn ⟨0⟩ ⊂ R/m ein
maximales Ideal ist. Das Nullideal in einem Kring ist aber, wie bereits gezeigt,
maximal genau dann, wenn besagter Kring ein Körper ist.

1.7.8. Die nun folgenden Lemmata 1.7.9 und 1.7.11 formulieren einfache Kon-
sequenzen des Nullstellensatzes 1.1.6. Da wir uns jedoch beim Beweis des Null-
stellensatzes auf diese Lemmata stützen wollen, dürfen wir sie hier nicht aus dem
Nullstellensatz herleiten. Stattdessen folgern wir sie aus dem bereits bewiesenen
Satz über ringendliche Körpererweiterungen 1.6.10.

Lemma 1.7.9 (Maximale Ideale in Polynomringen). Ist k = k̄ ein algebra-
isch abgeschlossener Körper, so sind die maximalen Ideale im Polynomring in n
Variablen k[T1, . . . , Tn] genau die Verschwindungsideale von Punkten des kn. In
Formeln liefert das Bilden des Verschwindungsideals also eine Bijektion

kn
∼→ Max k[T1, . . . , Tn]

x 7→ I(x)
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1.7.10. Da jeder Punkt des kn abgeschlossen ist, können wir die inverse Abbil-
dung beschreiben durch die Abbildungsvorschrift m 7→ Z(m).

Beweis. Ist k ein Körper und x ∈ kn ein Punkt, so ist ganz offensichtlich I(x) =
⟨T1 − x1, . . . , Tn − xn⟩ ⊂ k[T1, . . . , Tn] ein maximales Ideal: In der Tat induziert
das Auswerten bei x einen Isomorphismus k[T1, . . . , Tn]/I(x)

∼→ k. Ist umge-
kehrt m ⊂ k[T1, . . . , Tn] ein maximales Ideal, so betrachten wir den Körper L :=
k[T1, . . . , Tn]/m. Wir haben natürlich einen Ringhomomorphismus φ : k → L
und die Nebenklassen der Ti erzeugen L als k-Algebra. Mit dem Satz über ring-
endliche Körpererweiterungen 1.6.10 folgt, daß φ : k ↪→ L eine algebraische
Körpererweiterung sein muß. Aus unserer Annahme k algebraisch abgeschlossen
folgt dann weiter, daß φ eine Bijektion sein muß. Ist xi ∈ k das Urbild der Ne-
benklasse T̄i ∈ L von Ti unter dieser Bijektion, so folgt Ti − xi ∈ m. Bezeichnet
x = (x1, . . . , xn) den Punkt mit den Koordinaten xi, so folgt I(x) ⊂ m und damit
I(x) = m.

Lemma 1.7.11 (Ideale ohne simultane Nullstellen). Hat ein Ideal in einem Po-
lynomring in endlich vielen Variablen über einem algebraisch abgeschlossenen
Körper keine Nullstelle, so ist besagtes Ideal schon der ganze Polynomring.

Beweis. Bezeichnet k = k̄ unseren Körper und a ⊂ k[T1, . . . , Tn] unser Ideal, so
behauptet unser Lemma in Formeln

Z(a) = ∅ ⇒ a = k[T1, . . . , Tn]

Das zeigen wir durch Widerspruch: Ist ein Ideal a nicht der ganze Ring, so gibt es
ein maximales Ideal m über a und wir folgern aus a ⊂ m erst Z(a) ⊃ Z(m) und
dann mit 1.7.9 weiter Z(a) ̸= ∅.

1.7.12. Nun erinnern und beweisen wir den bereits in 1.1.6 angekündigten Hil-
bert’schen Nullstellensatz.

Satz 1.7.13 (Hilbert’scher Nullstellensatz). Seien k = k̄ ein algebraisch abge-
schlossener Körper und a ⊂ k[T1, . . . , Tn] ein Ideal. Ist f ∈ k[T1, . . . , Tn] ein
Polynom, das auf der Nullstellenmenge unseres Ideals verschwindet, so liegt eine
Potenz unseres Polynoms bereits selbst in besagtem Ideal, in Formeln

Z(f) ⊃ Z(a) ⇒ fN ∈ a für N ≫ 0

Beweis. Wir verwenden den sogenannten Rabinovitch-Trick und betrachten in
dem um eine Variable T vergrößerten Polynomring k[T1, . . . , Tn, T ] das von a
und fT − 1 erzeugte Ideal b. Da wir Z(f) ⊃ Z(a) angenommen hatten, besitzt
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dies Ideal b überhaupt keine simultanen Nullstellen. Anschaulich gesprochen ent-
weicht Z(fT − 1) bei jeder Nullstelle von f in Richtung der zusätzlichen Ko-
ordinate T ins Unendliche und die Nullstellenmenge von a im um eine Variable
größeren Polynomring ist das kartesische Produkt von Z(a) mit der zusätzlichen
Koordinatenachse: Der Schnitt dieser beiden Mengen ist dann offensichtlich leer.
Nach 1.7.11 gilt also in unserem um eine Variable vergrößerten Polynomring eine
Gleichung der Gestalt

r0(fT − 1) + r1f1 + . . .+ rmfm = 1

mit fj ∈ a und rj Elementen unseres um eine Variable vergrößerten Polynom-
rings. Nun durften wir sicher von Anfang an f ̸= 0 annehmen. Setzen wir dann in
unserer Gleichung für T das Element f−1 des Funktionenkörpers k(T1, . . . , Tn)
ein, wenden also den Ringhomomorphismus k[T1, . . . , Tn, T ] → k(T1, . . . , Tn)
mit T 7→ f−1 an, so ergibt sich in diesem Funktionenkörper und sogar bereits in
seinem Teilring k[T1, . . . , Tn, f−1] eine Gleichung der Gestalt

s1f1 + . . .+ smfm = 1

Dabei gehen die sj ∈ k[T1, . . . , Tn, f
−1] aus den rj hervor durch Einsetzen von

f−1 für T . Nach Multiplikation mit einer geeigneten Potenz fN von f erhalten
wir schließlich eine Gleichung in k[T1, . . . , Tn] der Gestalt

c1f1 + . . .+ cmfm = fN

mit cj = fNsj Elementen unseres ursprünglichen Polynomrings k[T1, . . . , Tn].
Diese Gleichung zeigt dann fN ∈ a.

Definition 1.7.14. Gegeben ein Ideal a in einem Kring R definiert man sein Ra-
dikal

√
a durch die Vorschrift

√
a := {f ∈ R | fN ∈ a für N ≫ 0}. Ein Ideal

heißt ein Radikalideal, wenn es sein eigenes Radikal ist.

1.7.15 (Diskussion der Terminologie). In [HL] 3.4.8 führen wir den Begriff des
„Radikals eines Moduls“ ein. Das Radikal eines Ideals im obigen Sinne ist etwas
völlig anderes als sein Radikal als Modul. Wenn es nötig sein sollte, werde ich
unterscheiden zwischen dem Potenzradikal und dem Modulradikal eines Ideals.
1.7.16 (Abgeschlossene Mengen und Radikalideale). Gegeben ein algebraisch
abgeschlossener Körper k = k̄ gilt für jedes Ideal a ⊂ k[T1, . . . , Tn] nach dem
Nullstellensatz die Formel I(Z(a)) =

√
a. Andererseits wissen wir schon lan-

ge um die Formel Z(I(X)) = X̄ für Teilmengen X ⊂ kn. Die Vorschriften
Z und I liefern also zueinander inverse Bijektionen zwischen der Menge aller
Zariski-abgeschlossenen Teilmengen des kn und der Menge aller Radikalideale in
k[T1, . . . , Tn], in Formeln{

Radikalideale
b ⊂ k[T1, . . . , Tn]

} Z−→∼←−I

{
Algebraische Teilmengen

Z ⊂∧ kn
}
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Übungen

Übung 1.7.17. Ist k algebraisch abgeschlossen und a ⊂ k[T1, . . . , Tn] ein Ideal, so
induziert die Bijektion kn ∼→ Max k[T1, . . . , Tn] aus Lemma 1.7.9 eine Bijektion
Z(a) ∼→ Max(k[T1, . . . , Tn]/a).
Übung 1.7.18. Warum kann man nicht mit demselben Argument wie in 1.7.4 zei-
gen, daß jede Gruppe eine maximale echte Untergruppe besitzt? Man zeige auch,
daß die additive Gruppe Q keine maximale echte Untergruppe besitzt.
Übung 1.7.19. Gegeben ein kommutativer von Null verschiedener Ring R folgt
aus Rn ∼= Rm schon n = m. Hinweis: Man benutze 1.4.9 und wähle mit 1.7.4
ein maximales Ideal a ⊂ R, so daß R/a nach 1.7.7 ein Körper ist. Ein alternativer
Beweis, der ohne das Zorn’sche Lemma auskommt, wird in 2.3.10 gegeben. Der
hier skizzierte Beweis zeigt jedoch mit [AL] 6.5.3.4 allgemeiner für beliebige
Mengen I, J , daß aus der Isomorphie von freien Moduln RI ∼= RJ folgt, daß I
und J dieselbe Kardinalität haben.
Übung 1.7.20. Der Schnitt aller maximalen Ideale eines Krings R kann auch be-
schrieben werden als die Menge aller Elemente unseres Rings mit der Eigenschaft,
daß die Summe der Eins mit einem beliebigen Vielfachen unseres Elements stets
eine Einheit ist, in Formeln⋂

m∈MaxR

m = {a ∈ R | (ra+ 1) ∈ R× ∀r ∈ R}

Diese Menge heißt das Jacobson-Radikal unseres Krings. Im Fall nichtkommu-
tativer Ringe versteht man unter dem Jacobson-Radikal feiner den Schnitt aller
maximalen Links- oder gleichbedeutend aller maximalen Rechtsideale.
Übung 1.7.21. (k = k̄). In Erweiterung von 1.1.23 zeige man, daß ein Ideal
a ⊂ k[T1, . . . , Tn] genau dann von endlicher Kodimension ist, wenn es höchs-
tens endlich viele simultane Nullstellen besitzt, in Formeln

|Z(a)| <∞ ⇔ codimk(a ⊂ k[T1, . . . , Tn]) <∞
Das verwenden wir bei der Diskussion des Satzes von Bézout.
Ergänzende Übung 1.7.22. Noch allgemeiner als in 1.7.21 zeige man für einen
beliebigen Körper k, daß ein Ideal a ⊂ k[T1, . . . , Tn] genau dann von endlicher
Kodimension ist, wenn es nur in endlich vielen maximalen Idealen enthalten ist.
Übung 1.7.23. Man zeige, daß für ein Ideal a eines Krings R das Radikal

√
a

wieder ein Ideal von R ist und daß
√
a sein eigenes Radikal ist.

Übung 1.7.24. (k = k̄). Gegeben ein ringendlicher k-Kring A liefert das Bilden
des Kerns φ 7→ kerφ eine Bijektion Kringk(A, k)

∼→ MaxA.
Übung 1.7.25. Seien k ein Körper und A ein ringendlicher k-Kring. Man zeige:
Ist der Quotient von A nach seinem Nilradikal A/

√
0 endlichdimensional über k,

so ist bereits A selbst endlichdimensional über k.
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2 Mehr zu Moduln
Die Resultate dieses Abschnitts werden erst nach und nach gebraucht. Ich schlage
vor, ihn hier zu überspringen und dieses eher technische Material erst bei Bedarf
nachzuholen.

2.1 Summen und Produkte von Moduln
2.1.1. Die folgenden Konstruktionen verallgemeinern unsere Konstruktionen im
Fall von Vektorräumen aus [LA2] 9.8.

Definition 2.1.2. Gegeben eine Familie (Mλ)λ∈Λ von Moduln über einem Ring
R bilden wir zwei neue R-Moduln, das Produkt

∏
Mλ und die direkte Summe

oder kurz Summe
⊕

Mλ durch die Regeln∏
λ∈ΛMλ = {(mλ)λ∈Λ | mλ ∈Mλ}⊕
λ∈ΛMλ = {(mλ)λ∈Λ | mλ ∈Mλ, nur endlich viele mλ sind nicht null}

mit der offensichtlichen komponentenweisen Addition und Multiplikation mit Ska-
laren aus R.

2.1.3. Für eine endliche Familie von Moduln M1, . . . ,Ms stimmen die direkte
Summe und das Produkt überein. Wir benutzen dann alternativ die Notationen

M1 × . . .×Ms =M1 ⊕ . . .⊕Ms

2.1.4. Das Produkt beziehungsweise die Summe sind das Produkt beziehungs-
weise Koprodukt in der Kategorie der R-Moduln im Sinne unserer allgemeinen
Definitionen [LA2] 9.7.1 beziehungsweise [LA2] 9.7.16. Ausformuliert bedeutet
das: Die offensichtlichen Einbettungen und Projektionen sind Homomorphismen

inλ :Mλ ↪→
⊕
λ∈Λ

Mλ beziehungsweise prλ :
∏
λ∈Λ

Mλ ↠Mλ

und ist M ein weiterer R-Modul, so induzieren die durch Vorschalten der inλ

beziehungsweise Nachschalten der prλ gegebenen Abbildungen Bijektionen

HomR(
⊕

λ∈ΛMλ,M)
∼→
∏

λ∈ΛHomR(Mλ,M)

f 7→ (f ◦ inλ)λ∈Λ

HomR(M,
∏

λ∈ΛMλ)
∼→

∏
λ∈ΛHomR(M,Mλ)

f 7→ (prλ ◦f)λ∈Λ
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2.1.5. Gegeben eine Familie (Mλ)λ∈Λ von Untermoduln eines ModulsM bezeich-
net man den von ihrer Vereinigung erzeugten Untermodul von M auch als ihre
Summe und notiert ihn

∑
λ∈ΛMλ. Diese Summe kann auch interpretiert werden

als das Bild eines natürlichen Homomorphismus
⊕

λ∈ΛMλ → M von der direk-
ten Summe nachM . Ist dieser Homomorphismus injektiv, so sagen wir, die „Sum-
me der UntermodulnMλ sei direkt“ und schreiben statt

∑
λ∈ΛMλ auch

⊕
λ∈ΛMλ.

Zwei Untermoduln N1, N2 ⊂ M heißen komplementär genau dann, wenn ihre
Einbettungen einen Isomorphismus N1 ⊕ N2

∼→ M induzieren. Ein Untermodul,
der ein Komplement besitzt, heißt ein Summand.

2.1.6. Auch bei Moduln über Ringen nennt man eine Familie (mλ)λ∈Λ linear
unabhängig genau dann, wenn nur die triviale endliche Linearkombination ver-
schwindet, wenn also für eine Familie (rλ)λ∈Λ von Elementen unseres Rings mit
nur endlich vielen von Null verschiedenen Mitgliedern gilt∑

λ∈Λ

rλmλ = 0 ⇒ alle rλ sind null

Ein linear unabhängiges Erzeugendensystem heißt wie bei Vektorräumen eine Ba-
sis, und wie dort erklären wir die Begriffsvarianten einer Basis als Teilmenge,
einer Basis als Familie, und einer angeordneten Basis. Allerdings besitzen kei-
neswegs alle Moduln eine Basis, wie man das von Vektorräumen gewohnt ist. Die
Moduln, die eine Basis besitzen, nennt man freie Moduln. Die Moduln, die eine
Basis bestehend aus genau einem Element besitzen, nenne ich frei zyklisch.

Beispiel 2.1.7. Z/5Z ist kein freier Z-Modul, aber durchaus ein freier Modul über
dem Ring Z/5Z. Jede Familie von Elementen eines Moduls über dem Nullring,
der notwendig aus genau einem Element besteht, ist eine Basis.

Beispiel 2.1.8. Für jede Menge Λ ist der Modul

RΛ := {f : Λ→ R | f(λ) = 0 für fast alle λ}

frei, denn die Abbildungen, die an einer Stelle den Wert 1 annehmen und sonst
den Wert Null, bilden eine Basis. Wir nennen RΛ den freien R-Modul über
der Menge Λ. Nach unseren Definitionen ist umgekehrt eine Familie (mλ)λ∈Λ
in einem Modul M eine Basis genau dann, wenn die Abbildung RΛ → M mit
(rλ) 7→

∑
rλmλ ein Isomorphismus ist.

2.1.9 (Ungewohnte Isomorphismen zwischen freien Moduln). Für beliebige
Ringe R folgt aus Rn ∼= Rm im allgemeinen keineswegs n = m. Das ein-
fachste Gegenbeispiel ist der Nullring, und das ist nach 2.3.10 auch das einzige
kommutative Gegenbeispiel. Unter den nicht kommutativen Ringen gibt es je-
doch auch interessantere Gegenbeispiele. Betrachten wir etwa zu einem beliebi-
gen Körper den freien Vektorraum V über der Menge N, so gibt es einen Iso-
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morphismus V ∼→ V ⊕ V , und für den Endomorphismenring R = EndV er-
halten wir einen Isomorphismus von R-Moduln R ∼= R2 als die Verknüpfung
R = EndV ∼= Hom(V ⊕ V, V ) ∼= R⊕R.
Ergänzung 2.1.10. Wir erhalten mit 2.1.9 auch ein Paar A ⊊ B bestehend aus
einem Ring mit einem echten Teilring und der Eigenschaft, daß dennoch ein Iso-
morphismus A ∼= B von A-Linksmoduln existiert: Betrachten wir R wie in 2.1.9
und den Teilring (R × R) ⊂ Mat(2;R) der Diagonalmatrizen, haben wir einer-
seits einen Isomorphismus (R × R)2 ∼= Mat(2;R) von (R × R)-Linksmoduln,
soviel gilt sogar für jeden Ring R, und andererseits gibt es nach den vorherigen
Überlegungen auch einen Isomorphismus (R × R) ∼= (R × R)2 von (R × R)-
Linksmoduln.

Lemma 2.1.11 (Kriterium für die Direktheit einer Summe). Gegeben eine Fa-
milie (Vi)i∈I von Untergruppen einer abelschen Gruppe V ist der natürliche Ho-
momorphismus

⊕
i∈I Vi → V eine Injektion genau dann, wenn für jedes i ∈ I

gilt
Vi ∩

∑
j ̸=i

Vj = 0

Beweis. Ist der natürliche Homomorphismus eine Injektion, so offensichtlich Vi∩∑
j ̸=i Vj = 0. Ist der natürliche Homomorphismus keine Injektion, so liegt ein

von Null verschiedenes Element v = (vi)i∈I der direkten Summe in seinem Kern.
Dieses Element hat eine von Null verschiedene Komponente, die Menge K :=
{i | vi ̸= 0} ist also endlich und nicht leer. Per definitionem gilt nun

∑
k∈K vk = 0.

Wählen wir i ∈ K, so folgt 0 ̸= −vi =
∑

j ̸=i vj und damit Vi ∩
∑

j ̸=i Vj ̸= 0.

Satz* 2.1.12. Für jede freie abelsche Gruppe F ist die offensichtliche Abbildung
in das Bidual ein Isomorphismus F ∼→ F ∗∗.

Beweis. Wir zeigen das nur für F = Z[T ], der allgemeine Fall geht genauso. Das
Dual F ∗ ist in diesem Fall ein Produkt abzählbar vieler Kopien von Z und heißt die
Baer-Specker-Gruppe. Wir verwenden im folgenden die Inkarnation von F ∗ als
der Potenzreihenring. In Formeln ausgedrückt haben wir eine bilineare Abbildung

ZJT K× Z[T ]→ Z

gegeben durch (P,Q) 7→ (der Koeffizient von T 0 in PQ̄), wobei Q̄ aus Q entste-
he durch Substitution von T−1 für T . Diese Paarung liefert offensichtlich einen
Isomorphismus ZJT K ∼→ HomZ(Z[T ],Z). Es gilt zu zeigen, daß sie auch einen
Isomorphismus

Z[T ] ∼→ HomZ(ZJT K,Z)
induziert. Um das einzusehen, zeigt man zunächst

HomZ(ZJT K/Z[T ],Z) = 0
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Jeder Homomorphismus f : ZJT K/Z[T ]→ Z macht jede Nebenklasse einer Rei-
he der Gestalt

∑
bi3

iT i zu Null, da seine Werte darauf durch jede Potenz von drei
teilbar sein müssen. Auf der Nebenklasse einer beliebigen Reihe

∑
aiT

i kann f
also nur gerade Zahlen als Werte annehmen, da

∑
aiT

i +
∑

ai ungerade 3
iT i stets

das Doppelte einer anderen Reihe ist. Das zeigt, daß f Null sein muß. Jeder Grup-
penhomomorphismus ZJT K→ Z ist also durch seine Restriktion auf Z[T ] bereits
eindeutig festgelegt. Es bleibt zu zeigen, daß eine Linearform f : Z[T ] → Z,
die nicht auf fast allen T i Null ist, nicht auf ZJT K fortgesetzt werden kann. Ist
aber f auf unendlich vielen T i nicht Null, so finden wir eine monoton wachsende
Folge α(0) ≤ α(1) ≤ . . . von natürlichen Zahlen mit cn := |f(T 0)2α(0) + . . . +
f(T n)2α(n)| → ∞ für n → ∞ und 2α(n+1) > 2cn für alle n ∈ N. Werten wir
dann unsere Linearform auf der Reihe

∑∞
i=0 2

α(i)T i aus, so muß das Ergebnis im
Betrag mindestens cn sein für alle n, wie man durch Aufteilen in einen Anfang
und einen Schwanz aus 2α(n+1)ZJT K sieht, und das ist unmöglich.

Übungen

Übung 2.1.13. Man zeige: Jeder endlich erzeugte Modul über einem Schiefkörper
D ist isomorph zu Dn für wohlbestimmtes n ∈ N. Hinweis: Man kopiere die
Argumentation aus der linearen Algebra.
Übung 2.1.14. Sei k ein von Null verschiedener Ring. Man gebe ein minimales
alias unverkürzbares Erzeugendensystem des Rings R := (k× k) als Linksmodul
über sich selber an, das keine Basis ist. Man gebe eine maximale linear unab-
hängige Teilmenge von Z als Linksmodul über sich selber an, die keine Basis
ist.
Übung 2.1.15. Sei k ein Ring und k[ε] := k[T ]/⟨T 2⟩ mit ε = T̄ der Ring der
dualen Zahlen über k. Man zeige: Ein k[ε]-Modul ist frei genau dann, wenn
gilt: M/εM ist ein freier k-Modul und die Multiplikation mit ε induziert einen
Isomorphismus

M/εM
∼→ εM

Übung 2.1.16. Jeder Modul ist isomorph zu einem Quotient eines freien Moduls.
Übung 2.1.17. Gegeben Moduln M1, . . . ,Mm und N1, . . . , Nn über einem Ring
R haben wir eine natürliche Identifikation

HomR(M1 ⊕ . . .⊕Mm, N1 ⊕ . . .⊕Nn)
∼→
∏
i,j

HomR(Mj, Ni)

Wir werden die Elemente einer endlichen direkten Summe oft als Spaltenvetoren
von Elementen der Summanden auffassen und die Homomorphismen zwischen
direkten Summen als Matrizen von Homomorphismen zwischen den Summan-
den. Das erlaubt uns, die Komposition solcher Homomorphismen mit dem For-
malismus der Matrixmultiplikation zu berechnen.
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Übung 2.1.18. Gegeben eine Familie von Moduln Mij mit i ∈ I , j ∈ J haben wir
stets eine kanonische Injektion

⊕
i(
∏

j Mji) ↪→
∏

j(
⊕

iMji), die im allgemeinen
aber kein Isomorphismus ist.

Übung 2.1.19. Das folgende verallgemeinert [LA2] 6.2.24. Sei R ein Ring. Man
nennt einen Homomorphismus von R-Moduln M ↠ M ′′ linksspaltend, wenn
er ein Rechtsinverses besitzt, und nennt solch ein Rechtsinverses dann eine Spal-
tung. Man zeige: Ist φ : M ↠ M ′′ ein Homomorphismus, M ′ ⊂ M sein Kern
und ψ : M ′′ → M ein Rechtsinverses von φ, so erhalten wir vermittels der Vor-
schrift (a′, a′′) 7→ a′ + ψ(a′′) einen Isomorphismus M ′ ×M ′′ ∼→ M . Man nennt
einen Modulhomomorphismus M ′ ↪→ M rechtsspaltend, wenn er ein Links-
inverses besitzt, und nennt solch ein Linksinverses ψ auch eine Spaltung. Für
s : M ↠ M ′′ die Surjektion auf den Kokern eines rechtsspaltenden Morphismus
zeige man, daß (ψ, s) einen Isomorphismus M ∼→M ′ ×M ′′ liefern.

2.1.20. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von Moduln A
r
↪→ B

s
↠ C sind

gleichbedeutend: (1) r besitzt ein Linksinverses, (2) s besitzt ein Rechtsinverses
und (3) es gibt einen Isomorphismus der Gestalt (idA, f, idC) von unserer Sequenz
mit der Sequenz

A
in1
↪→ A⊕ C

pr2
↠ C

Das ist eine Umformulierung der Übungen ?? und ??. Eine kurze exakte Sequen-
zen mit diesen Eigenschaften heißt eine spaltende kurze exakte Sequenz von abel-
schen Gruppen. Die kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen Z ↪→ Z ↠
Z/2Z mit der Multiplikation mit Zwei als erster Abbildung spaltet nicht. Das ist
eine offensichtliche Verallgemeinerung der entsprechenden Aussagen für abel-
sche Gruppen [LA2] 6.7.10.

Übung 2.1.21. Sei R ein Ring. Für jeden surjektiven Homomorphismus f :M ↠
F von einem R-Modul M auf einen freien R-Modul F existiert eine Spaltung, als
da heißt ein Homomorphismus s : F →M mit fs = idF .

2.2 Endliche Produkte von Ringen
2.2.1. Unter dem Zentrum Z(R) eines Rings R verstehen wir die Menge derjeni-
gen Elemente von R, die mit allen anderen Elementen kommutieren, in Formeln

Z(R) = {z ∈ R | za = az ∀a ∈ R}

Das Zentrum ist stets ein kommutativer Teilring von R.

2.2.2. Gegeben eine Familie von Ringen (Ai)i∈I können wir den Produktring
A :=

∏
i∈I Ai bilden. Die Elemente ei mit einer 1 an der i-ten Stelle und Nullen

sonst liegen im Zentrum des Produktrings und die von den ei erzeugten zweisei-
tigen Ideale AeiA werden unter den Projektionen prj : A → Aj bijektiv auf Ai
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abgebildet im Fall i = j und auf Null sonst. Des weiteren gilt eiej = 0 für i ̸= j
und e2i = ei. Ist unsere Familie endlich, so gilt zusätzlich 1 =

∑
i∈I ei.

2.2.3. Seien umgekehrt ein Ring A gegeben und darin eine endliche Familie von
zentralen Idempotenten e1, . . . , en mit eiej = 0 falls i ̸= j und

1 = e1 + . . .+ en

Wir nennen eine solche Darstellung eine Zerlegung der Eins in paarweise or-
thogonale zentrale Idempotente. Sie liefert eine Zerlegung

A = Ae1 ⊕ . . .⊕ Aen
in eine direkte Summe von Idealen, die jeweils selbst Ringe sind mit Einselement
ei, und sogar einen Ringisomorphismus

Ae1 × . . .× Aen
∼→ A

Fassen wir in einer derartigen Zerlegung der Eins einige Summanden zusammen,
so sprechen wir von einer Vergröberung unserer Zerlegung. Natürlich haben je
zwei derartige Zerlegungen eine gemeinsame Verfeinerung, bestehend aus allen
Produkten von einem Idempotenten der einen Zerlegung und einem Idempotenten
der anderen Zerlegung. Existiert eine feinste Zerlegung mit von Null verschie-
denen Summanden, so ist sie demnach eindeutig. Die zugehörige Zerlegung des
Rings in eine direkte Summe von Idealen, die ihrerseits mit der induzierten Mul-
tiplikation Ringe werden, heißt dann seine Block-Zerlegung A = A1 ⊕ . . .⊕An

und die zugehörigen Ideale Ai heißen die Blöcke des Rings A.
Ergänzung 2.2.4. Gegeben Ringe R1, . . . , Rn mit Produkt R = R1 × . . . × Rn

erhalten wir für jede abelsche Gruppe M eine Bijektion{
Strukturen auf M

als R-Modul

}
∼→

{
Zerlegungen M =M1 ⊕ . . .⊕Mn mit
jeweils einer Ri-Modulstruktur auf Mi

}
indem wir in R die Elemente ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) mit einer 1 an der i-ten Stelle
und Nullen sonst betrachten und in M die Untergruppen Mi := eiM nehmen und
sie mit der hoffentlich offensichtlichen von der R-Modulstruktur auf M induzier-
ten Struktur eines Ri-Moduls versehen.
Übung 2.2.5. Gegeben ein ModulM über einem RingR und ein Elementm ∈M
heißt die Teilmenge

AnnR(m) := {r ∈ R | rm = 0}
der Annullator von m. Man zeige, daß der Annullator jedes Elements ein Links-
ideal ist. Weiter heißt die Teilmenge

AnnR(M) := {r ∈ R | rm = 0 ∀m ∈M}
der Annullator des Moduls M . Man zeige, daß der Annullator eines Moduls stets
ein zweiseitiges Ideal ist.
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2.3 Rechtsmoduln und Matrizenrechnung
Definition 2.3.1. Sei R ein Ring. Ein R-Rechtsmodul ist ein Paar bestehend aus
einer abelschen Gruppe (M,+) mitsamt einer AbbildungM×R→M , (m, r) 7→
mr derart, daß gilt für alle m,n ∈M und r, s ∈ R :

(m+ n)r = mr + nr
m(r + s) = mr +ms
m(rs) = (mr)s
m1 = m

2.3.2. Unsere R-Moduln aus Definition 1.2.6 nennt man manchmal auch genauer
Linksmoduln. Um den Unterschied klar zu machen, definieren wir für jeden Ring
R = (R,+, ·) den opponierten Ring Ropp = (R,+, ·) als die abelsche Gruppe
R mit der „vertauschten“ Multiplikation r◦s◦ = sr für r, s ∈ R. Wir verwenden
dabei die Notation [GR] 2.2.3.33, insbesondere meint r◦ das Element r aufgefaßt
als Element des opponierten Rings. Man prüft ohne Schwierigkeiten, daß ein R-
Rechtsmodul dasselbe ist wie ein Ropp-Linksmodul, alias eine abelsche Gruppe
M mitsamt einem Ringhomomorphimus Ropp → EndM . Insbesondere braucht
man bei kommutativen Ringen zwischen Rechtsmoduln und Linksmoduln keinen
Unterschied zu machen.

Definition 2.3.3. Sei R ein Ring und M ein R-Rechtsmodul. Eine Teilmenge
N ⊂ M heißt ein Untermodul oder ganz pedantisch Unterrechtsmodul genau
dann, wenn N eine Untergruppe ist und wenn zusätzlich gilt m ∈ N , r ∈ R ⇒
mr ∈ N .

2.3.4. Die Unterrechtsmoduln eines Rings heißen seine Rechtsideale. Jeder Schnitt
von Untermoduln ist wieder ein Untermodul. Ist T ⊂ M eine Teilmenge eines
Moduls M , so heißt der kleinste Untermodul von M , der T enthält, auch der von
T erzeugte Untermodul und wir bezeichnen ihn mit ⟨T ⟩R oder auch abkürzend
mit ⟨T ⟩.
2.3.5. Für R-Rechtsmoduln M,N nennen wir einen Homomorphismus von abel-
schen Gruppen f : M → N mit f(mr) = f(m)r ∀m ∈ M, r ∈ R auch einen
Homomorphismus von R-Rechtsmoduln und bezeichnen die Menge aller Ho-
momorphimen von R-Rechtsmoduln mit

Hom−R(M,N)

Genau wie bei Körpern haben wir auch bei Ringen R eine natürliche Bijektion

Hom−R(R
p, Rq)

∼→ Mat(q × p;R)
f 7→ [f ]
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wo die Spalten der Matrix [f ] = (aij) die Bilder unter f der Vektoren e1, . . . , ep
der Standardbasis des Rp sind, in Formeln f(ej) = (a1j, . . . , amj) für 1 ≤ j ≤
p. Die inverse Abbildung ordnet jeder Matrix A die R-rechtslineare Abbildung
x 7→ Ax zu, wo wir die Elemente x ∈ Rp beziehungsweise Ax ∈ Rq als Spal-
tenmatrizen auffassen. Wie bei Körpern entspricht die Matrixmultiplikation der
Verknüpfung von Abbildungen, in Formeln [f ◦ g] = [f ] ◦ [g], und f ist ein Iso-
morphismus genau dann, wenn seine Matrix [f ] invertierbar ist.

2.3.6. Für die Kategorie der Rechtsmoduln über einem RingR verwenden wir die
beiden Notationen

Mod-R = Mod−R

2.3.7. Gegeben R-Rechtsmoduln M,N mit endlichen angeordneten Basen A,B
der Kardinalitäten p, q erhalten wir genau wie bei Körpern auch bei RingenR eine
natürliche Bijektion

Hom−R(M,N)
∼→ Mat(q × p;R)

f 7→ B[f ]A

und nennen wieder B[f ]A die darstellende Matrix der Abbildung f in Bezug
auf die Basen A und B. Die Formel C[g ◦ f ]A = C[g]B ◦ B[f ]A gilt entsprechend.

2.3.8. Ich erinnere an die Definition der Determinante quadratischer Matrizen mit
Einträgen in einem Kring durch die Leibnizformel [LA1] 6.2.1, an die Multipli-
kationsformel det(AB) = (detA)(detB) aus [LA1] 6.4.1 und daran, daß eine
quadratische Matrix nach [LA1] 6.4.9 genau dann invertierbar ist, wenn ihre De-
terminante eine Einheit in fraglichen kommutativen Ring ist.

Ergänzung 2.3.9. Die Leibnizformel ist zwar auch für nichtkommutative Ringe
noch sinnvoll, aber die Formel det(AB) = (detA)(detB) ist dann nicht mehr
richtig, und deshalb sind Determinanten in der Allgemeinheit nichtkommutativer
Ringe nicht mehr von Nutzen.

Proposition 2.3.10 (Wohlbestimmtheit des Rangs). IstR ein kommutativer Ring
und nicht der Nullring, so folgt für m,n ∈ N aus der Existenz eines Isomorphis-
mus von Moduln Rn ∼= Rm bereits n = m.

2.3.11. Ein alternativer Beweis wird in Übung 1.7.19 skizziert. Ein Gegenbeispiel
für nichtkommutative Ringe erklärt 2.1.9.

Beweis. Ein Isomorphismus Rn ∼= Rm wird notwendig beschrieben durch Matri-
zen A und B. Wäre hier n ̸= m, so wären unsere Matrizen nicht quadratisch. Hat
ohne Beschränkung der Allgemeinheit A mehr Zeilen als Spalten und ergänzen
wir unsere Matrizen durch Nullen zu quadratischen Matrizen Ã und B̃, so gilt im-
mer noch ÃB̃ = I mit I der Einheitsmatrix, im Widerspruch zu det Ã = 0.
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2.3.12. Ist M ein endlich erzeugter freier Modul über einem kommutativen und
vom Nullring verschiedenen Ring R, so heißt die Zahl n ∈ N mit M ∼= Rn

der Rang von M . Wir nennen diese Zahl etwas unüblich wie im Körperfall die
Dimension unseres Moduls und verwenden dafür die Notation

n = dimRM = dimM

Das Beispiel 2.1.9 zeigt, daß man über nichtkommutativen Ringen im allgemeinen
nicht mehr sinnvoll vom Rang eines freien Moduls reden kann.

Ergänzung 2.3.13. Es gibt Schiefkörper K ⊂ L derart, daß L über K endlich er-
zeugt ist als Linksmodul, nicht aber als Rechtsmodul. Die Frage nach einem sol-
chen Beispiel war lange als Artin’s Problem bekannt. Eine explizite Konstruktion
kann man in [Coh95] finden.

Übungen

Übung 2.3.14. Gegeben ein Ring R liefert die durch Rechtsmultiplikation gege-
bene Abbildung aus 1.4.1 einen Ringisomorphismus Ropp ∼→ EndR(R) und die
durch Linksmultiplikation gegebene Abbildung einen Ringisomorphismus R ∼→
End−R(R). Hier ist es wichtig zu erinnern, daß in unseren Konventionen Ringe
stets ein Einselement haben.

Übung 2.3.15. Ein Element eines Rings r ∈ R ist genau dann eine Einheit, wenn
sowohl die Rechtsmultiplikation als auch die Linksmultiplikation mit r eine Bi-
jektion von R mit sich selbst liefert.

Übung 2.3.16. Man zeige: Gegeben ein Kring R und n ∈ N ist jeder surjektive
Homomorphismus Rn ↠ Rn bereits ein Isomorphismus. Hinweis: Man finde ein
Halbinverses und rechne mit Matrizen. Weiter zeige man: Ist S ⊂ R ein Teilring
und der R-Modul M sowohl über R als auch über S frei vom Rang n, so gilt
S = R.

Ergänzende Übung 2.3.17. Für jeden Ring R und jede natürliche Zahl n ≥ 1
liefert die Zuordnung M 7→Mn eine Äquivalenz von Kategorien

R -Mod
≈→ Mat(n;R) -Mod

In anderen Worten ist jeder Modul über S := Mat(n;R) isomorph zu einem Mo-
dul der GestaltMn mitM ∈ R -Mod und unsere Zuordnung induziert Bijektionen
HomR(M,N)

∼→ HomS(M
n, Nn). Diese Aussagen sind im übrigen Spezialfälle

unserer allgemeinen Überlegungen [TS] ?? zur Tensor-Hom-Adjunktion und erste
Beispiele der sogenannten Morita-Äquivalenz.

Übung 2.3.18. Man zeige, daß jeder endlich erzeugte freie Modul über eine end-
liche Basis besitzt.
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2.4 Moduln über Hauptidealringen
Satz 2.4.1 (Elementarteilersatz). Sei f ein Homomorphismus zwischen zwei end-
lich erzeugten freien Moduln über einem Hauptidealring. So gilt:

1. Es gibt angeordnete Basen A,B unserer Moduln derart, daß die darstel-
lende Matrix D := B[f ]A unseres Homomorphismus eine Diagomalmatrix
ist, deren vordere Diagonaleinträge jeweils die hinteren teilen, in Formeln
(i ̸= j ⇒ dij = 0) und d11|d22| . . . |drr für r das Minimum der Kardinali-
täten beider Basen;

2. Die Diagonaleinträge dii einer derartigen darstellenden Matrix durch die
Abbildung f wohlbestimmt bis auf Multiplikation mit Einheiten.

Beispiele 2.4.2. Die analoge Aussage im Fall eines Körpers kennen wir bereits aus
[LA1] 2.6.11 als Smith-Normalform, den Fall des Hauptidealrings Z aus [LA2]
6.5.14, den Fall eines Polynomrings aus [LA2] 6.5.29 als Smith-Zerlegung.

2.4.3. Nach unserer Definition [AL] 6.2.4.9 ist ein Hauptidealring ein kommu-
tativer Integritätsbereich, der kein Körper ist und in dem jedes Ideal ein Haupt-
ideal ist. Wir können unseren Satz auch verstehen als die Beschreibung eines Sys-
tems von Repräsentanten für die Bahnen der offensichtlichen Wirkung der Gruppe
GL(n;R)×GL(m;R) auf der Menge Mat(n×m;R) im Fall eines Hauptideal-
rings R.

Beweis. Wir dürfen E = Rm und F = Rn annehmen. Die Abbildung f wird be-
schrieben durch eine Matrix A ∈ Mat(n×m;R) und es gilt, invertierbare Matri-
zen P ∈ Mat(n×n;R) undQ ∈ Mat(m×m;R) zu finden derart, daß PAQ = D
diagonal ist von der gewünschten Form. Für eine Matrix A bezeichne ⟨A⟩ ⊂ R
das von den Einträgen von A erzeugte Ideal. Sicher gilt ⟨XA⟩ ⊂ ⟨A⟩ für jede
Matrix X , also ⟨XA⟩ = ⟨A⟩ für X invertierbar. Ebenso gilt ⟨AY ⟩ ⊂ ⟨A⟩ für jede
Matrix Y und ⟨AY ⟩ = ⟨A⟩ für Y invertierbar. Wir geben im folgenden ein Ver-
fahren an, das im Fall ⟨a11⟩ ≠ ⟨A⟩ invertierbare Matrizen X und Y liefert derart,
daß der obere linke Eintrag von XAY ein echt größeres Ideal erzeugt als a11. Da
unser Kring noethersch ist, oder auch mit einer elementaren Argumentation wie
beim Beweis von [AL] 6.2.4.11 finden wir dann sogar X̃ und Ỹ invertierbar der-
art, daß der obere linke Eintrag von X̃AỸ das Ideal ⟨X̃AỸ ⟩ = ⟨A⟩ erzeugt, als da
heißt, daß er alle Einträge von X̃AỸ teilt. Da nun Zeilen- und Spaltenoperationen
auch durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links beziehungsweise
rechts gegeben werden, finden wir dann sogar invertierbare Matrizen X̂, Ŷ derart,
daß X̂AŶ außer einem Eintrag a11 = d11 in der oberen linken Ecke nur Nullen in
der ersten Zeile und erste Spalte stehen hat und daß zusätzlich gilt ⟨d11⟩ = ⟨A⟩.
Dann können wir aber den Beweis beenden mit einer offensichtlichen Induktion.
Es bleibt, das versprochene Verfahren anzugeben. Wir unterscheiden drei Fälle.
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(i) Falls a11 nicht alle Elemente der ersten Zeile teilt, sagen wir a11 teilt nicht
a12, so betrachten wir das Ideal ⟨a11, a12⟩ und wählen dafür einen Erzeuger
d. Wir können nun schreiben d = xa11 + ya12 sowie zusätzlich a11 =
dλ, a12 = dµ und folgern 1 = xλ+ yµ. Jetzt beachten wir a11 a12

∗ ∗ ∗

∗ ∗

 x −µ
y λ

0

0 I

 =

 d ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗


mit I der Einheitsmatrix und haben schon gewonnen.

(ii) Falls a11 nicht alle Elemente der ersten Spalte teilt, gehen wir analog vor.

(iii) Teilt a11 alle Elemente der ersten Zeile und der ersten Spalte, so finden
wir schon mal invertierbare X, Y derart, daß XAY außer einem Eintrag
a11 in der oberen linken Ecke nur Nullen in der ersten Zeile und der ersten
Spalte stehen hat. Unter der Annahme ⟨a11⟩ ≠ ⟨A⟩ kann aber a11 nicht
alle Einträge von A teilen. Addieren wir nun eine geeignete Zeile zur ersten
Zeile, so landen wir im Fall (i) und haben wieder gewonnen.

Damit haben wir das versprochene Verfahren angegeben und Teil 1 ist gezeigt.

2. Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Diagonaleinträge bis auf Einheiten. Dazu
betrachten wir für i ≥ 1 das von allen Determinanten von (i × i)-Untermatrizen
von A erzeugte Ideal Ji(A). Ist X eine weitere Matrix, so gilt Ji(XA) ⊂ Ji(A),
denn die Zeilen von XA sind Linearkombinationen von Zeilen von A. Insbeson-
dere gilt also Ji(XA) = Ji(A) für invertierbares X und ebenso Ji(AY ) = Ji(A)
für invertierbares Y . Es folgt sofort, daß Ji(A) das vom Produkt d11d22 · · · dii
erzeugte Ideal ist, in Formeln Ji(A) = ⟨d11d22 · · · dii⟩. Daraus folgt dann die Ein-
deutigkeit der dii bis auf Einheiten.

2.4.4. Wir geben nun zwei Formen der Klassifikation endlich erzeugter Moduln
über Hauptidealringen an. Wenden wir diese Klassifikationen an auf den Haupt-
idealring Z, so erhalten wir die Klassifikation der endlich erzeugten abelschen
Gruppen [LA2] 6.5.4 und [LA2] 6.5.5 vom Beginn der Vorlesung. Wenden wir
unsere Sätze an auf einen Polynomring über einem algebraisch abgeschlossenen
Körper, so ergibt sich die Jordan’sche Normalform [LA2] 5.4.5, wie als Korollar
2.4.11 ausgeführt wird.

Satz 2.4.5 (Klassifikation durch Idealketten). Ist M ein endlich erzeugter Mo-
dul über einem Hauptidealring R, so gibt es genau eine aufsteigende Kette a1 ⊂
a2 ⊂ . . . ⊂ as ⊂ R von Idealen von R mit as ̸= R und

M ∼= R/a1 × . . .×R/as
Der Nullmodul wird abgedeckt durch den Fall s = 0.
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2.4.6. Ist R ein faktorieller Ring, so nennen wir die Potenzen irreduzibler Ele-
mente von R auch die Primpotenzen von R und die von Eins verschiedenen
Potenzen die echten Primpotenzen von R. Jede echte Primpotenz q hat also die
Form q = pe mit p irreduzibel und e ≥ 1.

Ergänzung 2.4.7. Die Existenz ist mir auch klar für Kringe, in denen jedes Ideal
ein Hauptideal ist. Wie steht es in dieser Allgemeinheit mit der Eindeutigkeit?

Satz 2.4.8 (Klassifikation durch Multimengen von Primpotenzen). Gegeen ein
endlich erzeugter ModulM über einem HauptidealringR gibt es r ∈ N und echte
Primpotenzen q1, . . . , qt ∈ R derart, daß gilt

M ∼= Rr ×R/q1R× . . .×R/qtR

Hier ist r wohlbestimmt und die qi sind wohlbestimmt bis auf Einheiten und Rei-
henfolge. Der Nullmodul wird abgedeckt durch den Fall r = t = 0.

2.4.9. Der Beweis beider Sätze ist mutatis mutandis derselbe wie der Beweis ih-
rer als [LA2] 6.5.4 und [LA2] 6.5.5 diskutierten Spezialisierungen für den Haupt-
idealring Z der ganzen Zahlen.

2.4.10. Ein Modul heißt torsionsfrei genau dann, wenn die Multiplikation mit
jedem von Null verchiedenen Ringelement eine injektive Abbildung von unserem
Modul in sich selber liefert. Nach dem Satz ist insbesondere jeder endlich erzeugte
torsionsfreie Modul über einem Hauptidealring frei.

Beweis von 2.4.5. Gegeben ein Erzeugendensystem g1, . . . , gn von M erklären
wir durch die Vorschrift (a1, . . . , an) 7→ a1g1 + . . .+ angn einen surjektiven Mo-
dulhomomorphismus

Rn ↠M

Dessen Kern ist nach 1.5.9 ein endlich erzeugter R-Modul K, für den wir wieder
einen surjektiven Homomorphismus Rm ↠ K finden können. Der Formalismus
noetherscher Ringe kann an dieser Stelle noch vermieden werden, man kann eben-
so wie in [LA2] 6.5.1 sogar stärker und unabhängig zeigen, daß man für jeden
Untermodul eines endlich erzeugten Moduls über einem Hauptidealring höchs-
tens soviele Erzeuger benötigt wie für den großen Modul. Mit der Komposition
Rm ↠ K ↪→ Rn als erster Abbildung entsteht so eine im Sinne von [LA2] 6.7.5
exakte Sequenz von R-Moduln

Rm → Rn →M → 0

Nach 2.3.5 sind die HomomorphismenRm → Rn genau die Multiplikationen von
links mit (n×m)-Matrizen mit Einträgen inR. Weiter überlegt man sich, daß auch
in dieser Situation die Verknüpfung von Homomorphismen der Multiplikation von
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Matrizen entspricht. Bezeichnet nun A die Matrix unserer Abbildung Rm → Rn

und wählen wir P und Q wie im Elementarteilersatz oder vielmehr dem Beginn
seines Beweises, so ergibt sich ein kommutatives Diagramm von R-Moduln

Rm A◦ // Rn

P◦ ≀
��

Rm

≀Q◦

OO

D◦ // Rn

für eine nicht notwendigerweise quadratische Diagonalmatrix D mit Einträgen
d1|d2| . . . |dr für r = min(m,n). Bilden wir nun andererseits das Produkt der
exakten Sequenzen R di→ R → R/⟨di⟩ → 0 für 1 ≤ i ≤ r mit m − r Kopien
der exakten Sequenzen R → 0 → 0 → 0 im Fall m > n beziehungsweise n − r
Kopien der exakten Sequenzen 0→ R

id→ R→ 0 im Fall n > m, so erhalten wir
mit [LA2] 6.7.13 die untere Horizontale in einem kommutativen Diagramm mit
exakten Zeilen

Rm A◦ // Rn

P◦ ≀
��

//M // 0

��

Rm

≀Q◦

OO

D◦ // Rn // R/⟨d1⟩ × . . .×R/⟨dr⟩ ×Rn−r // 0

Damit liefert [LA2] 6.2.4 oder vielmehr eine offensichtliche Variante dieses Re-
sultats für Moduln einen Isomorphismus M ∼→ R/⟨d1⟩ × . . . × R/⟨dr⟩ × Rn−r.
Lassen wir von unserer Folge d1|d2| . . . |dr alle Einheiten vorne weg und ergänzen
am Ende (n − r) Nullen und drehen die Nummerierung um, so erhalten wir eine
Folge as| . . . |a1 derart, daß die von ihren Gliedern erzeugten Ideale eine Kette
bilden wie im Satz 2.4.5 gefordert, und die Existenz dort ist gezeigt. Um die Ein-
deutigkeit zu zeigen bemerken wir, daß für jeden endlich erzeugten R-Modul M
und jedes irreduzible Element p und alle n ≥ 1 der Quotient pn−1M/pnM nach
1.4.9 ein endlichdimensionaler Vektorraum über dem Restklassenring R/⟨p⟩ ist,
der hinwiederum nach [AL] 6.2.4.23 ein Körper sein muß. Wir notieren seine Di-
mension

Dn
p (M) := dimR/⟨p⟩(p

n−1M/pnM)

Man folgert unmittelbar Dn
p (M × N) = Dn

p (M) + Dn
p (N) für je zwei endlich

erzeugte R-Moduln M und N . Für zyklische R-Moduln M ∼= R/aR behaupten
wir nun

Dn
p (R/aR) =

{
1 pn teilt a;
0 sonst.

In der Tat ist das klar für a = pm, für a teilerfremd zu p ist es eh klar, und mit dem
chinesischen Restsatz [AL] 6.2.3.4 folgt es im allgemeinen. Für eine Zerlegung
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M ∼= R/⟨d1⟩ × . . .×R/⟨ds⟩ wie in 2.4.5 finden wir also

Dn
p (M) = |{i | pn teilt di}|

Die Zahl der Nullen unter unseren di wird damit für jedes p gegeben durch die
Formel |{i | di = 0}| = limn→∞Dn

p (M), und welche Potenz von jedem irredu-
ziblen Element p in jedem von Null verschiedenen di stecken muß, kann man an
den Zahlen Dn

p (M) auch ablesen. Folglich hängen die Ideale ⟨di⟩ nur von M und
nicht von der gewählten Zerlegung ab.

Beweis von 2.4.8. Aus 2.4.5 folgt sofort die Existenzaussage in Satz 2.4.8, indem
wir im Fall ai ̸= 0 einen Erzeuger di von ai als Produkt von paarweise teilerfrem-
den Primpotenzen di = q1 . . . qk schreiben und mit dem chinesischen Restsatz
zerlegen

R/ai ∼= R/q1R× . . .×R/qkR
Für die Eindeutigkeit argumentieren wir wie im vorhergehenden Beweis: Für
M ∼= Rr ×R/q1R× . . .×R/qtR wie in 2.4.8 finden wir diesmal

Dn
p (M) = r + |{i | pn teilt qi}|

Wenden wir diese Erkenntnis an auf alle irreduziblen Elemente p, so folgt die im
Satz behauptete Eindeutigkeit ohne weitere Schwierigkeiten: Die Zahl der Prim-
potenzen qi, die bis auf eine Einheit pn sind, muß nämlich bei jeder Zerlegung
gerade Dn

p (M) − Dn+1
p (M) sein, und den Rang r des freien Anteils können wir

als die auch von allen Wahlen unabhängige Zahl r = limn→∞Dn
p (M) beschrei-

ben, für jedes irreduzible Element p.

Korollar 2.4.11 (Jordan’sche Normalform). Seien k ein algebraisch abgeschlos-
senen Körper, V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und A : V → V eine
lineare Abbildung. So gibt es eine Basis von V derart, daß die Matrix von A be-
züglich dieser Basis blockdiagonal ist, wobei die Blöcke konstant sind auf der
Diagonale, konstant Eins auf der ersten oberen Nebendiagonale, und Null an al-
len anderen Stellen.

2.4.12. Das ist genau unser Satz [LA2] 5.4.5 aus der linearen Algebra, der hier
also ein weiteres Mal bewiesen wird.

Beweis. Mithilfe von 1.2.15 fassen wir V als Modul über dem Polynomring k[T ]
auf und mit 2.4.8 finden wir einen Isomorphismus von k[T ]-Moduln

V ∼= k[T ]/⟨(T − λ1)n1⟩ × . . .× k[T ]/⟨(T − λt)nt⟩

Wählen wir auf der rechten Seite im Summanden k[T ]/⟨(T −λ)n⟩ als angeordne-
te Basis die Nebenklassen von (T − λ)n−1, . . . , (T − λ) und 1, so erhält man die
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Matrix der Multiplikation mit T , indem man zunächst die Matrix der Multiplika-
tion mit (T − λ) berechnet und dann die Diagonalmatrix λI addiert. So erkennt
man dann leicht, daß die Matrix der Multiplikation mit T die gewünschte Form
hat.

2.4.13. Auf ähnliche Weise erhält man auch Normalformen für die Matrizen von
Endomorphismen über nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Körpern,
wie in den folgenden Übungen ausgeführt wird.

Übungen

Übung 2.4.14. Jedes normierte Polynom P ∈ k[T ] ist bis auf Vorzeichen das
charakteristische Polynom der k-linearen Abbildung

(T ·) : k[T ]/⟨P ⟩ → k[T ]/⟨P ⟩

Hat unser Polynom die Gestalt P = T n + an−1T
n−1 + . . .+ a1T + a0, so bilden

die Nebenklassen von 1, T, . . . , T n−1 eine angeordnete Basis des Quotienten, und
in Bezug auf diese Basis hat die durch Multiplikation mit T gegebene k-lineare
Abbildung die in nebenstehender Abbildung angegebene Matrix. Hinweis: Eine
Methode ist die explizite Berechnung mithilfe der Determinante. Alternativ mag
man k algebraisch abgeschlossen annehmen und sich mithilfe des chinesischen
Restsatzes auf den Fall zurückziehen, daß P eine Potenz eines linearen Polynoms
ist.

Übung 2.4.15 (Charakteristisches Polynom eines k[T ]-Moduls). Sei ein Endo-
morphismus A : V → V eines endlichdimensionalen Vektorraums über einem
Körper k gegeben. Man zeige: Genau dann hat A das charakteristische Polynom
P , wenn es eine Faktorisierung P = Q1 . . . Qr gibt derart, daß der (V,A) entspre-
chende k[T ]-Modul isomorph ist zu

k[T ]/⟨Q1⟩ × . . .× k[T ]/⟨Qr⟩

Man nutze diese Erkenntnis, um einen alternativen Beweis des Satzes von Cayley-
Hamilton [LA1] 6.6.20 zu geben. Hinweis: Man verwende 2.4.14 und 2.4.5 oder
2.4.8. In anderen Worten kann das Aufmultiplizieren einer endlichen Multimenge
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Illustration zu 2.4.14
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von normierten Polynomen demnach geschrieben werden als die Verknüpfung

µ{Q1, . . . , Qr} ∈
{

endliche Multimengen
von Polynomen aus k[T ]\0

}
↓ ↓

k[T ]/⟨Q1⟩ × . . .× k[T ]/⟨Qr⟩ ∈
{

endlichdimensionale
k[T ]-Moduln

}
↓

(V,A) ∈


endlichdimensionale
k-Vektorräume V

mit Endomorphismus


↓ ↓

(−1)dimV χA ∈ k[T ]

mit unserer Entsprechung M 7→ (M, (T ·)) aus 1.2.15 als mittlerem Pfeil.

Ergänzende Übung 2.4.16. Sei A : V → V ein Endomorphismus eines Vektor-
raums über einem Körper k. Man zeige: Genau dann liefert (V,A) einen k[T ]-
Modul, der isomorph ist zu k[T ]/⟨P ⟩ für ein Polynom P ∈ k[T ], wenn es einen
Vektor v ∈ V gibt derart, daß die Aiv den Vektorraum V erzeugen. Ein derartiger
Vektor heißt auch ein zyklischer Vektor.

Ergänzende Übung 2.4.17. Sei A : V → V ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums über einem Körper k. Man zeige: Kommen im cha-
rakteristischen Polynom χA von A keine k-irreduziblen Faktoren mehrfach vor,
so liefert (V,A) einen k[T ]-Modul, der isomorph ist zu k[T ]/⟨χA⟩.
Übung 2.4.18 (Mit dem Elementarteilersatz zur Jordan’schen Normalform).
Sei A ∈ Mat(n×n; k) eine quadratische Matrix mit Koeffizienten in einem Ring.
So liefert die offensichtliche Einbettung kn ↪→ k[T ]n gefolgt von der Projektion
auf den Kokern einen Isomorphismus von k-Rechtsmoduln

kn
∼→ cok

(
(A− T I) : k[T ]n → k[T ]n

)
und der durch Multiplikation von rechts mit T gegebene k-lineare Endomor-
phismus des Kokerns entspricht unter diesem Isomorphismus dem Morphismus
(A·) : kn → kn links. Ist speziell k ein Körper, so liefern die Elementarteiler
der Matrix von Polynomen (A− T I) eine Beschreibung des k[T ]-Moduls kn, der
durch Einsetzen von A für T entsteht. Die Bestimmung der Elementarteiler ist al-
gorithmisch gut machbar, zum Erreichen der Jordan’schen Normalform oder ver-
wandter Normalformen wäre jedoch zusätzlich die Zerlegung der Elementarteiler
in irreduzible Faktoren zu leisten, die im allgemeinen algorithmisch schwierig ist.

Übung 2.4.19. Gegeben F ⊃ U ein endlich erzeugter freier Modul über einem
Hauptidealring R mit einem Untermodul gibt es stets eine Basis f1, . . . , fn von
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F und 0 ≤ r ≤ n und d1|d2| . . . |dr in R derart, daß die difi eine Basis von U
bilden. In Worten gibt es also insbesondere eine Basis von F derart, daß geeignete
Vielfache der Basisvektoren unseren Untermodul erzeugen. Ist F nicht endlich
erzeugt, so ist das nicht mehr richtig. Zwar ist jeder Untermodul von F frei nach
[TS] 3.5.5.11, aber wenn wir eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen
U ↪→ F ↠ Q betrachten mit F und dann auch U frei, so ist klar, daß F keine
derartige Basis haben kann.

2.5 Tensorprodukte über Kringen
2.5.1. So wie wir es bei Vektorräumen alias Moduln über Körpern in [LA2] 8.1.2
im zweiten Beweis gesehen hatten, erklärt man auch für ModulnM1, . . . ,Mr über
einem Kring K multilineare Abbildungen und universelle multilineare Abbildun-
gen und zeigt, daß sie im wesentlichen eindeutig sind und existieren. Man ver-
wendet dafür die Notation

M1 × . . .×Mr → M1 ⊗ . . .⊗Mr

(m1, . . . ,mr) 7→ m1 ⊗ . . .⊗mr

beziehungsweise im Fall r = 0 üblicherweise ens → K, ∗ 7→ 1. Wenn man den
Grundring präzisieren will, schreibt man ⊗K . Wie in [LA2] 8.1.19 konstruiert
man auch einen ausgezeichneten Isomorphismus von K-Moduln

Hom(M,Hom(N,L))
∼→ Hom(M ⊗N,L)

In der Tat sind auch hier beide Seiten sind in offensichtlicher Weise in Bijektion
zur Menge Hom(2)(M ×N,L) aller K-bilinearen Abbildungen M ×N → L.

Beispiel 2.5.2. Es gilt (Z/5Z)⊗ZQ = 0, denn wir haben für jeden Tensor a⊗q =
a⊗ 5(q/5) = 5a⊗ (q/5) = 0⊗ (q/5) = 0.

2.5.3. Um präzise zu formulieren, was man salopp die „Asoziativität, Kommuta-
tivität und Unitarität des Tensorprodukts über einem Kring“ nennen man, erinne-
re ich an die Multiverknüpfung multilinearer Abbildungen, wie wir sie in [LA2]
8.2 im Fall von Körpern formuliert hatten. Die präzise Aussage ist dann, daß je-
de Multiverknüpfung universeller multilinearer Abbildungen auch selbst wieder
universell ist. Das hinwiederum folgt leicht, wenn man nachweist, daß das ent-
sprechende Vorschalten stets eine Bijektion

Hom
(1+s)
K ((M1 ⊗ . . .⊗Mr)×N1 × . . .×Ns, L)

↓ ≀
Hom

(r+s)
K (M1 × . . .×Mr ×N1 × . . .×Ns, L)

induziert. Das aber sehen wir unschwer, indem wir beide Seiten ähnlich wie zuvor
mit Hom(r)

K (M1×. . .×Mr,Hom
(s)
K (N1×. . .×Ns, L)) identifizieren. Zum Beispiel
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entsteht durch Multiverknüpfung der universellen bilinearen AbbildungM×N →
M ⊗N mit der universellen bilinearen Abbildung (M ⊗N)×L→ (M ⊗N)⊗L
die trilineare AbbildungM×N×L→ (M⊗N)⊗Lmit (m,n, l) 7→ (m⊗n)⊗ l,
die nach unseren Erkenntnissen auch wieder universell sein muß, so daß wir einen
eindeutig bestimmten Isomorphismus

M ⊗N ⊗ L ∼→ (M ⊗N)⊗ L

erhalten mit der Eigenschaft m⊗ n⊗ l 7→ (m⊗ n)⊗ l. Oder als zweites Beispiel
entsteht durch Multiverknüpfung der universellen bilinearen AbbildungM×K →
M ⊗ K mit der universellen nulllinearen Abbildung ens → K gegeben durch
∗ 7→ 1 die lineare Abbildung M →M ⊗K mit m 7→ m⊗ 1. Sie ist folglich auch
universell alias ein Isomorphismus

M
∼→M ⊗K

In derselben Weise folgt bei einem etwas sorgfältigeren Ausformulieren des Kon-
zepts einer Multiverknüpfung wie in [LA2] 8.2.3 oder auch direkt, daß es ge-
nau einen Morphismus M ⊗ N → N ⊗M gibt mit m ⊗ n 7→ n ⊗ m für alle
m ∈M,n ∈ N und daß wir so einen Isomorphismus

M ⊗N ∼→ N ⊗M

erhalten. Er heißt der Vertauschungsisomorphismus.

2.5.4 (Funktorialität des Tensorprodukts). Sei K ein Kring. Aufgrund der uni-
versellen Eigenschaft definieren je zweiK-lineare Abbildungen f :M →M ′ und
g : N → N ′ eineK-lineare f⊗g :M⊗KN →M ′⊗KN

′,m⊗n 7→ f(m)⊗g(n),
und wir erhalten so einen Funktor

ModK ×ModK → ModK

(M , N) 7→ M ⊗K N

Lemma 2.5.5 (Tensorprodukte vertauschen mit Summen). Gegeben ein Kring
K liefert die offensichtliche Abbildung für jeden K-Modul M und eine beliebige
Familie von K-Moduln (Ni) einen Isomorphismus

M ⊗K

(⊕
Ni

)
∼→
⊕

(M ⊗K Ni)

Beweis. In der Tat haben wir sowohl für die linke als auch für die rechte Seite S
offensichtliche bilineare Abbildungen cani :M ×Ni → S und diese sind univer-
sell: Ist irgendeine abelsche Gruppe A gegeben und eine Familie von bilinearen
Abbildungen bi : M × Ni → A, so gibt es jeweils genau einen Gruppenhomo-
morphismus b̃ : S → A mit bi = b̃ ◦ cani.
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Beispiel 2.5.6. Wir haben (Z/5Z)⊗ Z7 ∼= (Z/5Z)7.

Definition 2.5.7. Eine Sequenz A′ → A → A′′ von abelschen Gruppen heißt
rechtsexakt, wenn sie exakt ist bei A und wenn zusätzlich A → A′′ eine Surjek-
tion ist. Wir schreiben rechtsexakte Sequenzen meist A′ → A↠ A′′.

Lemma 2.5.8 (Rechtsexaktheit des Tensorprodukts). Ist K ein Kring, M ein
K-Modul und N ′ → N ↠ N ′′ eine rechtsexakte Sequenz von K-Moduln, so
entsteht durch Darantensorieren vonM eine rechtsexakte Sequenz vonK-Moduln
M ⊗K N ′ →M ⊗K N ↠M ⊗K N ′′.

Beweis. Daß hier die Surjektivität erhalten bleibt und daß die Verknüpfung auch
nach dem Tensorieren verschwindet, ist offensichtlich. Wir kürzen für den weite-
ren Beweis ⊗K = ⊗ ab und haben also eine Surjektion

cok(M ⊗N ′ →M ⊗N) ↠M ⊗N ′′

Wir müssen zeigen, daß sie eine Injektion ist. Nun gibt es aber offensichtlich eine
wohldefinierte K-bilineare Abbildung M × N ′′ → cok mit (m, n̄) 7→ m⊗ n für
alle n ∈ N . Sie induziert folglich eine AbbildungM⊗N ′′ → cok. Man sieht, daß
wir so eine inverse Abbildung zu unserer Surjektion cok ↠M⊗N ′′ erhalten.

Zweiter Beweis. Aufgrund der Tensor-Hom-Adjunktion 2.6.17 ist M⊗K links-
adjungiert zu einem Funktor Ab → ModK . Mit 1.4.14 folgt die Rechtsexakt-
heit.

Beispiel 2.5.9. Wir erhalten (Z/2Z) ⊗ (Z/4Z) ∼= Z/2Z, indem wir die Sequenz
Z ↪→ Z ↠ Z/2Z mit der Multiplikation (2·) als erster Abbildung tensorieren mit
Z/4Z und die Rechtsexaktheit des Tensorprodukts ausnutzen.

Beispiel 2.5.10. Das Tensorprodukt ist im allgemeinen nicht linksexakt: Wendet
man auf die Multiplikation (2·) : Z ↪→ Z den Funktor ⊗ZZ/2Z an, so erhält man
die Nullabbildung Z/2Z→ Z/2Z.

2.5.11. Tensorprodukte mit freien Moduln sind sogar exakt, machen also kurze
exakte Sequenzen zu kurzen exakten Sequenzen. Das folgt leicht aus dem Ver-
tauschen mir direkten Summen 2.5.5 und den Erkenntnissen zum Tensorieren mit
dem Grundring 2.5.3.

2.5.12. Ein Modul über einem Kring heißt flach, wenn das Tensorieren mit be-
sagtem Modul über besagtem Kring ein exakter Funktor ist, und treuflach, wenn
darüberhinaus das Darantensorieren von besagtem Modul keinen von Null ver-
schiedenen Modul zu Null macht. Jeder freie Modul ist flach und jeder von Null
verschiedene freie Modul ist treuflach.
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Ergänzung 2.5.13. Diese Definition ist ungewöhnlich, weil „alle Moduln“ gar kei-
ne Menge zu bilden brauchen. Da jedoch das Tensorprodukt mit filtierenden Ko-
limites vertauscht, kann man gleichbedeutend fordern, daß für jeden Untermodul
eines endlich erzeugten Moduls die Einbettung unter dem Darantensorieren eine
Injektion bleibt. Für diese Bedingung reicht es dann offensichtlich aus, sie auf
einer Menge von Paaren aus Modul und Untermodul zu prüfen.

2.5.14 (Tensorprodukt und Restklassenbildung). Ist K ein Kring, M ein K-
Modul, m ⊂ K ein Ideal alias ein Untermodul des K-Moduls K, und betrachten
wir in M den Untermodul mM := {

∑
aimi | ai ∈ m,mi ∈ M}, so induziert die

Multiplikation einen Isomorphismus

(K/m)⊗K M
∼→M/mM

In der Tat folgt das sofort, wenn wir auf die exakte Sequenz m ↪→ K ↠ K/m den
Funktor ⊗KM anwenden.

Definition 2.5.15. Eine abelsche Gruppe heißt torsionsfrei, wenn die Multiplika-
tion mit jeder von Null verschiedenen ganzen Zahl auf unserer Gruppe eine Injek-
tion induziert. Allgemeiner heißt ein Modul über einem Ring torsionsfrei, wenn
die Multiplikation mit jedem von Null verschiedenen Ringelement auf unserem
Modul eine Injektion induziert.

Lemma 2.5.16. Aus einer Injektion N ′ ↪→ N von abelschen Gruppen entsteht
durch Darantensorieren einer torsionsfreien abelschen Gruppe M eine Injektion
M ⊗Z N

′ ↪→M ⊗Z N .

2.5.17. Einen flachen Z-Modul nenne ich auch eine flache abelsche Gruppe. Je-
de torsionsfreie abelsche Gruppe ist nach Lemma 2.5.16 also flach. Eine abelsche
Gruppe ist sogar genau dann torsionsfrei, wenn sie flach ist. Ist in der Tat eine
abelsche Gruppe M nicht torsionsfrei, gibt es also m ∈M\0 und t ∈ Z mit t ̸= 0
aber tm = 0, so ist (t·) : Z→ Z injektiv aber (idM ⊗(t·)) : M ⊗Z Z→ M ⊗Z Z
nicht injektiv und folglich ist M nicht flach.

Beweis. Ist M endlich erzeugt, so ist M frei nach [LA2] 6.5.12 und das Lemma
folgt aus 2.5.5. Wir führen nun den allgemeinen Fall darauf zurück. Jedes Element
t ∈M ⊗Z N

′ ist ja Bild eines t1 ∈M1 ⊗Z N
′ für eine geeignete endlich erzeugte

Untergruppe M1 ⊂ M . Geht t nach Null in M ⊗Z N , so auch in M2 ⊗Z N für
eine geeignete endlich erzeugte Untergruppe M2 ⊂ M mit M1 ⊂ M2. Nach dem
bereits behandelten Fall verschwindet damit t1 schon in M2 ⊗Z N

′ und erst recht
in M ⊗Z N

′ und es folgt t = 0.

Vorschau 2.5.18. In einer Sprache, die wir später einführen werden, hört sich die-
ser Beweis so an: Für endlich erzeugte torsionsfreie Gruppen gilt das Lemma,
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da sie frei sind. Eine beliebige torsionsfreie Gruppe ist der filtrierende Kolimes
ihrer endlich erzeugten Untergruppen, das Tensorprodukt kommutiert nach [TS]
3.7.1.40 mit Kolimites, und filtrierende Kolimites exakter Sequenzen sind exakt
nach [TS] 3.7.1.18.

2.5.19. Gegeben drei Kategorien A,B, C mit additiver Struktur nennt man einen
Funktor F : A× B → C biadditiv, wenn er bilineare Abbildungen

A(A,A′)× B(B,B′)→ C(F (A,B), F (A′, B′))

induziert. Unser Tensorfunktor ist ein typisches Beispiel.

2.5.20. Sind S,R Ringe, so versteht man unter einem S-R-Bimodul eine abel-
sche Gruppe M mit einer Struktur als S-Linksmodul und einer Struktur als R-
Rechtsmodul derart, daß gilt

(sm)r = s(mr) ∀s ∈ S,m ∈M, r ∈ R

Wir notieren die Kategorie aller S-R-Bimoduln als S -Mod-R. Aufgrund seiner
Funktorialität und Biadditivität ist das Tensorprodukt automatisch auch ein Funk-
tor

(S -Mod-R)× (R -Mod-T )→ (S -Mod-T )

für beliebige Ringe S,R, T . Die Operation von S beziehungsweise von T ge-
schieht dabei durch s(m⊗ n) = (sm)⊗ n, (m⊗ n)t = m⊗ (nt). Ist speziell R
ein kommutativer Ring, so fallen die beiden R-Operationen auf dem Tensorpro-
dukt, die von den Operationen von R auf den beiden Tensorfaktoren herkommen,
zusammen und das Tensorprodukt von zwei R-Moduln ist in natürlicher Weise
wieder ein R-Modul. Diesen Fall lernt man oft zuerst kennen, wir haben ihn auch
bereits in 2.5.1 besprochen.

2.6 Allgemeine Tensorprodukte*
Definition 2.6.1. Seien Ω eine Menge und M,N Mengenmoduln über Ω und L
eine abelsche Gruppe. Eine Abbildung b :M×N → L heiße Ω-balanciert, wenn
sie biadditiv ist und wenn gilt

b(ωm, n) = b(m,ωn) ∀m ∈M,n ∈ N,ω ∈ Ω

Für die Menge aller biadditiven Ω-balancierten Abbildungen M × N → L ver-
wenden wir die Notation BabΩ(M ×N,L).

Satz 2.6.2. 1. Gegeben eine Menge Ω und Ω-Moduln M,N existiert ein Paar
(T, τ) bestehend aus einer abelschen Gruppe T und einer biadditiven Ω-
balancierten Abbildung τ : M × N → T derart, daß für jede weitere
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abelsche Gruppe L das Vorschalten von τ eine Bijektion

Ab(T, L)
◦τ
∼→ BabΩ(M ×N,L)

zwischen der Menge aller Gruppenhomomorphismen T → L und der Men-
ge aller biadditiven Ω-balancierten Abbildungen M × N → L induziert.
Wir nennen τ eine universelle biadditive Ω-balancierte Abbildung;

2. Gegeben zwei universelle biadditive Ω-balancierte Abbildungen τ : M ×
N → T und σ :M×N → S existiert genau ein Gruppenhomomorphismus
c : T → S mit c ◦ τ = σ und genau ein Gruppenhomomorphismus d :
S → T mit d ◦ σ = τ . Des weiteren sind diese Homomorphismen c und d
zueinander inverse Isomorphismen zwischen T und S.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit des Homomorphismus c in Teil 2 folgt
sofort aus der universellen Eigenschaft von (T, τ), in der Notation von eben hätten
wir genauer c = σ̂, und die Existenz und Eindeutigkeit von d folgt ebenso aus der
universellen Eigenschaft von (S, σ). Schließlich gilt (d ◦ c) ◦ τ = τ = idT ◦τ
und damit folgt d ◦ c = idT wieder nach der universellen Eigenschaft von τ . Die
Identität c◦d = idS zeigt man genauso. Um die Existenz universeller balancierter
Abbildungen zu zeigen, gehen wir von der universellen biadditiven Abbildung
M ×N →M ⊗Z N aus, die wir bereits aus 2.5.1 kennen, und erklären M ⊗Ω N
als den Quotienten dieser abelschen Gruppe nach der von allen ωm⊗n−m⊗ωn
erzeugten Untergruppe.

2.6.3. Unsere Paare sind nach Teil 2 „eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Iso-
morphismus“, wenn sie existieren. Insbesondere kommt es auf die genaue Kon-
struktion ebensowenig an wie auf die genaue Konstruktion der natürlichen oder
der reellen Zahlen. Solch eine universelle biadditive Ω-balancierte Abbildung τ :
M × N → T verdient damit den bestimmten Artikel. Man nennt T das Tensor-
produkt von M und N über Ω und notiert es

T =M ⊗Ω N

Die universelle biadditive balancierte Abbildung notieren wir τ : (m,n) 7→ m⊗n.
Aufgrund der universellen Eigenschaft erhalten wir auf diese Weise sogar einen
Funktor

ModΩ×ModΩ → Ab
(M , N) 7→ M ⊗Ω N

2.6.4 (Tensor-Hom-Adjunktion). Gegeben Ω-Mengenmoduln M,N und eine
abelsche Gruppe L erhalten wir offensichtliche Bijektionen

Ab(M ⊗Ω N,L)
∼→ BabΩ(M ×N,L)

∼← HomΩ(M,HomZ(N,L))
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mit der Maßgabe, daß die Operation von Ω auf der abelschen Gruppe HomZ(N,L)
die von der Operation auf N induzierte sein soll. Die durch die Verknüpfung un-
serer Bijektionen gegebenen Bijektionen bilden eine Adjunktion

(⊗ΩN,HomZ(N, ))

von Funktoren zwischen ModΩ und Ab.

2.6.5. Als Linksadjungierter vertauscht ⊗ΩN mit Koprodukten und ist rechts-
exakt, ja vertauscht mit beliebigen Kolimites. Insbesondere ist er ein additiver
Funktor nach [TG] 5.2.5.16. Man kann Beweise für diese Behauptungen in diesem
Fall aber auch leicht elementar ausschreiben wie in 2.5.5 und 2.5.8.

2.6.6. Jede spaltende kurze exakte Sequenz von Ω-Moduln M ′ ↪→ M ↠ M ′′

induziert, da ⊗ΩN ein additiver Funktor ist, eine spaltende kurze exakte Sequenz
M ′⊗ΩN ↪→M⊗ΩN ↠M ′′⊗ΩN . Ist speziell e ein idempotenter Endomorphis-
mus des Ω-Moduls M , so induziert die offensichtliche Abbildung (eM)⊗ΩN →
M ⊗Ω N einen Isomorphismus

(eM)⊗Ω N
∼→ e(M ⊗Ω N)

Beispiel 2.6.7 (Tensorieren eines Moduls mit seinem Ring). Ist R ein Ring und
M ∈ R -Mod ein R-Modul, so ist die Multiplikation mult : R ×M → M eine
universelleR-balancierte Abbildung für die Operation vonR auf sich selbst durch
Multiplikation von rechts. Ist in der Tat φ : R×M → A irgendeine R-balancierte
Abbildung, so faktorisiert sie als φ = φ̂ ◦mult mit φ̂(m) = ψ(1,m) und das ist
auch offensichtlich die einzig mögliche derartige Faktorisierung. Die Abbildung
m 7→ 1⊗m induziert also einen Isomorphismus

M
∼→ R⊗R M

Beispiel 2.6.8 (Tensorieren bei vielen Idempotenten). Seien R eine Z-Algebra
und J ⊂ R eine Menge von paarweise kommutierenden Idempotenten derart, daß
es für jedes r ∈ R ein e ∈ J gibt mit er = r und für je zwei e, f ∈ J ein g ∈ J
gibt mit e = eg und f = fg. Ist nun M ein R-Assoziativmodul und gibt es für
alle m ∈ M ein e ∈ J mit em = m, so ist die Multiplikation eine universelle
balancierte Abbildung mult : R×M →M in Bezug auf die Rechtsoperation von
R auf sich selber und induziert mithin einen Isomorphismus

R⊗R M
∼→M

Ist in der Tat φ : R×M → A eine balancierte Abbildung in eine abelsche Gruppe
und ist m ∈ M gegeben, so folgt für je zwei e, f ∈ J mit em = m und fm = m
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durch Wahl eines g ∈ J mit eg = e und fg = f wegen m = em = egm =
gem = gm und analog für f bereits

φ(e,m) = φ(g,m) = φ(f,m)

Diesen gemeinsamen Wert nehmen wir als φ̂(m) und erhalten so φ̂ : M → A.
Gegeben r ∈ R und m ∈M finden wir e ∈ J mit er = r und folgern

φ(r,m) = φ(er,m) = φ(e, rm) = φ̂(rm)

wegen erm = rm. Es gilt also φ̂ ◦ mult = φ. Daß es kein anderes φ̂ mit dieser
Eigenschaft geben kann, ist eh klar. Mithin ist die Multiplikation R×M →M in
die abelsche Gruppe M unter den getroffenen Annahmen in der Tat eine univer-
selle balancierte Abbildung. Nach 2.6.6 liefert dann die Multiplikation auch für
jedes idempotente Element h ∈ R einen Isomorphismus

(hR)⊗R M
∼→ hM

Ist R ein Ring, so ist offensichlich J = {1} eine Menge von Idempotenten mit
den fraglichen Eigenschaften in Bezug auf jeden Modul und wir erhalten das Ten-
sorieren eines Moduls mit seinem Ring 2.6.7 als Spezialfall.

Übungen

Übung 2.6.9. Genau dann besteht eine abelsche Gruppe M nur aus Elementen
endlicher Ordnung, wenn gilt M ⊗Z Q = 0. Im Rahmen der kommutativen Al-
gebra erweist sich das im Lichte der Beschreibung 4.3.60 der Lokalisierung eines
Moduls als Tensorprodukt mit dem lokalisierten Kring als ein Spezialfall der Be-
schreibung des Kerns 4.3.9 der Abbildung eines Moduls in seine Lokalisierung.

Übung 2.6.10. Sei φ : A → B ein Kringhomomorphismus und seien B-Moduln
M,N gegeben. Wird B als Ring erzeugt vom Bild φ(A) von A mitsamt den In-
versen der Elemente aus φ(A) ∩ B×, so ist der offensichtliche Morphismus ein
Isomorphismus

M ⊗A N
∼→M ⊗B N

Übung 2.6.11. In der Kategorie der Kringe ist

C

��

// A

��

B // A⊗C B

für beliebige Kringhomomorphismen C → A und C → B und die offensicht-
lichen weiteren Kringhomomorphismen stets ein Pushout. Ist die linke Vertikale
flach, so auch die rechte Vertikale in den Pushout.
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Übung 2.6.12. Ist N ′ ↪→ N ↠ N ′′ eine spaltende kurze exakte Sequenz von
Ω-Moduln, so bleibt die Sequenz exakt unter M⊗Ω. Insbesondere ist also das
Tensorieren über einem Körper stets exakt.

Ergänzende Übung 2.6.13. Seien φ : R → S ein Ringhomomorphismus und
e ∈ Z(R) ein Element des Zentrums von R mit φ(e) = 1. So liefern für jeden
R-Modul M die Einbettung eM ↪→ M und die Multiplikation (e·) : M ↠ eM
zueinander inverse Isomorphismen S ⊗R eM

∼→ S ⊗R M
∼→ S ⊗R eM .

Übung 2.6.14 (Ringwechsel unter Tensorprodukten). Gegeben Ringe A,B und
M ∈ Mod-A und X ∈ A -Mod-B und N ∈ B -Mod Moduln beziehungsweise
Bimoduln. So liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

M ⊗A (X ⊗B N)
∼→ (M ⊗A X)⊗B N

Ist insbesondere φ : A → B ein Ringhomomorphismus, so induziert die offen-
sichtliche Abbildung einen Isomorphismus M ⊗A N

∼→ (M ⊗A B)⊗B N alias

M ⊗A resAB N
∼→ prodB

A M ⊗B N

in den Notationen aus 2.8.5 und 2.8.7. Ist etwa a ⊂ A ein Ideal und N ein (A/a)-
Modul, so liefert nach 2.5.14 die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus
M ⊗A N

∼→ (M/Ma) ⊗A/a N . Wird zusätzlich B als Ring erzeugt vom Bild
φ(A) von A mitsamt den Inversen der Elemente aus φ(A) ∩ B×, so ist die Ein-
heit der Adjunktion ein Isomorphismus M ∼→ prodB

A M und der offensichtliche
Morphismus ist in vereinfachter Notation ein Isomorphismus

M ⊗A N
∼→M ⊗B N

Speziell liefert für ein Ideal a ⊂ A und M ∈ Mod-A/a sowie N ∈ A/a -Mod
die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus M ⊗A N

∼→M ⊗A/a N und
für je zwei Q-Vektorräume M,N liefert die offensichtliche Abbildung einen Iso-
morphismus M ⊗Z N

∼→M ⊗Q N .

Übung 2.6.15. Sei S → R ein Ringhomomorphismus. Ist M ein S-Modul und
(mi)i∈I eine Basis vonM , so bilden die 1⊗mi eine Basis desR-ModulsR⊗SM .

Übung 2.6.16 (Variante zur Rechtsexaktheit des Tensorprodukts). Gegeben
M ′ → M ↠ M ′′ und N ′ → N ↠ N ′′ rechtsexakte Sequenzen von Rechts-
beziehungsweise Linksmoduln über einem Ring R, so ist auch die Sequenz

(M ′ ⊗R N)⊕ (M ⊗R N
′)→M ⊗R N ↠M ′′ ⊗R N

′′

wie durch die Notation bereits angedeutet eine rechtsexakte Sequenz.
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Übung 2.6.17 (Rechtsadjungierter eines Tensorprodukts). Gegeben ein Ring
und ein R-Rechtsmodul M erhalten wir aus der universellen Eigenschaft des Ten-
sorprodukts ein adjungiertes Paar von Funktoren (M⊗R,Ab(M, )) zwischen den
Kategorien R -Mod und Ab. In größerer Allgemeinheit wird das in 2.8.1 disku-
tiert.

Ergänzende Übung 2.6.18. Gegeben ein Ring R und M ∈ Mod-R und N ∈
R -Mod gibt es genau einen Isomorphismus von abelschen Gruppen M ⊗R N

∼→
N ⊗Ropp M mit m⊗ n 7→ n⊗m.

Ergänzende Übung 2.6.19. Man zeige: Gegeben ein RingA und ein Idempotentes
e ∈ A liefert die Multiplikation einen Isomorphismus eA⊗A M

∼→ eM .

Ergänzende Übung 2.6.20. In dieser Übung meint ⊗ ohne unteren Index stets
⊗Z. Gegeben Ringe R und S wird das Tensorprodukt R ⊗ S ein Ring mit der
Multiplikation (r⊗s)(a⊗b) := ra⊗sb. Für den RinghomomorphismusR→ R⊗
S mit r 7→ r ⊗ 1 und einen R-Rechtsmodul M haben wir prodR⊗S

R M
∼→M ⊗ S

unter der offensichtlichen Abbildung. Speziell liefert 2.6.14 für jeden (R ⊗ S)-
Modul N einen Isomorphismus

M ⊗R N
∼→ (M ⊗ S)⊗R⊗S N

Ist insbesondere N flach als (R ⊗ S)-Modul und S flach als Z-Modul, so ist N
auch flach als R-Modul.

Übung 2.6.21. Ein Kringhomomorphismus φ : A → B heißt flach, wenn darun-
ter B ein flacher A-Modul wird. Man zeige, daß die Verknüpfung zweier flacher
Kringhomomorphismen auch wieder flach ist.

Übung 2.6.22. Gegeben ein noetherscher Ring R ist jedes Produkt von Kopien
von R ein flacher R-Modul. Hinweis: Man zeige zunächst, daß für jeden end-
lich präsentierten R-Modul M die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus
(
∏

I R)⊗RM
∼→
∏

I M ist. Allgemeiner reicht es, statt „R noethersch“ anzuneh-
men, daß jedes endlich erzeugte Ideal von R ein endlich präsentierter R-Modul
ist.

Übung 2.6.23. Gegeben ein RingR und ein endlich präsentierterR-ModulM und
eine Menge I ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus (

∏
I R) ⊗R

M
∼→
∏

I M .

2.7 Merkwürdigkeiten bei Tensorprodukten*
Ergänzendes Beispiel 2.7.1. Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist für je zwei
Mengen X, Y die offensichtliche Abbildung eine Injektion

Ens(X,R)⊗R Ens(Y,R) ↪→ Ens(X × Y,R)
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In der Tat gehe a1⊗ b1 + . . .+ an⊗ bn nach Null. Die Menge aller (r1, . . . , rn) ∈
Rn mit r1b1 + . . . + rnbn = 0 in Ens(Y,R) ist ein Untermodul von Rn. Ist R
linksnoethersch, so ist dieser Untermodul endlich erzeugt, etwa von c1, . . . , ck ∈
Rn. Für alle x ∈ X gibt es also r1(x), . . . , rk(x) ∈ R derart, daß für alle i mit
1 ≤ i ≤ n gilt ai(x) = r1(x)c1i + . . .+ rk(x)cki. Es folgt

a1 ⊗ b1 + . . .+ an ⊗ bn =
∑
i,j

rjcji ⊗ bi =
∑
i,j

rj ⊗ cjibi = 0

Ergänzung 2.7.2 (Tensorprodukte von Funktionenräumen). Heike Mildenber-
ger und Martin Ziegler haben mir ein Beispiel konstruiert, das zeigt, daß die ka-
nonische Abbildung

Ens(N, R)⊗R Ens(N, R)→ Ens(N× N, R)

nicht für jeden Ring R injektiv ist. Der Ring R ist dabei der Polynomring in ab-
zählbar vielen Variablen x0, x1, x2, . . . , y0, y1, y2, . . . modulo der quadratischen
Relationen xiyj = 0 ∀i, j und xixj = yiyj = 0 falls |i − j| ̸= 1. Man betrach-
te nun die Elemente a : i 7→ xi und b : j 7→ yj von Ens(N, R). Natürlich hat
a⊗ b in Ens(N×N, R) das Bild Null. Es reicht zu zeigen, daß a⊗ b nicht bereits
selbst Null ist. Dazu betrachte man das Ideal I ⊂ Ens(N, R) aller Abbildungen
mit endlichem Träger und setze R∗ := Ens(N, R)/I . Die Komposition

R ↪→ Ens(N, R) ↠ R∗

mit der Einbettung als konstante Funktionen links ist ein Ringhomomorphismus.
Seien a∗, b∗ ∈ R∗ die Bilder von a, b ∈ Ens(N, R). Man zeigt nun, daß R∗ einen
R-linearen Ringautomorphismus f besitzt mit der Eigenschaft f(a∗)b∗ ̸= 0. Wir
betrachten dazu die involutiven Automorphismen f2n = f2n+1 : R

∼→ R des Rings
R mit f2n(x2n) = y2n+1 und f2n(y2n) = x2n+1. Jedes Element von R wird nur
von endlich vielen dieser Automorphismen überhaupt bewegt. Zusammen liefern
die fi einen Ringautomorphismus f : Ens(N, R) → Ens(N, R) gegeben durch
(ui)i∈N 7→ (fi(ui))i∈N. Dieser Automorphismus ist nicht R-linear, hält jedoch
das Ideal I fest und der davon induzierte Automorphismus f : R∗ ∼→ R∗ des
Quotienten ist sogarR-linear, da eben jedes Element vonR nur von endlich vielen
unserer Automorphismen fi überhaupt bewegt wird und folglich jede konstante
Folge nur an endlich vielen Stellen verändert wird. Damit ist f(a∗)b∗ das Bild der
Folge (y2y1, y1y2, y4y3, y3y4, . . .) in R∗, und das ist nicht Null.

2.7.3. Gibt es einen Kring R und R-Moduln M,N und linear unabhängige K ⊂
M und L ⊂ N derart, daß die k⊗ l mit k ∈ K und l ∈ L in M ⊗RN nicht linear
unabhängig sind über R? Ich denke schon, kenne aber kein Gegenbeispiel.
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2.8 Induktion und Koinduktion für Ringe*
2.8.1 (Tensor-Hom-Adjunktion). In diesem Abschnitt fasse ich einige Allge-
meinheiten über Tensorprodukte zusammen. Für den Fortgang der Vorlesung wer-
den sie erst viel später benötigt werden. Wir setzen neben der Kenntnis allgemei-
ner Tensorprodukte im Umfang von 2.6 die Begrifflichkeit adjungierter Funktoren
im Umfang von [TF] 2.4.3 voraus. Seien Ω,Θ Mengen undX ein Ω-Θ-Modul, als
da heißt eine abelsche Gruppe mit einer Operation von Ω und einer Operation von
Θ, die kommutieren. Ich notiere im folgenden die Operation von Ω durch davor-
schreiben und die Operation von Θ durch dahinterschreiben, so daß die Bedingung
des Kommutierens ausgeschrieben werden kann zu (ωx)θ = ω(xθ) ∀ω, x, θ. Wir
erhalten Funktoren

X⊗Θ : Θ -Mod → Ω -Mod
HomΩ(X, ) : Ω -Mod → Θ -Mod

Die Adjunktionsisomorphismen Ab(X ⊗Θ M,N)
∼→ HomΘ(M,HomZ(X,N))

aus 2.6.4 induzieren Isomorphismen

HomΩ(X ⊗Θ M,N)
∼→ HomΘ(M,HomΩ(X,N))

Diese hinwiederum bilden eine Adjunktion zwischen unseren Funktoren.

Ergänzung 2.8.2. Gegeben Ringe A,B versteht man unter einem A-B-Bimodul
X eine abelsche Gruppe mit einer Struktur als A-Modul und einer Struktur als B-
Rechtsmodul derart, daß gilt (ax)b = a(xb) ∀a, x, b. Dann istX∗ := HomA(X,A)
stets ein B-A-Bimodul vermittels der Rechtsoperation von a ∈ A durch Nach-
schalten der Rechtsmultiplikation, fa := (·a) ◦ f für jeden Homomorphismus f .
Wir erhalten dann natürliche Homomorphismen X∗ ⊗A N → HomA(X,N). Un-
ter der zusätzlichen Annahme, daß X als A-Modul ein Summand von An ist für
n <∞ alias endlich erzeugt und projektiv, sind das sogar Isomorphismen

X∗ ⊗A N
∼→ HomA(X,N)

Beispiel 2.8.3 (Eine Morita-Äquivalenz). Ist R ein Ring und X = Rn für n ≥ 1
mit der natürlichen Linksoperation von A = Mat(n;R) und Rechtsoperation von
B = R, so liefert unser adjungiertes Paar eine Äquivalenz von Kategorien

R -Mod
≈→ Mat(n;R) -Mod

Beispiel 2.8.4 (Eine weitere Morita-Äquivalenz). Seien M1, . . . ,Mn Moduln
über einem Ring und r1, . . . , rn positive natürliche Zahlen. Wir setzen

A := End(M1 ⊕ . . .⊕Mn)
B := End(M⊕r1

1 ⊕ . . .⊕M⊕rn
n )

X := Hom(M1 ⊕ . . .⊕Mn,M
⊕r1
1 ⊕ . . .⊕M⊕rn

n )
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So liefert unser adjungiertes Paar eine Äquivalenz von Kategorien

A -Mod
≈→ B -Mod

Statt Moduln über einem Ring hätten wir dabei auch Objekte einer beliebigen
additiven Kategorie nehmen können. Das alles ist ein Spezialfall der sogenannten
Morita-Äquivalenz.
2.8.5. Ist φ : A → B ein Ringhomomorphismus, so können wir speziell B ver-
mittels φ auffassen als einen A-B-Bimodul. Dann wird der erste Funktor nach
2.5.3 die Restriktion der Skalare resφ = resAB : B -Mod → A -Mod und der
zweite Funktor die sogenannte Induktion

indφ = indB
A := HomA(B, ) : A -Mod→ B -Mod

und wir erhalten eine Adjunktion (resAB, ind
B
A).

2.8.6 (Diskussion der Notation). Viele Autoren schreiben statt unserem resAB
auch resBA . Ich vermute, daß dem die Vorstellung zugrundeliegt, daß Induktion aus
Objekten niederer Komplexität solche höherer Komplexität macht und Restriktion
umgekehrt aus Objekten höherer Komplexität solche niederer Komplexität. Das
ist in den üblichen Anwendungen sicher richtig, aber in der hier vorgeschlage-
nen Allgemeinheit gilt es nicht mehr. Ich verfolge stattdessen die Konvention, die
„Ausgangskategorie“ durch einen unteren Index anzudeuten und die „Zielkatego-
rie“ durch einen oberen Index.
2.8.7. Umgekehrt können wir natürlich vermittels unseres Ringhomomorphismus
B auch auffassen als einen B-A-Bimodul. Dann wird der zweite Funktor die Re-
striktion der Skalare und der erste Funktor die sogenannte Erweiterung der Ska-
lare oder Koinduktion. Wir nennen ihn der Symmetrie der Begrifflichkeit halber
manchmal auch die Produktion und notieren ihn

prodB
A := B⊗A : A -Mod→ B -Mod

Damit erhalten wir eine Adjunktion (prodB
A, res

A
B). Für jeden A-Modul M und

jeden B-Modul N liefert insbesondere das Vorschalten von m 7→ 1 ⊗ m einen
Isomorphismus

HomB(B ⊗A M,N)
∼→ HomA(M,N)

2.8.8. Die Adjunktionen (res, ind) und (prod, res) werden üblicherweise als Fro-
benius-Reziprozitäten bezeichnet. Gegeben des weiteren Ringhomomorphismen
A → B → C liefert die Gleichheit resAB ◦ resBC = resAC vermittels dieser Adjunk-
tionen nach [TF] 2.4.8.22 Isotransformationen

indC
B ◦ indB

A
∼⇒ indC

A und prodC
B ◦ prodB

A
∼⇒ prodC

A .

Sie sind gemeint, wenn von der Transitivität der Induktion beziehungsweise Ko-
induktion die Rede ist.
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Beispiel 2.8.9. Für die in [LA2] 8.1.43 besprochene Komplexifizierung VC eines
reellen Vektorraums V induziert die dort erklärte kanonische Einbettung V ↪→ VC
einen Isomorphismus von komplexen Vektorräumen C⊗R V

∼→ VC.

Ergänzung 2.8.10 (Hom-Hom-Adjunktion). Gegeben Ringe A,B und ein A-B-
Bimodul X liefern die offensichtlichen Identifikationen aus dem Exponentialge-
setz [GR] 2.1.6.5 Identifikationen

BilA−Z−B(M ×N,X)
≀ ↓ ↓ ≀

HomA(M,Hom−B(N,X)) Hom−B(N,HomA(M,X))

Hier bezeichnet in der Mitte BilA−Z−B(M ×N,X) die Menge aller Z-bilinearen
Abbildungen φ : M × N → X mit φ(am, n) = aφ(m,n) und φ(m,nb) =
φ(m,n)b für alle m ∈ M , n ∈ N , a ∈ A, b ∈ B. Wir können diese Identifi-
kationen auch als die Adjunktionen eines adjungierten Paars von Funktoren

A -Modopp
HomA( ,X)

//
Mod-B

Hom−B( ,X)
oo

auffassen. Der obere Funktor ist dabei rechtsadjungiert zum unteren Funktor.

Ergänzung 2.8.11 (Tensorprodukte mit allgemeineren Objekten). Ist A eine
abelsche Kategorie und X ∈ A ein Objekt und B ein Ring und Bopp → A(X)
ein Homomorphismus in den Endomorphismenring von X , so erhalten wir in der-
selben Weise auch einen Funktor

A(X, ) : A → B -Mod

Er besitzt im allgemeinen keinen Linksadjungierten, aber natürlich wie jeder Funk-
tor einen partiellen Linksadjungierten, der eben auf den Objekten M ∈ B -Mod
erklärt ist, für die N 7→ HomB(M,A(X,N)) ein darstellbarer Funktor ist. Wir
notieren das darstellende Objekt dann wieder

X ⊗B M

Zur Übung mag der Leser zeigen, daß für jeden endlich präsentierten B-Modul
alias jeden B-Modul M , der in eine rechtsexakte Sequenz Bn → Bm ↠ M von
B-Moduln paßt mit n,m ∈ N, solch ein darstellendes Objekt X ⊗B M ∈ A
tatsächlich existiert und beschrieben werden kann als der Kokern des hoffentlich
offensichtlichen Morphismus Xn → Xm. Unser X ⊗B M ist im übrigen auch
funktoriell in X in der hoffentlich offensichtlichen Weise.
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Ergänzung 2.8.12 (Hom-Funktoren in allgemeinere Objekte). Ist A eine abel-
sche Kategorie und X ∈ A ein Objekt und B ein Ring und Bopp → A(X) ein
Homomorphismus in seinen Endomorphismenring, so hat in derselben Weise wie
in 2.8.11 der Funktor

A( , X) : Aopp →Mod-B

zumindest einen partiellen Rechtsadjungierten. Ist dieser auf N ∈ Mod-B defi-
niert, so notieren wir sein Bild wieder

Hom−B(N,X)

und erhalten damit ein Objekt von A. Ist hier unser N endlich präsentierbar, etwa
durch Bn → Bm → N , so erhalten wir ein mögliches solches Objekt als Kern
eines Morphismus Xm → Xn, dessen genaue Definition dem Leser überlassen
bleiben möge. Unser Hom−B(N,X) ist sogar auch noch funktoriell in X , aber
das soll an dieser Stelle nicht weiter ausgeführt werden.

Übungen

Übung 2.8.13. Gegeben ein Kring k und k-Moduln M,N konstruiere man na-
türliche Isomorphismen

Homk(M,Homk(N, k))
∼← Homk(M ⊗k N, k)

∼→ Homk(N,Homk(M,k))

Im Rahmen unserer Diskussion von „Schmelzkategorien“ werden wir diese Iso-
morphismen in einem allgemeineren Kontext wiedersehen.

2.9 Ganzzahlige symplektische Formen*
Satz 2.9.1 (Symplektische Formen über Z). Gegeben eine endlich erzeugte freie
abelsche Gruppe Γ mit einer nichtausgearteten alternierenden Bilinearform ω :
Γ × Γ → Z existiert stets eine Basis von Γ, bezüglich derer die Matrix unserer
Form eine Blockmatrix der Gestalt(

0 D
−D 0

)
ist mit D = diag(d1, . . . , dr) und di > 0 und di|di+1 für alle i. Die di sind dabei
durch die Form ω eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir wählen λ, µ ∈ Γ derart, daß ω(λ, µ) = d die kleinstmögliche posi-
tive Zahl ist, die so dargestellt werden kann. Dann behaupten wir Γ = ⟨λ, µ⟩ ⊕
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⟨λ, µ⟩⊥. Aus Dimensionsgründen gilt das über Q. Für jedes γ ∈ Γ finden wir also
m ∈ Z>0 derart, daß mγ eine Darstellung

mγ = aλ+ bµ+ κ

besitzt mit κ ∈ ⟨λ, µ⟩⊥. Es folgt sofort mω(γ, µ) = da. Wäre m kein Teiler
von a, so wäre d kein Teiler von ω(γ, µ) und wir könnten x, y ∈ Z finden mit
0 < xω(γ, µ) + γω(λ, µ) = ω(xγ + γλ, µ) < d, im Widerspruch zur Wahl von
λ, µ. Das kann nicht sein, folglich teilt m unser a und ebenso auch b. Dann aber
teilt m auch κ und wir finden wie gewünscht

Γ = ⟨λ, µ⟩ ⊕ ⟨λ, µ⟩⊥

Vollständige Induktion beendet den Beweis der Existenz vonD, wenn auch zunächst
noch ohne die Zusatzbedingung di|di+1. Es ist jedoch leicht zu sehen, daß im Fall,
daß d1 nicht d2 teilt, unser d1 nicht das Kleinstmögliche gewesen sein kann, und
induktiv folgt so auch di|di+1. Die Eindeutigkeit der di schließlich folgt, indem
wir die Eindeutigkeit im Elementarteilersatz [LA2] 6.5.14 auf den Fall der von ω
induzierten Abbildung Γ ↪→ Γ∗ anwenden.
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3 Affine Varietäten

3.1 Polynomiale Funktionen
Definition 3.1.1. Seien k ein Körper und X ⊂ kn eine Teilmenge. Eine k-wertige
Funktion f : X → k auf X heißt eine polynomiale Funktion, wenn es ein
Polynom P ∈ k[T1, . . . , Tn] gibt mit f(x) = P (x) ∀x ∈ X .

3.1.2. Sei k ein Körper. Im Fall einer algebraischen Teilmenge X ⊂∧ kn notieren
wir den Ring der polynomialen Funktionen auf X als

O(X) ⊂ Ens(X, k)

mit unserer allgemeinen Notation Ens(X, k) für die Menge aller Abbildung einer
Menge X in eine Menge k. Nach dem Isomorphiesatz für Ringe [AL] 6.2.2.6
liefert die Einschränkung von Funktionen einen Isomorphismus von k-Kringen

k[T1, . . . , Tn]/I(X)
∼→ O(X)

zwischen dem Restklassenring des Polynomrings nach dem Verschwindungsideal
von X und dem Ring der polynomialen Funktionen auf X . Das gilt sogar für
beliebige Teilmengen X ⊂ kn, nur wollen wir in diesen allgemeineren Fällen die
Notation O(X) für andere Ringe von Funktionen reservieren.

3.1.3 (Notationen für Ringe von polynomialen Funktionen). Viele Autoren
verwenden statt O(X) die alternative Notation k[X] für den k-Kring der poly-
nomialen Funktionen auf X . Die Aussage, daß für einen unendlichen Kring k die
polynomialen Funktionen auf X = k durch obigen Isomorphismus mit dem Po-
lynomring in einer Veränderlichen T identifiziert werden, schreibt sich in dieser
Notation k[T ] ∼→ k[k] und in unserer Notation k[T ] ∼→ O(k).
3.1.4 (Polynomiale Funktionen auf Produkten). Gegeben ein Körper k und al-
gebraische Teilmengen X ⊂∧ kn und Y ⊂∧ km ist die durch f ⊗ g 7→ f ⊠ g mit
der Regel (f ⊠ g)(x, y) := f(x)g(y) erklärte Abbildung ein Isomorphismus von
k-Kringen

O(X)⊗k O(Y )
∼→ O(X × Y )

Die Multiplikation auf der linken Seite ist dabei (a⊗ b)(a′ ⊗ b′) := aa′ ⊗ bb′ wie
in [LA2] 9.9.9. Die Surjektivität folgt leicht aus der offensichtlichen Surjektivität
im Fall X = km, Y = kn. Die Injektivität folgt aus der Injektivität der Abbildung
Ens(X, k) ⊗k Ens(Y, k) → Ens(X × Y, k), f ⊗ g 7→ f ⊠ g, die für beliebige
Mengen X, Y in [LA2] 8.1.48 diskutiert wird. Unseren Isomorphismus gibt es
sogar genauso für nicht notwendig algebraische Teilmengen, für diese haben wir
jedoch keine Notation für Ringe polynomialer Funktionen bereitgestellt.
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Übungen

Übung 3.1.5. Man zeige: Gegeben nilpotentfreie k-Kringe A,B über einem al-
gebraisch abgeschlossenen Körper k = k̄ ist auch ihr Tensorprodukt A ⊗k B
nilpotentfrei. Hinweis: Realisierung durch polynomiale Funktionen 3.1.4.
Ergänzung 3.1.6. Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, so ist die Aussage der
vorhergehenden Übung im allgemeinen falsch. Ein Gegenbeispiel steht in [AL]
6.6.1.1, das Tensorprodukt K(T )⊗K(T p)K(T ) für einen Körper K positiver Cha-
rakteristik p > 0 hat nilpotente Elemente. Ist jedoch k̄/k separabel, so stimmt
unsere Aussage doch wieder. Allgemeiner ist für jede Galoiserweiterung K/k
und jeden k-Kring A seine Erweiterung A ⊗k K nilpotentfrei genau dann, wenn
A nilpotentfrei ist. In der Tat ist das Nilradikal von A ⊗k K stabil unter der Ga-
loisgruppe, und wäre es nicht Null, so wäre nach [AL] 6.6.4.4 auch sein Schnitt
mit A nicht Null.
Übung 3.1.7 (Disjunktes Verkleben polynomialer Funktionen). (k = k̄). Seien
disjunkte und Zariski-abgeschlossene Teilmengen X, Y ⊂∧ kn gegeben, in For-
meln X ∩ Y = ∅, sowie polynomiale Funktionen f : X → k und g : Y → k.
Man zeige, daß die Abbildung

h : X ∪ Y → k

mit h|X = f und h|Y = g dann auch polynomial ist. Hinweis: Nach dem Null-
stellensatz ist die Summe der Verschwindungsideale der ganze Polynomring. Nun
verwende man den abstrakten chinesischen Restsatz [AL] 6.2.3.4. Insbesonde-
re kann man eine Vorgabe von endlich vielen Funktionswerten an endlich vielen
Punkten stets durch eine polynomiale Funktion interpolieren, was wir aber eigent-
lich in diesem Fall schon aus [AL] 6.2.3.8 wissen.
Übung 3.1.8 (Kein abgeschlossenes Verkleben polynomialer Funktionen). Ge-
geben ein algebraisch abgeschlossener Körper k = k̄ und algebraische Teilmen-
gen X, Y ⊂∧ kn sowie polynomiale Funktionen f : X → k und g : Y → k mit
f |X∩Y = g|X∩Y muß die Abbildung

h : X ∪ Y → k

mit h|X = f und h|Y = g keineswegs polynomial sein. Als Beispiel untersu-
che man den k2 mit X dem Achsenkreuz und Y einer weiteren Ursprungsgera-
den. Mutige zeigen, daß das Verkleben im allgemeinen genau dann gelingt, wenn
I(X) + I(Y ) ein Radikalideal ist.

3.2 Räume als Ringe
3.2.1. Seien k ein Körper und X ⊂∧ kn sowie Y ⊂∧ km algebraische Teilmengen.
Eine Abbildung φ : X → Y heißt polynomial, wenn es Polynome P1, . . . , Pm ∈
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k[T1, . . . , Tn] gibt mit

φ(x) = (P1(x), . . . , Pm(x)) ∀x ∈ X

Ist zusätzlich eine algebraische Teilmenge Z ⊂∧ kl gegeben sowie polynomiale
Abbildungen φ : X → Y und ψ : Y → Z, so ist offensichtlich auch deren
Verknüpfung ψ ◦ φ : X → Z polynomial.

Definition 3.2.2. Sei k ein Körper. Jede polynomiale Abbildung φ : X → Y
zwischen algebraischen Teilmengen X ⊂∧ kn und Y ⊂∧ km liefert auf den polyno-
mialen Funktionen einen Ringhomomorphismus

φ♯ : O(Y )→ O(X)

in die Gegenrichtung, das Vorschalten von φ alias Zurückholen von Funktio-
nen f 7→ f ◦ φ. Wir nennen φ♯ den zu φ gehörigen Komorphismus.

3.2.3. Das bleibt sinnvoll für einen beliebigen Kring k und beliebige Teilmengen
X ⊂ km und Y ⊂ kn, nur erlauben wir uns dann nicht die Notation O(X).

Definition 3.2.4. Ein Ring heißt nilpotentfrei oder gleichbedeutend reduziert,
wenn er außer der Null keine nilpotenten Elemente hat.

3.2.5. Für die weitere Entwicklung der algebraischen Geometrie verwenden wir
die Sprache der Kategorientheorie in dem Umfang, wie sie etwa in [LA2] 9.1.1
folgende entwickelt wird, und insbesondere den Begriff einer Äquivalenz von Ka-
tegorien [LA2] 9.2.19. In dieser Sprache ausgedrückt haben wir in 1.6.5 die Ka-
tegorie der k-Kringe eingeführt.

Satz 3.2.6 (Räume als Ringe). (k = k̄). Betrachten wir die algebraischen Men-
gen in irgendwelchen kn als die Objekte einer Kategorie mit den polynomialen
Abbildungen als Morphismen, so liefert das Bilden des k-Krings der polynomia-
len Funktionen eine Äquivalenz von Kategorien{

Algebraische Mengen
in irgendwelchen kn

}
≈→
{

Nilpotentfreie
ringendliche k-Kringe

}opp

X O(X)

φ ↓ 7→ φ♯ ↑
Y O(Y )

3.2.7 (Endlichdimensionale nilpotentfreie k-Kringe). (k = k̄). Insbesondere
liefert das Bilden des k-Krings aller k-wertigen Funktionen eine Äquivalenz von
Kategorien

{Endliche Mengen} ≈→ {Nilpotentfreie k-Kringe A mit dimk A <∞}opp

X 7→ Ens(X, k)
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In diesem Fall können wir aber auch einfacher argumentieren. Gegeben ein end-
lichdimensionaler nilpotentfreier k-KringA liefert ja die Linksmultiplikation eine
Einbettung A ↪→ EndA, a 7→ (a·), deren Bild nach 2.3.14 genau aus allen Endo-
morphismen besteht, die mit allen Rechtsmultiplikationen (·b) für b ∈ A kommu-
tieren. Aufgrund der Funktorialität der Jordanzerlegung [LA2] 5.3.7 gehört mit
(a·) dann auch sein nilpotenter Anteil zum Bild unserer Einbettung, und ist A
nilpotentfrei, muß der nilpotente Anteil Null und (a·) diagonalisierbar sein. Dann
gibt es aber nach [LA2] 9.8.10 in A eine Basis, bezüglich derer alle (a·) durch
Diagonalmatrizen dargestellt werden, und aus Dimensionsgründen liefert dann
unsere Einbettung A ↪→ EndA einen Isomorphismus von A mit dem Ring der
Diagonalmatrizen, also mit k× . . .× k. Das zeigt, daß unser Funktor surjektiv ist
auf Isomorphieklassen. Der Rest des Beweises bleibe dem Leser überlassen.

Ein reelles Bild der sogenannten
Neil’schen Parabel, der

Nullstellenmenge von x3 = y2 in
der Ebene.

Beispiele 3.2.8 (Neil’sche Parabel und nodale Kubik). (k = k̄). Für n ≥ m
entspricht der Projektion kn ↠ km durch Weglassen der letzten Koordinaten of
den polynomialen Funktionen die Einbettung von Polynomringen durch Hinzu-
fügen von Variablen k[T1, . . . , Tm] ↪→ k[T1, . . . , Tm, Tm+1, . . . , Tn]. Der Einbet-
tung X ↪→ kn einer algebraischen Teilmenge entspricht in der Gegenrichtung die
Surjektion

k[T1, . . . , Tn] ↠ k[T1, . . . , Tn]/I(X)
∼→ O(X)

Umgekehrt, und jetzt schreiben wir zur Abwechslung und zum Vermeiden von In-
dizes mal X, Y für die Variablen eines Polynomrings, entspricht die Komposition

k[X, Y ] ↠ k[X, Y ]/⟨X3 − Y 2⟩ ∼→ ⟨1, T 2, T 3, . . .⟩k = k + ⟨T 2⟩ ⊂ k[T ]
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mit dem mittleren Isomorphismus gegeben durch X 7→ T 2, Y 7→ T 3 der Abbil-
dung, die die Gerade „geknifft“ in die Ebene legt vermittels k → k2, t 7→ (t2, t3).
Weiter entspricht die Komposition

k[X, Y ] ↠ k[X, Y ]/⟨X3 +X2 − Y 2⟩ ∼→ 1 + ⟨T 2 − 1⟩ ⊂ k[T ]

mit dem mittleren Isomorphismus gegeben durch die Vorschrift X 7→ (T 2 − 1),
Y 7→ T (T 2 − 1) der Abbildung, die die Gerade „mit Selbstüberschneidung“ in
die Ebene legt vermittels k → k2, t 7→ (t2 − 1, t(t2 − 1)). Hier haben alle Fa-
sern höchstens einen Punkt mit Ausnahme der Faser über dem Ursprung, die aus
den beiden Punkten ±1 ∈ k besteht und im Fall einer von 2 verschiedenen Cha-
rakteristik zwei Punkte hat. Man beachte, daß 1 + ⟨T 2 − 1⟩ ⊂ k[T ] der Teilring
aller Polynome ist, die bei T = −1 und T = 1 jeweils denselben Wert anneh-
men. Die mittleren Isomorphismen in den letzten beiden Beispielen sind nicht
ganz offensichtlich und sollten vom Leser zur Übung bewiesen werden. Die frag-
lichen Abbildungen k → k2 gehen sogar surjektiv auf die Nullstellenmengen
der fraglichen Polynome, aber zumindest im letzten Beispiel scheint mir das mit
der uns bis jetzt zur Verfügung stehenden Theorie gar nicht so leicht einzusehen:
Warum sollte sich denn jede Lösung der Gleichung x3 + x2 = y2 in der Form
(x, y) = (t2−1, t(t2−1)) mit t ∈ k schreiben lassen? Na gut, mit etwas Rechnen
geht das dann schon. In 5.2.16 werden Sie es auch ohne weitere Mühen aus dem
Going-up-Theorem folgern können. Mehr dazu diskutieren wir in 3.3.14.

Ein reelles Bild der sogenannten
nodalen Kubik, der

Nullstellenmenge von x3 + x2 = y2

in der Ebene.

Beweis. Zunächst einmal zeigen wir, daß es für jeden nilpotentfreien ringendli-
chen k-Kring A eine algebraische Teilmenge X ⊂∧ kn gibt mitsamt einem Iso-
morphismus von k-Kringen O(X)

∼→ A. Sind in der Tat t1, . . . , tn ∈ A Erzeuger
unseres k-Krings, so erhalten wir durch die Vorschrift Ti 7→ ti eine Surjektion

k[T1, . . . , Tn] ↠ A
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Bezeichne a ihren Kern. Besitzt A außer der Null keine nilpotenten Elemente, so
ist a ein Radikalideal, und ist k algebraisch abgeschlossen, so ist ein Radikalideal
im Polynomring das Verschwindungsideal seiner Nullstellenmenge, in Formeln
a = I(Z(a)). Wir erhalten damit Isomorphismen von k-Kringen

O(Z(a)) ∼← k[T1, . . . , Tn]/a
∼→ A

und haben gezeigt, daßA isomorph ist zum k-Kring der polynomialen Funktionen
der algebraischen Menge Z(a) ⊂ kn. Unser Funktor ist also essentiell surjektiv.
Jetzt müssen wir noch zeigen, daß er auch volltreu ist, daß also unsere Vorschrift
φ 7→ φ♯ Bijektionen zwischen den Morphismenräumen liefert. Das gilt sogar ohne
die Annahme k = k̄. Wir notieren dazu die Menge der polynomialen Abbildungen
zwischen zwei algebraischen Mengen mit Pol(X, Y ). Homomorphismen von k-
Kringen notieren wir Kringk(A,B). Dann erinnern wir uns an die Formel Y =
Z(I(Y )) ⊂ km und bilden das kommutative Diagramm

Pol(X, Y ) → Kringk(O(Y ),O(X))
↓ ↓

Pol(X, km)
∼→ O(X)m

∼→ Kringk(k[T1, . . . , Tm],O(X))

Darin seien die Horizontalen durch φ 7→ φ♯ gegeben und die Vertikalen durch
Y ⊂ km beziehungsweise k[T1, . . . , Tm] ↠ O(Y ) und die beiden einzelnen Ab-
bildungen in der unteren Horizontale durch das Nachschalten der Projektionen
auf die Koordinaten und das Einsetzen von polynomialen Funktionen für die Va-
riablen. Diese beiden Abbildungen sind sicher Bijektionen, folglich ist auch die
untere Horizontale insgesamt eine Bijektion. Die obere Horizontale ist dann eben-
so eine Bijektion, denn dort sind nun beide Seiten in natürlicher Bijektion zu

{(φ1, . . . , φm) ∈ O(X)m | f(φ1, . . . , φm) = 0 ∀f ∈ I(Y )}

Um das zu sehen, verwenden wir die universelle Eigenschaft der Quotientenabbil-
dung k[T1, . . . , Tm]/I(Y )

∼→ O(Y ) auf der rechten Seite und die Definition des
Verschwindungsideals I(Y ) auf der linken Seite.

Übungen

Übung 3.2.9 (Stetigkeit polynomialer Abbildungen). Ich erinnere daran, daß
eine Abbildung zwischen topologischen Räumen stetig heißt, wenn das Urbild
jeder offenen Menge wieder offen ist. Man zeige: Gegeben ein Körper k sind
polynomiale Abbildungen X → Y mit X ⊂∧ kn und Y ⊂∧ km stetig für die von
der Zariskitopologie auf unseren Teilmengen induzierte Topologie.
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3.3 Naive affine Varietäten
Definition 3.3.1. Gegeben ein Körper k verstehen wir unter einer k-geringten
Menge ein Paar

(X,O(X))

bestehend aus einer Menge X und einem k-Unterring O(X) ⊂ Ens(X, k) im k-
Ring aller k-wertigen Funktionen auf X . Die Elemente vonO(X) nennen wir die
strukturierenden Funktionen unserer k-geringten Menge X . Ein Morphismus
von (X,O(X)) in eine weitere k-geringte Menge (Y,O(Y )) ist eine Abbildung
φ : X → Y derart, daß gilt f ∈ O(Y )⇒ f ◦φ ∈ O(X). Mit diesen Morphismen
bilden die k-geringten Mengen eine Kategorie

Ensrk

Den durch Vorschalten von φ erklärten Homomorphismus von k-Kringen nennen
wir den Komorphismus zu φ und notieren ihn φ♯ : O(Y )→ O(X).

Definition 3.3.2. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Eine naive
affine k-Varietät oder affine k-Varietät ist eine k-geringte Menge (X,O(X))
derart, daß ihr Ring von strukturierenden FunktionenO(X) ringendlich ist über k
und daß wir eine Bijektion

X
∼→ Kringk(O(X), k)

x 7→ δx

von X mit der Menge der k-linearen RinghomomorphismenO(X)→ k erhalten,
wenn wir jedem Punkt x ∈ X den durch das Auswerten bei x gegebenen Ring-
homomorphismus δx : O(X) → k, f 7→ f(x) zuordnen. Die strukturierenden
Funktionen einer affinen Varietät nennen wir auch ihre regulären Funktionen.

3.3.3 (Diskussion der Terminologie). Es wird sich bald erweisen, daß unsere
naiven affinen Varietäten bis auf Isomorphismus genau unsere k-geringten Men-
gen (X,O(X)) zu algebraischen Teilmengen X ⊂∧ kn sind. Das Adjektiv „affin“
dient dazu, in der Terminologie Platz zu lassen für allgemeinere Varietäten, wie
wir sie in 6.4.2 kennenlernen. Das Adjektiv „naiv“ bringt zum Ausdruck, daß wir
unsere naiven affinen Varietäten als spezielle k-geringte Mengen betrachten und
noch nicht, wie im Fall allgemeiner Varietäten, als spezielle „k-geringte Räume“.
Dieser Unterschied wird sich jedoch als unwesentlich erweisen, weshalb wir auf
das Adjektiv „naiv“ im folgenden meist verzichten.

3.3.4. Unter einem Morphismus von affinen k-Varietäten verstehen wir einen
Morphismus von k-geringten Mengen. Die affinen k-Varietäten bilden damit eine
volle Unterkategorie

Varaffk ⊂ Ensrk
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in der Kategorie aller k-geringten Mengen. Gegeben affine Varietäten X, Y no-
tieren wir die Menge aller Morphismen von X nach Y statt Varaffk(X, Y ) meist
kürzer Vark(X, Y ) und greifen damit der volltreuen Einbettung Varaffk

∼
↪→ Vark

in die Kategorie aller k-Varietäten vor, die wir zusammen mit der Definition allge-
meiner Varietäten in 6.4.2 kennenlernen werden. Wenn wir hoffen, daß der Grund-
körper aus dem Kontext hervorgeht, schreiben wir auch kurz Var.

3.3.5. Ich verwende das Wort Varietät nur für k-Varietäten über algebraisch ab-
geschlossenen Körpern k = k̄. Wenn das Wort „Varietät“ fällt, ist also implizit
zu verstehen, daß der zugehörige Grundkörper algebraisch abgeschlossen ist. Ich
werde das nicht immer extra erwähnen.

Beispiele 3.3.6. (k = k̄).

1. Jede endliche Menge X wird mit O(X) := Ens(X, k) eine affine Varietät.

2. Die Menge X = kn wird mit O(X) ∼= k[T1, . . . , Tn] den polynomialen
Funktionen eine affine Varietät.

3. (Nullstellenmengen). Gegeben eine affine Varietät X und eine Teilmenge
E ⊂ O(X) des Rings der regulären Funktionen wird die Menge der ge-
meinsamen Nullstellen

Y = Z(E) := {x ∈ X | f(x) = 0 ∀f ∈ E}

mit den Einschränkungen O(Y ) := {f |Y | f ∈ O(X)} regulärer Funktio-
nen von X als den regulären Funktionen von Y eine affine Varietät. In der
Tat kommt jeder k-lineare Ringhomomorphismus O(Y )→ k von einem k-
linearen RinghomomorphismusO(X)→ k her, der durch Auswerten δx an
einem Punkt x ∈ X gegeben wird, der dann notwendig bereits zu Y gehört
haben muß.

4. (Nichtnullstellenmengen einzelner Funktionen). Gegeben eine affine Va-
rietät (X,O(X)) und eine reguläre Funktion f ∈ O(X) wird ihre Nicht-
nullstellenmenge

Xf := X\Z(f) = {x ∈ X | f(x) ̸= 0}

eine affine Varietät mit O(Xf ) := O(X)[f̄−1] ⊂ Ens(Xf , k) dem von den
Restriktionen der regulären Funktionen ausO(X) zusammen mit der Funk-
tion 1/f̄ für f̄ die Restriktion von f erzeugten Teilring. In der Tat liefern die
Homomorphismen von k-Kringen O(X) ↠ O(X) ↪→ O(Xf ) Injektionen

Kringk(O(X), k)←↩ Kringk(O(X), k)←↩ Kringk(O(Xf ), k)
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und das Bild der Komposition kann nur solche Homomorphismen enthalten,
die f auf eine Einheit abbilden, die also eine Auswertung δx an einer Stelle
x ∈ Xf sind. Da umgekehrt alle diese Auswertungen auch im Bild liegen,
ist (Xf ,O(Xf )) in der Tat eine affine Varietät.

3.3.7 (Gegenbeispiele). Die Menge X := C× geringt durch O(X) ∼= C[T ] den
Ring der polynomialen Funktionen ist keine affine Varietät, da es für den Ringal-
gebrenhomomorphismus C[T ] → C „nimm den konstanten Term“ keinen Punkt
x ∈ X gibt, für den er der Auswertungshomomorphismus wäre. Die Zahlenebene
X := C ⊔ {0̃} „mit verdoppeltem Nullpunkt“ geringt durch erweiterte polyno-
miale Funktionen O(X) ∼= C[T ] mit der Maßgabe P (0̃) = P (0) ∀P ∈ C[T ] ist
auch keine affine Varietät, da hier die beiden Punkte 0 ̸= 0̃ denselben Auswer-
tungshomomorphismus δ0 = δ0̃ liefern. Die Kreislinie X := S1 geringt durch
alle stetigen komplexwertigen Funktionen O(X) := C(X) ist keine affine Va-
rietät, da C(X) nicht ringendlich ist über C. Man kann das etwa daran sehen,
daß C(X) nicht noethersch ist, denn es gibt in der Kreislinie eine absteigende
Folge von abgeschlossenen Mengen, die nicht stagniert, und deren Verschwin-
dungsideale bilden dann eine aufsteigende Folge von Idealen von C(X), die eben-
falls nicht stagniert. Man beachte in diesem letzten Beispiel, daß unsere Bedin-
gung X

∼→ KringC(O(X),C) durchaus erfüllt ist, da ja allgemein für jeden
kompakten Hausdorffraum X die Abbildungsvorschrift x 7→ δx eine Bijektion
X

∼→ KringC(C(X),C) liefert, vergleiche [TM] 1.3.4.11.
Vorschau 3.3.8. Seien X eine affine Varietät und f, g ∈ O(X). In 3.3.17 zeigen
wir, daß unter der Annahme Xf ⊂ Xg die Einbettung Xf ↪→ Xg ein Morphismus
von affinen Varietäten ist. Insbesondere haben wirXf = Xg ⇒ O(Xf ) = O(Xg).
Beispiel 3.3.9 (Affine Räume als affine Varietäten). Jeder endlichdimensionale
affine Raum A über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k wird eine affine
k-Varietät, wenn wir O(A) ⊂ Ens(A, k) erklären als die von allen affinen Abbil-
dungen A → k erzeugte k-Unterringalgebra. Jede affine Abbildung von endlich-
dimensionalen affinen Räumen ist in Bezug auf diese Strukturen ein Morphismus
von affinen Varietäten und im Fall A = kn erhalten wir wieder unsere aus 3.3.6
bekannte affine Varietät mit O(kn) ∼= k[T1, . . . , Tn] zurück.
3.3.10 (Verschiedene Bedeutungen von „affin“). Unglücklich ist in diesem Zu-
sammenhang die Verwendung des Wortes „affin“ in zwei verschiedenen Bedeu-
tungen: Jeder endlichdimensionale affine Raum trägt zwar in dieser Weise eine
natürliche Struktur als affine Varietät, aber es gibt durchaus auch noch andere af-
fine Varietäten, ja „die meisten“ affinen Varietäten sind keineswegs isomorph zu
affinen Räumen.
Beispiel 3.3.11. Alle Definitionen und Sätze vom Beginn dieses Abschnitts bis
hierher würden auch für einen beliebigen unendlichen Grundkörper k funktionie-
ren, mit etwas mehr Vorsicht sogar für einen beliebigen Grundkörper k. Allerdings
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müßte man dann in Kauf nehmen, daß etwa die reelle Gerade X = R mit dem
Ring von regulären Funktionen O(X) = R[T, (T 2 + 1)−1] auch eine naive affine
R-Varietät wäre, und das stünde im Widerspruch zur allgemein üblichen Termi-
nologie. Dies Beispiel zeigt auch, daß die in unserer Vorschau 3.3.8 aufgestellten
Behauptungen dieser Allgemeinheit nicht mehr richtig wären.

Satz 3.3.12 (über affine Varietäten). (k = k̄). Unsere Äquivalenz von Kategori-
en aus 3.2.6 läßt sich einbetten in ein kommutatives Diagramm von Äquivalenzen{

Algebraische Mengen
in irgendwelchen kn

}
≈−→

{
Nilpotentfreie ring-
-endliche k-Kringe

}opp

≈↘ ↗≈{
Affine k-Varietäten

}
Der Funktor ↘ ordnet dabei jeder algebraische Menge X ⊂∧ kn die affine Va-
rietät (X,O(X)) zu und der Funktor↗ jeder affinen k-Varietät (X,O(X)) den
k-Kring O(X) ihrer regulären Funktionen.

3.3.13. In meinen Augen ist dieser Satz zentral für das Verständnis sowohl der
kommutativen Algebra als auch der algebraischen Geometrie. Er stellt in einem
besonders einfachen Kontext die Beziehung zwischen eingebetteter Geometrie,
koordinatenfreier Geometrie und abstrakter Algebra her, die das Gebiet prägt.
Motiviert durch diesen Satz heißen ringendliche nilpotentfreie k-Kringe über al-
gebraisch abgeschlossenen Körpern auch affine k-Kringe.

Vorschau 3.3.14 (Verkleben von Punkten in affinen Varietäten). In 5.2.14 wer-
den wir lernen, daß gegeben eine affine Varietät (X,O(X)) und eine surjektive
Abbildung φ : X → Y auf eine Menge Y mit endlichen Fasern und höchstens
endlich vielen Fasern mit mehr als einem Punkt unsere Menge Y mit dem Funk-
tionenring O(Y ) := {f : Y → k | f ◦ φ ∈ O(X)} zu einer affinen Varietät
wird. Weiter werden wir in 5.2.17 sehen, daß man die nodale Kubik in dieser
Weise durch das Verkleben von zwei verschiedenen Punkten einer Gerade erhal-
ten kann, und werden in 5.2.20 auch sehen, inwiefern man beim Verkleben von
zwei „infinitesimal benachbarten Punkten“ die Neil’sche Parabel erhält.

Beweis. Gegeben X ⊂∧ kn ist O(X) ringendlich über k und die k-linearen Ring-
homomorphismen O(X) → k sind etwa nach 3.2.6 genau die Auswertungsab-
bildungen an Punkten von X . Unser Funktor↘ landet also in der Tat in unserer
Kategorie von affinen Varietäten. Daß unser funktorielles Diagramm kommutiert,
ist offensichtlich. Jede affine VarietätX ist isomorph zu einer affinen Varietät vom
Typ Z(I) ⊂∧ kn. In der Tat ist nach AnnahmeO(X) ringendlich über k. Bilden et-
wa die Funktionen f1, . . . , fn ein Erzeugendensystem, so erhalten wir eine Surjek-
tion k[T1, . . . , Tn] ↠ O(X) mit Ti 7→ fi. Die Abbildung (f1, . . . , fn) : X → kn
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induziert dann einen IsomorphismusX ∼→ Z(I) für I den Kern obiger Surjektion.
Das zeigt, daß↘ eine Surjektion auf Isomorphieklassen von Objekten induziert.
Nach 3.2.6 induzieren demnach alle drei Funktoren Bijektionen auf Isomorphie-
klassen von Objekten. Um den Satz zu folgern, müssen wir nur noch zeigen, daß
↗ Injektionen auf den Morphismenräumen induziert. Das ist aber klar.

3.3.15 (Universelle Eigenschaft von Nullstelleneinbettungen). GegebenX eine
affine Varietät und E ⊂ O(X) eine Menge regulärer Funktionen und Y := Z(E)
deren simultane Nullstellenmenge ist die Einbettung Y ↪→ X offensichtlich ein
Morphismus. Ist weiter φ : Z → X ein Morphismus von affinen Varietäten mit
φ(Z) ⊂ Y , so ist auch die induzierte Abbildung φ : Z → Y offensichtlich ein
Morphismus von affinen Varietäten.

3.3.16 (Regularität der Kehrwerte nullstellenfreier regulärer Funktionen).
Gegeben eine affine Varietät X und eine reguläre Funktion f ∈ O(X) ohne
Nullstelle ist auch 1/f regulär. Das zeigen wir, indem wir die gegenteilige An-
nahme zum Widerspruch führen. Ist genauer f ∈ O(X) keine Einheit, so ist das
von f erzeugte Ideal nicht der ganze Ring und kann mithin zu einem maximalen
Ideal m vergrößert werden. Jetzt sagt der Hilbert’sche Nullstellensatz in seiner
körpertheoretischen Form 1.6.10, daß die Komposition k → O(X) → O(X)/m
eine endliche Körpererweiterung sein muß, also wegen k = k̄ ein Isomorphis-
mus. So erhalten wir dann einen Homomorphismus O(X) → k von k-Kringen
mit f 7→ 0. Das aber bedeutet im Lichte unserer Definition 3.3.2 einer affinen
Varietät, daß f ein Nullstelle auf X gehabt haben muß.

3.3.17 (Universelle Eigenschaft von Nichtnullstelleneinbettungen). Gegeben
X eine affine Varietät und f ∈ O(X) eine reguläre Funktion ist die Einbettung
Xf ↪→ X offensichtlich ein Morphismus. Ist weiter φ : Z → X ein Morphismus
von affinen Varietäten mit φ(Z) ⊂ Xf , so ist auch die induzierte Abbildung φ :
Z → Xf ein Morphismus von affinen Varietäten. In der Tat ist (1/f) ◦ φ =
1/φ♯(f) nach 3.3.16 auch eine reguläre Funktion auf Z. Insbesondere folgt für
f, g ∈ O(X) mit Xg ⊂ Xf sofort res(O(Xf )) ⊂ O(Xg). Insbesondere folgt aus
Xf = Xg auch O(Xg) = O(Xf ).

Übungen

Übung 3.3.18. Die regulären Funktionen einer affinen k-Varietät X sind genau
die Morphismen von Varietäten X → k, in Formeln O(X) = Var(X, k).

Übung 3.3.19 (Automorphismen offener Teilmengen der Gerade). Jeder Iso-
morphismus von Varietäten k ∼→ k hat die Gestalt t 7→ at + b für a ∈ k× und
b ∈ k. Jeder Isomorphismus von Varietäten k× ∼→ k× hat die Gestalt t 7→ atε

für a ∈ k× und ε ∈ {1,−1}. Die Varietäten k\E für E ⊂ k endlich mit zwei
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oder mehr Elementen haben nur endlich viele Automorphismen. Hinweis: [AL]
6.3.9.31.

Übung 3.3.20 (Bijektive Morphismen müssen keine Isomorphismen sein). Es
gibt durchaus bijektive Morphismen zwischen affinen Varietäten, die keine Iso-
morphismen von Varietäten sind. Als Beispiele betrachte man im Fall einer Cha-
rakteristik char k = p > 0 die Abbildung k → k, t 7→ tp und im Fall char k
beliebig die Abbildung k → Z(X3 − Y 2), t 7→ (t2, t3).

Übung 3.3.21 (Frobenius-Twist). Gegeben eine affine Varietät (X,O(X)) über
einem algebraisch abgeschlossenen Körper k positiver Charakteristik p > 0 erhal-
ten wir eine weitere affine k-Varietät X [1] = (X [1],O(X [1])) durch die Vorschrift
X [1] := X und O(X [1]) := {fp | f ∈ O(X)}. Die Identität auf den zugrunde-
liegenden Mengen ist dann stets ein Morphismus von Varietäten, der Frobenius-
Morphismus

X → X [1]

Er ist im allgemeinen kein Isomorphismus, ja die Varietäten X und X [1] sind im
allgemeinen nicht isomorph. Die Varietät X [1] heißt der Frobenius-Twist von X .
Jeder Morphismus X → Y ist auch ein Morphismus X [1] → Y [1]. Der Morphis-
mus F : kn → kn gegeben durch F : (x1, . . . , xn) 7→ (xp1, . . . , x

p
n) induziert

einen Isomorphismus (kn)[1] ∼→ kn und induziert für jede abgeschlossene Unter-
varietät X ⊂∧ kn einen Isomorphismus X [1] ∼→ F (X). Definierende Gleichungen
in k[T1, . . . , Tn] für F (X) kann man erhalten, indem man in definierenden Glei-
chungen für X alle Koeffizienten zur p-ten Potenz erhebt. In der Sprache der affi-
nen k-Kringe entspricht X → X [1] dem Frobeniushomomorphismus A → A aus
[LA1] 5.2.39, den wir als einen Homomorphismus von k-KringenA[1] → A lesen,
indem wir als Ringe A[1] = A setzen, aber den strukturellen Homomorphismus
k → A[1] definieren als die Komposition k → k → A des strukturellen Homo-
morphismus k → A mit dem Inversen des Frobenius k ∼→ k. Schließlich zeige
man, daß der Funktor X 7→ X [1] eine Äquivalenz von Kategorien ist. Vielleicht
noch natürlicher wird diese Konstruktion in der Sprache der Schemata, vergleiche
14.4.2.

3.4 Nullstellensatz für affine Varietäten
3.4.1 (Räume und Ringe als übergreifendes Thema). Ein großer Teil der soge-
nannten „kommutativen Algebra“ besteht aus geometrischen Erkenntnissen, die
man unter Zuhilfenahme des vorhergehenden Satzes 3.3.12 in die Sprache der af-
finen k-Kringe übersetzt und von dort auf möglichst große Klassen von kommu-
tativen Ringen verallgemeinert. Zu jedem topologischen Raum können wir auch
den Ring der stetigen reellwertigen Funktionen auf unserem Raum bilden, zu jeder
C∞-Mannigfaltigkeit den Ring der C∞-Funktionen und zu jeder Riemann’schen

76



Fläche den Ring der holomorphen Funktionen. Es zeigt sich, daß diese Ringe
wieder die ursprünglichen „strukturierten Räume“ sehr weitgehend kodieren. Für
kompakte Hausdorff-Räume ist das die Aussage des Satzes [TM] 1.3.4.6 und in
den anderen und vielen weiteren Fällen gelten ähnliche Aussagen. Man kann sich
deshalb durchaus auf den Standpunkt stellen, daß „Ringe die besseren Räume“
sind. Mein Ziel ist im folgenden, diese geometrische Intuition offenzulegen, die
großen Teilen der kommutativen Algebra zugrunde liegt.

Vorschau 3.4.2. Der „Hauptsatz von Zariski“ [AAG] 2.4.17 besagt, daß in Charak-
teristik Null die Umkehrabbildung eines bijektiven Morphismus von einer affinen
Varietät in eine „glatte“ affine Varietät stets wieder ein Morphismus ist. In posi-
tiver Charakteristik muß man zusätzlich voraussetzen, daß der fragliche bijektive
Morphismus auch in jedem Punkt bijektives „Differential“ hat.

3.4.3 (Nullstellenmengen und Verschwindungsideale für affine Varietäten).
Unsere bis jetzt entwickelten Notationen und Resultate lassen sich ohne große
Schwierigkeiten von kn auf beliebige affine Varietäten X verallgemeinern. Das
Auswerten liefert wieder eine Paarung

X ×O(X)→ k

und wir können für Y ⊂ X beziehungsweise E ⊂ O(X) das Verschwindungs-
ideal beziehungsweise die Nullstellenmenge

I(Y ) = IX(Y ) := {f ∈ O(X) | f(x) = 0 ∀x ∈ Y }
Z(E) = ZX(E) := {x ∈ X | f(x) = 0 ∀f ∈ E}

bilden. Wieder kehren I beziehungsweise Z die Inklusionen um und die Z(E)
bilden eine Topologie auf X , die Zariski-Topologie.

3.4.4. Gegeben eine affine Varietät X wird nach 3.3.6 jede abgeschlossene Teil-
menge Y ⊂∧ X mit O(Y ) := {f |Y | f ∈ O(X)} selbst eine affine Varietät.
Wir nennen diese Struktur die induzierte Struktur auf Y . Natürlich induziert die
Restriktion dann einen Isomorphismus

O(X)/I(Y )
∼→ O(Y )

Weiter ist die Einbettung Y ↪→ X ein Morphismus und ist φ : Z → X ein
Morphismus von affinen Varietäten mit φ(Z) ⊂ Y , so ist offensichtlich auch die
induzierte Abbildung φ : Z → Y ein Morphismus von affinen Varietäten.

3.4.5. Für einen Morphismus φ : Y → X von affinen Varietäten sind gleichbe-
deutend:

1. Der Morphismus φ ist injektiv mit abgeschlossenem Bild und induziert
einen Isomorphismus Y ∼→ φ(Y ) auf sein Bild mit der induzierten Struktur;
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2. Der Komorphismus ist eine Surjektion φ♯ : O(X) ↠ O(Y ).

Der Nachweis dieser Äquivalenz bleibe dem Leser zur Übung. Einen Morphismus
mit diesen Eigenschaften nennen wir eine abgeschlossene Einbettung.

Satz 3.4.6 (Nullstellensatz für affine Varietäten). Für jede affine Varietät X
gilt:

1. Ist a ⊂ O(X) ein Ideal und verschwindet f ∈ O(X) auf der Nullstellen-
menge von a, so liegt eine Potenz von f bereits in a. In Formeln ausgedrückt
gilt also Z(f) ⊃ Z(a) ⇒ fN ∈ a für N ≫ 0;

2. Die Zuordnungen b 7→ Z(b) und Z 7→ I(Z) liefern zueinander inver-
se Bijektionen zwischen der Menge aller Radikalideale von O(X) und der
Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von X;

3. Für jede Teilmenge Y ⊂ X ist die Nullstellenmenge ihres Verschwindungs-
ideals der Abschluß von Y in X , in Formeln Z(I(Y )) = Ȳ ;

4. Für jede Teilmenge E ⊂ O(X) ist das Verschwindungsideal ihrer Null-
stellenmenge das Radikal des von E erzeugten Ideals, in Formeln gilt also
I(Z(E)) =

√
⟨E⟩;

5. Die Zuordnung m 7→ Z(m) ist eine Bijektion MaxO(X)
∼→ X . Die Zuord-

nung x 7→ I(x) beschreibt ihre Umkehrabbildung.

Beweis. Das folgt ohne Schwierigkeiten aus den entsprechenden Aussagen im
Fall X = kn, die wir als 1.7.13, 1.7.16 und 1.7.9 bereits besprochen haben. Die
Details überlasse ich dem Leser zur Übung.

3.4.7 (Das Maximalspektrum). Sei k = k̄ algebraisch abgeschlossen. Wir no-
tieren Kringkre die Kategorie der ringendlichen k-Kringe und Kringorek ihre oppo-
nierte Kategorie. Wir konstruieren einen Funktor

Max : Kringorek → Ensrk

in die Kategorie der k-geringten Mengen durch die Vorschrift, daß wir einem
Kring A die Menge Max(A) der maximalen Ideale von A zuordnen und als Ring
der strukturierenden Funktionen O(Max(A)) ⊂ Ens(MaxA, k) das Bild des Ho-
momorphismus von k-Kringen τ = τA : A → Ens(MaxA, k), der dadurch ge-
geben wird, daß (τ(a))(m) und a dasselbe Bild in A/m haben. Diese Definition
ist sinnvoll, da unter unseren Endlichkeitsannahmen die Komposition k → A ↠
A/m ein Isomorphismus ist. Wir nennen Max(A) das Maximalspektrum von
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A. Ist n ⊂ A ein aus nilpotenten Elementen bestehendes Ideal, so induziert die
Surjektion A↠ A/n offensichtlich einen Isomorphismus

Max(A/n)
∼→ Max(A)

Insbesondere ist für A ∈ Kringkre nicht nur der Schnitt aller Primideale, sondern
auch der Schnitt aller maximalen Ideale das Nilradikal.

3.4.8. Sei k = k̄ algebraisch abgeschlossen. Ist (X,O(X)) eine affine k-Varietät,
so ist unsere Bijektion ηX : Max(O(X))

∼→ X aus dem Nullstellensatz für Va-
rietäten 3.4.6 offensichtlich sogar ein Isomorphismus von k-geringten Mengen
für die in 3.4.7 auf Max(O(X)) erklärte Struktur als k-geringte Menge. Da jeder
affine k-Kring A isomorph ist zum Ring der regulären Funktionen einer affinen
k-Varietät und da jeder ringendliche k-Kring ein affiner k-Kring wird, wenn wir
darin das Ideal aller nilpotenten Elemente herausteilen, ist unser Maximalspek-
trum sogar ein Funktor

Max : Kringorek → Varaffk

Satz 3.4.9. (k = k̄). Die Einschränkung unseres Funktors Max auf die volle
Unterkategorie der affinen alias ringendlichen nilpotentfreien k-Kringe Kringkrenf
und genauer ihre opponierte Kategorie ist eine Äquivalenz von Kategorien

Max : Kringorenfk
≈→ Varaffk

Ergänzung 3.4.10. In der Sprache der Kategorientheorie ist Max zusammen mit
weiteren Daten ein „quasiinverser Funktor“ zu unserer Äquivalenz O aus 3.3.12.
Das wird in der weiterführenden Übung 3.4.23 ausgeführt, in der wir eine Adjunk-
tion (O,Max) angeben. Salopp gesprochen ist „Max“ der Name eines Geistes,
den man anrufen mag, um von der Algebra in die Geometrie versetzt zu werden.
Ein noch stärkerer solcher Geist hört auf den Namen „Spec“, wir lernen ihn später
kennen.

Beweis. In der Tat zeigen unsere Isomorphismen ηX : MaxO(X)
∼→ X , daß jede

affine Varietät isomorph ist zu einem Objekt im Bild unseres Funktors. Man sieht
weiter leicht ein, daß für jeden Morphismus φ : X → Y von affinen Varietäten
das Diagramm

MaxO(X)
∼→ X

Max(φ♯) ↓ φ ↓
MaxO(Y )

∼→ Y

mit diesen Isomorphismen in den Horizontalen kommutiert. Mithin ist für belie-
bige affine Varietäten X, Y die Verknüpfung

Var(X, Y )→ Kringk(O(Y ),O(X))→ Var(MaxO(X),MaxO(Y ))
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eine Bijektion. Da wir aber bereits wissen, daß auch die erste Abbildung φ 7→ φ♯

dieser Verknüpfung bijektiv ist, muß auch die zweite Abbildung ψ 7→ Maxψ
bijektiv sein. Dann aber muß auch Max : Kringk(B,A) → Var(MaxA,MaxB)
bijektiv sein für alle A,B ∈ Kringkrenf und wir sind fertig.

3.4.11. Das Argument des vorherigen Beweises gehört eigentlich zur Kategorien-
theorie. Ist genauer F : A ≈→ B eine Äquivalenz von Kategorien und G : B → A
ein Funktor und sind Isomorphismen ηX : GFX

∼→ X für alle X ∈ A gegeben
derart, daß für alle φ : X → Y das Diagramm

GFX
∼→ X

GFφ ↓ φ ↓
GFY

∼→ Y

mit ηX und ηY in den Horizontalen kommutiert, so ist auchG eine Äquivalenz von
Kategorien. Meist liegt einer derartigen Situation eine „Adjunktion“ zugrunde, so
auch in unserem speziellen Fall, vergleiche 3.4.23.
3.4.12 (Produkt affiner Varietäten). Gegeben affine Varietäten X, Y wird ihr
Produkt X × Y zu einer affinen Varietät durch die Vorschrift

O(X × Y ) := [f ⊠ g | f ∈ O(X), g ∈ O(Y )]

Hier ist f ⊠ g erklärt durch (f ⊠ g)(x, y) := f(x)g(y) und die eckigen Klammern
meinen den von all diesen Funktionen in Ens(X×Y, k) erzeugten Teilring. In der
Tat ist er sicher ringendlich über k. Nach [LA2] 8.1.48 induziert die Abbildung
f ⊗ g 7→ f ⊠ g weiter eine Injektion Ens(X, k)⊗k Ens(Y, k) ↪→ Ens(X × Y, k),
und das liefert uns unmittelbar einen Ringisomorphismus

O(X)⊗k O(Y )
∼→ O(X × Y )

Da aber nun nach [LA2] 9.9.9 für zwei beliebige k-Kringe A,B jeder Homo-
morphismus von k-Kringen A ⊗k B → k die Form a ⊗ b 7→ ϕ(a)ψ(b) hat
für wohlbestimmte Homomorphismen ϕ : A → k, ψ : B → k, folgt auch
die Zweite unserer Bedingungen an eine affine Varietät. Die beiden Projektionen
prX : X × Y ↠ X und prY : X × Y ↠ Y sind dann Morphismen von affinen
Varietäten und (X × Y, prX , prY ) ist ein Produkt in der Kategorie der affinen Va-
rietäten im Sinne von [LA2] 9.7.1. Die einpunktige Varietät ist ein finales Objekt
in dieser Kategorie.

Satz 3.4.13 (Offenes Verkleben von regulären Funktionen). SeienX eine affine
Varietät und H ⊂ O(X) eine Menge regulärer Funktionen, deren Nichtnullstel-
lenmengen unsere Varietät überdecken, in Formeln X =

⋃
h∈H Xh. Gegeben eine

Funktion f : X → k gilt dann

f ∈ O(X) ⇔ f |Xh ∈ O(Xh) ∀h ∈ H
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Affine k-Varietäten X, Y Affine k-Kringe A,B Quelle
Produkt Tensorprodukt 3.4.12
X × Y A⊗k B

Koprodukt Produkt 3.4.19
X ⊔ Y A×B

abgeschlossene Einbettung surjektiver Homomorphismus 3.4.5
X ↪→ Y B ↠ A

Einbettung Xf ↪→ X kanonischer Homomorphismus 4.4.17
für f ∈ O(X) regulär A→ A[f−1] für f ∈ A

Morphismus X → Y injektiver Homomorphismus 3.4.15
mit dichtem Bild B ↪→ A

Zusammenhangskomponente Block 3.4.22

abgeschlossene Radikalideal 3.4.6
Teilmenge

Punkt maximales Ideal 3.4.6.5

irreduzible Primideal 4.2.8
Teilmenge

irreduzible minimales Primideal 4.2.8
Komponente

Diese Tabelle faßt einige Entsprechungen zwischen Räumen und Ringen zusam-
men. Ganz rechts ist jeweils die Quelle angegeben und einige Entsprechungen
sind noch Zukunftsmusik. Das Tensorprodukt ist im Sinne von [LA2] 9.9.9 zu
verstehen.
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Beweis. Daß die Einbettung Xh ↪→ X für alle h ∈ O(X) ein Morphismus ist,
daß also reguläre Funktionen zu regulären Funktionen auf Nichtnullstellenmen-
gen einschränken, das ist Teil unserer Definition in 3.3.6 des Rings der regulären
Funktionen auf Nichtnullstellenmengen. Wenn umgekehrt die Nichtnullstellen-
mengen Xh für h ∈ H unser X überdecken, so gilt Z(H) = ∅ und aus dem
Nullstellensatz für affine Varietäten 3.4.6 folgt ⟨H⟩O(X) = O(X) und wir finden
ai ∈ O(X) mit

a1h1 + . . .+ arhr = 1

Es folgt, daß bereits gilt Z(h1) ∩ . . . ∩ Z(hr) = ∅. Nach Annahme gibt es nun
g1, . . . , gr ∈ O(X) und n ∈ N mit f(x) = gi(x)/hi(x)

n ∀x ∈ X\Z(hi). Indem
wir die hi durch ihre n-ten Potenzen ersetzen, dürfen wir n = 1 annehmen. Wir
finden, nun für diese neuen hi, auch mit demselben Argument wir zuvor Funktio-
nen ci ∈ O(X) mit

c1h
2
1 + . . .+ crh

2
r = 1

Es reicht nun zu zeigen, daß f und c1h1g1 + . . . + crhrgr an jedem Punkt x ∈ X
denselben Wert annehmen. Für beliebiges x ∈ X haben wir mit S = S(x) = {i |
hi(x) ̸= 0} in der Tat

f(x) =
∑r

i=1 ci(x)h
2
i (x)f(x)

=
∑

i∈S ci(x)h
2
i (x)f(x)

=
∑

i∈S ci(x)hi(x)gi(x)

=
∑r

i=1 ci(x)hi(x)gi(x)

Übungen

Übung 3.4.14. Jeder Morphismus von affinen Varietäten ist stetig für die Zariski-
topologie.
Übung 3.4.15. Seien X und Y affine Varietäten. Man zeige, daß ein Morphismus
φ : X → Y dichtes Bild hat genau dann, wenn der zugehörige Komorphismus
eine Injektion φ♯ : O(Y )→ O(X) induziert.
Übung 3.4.16. Sei φ : X → Y ein Morphismus von affinen Varietäten. Gegeben
eine Teilmenge H ⊂ O(X) ist die Nullstellenmenge ihres Urbilds (φ♯)−1(H) ⊂
O(Y ) der Abschluß des Bildes ihrer Nullstellenmenge, in Formeln

φ(Z(H)) = Z
(
(φ♯)−1(H)

)
Übung 3.4.17. Sei φ : X → Y ein Morphismus von affinen Varietäten. Gegeben
eine Teilmenge J ⊂ O(Y ) ist das Urbild ihrer Nullstellenmenge die Nullstellen-
menge ihres Bildes, in Formeln

φ−1(Z(J)) = Z
(
φ♯(J)

)
82



Übung 3.4.18. Gegeben ein Morphismus X → Y von affinen Varietäten zeige
man: Ist unter dem KomorphismusO(Y )→ O(X) der RingO(X) modulendlich
überO(Y ), so hat unser Morphismus endliche Fasern. Hinweis: 1.1.23 und 3.4.17.
Übung 3.4.19 (Koprodukt affiner Varietäten). Gegeben affine Varietäten X, Y
wird ihre disjunkte Vereinigung X ⊔ Y zu einer affinen Varietät durch die Vor-
schrift

O(X ⊔ Y ) := {f : X ⊔ Y → k | f |X ∈ O(X) und f |Y ∈ O(Y )}

Die beiden Einbettungen inX : X ↪→ X ⊔ Y und inY : Y ↪→ X ⊔ Y sind dann
Morphismen von affinen Varietäten und (X⊔Y, inX , inY ) ist ein Koprodukt in der
Kategorie der affinen Varietäten im Sinne von [LA2] 9.7.16. Die leere Varietät ist
ein initiales Objekt in dieser Kategorie.
Übung 3.4.20 (Faserprodukt affiner Varietäten). Gegeben affine VarietätenX, Y, T
mit Morphismen a : X → T und b : Y → T ist auch

X ×T Y := {(x, y) ∈ X × Y | a(x) = b(y)}

eine affine Varietät mit der als abgeschlossene Teilmenge von X × Y induzierten
Struktur. Wir erhalten so ein Faserprodukt im Sinne der Kategorientheorie von
affinen Varietäten. Die offensichtliche Abbilddung

O(X)⊗O(T ) O(Y )→ O(X ×T Y )

ist eine Surjektion mit dem Nilradikal des Ausgangsrings als Kern.
Übung 3.4.21 (Produkt mit kn). Gegeben eine affine Varietät X zeige man, daß
wir einen Isomorphismus O(X)[T1, . . . , Tn]

∼→ O(X × kn) erhalten, wenn wir
den Kringhomomorphismus betrachten, der aufO(X) durch das Zurückholen ge-
geben ist und unter dem der Variablen Ti die Projektion auf kn gefolgt von der
Projektion auf den i-ten Eintrag zugeordnet wird. Dieser Morphismus ist so na-
türlich, daß wir ihn oft in Sprache und Notation als Gleichheit behandeln werden.
Übung 3.4.22. Ein Block eines Krings kann charakterisiert werden als ein unzer-
legbarer direkter Summand unseres Krings, betrachtet als Modul über sich selber.
Mehr zur Blockzerlegung wird in 2.2.3 erklärt. Man konstruiere eine Bijektion
zwischen der Menge der Zusammenhangskomponenten einer affinen Varietät X
und der Menge der Blöcke ihres Rings von strukturierenden Funktionen O(X).
Übung 3.4.23 (Adjunktion von Maximalspektrum und Funktionenring). Wir
notieren Kringo := Kringopp die opponierte Kategorie zur Kategorie der Kringe
und Kringorek die opponierte Kategorie zur Kategorie zur Kategorie der ringendli-
chen k-Kringe. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Körper k = k̄ erinnern
wir aus 3.4.7 den Funktor

Max : Kringorek → Varaffk
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von der Opponierten der Kategorie der ringendlichen k-Kringe zur Kategorie der
affinen k-Varietäten. Gegeben ein ringendlicher k-Kring A und eine affine k-
Varietät X betrachten wir nun die Menge AH = AH(A,X) aller Abbildungen
A × X → k, die für jedes feste a ∈ A eine reguläre Funktion X → k liefern
und für jedes feste x ∈ X einen Homomorphismus von k-Kringen A → k. Das
Kürzel meint „Adjunktionshelfer“. Das Exponentialgesetz für Mengen induziert
dann Bijektionen

Varaffk(X,MaxA)
∼← AH

∼→ Kringkre(A,O(X)) = Kringorek (O(X), A)

Genauer betrachten wir AH ↪→ Ens(X,Kringk(A, k))
∼→ Ens(X,MaxA) mit

der ersten Abbildung nach dem Exponentialgesetz und der zweiten durch Nach-
schalten der Bijektion Kringk(A, k)

∼→ MaxA und prüfen, daß sie die behauptete
Bijektion induziert. So erhalten wir eine Adjunktion

(O,Max)

Insbesondere ist Max verträglich mit endlichen Produkten, ja mit beliebigen Li-
mites soweit sie existieren, und macht Gruppenobjekte zu Gruppenobjekten sowie
abelsche Gruppenobjekte zu abelschen Gruppenobjekten.

Weiterführende Übung 3.4.24. Gegeben eine affine Varietät X liefert das Bilden
des Maximalspektrums einen Funktor

Max : KringoO(X)
re → VaraffX

von opponierten ringendlichen O(X)-Kringen zu affinen Varietäten über X mit
Linksadjungiertem O. Insbesondere ist Max verträglich mit endlichen Produkten
und macht Gruppenobjekte zu Gruppenobjekten sowie abelsche Gruppenobjekte
zu abelschen Gruppenobjekten. Die Einschränkung auf affine Kringalgebren ist
eine Äquivalenz von Kategorien

Max : Kringo
O(X)
renf

≈→ VaraffX

3.5 Die symmetrische Algebra*
Definition 3.5.1. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k erklärt man
die symmetrische Algebra über V als den Quotienten

SkV = SymkV := TkV/⟨v ⊗ w − w ⊗ v⟩

der Tensoralgebra aus [LA2] 9.9.7 nach dem von allen v⊗w−w⊗v mit v, w ∈ V
erzeugten Ideal. Wenn sich der Grundkörper von selbst versteht, schreiben wir
auch kürzer SV .
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3.5.2. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k hat die offensichtliche
k-lineare Abbildung can : V ↪→ SkV die zur universellen Eigenschaft [LA2]
9.9.7 der Tensoralgebra analoge universelle Eigenschaft für Kringalgebrenho-
momorphismen. Ist genauer A ein k-Kring und φ : V → A eine k-lineare Abbil-
dung, so gibt es genau einen Homomorphismus von k-Kringen φ̂ : SkV → A mit
φ = φ̂ ◦ can, im Diagramm

V
can //

φ
!!

SkV

φ̂
��

A

Wieder anders gesagt liefert das Vorschalten von can für jeden k-Kring A eine
Bijektion (◦ can) : Kringk(SV,A)

∼→ Homk(V,A). Ist B ⊂ V eine Basis von V ,
so erhalten wir mithin durch sukzessives Einschränken Bijektionen

Kringk(SV,A)
∼→ Homk(V,A)

∼→ Ens(B,A)

Daraus folgt mit dem Yoneda-Lemma, daß die Einbettung B ↪→ SV einen Iso-
morphismus von k-Kringen k[′!B]

∼→ SV zwischen dem Polynomring in der Va-
riablenmenge B und unserer symmetrischen Algebra induziert. Ist insbesondere
v1, . . . , vn eine Basis von V , so erhalten wir einen Isomorphismus von Kringalge-
bren

k[′T1, . . . , Tn]
∼→ SkV

durch die Vorschrift Ti 7→ vi.

3.5.3 (Reguläre Funktionen auf Vektorräumen). Gegeben ein Körper k und ein
k-Vektorraum V liefert die universelle Eigenschaft einen Homomorphismus von
Kringalgebren SkV → Ens(V ∗, k) in die Kringalgebra aller k-wertigen Funktio-
nen auf dem Dualraum von V . Ist k ein unendlicher Körper, so ist dieser Homo-
morphismus injektiv und induziert einen Isomorphismus zwischen SkV und derje-
nigen Unterringalgebra von Ens(V ∗, k), die von allen Auswertungen an Vektoren
v ∈ V erzeugt wird. Ist zusätzlich V endlichdimensional, so erhalten wir auf diese
Weise einen Isomorphismus von Sk(V

∗) mit der von allen Linearformen erzeug-
ten Unterringalgebra von Ens(V, k). Arbeiten wir über einem algebraisch abge-
schossenen Körper k = k̄, so induziert mithin für jeden endlichdimensionalen
k-Vektorraum V die Einbettung V ∗ ↪→ Ens(V, k) einen Ringalgebrenisomorphis-
mus

S(V ∗)
∼→ O(V )

zwischen der symmetrischen Algebra über dem Dualraum V ∗ und der Algebra der
regulären Funktionen auf V in Bezug auf seine Struktur als k-Varietät nach 3.3.9.

Proposition 3.5.4 (Symmetrische Tensoren und symmetrische Algebra). Ge-
geben ein Vektorraum V über einem Körper k der Charakteristik char k = 0
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induziert die Komposition (V ⊗r)Sr ↪→ V ⊗r ↠ SrV von Inklusion und Projektion
einen Isomorphismus

(V ⊗r)Sr ∼→ SrV

3.5.5. Die symmetrische Gruppe Sr operiert durch Vertauschung der Tensorfak-
toren auf V ⊗r. Die Invarianten unter dieser Operation, also die Elemente von
(V ⊗r)Sr , heißen die symmetrischen Tensoren der Stufe r. Das erklärt die all-
gemein übliche Bezeichnung von SV als „symmetrische Algebra“. Ich halte sie
nicht für besonders glücklich und würde dazu lieber die „universelle Kringalgebra
über V “ sagen.

Beweis. Wir führen wir den Symmetrisator

sym : V ⊗r → (V ⊗r)Sr

ein durch die Abbildungsvorschrift sym : t 7→ 1
r!

∑
σ∈Sr

tσ. Ausgeschrieben wird
er gegeben durch v1 . . . vr 7→ 1

r!

∑
σ∈Sr

vσ(1)⊗ . . .⊗vσ(r). Damit ergänzen wir das
Diagramm aus der Proposition zu einem Diagramm

(V ⊗r)Sr �
� inkl // V ⊗r proj

// //

sym
oo SrV

Offensichtlich gilt sym ◦ inkl = id und sym ist insbesondere surjektiv. Es reicht
also, wenn wir zeigen ker(sym) = ker(proj). Die Inklusion ker(proj) ⊂ ker(sym)
folgt daraus, daß sym auf ker(proj) = ⟨v⊗w−w⊗ v⟩ ∩ V ⊗r verschwindet. An-
dererseits gilt auch proj = proj ◦ inkl ◦ sym und damit umgekehrt ker(sym) ⊂
ker(proj).

Ergänzung 3.5.6. Über Körpern positiver Charakteristik sind die beiden Funkto-
ren V 7→ SrV und V 7→ (V ⊗r)Sr im allgemeinen nicht mehr isomorph. Man
nennt sie die r-te symmetrische Potenz und die r-te dividierte Potenz. Im end-
lichdimensionalen Fall ist der eine dieser Funktoren konjugiert zum anderen unter
dem Dualraumfunktor, wie wir gleich in 3.5.7 sehen werden. Die Situation ist im
Fall symmetrischer Algebren also delikater als bei den äußeren Potenzen, die im
endlichdimensionalen Fall schlicht mit dem Dualraumfunktor kommutieren.

Ergänzung 3.5.7 (Symmetrische Multilinearformen). Gegeben ein Vektorraum
V über einem Körper k und r ≥ 0 bezeichnen wir mit

Symur V := {s : V × . . .× V → k | s ist multilinear und symmetrisch}

den k-Vektorraum aller symmetrischen r-Multilinearformen, als da heißt aller
Multilinearformen, die ihren Wert nicht ändern, wenn man die Einträge permu-
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tiert. Wir konstruieren nun die Abbildungen eines Diagramms

Symur V

≀
��

(SrV )∗ ∼ //
(
(V ⊗r)∗

)Sr
(
(V ∗)⊗r

)Sr? _oo

mit der zusätzlichen Eigenschaft, daß im Fall dimV <∞ auch die rechte Inklusi-
on ein Isomorphismus ist. Zunächst ist die offensichtliche Einbettung (V ∗)⊗r ↪→
(V ⊗r)∗ verträglich mit der Operation der symmetrischen Gruppe und ein Isomor-
phismus im endlichdimensionalen Fall und das liefert die rechte Einbettung. Die
übliche Identifikation des Raums aller r-Multilinearformen mit (V ⊗r)∗ ist ver-
träglich mit der Operation der symmetrischen Gruppe induziert den vertikalen
Isomorphismus. Die Projektion V ⊗r ↠ SrV schließlich induziert eine Injektion
(SrV )∗ ↪→ (V ⊗r)∗ und diese den linken Isomorphismus.

Übungen
Ergänzende Übung 3.5.8. Man zeige: Gegeben ein Vektorraum V über einem
Körper k induziert der durch unsere Konstruktion der äußeren Algebra in [LA2]
8.5.4 gegebene Ringalgebrenhomomorphismus TkV ↠

∧
V von der Tensoralge-

bra aus [LA2] 9.9.7 auf die äußere Algebra einen Isomorphismus

TkV/⟨v ⊗ v | v ∈ V ⟩
∼→
∧
V

zwischen der äußeren Algebra und dem Quotienten der Tensoralgebra nach dem
von allen v ⊗ v mit v ∈ V erzeugten Ideal.

Ergänzende Übung 3.5.9. Bezeichnet SrV ⊂ SV das Bild von V ⊗r ⊂ TV , so
haben wir eine Zerlegung

SV =
⊕
r≥0

SrV

und das Produkt eines Elements von SrV mit einem Element von SpV liegt in
Sr+pV . Hier heißt SrV die homogene Komponente vom Grad r der symmetri-
schen Algebra SV .

Übung 3.5.10. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k erhalten wir ei-
ne Bijektion der zweiten symmetrischen Potenz seines Dualraums S2(V ∗) mit
dem Raum der quadratischen Formen auf V nach [LA2] 4.2.1, indem wir der
Nebenklasse des Tensors f1 ⊗ g1 + . . . + fn ⊗ gn die quadratische Form v 7→
f1(v)g1(v) + . . .+ fn(v)gn(v) zuordnen.
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4 Primideale und Lokalisierung

4.1 Irreduzible Komponenten
Definition 4.1.1. Ein topologischer Raum heißt noethersch, wenn darin jede ab-
steigende Folge von abgeschlossenen Mengen stationär wird.

4.1.2. Offensichtlich und formal nach Übung [LA1] 1.9.22 besitzt in einer par-
tiell geordneten Menge jede nichtleere Teilmenge ein minimales Element genau
dann, wenn jede monoton fallende Folge in unserer Menge stagniert. Ein topologi-
scher Raum ist insbesondere noethersch genau dann, wenn es in jedem nichtleeren
System von abgeschlossenen Teilmengen unseres Raums ein bezüglich Inklusion
minimales Element gibt.

Lemma 4.1.3. Für jeden Körper k ist der kn mit seiner Zariskitopologie ein
noetherscher topologischer Raum.

Beweis. Nach 1.1.16 gilt unter unseren Annahmen für jede abgeschlossene Teil-
menge X ⊂∧ kn die Formel X = Z(I(X)). Ist nun X0 ⊃ X1 ⊃ . . . eine abstei-
gende Folge abgeschlossener Mengen in kn, so ist I(X0) ⊂ I(X1) ⊂ . . . eine
aufsteigende Folge von Idealen im Polynomring über k. Nach dem Hilbert’schen
Basissatz ist aber ein Polynomring in endlich vielen Veränderlichen über einem
Körper stets noethersch, also wird unsere Folge von Idealen stationär und damit
auch die Folge der Xν = Z(I(Xν)).

Definition 4.1.4. Ein topologischer Raum X heißt irreduzibel, wenn er nicht
leer ist und sich nicht schreiben läßt als eine Vereinigung von zwei echten abge-
schlossenen Teilmengen. Ein topologischer Raum heißt reduzibel, wenn er nicht
irreduzibel ist. Insbesondere ist der leere Raum in unserer Terminologie reduzibel.

4.1.5. Eine Teilmenge eines topologischen Raums nennen wir reduzibel bezie-
hungsweise irreduzibel, wenn sie diese Eigenschaft für die Spurtopologie hat.

Beispiel 4.1.6. In einer Menge mit der diskreten Topologie sind die irreduziblen
Teilmengen genau die einpunktigen Teilmengen.

Beispiel 4.1.7. Sei k ein Körper. Das Achsenkreuz Z(T1T2) ⊂ k2 ist reduzibel
in der Zariskitopologie, denn es läßt sich als die Vereinigung der beiden Achsen
schreiben, die beide echte abgeschlossene Teilmengen sind.

Beispiel 4.1.8. Gegeben ein unendlicher Körper k ist für alle n ≥ 0 der kn irredu-
zibel in der Zariskitopologie. Nach 1.1.25 haben darin nämlich je zwei nichtleere
offene Teilmengen nichtleeren Schnitt.

Definition 4.1.9. Die maximalen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen eines
topologischen Raums heißen seine irreduziblen Komponenten.
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Ergänzung 4.1.10. Die maximalen irreduziblen Teilmengen eines topologischen
Raums sind nach Übung 4.1.28 stets abgeschlossen, wir könnten mithin das Wort
„abgeschlossen“ in der vorhergehenden Definition auch weglassen.

Beispiel 4.1.11. Ist k ein unendlicher Körper, so sind die irreduziblen Kompo-
nenten des Achsenkreuzes Z(T1T2) ⊂ k2 genau die beiden Koordinatenachsen.
Ähnlich kann man sich die irreduziblen Komponenten von beliebigen zariskiab-
geschlossenen Mengen in kn vorstellen. Ich rate davon ab, für das Konzept der
irreduziblen Komponenten außerhalb der Zariskitopologie nach Anschauung zu
suchen.

Satz 4.1.12 (Zerlegung in irreduzible Komponenten). Ein noetherscher topo-
logischer Raum besitzt nur endlich viele irreduzible Komponenten. Keine seiner
Komponenten ist in der Vereinigung der übrigen enthalten und alle Komponenten
zusammen überdecken den ganzen Raum.

4.1.13. Wir schicken dem Beweis des Satzes zwei Lemmata voraus, von denen
das erste eine einfache Konsequenz unseres Satzes ist. Wir geben jedoch für bei-
de einen eigenständigen Beweis, damit wir uns beim Beweis des Satzes darauf
stützen können. Mit dem Zorn’schen Lemma kann man im übrigen allgemeiner
zeigen, daß überhaupt jeder beliebige topologische Raum die Vereinigung seiner
irreduziblen Komponenten ist.

Lemma 4.1.14. Jede abgeschlossene Teilmenge eines noetherschen topologischen
Raums läßt sich schreiben als Vereinigung von endlich vielen irreduziblen abge-
schlossenen Teilmengen.

Beweis. Bezeichne X unseren Raum und A ⊂ Pot(X) das System aller abge-
schlossenen Teilmengen und F ⊂ A das System aller abgeschlossenen Teilmen-
gen Y ⊂∧ X , die sich nicht als endliche Vereinigung von irreduziblen abgeschlos-
senen Teilmengen schreiben lassen. Wäre das Lemma falsch, so wäre F nicht leer
und hätte nach 4.1.2 ein minimales Element Y ∈ F . Dies minimale Element Y
wäre weder leer noch irreduzibel, besäße also eine Darstellung Y = Y1 ∪ Y2 mit
Yi ⊂∧ Y und Yi ̸= Y . Aufgrund der Minimalität von Y hätten wir aber Y1, Y2 ̸∈ F
und damit Y ̸∈ F im Widerspruch zur Wahl von Y .

Lemma 4.1.15. Sei X = X1 ∪ . . . ∪ Xr eine Darstellung eines topologischen
Raums als endliche Vereinigung von irreduziblen abgeschlossenen TeilmengenXi.
Gibt es keine nichttrivialen Inklusionen zwischen unseren Teilmengen, in Formeln
Xi ⊂ Xj ⇒ i = j, so sind die Xi genau die irreduziblen Komponenten von X .

Beweis. Ist Y ⊂∧ X eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge, so haben wir

Y = (Y ∩X1) ∪ . . . ∪ (Y ∩Xr)
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und folglich Y = Y ∩Xi alias Y ⊂ Xi für mindestens ein i. Also ist jede Kompo-
nente von X eines der Xi, und wäre ein Xj keine Komponente von X , so fänden
wir ein i ̸= j mit Xj ⊂ Xi.

Beweis von Satz 4.1.12. Nach 4.1.14 können wir X schreiben als endliche Verei-
nigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen

X = X1 ∪ . . . ∪Xr

Indem wir überflüssige Teilmengen weglassen, dürfen wir weiter annehmen, daß
kein Xi ganz in der Vereinigung der Xj mit j ̸= i enthalten ist. Der Satz folgt nun
aus 4.1.15.

4.1.16. Das Beweisprinzip von 4.1.14 heißt noethersche Induktion. Um es ab-
strakt zu fassen, sei A eine teilgeordnete Menge, in der jede absteigende Folge
stagniert alias jede nichtleere Teilmenge mindestens ein minimales Element hat.
Eine Teilmenge Z ⊂ A derart, daß jedes Element von A, für das alle echt kleine-
ren Elemente zu Z gehören, bereits selbst zu Z gehört, muß dann bereits mit A
zusammenfallen. In der Tat, wäre F := A\Z nicht leer, so hätte es ein minimales
Element, das nach Annahme aber doch zu Z gehören müßte.

Die Krulldimension der Ebene ist
Zwei. Jede Kette maximaler Länge

von irreduziblen Teilmengen besteht
wie angedeutet aus einem Punkt,
einer irreduziblen Kurve im Sinne

von 4.1.21 durch diesen Punkt, und
der ganzen Ebene.

Definition 4.1.17. Die Krulldimension kdim(X) eines topologischen Raums X
ist das Supremum über alle Längen l von echt aufsteigenden Ketten

X0 ⊊ X1 ⊊ . . . ⊊ Xl ⊂ X

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X . Mögliche Werte sind na-
türliche Zahlen,∞ und−∞. Die hier verwendete Notation kdim(X) ist unüblich,
meist schreibt man stattdessen schlicht dim(X). Etwas allgemeiner erklären wir
für jede Teilmenge Y ⊂ X die Krullkodimension kdim(Y ⊂ X) von Y in X
als das Supremum über alle Längen l von echt aufsteigenden Ketten

Y ⊂ X0 ⊊ X1 ⊊ . . . ⊊ Xl ⊂ X

90



von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X . Im Spezialfall einer ein-
punktigen Menge Y = {x} schreiben wir kdimxX := kdim({x} ⊂ X) und
nennen das die lokale Krulldimension von X bei x. Die Krullkodimension ver-
wenden wir nur, wenn Y in X irreduziblen Abschluß hat.

4.1.18 (Diskussion der Notation). Sicher ist es fragwürdig, das Inklusionssym-
bol als Trenner in einer Notation zu mißbrauchen. Mir schien aber die Notation
kdim(Y ⊂ X) so viel suggestiver als etwa kdim(Y,X), daß ich diese Bedenken
hintangestellt habe.

Beispiel 4.1.19. Wir haben kdim(∅) = −∞ und kdim(X) = 0 für jeden nichtlee-
ren diskreten Raum X . Für einen unendlichen Körper k mit seiner Zariskitopolo-
gie gilt sicher kdim(k) = 1. Offensichtlich gilt auch stets

kdim(X) = sup
Y⊂∧X

irreduzibel

kdim(Y )

Hier ist zu verstehen, daß das Supremum wie angedeutet über alle abgeschlosse-
nen irreduziblen Teilmengen Y von X gebildet wird.

Vorschau 4.1.20. Im weiteren Verlauf der Vorlesung soll gezeigt werden, daß die
Krulldimension in Bezug auf die Zariskitopologie einen vernünftigen Dimensi-
onsbegriff für affine Varietäten liefert. Schon allein um in 5.3.5 zu zeigen, daß die
Krulldimension von kn eben n ist, müssen wir tiefer in die kommutative Algebra
einsteigen. Offensichtlich ist nur die Abschätzung kdim(kn) ≥ n, wie eine be-
liebige Folge aus jeweils ineinander enthaltenen affinen Teilräumen wachsender
Dimension

Punkt ⊊ Gerade ⊊ Ebene ⊊ . . . ⊊ Hyperebene ⊊ kn

zeigt, da nach 4.1.8 alle kl irreduzibel sind. Ein weiteres wesentliches Ziel ist der
Nachweis der Formel

kdimY + kdim(Y ⊂ X) = kdimX

für eine beliebige irreduzible affine Varietät X mit einer irreduziblen abgeschlos-
senen Teilmenge Y ⊂∧ X . Offensichtlich ist nur die Ungleichung ≤. Die andere
Ungleichung zeigen wir in 5.9.3.

4.1.21. Ein noetherscher topologischer Raum heißt äquidimensional, wenn al-
le seine irreduziblen Komponenten dieselbe endliche Dimension haben. Er heißt
äqui-d-dimensional, wenn alle seine irreduziblen Komponenten Dimension d ha-
ben. Der leere Raum ist mithin äqui-d-dimensional von jeder Dimension d und ein
äqui-d-dimensionaler Raum für d < 0 muß der leere Raum sein. Eine äquieindi-
mensionale affine Varietät heißt eine affine Kurve. Eine äquizweidimensionale
affine Varietät heißt eine affine Fläche.
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Übungen

Übung 4.1.22. Ein noetherscher topologischer Raum kann nie isomorph sein zu
einer echten Teilmenge von sich selbst.

Ergänzende Übung 4.1.23. Ein topologischer Raum ist noethersch genau dann,
wenn jede seiner offenen Teilmengen kompakt ist.

Übung 4.1.24. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper. Man zeige, daß die
irreduziblen algebraischen Teilmengen von k genau die einpunktigen Teilmen-
gen sowie ganz k sind. Man zeige, daß die irreduziblen algebraischen Teilmen-
gen von k2 genau die einpunktigen Teilmengen, die Nullstellenmengen einzelner
irreduzibler Polynome, sowie ganz k2 sind. Hinweis: 1.1.22 listet alle algebrai-
schen Teilmengen. [LA1] 5.4.4 besagt, daß jedes nichtkonstante Polynom in zwei
Veränderlichen über einem algebraisch abgeschlossenen Körper unendlich viele
Nullstellen hat.

Übung 4.1.25. Das Bild eines irreduziblen Raums unter einer stetigen Abbildung
ist stets irreduzibel.

Übung 4.1.26. Für einen topologischen Raum X sind gleichbedeutend: (1) X ist
irreduzibel; (2) X ist nicht leer und je zwei nichtleere offene Teilmengen von
X haben nichtleeren Schnitt; und (3) X ist nicht leer und jede offene nichtleere
Teilmenge von X ist dicht in X .

Übung 4.1.27. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Man zeige, daß
k die Krulldimension Eins hat und k2 die Krulldimension Zwei. Hinweis: Die ir-
reduziblen algebraischen Teilmengen wurden in diesen Fällen in 4.1.24 bestimmt.

Übung 4.1.28. Eine Teilmenge eines topologischen Raums ist genau dann irredu-
zibel, wenn ihr Abschluß irreduzibel ist.

4.2 Irreduzible algebraische Mengen und Primideale
Satz 4.2.1 (Reguläre Funktionen auf irreduziblen affinen Varietäten). Eine
affine Varietät X ist irreduzibel genau dann, wenn ihr Ring von regulären Funk-
tionen O(X) ein Integritätsring ist.

4.2.2. Ist k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper, so ist insbesondere kn

irreduzibel, denn jeder Polynomring über einem Körper ist ein Integritätsring. Daß
kn irreduzibel ist, wissen wir nach 4.1.8 sogar allgemeiner für jeden unendlichen
Körper k.

Beweis. Eine affine Varietät ist leer genau dann, wenn ihr Ring von regulären
Funktionen der Nullring ist. Es reicht also zu zeigen, daß eine nichtleere Varietät
genau dann irreduzibel ist, wenn in ihrem Ring von regulären Funktionen gilt ab =
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0 ⇒ (a = 0 oder b = 0). Gibt es nun in O(X) von Null verschiedene Elemente
a ̸= 0 ̸= b mit ab = 0, so sind Z(a) und Z(b) echte abgeschlossene Teilmengen
von X mit Z(a) ∪ Z(b) = X und X ist nicht irreduzibel. Ist umgekehrt X nicht
leer und nicht irreduzibel, so gibt es Teilmengen I, J ⊂ O(X) mitZ(I)∪Z(J) =
X aber Z(I) ̸= X ̸= Z(J). Dann gibt es auch Elemente a ∈ I und b ∈ J mit
Z(a) ̸= X ̸= Z(b), und für diese gilt erst recht Z(a) ∪ Z(b) = X . Damit gilt
insbesondere a ̸= 0 ̸= b aber ab = 0.

Beispiel 4.2.3 (Irreduzibilität der Determinante). Wir zeigen, daß die Determi-
nante det ∈ k[Xij | 1 ≤ i, j ≤ n] für alle n ≥ 1 ein irreduzibles Polynom ist. Ihre
Nullstellenmenge ist irreduzibel als das Bild der durch die Abbildungsvorschrift
(A,B) 7→ A diag(1, . . . , 1, 0)B gegebenen polynomialen Abbildung

Mat(n; k)×Mat(n; k)→ Mat(n; k)

Hätten wir det = fg mit nichtkonstanten f und g, so müßten demnach f und
g dieselbe Nullstellenmenge haben wie det. Wenn wir also einen Punkt D finden
mit det(D) = 0, an dem die partielle Ableitung nach mindestens einer unserer Va-
riablen Xij nicht verschwindet, so sind wir fertig. Das ist nun nicht mehr schwer.

Definition 4.2.4. Ein Ideal I eines KringsR heißt ein Primideal, wenn gilt I ̸= R
und a, b ̸∈ I ⇒ ab ̸∈ I . Die Menge aller Primideale eines Krings R heißt das
Spektrum oder ausführlicher das Primspektrum von R und man notiert diese
Menge

SpecR := {p ⊂ R | p ist ein Primideal von R}

4.2.5 (Primideale und Integritätsbereiche). Genau dann ist ein Ideal in einem
Kring ein Primideal, wenn der Quotientenring nach besagtem Ideal ein Integritäts-
bereich ist. Insbesondere ist jedes maximale Ideal in einem Kring ein Primideal,
denn der Quotient nach einem maximalen Ideal ist nach 1.7.7 ein Körper und jeder
Körper ist ein Integritätsbereich.
Vorschau 4.2.6. Man kann den Begriff eines Primideals auf verschiedene Arten
auf den Fall nicht notwendig kommutativer Ringe verallgemeinern. Diejenigen
Ideale, die die Bedingung der obigen Definition wortwörtlich erfüllen, heißen im
nichtkommutativen Kontext vollprime Ideale. Unter einem Primideal versteht
man im nichtkommutativen Kontext dahingegen ein vom ganzen Ring verschie-
denes Ideal P mit der Eigenschaft, daß für beliebige Ideale I, J ⊂ R aus IJ ⊂ P
folgt I ⊂ P oder J ⊂ P . Unter Idealen sind im nichtkommutativen Kontext
immer beidseitige Ideale zu verstehen, andernfalls spricht man von Links- bezie-
hungsweise Rechtsidealen.
Beispiele 4.2.7 (Primideale im Ring der ganzen Zahlen). Die Primideale im
Ring Z der ganzen Zahlen sind genau das Nullideal und die von Primzahlen er-
zeugten Hauptideale. Allgemein ist ein Element eines Krings ein Primelement
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im Sinne von [AL] 6.2.5.1 genau dann, wenn unser Element nicht Null ist und das
von besagtem Element erzeugte Hauptideal ein Primideal ist.

Satz 4.2.8 (Primideale und irreduzible Mengen im geometrischen Fall). Ge-
geben eine affine Varietät X liefert das Bilden des Verschwindungsideals eine
Bijektion zwischen der Menge aller irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von
X und der Menge aller Primideale im Ring O(X) der regulären Funktionen

{Y ⊂∧ X | Y irreduzibel } ∼→ SpecO(X)

Y 7→ I(Y )

4.2.9. Natürlich sind alle einpunktigen Teilmengen einer affinen Varietät X irre-
duzibel. Sie entsprechen nach 3.4.6 unter unserer Bijektion genau den maximalen
Idealen von O(X). Man mag sich im Licht des Satzes SpecO(X) vorstellen als
die Menge X erweitert um jeweils einen zusätzlichen Punkt für jede irreduzible
Teilmenge, die nicht bereits selbst nur aus einem Punkt besteht.

Beweis. Nach 3.4.6 liefern das Bilden des Verschwindungsideals I und das Bil-
den der Nullstellenmenge Z zueinander inverse Bijektionen zwischen den ab-
geschlossenen Teilmengen von X und den Radikalidealen von O(X), und nach
dem noetherschen Isomorphiesatz liefert für alle Y ⊂ X die Einschränkung von
Funktionen einen Isomorphismus O(X)/I(Y )

∼→ O(Y ). Nun ist nach 4.2.1 der
RingO(Y ) genau dann ein Integritätsbereich, wenn Y irreduzibel ist, und das gilt
nach 4.2.5 genau dann, wenn I(Y ) ein Primideal ist. Unter unseren Bijektionen
entsprechen also die irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen genau den primen
Radikalidealen alias den Primidealen.

4.2.10 (Urbilder von Primidealen sind Primideale). Ist f : R → S ein Kring-
homomorphismus und p ⊂ S ein Primideal, so ist auch f−1(p) ⊂ R ein Primideal.
In der Tat haben wir eine Einbettung R/f−1(p) ↪→ S/p und jeder Teilring eines
Integritätsbereichs ist selbst ein Integritätsbereich. Jeder Kringhomomorphismus
induziert also auf den Spektren der beteiligten Kringe eine Abbildung in der Ge-
genrichtung

SpecS → SpecR

Vorschau 4.2.11. Für Homomorphismen beliebiger Kringe A → B induziert
die zugehörige Abbildung SpecB → SpecA im allgemeinen keine Abbildung
MaxB → MaxA und man kann auch nicht so einfach jedem Element a ∈ A
eine Abbildung von MaxA oder SpecA in irgendein festes k zuordnen. Mit et-
was mehr technischem Aufwand gelingt es aber dennoch, jedem KringA ein unser
MaxA verallgemeinerndes geometrisches Objekt SpecA zuzuordnen, das „Spek-
trum von A“ in der Kategorie der „Schemata“.
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Lemma 4.2.12 (Produkt von zwei Idealen in einem Primideal). In einem Kring
R ist ein echtes Ideal p ⊊ R genau dann ein Primideal, wenn für beliebige Ideale
a, b ⊂ R aus ab ⊂ p folgt a ⊂ p oder b ⊂ p.

Beweis. Sei p ⊊ R ein Ideal. Ist p kein Primideal, so gibt es a, b ∈ R\p mit ab ∈ p
und damit ⟨a⟩ ̸⊂ p sowie ⟨b⟩ ̸⊂ p aber ⟨a⟩⟨b⟩ ⊂ p. Gibt es Ideale a, b ⊂ R mit
ab ⊂ p aber a ̸⊂ p und b ̸⊂ p, so gibt es a ∈ a\p und b ∈ b\p und für diese gilt
nach Annahme ab ∈ ab ⊂ p und deshalb kann p dann kein Primideal sein.

4.2.13 (Produkt von Idealen in einem Primideal). Gegeben Ideale a1, . . . , as
eines Krings R und ein Primideal p ⊂ R mit a1∩ . . .∩as ⊂ p, ja sogar schwächer
mit a1 . . . as ⊂ p, gilt insbesondere ai ⊂ p für mindestens ein i. Liegt also geome-
trisch gesprochen eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge einer affinen Varie-
tät in einer endlichen Vereinigung von abgeschlossenen Teilmengen, so liegt sie
bereits in einer der vereinigten Teilmengen. Ist insbesondere a1 ∩ . . . ∩ as = p
prim, so folgt ai = p für mindestens ein i.

Proposition 4.2.14 (Ideale in einer Vereinigung von Primidealen). Gegeben
Primideale p1, . . . , ps eines Krings R und ein Ideal a ⊂ R folgt aus der Inklusion
a ⊂ p1 ∪ . . . ∪ ps bereits a ⊂ pj für mindestens ein j.

4.2.15 (Primidealvermeidung). Umformuliert besagt die Proposition, daß es ge-
geben Primideale p1, . . . , ps eines Krings R und ein Ideal a ⊂ R mit a ̸⊂ pi ∀i
bereits ein Element a ∈ a gibt mit a ̸∈ pi ∀i.
4.2.16. Im geometrischen Fall entsprechen die Primideale pi irreduziblen abge-
schlossenen Teilmengen Yi = Z(pi) einer affinen Varietät X und ihre Vereini-
gung besteht aus allen regulären Funktionen, die auf mindestens einem Yi ver-
schwinden. Logisch umgestellt bedeutet unsere Proposition dann: Enthält ein Ide-
al a ⊂ O(X) für jedes i eine Funktion gi, die nicht auf Yi verschwindet, so enthält
es auch eine Funktion, die auf keinem der Yi verschwindet. Wir zeigen das nun
für zwei abgeschlossene Teilmengen. Wir dürfen annehmen, daß von ihnen kei-
ne in der anderen enthalten ist. Dann gibt es f12 ∈ O(X) mit f12|Y1 = 0 aber
f12|Y2 ̸= 0. Also gilt g2f12|Y1 = 0 und wegen Y2 irreduzibel auch g2f12|Y2 ̸= 0.
Genauso machen wir es mit vertauschten Indizes und g2f12 + g1f21 liegt dann in
a und verschwindet weder auf Y1 noch auf Y2.

Beweis. Durch Widerspruch. Wir nehmen an, daß für alle j gilt a ̸⊂ pj . Dann
finden wir jeweils ein gj ∈ a\pj . Es gilt, ein Element g ∈ a\(p1 ∪ . . . ∪ ps) zu
konstruieren. Sicher dürfen wir dazu annehmen, daß es zwischen den pj keine
Inklusionsrelationen gibt. Dann existieren für i ̸= j stets Elemente fij ∈ pi\pj .
Das Produkt gj

∏
i ̸=j fij gehört dann zu a und zu allen pi mit i ̸= j, gehört aber

nicht zu pj . Die Summe dieser Produkte ist dann unser gesuchtes g.
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Definition 4.2.17. Die Krulldimension kdim(R) eines Krings R wird erklärt als
das Supremum aller Längen von echt absteigenden Ketten

p0 ⊋ p1 ⊋ . . . ⊋ pl

vom Primidealen von R. Wir haben also kdim(R) ∈ N ⊔ {±∞}.

4.2.18. Ich schreibe hier von links nach rechts absteigende Ketten, weil diese
geometrisch von links nach rechts aufsteigenden Ketten von irreduziblen Teilmen-
gen entsprechen wie wir sie bei der Definition der Krulldimension topologischen
Räumen verwendet haben.
Vorschau 4.2.19. Es gibt noethersche Kringe von unendlicher Krulldimension. Es
gibt auch kommutative noethersche Integritätsbereiche endlicher Krulldimension,
in denen sich nicht jede Primidealkette zu einer Primidealkette maximaler Länge
verfeinern läßt. Für von Null verschiedene Kringe, die ringendlich sind über ei-
nem Körper, werden wir jedoch im folgenden zeigen, daß die Krulldimension
endlich ist, und daß sich im Fall eines über einem Körper ringendlichen Inte-
gritätsrings sogar jede Primidealkette zu einer Primidealkette maximaler Länge
verfeinern läßt.
Beispiel 4.2.20. Wir haben kdim(0) = −∞. Wir haben kdim(k) = 0 für jeden
Körper k. Wir haben kdim(Z) = 1. Wir haben kdim(k[T ]) = 1 für jeden Körper
k.
4.2.21 (Krulldimension von Kringen und Varietäten). Ist X eine affine al-
gebraische Varietät, so entsprechen nach 4.2.8 die abgeschlossenen irreduziblen
Teilmengen von X eineindeutig den Primidealen von O(X). Die Krulldimension
des topologischen Raums X nach 4.1.17 stimmt folglich überein mit der Krull-
dimension des Krings O(X) im Sinne der vorhergehenden Definition 4.2.17, in
Formeln

kdim(X) = kdimO(X)

Um mit der Krulldimension arbeiten zu können, ja allein um zu zeigen, daß für
k = k̄ algebraisch abgeschlossen der kn die Krulldimension n hat, müssen wir
tiefer in die kommutative Algebra einsteigen. Bis hierher haben wir nur gezeigt,
daß gilt kdim(kn) = kdim k[T1, . . . , Tn], aber jetzt müssen wir die rechte Seite
bestimmen. Das gelingt in 5.3.4.
Vorschau 4.2.22. In 5.4.13 zeigen wir, daß in gewissen Situationen die a priori
anschaulichere Krulldimension mit dem leichter zu berechnenden „Transzendenz-
grad des Körpers der rationalen Funktionen“ übereinstimmt.
4.2.23. Sei X ein topologischer Raum. Unter einer Hyperfläche in X verstehen
wir eine Teilmenge Y ⊂ X derart, daß jede ihrer irreduziblen Komponenten Z
die Krullkodimension kdim(Z ⊂ X) = 1 hat. Insbesondere ist damit für uns auch
die leere Menge in jedem topologischen Raum eine Hyperfläche.
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Proposition 4.2.24 (Gleichungen für Hyperflächen). Gegeben eine affine Va-
rietät X mit einem faktoriellen Ring O(X) von regulären Funktionen liefert das
Bilden der Nullstellenmenge eine Bijektion{

Irreduzible Elemente von
O(X), bis auf Einheiten

}
∼→
{

Abgeschlossene irreduzible
Hyperflächen in X

}
[f ] 7→ Z(f)

Beweis. Ist O(X) faktoriell, so ist für f irreduzibel das Hauptideal ⟨f⟩ prim und
offensichtlich sind die minimalen Elemente der durch Inklusion angeordneten
Menge aller von Null verschiedenen Primideale genau diese Hauptideale.

4.2.25. Ebenso erhalten wir für eine affine Varietät X mit einem faktoriellen Ring
O(X) von regulären Funktionen eine Bijektion{

Quadratfreie Elemente von
O(X), bis auf Einheiten

}
∼→
{

Abgeschlossene
Hyperflächen in X

}
[f ] 7→ Z(f)

zwischen quadratfreien Elementen vonO(X), bis auf Einheiten, und Hyperflächen
in X . Ist O(X) nicht faktoriell, so ist die Aussage im allgemeinen nicht mehr
richtig: In diesem Fall kann die Nullstellenmenge eines irreduziblen Elements
mehrere Komponenten haben und es kann umgekehrt passieren, daß für das Ver-
schwindungsideal einer irreduziblen Hyperfläche mehr als ein Erzeuger benötigt
wird.

Vorschau 4.2.26. Was wir an dieser Stelle noch nicht zeigen können und wor-
auf wir hinarbeiten ist die Erkenntnis 5.9.4, daß jede nichtleere Hyperfläche Z
in einer irreduziblen affinen Varietät X eine um Eins kleinere Dimension hat, ja
daß sogar für Z ⊂∧ X eine beliebige irreduzible abgeschlossene Teilmenge einer
irreduziblen affinen Varietät X gilt

kdimZ + kdim(Z ⊂ X) = kdimX

Klar ist bis jetzt nur ≤. Was wir an dieser Stelle auch noch nicht zeigen können
und worauf wir hinarbeiten ist ein Spezialfall des Krull’sche Hauptidealsatzes ,
nach dem die Nullstellenmenge einer von Null verschiedenen regulären Funkti-
on in einer irreduziblen affinen Varietät X eine Hyperfläche ist auch dann, wenn
O(X) nicht faktoriell sein sollte. Erst einmal sind wir bescheidener. In 5.3.5 zei-
gen wir kdim kn = n und kdimZ(f) = n− 1 für jedes nichtkonstante Polynom
in n Variablen, das ist schon mal ein Anfang.
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Übungen

Übung 4.2.27 (Irreduzibilität der Gruppe SLn). (k = k̄). Man zeige, daß die
spezielle lineare Gruppe SL(n; k) stets irreduzibel ist. Hinweis: Ähnlich wie in
[LA1] 2.5.10 erkennt man, daß es für jedes n ein N gibt derart, daß sich jede
(n×n)-Matrix der Determinante Eins darstellen läßt als Produkt vonN Faktoren,
die jeweils Diagonalmatrizen der Determinante Eins oder Elementarmatrizen der
Determinante Eins sind. Man folgere, daß auch 1− det für n ≥ 1 ein irreduzibles
Polynom ist. Hinweis: Man argumentiere wie in 4.2.3.

Übung 4.2.28 (Irreduzibilität von Produkten). Seien k ein Körper und X ⊂
kn und Y ⊂ km irreduzibel für die Zariskitopologie. Man zeige, daß dann auch
X × Y ⊂ kn+m irreduzibel ist für die Zariskitopologie. Hinweis: Man betrachte
zunächst den Fall, daß Y nur aus einem Punkt besteht.

Ergänzung 4.2.29 (Tensorprodukte von Integritätskringen). Wir zeigen, daß
das Tensorprodukt von zwei Integritätskringen über einem algebraisch abgeschlos-
senen Körper k = k̄ stets wieder ein Integritätskring ist. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit dürfen wir uns auch auf den Fall ringendlicher Integritätskringe
über k zurückziehen. Dann sind unsere Integritätskringe aber nach 3.2.6 isomorph
zu Ringen polynomialer Funktionen auf Teilmengen gewisser kn, und besagte
Teilmengen sind irreduzibel nach 4.2.1. Damit ist auch ihr Produkt irreduzibel
nach 4.2.28, dann bilden die polynomialen Funktionen auf dem Produkt einen
Integritätsring nach 4.2.1, und nach 3.1.4 ist dieser Integritätsring gerade das Ten-
sorprodukt über k unserer ursprünglichen Integritätsringe. Die R-Kringalgebra
C ⊗R C ∼= C × C ist kein Integritätsring, für Kringalgebren über einem nicht
algebraisch abgeschlossenen Körper gilt die Aussage also im allgemeinen nicht.

Übung 4.2.30 (Filtrierung durch Quotienten nach Primidealen). Jeder endlich
erzeugte Modul über einem noetherschen Kring besitzt eine endliche Filtrierung
durch Untermoduln derart, daß alle Subquotienten isomorph sind zu Quotienten
unseres Krings nach Primidealen. Hinweis: Man wähle mit 1.5.13 einen maxima-
len Untermodul, der eine Filtrierung der beschriebenen Art besitzt. Dann zeige
man mit 1.5.13, daß im Fall eines von Null verschiedenen Moduls das System der
Annullatoren aller seiner von Null verschiedenen Elemente maximale Elemen-
te besitzt und daß diese maximalen Elemente Primideale sind. Schließlich zeige
man, daß unser maximaler Untermodul bereits der ganze Modul gewesen sein
muß.

Übung 4.2.31. Ein Primideal eines Krings muß alle nilpotenten Elemente des be-
sagten Krings enthalten.

Übung 4.2.32 (Urbilder von Primidealen im geometrischen Fall). Ist φ : X →
Y ein Morphismus von affinen Varietäten und φ♯ : O(Y )→ O(X) der zugehörige
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Komorphismus, so kommutiert das Diagramm

X
∼→ MaxO(X) ⊂ SpecO(X)

φ ↓ ↓ (φ♯)−1

Y
∼→ MaxO(Y ) ⊂ SpecO(Y )

Hier ist zu verstehen, daß die Vertikale rechts jedem Primideal sein Urbild unter
φ♯ zuordnet. Hinweis: 3.4.16. Man zeige allgemeiner, daß das Diagramm

{Z ⊂∧ X | Z irreduzibel } ∼→ SpecO(X)
↓ ↓ (φ♯)−1

{W ⊂∧ Y | W irreduzibel } ∼→ SpecO(Y )

kommutiert mit den durch 4.2.8 gegebenen Horizontalen und der Abbildung Z 7→
φ(Z) als linker Vertikale.
Übung 4.2.33 (Verallgemeinerte Primidealvermeidung). Man zeige: Gegeben
Ideale a1, . . . , ar und Primideale p1, . . . , ps eines Krings R mit ai ̸⊂ pj für alle
i, j gibt es stets f ∈ R mit f ∈ ai ∀i aber f ̸∈ pj ∀j. Diese Übung wird beim
Beweis von Going-Down verwendet.
Übung 4.2.34. Man zeige für jeden Körper k die Formeln kdim(k × k) = 0 und
kdim(k[T ]/⟨T 2⟩) = 0.
Übung 4.2.35. Gegeben ein surjektiver Kringhomomorphismus A ↠ B zeige
man kdim(A) ≥ kdim(B).

4.3 Lokalisierung
Definition 4.3.1. Seien R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge. Ein R-Modul M
heißt S-lokal, wenn für alle s ∈ S die Multiplikation mit s einen Isomorphismus
(s·) :M ∼→M liefert.

Definition 4.3.2. Seien R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge und M ein R-
Modul. Eine Lokalisierung vonM an S ist ein Paar (L, lok) bestehend aus einem
S-lokalenR-Modul L und einem Homomorphismus vonR-Moduln lok :M → L
derart, daß jeder Homomorphismus vonM in einen S-lokalenR-Modul eindeutig
über lok faktorisiert.

4.3.3. In Formeln fordern wir also, daß für jeden weiteren S-lokalen R-Modul N
das Vorschalten von lok eine Bijektion

(◦ lok) : HomR(L,N)
∼→ HomR(M,N)

liefert. Diese Eigenschaft heißt die universelle Eigenschaft der Lokalisierung.
Die üblichen Argumente zeigen, daß eine Lokalisierung eindeutig ist bis auf ein-
deutigen Isomorphismus, wenn sie denn existiert. Daß eine Lokalisierung stets
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existiert, werden wir gleich in voller Allgemeinheit zeigen. Sie verdient deshalb
eine Notation und einen bestimmten Artikel. Wir notieren die Lokalisierung eines
Moduls M meist

(S−1M, lok)

Ist unser Modul M bereits S-lokal, so ist (M, id) eine Lokalisierung.

4.3.4 (Diskussion der Terminologie). Die Herkunft der Bezeichnung wird hof-
fentlich im nächsten Abschnitt deutlich, in dem wir zeigen, inwiefern Ringe von
regulären Funktionskeimen auf affinen Varietäten als Lokalisierungen des Rings
aller regulären Funktionen beschrieben werden können.

4.3.5. Gegeben ein Monoid (M, ◦) und eine Teilmenge T ⊂M notieren wir ganz
allgemein |T ⟩ = |T, ◦⟩ = ⟨T ;Mon⟩ wie in [AL] 6.3.5.1 das von T in M erzeugte
Untermonoid. Man beachte, daß das von einer Teilmenge S eines Rings erzeugte
multiplikative Monoid |S⟩ etwas sehr anderes ist als das von S erzeugte Ideal ⟨S⟩.
4.3.6. Eine Teilmenge T eines Rings R heißt multiplikativ abgeschlossen, wenn
die 1 zu T gehört und wenn gilt s, t ∈ T ⇒ st ∈ T . Unser |S⟩ ist die kleinste
multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R, die S umfaßt. Die meisten Quel-
len gehen bei der Definition der Lokalisierung gleich von einer multiplikativ ab-
geschlossenen Teilmenge aus, aber das schien mir weniger geschickt.

Satz 4.3.7 (Existenz der Lokalisierung). Gegeben ein Kring R und eine Teil-
menge S ⊂ R und ein R-Modul M existiert stets eine Lokalisierung

lok :M → S−1M

Beweis. Wir betrachten das von S erzeugte multiplikative Untermonoid |S⟩ ⊂ R
und bilden die Menge M × |S⟩ und definieren darauf eine Relation ∼ durch die
Vorschrift

(m, s) ∼ (n, t) genau dann, wenn es r ∈ |S⟩ gibt mit rtm = rsn.

Diese Relation ist eine Äquivalenzrelation, wie man unschwer einsieht. Wir be-
zeichnen die Menge der Äquivalenzklassen mit S−1M und die Äquivalenzklasse
von (m, s) mit m

s
oder m/s. Dann definieren wir auf S−1M eine Verknüpfung +

durch die Regel
m

s
+
n

t
:=

tm+ sn

st

und überlassen dem Leser den Nachweis, daß diese Verknüpfung wohldefiniert
ist und S−1M zu einer abelschen Gruppe macht. Schließlich definieren wir eine
Abbildung R× S−1M → S−1M durch die Regel

a · n
t
=
an

t
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und prüfen, daß sie wohldefiniert ist und die abelsche Gruppe S−1M zu einem
S-lokalen R-Modul macht. Als Umkehrabbildung beim Nachweis der universel-
len Eigenschaft kann und muß man jedem Homomorphismus φ : M → N in
einen S-lokalen R-Modul N die Abbildung φ̃ : S−1M → N zuordnen, die durch
φ̃(m/s) = s−1φ(m) wohldefiniert ist.

Beispiel 4.3.8. Die Lokalisierung eines kommutativen Integritätsbereichs R nach
allen von Null verschiedenen Elementen ist sein Quotientenkörper Quot(R) aus
[LA1] 5.5.2. An dieser Stelle können wir nur einen Isomorphismus als R-Modul
behaupten, aber die Konstruktion der Ringstruktur wird nicht lange auf sich war-
ten lassen.

4.3.9 (Kern der kanonischen Abbildung in die Lokalisierung). Seien R ein
Kring und S ⊂ R eine Teilmenge und M ein R-Modul. Nach Konstruktion be-
steht der Kern der kanonischen Abbildung lok : M → S−1M genau aus allen
m ∈M , für die es ein r ∈ |S⟩ gibt mit rm = 0.

4.3.10 (Die Lokalisierung als Funktor). Seien R ein Kring und S ⊂ R eine
Teilmenge. Wir ordnen jedem Homomorphismus von R-Moduln φ : M → N
den nach 4.3.3 eindeutig bestimmten Homomorphismus S−1φ : S−1M → S−1N
mit (S−1φ) ◦ lok = lok ◦φ :M → S−1N zu, der explizit gegeben wird durch

S−1φ :
m

s
7→ φ(m)

s

So erhalten wir einen Funktor von der Kategorie der R-Moduln in sich selber und
sogar in die volle Unterkategorie der S-lokalen R-Moduln.

Proposition 4.3.11 (Exaktheit der Lokalisierung). Seien R ein Kring und S ⊂
R eine Teilmenge. Ist M ′ →M →M ′′ eine exakte Sequenz von R-Moduln, so ist
auch S−1M ′ → S−1M → S−1M ′′ eine exakte Sequenz.

4.3.12. Insbesondere können und werden wir für jeden Untermodul N ⊂M auch
seine Lokalisierung als Untermodul des lokalisierten Moduls auffassen. In For-
meln bezeichnen wir mit S−1N also sowohl die Lokalisierung von N als auch ihr
Bild S−1N ⊂ S−1M unter der offensichtlichen Einbettung. Es wird jedoch auf
diesen Unterschied nie ankommen.

Beweis. Gehtm/s auf Null inM ′′, alsom 7→ m′′ mitm′′/s = 0, so gibt es t ∈ |S⟩
mit tm′′ = 0. Damit gibt es n ∈M ′ mit n 7→ tm und n/ts 7→ tm/ts = m/s.

4.3.13 (Lokalisierung und Restriktion der Skalare). Ist φ : A→ B ein Kring-
homomorphismus und S ⊂ A eine Teilmenge und M ein B-Modul, so ist der
durch die universelle Eigenschaft gegebene Morphismus ein Isomorphismus

S−1(resφM)
∼→ resφ(φ(S)

−1M)
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In der Tat liefert die Funktorialität der Lokalisierung eine Struktur als B-Modul
auf der linken Seite, und dieser ist offensichtlich φ(S)-lokal. Die universelle Ei-
genschaft der Lokalisierung liefert damit einen Homomorphismus von B-Moduln
φ(S)−1M → S−1(resφM) in die Gegenrichtung und man prüft leicht, daß diese
Abbildung invers ist zu unserem behaupteten Isomorphismus.

4.3.14 (Lokalisierung und multilineare Abbildungen). Gegeben R ⊃ S ein
Kring mit einer Teilmenge und R-Moduln M,N und eine R-bilineare Abbildung
φ : M × N → L in einen S-lokalen R-Modul L gibt es genau eine R-bilineare
Abbildung

φ̃ : S−1M × S−1N → L

mit φ = φ̃◦(lok× lok). Das folgt unmittelbar aus der Konstruktion im Beweis der
Existenz 4.3.7. Alternativ mag man bilineare Abbildungen mit linearen Abbildun-
gen in den Hom-Raum identifizieren und bemerken, daß mit L auch HomR(N,L)
ein S-lokaler R-Modul ist. Analoges gilt für multilineare Abbildungen.

Vorschau 4.3.15. In der in [TSK] 4.1.6.1 eingeführten Terminologie ist die Lokali-
sierung ein Schmelzfunktor und ist sogar verträglich mit universellen Verschmel-
zungen, aber so weit will ich hier nicht gehen.

4.3.16 (Lokalisierung von Kringen). IstR ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge,
so induziert die R-bilineare Abbildung der Multiplikation R × R → R eine R-
bilineare Abbildung

S−1R× S−1R→ S−1R

Man sieht unmittelbar, daß damit S−1R auch wieder ein Kring ist. Ist weiter M
ein R-Modul, so induziert die R-bilineare Abbildung R×M →M der Operation
eine R-bilineare Abbildung

S−1R× S−1M → S−1M

Man sieht unmittelbar, daß so S−1M zu einem S−1R-Modul wird.

Ergänzung 4.3.17 (Lokalisierung von Ringalgebren). Ist R ein Kring und S ⊂
R eine Teilmenge und A eine R-Algebra, so induziert die R-bilineare Abbildung
der Multiplikation A× A→ A eine R-bilineare Abbildung

S−1A× S−1A→ S−1A

Man sieht unmittelbar, daß die Assoziativität, Kommutativität und Unitarität sich
vonA auf S−1A übertragen. Ist weiterA eine Ringalgebra undM einA-Modul, so
induziert die R-bilineare Abbildung A×M →M der Operation eine R-bilineare
Abbildung

S−1A× S−1M → S−1M

Man sieht unmittelbar, daß so S−1M zu einem S−1A-Modul wird.
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4.3.18 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung von Kringen). Seien R ein
Kring und S ⊂ R eine Teilmenge. Offensichtlich ist dann lok : R → S−1R
ein Ringhomomorphismus und unter diesem Ringhomomorphismus wird jedes
Element von S auf eine Einheit abgebildet. Gegeben andererseits ein Kringhomo-
morphismus φ : R → A mit φ(S) ⊂ A× ist der universelle R-Modulhomomor-
phismus S−1R → A sogar ein Ringhomomorphismus. In anderen Worten fakto-
risiert jeder Kringhomomorphismus R → A, unter dem alle Elemente von S auf
Einheiten abgebildet werden, eindeutig über die Lokalisierung lok : R→ S−1R.

4.3.19 (Lokalisierung von Integritätsbereichen als Teil des Quotientenkörpes).
Ist R ein Integritätsbereich und S ⊂ R eine Teilmenge mit 0 ̸∈ S, so ist auch
S−1R ein Integritätsbereich und der durch die universelle Eigenschaft gegebene
Ringhomomorphismus

S−1R→ QuotR

ist injektiv mit Bild dem Teilring des Quotientenkörpers derjenigen Elemente, die
sich als Bruch mit Nenner aus |S⟩ darstellen lassen und für den wir bereits in
[LA1] 5.5.6 die Notation S−1R eingeführt hatten. Ist S ⊂ R die Menge aller
von Null verschiedenen Elemente, so erhalten wir insbesondere genau unseren
Quotientenkörper S−1R = QuotR aus [LA1] 5.5.2.

4.3.20 (Lokale Moduln als Moduln über dem lokalisierten Kring). Gegeben
R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge ist die Restriktion der Skalare unter dem
Kringhomomorphismus lok : R → S−1R eine offensichtlich Äquivalenz, ja ein
Isomorphismus von Kategorien

(S−1R) -Mod
∼→ {M ∈ R -Mod |M ist S-lokal}

4.3.21 (Lokalisierung als Skalarerweiterung). Für die mit allgemeinen Ten-
sorprodukten und Erweiterung der Skalare 2.8.5 vertrauten Leser sei angefügt,
daß gegeben R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge die Abbildung M →
(S−1R)⊗RM,m 7→ 1⊗m stets eine Lokalisierung vonM ist. In anderen Worten
ist die Lokalisierung eines Moduls nichts anderes als die Erweiterung der Skalare
zur entsprechenden Lokalisierung unseres Krings und damit ein Spezialfall der
allgemeinen Skalarerweiterung und wir haben in Formeln

S−1M
∼→ (S−1R)⊗R M

Allerdings haben die bei der Lokalisierung auftretenden Skalarerweiterungen sehr
spezielle Eigenschaften, insbesondere die Exaktheit, die man mithilfe der hier ge-
gebenen Konstruktion der Lokalisierung eines Moduls besser einsehen kann.

4.3.22.
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4.3.23 (Lokalisieren nach einem einzigen Element). Besteht S = {f} nur aus
einem einzigen Element, so benutzt man für die Lokalisierung nach S auch die
Notationen

S−1M = f−1M =Mf =M [f−1]

4.3.24 (Lokalisieren an einem Primideal). Ist R ein Kring und p ⊂ R ein Prim-
ideal, so benutzt man für die Lokalisierung eines R-Moduls M nach dem Kom-
plement S := R\p unseres Primideals p auch die Notation

S−1M =:Mp

und nennt Mp die Lokalisierung von M an der Stelle p. Man beachte, daß S =
R\p in diesem Fall bereits multiplikativ abgeschlossen ist.
4.3.25 (Diskussion der Notation). Die beiden im vorhergehenden eingeführten
Notationen für die Lokalisierung nach einem Element und die Lokalisierung an
einem Primideal passen schlecht zusammen: Bei der Ersten schreibt man als unte-
ren Index, was zu invertieren ist, bei der Zweiten, was nicht zu invertieren ist. Was
im Einzelfall gemeint ist, muß der Leser aus dem Kontext erschließen. Sprachlich
unterscheide ich Lokalisierung an einem Primideal oder auch bei einem Prim-
ideal von der Lokalisierung nach irgendwelchen Elementen. Die Notation R[f−1]
ist nicht ganz eindeutig: Es könnte auch gemeint sein, daß wir allgemeiner einen
injektiven Kringhomomorphismus R ↪→ A gegeben haben und für ein invertier-
bares Element f ∈ A×, das nicht im Bild von R liegt, den vom Bild von R und
f−1 erzeugten Teilring meinen.
4.3.26 (Diskussion der Notation). Man nehme sich beim Studium der Literatur
in acht, daß Zp meist nicht eine Lokalisierung von Z meint, sondern vielmehr eine
Vervollständigung wie in 13.1.10.
4.3.27 (Lokal-global-Prinzip). Gegeben ein Kring R und ein R-Modul M ist die
offensichtliche Abbildung stets eine Injektion

M ↪→
∏

m∈MaxR

Mm

in das Produkt der Lokalisierungen von M an allen maximalen Idealen von R.
In der Tat, ist x ∈ M nicht Null, so ist sein Annullator nicht ganz R und folg-
lich enthalten in einem maximalen Ideal m. Dann aber kann das Bild von x in
Mm nicht Null sein. Insbesondere ist ein Modul genau dann Null, wenn seine
Lokalisierungen an allen maximalen Idealen Null sind. Aus der Exaktheit der Lo-
kalisierung 4.3.11 folgt damit, daß eine Sequenz M ′ → M → M ′′ von Moduln
exakt ist genau dann, wenn sie für jedes maximale Ideal m eine exakte Sequenz
M ′

m → Mm → M ′′
m induziert. Es folgt weiter, daß sie exakt ist genau dann, wenn

die lokalisierte Sequenz M ′
f → Mf → M ′′

f exakt ist für alle Elemente f eines
festen Erzeugendensystems des Einsideals.
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Satz 4.3.28 (Lokalisierung ist verträglich mit Koprodukten). Gegeben R ein
Kring und S ⊂ R eine Teilmenge ist der durch M 7→ S−1M erklärte Lokalisie-
rungsfunktor R -Mod→ S−1R -Mod verträglich mit Koprodukten.

Ergänzung 4.3.29. Die Aussage des Satzes ebenso wie ihr Beweis spezialisieren
ein allgemeines Resultat der Kategorientheorie, nach dem jeder Linksadjungierte
Koprodukte und sogar beliebige Kolimites erhält.

4.3.30. Gegeben ein Koprodukt (K, ini) einer Familie (Mi)i∈I von R-Moduln im
Sinne von [LA2] 9.7.16 ist also ausgeschrieben auch (S−1K,S−1 ini) ein Kopro-
dukt der Familie (S−1Mi)i∈I von S−1R-Moduln. In anderen Worten gilt

S−1

(⊕
i∈I

Mi

)
∼→
⊕
i∈I

S−1Mi

unter der „offensichtlichen Abbildung“. Man beachte, daß die analoge Aussage
für Produkte im allgemeinen nicht richtig ist: Die Lokalisierung ist nicht mit be-
liebigen Produkten verträglich. Bereits für das Produkt abzählbar unendlich vie-
ler Kopien von Z und S = {2} ist die natürliche Abbildung S−1

(∏
i∈N Z

)
→∏

i∈N S
−1Z kein Isomorphismus, da das Tupel (2−i)i∈N nicht in ihrem Bild liegt.

Für endliche Produkte von Moduln wird die natürliche Abbildung aber natürlich
ein Isomorphismus sein, endliche Produkte stimmen ja mit direkten Summen alias
Koprodukten überein.

Beweis. Es gilt zu zeigen, daß für jeden S−1R-Modul N das Vorschalten aller
S−1 ini eine Bijektion

HomS−1R(S
−1K,N)

∼→
∏
i∈I

HomS−1R(S
−1Mi, N)

induziert. Vermittels unserer universellen Eigenschaft 4.3.3 läuft das auf den Nach-
weis der Tatsache hinaus, daß für jeden S−1R-Modul N Vorschalten aller ini eine
Bijektion

HomR(K,N)
∼→
∏
i∈I

HomR(Mi, N)

induziert. Das ist jedoch klar, da K ja ein Koprodukt war.

Beispiel 4.3.31. Die Lokalisierung nach allen von Null verschiedenen ganzen
Zahlen macht jede abelsche Gruppe alias jeden Z-Modul zu einem Q-Modul alias
Q-Vektorraum. Gegeben eine endlich erzeugte abelsche Gruppe M ist die Di-
mension dieses Q-Vektorraums die Zahl, die wir in [LA2] 6.5.5 den Rang von M
genannt hatten.
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4.3.32 (Lokalisierung erhält die Eigenschaft noethersch). Jede Lokalisierung
eines noetherschen Moduls ist wieder noethersch. Seien in der Tat R ein Kring,
S ⊂ R eine Teilmenge, M ein R-Modul und lok : M → S−1M die Abbil-
dung in die Lokalisierung. Ist U ⊂ S−1M ein Untermodul und E ⊂ lok−1(U)
ein Erzeugendensystem seines Urbilds, so ist lok(T ) ein Erzeugendensystem des
S−1R-Moduls U . Hat also jeder R-Untermodul von M ein endliches Erzeugen-
densystem, so auch jeder S−1R-Untermodul von S−1M . A forteriori ist jede Lo-
kalisierung eines noetherschen Krings wieder noethersch.

Ergänzung 4.3.33. Ein ModulM über einem RingA heißt endlich präsentierbar
oder kürzer endlich präsentiert, wenn es eine exakte Sequenz An → Am ↠ M
gibt mit n,m ∈ N. Über einem linksnoetherschen Ring ist ein Modul genau dann
endlich präsentiert, wenn er endlich erzeugt ist.

4.3.34 (Lokalisierung und Homomorphismenräume). Gegeben ein Kring R
und eine Teilmenge S ⊂ R und eine R-Ringalgebra A und A-Moduln M,N
mit M endlich präsentiert ist mit der Lokalisierung von Ringalgbren und ihren
Moduln nach 4.3.17 die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

S−1HomA(M,N)
∼→ HomS−1A(S

−1M,S−1N)

In der Tat können wir dann eine im Sinne von 1.4.14 rechtsexakte Sequenz An →
Am ↠M finden, die hinwiederum ein kommutatives Diagramm

S−1HomA(M,N) //

_�

��

HomS−1A(S
−1M,S−1N)
_�

��

S−1HomA(A
m, N) //

��

HomS−1A(S
−1Am, S−1N)

��

S−1HomA(A
n, N) // HomS−1A(S

−1An, S−1N)

liefert. Die beiden unteren Horizontalen darin sind Isomorphismen, da beide Räume
jeweils mit S−1Nm und S−1Nn identifiziert werden können, und damit ist auch
die obere Horizontale ein Isomorphismus, wie man leicht direkt sieht und formal
aus dem Fünferlemma folgern mag.

Beispiel 4.3.35. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge S ⊂ R und R-Moduln
M,N ist die offensichtliche Abbildung

S−1HomR(M,N)→ HomS−1R(S
−1M,S−1N)

im allgemeinen kein Isomorphismus. Im Fall der Z-Moduln M = N = Q/Z
und S = Z\0 etwa haben wir HomS−1Z(S

−1(Q/Z), S−1(Q/Z)) = 0 und sogar
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S−1(Q/Z) = 0, aber die Identität id ∈ HomZ(Q/Z,Q/Z) hat nach 4.3.9 ein
von Null verschiedenes Bild in S−1HomZ(Q/Z,Q/Z). Geometrischer kann man
auch R = k[X] betrachten für einen Körper k und M = N = k[X,X−1]/k[X]
und S = {X} und wieder verschwinden die lokalisierten Moduln, nicht aber der
lokalisierte Homomorphismenraum.

Ergänzung 4.3.36 (Projektivitätskriterium). Ein Modul über einem Kring ist
projektiv und endlich erzeugt genau dann, wenn er endlich präsentierbar und lokal
frei ist, als da heißt, wenn seine Lokalisierung an jedem maximalen Ideal frei ist.
Die schwierige Richtung beim Beweis geht so: Gegeben K ↪→ F ↠M exakt mit
F frei von endlichem Rang und K endlich erzeugt und M lokal frei wollen wir
Hom(M,F ) ↠ Hom(M,M) zeigen. Da wir aber Surjektivität nach 4.3.27 lokal
prüfen dürfen, folgt das aus 4.3.34.

Lemma* 4.3.37 (Bild des Primspektrums unter Kringhomomorphismen). Ge-
geben eine Kringerweiterung A ⊂ B ist ein Primideal p ⊂ A der Schnitt mit A
eines Primideals q ⊂ B genau dann, wenn gilt p = A ∩ ⟨Bp⟩.

Beweis. Ist p der Schnitt mit A irgendeines Ideals von B, so gilt offensichtlich
p = A∩⟨Bp⟩. Hierzu brauchen wir noch nicht einmal p prim vorauszusetzen. Gilt
umgekehrt diese Identität und ist p prim und setzen wir S = A\p und betrachten
wir die Ringerweiterung S−1A ⊂ S−1B, so folgt

S−1p = (S−1A) ∩ (S−1⟨Bp⟩)

Das erhalten wir formal etwa aus 4.3.43 mit der Interpretation der Lokalisierung
als Lokalisierung von A-Moduln. Nun ist S−1⟨Bp⟩ ein echtes Ideal in S−1B, da
es S−1A in einem echten Ideal trifft, und läßt sich damit vergrößern zu einem
maximalen Ideal m ⊂ S−1B. Das Urbild in A dieses maximalen Ideals trifft nicht
S und umfaßt p, ist folglich p selbst. Das Urbild in B dieses maximalen Ideals ist
mithin unser gesuchtes Primideal q ⊂ B mit q ∩ A = p.

Übungen

Übung 4.3.38. Seien R ein Kring und M ein R-Modul und a, b ∈ R. Operiert ab
als Isomorphismus auf M , so auch a und b. Ist S ⊂ R eine Teilmenge und T die
Menge der Faktoren von Elementen von S, so ist die offensichtliche Abbildung
ein Isomorphismus S−1M

∼→ T−1M .

Übung 4.3.39 (Wiederholtes Lokalisieren). Seien R ein Kring und S, T ⊂ R
Teilmengen und M ein R-Modul. So ist die offensichtliche Abbildung ein Iso-
morphismus

T−1(S−1M)
∼→ (S ∪ T )−1M
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Übung 4.3.40 (Lokalisierung bei kleinem Träger). Gegeben ein Kring R und
eine Teilmenge S ⊂ R und ein R-Modul M betrachten wir die Teilmenge

M(S) := {m ∈M | Ann(m) +Rf = R ∀f ∈ S}

Man zeige, daß sie ein Untermodul M(S) ⊂M ist und sich nicht ändert, wenn wir
S durch sein multiplikatives Erzeugnis |S⟩ ersetzen. Man zeige, daß die Kompo-
sition M(S) ↪→M → S−1M Isomorphismen

M(S)
∼→ S−1(M(S))

∼→ (S−1M)(S)

induziert, wobei wir ganz rechts auch nur die R-Modulstruktur verwenden. Gege-
ben R-Moduln M,N mit M = M(S) liefert, da ein Homomorphismus M → N
stets M(S) nach N(S) abbilden muß, folglich die offensichtliche Abbildung einen
Isomorphismus

HomR(M,N)
∼→ HomS−1R(S

−1M,S−1N)

Übung 4.3.41 (Lokalität der Flachheit). Ein Modul M über einem Kring R ist
flach genau dann, wenn für alle m ∈ MaxR der lokalisierte Modul Mm flach ist
über R oder gleichbedeutend über Rm. Hinweis: Lokal-global-Prinzip 4.3.27.

Übung 4.3.42 (Lokal-global-Prinzip, Variante). Gegeben ein Kring R, ein R-
Modul N und eine Teilmenge E ⊂ R, die als Ideal ganz R erzeugt, zeige man die
Exaktheit der Sequenz

0→ N →
∏
f∈E

Nf →
∏

(f,g)∈E×E

Nfg

mit dem Produkt der Differenzen der natürlichen Abbildungen Nf → Nfg und
Ng → Nfg in die Lokalisierung nach dem Produkt fg an letzter Stelle. Hinweis:
Man ziehe sich auf den Fall zurück, daß E endlich ist, und erinnere das lokal-
global-Prinzip und seine Varianten 4.3.27, insbesondere die letzte.

Übung 4.3.43. Seien R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge. Gegeben ein R-
Modul M mit Untermoduln K,L ⊂ M zeige man die Identität S−1(K ∩ L) =
(S−1K) ∩ (S−1L).

Übung 4.3.44. Seien R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge. Gegeben Ideale
I, J ⊂ R zeige man die Identität S−1(IJ) = (S−1I)(S−1J) von Idealen von
S−1R.

Ergänzende Übung 4.3.45. Gegeben ein endlich präsentierter Modul M über ei-
nem von Null verschiedenen Kring R gibt es stets ein von Null verschiedenes
Element f ∈ R\0 mit Mf frei von endlichem Rang über Rf . Hinweis: Man ver-
suche, eine präsentierende Matrix in Smith-Normalform zu bringen.
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Übung 4.3.46. SeienR ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge undM einR-Modul.
Ist S endlich und f das Produkt aller Elemente von S ist die offensichtliche Ab-
bildung ein Isomorphismus Mf

∼→ S−1M .

Übung 4.3.47 (Lokalisierung von Invariantenringen). Seien A ein Kring und
G ⊂ Kring×(A) eine endliche Menge von Ringautomorphismen von A und
S ⊂ A eine G-stabile multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Man zeige, daß
die Einbettung AG ↪→ A einen Isomorphismus

(SG)−1(AG)
∼→ (S−1A)G

zwischen der Lokalisierung des Invariantenrings und dem Invariantenring der Lo-
kalisierung induziert. Hinweis: Die Exakteit der Lokalisierung 4.3.11 mag hier
helfen.

Übung 4.3.48 (Lokalisierung von Invariantenringen, Variante). Seien A ein
noetherscher Kring und G ⊂ Kring×(A) eine Menge von Ringautomorphismen
von A und s ∈ AG ein Element des Invariantenrings. Man zeige, daß die Einbet-
tung AG ↪→ A einen Isomorphismus

s−1(AG)
∼→ (s−1A)G

zwischen der Lokalisierung des Invariantenrings und dem Invariantenring der Lo-
kalisierung induziert. Hinweis: Die Exakteit der Lokalisierung 4.3.11 mag hier
helfen. Weiter beachte man, daß die Kette der Annullatoren der Potenzen sn von
s stagnieren muß.

Übung 4.3.49. Seien R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge. Genau dann ist
S−1R der Nullring, wenn das Monoid |S⟩ die Null von R enthält. Genau dann ist
a/s eine Einheit in S−1R, wenn es b ∈ R gibt mit ab ∈ |S⟩.
Übung 4.3.50. Gegeben ein IntegritätsbereichA zeige man in QuotA die Identität

A =
⋂

m∈MaxA

Am

Hinweis: Gegeben f ∈ (QuotA)\A kann das Ideal I = {g ∈ A | gf ∈ A} nie
ganz A sein.

Übung 4.3.51. Ein Element eines Moduls heißt ein Torsionselement, wenn es
von einem von Null verschiedenen Element des operierenden Rings annulliert
wird. Ein Torsionselement einer abelschen Gruppe nach [LA2] 6.4.1 ist also ein
Torsionselement im hier erklärten Sinne des zugehörigen Z-Moduls. Man zeige,
daß gegeben ein Modul M über einem Integritätskring A der Kern der natürli-
chen Abbildung M → M ⊗A QuotA genau aus allen Torsionselementen von M
besteht.
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Übung 4.3.52. Ist speziell f die Variable f = t in einem Polynomring R[t]
über einem Kring R, so schreibt man kurz R[t]t = R[t][t−1] = R[t, t−1] und
nennt diesen Ring den Ring der Laurentpolynome über R. Man zeige, daß
sich jedes Element von R[t, t−1] eindeutig darstellen läßt als eine endliche Li-
nearkombination

∑
i∈Z ait

i mit Koeffizienten ai ∈ R, daß also die ti eine Basis
des R-Moduls R[t, t−1] bilden. Man konstruiere des weiteren einen Isomorphis-
mus RJtK[t−1]

∼→ R((t)) zwischen der Lokalisierung an der Variablen des Rings
der formalen Potenzreihen und dem Ring der formalen Laurentreihen aus [LA1]
5.3.46.

Übung 4.3.53 (Lokalisierung faktorieller Ringe). Gegeben ein faktorieller Ring
R bezeichne

irk(R)

die Menge Irreduziblenklassen, als da heißt der Bahnen irreduzibler Elemente
von R unter der Einheitengruppe R×. Gegeben ein irreduzibles r ∈ R bezeichne
[r] ∈ irk(R) seine Klasse. Man zeige: Lokalisiert man einen faktoriellen Ring R
nach einer Teilmenge S, die nicht die Null enthält, so ist auch die Lokalisierung
S−1R faktoriell und die Einbettung R ↪→ S−1R induziert eine Bijektion

{[r] ∈ irk(R) | r teilt kein s ∈ S} ∼→ irk(S−1R)

Zum Beispiel ist also Z[d−1] für d ̸= 0 faktoriell und seine Primelemente sind bis
auf Einheiten genau die Primzahlen, die d nicht teilen.

Übung 4.3.54 (Lokalisierung nilpotentfreier Kringe). Man zeige, daß jede Lo-
kalisierung eines nilpotentfreien Krings wieder nilpotentfrei ist.

Übung 4.3.55 (Lokalisierung und Radikal). Man zeige, daß jede Lokalisierung
des Radikals eines Ideals mit dem Radikal des lokalisierten Ideals übereinstimmt.

Übung 4.3.56. Gegeben ein Kring A und ein Element f ∈ A zeige man, daß das
Einsetzen von f−1 für T einen Ringisomorphismus

A[T ]/⟨fT − 1⟩ ∼→ A[f−1]

induziert. Insbesondere ist nach 4.3.54 für einen nilpotentfreien Kring A das Ideal
⟨fT−1⟩ stets ein Radikalideal. Hinweis: Man konstruiere eine inverse Abbildung
mithilfe der universellen Eigenschaft der Lokalisierung.

Übung 4.3.57 (Lokalisierung endlichdimensionaler Kringalgebren). Gegeben
k ein Körper und R eine endlichdimensionale k-Kringalgebra und f ∈ R beliebig
induziert die kanonische Abbildung in die Lokalisierung einen Isomorphismus
R/Hau((f ·)|R; 0) ∼→ Rf zwischen dem Quotient nach dem Hauptraum zum Ei-
genwert Null der Multiplikation mit f und der Lokalisierung nach f .
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Übung 4.3.58 (Lokalisierung vertauscht mit Restklassenbildung). Gegeben
ein KringR und ein Ideal I ⊂ R und eine Teilmenge S ⊂ R ist die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus

S−1R/S−1I
∼→ S̄−1(R/I)

für S̄ ⊂ R/I das Bild von S unter der Quotientenabbildung. Hinweis: Exaktheit
der Lokalisierung und Verträglichkeit mit der Restriktion der Skalare 4.3.13.

Übung 4.3.59 (Lokalisierung vertauscht mit Koprodukt). Wir erinnern aus
2.6.11 das KoproduktA⊗CB in der Kategorie der Kringe. Gegeben eine Teilmen-
ge S ⊂ A zeige man, daß die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

(S ⊗ 1)−1(A⊗C B)
∼→ (S−1A)⊗C B

liefert. Speziell erhalten wir für C = Z und B = Z[T ] einen Isomorphismus
S−1(A[T ])

∼→ (S−1A)[T ].

Ergänzende Übung 4.3.60 (Tensorprodukt und Lokalisierung). Gegeben ein
Kring A, eine Teilmenge S ⊂ A und ein A-Modul M zeige man, daß die offen-
sichtliche Abbildung einen Isomorphismus

S−1A⊗A M
∼→ S−1M

liefert. Hinweis: Man mag die inverse Abbildung explizit angeben, oder auch mit-
hilfe von 2.8.7 die universellen Eigenschaften vergleichen. Ist zusätzlich N ein
S−1A-Modul, so ist nach 2.6.14 die offensichtliche Abbildung ein Isomorphis-
mus M ⊗A N

∼→ S−1M ⊗S−1A N .

4.4 Lokalisierung im geometrischen Kontext
4.4.1. Gegeben (X, x) ein bepunkteter topologischer Raum und k ein Kring er-
klären wir die k-Kringalgebra

Ens(X, k)x

der Keime k-wertiger Funktionen bei x als die Menge aller Äquivalenzklassen
von Paaren (U, f) mit x ∈ U ⊂◦ X und f : U → k unter der Äquivalenzrelation

(U, f) ∼ (U ′, f ′) ⇔ ∃W ⊂◦ U ∩ U ′ mit x ∈ W und f |W = f ′|W .

Quasi per definitionem induziert für jede offene Teilmenge V ⊂◦ X mit x ∈ V
die Restriktion von Funktionen einen Isomorphismus Ens(X, k)x

∼→ Ens(V, k)x
zwischen den jeweiligen Räumen von Funktionskeinem.
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4.4.2. Ich erinnere daran, daß wir für eine affine Varietät X und eine reguläre
Funktion h ∈ O(X) in 3.3.6 die Notation Xh := {x ∈ X | h(x) ̸= 0} für die
Nichtnullstellenmenge von h in X eingeführt hatten.

Beispiel 4.4.3 (Lokalisierung und Funktionskeime). Sei (X, x) eine bepunktete
affine Varietät. Im Ring der Funktionskeime betrachten wir den Teilring

OX,x ⊂ Ens(X, k)x

aller regulären Funktionskeime alias aller Funktionskeime mit einem Repräsen-
tanten der Gestalt (Xh, f) für h ∈ O(X) mit x ∈ Xh und f ∈ O(Xh). Der von
der universellen Eigenschaft der Lokalisierung von O(X) am maximalen Ideal
I(x) herrührende Homomorphismus ist dann sogar ein Isomorphismus

O(X)I(x)
∼→ OX,x

In der Tat ist er per definitionem surjektiv. Liefert weiter ein Bruch f/s die Null-
funktion, so muß f bereits auf einer offenen Umgebung U von x verschwinden,
die wir von der Gestalt Xh für h ∈ O(X) mit h(x) ̸= 0 annehmen dürfen. Daraus
folgt jedoch f/s = hf/th = 0 in der Lokalisierung nach den bei x von Null
verschiedenen regulären Funktionen.

4.4.4 (Lokal reguläre Funktionen auf offenen Teilmengen). Gegeben eine af-
fine Varietät X und eine offene Teilmenge U ⊂◦ X nennen wir eine Funktion
f : U → k lokal regulär und demnächst regulär, wenn sie an jeder Stelle
x ∈ U einen regulären Funktionskeim alias ein Element von OX,x repräsentiert.
Die Menge aller lokal regulären Funktionen U → k notieren wir

OX(U)

Beispiel 4.4.5 (Lokal reguläre Funktionen auf offenen Teilmengen des Cn).
Sei U ⊂◦ Cn Zariski-offen. Eine lokal reguläre Funktion auf U ist eine Abbildung
f : U → C derart, daß es für jeden Punkt x ∈ U eine Umgebung V ⊂◦ U von x
gibt und gV , hV ∈ C[T1, . . . , Tn] mit hV (z) ̸= 0 ∀z ∈ V und

f(z) = gV (z)/hV (z) ∀z ∈ V

Salopp gesprochen ist das also eine komplexwertige Abbildung, die lokal als Quo-
tient von zwei Polynomen mit nicht verschwindendem Nenner geschrieben wer-
den kann.

Lemma 4.4.6. 1. Gegeben eine affine Varietät X sind lokal reguläre Funktio-
nen auf X bereits global regulär, in Formeln OX(X) = O(X);
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2. Gegeben eine affine Varietät X und eine reguläre Funktion h ∈ O(X) sind
lokal reguläre Funktionen auf der offenen TeilmengeXh ⊂◦ X bereits global
regulär auf Xh, in Formeln OX(Xh) = O(Xh).

Beispiel 4.4.7. Jede Abbildung Cn → C, die lokal als ein Quotient von Poly-
nomen mit nichtverschwindendem Nenner geschrieben werden kann, ist bereits
global eine Polynomfunktion.

Beweis. Sei X eine affine Varietät. Unsere Erkenntnisse 3.4.13 zum offenen Ver-
kleben regulärer Funktionen zeigen unmittelbar OX(X) = O(X) und damit den
ersten Teil. Ist nun h ∈ O(X) eine reguläre Funktion und x ∈ Xh ein Punkt
ihrer Nichtnullstellenmenge, so induziert quasi per definitionem die Restriktion
einen Isomorphismus OX,x

∼→ OXh,x auf den regulären Funktionskeimen und wir
folgern die erste Gleichung der Gleichungskette

OX(Xh) = OXh
(Xh) = O(Xh)

Die zweite Gleichung folgt durch Anwenden der ErkenntnisOX(X) = O(X) auf
die affine Varietät Xh.

4.4.8. Da wir mithin keine Mehrdeutigkeiten zu fürchten haben, nennen wir im
weiteren Verlauf unsere lokal regulären Funktionen auf offenen Teilmengen affi-
ner Varietäten schlicht reguläre Funktionen.

4.4.9 (Schnitte dichter offener Teilmengen). Gegeben ein topologischer Raum
X und U ⊂◦ X offen sowie D ⊂ X dicht gilt ClX(U ∩ D) = ClX(U). Um die
nichttriviale Inklusion ⊃ zu zeigen, müssen wir nur bemerken, daß jede offene
Umgebung eines Punktes aus ClX(U) zunächst U in einer offenen nichtleeren
Menge trifft und damit dann auch U ∩D treffen muß. Der Schnitt zweier offener
dichter Teilmengen von X ist mithin auch selbst wieder offen und dicht.

4.4.10 (Funktionskeime längs einer Teilmenge). Gegeben ein topologischer Raum
X mit einer Teilmenge Y ⊂ X und ein Ring k erklären wir die Menge

Ens(X, k)Y

der Funktionskeime k-wertiger Funktionen längs Y als die Menge aller Äqui-
valenzklassen von Paaren (U, f) mit U ⊂◦ X offen mit U ∩ Y dicht in Y und
f : U → k einer Abbildung unter der Äquivalenzrelation ∼ gegeben durch

(U, f) ∼ (U ′, f ′) ⇔ ∃W ⊂◦ U ∩ U ′ mit W ∩ Y dicht in Y und f |W = f ′|W .

Da nach 4.4.9 Schnitte dichter offener Teilmengen von Y wieder dicht sind, ist
das in der Tat eine Äquivalenzrelation und die Addition und Multiplikation von
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k-wertigen Funktionen induziert eine Addition und Multiplikation von Funktions-
keimen und diese werden so ein Ring. Nach 4.4.9 ist die Restriktion stets ein Iso-
morphismus Ens(X, k)Ȳ

∼→ Ens(X, k)Y . Wir werden uns im folgenden meist auf
Funktionskeime längs abgeschlossener Teilmengen beschränken, weil das nichts
Wesentliches ändert und bei der Anschauung helfen mag.

Beispiel 4.4.11 (Lokalisierung und Funktionskeime, Variante). Seien X eine
affine Varietät und Y ⊂∧ X abgeschlossen. Im Ring der Funktionskeime längs Y
nach 4.4.10 betrachten wir den Teilring

OX,Y ⊂ Ens(X, k)Y

aller regulären Funktionskeime längs Y alias aller Funktionskeime längs Y mit
mindestens einem Repräsentanten aus O(Xh) für h ∈ O(X) mit Xh ∩ Y = Y
oder nach 4.4 gleichbedeutend mindestens einem Repräsentanten aus O(U) für
U ⊂◦ X und U ∩ Y = Y . Seien Y1, . . . , Yr die irreduziblen Komponenten von Y
und

S := O(X)\(I(Y1) ∪ . . . ∪ I(Yr))

Der von der universellen Eigenschaft der Lokalisierung von O(X) herkommende
Homomorphismus ist dann sogar ein Isomorphismus

S−1O(X)
∼→ OX,Y

In der Tat ist er per definitionem surjektiv. Liefert andererseits ein Bruch f/s die
Nullfunktion, so muß f bereits auf einer offenen TeilmengeU ⊂◦ X verschwinden,
die Y dicht trifft und die wir nach nochmaliger Verkleinerung von der Gestalt Xh

für h ∈ S annehmen dürfen. Daraus folgt aber f/s = hf/hs = 0 in unserer
Lokalisierung. Ist Y irreduzibel, so erhalten wir speziell einen Isomorphismus

O(X)I(Y )
∼→ OX,Y

4.4.12. Gegeben eine affine Varietät X vereinbaren wir die Notation

M(X) := OX,X

für den Ring der regulären Funktionskeime längs X und nennen solche Äquiva-
lenzklassen rationale Funktionen auf X . Unsere Erkenntnisse 4.4.11 liefern im
Fall einer irreduziblen affinen Varietät X einen Isomorphismus

QuotO(X)
∼→M(X)

und damit eine Interpretation der Elemente des Quotientenkörpers als rationale
Funktionen.
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4.4.13 (Diskussion der Notation). Der Buchstabe M soll dabei an den Begriff
der „meromorphen“ Funktionen erinnern, einem analogen Konzept aus der Funk-
tionentheorie. Üblich ist stattdessen die Notation k(X) mit k dem Grundkörper,
die aber leicht als Notation für den Quotientenkörper eines Polynomrings mißver-
standen werden kann.

4.4.14 (Definitionsbereich einer rationalen Funktion). Gegeben eine affine Va-
rietät X hat jede rationale Funktion f ∈ M(X) offensichtlich einen größten re-
gulären Repräsentanten (U, fmax) mit U ⊂◦ X offen dicht und fmax ∈ O(U) in
dem Sinne, daß für jeden weiteren regulären Repräsentanten (U1, f1) gilt U1 ⊂ U
und f1 = fmax|U . Diese Menge U ⊂◦ X notieren wir auch D(f) und nennen sie
den Definitionsbereich von f . Statt fmax schreiben wir dann auch kurz f .

Beispiel 4.4.15 (Nennernullstellen als Definitionslücken). Sei X eine affine Va-
rietät X mit O(X) faktoriell. Schreiben wir f ∈ M(X)× als maximal gekürzten
Bruch f = p/q mit p, q ∈ O(X) und p, q ̸= 0, so ist der Definitionsbereich von f
gegeben durch

D(f) = X\Z(q)

4.4.16. Gegeben Z ⊂∧ Y ⊂∧ X ein noetherscher topologischer Raum mit abge-
schlossenen Teilmengen derart, daß Z jede irreduzible Komponente von Y trifft,
liefert das Einschränken von Repräsentanten einen Ringhomomorphismus, das
Generisieren

Ens(X, k)Z → Ens(X, k)Y

Für eine affine Varietät induziert er einen Ringhomomorphismus auf den regulären
Funktionskeimen, von dem Sie zur Übung zeigen mögen, daß er stets eine Injek-
tion OX,Z ↪→ OX,Y ist. Zum Beispiel liefert das Generisieren für jede bepunktete
irreduzible affine Varietät (X, x) eine natürliche Einbettung

OX,x ↪→M(X)

und in diesem Fall kann der Definitionsbereich von f ∈M(X) auch beschrieben
werden als D(f) = {x ∈ X | f ∈ OX,x}.

Satz 4.4.17 (Lokalisierung nach einem Element im geometrischen Fall). Sei-
en X eine affine Varietät, f ∈ O(X) eine reguläre Funktion auf X und Xf die
Nichtnullstellenmenge von f . So ist der von der universellen Eigenschaft der Lo-
kalisierung herkommende Homomorphismus ein Isomorphismus

O(X)f
∼→ O(Xf )

zwischen der Lokalisierung des Rings der regulären Funktionen auf X an f und
dem Ring der regulären Funktionen auf Xf .
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Beweis. Die Injektivität ist schnell gezeigt: Geht g/fn nach Null, so verschwindet
g auf Xf , folglich ist gf die Nullfunktion auf ganz X und wir folgern g/fn =
gf/fn+1 = 0 in O(X)f . Die Surjektivität ist eh klar.

Proposition* 4.4.18 (Lokale Surjektivität von Komorphismen). Sei ein Mor-
phismus von affinen Varietäten φ : X → Y gegeben und sei x ∈ X ein Punkt
mit Bild φ(x) = y. Induziert unser Morphismus eine Surjektion OY,y ↠ OX,x

auf den jeweiligen lokalen Ringen, so gibt es reguläre Funktionen u ∈ O(X) und
v ∈ O(Y ) mit u(x) ̸= 0 und v(y) ̸= 0 und φ(Xu) ⊂ Yv und der Eigenschaft, daß
φ eine Surjektion O(Yv) ↠ O(Xu) induziert.

Beweis. Seien f1, . . . , fn ∈ O(X) gegeben mit O(X) = k[f1, . . . , fn]. Bezeiche
f̄i ∈ OX,x die Bilder der fi. Es gibt nach Annahme h̄i ∈ OY,y mit h̄i 7→ f̄i. Dann
finden wir s ∈ O(Y ) mit s(y) ̸= 0 derart, daß alle h̄i von geeigneten hi ∈ O(Ys)
herkommen. Dann gibt es t ∈ O(X) mit t(x) ̸= 0 und φ(Xt) ⊂ Ys derart,
daß die hi ◦ φ auf Xt mit den Restriktionen der fi übereinstimmen. Nun gibt es
P ∈ k[T1, . . . , Tn] mit t = P (f1, . . . , fn) in O(X). In O(Xt) folgt t = r ◦ φ
für r = P (h1, . . . , hn) ∈ O(Ys). Mithin induziert die Restriktion eine Surjektion
O(Yrs) ↠ O(Xt).

Übungen

Übung 4.4.19. Gegeben ein Morphismus X → Y von affinen Varietäten und ein
Punkt x ∈ X mit x 7→ y gibt es genau einen RinghomomorphismusOY,y → OX,x,
der mit dem KomorphismusO(Y )→ O(X) und den üblichen Abbildungen in die
jeweilige Lokalisierung ein kommutatives Diagramm bildet.

4.5 Lokalisierung und Primideale
4.5.1. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge S ⊂ R und ein Ideal b ⊂ S−1R
nennen wir sein Urbild lok−1(b) ⊂ R das Zählerideal von b. Dies Zählerideal ist
dann ein Ideal von R.

Proposition 4.5.2 (Primideale in Lokalisierungen). Gegeben ein Kring R und
eine Teilmenge S ⊂ R liefert der Übergang zum Zählerideal eine Bijektion

Spec(S−1R)
∼→ {p ∈ SpecR | p ∩ S = ∅}

p 7→ lok−1(p)

zwischen der Menge der Primideale der Lokalisierung und der Menge derjenigen
Primideale des ursprünglichen Rings, die die Teilmenge S der zu invertierenden
Elemente nicht treffen. Die Umkehrabbildung ist die Abbildung q 7→ S−1q.
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Beispiel 4.5.3. Ist R = O(X) der Ring der regulären Funktionen auf einer affinen
Varietät X und besteht S aus einer einzigen Funktion f , so besagt diese Propo-
sition nach 4.2.8 anschaulich, daß das Herunterschneiden eine Bijektion liefert
zwischen abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von Xf und abgeschlossenen
irreduziblen Teilmengen von X , die nicht in Z(f) enthalten sind.

Beweis. Da alle Elemente aus S bei der Lokalisierung Einheiten werden, landet
das Zurückholen Spec(S−1R) → SpecR in der Menge der Primideale von R,
die S nicht treffen. Unsere Abbildung ist also sinnvoll definiert. Für jedes Ideal
b ⊂ S−1R gilt wie bereits erwähnt b = S−1(lok−1(b)). Wir müssen nur noch
zeigen, daß für jedes Primideal q ⊂ R, das S nicht trifft, seine Lokalisierung
S−1q ⊂ S−1R ein Primideal ist mit Zählerideal lok−1(S−1q) = q. Um zu sehen,
daß S−1q ⊂ S−1R ein Primideal ist, gehen wir aus von (a/s)(b/t) = (c/r) mit
c ∈ q. Das impliziert die Existenz von u ∈ |S⟩ mit urab = ustc. Nun gilt sicher
q ∩ S = ∅ ⇒ q ∩ |S⟩ = ∅, folglich impliziert urab ∈ q bereits a ∈ q oder
b ∈ q und S−1q ist in der Tat ein Primideal. Um schließlich einzusehen, daß q
das Zählerideal von S−1q ist, beachten wir, daß aus c/s = a/1 mit c ∈ q folgt
tc = tsa für ein t ∈ |S⟩ und wegen ts ̸∈ q folgt a ∈ q.

4.5.4 (Primspektrum eines Quotientenrings). Sei R ein Kring und I ⊂ R eine
Teilmenge und quot : R ↠ R/⟨I⟩ die Abbildung auf den Quotienten. So liefert
quot−1 eine Bijektion

Spec(R/⟨I⟩) ∼→ {p ∈ SpecR | p ⊃ I}
p 7→ quot−1(p)

zwischen der Menge der Primideale des Restklassenrings und der Menge derjeni-
gen Primideale des ursprünglichen Rings, die die Teilmenge der herausgeteilten
Elemente umfassen. Die Inverse dieser Bijektion ist die Abbildung q 7→ quot(q).
In der Tat induzieren diese Abbildungen sogar Bijektionen zwischen den entspre-
chenden Mengen beliebiger Ideale und wegen (R/⟨I⟩)/p ∼= R/ quot−1(p) ent-
sprechen sich darunter Ideale mit einem Integritätsbereich als Quotientenring alias
Primideale.

Definition 4.5.5. Die Menge aller nilpotenten Elemente eines Krings alias das
Radikal des Nullideals heißt das Nilradikal

√
0 unseres Krings.

Korollar 4.5.6 (Schnitt aller Primideale). Der Schnitt aller Primideale eines
Krings ist sein Nilradikal. Der Schnitt aller Primideale eines Krings, die ein ge-
gebenes Ideal umfassen, ist das Radikal des besagten Ideals.

Beweis. Sicher liegt jedes nilpotente Element in jedem Primideal. Ist umgekehrt
R unser Ring und f ∈ R nicht nilpotent, so ist nach 4.3.49 die Lokalisierung
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R[f−1] nicht der Nullring und besitzt folglich mindestens ein Primideal, ja sogar
mindestens ein maximales Ideal. Das Urbild dieses Ideals in R ist dann das ge-
suchte Primideal, das f nicht enthält. Ist I ⊂ R ein beliebiges Ideal, so wende
man die bereits bewiesene Aussage auf den Quotientenring R/I an und beachte
die Beschreibung 4.5.4 von Primidealen in Quotientenringen.

4.5.7. Anders als bei „maximalen Idealen“, worunter man ja stets „maximale Ele-
mente in der Menge aller vom ganzen Ring verschiedenen Ideal“ versteht, versteht
man unter einem minimalen Primideal schlicht ein Primideal, das eben minimal
ist in der durch Inklusion teilgeordneten Menge aller Primideale. Ein kommu-
tativer Integritätsbereich hat insbesondere stets genau ein minimales Primideal,
nämlich das Nullideal.

Beispiel 4.5.8 (Minimale Primideale und irreduzible Komponenten). Gege-
ben eine affine Varietät X sind die minimalen Primideale von O(X) gerade die
Verschwindungsideale der irreduziblen Komponenten von X .

4.5.9 (Existenz minimaler Primideale). Jedes Primideal eines Krings umfaßt
ein minimales Primideal. In der Tat ist ein Schnitt einer Kette von Primidealen
offensichtlich auch selbst prim, denn läge ein Produkt ab in allen geschnittenen
Primidealen und läge a nicht in jedem von ihnen, so müßte b in jedem von ihnen
liegen. Unsere Behauptung folgt so aus dem Zorn’schen Lemma. Da das Nilradi-
kal eines Krings nach 4.5.6 der Schnitt aller Primideale ist, muß es damit auch der
Schnitt aller minimalen Primideale sein.

Korollar 4.5.10 (Minimale Primideale und nichtkürzbare Elemente). 1. In
einem beliebigen Kring besteht jedes minimale Primideal aus nichtkürzba-
ren Elementen;

2. In einem nilpotentfreien Kring ist die Vereinigung der minimalen Primidea-
le die Menge der nichtkürzbaren Elemente.

4.5.11. Wir diskutieren kurz den geometrischen Fall. Ist X eine affine Varietät, so
gehört offensichtlich eine reguläre Funktion zu einem minimalen Primideal von
O(X) genau dann, wenn sie auf einer irreduziblen Komponente von X identisch
verschwindet, und genau dann ist sie andererseits auch nicht kürzbar.

Beweis. Lokalisieren wir unseren Kring R an unserem minimalen Primideal p zu
Rp, so erhalten wir nach der Beschreibung des Primspektrums von Lokalisierun-
gen 4.5.4 einen Kring mit genau einem Primideal pp. Gegeben f ∈ R kürzbar mit
f ∈ p wäre sein Bild (f/1) ∈ Rp nach der Exaktheit der Lokalisierung 4.3.11
auch kürzbar mit (f/1) ∈ pp. Aus Rp ̸= 0 folgte Rp[(f/1)

−1] ̸= 0. Dann aber
gäbe es aber in Rp[(f/1)

−1] ein Primideal und in Rp ein von p verschiedenes
Primideal im Widerspruch zu unseren Annahmen. Das zeigt Teil 1. Umgekehrt ist
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nach 4.5.9 der Schnitt aller minimalen Primideale das Nilradikal. Ist unser Kring
R nilpotentfrei, so liefert die Diagonale mithin eine Einbettung von R in ein Pro-
dukt von Integritätsbereichen

R ↪→
∏

p minimal

R/p

Jedes nichtkürzbare Element vonRmuß dabei auf ein nichtkürzbares Element des
Produkts abgebildet werden und folglich bereits in einem der minimalen Prim-
ideale liegen.

4.5.12. Gegeben ein Kring R betrachten wir die Teilmenge von R× SpecR aller
Paare (r, p) mit r ∈ p. Das ist eine Inzidenzstruktur im Sinne von 1.1.12 und
liefert so Konstruktionen mit analogen Eigenschaften zu unseren Konstruktionen
Z und I aus 1.1.15, die wir hierA und S notieren und im folgenden ausführlicher
diskutieren.

Definition 4.5.13. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge I ⊂ R bezeichnen
wir mit A(I) die Menge aller Primideale von R, die I umfassen, in Formeln

A(I) := {p ∈ SpecR | p ⊃ I} = {p ∈ SpecR | r ∈ p ∀r ∈ I}

Definition 4.5.14. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge X ⊂ SpecR be-
zeichnen wir mit S(X) den Schnitt aller Primideale aus X , in Formeln

S(X) :=
⋂
p∈X

p = {r ∈ R | r ∈ p ∀p ∈ X}

4.5.15. Diese Konstruktionen A und S erfüllen ähnliche Formeln wie die analo-
gen Konstruktionen Z und I aus 1.1.15 und 1.1.11, was nun genauer ausgeführt
werden soll. Sei R ein Kring. Offensichtlich gilt für ein beliebiges System J von
Teilmengen von R die Identität

⋂
J∈J A(J) = A

(⋃
J∈J J

)
und insbesondere

auch
I ⊂ J ⇒ A(I) ⊃ A(J)

Ebenso offensichtlich gilt für ein beliebiges System X von Teilmengen des Prim-
spektrums SpecR die Identität S

(⋃
X∈X X

)
=
⋂

X∈X S(X) und insbesondere
auch

Y ⊂ X ⇒ S(Y ) ⊃ S(X)

Des weiteren gilt sicher J ⊂ S(A(J)) für jede Teilmenge J ⊂ R und umgekehrt
X ⊂ A(S(X)) für jede Teilmenge X ⊂ SpecR. Es folgt S(X) = S(A(S(X)))
für jede Teilmenge X ⊂ SpecR, indem wir einerseits S auf X ⊂ A(S(X))
anwenden und andererseits J ⊂ S(A(J)) auf J = S(X). Ebenso folgt für jede
Teilmenge J ⊂ R die Identität A(J) = A(S(A(J))).
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4.5.16. Man zeigt ohne Schwierigkeiten, daß die Mengen A(I) für I ⊂ R die
abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf dem Spektrum von R bilden. Sie
heißt die Zariskitopologie auf SpecR. Insbesondere gilt für jede abgeschlossene
Teilmenge X ⊂ SpecR die Identität X = A(S(X)), die offensichtlich auch
umgekehrt abgeschlossene Teilmengen charakterisiert.
4.5.17 (Abgeschlossene Mengen und Radikalideale, Variante). Für jede Teil-
menge I eines Krings R ist nach 4.5.6 unser S(A(I)) das Radikal des von I
erzeugten Ideals, in Formeln S(A(I)) =

√
⟨I⟩. Umgekehrt ist nach den Defini-

tionen für jede Teilmenge X ⊂ SpecR unser A(S(X)) der Abschluß von X in
der Zariskitopologie, in Formeln A(S(X)) = X̄ . Insbesondere liefern A und S
ähnlich wie in 1.7.16 zueinander inverse Bijektionen

A :

{
Radikalideale

I ⊂ R

}
∼→
{

Abgeschlossene Teilmengen
Y ⊂∧ SpecR

}
4.5.18. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge I ⊂ R liefert das Bilden des
Urbilds unter der kanonischen Projektion auf den Restklassenring nach 4.5.4 eine
Bijektion

Spec(R/⟨I⟩) ∼→ A(I)
zwischen der Menge aller Primideale des Quotientenrings R/⟨I⟩ von R nach dem
von I erzeugten Ideal und der Menge aller Primideale von R, die I umfassen.
4.5.19. IstR = O(X) der Ring der regulären Funktionen auf einer affinen Varietät
X , so hatten wir für I ⊂ O(X) in 3.4.3 die Nullstellenmenge Z(I) ⊂ X erklärt.
Unter der Komposition

X
∼→ MaxO(X) ⊂ SpecO(X)

ist nun unser Z(I) genau das Urbild in X von A(I). Besagte Komposition ist
folglich eine topologische Einbettung [TM] 1.1.6.10 für die jeweiligen Zariskito-
pologien.

Proposition 4.5.20 (Primideale und irreduzible Mengen, Variante). Für jeden
Kring R liefert die Abbildung p 7→ A(p) eine Bijektion

SpecR
∼→ {Y ⊂∧ SpecR | Y irreduzibel }

4.5.21. Man kann A(p) auch als den Abschluß des Punktes p in Bezug auf die
Zariskitopologie interpretieren, so daß unsere Abbildung jedem Punkt seinen Ab-
schluß zuordnet. Das Spektrum eines Krings ist also ein topologischer Raum X
mit der Eigenschaft, daß x 7→ x̄ eine Bijektion

X
∼→ {Y ⊂∧ X | Y irreduzibel }

induziert. Gegeben eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y ⊂∧ SpecR heißt
der Punkt x ∈ Y mit x̄ = Y der generische Punkt von Y .
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Beweis. Daß der Abschluß eines Punktes irreduzibel sein muß, gilt sogar in einem
beliebigen topologischen Raum. Unsere Abbildungsvorschrift ist mithin sinnvoll.
Gegeben Y ⊂∧ SpecR gibt es per definitionem eine Teilmenge I ⊂ R mit Y =
A(I). Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, I sei ein Ra-
dikalideal, denn alle Primideale, die I umfassen, umfassen auch das Radikal des
von I erzeugten Ideals. Ich zeige nun, daß für Y irreduzibel unser I ein Prim-
ideal sein muß. Ist in der Tat I kein Primideal, so gibt es a, b ̸∈ I mit ab ∈ I .
Nach 4.5.6 gibt es ein Primideal über I , das a nicht enthält, und ebenso ein
Primideal über I , das b nicht enthält. Folglich haben wir A(a) ̸⊃ A(I) und
A(b) ̸⊃ A(I). Jedes Primideal, das ab enthält, muß jedoch a oder b enthalten,
folglich gilt A(a) ∪ A(b) ⊃ A(I) und A(I) war nicht irreduzibel. Ist also Y ir-
reduzibel und I das Radikalideal mit Y = A(I), so ist I prim und wir schreiben
hinfort I = p. Bezeichnen wir mit x den durch p gegebenen Punkt von SpecR,
so gilt x̄ = A(p) = Y . Das zeigt die Surjektivität unserer Abbildung. Zur Injek-
tivität bemerken wir, daß y ∈ x̄ gleichbedeutend ist zur Inklusion py ⊃ px der
zugehörigen Primideale, wir können also p aus Y zurückgewinnen als den Schnitt
aller Primideale py mit y ∈ Y .

Korollar 4.5.22. Genau dann ist das Primspektrum eines Krings irreduzibel,
wenn sein Nilradikal ein Primideal ist.

Beweis. Genau dann ist nach dem vorhergehenden das Primspektrum irreduzibel,
wenn es genau ein minimales Primideal gibt. Da nach 4.5.6 der Schnitt aller Prim-
ideale stets das Nilradikal ist, ist das gleichbedeutend dazu, daß das Nilradikal ein
Primideal ist.

4.5.23. Ich will kurz auf die Beziehung der Proposition 4.5.20 zu ihrem geometri-
schen Analogon 4.2.8 eingehen. Ist ein Kring R ringendlich über einem Körper,
so können wir obige Bijektion ergänzen zu einer Sequenz von Bijektionen

SpecR
∼→ {Y ⊂∧ SpecR | Y irreduzibel} ∼→ {Z ⊂∧ MaxR | Z irreduzibel}

Hier erhält MaxR die von SpecR induzierte Topologie und die rechte Abbildung
ist das Schneiden mit MaxR. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Körper undX
eine affine k-Varietät, so können wir diese Bijektion verlängern wir durch die von
unserem Homöomorpismus MaxO(X)

∼→ X auf irreduziblen abgeschlossenen
Teilmengen induzierte Bijektion zu einer Bijektion

SpecO(X)
∼→ {Z ⊂∧ MaxO(X) | Z irreduzibel} ∼→ {Y ⊂∧ X | Y irreduzibel}

Sie ist die Inverse der in 4.2.8 diskutierten Bijektion

{Y ⊂∧ X | Y irreduzibel} ∼→ SpecO(X)
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Korollar 4.5.24 (Minimale Primideale in noetherschen Kringen). In einem
noetherschen Kring gibt es nur endlich viele minimale Primideale.

Beweis. Gegeben ein noetherscher Kring ist sein Spektrum ein noetherscher to-
pologischer Raum und ist nach 4.1.12 folglich die Vereinigung von endlich vielen
irreduziblen Komponenten. Die nach 4.5.21 zu diesen Komponenten gehörenden
Primideale sind dann die fraglichen minimalen Primideale.

Korollar 4.5.25 (Endliche Produkte von Integritätsbereichen). Genau dann ist
ein Kring ein endliches Produkt von Integritätsbereichen, wenn seine Lokalisie-
rung nach jedem maximalen Ideal ein Integritätsbereich ist und er nur endlich
viele minimale Primideale hat.

Beweis. Daß ein endliches Produkt von Integritätsbereichen diese Eigenschaften
hat, ist klar. Für die andere Implikation bemerken wir zunächst, daß nach dem
lokal-global-Prinzip 4.3.27 unser Kring keine von Null verschiedenen nilpotenten
Elemente haben kann. Der Schnitt der minimalen Primideale ist also Null nach
4.5.9. Damit reicht es nach dem chinesischen Restsatz [AL] 6.2.3.4 zu zeigen,
daß für je zwei minimale Primideale p ̸= q gilt 1 ∈ p + q. Andernfalls gäbe es
aber ein maximales Ideal m ⊃ p + q und die Lokalisierung unseres Krings an m
hätte zwei verschiedene minimale Primideale und könnte kein Integritätsbereich
sein.

Übungen

Übung 4.5.26. Seien X eine affine Varietät und x ∈ X ein Punkt. Man zeige, daß
die lokale Krulldimension vonX bei x übereinstimmt mit der Krulldimension des
lokalen Ringes, in Formeln kdimxX = kdimOX,x.
Übung 4.5.27. Gegeben ein Kring R bilden die offenen Teilmengen U(f) :=
{p ∈ SpecR | f ̸∈ p} für f ∈ R eine Basis der Zariskitopologie auf SpecR. Wir
nennen sie die Standardbasis.
Ergänzende Übung 4.5.28. Für jeden Kringhomomorphismus R → S ist die in-
duzierte Abbildung SpecS → SpecR stetig für die Zariskitopologie. Ist unser
Kringhomomorphismus injektiv, so hat die induzierte Abbildung dichtes Bild.
Übung 4.5.29. Hinweis: 4.5.24 und 4.5.6. Gegeben ein noetherscher Kring mit
einem Ideal I besitzt die Menge aller Primideale von R über I endlich viele mini-
male Elemente P1, . . . , Pn und deren Schnitt ist das Radikal von besagtem Ideal,
in Formeln √

I = P1 ∩ . . . ∩ Pn

Übung 4.5.30. Sind in einem Kring endlich viele Primideale gegeben, deren Schnitt
aus nilpotenten Elementen besteht, so umfaßt jedes Primideale unseres Krings ei-
nes dieser endlich vielen Primideale.
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Übung 4.5.31. Gegeben ein Modul M über einem Kring R und ein Element
m ∈ M setzen wir supp(m) := A(AnnR(m)) und nennen diese abgeschlossene
Teilmenge von Spec(R) den Träger von m. Die Vereinigung

supp(M) :=
⋃

m∈M

supp(m)

heißt der Träger von M und braucht nicht abgeschlossen zu sein. Man zeige, daß
der C[X]-Modul M := C[X,X−1]/C[X] einpunktigen Träger hat, bestehend aus
dem einzigen Primideal ⟨X⟩, wohingegen sein Annullator das Nullideal ist. Ist
aber M endlich erzeugt, sagen wir von m1, . . . ,mr, so gilt

supp(M) =
n⋃

i=1

supp(mi) = A(AnnM)

Übung 4.5.32 (Träger und Lokalisierung). Gegeben ein Modul M über einem
Kring R und ein Element m ∈M und p ∈ SpecR zeige man, daß das Bild von m
in der Lokalisierung Mp genau dann verschwindet, wenn gilt p ̸⊃ AnnR(m) alias
p ̸∈ supp(m) in der Notation aus 4.5.31.
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5 Ganze Kringerweiterungen und Dimension

5.1 Ganze Kringerweiterungen
5.1.1. Ich beginne mit einigen Erinnerungen. Sei A ⊂ B eine Kringerweiterung.
Ein Element b ∈ B heißt wie in 1.6.2 ganz über A, wenn es Nullstelle eines
normierten Polynoms mit Koeffizienten in A ist, wenn es also n ≥ 1 und ai ∈ A
gibt mit

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0

Definition 5.1.2. Eine Kringerweiterung A ⊂ B heißt ganz, wenn jedes Element
b ∈ B ganz ist über A. Einen Kringhomomorphismus φ : A → B nennen wir
ganz, wenn φ(A) ⊂ B eine ganze Kringerweiterung ist.

Beispiel 5.1.3. Die Kringerweiterung R[T ] ⊂ R[T, T−1] ist, wie bereits in 1.6.4
besprochen, nicht ganz für jeden von Null verschiedenen Kring R.

5.1.4 (Ganz bleibt ganz unter Quotienten und Lokalisierungen). Ist A ⊂ B
eine ganze Kringerweiterung und I ⊂ B ein Ideal, so ist auch (A/A ∩ I) ⊂ B/I
eine ganze Kringerweiterung. IstA ⊂ B eine ganze Kringerweiterung und T ⊂ A
eine Teilmenge, so ist auch T−1A ⊂ T−1B eine ganze Kringerweiterung.

Satz 5.1.5 (Charakterisierungen ganzer ringendlicher Kringerweiterungen).
Gegeben eine Kringerweiterung A ⊂ B sind gleichbedeutend:

1. Der Ring B wird als Kringerweiterung von endlich vielen über A ganzen
Elementen erzeugt;

2. Unsere Kringerweiterung ist ganz und ringendlich;

3. Unsere Kringerweiterung ist modulendlich.

Beweis. 2⇒1 ist offensichtlich und 1⇒3 hatten Sie bereits als Übung 1.6.14 aus-
geführt. Wir müssen nur noch 3⇒2 zeigen. Seien dazu b1, . . . , bn Erzeuger des
A-Moduls B. Gegeben b ∈ B finden wir dann aij ∈ A mit

bbi = ai1b1 + . . .+ ainbn

was wir umschreiben können zur Matrixgleichung b 0
. . .

0 b


 b1

...
bn

 =

 a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


 b1

...
bn


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Ziehen wir nun beide Seiten voneinander ab und multiplizieren mit der adjungier-
ten Matrix [LA1] 6.4.6, so erkennen wir, daß für P das charakteristische Poly-
nom der Matrix der (aij) gilt P (b)b1 = . . . = P (b)bn = 0. Das hinwiederum
zeigt P (b) = 0, denn wir können ja die Eins von B als Linearkombination der bi
schreiben.

Ergänzung 5.1.6. Ein Modul über einem Ring heißt treu, wenn nur die Multi-
plikation mit dem Nullelement des Rings darauf die Nullabbildung liefert. Der
vorhergehende Beweis zeigt allgemeiner: Ist A ⊂ B eine Kringerweiterung und
gibt es einen treuen B-Modul M , der endlich erzeugt ist als A-Modul, so ist B
ganz über A. Ist darüber hinaus a ⊂ A ein Ideal und gilt bM ⊂ aM für ein b ∈ B,
so erfüllt b sogar eine Ganzheitsgleichung der Gestalt bn+an−1b

n−1+. . .+a0 = 0
mit ai ∈ a. Das Argument bleibt dasselbe.

Die Erweiterung
k[X, Y ]/⟨Y 3 −X⟩ ⊃ k[X] ist ganz.

5.1.7 (Anschauung für ganze Kringerweiterungen). Um für den Begriff ei-
ner ganzen Kringerweiterung eine Anschauung zu entwickeln, betrachte man den
Fall, daß A = O(X) der Ring der regulären Funktionen auf einer affinen Va-
rietät X ist und daß B nilpotentfrei ist und als A-Ring erzeugt wird von einem
einzigen Element b. Ist f ∈ O(X)[T ] = O(X × k) ein normiertes Polynom mit
f(b) = 0, so ist B der Ring der polynomialen Funktionen auf einer abgeschlos-
senen Teilmenge des Nullstellengebildes Z(f) ⊂ X × k und unsere Inklusion
A ⊂ B entspricht geometrisch der durch das Weglassen der letzten Koordinate
definierten Abbildung. Die Faser über x ∈ X besteht also aus den Wurzeln des
Polynoms f(x, T ) ∈ k[T ] und daß unser Polynom f normiert sein soll, bedeutet
geometrisch, daß „an keiner Stelle x ∈ X eine dieser Wurzeln nach Unendlich
streben kann“.

5.1.8 (Ganzer Abschluß). Sei A ⊂ B eine Kringerweiterung. Sind Elemente
x1, . . . , xn ∈ B ganz über A, so ist A[x1, . . . , xn] nach 5.1.5 ganz über A. Ist
A ⊂ B eine Kringerweiterung, so bilden mithin alle über A ganzen Elemente von
B einen Teilring von B. Der Kring aller über A ganzen Elemente von B heißt der
ganze Abschluß von A in B.
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Die Erweiterung
k[X, Y ]/⟨(XY − 1)Y ⟩ ⊃ k[X] ist

nicht ganz. Formal zeigt das die
Surjektion

k[X, Y ]/⟨(XY − 1)Y ⟩↠
k[X, Y ]/⟨(XY − 1)⟩ ∼→ k[X,X−1]

zusammen mit Beispiel 5.1.3.

Beispiel 5.1.9. Nach [LA1] 5.3.44 ist Z sein eigener ganzer Abschluß in Q.

Beispiel 5.1.10. Der ganze Abschluß von Z in Q[
√
3] ist Z[

√
3]. In der Tat, mit

a + b
√
3 liegt auch a − b

√
3 im ganzen Abschluß, also 2a, woraus folgt 2a ∈ Z

und a2 − 3b2 ∈ Z, also 3(2b)2 ∈ Z, also 2b ∈ Z. Setzen wir 2a := α und 2b := β,
so folgt weiter α2 − 3β2 ∈ 4Z. Quadrate in Z/4Z sind aber nur 0 und 1, woraus
folgt α2, β2 ∈ 4Z und damit a, b ∈ Z.

5.1.11 (Transitivität der Ganzheit von Kringerweiterungen). Sind C ⊃ B ⊃
A Kringe und ist C ganz über B und B ganz über A, so ist auch C ganz über
A. Ist in der Tat c ∈ C gegeben, so existiert für c eine Ganzheitsgleichung cn +
bn−1c

n−1+ . . .+ b0 über B. Im Turm A[b0, . . . , bn−1, c] ⊃ A[b0, . . . , bn−1] ⊃ A ist
dann jede der beiden Ringerweiterungen modulendlich nach 5.1.5. Damit ist aber
nach 1.6.13 auch die gesamte Ringerweiterung modulendlich und nach 5.1.5 ist
folglich c ganz über A.

Lemma 5.1.12 (Sandwich-Lemma). Gegeben ein Sandwich B ⊃ A ⊃ k von
Kringen mit B modulendlich über A und B ringendlich über k und k noethersch
ist A ringendlich über k.

Bemerkung 5.1.13. Ein Spezialfall dieses Lemmas, für das die Theorie ganzer
Kringerweiterungen nicht in voller Stärke benötigt wird, bildet das Rückgrat des
in 1.6.10 gegebenen Beweises für den Hilbert’schen Nullstellensatz in seiner kör-
pertheoretischen Form. Wir werden das Sandwich-Lemma im weiteren Verlauf
insbesondere beim „Verkleben von Punkten“ 5.2.14 benötigen.

Beweis. Wir wählen ein endliches Erzeugendensystem b1, . . . , bn von B als A-
Modul, das gleichzeitig B als k-Kring erzeugt. Nach 5.1.5 finden wir für jedes
Element dieses Erzeugendensystems eine Ganzheitsgleichung überA. Bezeichnet
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K ⊂ A den von allen Koeffizienten dieser Gleichungen über k erzeugten Teilring,
so erhalten wir ein erweitertes Sandwich

B ⊃ A ⊃ K ⊃ k

mit B modulendlich über K und K ringendlich über k. Nach dem Hilbert’schen
Basissatz 1.5.11 ist K also noethersch und damit A modulendlich über K und
damit A ringendlich über k.

Beispiel 5.1.14 (Unterkringalgebren endlicher Kodimension). Ist k ein Körper
und B eine ringendliche k-Kringalgebra, so ist jede Unterringalgebra A ⊂ B
endlicher Kodimension auch ringendlich über k. Zum Beispiel ist A = {P |
P ′(0) = 0} = k + ⟨T 2⟩ ⊂ k[T ] der Ring der polynomialen Funktionen auf der
Neil’schen Parabel und A = {P | P (1) = P (−1)} = k + ⟨T 2 − 1⟩ ⊂ k[T ] der
Ring der polynomialen Funktionen auf der nodalen Kubik, vergleiche 3.2.8.

Übungen

Übung 5.1.15. Man zeige, daß der ganze Abschluß von C[X, Y ]/⟨X3 − Y 2⟩ in
seinem Quotientenkörper isomorph ist zum Polynomring C[T ].
Übung 5.1.16. Man berechne die ganzen Abschlüsse von Z[

√
3] und Z[

√
5] je-

weils in ihren Quotientenkörpern.

Ergänzende Übung 5.1.17. Ist A ⊂ B eine Kringerweiterung und B ein Integri-
tätsring und gibt es ein Ideal I ⊂ B mit B = A ⊕ I , so ist außer den Elementen
von A selbst kein Element von B ganz über A.

5.2 Going-Up
Satz 5.2.1 (Ganze Kringerweiterungen und Primideale). Gegeben eine ganze
Kringerweiterung A ⊂ B gilt:

1. Jedes Primideal von A ist der Schnitt mit A eines Primideals von B. Das
Herunterschneiden von Primidealen induziert also in Formeln eine Surjek-
tion SpecB ↠ SpecA;

2. Gegeben echt ineinander enthaltene Primideale q ⊊ p des großen Krings
B sind auch ihre Schnitte mit dem kleinen Kring verschieden, in Formeln

q ⊊ p⇒ (q ∩ A) ⊊ (p ∩ A)

3. Genau diejenigen Primideale von B sind maximal, deren Schnitt mit A ma-
ximal ist, in Formeln (∩A)−1(MaxA) = MaxB.
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5.2.2. Wir behaupten keineswegs, daß jedes minimale Primideal von B durch
Herunterschneiden ein minimales Primideal von A liefert. Das ist im allgemei-
nen auch gar nicht richtig. Betrachten wir etwa geometrisch die disjunkte Verei-
nigung eines Punktes mit einer Gerade X := k ⊔ {P} und einen Morphismus
φ : X → Y := k, unter dem die Gerade bijektiv auf sich selber geht und
der extra Punkt eben auf irgendeinen Punkt von Y . So ist der Komporphismus
φ♯ : O(Y ) ↪→ O(X) eine ganze Kringerweiterung und IX(P ) ⊂ O(X) ist ein
minimales Primideal, aber der Schnitt IX(P )∩O(Y ) = IY (φ(P )) ist keineswegs
ein minimales Primideal von O(Y ).

Beispiele 5.2.3. Ist A ⊂ B keine ganze Kringerweiterung, so muß das Herunter-
schneiden keine Surjektion auf den Primspektren liefern. Das einfachste Gegen-
beispiel ist Z ⊂ Q. Ein Gegenbeispiel im geometrischen Fall wäre die Erweite-
rung

k[X] ⊂ k[X, Y ]/⟨XY − 1⟩

Geometrisch entspricht sie der Projektion einer Hyperbel auf die x-Achse. Hier
liegt der Ursprung nicht im Bild. In algebraischer Sprache kann also das Primideal
⟨X⟩ nicht durch Herunterschneiden erhalten werden.

Lemma 5.2.4. Gegeben eine ganze Kringerweiterung zwischen Integritätsringen
ist der eine ein Körper genau dann, wenn der andere ein Körper ist.

5.2.5. Die Nullideale von Integritätsbereichen sind prim. Unser Lemma folgt leicht
aus dem Satz, der ja unter anderem besagt, daß das Nullideal von A maximal ist
genau dann, wenn das Nullideal von B maximal ist. Wir wollen aber umgekehrt
das Lemma zum Beweis des Satzes verwenden.

Beweis. Sei A ⊂ B unsere Kringerweiterung. Ist A ein Körper und b ∈ B gege-
ben, so finden wir eine Gleichung

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0

mit n ≥ 1 und ai ∈ A. Da B ein Integritätsring ist, dürfen wir im Fall b ̸= 0 sogar
a0 ̸= 0 annehmen. Bringen wir nun a0 auf die andere Seite, teilen durch (−a0)
und klammern b aus, so erhalten wir das Inverse zu b. Also ist mit A auch B ein
Körper. Ist umgekehrt B ein Körper, so besitzt jedes a ∈ A\0 ein Inverses b ∈ B,
und multiplizieren wir eine Gleichung für b wie oben mit an−1, so folgt b ∈ A.
Also ist mit B auch A ein Körper.

Beweis von Satz 5.2.1. 3. Gegeben p ⊂ B ein Primideal ist A/(A ∩ p) ⊂ B/p
eine ganze Erweiterung von Integritätskringen. Mit Lemma 5.2.4 finden wir dann

p ∈ MaxB ⇔ B/p Körper⇔ A/(A ∩ p) Körper⇔ (A ∩ p) ∈ MaxA
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1. Sei P ⊂ A ein Primideal. Wir lokalisieren am Komplement S := A\P von P
in A und erhalten ein kommutatives Diagramm

B → S−1B
∪ ∪
A → S−1A

Seine Vertikalen sind ganze Ringerweiterungen. Nun ist S−1P das einzige maxi-
male Ideal von S−1A und S−1B ist nicht der Nullring. Mithin besitzt S−1B maxi-
male Ideale und jedes maximale Ideal m ⊂ S−1B schneidet S−1A nach Aussage
3 im einzigen maximalen Ideal S−1P . Das Urbild von m in B ist also unser ge-
suchtes Primideal p ⊂ B mit p ∩ A = P .

2. Betrachten wir in A die multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S := A\p, so
ist S−1(A ∩ p) ein maximales Ideal in S−1A. In S−1B haben wir nach 4.5.4 je-
doch S−1q ⊊ S−1p. Folglich ist das Ideal S−1q nicht maximal in S−1B, folglich
ist S−1q ∩ S−1A = S−1(q ∩A) nicht maximal in S−1A nach Aussage 3, folglich
gilt q ∩ A ̸= p ∩ A.

Ergänzung 5.2.6 (Beweis ohne Zorn im modulendlichen Fall). Ist ganz allgemein
A ⊂ B eine ganze Kringerweiterung und a ⊊ A ein echtes Ideal, so ist auch
das Erzeugnis ⟨aB⟩ von a in B ein echtes Ideal. Das kann man aus 5.2.1 folgern,
da jedes echte Ideal zu einem maximalen Ideal vergrößert weden kann, aber wir
können es auch ohne Zorn zeigen. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen
wir unsere Kringerweiterung dabei modulendlich annehmen, denn läßt sich die
Eins von B als Linearkombination von Elementen von a darstellen, so auch schon
die Eins des von den Koeffizienten über A erzeugten Teilrings. Ist b1, . . . , bn ein
Erzeugendensystem des A-Moduls B, so folgt aus ⟨aB⟩ = B die Existenz von
Gleichungen

b1 = a11b1 + . . .+ a1nbn
...

...
bn = an1b1 + . . .+ annbn

mit aij ∈ a oder in Matrixschreibweise b⃗ = A⃗b alias (A− I )⃗b = 0⃗. Multiplizieren
wir mit der adjungierten Matrix, so folgt erst det(A−I) = 0 und durch Auswerten
der Determinante dann 1 ∈ a alias a = A. Um nun auch 5.2.1 im modulendlichen
Fall ohne Zorn zu zeigen, bemerken wir, daß das einzige maximale Ideal a =
S−1P von S−1A nach unserer Vorüberlegung ein echtes Ideal in S−1B erzeugt.
Teilen wir diese Ideale weg, so erhalten wir eine modulendliche Kringerweiterung
eines Körpers. Darin gibt es offensichtlich ein maximales Ideal, und dessen Urbild
ist notwendig ein maximales Ideal in S−1B. Nun kann der Beweis so weiterlaufen
wie zuvor.
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Korollar 5.2.7 (Going-up). Gegeben A ⊂ B eine ganze Kringerweiterung und
b ⊂ B ein Ideal gibt es für jedes Primideal P von A mit b∩A ⊂ P ein Primideal
p von B mit b ⊂ p und p ∩ A = P .

5.2.8. Im Diagramm mit einer ganzen Kringerweiterung in der rechten Vertikalen

b ⊂ p ⊂ B7→

∩A

7→

∩A ∪
b ∩ A ⊂ P ⊂ A

sind also das Ideal b und das Primideal P mit den dargestellten Inklusionsrelatio-
nen vorgegeben und die Existenz des eingekastelten Primideals p wird behauptet.
Sind allgemeiner in einem Diagramm mit unserer ganzen Kringerweiterung in der
rechten Vertikalen

p0 ⊂ p1 ⊂ p2 ⊂ . . . ⊂ pr ⊂ B

7→

∩A
7→

∩A

7→

∩A

7→

∩A ∪
P0 ⊂ P1 ⊂ P2 ⊂ . . . ⊂ Pr ⊂ A

die nicht eingekastelten Primideale mit vorgegeben, so können wir also induk-
tiv der Reihe nach die mehr und mehr eingekastelten Primideale finden. Daher
rührt die Bezeichnung als „Going-Up“. Das analoge „Going-down-Theorem“, bei
dem man stattdessen absteigende Primidealketten in A betrachtet, gilt nur unter
wesentlich stärkeren Voraussetzungen, vergleiche 5.7.1. Es mag merkwürdig wir-
ken, daß hier die „kleinen“ Primideale mit großen Buchstaben bezeichnet werden
und die „großen“ Primideale mit kleinen Buchstaben. Das gefiel mir nur deshalb
besser, weil so die meisten explizit notierten Primideale, wie es sich gehört, durch
kleine Buchstaben in Fraktur notiert werden.

Beweis. Wir gehen zur ganzen Kringerweiterung A/(b ∩ A) ⊂ B/b über und
erinnern, daß nach 5.2.1 für jede ganze Kringerweiterung das Herunterschneiden
eine Surjektion zwischen den Primspektren der jeweiligen Ringe induziert.

Ergänzung 5.2.9. Dieser Satz wurde zuerst von Wolfgang Krull für Integritäts-
kringe bewiesen. Irvin Cohen und Abraham Seidenberg verallgemeinerten ihn
dann auf den Fall beliebiger Kringe und vereinfachten gleichzeitig den Beweis.
Wolfgang Krull begann sein Studium in Freiburg und kam auch zur Promotion
wieder nach Freiburg, wo er zwei Jahre als außerordentlicher Professor tätig war.

5.2.10 (Geometrie ganzer Kringerweiterungen). Eine Abbildung von topologi-
schen Räumen heißt abgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen Teil-
mengen wieder abgeschlossen ist. Going-up 5.2.7 bedeutet unter anderem, daß
jede ganze Kringerweiterung A ⊂ B eine abgeschlossene Surjektion SpecB ↠
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SpecA zwischen den Spektren der beteiligten Ringe induziert, die wir uns da-
für mit ihrer Zariskitopologie aus 4.5.16 versehen denken, und ebenso eine abge-
schlossene Surjektion MaxB ↠ MaxA für die jeweiligen Spurtopologien. Für
einen Morphismus φ : X → Y von affinen Varietäten mit einer ganzen Kringer-
weiterung als Komorphismus ist speziell φ : X → Y eine abgeschlossene Surjek-
tion. Mit 4.2.32 können wir weiter übersetzen und erhalten, daß jede irreduzible
abgeschlossene Teilmenge Z ⊂∧ Y das Bild Z = φ(Z̃) einer irreduziblen abge-
schlossenen Teilmenge Z̃ ⊂∧ X ist, daß die induzierte Abbildung Z̃ → Z auch
wieder einen ganzen Komorphismus hat, und daß für Z̃2 ⊊ Z̃1 echt ineinander
enthaltene irreduzible abgeschlossene Teilmengen von X gilt φ(Z̃2) ⊊ φ(Z̃1).

Satz 5.2.11 (Ganze Kringerweiterungen und Krulldimension). Ist A ⊂ B ei-
ne ganze Kringerweiterung, so haben beide Kringe dieselbe Krulldimension, in
Formeln

kdimA = kdimB

Beweis. Nach 5.2.1.2 liefert jede echt aufsteigende Primidealkette von B durch
Herunterschneiden eine echt aufsteigende Primidealkette von A. Nach Going-up
5.2.7 läßt sich umgekehrt jede echt aufsteigende Primidealkette von A induktiv zu
einer echt aufsteigenden Primidealkette von B hochheben.

Satz 5.2.12 (Endlichkeitskriterium für die Fasern eines Morphismus). IstA ⊂
B eine ganze Kringerweiterung und B noethersch, so hat SpecB ↠ SpecA
endliche Fasern, als da heißt, das Urbild jedes Elements ist endlich.

5.2.13. Einen geometrischen Spezialfall haben wir schon in 3.4.18 gesehen. Ein
Gegenbeispiel für nicht noetherschesB erhält man, indem man fürA einen Körper
und für B ein unendliches Produkt von Kopien von A nimmt. Ein Gegenbeispiel
mit einem Integritätsring B erhält man, indem man von A = C[X] ausgeht und
als B den ganzen Abschluß von A in einem algebraischen Abschluß von C(X)
nimmt: Die Fasern sind dann nach ?? die Galoisbahnen, und man kann sich über-
legen, daß in diesem Fall alle Galoisbahnen von maximalen Idealen unendlich
sind.

Beweis. Gegeben P ∈ SpecA ist
√
⟨PB⟩ =

⋂n
i=1 pi nach 4.5.29 der Schnitt der

endlich vielen minimalen Primideale pi ∈ SpecB, die ⟨PB⟩ enthalten. Sei nun
q ∈ SpecB mit q ∩ A = P . So folgt q ⊃

√
⟨PB⟩, also q ⊃ pi für ein i, also

q = pi für ein i, denn nach Going-up 5.2.7 haben wir

q ⊋ pi ⇒ q ∩ A ⊋ pi ∩ A ⊃ P

Proposition 5.2.14 (Verkleben von Punkten in affinen Varietäten). Seien X
eine affine k-Varietät über k = k̄ und φ : X ↠ Y eine surjektive Abbildung von
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X auf eine Menge Y , bei der alle Fasern endlich und fast alle Fasern einelementig
sind. So ist Y mit O(Y ) := {f : Y → k | f ◦ φ ∈ O(X)} als regulären
Funktionen auch eine affine Varietät.

Beweis. Offensichtlich brauchen wir nur den Fall zu betrachten, daß es genau
zwei Punkte p, q ∈ X gibt mit p ̸= q aber φ(p) = φ(q). In O(X) hat der
Teilring {f ∈ O(X) | f(p) = f(q)} dann endliche Kodimension, folglich
ist O(X) modulendlich über O(Y ). Damit ist einerseits nach dem Sandwich-
Lemma 5.1.12 unser O(Y ) ringendlich über k und andererseits ist O(X) ganz
über O(Y ). Nach unseren allgemeinen Erkenntnissen 5.2.3 über ganze Kringer-
weiterungen liefert also der Homomorphismus O(Y ) ↪→ O(X) eine Surjektion
π : MaxO(X) ↠ MaxO(Y ). Daß hier die Faser über π(p) = π(q) genau aus
den beiden Elementen p und q besteht und daß alle anderen Fasern einelementig
sind, ist leicht zu sehen: Zu je zwei verschiedenen Punkten x, y ∈ X\{p, q} gibt
es ja eine reguläre Funktion mit f(x) = 1 und f(y) = f(p) = f(q) = 0. Folglich
erhalten wir eine Bijektion Y ∼→ MaxO(Y ) durch y 7→ ker δy und die geringte
Menge (Y,O(Y )) ist in der Tat eine affine Varietät.

Beispiel 5.2.15. Verkleben wir drei Geraden in einem Punkt, so erhalten wir eine
affine Varietät. Sie ist isomorph zur affinen Varietät der drei Koordinatenachsen im
Raum und besitzt einen bijektiven Morphismus zur Vereinigung von drei paarwei-
se verschiedenen Ursprungsgeraden in der Ebene, der hinwiederum jedoch kein
Isomorphismus ist.

Übungen

Übung 5.2.16. Zeigen Sie die letzte Behauptung aus 3.2.8, daß sich für k = k̄ ein
algebraisch abgeschlossener Körper jede Lösung der Gleichung x3 + x2 = y2 in
der Form (x, y) = (t2 − 1, t(t2 − 1)) mit t ∈ k schreiben läßt.

Übung 5.2.17 (Nodale Kubik als Verklebung). Wir erhalten die nodale Kubik,
wenn wir zwei verschiedene Punkte der affinen Gerade miteinander verkleben.

Übung 5.2.18. Seien A ⊂ B ⊂ C kommutative Integritätsringe und sei C ein
freier A-Modul von endlichem Rang r. Ist auch QuotC eine Körpererweiterung
von QuotB vom Rang r, so gilt A = B.

Übung 5.2.19 (Verklebungen eines Punktes mit sich selber). Gegeben eine be-
punktete affine k-Varietät (X, x) und ein Ideal b ⊂ O(X) mit Radikal

√
b = I(x)

ist der Teilring A := k+ b ⊂ O(X) auch affin und der der Inklusion A ↪→ O(X)
entsprechende Morphismus von affinen Varietäten X → Y := MaxA ist bijek-
tiv und ein Homöomorphismus und induziert Isomorphismen von Varietäten von
jeder Nichtnullstellenmenge, die den Punkt x vermeidet, auf ihr Bild.
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Beispiel 5.2.20 (Neil’sche Parabel als Verklebung). Ist etwa X = kn und b
ein Ideal der Kodimension zwei, so mag man es sich als Ideal der Funktionen
denken, die bei x verschwinden und bei denen auch die Richtungsableitung längs
einer vorgegebenen Gerade durch x bei x verschwindet. Unsere Konstruktion mag
man dann anschaulich verstehen als das „Verkleben von x mit einem in Richtung
unserer Gerade infinitesimal nahen benachbarten Punktes“. Verklebt man in dieser
Weise einen Punkt der Gerade mit einem infinitesimal nahen benachbarten Punkt,
so erhält man die Neil’sche Parabel.
Übung 5.2.21 (Eigenschaften von Morphismen mit ganzen Komorphismen).
Sei φ : X → Y ein Morphismus von affinen Varietäten. Ist der Komorphismus
ganz, so ist φ abgeschlossen mit endlichen Fasern und für jede irreduzible abge-
schlossene Teilmenge Z ⊂∧ X gilt

kdimZ = kdimφ(Z)

5.3 Noether-Normalisierung
5.3.1. Ich erinnere aus der Algebra [AL] 6.2.2.5 den Begriff der algebraischen
Unabhängigkeit. Gegeben Kringe A ⊂ B heißt eine Familie b1, . . . , bn von Ele-
menten vonB algebraisch unabhängig überA, wenn der Einsetzungshomomor-
phismus A[T1, . . . , Tn] → B mit Ti 7→ bi injektiv ist. Ich schreibe dann für sein
Bild auch A[′b1, . . . , bn] mit einem Freiheitsstrichlein an der eröffnenden Klam-
mer. Ist besagter Einsetzungshomomorphismus nicht injektiv, so heißt unsere Fa-
milie algebraisch abhängig über A.

Proposition 5.3.2 (Noether-Normalisierung von Hyperflächen). Gegeben ein
Körper k und ein nichtkonstantes Polynom f ∈ k[′X1, . . . , Xn]\k gibt es eine
Einbettung von k-Kringen k[′Y1, . . . , Yn−1] ↪→ k[′X1, . . . , Xn]/⟨f⟩, die eine gan-
ze Kringerweiterung ist.

5.3.3. Die Bezeichnung, die wir für diese Proposition gewählt haben, bezieht sich
auf den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Körpers k = k̄. Die Aussage zei-
gen wir jedoch für einen beliebigen Körper k.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall eines unendlichen Grundkörpers k und ha-
ben in Multiindexnotation f =

∑
cαX

α. Die von Null verschiedene homogene
Komponente von f von maximalem Grad liefert eine Funktion auf dem kn, die
im Fall eines unendlichen Grundkörpers k an mindestens einer Stelle (λ1, . . . λn)
nicht den Wert Null annimmt. Diese Stelle kann nicht der Ursprung sein, denn
nach unseren Annahmen hat unsere homogene Komponente positiven Grad und
verschwindet mithin am Ursprung. Machen wir eine lineare Koordinatentransfor-
mation und wählen in anderen Worten neue Erzeuger Y1, . . . , Yn als Linearkombi-
nationen der alten Erzeuger X1, . . . , Xn, so können wir mithin erreichen, daß die
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homogene Komponente von maximalem Grad bei (0, . . . , 0, 1) nicht verschwin-
det. Das bedeutet jedoch gerade, daß unser Polynom f in den neuen Variablen
ein skalares Vielfaches eines normierten Polynoms positiven Grades aus dem Po-
lynomring (k[′Y1, . . . , Yn−1])[Yn] ist, also eines normierten Polynoms positiven
Grades aus dem Polynomring mit Koeffizienten in k[′Y1, . . . , Yn−1]. Damit ist klar,
daß

k[′Y1, . . . , Yn−1]→ k[′X1, . . . , Xn]/⟨f⟩ = (k[′Y1, . . . , Yn−1])[Yn]/⟨f⟩

ein injektiver ganzer Kringhomomorphismus ist. Im Fall eines endlichen Grund-
körpers gelingt derselbe Trick, wenn man auch nichtlineare Variablentransforma-
tionen zuläßt. Sei etwa β maximal in der lexikographischen Ordnung mit cβ ̸= 0.
Wählen wir als neue Erzeuger Yi = Xi + Xri

n für i < n und Yn = Xn alias
Xi = Yi−Y ri

n für i < n undXn = Yn und suchen uns dafür ri mit der Eigenschaft,
daß gilt β1r1+β2r2+ . . .+βn−1rn−1+βn > α1r1+α2r2+ . . .+αn−1rn−1+αn

für alle Multiindizes α ̸= β mit cα ̸= 0, so wird wieder f bis auf einen Skalar ein
normiertes Polynom in (k[′Y1, . . . , Yn−1])[Yn] sein und wir können den Beweis in
derselben Weise beenden. Mögliche ri mag man finden, indem man sie induktiv
von oben alias mit rn−1 beginnend so wählt, daß für alle α mit cα ̸= 0, die sich
erst in der i-ten Stelle von β unterscheiden und für die wir folglich βi > αi ≥ 0
haben, gilt βiri + . . .+ βn−1rn−1 + βn > αiri + . . .+ αn−1rn−1 + αn.

Satz 5.3.4 (Krulldimension von Polynomringen). Gegeben ein Körper k ist die
Krulldimension des Polynomrings in n Variablen

kdim k[T1, . . . , Tn] = n

Für jedes nichtkonstante Polynom f ∈ kdim k[T1, . . . , Tn]\k ist weiter die Krull-
dimension des Quotienten

kdim k[T1, . . . , Tn]/⟨f⟩ = n− 1

5.3.5. Im geometrischen Fall eines algebraisch abgeschlossenen Körpers k = k̄
ist insbesondere die Krulldimension des kn genau n.

Beweis. Daß die Krulldimension von k[T1, . . . , Tn] mindestens n ist, scheint mir
offensichtlich. Die andere Abschätzung kdim k[T1, . . . , Tn] ≤ n zeigen wir durch
Induktion über n. Ist p minimal unter allen von Null verschiedenen Primidealen,
so ist es ein Hauptideal p = ⟨f⟩ erzeugt von einem irreduziblen Polynom f . Damit
erhalten wir

kdim(k[T1, . . . , Tn]/p) = kdim(k[T1, . . . , Tn]/⟨f⟩)
= kdim k[T1, . . . , Tn−1]
= n− 1
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nach der Normalisierung für Hyperflächen 5.3.2 und Satz 5.2.11 über die In-
varianz der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen. Die Behauptung
folgt.

Satz 5.3.6 (Noether-Normalisierung). Gegeben ein Körper k und ein von Null
verschiedener ringendlicher k-Kring A gibt es x1, . . . , xd ∈ A algebraisch unab-
hängig über k derart, daß A ganz ist über k[′x1, . . . , xd].

Illustration zu der verfeinerten
Noether-Normalisierung nach 5.3.8.
Wir finden für X ⊂∧ kn eine lineare

Surjektion kn ↠ kd derart, daß
X → kd eine ganze

Kringerweiterung als
Komorphismus hat.

5.3.7. Nach der Invarianz der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen
5.2.11 muß die Zahl der algebraisch unabhängigen Elemente d in diesem Satz
genau die Krulldimension von A sein.

5.3.8 (Verfeinerte Noether-Normalisierung im geometrischen Fall). Wird ein
von Null verschiedener k-Kring A erzeugt von einem k-Untervektorraum V und
ist k unendlich, so zeigen wir beim Beweis des Normalisierungslemmas sogar,
daß die x1, . . . , xd aus V gewählt werden können. Geometrisch bedeutet das,
daß wir im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Körpers k für jede Zariski-
abgeschlossene Teilmenge X ⊂∧ kn eine lineare Abbildung kn → kd finden
können derart, daß ihre Restriktion X → kd auf den regulären Funktionen ei-
ner ganzen Ringerweiterung O(kd) ↪→ O(X) entspricht. Hierbei muß natürlich
unsere lineare Abbildung notwendig eine Surjektion kn ↠ kd sein und im Fall
X ̸= kn gilt d < n.

Beweis. Induktion über die minimal mögliche Zahl von Erzeugern unserer k-
Algebra A. Brauchen wir gar keinen Erzeuger, so folgt aus unserer Annahme
A ̸= 0 bereits k = A und wir sind fertig mit d = 0. Sei sonst x1, . . . , xn ein
Erzeugendensystem mit so wenig Elementen wie möglich. Sind sie algebraisch
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unabhängig über k, so sind wir schon fertig. Sonst finden wir zwischen ihnen ei-
ne nichttriviale Relation f und erhalten mit der Normalisierung für Hyperflächen
5.3.2 Homomorphismen von k-Kringen

k[′Y1, . . . , Yn−1] ↪→ k[′X1, . . . , Xn]/⟨f⟩↠ A

derart, daß die erste Inklusion eine ganze Ringerweiterung ist. Das Bild dieser
Verknüpfung ist dann ein Teilring B ⊂ A derart, daß A ganz ist über B und daß
B über k bereits von n − 1 Elementen erzeugt wird. Induktion im Verein mit der
Transitivität der Ganzheit 5.1.11 beendet dann den Beweis.

5.3.9 (Alternativer Beweis des Nullstellensatzes). Der Noether’sche Normali-
sierungssatz 5.3.6 in Verbindung mit Theorem 5.2.1 eröffnet einen alternativen
Zugang zum Nullstellensatz, der mir besonders anschaulich scheint. Das einzige
Problem dabei ist, daß diese Anschaulichkeit erst über die Brücke 3.2.6 zwischen
Ringen und Räumen erreicht wird, die ihrerseits auf dem Nullstellensatz beruht.
Aber sei’s drum: Es gilt zu zeigen, daß für jedes maximale Ideal eines Polynom-
rings m ⊂ k[T1, . . . , Tn] über einem Körper k, den sich der Leser der besseren
Anschaulichkeit halber algebraisch abgeschlossen denken mag, die offensichtli-
che Abbildung eine algebraische Körpererweiterung

k ↪→ k[T1, . . . , Tn]/m

liefert. Nach dem Normalisierungssatz können wir x1, . . . , xd ∈ k[T1, . . . , Tn]/m
finden derart, daß x1, . . . , xd algebraisch unabhängig sind über k und daß der Rest-
klassenring k[T1, . . . , Tn]/m ganz ist über k[x1, . . . , xd]. Nach 5.2.4 ist dann auch
k[x1, . . . , xd] ein Körper. Das zeigt d = 0 und damit die Behauptung.

Korollar 5.3.10. Seien k ein Körper und A ⊂ B ringendliche Integritätskringe
über k. So gibt es ein Element t ∈ A\0 und über A algebraisch unabhängige
Elemente z1, . . . , zd ∈ B mit Bt ganz über At[

′z1, . . . , zd].

Beweis. Zunächst sei S := A\0. Sicher ist S−1B ringendlich über dem Körper
S−1A. Nach Noether’s Normalisierungslemma 5.3.6 finden wir z1, . . . , zd ∈ S−1B
mit S−1B ganz über S−1A[′z1, . . . , zd]. Durch Wegmultiplizieren der Nenner dür-
fen wir sogar z1, . . . , zd ∈ B annehmen. Nach Annahme können wir auch ein
endliches Erzeugendensystem der k-Ringalgebra B wählen. Jetzt betrachten wir
je eine Ganzheitsgleichung über S−1A[′z1, . . . , zd] für jeden dieser Erzeuger und
nehmen als t ∈ S einen Hauptnenner für alle diese Ausdrücke.

5.3.11 (Faktorisierungssatz). Im geometrischen Fall bedeutet das Korollar unter
Verwendung von 3.4.21, daß für jeden dominanten Morphismus φ : X → Y
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von irreduziblen affinen Varietäten ein t ∈ O(Y )\0 existiert derart, daß sich φ :
φ−1(Yt)→ Yt faktorisieren läßt als eine Komposition

φ−1(Yt)→ kd × Yt → Yt

mit einem ersten Morphismus, der einer ganzen Ringerweiterung entspricht und
insbesondere surjektiv ist mit endlichen Fasern, und der Projektion auf den hinte-
ren Faktor als zweitem Morphismus. Insbesondere nimmt eine reguläre Funktion
auf einer affinen Varietät entweder nur endlich viele Werte an oder aber alle Wer-
te mit höchstens endlich vielen Ausnahmen. Ich würde dafür gerne einen noch
einfacheren Beweis geben können.

Korollar 5.3.12 (Bilder von Morphismen von Varietäten). Gegeben ein Mor-
phismus φ : X → Y von affinen Varietäten umfaßt sein Bild stets eine offene
dichte Teilmenge vom Abschluß des Bildes, in Formeln

∃U ⊂ φ(X) mit U ⊂◦ φ(X) und Ū = φ(X).

Beweis. Wir dürfen annehmen, daß unser Morphismus dichtes Bild hat. Dann zer-
legen wir Y in irreduzible Komponenten und jede irreduzible Komponente von X
wird in eine von ihnen abgebildet. Dann gibt es sogar für jede irreduzible Kom-
ponente Yν ⊂∧ Y eine irreduzible Komponente von Xµ ⊂∧ X derart, daß das Bild
von Xµ in Yν enthalten ist und dicht liegt. Nach dem Faktorisierungssatz 5.3.11
umfaßt das Bild von Xµ dann sogar eine offene nichtleere Teilmenge von Yν . Das
Korollar folgt.

Ergänzung 5.3.13 (Satz von Chevalley). Diejenigen Teilmengen eines topologi-
schen Raums, die in der von den offenen Teilmengen erzeugten Mengenalgebra
liegen, heißen die konstruktiblen Teilmengen unseres topologischen Raums. In
anderen Worten sind die konstruktiblen Teilmengen eines topologischen Raums
genau alle endlichen Vereinigungen von lokal abgeschlossenen Teilmengen oder
mit [AN3] 15.1.2.33 auch alle endlichen disjunkten Vereinigungen von lokal ab-
geschlossenen Teilmengen. Der Satz von Chevalley besagt nun, daß das Bild einer
konstruktiblen Teilmenge einer Varietät unter einem Morphismus von Varietäten
stets konstruktibel ist. Man folgert das unschwer durch Induktion über die Di-
mension der Varietät, von der unser Morphismus ausgeht. Sicher reicht es, wenn
wir im Induktionsschritt im Fall eines dominanten Morphismus irreduzibler Va-
rietäten zeigen können, daß sein Bild konstruktibel ist. Dann ist aber nach 5.3.12
das Bild mindestens einer offenen dichten Teilmenge offen, mithin konstruktibel,
und das Bild ihres Komplements ist nach Induktionsannahme auch konstruktibel.
Umgekehrt zeigt man leicht, daß jede konstruktible Teilmenge eines noetherschen
topologischen Raums eine dichte offene Teilmenge ihres Abschlusses umfaßt. So
folgt umgekehrt 5.3.12 aus dem Satz von Chevalley.
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Übungen

Übung 5.3.14. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Körper k = k̄ und zwei
nichtleere algebraische Teilmengen X ⊂∧ kn und Y ⊂∧ km zeige man die Formel
kdim(X × Y ) = kdimX + kdimY . Hinweis: Noether-Normalisierung 5.3.6.
Übung 5.3.15 (Dimension von Bildern und Fasern). Gegeben ein Morphismus
von Varietäten φ : X → Y mit X irreduzibel zeige man, daß es eine offene dichte
Teilmenge V ⊂◦ φ(X) gibt derart, daß für alle y ∈ V gilt

kdim(X) = kdim(φ(X)) + kdim(φ−1(y))

Hinweis: Faktorisierungssatz und Eigenschaften von Morphismen mit ganzen Ko-
morphismen 5.2.21. Mehr über Bilder und Fasern von Morphismen wird im Zu-
sammenhang mit dem Krull’schen Hauptidealsatz in 5.10.11 und 5.15.5 erklärt.
Übung 5.3.16 (Überdeckung einer Varietät durch Untervarietäten). Eine irre-
duzible affine Varietät über einem überabzählbaren algebraisch abgeschlossenen
Körper k kann nicht durch abzählbar viele echte abgeschlossene Teilmengen über-
deckt werden. Hinweis: Mit dem Normalisierungssatz ziehe man sich auf den Fall
zurück, daß unsere Varietät der kn ist. Dann findet man eine Hyperebene, die in
keiner unserer Teilmengen enthalten ist, und argumentiert mit Induktion.

5.4 Transzendenzgrad
5.4.1. Ich erinnere an den Satz [AL] 6.3.11.3 über algebraische Körpererweiterun-
gen und insbesondere daran, daß für Körper M ⊃ L ⊃ K mit M/L algebraisch
und L/K algebraisch auch M/K algebraisch ist.

Definition 5.4.2. Sei K/k eine Körpererweiterung. Eine Teilmenge B ⊂ K heißt
algebraisch abhängig über k, wenn es paarweise verschiedene x1, . . . , xn ∈ B
und ein von Null verschiedenes Polynom P ∈ k[X1, . . . , Xn]\0 gibt derart, daß
gilt P (x1, . . . , xn) = 0. Andernfalls nennen wir unsere Teilmenge B algebraisch
unabhängig über k.

Definition 5.4.3. Sei K/k eine Körpererweiterung. Eine Teilmenge E ⊂ K
heißt ein System von Transzendenzerzeugern, wennK algebraisch ist über dem
von E erzeugten Teilkörper. Ein algebraisch unabhängiges System von Transzen-
denzerzeugern heißt eine Transzendenzbasis unserer Körpererweiterung.

Satz 5.4.4 (Extremalcharakterisierungen von Transzendenzbasen). Sei K/k
eine Körpererweiterung.

1. Ist A ⊂ K eine über k algebraisch unabhängige Teilmenge und ist E mi-
nimal unter allen Systemen von Transzendenzerzeugern unserer Körperer-
weiterung mit A ⊂ E, so ist E eine Transzendenzbasis;
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2. Ist E ⊂ K ein Systemen von Transzendenzerzeugern und A maximal unter
allen über k algebraisch unabhängigen Teilmengen von K mit A ⊂ E, so
ist A eine Transzendenzbasis.

5.4.5. Hier sind die Begriffe minimal und maximal in Bezug auf die Teilordnung
durch Inklusion zu verstehen.

Beweis. 1. Gegeben ein algebraisch abhängiges SystemE ⊃ A finden wir ein von
Null verschiedenes Polynom kleinstmöglichen Totalgrades, das auf einem Tupel
von paarweise verschiedenen Elementen aus E verschwindet. Da A algebraisch
unabhängig ist, muß die Variable zu mindestens einem Element von E\A in un-
serem Polynom auch wirklich mit positivem Exponenten in einem Monom mit
von Null verschiedenem Koeffizienten vorkommen. Fassen wir unseren Ausdruck
dann als Polynom in dieser Variable auf, so sind die Koeffizienten mit Ausnahme
des konstanten Terms alle von kleinerem Totalgrad und unser Polynom wird folg-
lich nicht das Nullpolynom, wenn wir in die anderen Variablen die jeweiligen Ele-
mente einsetzen. Also ist das in diese Variable einzusetzende Element algebraisch
über den anderen und E war kein minimales System von Transzendenzerzeugern
über A.

2. Wäre unsere algebraisch unabhängige Teilmenge A kein System von Transzen-
denzerzeugern, so fänden wir ein Element e ∈ E, daß über dem von unserer
Teilmenge erzeugten Teilkörper nicht algebraisch wäre. Das könnten wir zu un-
serer algebraisch unabhängigen Teilmenge hinzunehmen und das Resultat wäre
immer noch algebraisch unabhängig. Also wäre unsere algebraisch unabhängige
Teilmenge nicht maximal gewesen.

5.4.6 (Existenz einer Transzendenzbasis). Wir finden für jede Körpererweite-
rung mit dem Zorn’schen Lemma eine Transzendenzbasis als ein maximales alge-
braisch unabhängiges System, ja gegeben A ⊂ E eine algebraisch unabhängige
Teilmenge in einem System von Transzendenzerzeugern können wir stets eine
Transzendenzbasis B finden mit A ⊂ B ⊂ E.

Satz 5.4.7 (Austauschsatz). Gegeben K/k eine Körpererweiterung, E ⊂ K
ein System von Transzendenzerzeugern und A ⊂ K eine über k algebraisch
unabhängige Teilmenge gibt es eine Injektion φ : A ↪→ E derart, daß auch
(E\φ(A)) ∪ A ein System von Transzendenzerzeugern ist.

Beweis. Das folgt leicht induktiv aus dem Austauschlemma 5.4.8, das wir im An-
schluß beweisen. Es erlaubt uns nämlich, die Elemente von A der Reihe nach in
E hineinzutauschen. IstA unendlich, so verwendet man transfinite Induktion oder
argumentiert analog wie in [AL] 6.5.3.5 mit dem Zorn’schen Lemma.
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Lemma 5.4.8 (Austauschlemma). Sei K/k eine Körpererweiterung. Seien wei-
ter E ⊃ B ein System von Transzendenzerzeugern mit einer über k algebraisch
unabhängigen Teilmenge. Ist a ∈ K\B ein Element außerhalb von B derart, daß
auch B ∪ {a} über k algebraisch unabhängig ist, so gibt es e ∈ E\B derart, daß
auch (E\e) ∪ {a} ein System von Transzendenzerzeugern von K/k ist.

Beweis. Wir finden eine endliche Teilmenge F ⊂ E mit {a}∪B ∪F algebraisch
abhängig. Wir wählen eine derartige Teilmenge F der kleinstmöglichen Kardi-
nalität, so daß a forteriori gilt F ∩ B = ∅, und finden darin F0 ⊂ F maximal
mit {a} ∪ B ∪ F0 algebraisch unabhängig. Dann gilt F0 ⊊ F und jedes Element
e ∈ F\F0 hat die geforderte Eigenschaft.

5.4.9 (Hauptabschätzung). Gegeben eine Körpererweiterung K/k und E ⊂ K
ein System von Transzendenzerzeugern undA ⊂ K eine algebraisch unabhängige
Teilmenge gibt es nach dem Austauschsatz 5.4.7 stets eine Injektion A ↪→ E und
es gilt mithin

|A| ≤ |E|
5.4.10 (Kardinalitäten von Transzendenzbasen). Jede Körpererweiterung mit
einem endlichen System von Transzendenzerzeugern besitzt insbesondere eine
endliche Transzendenzbasis und je zwei ihrer Transzendenzbasen haben gleich
viele Elemente. Allgemeiner haben nach 5.4.9 und Schröder-Bernstein überhaupt
je zwei Transzendenzbasen einer Körpererweiterung dieselbe Kardinalität.

Definition 5.4.11. Die Kardinalität einer und jeder Transzendenzbasis einer Kör-
per-er-wei-te-rung mit einem endlichen System von Transzendenzerzeugern heißt
ihr Transzendenzgrad und wird

trgr(K/k) = trgrkK

notiert. Besitzt eine Körpererweiterung kein endliches System von Transzendenz-
erzeugern, so setzten wir trgr(K/k) = ∞ und ignorieren in unserer Notation
im allgemeinen die auch hier durchaus möglichen Unterscheidungen zwischen
verschiedenen unendlichen Kardinalitäten.

Korollar 5.4.12. Sei k ein Körper. Gibt es einen Isomorphismus von k-Kringen
k(′X1, . . . , Xn)

∼→ k(′Y1, . . . , Ym), so gilt m = n.

Beweis. Die Variablen bilden eine Transzendenzbasis für den Quotientenkörper
eines Polynomrings und wir haben folglich trgrk k(

′X1, . . . , Xn) = n.

Satz 5.4.13 (Transzendenzgrad als Krulldimension). Gegeben ein ringendli-
cher IntegritätskringA über einem Körper k stimmt die Krulldimension des Krings
A überein mit dem Transzendenzgrad über k seines Quotientenkörpers, in For-
meln

kdimA = trgrk Quot(A)
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Beweis. Wir wählen mit dem Normalisierungslemma 5.3.6 über k algebraisch un-
abhängige Elemente x1, . . . , xd ∈ A derart, daß A ganz ist über dem Polynomring
k[′x1, . . . , xd], und finden

kdimA = kdim k[′x1, . . . , xd] = d = trgrk k(
′x1, . . . , xd) = trgrk Quot(A)

mit der Invarianz 5.2.11 der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen,
der Berechnung 5.3.4 der Krulldimension von Polynomringen, und der Invarianz
5.4.10 des Transzendenzgrades unter algebraischen Körpererweiterungen.

Korollar 5.4.14. Gegeben eine ErweiterungA ↪→ B von ringendlichen k-Kringen
über einem vorgegebenen Körper k haben wir stets

kdimA ≤ kdimB

Beweis. SowohlA als auchB haben nach 4.5.24 nur endlich viele minimale Prim-
ideale und deren Schnitt ist jeweils das Nilradikal. Jedes minimale Primideal von
A ist mithin der Schnitt mit A eines minimalen Primideals von B. Indem wir ein
Primideal von A auswählen, mit dem eine längstmögliche Primidealkette beginnt,
und zu den Quotienten übergehen, dürfen wir A und B als Integritätsringe an-
nehmen. Der Faktorisierungssatz oder genauer seine algebraische Fassung 5.3.10
zeigt dann trgr(QuotA)/k ≤ trgr(QuotB)/k und die Behauptung folgt aus der
Interpretation 5.4.13 der Krulldimension als Transzendenzgrad.

Beweis in geometrischer Sprache. Ist der Grundkörper k algebraisch abgeschlos-
sen, so können wir dieselbe Argumentation auch geometrisch fassen, wie nun
ausgeführt werden soll. Zunächst man man die Nilradikale wegteilen, so daß un-
sere Kringerweiterung einem Morphismus φ : X → Y von affinen Varietäten
mit dichtem Bild entspricht. Wählen wir in Y eine irreduzible Komponente ma-
ximaler Dimension aus, so muß die der Abschluß des Bildes einer irreduziblen
Komponente von X sein. Wir dürfen also X und Y irreduzibel und φ dominant
annehmen. Damit induziert φ eine KörpererweiterungM(Y ) ↪→M(X) und die
Interpretation 5.4.13 der Krulldimension als Transzendenzgrad zeigt die Behaup-
tung. Alternativ könnten wir auch Übung 5.3.15 anwenden.

Ergänzung 5.4.15. Als abstrakter Körper besitzt C eine Transzendenzbasis B
über Q. Wäre B abzählbar, so wäre auch Q(!B) abzählbar und damit nach [AL]
6.5.3.13 auch eine algebraische Erweiterung C. Da dem nicht so ist, muß B
überabzählbar und insbesondere unendlich sein, und daraus folgt dann mit [AL]
6.5.3.13 leicht |B| = |Q(!B)| = |C|. Als abstrakter Körper ist C also isomorph
zum algebraischen Abschluß eines Funktionenkörpers über Q in überabzählbar
vielen, genauer in |C|Veränderlichen. Insbesondere besitzt C jede Menge Körper-
automorphismen, und es gibt auch zahllose nicht surjektive Körperhomomorphis-
men C → C. Das steht in scharfem Kontrast zum Körper R, nach [AN1] 2.4.21
gibt es nämlich außer der Identität keinen Körperhomomorphismus R→ R.
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Bemerkung 5.4.16. Das vierzehnte Hilbert’sche Problem fragt, ob für eine end-
lich erzeugte Körpererweiterung k ⊂ K und einen Zwischenkörper M ⊂ K
und einen „Zwischenring“ R ⊂ K, der als Ring über k endlich erzeugt ist, auch
R ∩M ein über k endlich erzeugter Ring sein muß. Nagata fand dazu das erste
Gegenbeispiel. Inzwischen sind viele weitere Gegenbeispiele bekannt, von Mu-
kai, Winkelmann, Steinberg, Kuroda und anderen.

Ergänzung 5.4.17. Gegeben α1, . . . , αn ∈ C linear unabhängig über Q besagt die
Vermutung von Schanuel, daß der von den αi und den Werten der Exponential-
funktion bei αi erzeugte Unterkörper der komplexen Zahlen

Q(α1, . . . , αn, exp(α1), . . . , exp(αn))

über Q mindestens den Transzendenzgrad n haben sollte. Im Spezialfall alge-
braischer αi spezialisiert er zum Satz von Hermite-Lindemann, den wir in [AN1]
4.5.24 erwähnt aber nicht bewiesen haben.

Vorschau 5.4.18. Eindimensionale holomorphe Mannigfaltigkeiten heißen auch
„Riemann’sche Flächen“, da sie erstmals von dem Mathematiker Bernhard Rie-
mann betrachtet wurden und als reelle Mannigfaltigkeiten zweidimensional sind.
Die Zuordnung, die jeder zusammenhängenden Riemann’schen Fläche X den
KörperM(X) der meromorphen Funktionen auf X zuordnet, liefert eine Bijekti-
on 

kompakte
zusammenhängende

Riemann’sche Flächen

 ∼→


endlich erzeugte

Körpererweiterungen von C
vom Transzendenzgrad Eins


Genauer meinen wir hier rechts Riemann’sche Flächen bis auf Isomorphie und
links Körpererweiterungen bis auf Isomorphie von Körpern über C. Zum Beispiel
entspricht die Riemannsche Zahlenkugel P1C unter dieser Bijektion dem Körper
der gebrochen rationalen Funktion M(P1C) = C(t). Man kann weiter zeigen,
daß gegeben zwei kompakte zusammenhängende Riemann’sche FlächenX, Y das
Zurückholen von meromorphen Funktionen eine Bijektion auf Isomorphieklassen{

nichtkonstante holomorphe
Abbildungen X → Y

}
∼→ RingC(M(Y ),M(X))

liefert. In diesem Licht wird die Galoistheorie im Fall endlich erzeugter algebrai-
scher Erweiterungen des Funktionenkörpers C(t) sehr anschaulich. In der Sprache
der Kategorientheorie haben wir eine „Äquivalenz von Kategorien“ vor uns. Eine
algebraische Version dieser Äquivalenz werden wir in 8.6.2 herleiten.

5.4.19 (Endomorphismen von Funktionenkörpern). Unser Monoidhomomor-
phismus K(X) → Ens(K ⊔ {∞}) aus [LA1] 5.5.27 verwandelt sich unter der
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üblichen Identifikation K ⊔ {∞} ∼→ P1K in einen Monoidhomomorphismus
K(X) → Ens(P1K), der in Formeln beschrieben werden kann durch die Vor-
schrift f : ⟨1, x⟩ 7→ ⟨Q(x), P (x)⟩ für f = P/Q eine Darstellung mit P und
Q ohne gemeinsame Nullstelle in K oder besser, wenn man den Wert bei ⟨0, 1⟩
auch korrekt erhalten will, durch f : ⟨y, x⟩ 7→ ⟨Q̃(y, x), P̃ (y, x)⟩ für Q̃, P̃ ∈
K[Y,X] diejenigen homogenen Polynome vom gleichen Grad in zwei Variablen,
die beim Einsetzen von Y = 1 unsere ursprünglichen Polynome liefern und bei
denen der gemeinsame Grad unter diesen Bedingungen kleinstmöglich ist. Für
P (X) = X2 + 1 und Q(X) = X5 +X hätten wir etwa P̃ (Y,X) = X2Y 3 + Y 5

und Q̃(Y,X) = X5+XY 4. Die offensichtliche Operation von GL(2;K) auf P1K
durch (

a b

c d

)
: ⟨y, x⟩ 7→ ⟨ay + bx, cy + dx⟩

kommt dann offensichtlich her von einer Operation auf K(X) durch Einsetzen
von (c+dX)/(a+bX) fürX . Man kann sich auch überlegen, daß man so alle K-
linearen Körperautomorphismen vonK(X) erhält, daß also das Einsetzen anderer
nichtkonstanter rationaler Funktionen keinen Körperautomorphismus liefert: Ist
K algebraisch abgeschlossen, so folgt das daraus, daß unter K(X)→ Ens(P1K)
andere Elemente keine Injektion liefern. Im allgemeinen gilt es, zu einem alge-
braischen Abschluß überzugehen.

Übungen

Übung 5.4.20. Gegeben eine Körpererweiterung K/k von endlichem Transzen-
denzgrad t und ebensoviele Elemente x1, . . . , xt ∈ K, die entweder algebraisch
unabhängig sind über k oder aber ein System von Transzendenzerzeugern sind
über k, bilden unsere Elemente bereits eine Transzendenzbasis.

Übung 5.4.21. Sind M ⊃ K ⊃ k Körper, so ist der Transzendenzgrad von M
über k die Summe der Transzendenzgrade von M über K und von K über k, in
Formeln

trgr(M/k) = trgr(M/K) + trgr(K/k)

Übung 5.4.22. Seien k ⊂ K ⊂ M Körper und sei K algebraisch über k. Man
zeige: Sind x1, . . . , xn ∈ M algebraisch unabhängig über k, so sind sie auch
algebraisch unabhängig über K. Hinweis: 5.4.21.

Übung 5.4.23. Jeder Zwischenkörper in einer körperendlichen Körpererweiterung
ist auch körperendlich über dem kleineren Körper. Hinweis: Man beachte 5.4.21
sowie die Identität [L : K] = [L(′X) : K(′X)] aus [AL] 6.3.4.18 und das Dia-
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gramm

L ⊂ L(xs+1, . . . , xr) ⊂ M
∪ ∪

k ⊂ k(x1, . . . , xs) ⊂ k(x1, . . . , xs, xs+1, . . . , xr)

Ergänzende Übung 5.4.24. Gegeben zwei Körpererweiterungen eines gegebenen
Körpers existiert stets eine weitere Körpererweiterung des gegebenen Körpers, in
die sie beide eingebettet werden können. Mutige zeigen noch allgemeiner: Gege-
ben eine Familie von Körpererweiterungen eines gegebenen Körpers existiert stets
eine weitere Körpererweiterung des gegebenen Körpers, in die sie alle eingebettet
werden können.

5.5 Dominante Morphismen gleichdimensionaler Varietäten*
5.5.1. Unter dem Separabilitätsgrad [L : K]s einer algebraischen Körpererweite-
rung verstehen wir wie in [AL] 6.3.9.45 den Grad über K der maximalen separa-
blen Teilerweiterung.

Satz 5.5.2 (Fasern von Morphismen zu endlichen Körpererweiterungen). Sei
φ : X → Y ein dominanter Morphismus von irreduziblen affinen Varietäten der-
selben Dimension. So gibt es eine dichte offene Teilmenge V ⊂◦ Y derart, daß die
Kardinalität der Faser über jedem Punkt von V so groß ist wie der Separabilitäts-
grad der zugehörigen Körpererweiterung, in Formeln

|φ−1(y)| = [M(X) :M(Y )]s ∀y ∈ V

Vorschau 5.5.3. Mit dem Satz über generische Freiheit 5.14.3 können wir zusätz-
lich erreichen, daß V und φ−1(V ) Nichtnullstellenmengen regulärer Funktionen
sind und daß O(φ−1(V )) frei ist als Modul über O(V ), der dann natürlich frei sei
muß vom Rang

dimO(V )O(φ−1(V )) = [M(X) :M(Y )]

In [AAG] 2.4.14 verallgemeinern wir die Ausage des Satzes auf beliebige, nicht
notwendig affine Varietäten.

Beweis. Zunächst zeigen wir, daß unser Satz für die Verknüpfung X → Y → Z
von zwei Morphismen folgt, wenn er für die beiden einzelnen Morphismen φ :
X → Y und ψ : Y → Z gilt. Dazu finden wir zunächst eine dichte offene Teil-
menge V ⊂◦ Y wie im Satz für den ersten Morphismus und beachten, daß ψ(Y \V )
aus Dimensionsgründen nicht in Z dicht liegen kann. Dann finden wir eine dichte
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offene TeilmengeW ⊂◦ Z wie im Satz, die außerdem ψ(Y \V ) nicht trifft, und die-
se ist dann aufgrund der Multiplikativität des Separabilitätsgrades [AL] 6.3.9.45
auch geeignet für die Verknüpfung. Nach dem Faktorisierungssatz 5.3.11 dürfen
wir annehmen, daß O(X) ganz ist über O(Y ). Aus Lemma 5.2.4 folgt dann, daß
die Lokalisierung von O(X) nach S := O(Y )\0 bereits ein Körper ist. Insbeson-
dere dürfen wir M(X) = S−1O(X) annehmen. Sicher finden wir andererseits
auch einen Körperturm

M(Y ) = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kr =M(X)

derart, daß jeder Schritt entweder durch Adjunktion eines über Ki−1 separablen
Elements fi ∈ Ki entsteht oder im Fall positiver Charakteristik p > 0 durch Ad-
junktion eines Elements fi ∈ Ki mit fp

i ∈ Ki−1. Indem wir alle fi als Brüche in
S−1O(X) schreiben und Y verkleinern zur Nichtnullstellenmenge des Produkts
der beteiligten Nenner, dürfen wir annehmen, daß alle diese Elemente bereits zu
O(X) gehören. Indem wir notfalls unsere Kette noch verlängern, dürfen wir zu-
sätzlich annehmen, daß unsere Kette durch Lokalisieren nach S aus einer Kette
von Zwischenringen

O(Y ) = R0 ⊂ R1 ⊂ . . . ⊂ Rr = O(X)

entsteht mit Ri = Ri−1[fi]. Insgesamt können wir uns so auf die beiden Spe-
zialfälle zurückziehen, daß gilt O(X) = O(Y )[f ] mit fp ∈ M(Y ) oder f se-
parabel überM(Y ). Indem wir Y weiter verkleinern zur Nichtnullstellenmenge
des Produkts der Nenner des Minimalpolynoms P von f können wir zusätzlich
P ∈ O(Y )[T ] und

O(X) = O(Y )[T ]/⟨P ⟩
annehmen. Unser Morphismus kann dann identifiziert werden mit der Projektion
auf den ersten Faktor

X := {(y, λ) ∈ Y × k | P (y, λ) = 0} → Y

Im ersten Fall fp ∈ M(Y ) ist dann bereits klar, daß diese Projektion eine Bi-
jektion X ∼→ Y sein muß und die Körpererweiterung rein inseparabel und die
Aussage des Satzes gilt. Im zweiten Fall eines separablen Polynomes ist die Dis-
kriminante [AL] 6.2.9.16 unseres Polynoms P nicht Null in M(Y ), also nicht
Null in O(Y ), und über allen Nichtnullstellen der Diskriminante in Y liegen ge-
nau so viele Punkte von X , wie der Grad von P angibt. Folglich gilt die Aussage
des Satzes auch in diesem Fall.

5.6 Quotienten nach endlichen Gruppen
Definition 5.6.1. Eine Kringerweiterung A ⊂ B habe die Going-Down-Eigen-
schaft oder kurz habe Going-Down, wenn es gegeben Primideale Q ⊂ P von A
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und ein Primideal p von B über P stets ein Primideal q von B über Q gibt mit
q ⊂ p.

Satz 5.6.2 (Spektren von Invariantenringen). Gegeben ein Kring B und eine
Gruppe W von Ringautomorphismen von B mit endlichen Bahnen gilt:

1. Der Ring B ist ganz über dem Invariantenring BW ;

2. Die Einbettung des Invariantenrings induziert einen Homöomorphismus

(SpecB)/W
∼→ Spec(BW )

3. Die Kringerweiterung BW ⊂ B hat die Going-Down-Eigenschaft.

Beweis. 1. Jedes b ∈ B ist Nullstelle des normierten Polynoms
∏

c∈Wb(T −c) aus
AW [T ], folglich ist B ganz über BW .

2. Insbesondere ist nach 5.2.1 die von der Einbettung i auf den Primspektren in-
duzierte Abbildung eine Surjektion

Spec(i) : Spec(B) ↠ Spec(BW )

Jede abeschlossene Teilmenge Z ⊂∧ Spec(B) hat die Gestalt Z = A(b) für ein
Ideal b ⊂ B. Ist sie W -invariant, so folgt für p ∈ SpecB aus b ̸⊂ p bereits
b ̸⊂ τ(p) ∀τ ∈ W . Wir finden dann b ∈ b\p und a :=

∏
c∈Wb c ist ein Element

a ∈ (b ∩BW )\p und es folgt

(Spec i)((SpecB)\A(b)) ⊂ Spec(BW )\A(b ∩BW )

Andererseits ist eh klar, daß (Spec i) die abgeschlossene Teilmenge A(b) nach
A(b ∩ BW ) abbildet. Das zeigt, daß unsere Surjektion auf den Primspektren fi-
nal ist für die Zariskitopologien. Schließlich zeigen wir, daß die Fasern unse-
rer Surjektion genau die W -Bahnen sind. Gegeben ein Primideal q ∈ SpecB
mit q ̸= τ(p) ∀τ ∈ W gibt es entweder σ ∈ W mit q ⊊ σ(p) oder es gilt
q ̸⊂ τ(p) ∀τ ∈ W . Im ersten Fall folgern wir q ∩ BW ⊊ σ(p) ∩ BW aus der
Erhaltung echter Inklusionen von Primidealen beim Herunterschneiden in ganzen
Kringerweiterungen nach 5.2.1 und damit q ∩ BW ̸= τ(p) ∩ BW ∀τ ∈ W . Im
zweiten Fall argumentieren wir mit q wie zuvor mit b und finden a ∈ q∩BW mit
a ̸∈ p und das zeigt wieder q ∩BW ̸⊂ τ(p) ∩BW ∀τ ∈ W .

3. Die Primideale über P bilden nach Teil 2 eine W -Bahn Wp und die Primideale
über Q desgleichen eine W -Bahn Wq. Gäbe es keine Inklusion zwischen einem
Ideal der einen und einem Ideal der anderen Bahn, so könnte nach dem Argument
für den zweiten Fall vom Beweis für Teil 2 nicht gelten Q ⊂ P .
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5.6.3 (Ringendlichkeit von Invariantenringen). Ist B ein ringendlicher k-Kring
über einem noetherschen Kring k und W eine endliche Gruppe von k-Kringauto-
morphismen von B, so ist B ringendlich über BW und damit modulendlich über
BW nach 5.1.5. Nach dem Sandwichlemma 5.1.12 ist damit auch BW ringendlich
über k.

Satz 5.6.4 (Quotienten affiner Varietäten nach endlichen Gruppen). Operiert
eine endliche Gruppe W auf einer affinen k-Varietät X , so wird auch der Bah-
nenraum X/W mit O(X/W ) := {f : X/W → k | f ◦ can ∈ O(X)} eine affine
Varietät.

5.6.5. Unter den Annahmen des Satzes liefert die kanonische Abbildung insbe-
sondere einen Isomorphismus

O(X/W )
∼→ O(X)W

zwischen den regulären Funktionen auf dem Bahnenraum und den W -invarianten
regulären Funktionen auf X . Die weiteren Aussagen über Spektren von Invarian-
tenringen 5.6.2 implizieren, daß π : X → X/W final ist für die Zariskitopolo-
gien und daß für Y ⊂∧ X/W und eine beliebige Komponente Z von π−1(Y ) gilt
kdim(Z ⊂ X) = kdim(Y ⊂ X/W ).

Beweis. Nach 5.6.3 ist der InvariantenringO(X)W ringendlich über k. Nilpotent-
frei ist er eh. Damit entspricht er einer affinen k-Varietät. Der von der Einbettung
von k-RingalgebrenO(X)W ↪→ O(X) induzierte Morphismus von affinen Varie-
täten π : X → Max(O(X)W ) ist sicher konstant auf W -Bahnen und induziert
folglich eine Abbildung

κ : X/W → Max(O(X)W )

Daß sie bijektiv ist, folgt sofort aus der Beschreibung 5.6.2 der Primspektren von
Invariantenringen, die ja nach 5.2.1 ganz allgemein zu einem Homöomorphis-
mus (MaxB)/W

∼→ Max(BW ) einschränkt. Hier überlegen wir uns das nochein-
mal geometrisch. Unsere Abbildung ist surjektiv, da bereits X → Max(O(X)W )
surjektiv ist nach 5.2.3, angewandt auf die ganze Ringerweiterung O(X)W ↪→
O(X). Wir zeigen, daß sie auch injektiv und damit bijektiv ist. Nach 3.1.7 gibt für
je zwei verschiedene W -Bahnen eine reguläre Funktion, die auf der einen Bahn
verschwindet und auf der anderen konstant den Wert Eins annimmt. Das Produkt
über alleW -Verschobenen einer derartigen Funktion ist dann sogar eine invariante
Funktion mit besagter Eigenschaft. Die Existenz einer solchen Funktion zeigt, daß
unser Morphismus κ auf den zugrundeliegenden Punktmengen auch injektiv ist.
Per definitionem entsprechen unter unserer Bijektion κ : X/W

∼→ Max(O(X)W )
die regulären Funktionen auf der affinen Varietät Max(O(X)W ) genau den Funk-
tionen aus dem eben definierten Teilring O(X/W ) ⊂ Ens(X/W, k). Damit muß
dann auch (X/W,O(X/W )) eine affine Varietät sein.
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Ergänzung 5.6.6. Operiert die endliche Gruppe W auf der affinen k-Varietät X
und ist p ∈ X/W ein Punkt des Quotienten, so nenne ich den Restklassenring
O(X)/⟨O(X)mp⟩ den Faserring bei p. In der Tat wird sich sein Spektrum als
die „schementheoretische Faser bei p“ der Projektionsabbildung erweisen. Mit
⟨O(X)mp⟩ ist hierbei das von mp ⊂ O(X/W ) in O(X) erzeugte Ideal gemeint.

Übungen

Übung 5.6.7. Man zeige, daß die Quotientenvarietät C2/{± id} isomorph ist zum
Kegel {(x, y, z) ∈ C3 | x2+ y2 = z2}. Idem, wenn man C durch einen beliebigen
algebraisch abgeschlossenen Körper einer von Zwei verschiedenen Charakteristik
ersetzt.

Übung 5.6.8. Die symmetrische Gruppe Sn operiert auf der Varietät kn durch Ver-
tauschen der Koordinaten. Man zeige, daß der durch die elementarsymmetrischen
Polynome (s1, . . . , sn) : k

n → kn gegebene Morphismus einen Isomorphismus

kn/Sn
∼→ kn

induziert. Hinweis: Das ist wenig mehr als eine geometrische Formulierung des
Hauptsatzes über symmetrische Polynome [AL] 6.2.9.7.

5.7 Going-Down

Ein Gegenbeispiel zu Going-Down
im Fall, daß B kein Integritätsring

ist, liefert bereits die diagonale
Einbettung k[T ] ⊂ k[T ]× k für

einen Körper k. Geometrisch sieht
man, daß der mit p bezeichnete
Punkt oben, der eigentlich Z(p)

darstellt, nicht zu einer irreduziblen
Teilmenge Z(q) vergrößert werden
kann, deren Bild als Abschluß die

ganze Gerade Z(Q) unten hat.

5.7.1. Nach 5.6.1 sagen wir, eine Kringerweiterung A ⊂ B habe Going-Down,
wenn es gegeben Primideale Q ⊂ P von A und ein Primideal p von B über
P stets ein Primideal q von B über Q gibt mit q ⊂ p. Im Diagramm mit einer
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Kringerweiterung in der rechten Vertikalen

q ⊂ p ⊂ B7→

∩A

7→

∩A ∪
Q ⊂ P ⊂ A

sind also das Primideal p und das Primideal Q mit den dargestellten Inklusions-
relationen vorgegeben und die Existenz des eingekastelten Primideals q in jeder
derartigen Situation ist die Goind-Down-Eigenschaft. Sind in einem Diagramm
mit einer Kringerweiterung mit Going-Down-Eigenschaft in der rechten Vertika-
len

p0 ⊂ . . . ⊂ pr−2 ⊂ pr−1 ⊂ pr ⊂ B

7→

∩A
7→

∩A

7→

∩A

7→

∩A ∪
P0 ⊂ . . . ⊂ Pr−2 ⊂ Pr−1 ⊂ Pr ⊂ A

die nicht eingekastelten Primideale mit vorgegeben, so können wir also induktiv
der Reihe nach die mehr und mehr eingekastelten Primideale finden. Daher rührt
die Bezeichnung als „Going-Down“ im Gegensatz zum Going-Up aus 5.2.8.

Definition 5.7.2. Ein Integritätsring heißt ganz abgeschlossen, wenn er kommu-
tativ ist und sein eigener ganzer Abschluß in seinem Quotientenkörper.

Beispiel 5.7.3. Nach [LA1] 5.3.44 ist Z ganz abgeschlossen. Dasselbe gilt mit
demselben Beweis für jeden faktoriellen Ring. Insbesondere ist auch jeder Po-
lynomring k[T1, . . . , Tn] mit Koeffizienten in einem Körper ganz abgeschlossen,
denn nach [AL] 6.2.7.15 sind Polynomringe faktoriell.

Satz 5.7.4 (Going-Down). Jede ganze Kringerweiterung A ⊂ B von Integri-
tätsringen mit A ganz abgeschlossen hat Going-Down und induziert eine offene
Surjektion Spec(B) ↠ Spec(A).

5.7.5. In 5.8 gebe ich einen alternativen Beweis, der mit einem Minimum an Ga-
loistheorie auskommt.

Beweis. Sicher ist QuotB/QuotA eine algebraische Körpererweiterung. Wir ver-
einbaren die Abkürzung K := QuotA und vergrößern unsere Körpererweiterung
zu einer normalen Erweiterung N/K, zum Beispiel durch den algebraischen Ab-
schluß von K, und betrachten den von den Bildern der Elemente von B unter der
GaloisgruppeW := Gal(N/K) erzeugten Teilring C ⊂ N . So erhalten wir ganze
Kringerweiterungen

C B? _oo

CW
?�

OO

A? _oo
?�

OO
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Ein Gegenbeispiel zu Going-Down
liefert das Verkleben zweier

verschiedener Punkte der affinen
Ebene im Sinne von 5.2.14.

Nehmen wir in unserer Ebene eine
Gerade durch genau einen unserer
Punkte und deren Bild, so läßt sich

der andere Punkt nicht zu einer
irreduziblen abgeschlossenen

Teilmenge vergrößern, die dasselbe
Bild hat wie unsere Gerade. In

diesem Fall ist der Ring der
regulären Funktionen der verklebten

Ebene nicht ganz abgeschlossen.

Nach 5.6.2 hat CW ⊂ C Going-Down. Nach [AL] 6.3.9.41 ist NW/K rein inse-
parabel und nach [AL] 6.3.9.41 liegt folglich für alle g ∈ NW eine hinreichend
hohe Potenz gn bereits inK. Für g ∈ CW ist gn zusätzlich ganz überA und wegen
A ganz abgeschlossen folgt gn ∈ A. Lemma 5.7.7 zeigt damit, daß auch A ⊂ CW

Going-Down hat. Mit unseren Permanenzen 5.7.6 folgt zunächst, daß A ⊂ C
Going-Down hat, und dann, daß A ⊂ B Going-Down hat. Die Offenheit der von
A ⊂ B induzierten Abbildung auf den Primspektren zeigt man genauso.

5.7.6 (Permanenzen für Going-Down). Seien A ⊂ B ⊂ C Kringe. Hat A ⊂ C
Going-Down und ist SpecC ↠ SpecB surjektiv, so hat offensichtlich auch A ⊂
B Going-Down. Haben A ⊂ B und B ⊂ C Going-Down, so offensichtlich auch
A ⊂ C.

Lemma 5.7.7. Jede Kringerweiterung A ⊂ B derart, daß es für alle b ∈ B ein
n ≥ 1 gibt mit bn ∈ A, induziert einen Homöomorphismus

Spec(B)
∼→ Spec(A)

Beweis. Sicher ist unsere Kringerweiterung ganz. Nach 5.2.1 induziert sie also
eine Surjektion auf den Primspektren und gegeben Primideale q ⊊ p vonB wissen
wir q∩A ⊊ p∩A. Gegeben ein Ideal b ⊂ B und ein Primideal p ⊂ B mit b ̸⊂ p
gibt es b ∈ b\p und dann mit einem bn auch so ein Element in A. Mithin folgt aus
b ̸⊂ p unmittelbar b∩A ̸⊂ p∩A. Zusammen zeigt das sowohl die Bijektivität als
auch die Offenheit unserer Abbildung.
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5.8 Going-Down ohne Galois-Theorie**
5.8.1. In diesem Abschnitt gebe ich einen alternativen Beweis von Going-Down,
der mit einem Minimum an Galois-Theorie auskommt. Ich kenne diesen Beweis
aus [AM69]. Die Begriffsbildungen und Aussagen dieses Abschnitts dienen nur
diesem alternativen Beweis und werden davon abgesehen im weiteren Verlauf der
Vorlesung nicht benötigt.

Definition 5.8.2. Seien A ⊂ B Kringe und a ⊂ A ein Ideal. Ein Element b ∈ B
heißt ganz über dem Ideal a, wenn es n ≥ 1 und ai ∈ a gibt mit

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a0 = 0

Lemma 5.8.3. Gegeben A ⊂ B eine Kringerweiterung und C ⊂ B der ganze
Abschluß von A in B kann der ganze Abschluß von a in B beschrieben werden
als das Radikal

√
⟨aC⟩ des von a in C erzeugten Ideals.

Beweis. Gegeben x ∈ B mit xn + an−1x
n−1 + . . . + a0 = 0 für ai ∈ a gilt

sicher x ∈ C und xn ∈ ⟨aC⟩ und folglich x ∈
√
⟨aC⟩. Gegeben x ∈

√
⟨aC⟩

gilt umgekehrt xn = a1x1 + . . . + anxn mit ai ∈ a und xi ∈ C. Dann ist M :=
A[x1, . . . , xn] ein endlich erzeugter A-Modul und für die Multiplikation mit xn

gilt
xn :M → aM

Mit 5.1.6 folgern wir dann, daß xn ganz ist über a.

Lemma 5.8.4. Seien A ⊂ B Integritätsringe, A ganz abgeschlossen und x ∈ B
ganz über einem Ideal a ⊂ A. So ist x algebraisch über K := QuotA und die
Koeffizienten seines Minimalpolynoms liegen in

√
a.

Beweis. Sei L/K der Zerfällungskörper des Minimalpolynoms von x. Alle seine
Nullstellen gehören zum ganzen Abschluss von a in L, und nach 5.8.3 gehören
damit auch alle seine Koeffizienten zum ganzen Abschluß von a inL. Andererseits
gehören sie auch zu K und damit zum ganzen Abschluß von a in K, und da A
ganz abgeschlossen ist, sogar zum ganzen Abschluß von a in A. Dieser ganze
Abschluß ist aber nach 5.8.3 genau

√
a.

Beweis von Going-Down ohne Galois-Theorie. Wir gehen zuBp über und müssen
nurA∩⟨QBp⟩ = Q zeigen, um mit 4.3.37 den Satz folgern zu können. Nun, jedes
x ∈ ⟨QBp⟩ hat die Gestalt x = y/s mit y ∈ ⟨QB⟩ und s ∈ B\p. Nach 5.8.3 ist
y ganz über Q und nach 5.8.4 liegen die Koeffizienten seines Minimalpolynoms
über K := QuotA in Q und unser Minimalpolynom hat die Gestalt

yn + qn−1y
n−1 + . . .+ q0
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mit qi ∈ Q. Liegt nun x = y/s in A und ist nicht Null, so haben wir s = yx−1

und das Minimalpolynom von s über K ist

sn + (qn−1/x)s
n−1 + . . .+ (q0/x

n)

Für die Koeffizienten vi dieses Polynoms gilt also xn−ivi = qi ∈ Q. Da aber s
ganz ist über A folgt vi ∈ A wieder mit 5.8.3. Hätten wir nun x ̸∈ Q, so hätten
wir vi ∈ Q für alle i und damit sn ∈ ⟨QB⟩ im Widerspruch zu s ̸∈ p. Also gilt
x ∈ Q was zu zeigen war.

5.9 Going-Down und maximale Primidealketten
Definition 5.9.1. Ein Kettenlängenring ist ein Kring, in dem es eine obere Schran-
ke für die möglichen Längen von Primidealketten gibt und in dem je zwei maxi-
male Primidealketten dieselbe Länge haben. In unserer Terminologie ist insbeson-
dere auch der Nullring ein Kettenlängenring.

5.9.2. Die Maximalität ist hier in Bezug auf die offensichtliche Teilordnung auf
der Menge aller Primidealketten zu verstehen. Die Bezeichnung als Kettenlängen-
ring ist in der Literatur nicht gebräuchlich. In der üblichen Terminologie würde
man solch einen Ring einen „äquidimensionalen und äquikodimensionalen Ket-
tenring endlicher Krulldimension“ nennen.

Satz 5.9.3 (Geometrisch relevante Ringe sind Kettenlängenringe). Jeder Inte-
gritätskring, der ringendlich ist über einem Körper, ist ein Kettenlängenring.

5.9.4 (Krulldimension und Krullkodimension). Im geometrischen Fall bedeutet
dieser Satz für Y ⊂∧ X eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge einer irredu-
ziblen affinen Varietät die Identität

kdimY + kdim(Y ⊂ X) = kdimX

5.9.5. Es gibt noethersche Integritätskringe endlicher Krulldimension, die keine
Kettenlängenringe sind. Für ein Gegenbeispiel mag man eine Lokalisierung eines
Polynomrings betrachten, bei der alle Elemente im Komplement der Vereinigung
zweier Primideale invertiert werden. Es gibt sogar noethersche lokale Integritäts-
kringe endlicher Krulldimension, die keine Kettenlängenringe sind. Hier sind Ge-
genbeispiele jedoch nicht so leicht zu konstruieren. Bei lokalen noetherschen Inte-
gritätskringen ist aber zumindest die Endlichkeit der Krulldimension nach 7.3.19
noch im allgemeinen gesichert.

Beweis. Sei k unser Körper und B unser Integritätskring. Wir argumentieren mit
Induktion über kdimB. Wir finden eine Noether-Normalisierung, also einen po-
lynomialen Unterring A = k[′x1, . . . , xn] ⊂ B mit B ganz über besagtem Un-
terring. Im Fall kdimB = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir ein Primideal
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p ⊋ 0 von B und nach 5.2.1 gilt auch p ∩ A ⊋ 0. Ist p minimal unter den von
Null verschiedenen Primidealen von B, so ist nach Going-down 5.7.4 auch p ∩A
minimal unter den von Null verschiedenen Primidealen unseres Polynomrings.
Also ist p ∩ A = ⟨f⟩ ein Hauptideal erzeugt von einem irreduziblen Polynom.
Damit hat A/(p ∩ A) nach 5.3.4 eine um Eins kleinere Krulldimension und mit
der Invarianz der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen folgt

kdimB/p = kdimA/(p ∩ A) = kdimA− 1 = kdimB − 1

Nach Induktionsannahme wissen wir aber bereits, daß jede nicht weiter verfeiner-
bare Kette von Primidealen in B/p die Länge kdimB− 1 hat. Der Satz folgt.

Lemma 5.9.6. Seien A ⊂ B Kringe und C ⊂ B der ganze Abschluß von A in B.
So ist für jedes S ⊂ A auch S−1C der ganze Abschluß von S−1A in S−1B.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei S multiplikativ abgeschlos-
sen. Daß alle Elemente von S−1C ganz sind über S−1A ist klar. Ist umgekehrt b/s
mit b ∈ B und s ∈ S ganz über S−1A, so gilt in S−1B eine Gleichung der Gestalt(

b

s

)n

+

(
b

s

)n−1
an−1

sn−1

+ . . .+
a0
s0

= 0

mit si ∈ S, ai ∈ A. Setzen wir t = s0s1 . . . sn−1 und multiplizieren unsere
Gleichung mit (st)n, so zeigt sie, daß bt/1 ganz ist über lok(A) ⊂ S−1A. Es folgt,
daß btu ganz ist über A für ein u ∈ |S⟩. Es folgt btu ∈ C und b ∈ S−1C.

5.9.7. Ein Kring A heißt normal, wenn für jedes Primideal p ⊂ A die Lokalisie-
rung Ap ein ganz abgeschlossener Integritätsring ist. Nach 4.3.50 und 5.9.6 ist ein
kommutativer Integritätsring genau dann normal, wenn er ganz abgeschlossen ist.
Die Bedeutung der Normalitätsbedingung für beliebige Kringe diskutieren wir in
den Übungen.

Übungen

Übung 5.9.8. Operiert eine Gruppe auf einem ganz abgeschlossenen kommutati-
ven Integritätsring, so ist auch der Invariantenring ganz abgeschlossen.
Übung 5.9.9. Sei K ⊂ L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Γ
und A ⊂ K ein ganz abgeschlossener Teilring und B ⊂ L sein ganzer Abschluß
in L ist B stabil unter Γ und für den Invariantenring gilt

A = BΓ

Übung 5.9.10. Man zeige, daß jede Lokalisierung eines Kettenlängenrings an ei-
nem Primideal und jeder Quotient eines Kettenlängenrings nach einem Primideal
auch selbst wieder ein Kettenlängenring ist.
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Übung 5.9.11. Sei A ein Kring und S ⊂ A eine multiplikativ abgeschlossene
Teilmenge und S−1A ⊂ B eine Kringerweiterung. Ist b ∈ B ganz über S−1A, so
gibt es s ∈ S mit sb ganz über A.

Übung 5.9.12. Man zeige, daß der Ring der regulären Funktionen auf einer affinen
Varietät genau dann ein Kettenlängenring ist, wenn unsere Varietät äquidimensio-
nal ist.

Übung 5.9.13 (Normalität über maximale Ideale). Ein Kring A ist bereits nor-
mal, wenn für jedes maximale Ideal m ⊂ A die Lokalisierung Am ein ganz abge-
schlossener Integritätsring ist.

Übung 5.9.14 (Normalität über Komponenten). Ein Kring A mit endlich vielen
minimalen Primidealen p1, . . . , pr ist genau dann normal, wenn die offensichtliche
Abbildung einen Isomorphismus

A
∼→ A/p1 × . . .× A/pr

liefert und alle A/pi ganz abgeschlossen sind. Hinweis: 4.5.25.

5.9.15. Eine affine Varietät X heißt normal, wenn ihr Ring von regulären Funk-
tionen O(X) normal ist. Nach 5.9.14 ist das gleichbedeutend dazu, daß unsere
affine Varietät die disjunkte Vereinigung ihrer irreduziblen Komponenten ist und
daß diese jeweils einen ganz abgeschlossenen Ring von regulären Funktionen ha-
ben.

5.10 Nullstellenmengen einzelner Funktionen
Satz 5.10.1 (Krull’scher Hauptidealsatz im geometrischen Fall). Gegeben eine
affine Varietät X und f ∈ O(X) eine reguläre Funktion und Z ⊂ ZX(f) eine
irreduzible Komponente ihrer Nullstellenmenge gilt kdim(Z ⊂ X) ≤ 1 und im
Fall einer kürzbaren Funktion f sogar

kdim(Z ⊂ X) = 1

5.10.2. Jede Komponente von Z liegt in einer Komponente von X und wählen
wir unter allen diesen eine Komponente X1 maximal möglicher Dimension, so
gilt kdim(Z ⊂ X) = kdim(Z ⊂ X1). Andererseits ist eine reguläre Funktion auf
X kürzbar genau dann, wenn sie auf keiner Komponente von X verschwindet. So
können wir uns beim Beweis des Satzes auf den Fall X irreduzibel zurückziehen.

5.10.3. Gegeben ein Kring R und ein Primideal p ⊂ R erklärt man die Höhe von
p als die Krulldimension der Lokalisierung an p, in Formeln

ht(p) := kdimRp = sup{l | Es gibt in R eine Primidealkette p = pl ⊋ . . . ⊋ p0}
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Das Supremum soll also in Worten gebildet werden über die Längen aller zu p auf-
steigenden Ketten von Primidealen von R. Die Notation erinnert an französisch
„hauteur“ und englisch „height“. Ist X eine affine Varietät und p ⊂ O(X) ein
Primideal, so kann die Höhe von p geometrisch beschrieben werden als Krullko-
dimension durch die Identität

ht(p) = kdim(Z(p) ⊂ X)

Beweis. Unser Satz besagt in dieser Terminologie, daß jedes über f minimale
Primideal vonO(X) höchstens die Höhe Eins hat. Das ist klar im Fall, daßO(X)
faktoriell ist, denn dann ist jedes von einem irreduziblen Element erzeugte Haupt-
ideal prim und offensichtlich von der Höhe Eins und die minimalen Primideale
über f ̸= 0 sind genau die Hauptideale der irreduziblen Faktoren von f . Zum
Beweis sei nun ohne Beschränkung der Allgemeinheit X irreduzibel und f ̸= 0.
Sei X ↠ kn eine Noethernormalisierung undN die normale Hülle zur Körperer-
weiterung M(X)/M(kn) und Γ := Gal(N /M(kn)) ihre Galoisgruppe. Weil
N Γ/M(kn) eine endliche rein inseparable Körpererweiterung ist, gibt es für alle
h ∈ N Γ ein b ∈ N≥1 mit hb ∈M(kn). Betrachten wir auch noch das Ringerzeug-
nis A ⊂ N der Galoiskonjugierten von O(X), so erhalten wir einen Turm ganzer
Ringerweiterungen

O(kn) ⊂ O(X) ⊂ A

Für h das Produkt der Galoiskonjugierten von f gilt sogar hb ∈ O(kn), da O(kn)
ganz abgeschlossen ist. Nun nehmen wir ein über hb minimales Primideal q ∈
SpecA. Going-Down sagt uns, daß q ∩ O(kn) ein über hb minimales Primideal
von O(kn) ist, mithin ein Primideal der Höhe Eins, wie wir für den faktoriellen
Ring O(kn) bereits wissen. Satz 5.2.1 über ganze Ringerweiterungen sagt dann,
daß auch q selbst und q∩O(X) höchstens die Höhe Eins haben. Da sie nicht Null
sind, haben sie sogar genau die Höhe Eins. Weiter umfaßt jedes q mindestens ein
γ(f) für γ ∈ Γ und ist dann auch darüber minimal. So sehen wir, daß unsere q
genau diejenigen Primideale von A sein müssen, die über mindestens einem γ(f)
minimal sind. Ein Primideal P ⊂ O(X), das über f minimal ist, ist nun nach
Going-Up der Schnitt mit O(X) eines Primideals p ⊂ A, und dieses muß seiner-
seits auch über f minimal sein nach 5.2.1. Also ist es eines unserer Primideale q
und P hat in der Tat die Höhe Eins.

5.10.4. Ein Primideal eines Rings R, das ein gegebenes Element f enthält und
minimal ist unter allen Primidealen mit dieser Eigenschaft, nennen wir wie im
vorhergehenden Beweis ein über f minimales Primideal. Wenn ich stattdessen
aus Versehen einmal „minimales Primideal über f“ schreiben sollte, bitte ich um
Nachsicht, denn das ist etwas völlig anderes und fast nie gemeint.
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5.10.5. Gegeben eine ganze Kringerweiterung A ⊂ B und q ∈ SpecB gilt nach
unseren Erkenntnissen 5.2.1 zu Primidealen bei ganzen Kringerweiterungen of-
fensichtlich ht(q) ≤ ht(q ∩ A).
5.10.6. In einem Kettenlängenring R gilt offensichtlich für jedes Primideal p die
Identität

ht(p) + kdim(R/p) = kdim(R)

In allgemeineren Ringen kann man nur ≤ erwarten, weil ja nicht auszuschließen
ist, daß alle Primidealketten maximaler Länge das Primideal p vermeiden. Der
Hauptsatz der Dimensionstheorie lokaler noetherscher Kringe 7.3.19 wird zumin-
dest zeigen, daß die Höhe eines Primideals in einem noetherschen Kring endlich
ist.

5.10.7. Ist X eine irreduzible oder auch nur äquidimensionale affine Varietät und
f ∈ O(X) eine nichtkürzbare Funktion, so können wir vom Hauptidealsatz mit
der Beziehung 5.9.4 zwischen Krulldimension und Krullkodimension noch einen
Schritt weitergehen und für jede irreduzible Komponente Z von Z(f) folgern

kdimZ = kdimX − 1

Korollar 5.10.8 (Nullstellenmengen endlich vieler Funktionen). Gegeben eine
irreduzible affine Varietät X und r reguläre Funktionen f1, . . . , fr ∈ O(X) ha-
ben alle irreduziblen Komponenten Z der simultanen Nullstellenmenge unserer r
Funktionen ZX(f1, . . . , fr) eine Dimension

kdimZ ≥ kdimX − r

Beweis. Vollständige Induktion durch wiederholte Anwendung der Aussage im
Fall r = 1, in dem sie aus 5.10.7 bereits bekannt ist. Der Fall einer echten Un-
gleichung tritt im Fall r = 1 nur für die Nullfunktion aus, aber im Verlauf der
Induktion kann ja auch nicht ausgeschlossen werden, daß die r-te Funktion auf ei-
ner irreduziblen Komponente der gemeinsamen Nullstellenmenge der ersten r−1
Funktionen verschwindet.

Korollar 5.10.9 (Darstellung algebraischer Mengen durch Gleichungen). Sei-
en Z ⊂∧ X nichtleere äquidimensionale affine Varietäten mit der Dimensionsdiffe-
renz c := kdimX−kdimZ. So gibt es Elemente f1, . . . , fc ∈ O(X) mit fi|Z = 0
und Z(f1, . . . , fc) äquidimensional von derselben Dimension wie Z.

5.10.10. Insbesondere ist dann also Z eine Vereinigung von irreduziblen Kompo-
nenten von Z(f1, . . . , fc).

Beweis. Im Fall c = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir ein kürzbares Element
f1 ∈ O(X) mit Z ⊂ Z(f1), etwa indem wir auf jeder irreduziblen Komponente
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von X einen Punkt wählen, der nicht zu Z gehört, und eine Funktion f1, die an
allen diesen Punkten den Wert Eins annimmt und auf Z verschwindet. Nach Krull
hat jede irreduzible Komponente von Z(f1) eine um Eins kleinere Dimension als
X . Der Beweis kann nun mit Induktion über c zu Ende geführt werden.

Korollar 5.10.11 (Mindestdimension der Fasern von Morphismen). Gegeben
φ : X → Y ein Morphismus von irreduziblen affinen Varietäten und eine irredu-
zible abgeschlossene Teilmenge Z ⊂∧ Y gilt für jede irreduzible Komponente K
von φ−1(Z) mit φ(K) = Z die Abschätzung

kdimX − kdimK ≤ kdimY − kdimZ

5.10.12. Insbesondere hat jede irreduzible Komponente jeder Faser von φ min-
destens die Dimension kdimX − kdimY .

Vorschau 5.10.13. Dasselbe folgt für irreduzible, aber nicht notwendig affine Va-
rietäten, wie wir sie im weiteren Verlauf dieser Vorlesung einführen. Für φ flach
zeigen wir sehr viel stärkere Aussagen in 5.15.5.

Beweis. Für c := kdimY − kdimZ finden wir Funktionen f1, . . . , fc ∈ O(Y )
mit Z := Z(f1, . . . , fc) äquidimensional und Z einer irreduziblen Komponente
von Z nach 5.10.9. Nach 5.10.8 hat jede irreduzible Komponente W von

φ−1(Z) = Z(f1 ◦ φ, . . . , fc ◦ φ)

mindestens die Dimension kdimW ≥ kdimX − c. Jede irreduzible Komponente
V von φ−1(Z) mit φ(V ) = Z ist aber notwendig auch eine irreduzible Kompo-
nente von φ−1(Z).

5.10.14. Die Proposition zeigt zum Beispiel, daß es Morphismen X → Y zwi-
schen irreduziblen affinen Varietäten mit mindestens einer endlichen aber nicht
leeren Faser nur dann geben kann, wenn gilt kdimX ≤ kdimY .

Korollar 5.10.15 (Kodimension von Schnittmengen). (k = k̄). Gegeben irredu-
zible abgeschlossene Teilmengen X, Y ⊂∧ kn gilt für jede irreduzible Komponente
Z ihres Schnitts X ∩ Y die Abschätzung

(n− kdimZ) ≤ (n− kdimX) + (n− kdimY )

Beweis. Die Diagonale ∆ = {(v, v) ∈ kn × kn} kann als Nullstellenmenge von
n regulären Funktionen beschrieben werden. Der Schnitt mit ∆ ∩ (X × Y ) ist
isomorph zu X ∩ Y und kann andererseits als Nullstellenmenge von n regulären
Funktionen aus O(X × Y ) beschrieben werden. Nach 5.10.8 hat also jede irredu-
zible Komponente des Schnitts mindestens die behauptete Dimension.
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5.10.16. Die Aussage des Korollars gilt analog auch für Schnitte in beliebigen
„glatten“ äquidimensionalen Varietäten mit im wesentlichen demselben Beweis,
vergleiche 7.5.21. Für Schnitte in allgemeinen irreduziblen Varietäten gilt sie nicht
mehr. Zum Beispiel ist Q := Z(T1T2 − T3T4) ⊂∧ k4 eine irreduzible Hyperfläche,
also dreidimensional, und darin liegen die beiden zweidimensionalen Untervarie-
täten Z(T1, T3) und Z(T2, T4) scheiden sich nur in einem einzigen Punkt, dem
Ursprung des Koordinatensystems.

5.10.17. In meinen Augen ist dieses Korollar eine großartige Verallgemeinerung
der Abschätzung für die Kodimension des Schnitts affiner Teilräume eines affinen
Raums in [LA1] 3.2.22 zum Fall von Teilmengen, die durch kompliziertere, nicht
mehr notwendig lineare, sondern eben polynomiale Gleichungen gegeben werden.

5.10.18. Für das Korollar ist es wesentlich, daß wir über einem algebraisch ab-
geschlossenen Körper arbeiten: Zwei Sphären im R3 etwa können sich berühren
und so eine einpunktige Schnittmenge haben. Im Komplexen aber muß nach un-
serem Korollar jede irreduzible Komponente des Schnitts zweier algebraischer
Flächen im C3 entweder eine Kurve oder eine Fläche sein. Gegeben komplexe Po-
lynome f, g in drei Variablen kann also ihre gemeinsame Nullstellenmenge keine
isolierten Punkte haben. Genauer muß sogar der Schnitt zweier verschiedener ir-
reduzibler algebraischer Flächen in C3 stets eine Kurve alias äqui-eindimensional
sein, wie Sie sich in Übung 5.11.7 selbst überlegen dürfen.

5.11 Definitionslücken rationaler Funktionen
Satz* 5.11.1 (Definitionslücken rationaler Funktionen). Jeder ganz abgeschlos-
sene noethersche Integritätskring A ist in seinem Quotientenkörper der Schnitt
über alle seine Lokalisierungen nach Primidealen der Höhe Eins. In Formeln gilt
mithin in QuotA die Identität

A =
⋂

ht(q)=1

Aq

5.11.2. Wir diskutieren eine Konsequenz dieses Satzes im geometrischen Fall. Sei
X eine irreduzible affine Varietät, deren Ring O(X) von regulären Funktionen
ganz abgeschlossen ist. Sei U ⊂◦ X eine offene Teilmenge, deren Komplement
eine Kodimension größergleich Zwei hat. So ist die Restriktion eine Bijektion

O(X)
∼→ O(U)

zwischen dem Ring der regulären Funktionen auf ganz X und dem Ring der re-
gulären Funktionen auf U . In der Tat liegt jede rationale Funktion f ∈ M(X)
mit der Eigenschaft, daß das Komplement X\D(f) ihres Definitionsbereichs aus
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4.4.14 keine irreduzible Komponente der Kodimension Eins hat, bereits im Schnitt
der OX,Y für Y ⊂∧ X irreduzibel von der Kodimension Eins und liegt damit nach
4.4.11 und unserem Satz 5.11.1 in O(X). Ist O(X) faktoriell, so können wir das
auch ohne den vorstehenden Satz leicht einsehen, denn dann ist der Definitions-
bereich nach 4.4.15 genau das Komplement der Nullstellenmenge des Nenners
in einer maximal gekürzten Darstellung unserer rationalen Funktion und ist nach
dem Hauptidealsatz 5.10.7 folglich eine Hyperfläche. Ist O(X) nicht ganz abge-
schlossen, so gilt die Aussage im allgemeinen nicht mehr. Für ein Gegenbeispiel
verklebe man zwei Punkte einer affinen Ebene im Sinne von 5.2.14 und betrachte
eine reguläre Funktion auf unserer Ebene, die an diesen beiden Punkten verschie-
dene Werte annimmt. Dann ist der Definitionsbereich der entsprechenden ration-
len Funktion auf der verklebten Varietät das Komplement des verklebten Punktes
und sein Komplement hat die Kodimension Zwei.

Beispiel 5.11.3. Nach 5.11.2 und sogar nach dem sehr viel einfacheren Beweis im
Fall faktorieller Ringe liefert für n ≥ 2 und k = k̄ die Restriktion von regulären
Funktionen von regulären Funktionen auf ganz kn zu regulären Funktionen auf
dem Komplement des Ursprungs eine Bijektion

O(kn) ∼→ O(kn\0)

Beweis. Für f ∈ (QuotA)\A ist das Ideal I := {g ∈ A | gf ∈ A} nicht ganz
A. Seien p = p0, p1, . . . , pr die paarweise verschiedenen über I minimalen Prim-
ideale von A nach 4.5.29. Man zeigt leicht Ip = {g ∈ Ap | gf ∈ Ap}. Die analoge
Formel gälte sogar für eine Lokalisierung nach einer beliebigen Teilmenge. Es
folgt f ̸∈ Ap. Können wir ht(p) = 1 zeigen, so sind wir fertig. Indem wir sonst
zu Ap übergehen, das nach 5.9.6 auch ganz abgeschlossen ist, dürfen wir gleich
A = Ap annehmen, also A lokal mit maximalem Ideal p und I ⊂ A ein Ideal
mit Radikal

√
I = p. Wir folgern pn ⊂ I für n ≫ 0. Aus If ⊂ A folgt damit

insbesondere pnf ⊂ A. Jetzt betrachten wir das kleinste l ≥ 0 mit plf ⊂ A.
Sicher gilt l > 0- Wählen wir g ∈ pl−1f\A, so gilt g ̸∈ A aber pg ⊂ A. Nun ist
A ganz abgeschlossen, also kann g nicht ganz sein über A. Dann kann aber nach
5.1.6 die Multiplikation mit g auch nicht den endlich erzeugten von Null verschie-
denen A-Modul p stabilisieren, wir haben also pg ̸⊂ p. Andererseits wissen wir
jedoch bereits, daß gilt pg ⊂ A, woraus folgt pg = A alias p = g−1A. Nun lie-
fert der Krull’sche Hauptidealsatz 5.16.8 oder sogar einfacher 5.11.4 in der Tat
ht(p) = 1.

Ergänzung 5.11.4. Ein lokaler noetherscher Integritätskring, dessen maximales
Ideal ein von Null verschiedenes Hauptideal ist, hat als einziges weiteres Prim-
ideal das Nullideal. Diesen Spezialfall des Krull’schen Hauptidealsatzes 5.16.8
sieht man leicht direkt ein: Ist (A, ⟨g⟩) unser lokaler Integritätskring und q ⊂ A
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ein Primideal mit g ̸∈ q, so gilt q = gq, denn jedes a ∈ q läßt sich darstellen als
a = gb mit b ∈ A und dann notwendig b ∈ q. Dann aber zeigt das Nakayama-
Lemma sofort q = 0.

Übungen

Übung 5.11.5. (k = k̄). Man zeige, daß für jede offene Teilmenge U ⊂◦ kn der
Ring Okn(U) der regulären Funktionen auf U ringendlich ist über k. Hinweis:
Man erinnere, daß der Polynomring faktoriell ist, und überlege sich, daß eine re-
guläre Funktion global durch ihre maximal gekürzte Darstellung gegeben sein
muß.

Übung 5.11.6. Gegeben ein faktorieller Ring R induziert das Bilden des Haupt-
ideals irreduzibler Elemente eine Bijektion

irkR
∼→ {p ∈ SpecR | ht(p) = 1}

zwischen der Menge der Irreduziblenklassen von R und der Menge aller Prim-
ideale der Höhe Eins. Hinweis: Man kopiere den Beweis von 4.2.24.

Übung 5.11.7. Seien X eine affine Varietät mit einem faktoriellen Ring von re-
gulären Funktionen, Y ⊂∧ X eine Hyperfläche und Z ⊂∧ X eine irreduzible Teil-
menge. Ist Z nicht in Y enthalten, so ist Y ∩ Z eine Hyperfläche in Z. Hinweis:
5.10.7, 4.2.24.

5.12 Lemma von Nakayama
5.12.1. Gegeben ein Kring R und ein Ideal a ⊂ R und ein R-Modul M ver-
einbaren wir die abkürzende Bezeichnung aM statt ⟨aM⟩ für den in M von den
Elementen am mit a ∈ a und m ∈M erzeugten Untermodul.

Lemma 5.12.2 (Existenz maximaler echter Untermoduln). Jeder von Null ver-
schiedene endlich erzeugte Modul M ̸= 0 hat mindestens einen echten Untermo-
dul N ⊊M , der maximal ist unter allen echten Untermoduln.

Beweis. Unser Modul hat ein unverkürzbares Erzeugendensystem. Da er nicht
Null ist, kann es nicht leer sein. Nach Zorn gibt es für jedes Element eines der-
artigen Erzeugendensystems einen Untermodul N , der maximal ist unter allen
Untermoduln, die dies Element nicht enthalten. Jeder derartige Untermodul N ist
offensichtlich maximal unter allen echten Untermoduln von M .

Proposition 5.12.3 (Quelle der Nakayama-Lemmata). Gegeben ein Kring R
und ein endlich erzeugter R-Modul M gilt

mM =M ∀m ∈ MaxR ⇒ M = 0
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Beweis. Durch Widerspruch. Hätten wir M ̸= 0, so hätte M nach 5.12.2 einen
maximalen echten Untermodul N ⊊ M . Dann wäre M/N einfach und m :=
Ann(M/N) ein maximales Ideal m ∈ Max(R) mit mM ⊂ N ⊊M .

5.12.4 (Nakayama-Lemma mit Jacobson-Radikal). Gegeben ein Kring R er-
klären wir sein Jacobson-Radikal Jac(R) als den Schnitt aller maximalen Ideale
vonR. Gegeben ein endlich erzeugterR-ModulM folgt aus unserer Quelle 5.12.3
dann offensichtlich

Jac(R)M =M ⇒ M = 0

Vorschau 5.12.5. Für nicht notwendig kommutative RingeR sind die Annulatoren
einfacher Moduln nicht notwendig die maximalen zweiseitigen Ideale, aber für
endlich erzeugte R-Moduln M gilt mit demselben Argument wie zuvor(

(AnnRE)M = 0 für jeden einfachen R-Modul E
)
⇒ M = 0

In diesem Zusammenhang erklärt man das Jacobson-Radikal Jac(R) als den
Schnitt aller maximalen Linksideale oder gleichbedeutend den Schnitt aller Annu-
latoren einfacher R-Moduln, vergleiche [NAS] 3.6.1, und folgert das nichtkom-
mutative Nakayamalemma [NAS] 3.6.3, nach dem für jeden endlich erzeugten
R-Modul M gilt

Jac(R)M =M ⇒ M = 0

Mit etwas mehr Aufwand erkennt man, daß das Jacobsonradikal in dieser Situati-
on auch der Schnitt aller maximalen Rechtsideale ist, vergleiche [NAS] 3.6.2.

5.12.6. Ein Ring heißt lokal, wenn seine Nichteinheiten ein Ideal bilden. Dies
Ideal ist dann natürlich das größte echte Ideal unseres Rings. Der Nullring ist
nicht lokal, denn die leere Menge ist kein Ideal. In einem lokalen Ring ist die
Summe aus einer Nichteinheit und einer Einheit offensichtlich stets eine Einheit.

5.12.7. Mit der Sprechweise „Sei (A,m) ein lokaler Kring“ ist gemeint, daß A
ein lokaler Kring sein soll und m sein per definitionem eindeutig bestimmtes ma-
ximales Ideal.

Beispiel 5.12.8. Gegeben ein Kring R und ein Primideal p ⊂ R ist die Lokalisie-
rung Rp von R an der Stelle p nach 4.5.4 stets ein lokaler Kring mit maximalem
Ideal pp. Insbesondere sind unsere Ringe von Funktionskeimen OX,x aus 4.4.3
und allgemeiner unsere Ringe von Funktionskeimen OX,Y aus 4.4.11 stets lokal.

Korollar 5.12.9 (Lemma von Nakayama für lokale Kringe). Gegeben ein lo-
kaler Kring (A,m) und ein endlich erzeugter A-Modul M gilt

mM =M ⇒ M = 0

Beweis. Das folgt direkt aus der Quelle 5.12.3.
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Korollar 5.12.10 (Lemma von Nakayama für lokale Kringe, Variante). Ge-
geben ein lokaler Kring (A,m) und ein endlich erzeugter A-Modul M und ein
Untermodul N ⊂M mit M = N +mM gilt bereits N =M .

Beweis. Für Q := M/N folgt aus unseren Annahmen aQ = Q und Q endlich
erzeugt, also Q = 0 nach 5.12.9.

Vorschau 5.12.11. Beide vorhergehenden Lemmata gelten genauso für nicht not-
wendig kommutative Ringe und werden in dieser Allgemeinheit in [NAS] 7.2.6
diskutiert. Die Beweise sind dann etwas komplizierter, man muß für einen nicht-
kommutativen lokalen Ring (A,m) zuerst m = Jac(A) zeigen.

Übungen

Übung 5.12.12. Gegeben ein endlich erzeugter freier Modul M über einem lo-
kalen Kring (A,m) bilden Elemente v1, . . . , vr ∈ M eine A-Basis von M genau
dann, wenn ihre Bilder v̄1, . . . , v̄r ∈M/mM eine Basis des Quotienten über A/m
bilden.

Übung 5.12.13. SeiA ⊂ B eine modulendliche Kringerweiterung. IstA lokal und
B ein freier A-Modul, so spaltet die Einbettung A ↪→ B als Homomorphismus
von A-Moduln. Hinweis: 5.12.12.

Übung 5.12.14. Seien X eine affine Varietät und M ein O(X)-Modul. Gege-
ben x ∈ X heißt M ⊗O(X) kx der geometrische Halm von M an der Stelle x.
Man zeige: Ein endlich erzeugterO(X)-Modul M ist genau dann projektiv, wenn
die Dimensionen seiner geometrischen Halme eine lokal konstante Funktion bil-
den. Hinweis: Man finde für jeden Punkt x ∈ X eine Funktion f ∈ O(X) mit
f(x) ̸= 0 und Mf frei über O(X)f . Man erinnere aus 4.3.36, daß unter gewissen
Endlichkeitsbedingungen projektiv äquivalent ist zu lokal frei.

5.13 Varianten zum Lemma von Nakayama*
5.13.1. Die hier diskutierten Varianten des Lemmas von Nakayama für kommuta-
tive nichtlokale Ringe werden wir erst im Zusammenhang mit dem Durchschnitts-
satz von Krull benötigen.

Korollar 5.13.2 (Lemma von Nakayama). Seien R ein Kring, a ⊂ R ein Ideal
und M ein endlich erzeugter R-Modul. Gilt aM = M , so gibt es f ∈ 1 + a mit
fM = 0.

5.13.3. Die Bedingung, M sei endlich erzeugt, ist an dieser Stelle wesentlich.
Gegeben ein Körper k ist die Folgerung zum Beispiel offensichtlich falsch für den
k[T ]-Modul M := k[T, T−1] und das Ideal a := ⟨T ⟩ in R := k[T ].
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5.13.4 (Anschauung zum Lemma von Nakayama). Seien R ein Kring und a ⊂
R ein Ideal. In geometrischer Sprache besagt das Nakayamalemma, daß aM =M
für einen endlich erzeugten R-Modul M gleichbedeutend ist zu

A(AnnM) ∩ A(a) = ∅

In der Tat ist das hinwiederum gleichbedeutend zu A((AnnM) + a) = ∅ alias
1 ∈
√
AnnM + a alias 1 ∈ AnnM + a alias (1 + a) ∩ AnnM ̸= ∅.

Beweis. Wir betrachten die multiplikative Teilmenge S := 1 + a in R. Es gilt zu
zeigen S−1M = 0. Unsere Annahme impliziert (S−1a)(S−1M) = (S−1M). Um
die Behauptung aus der Quelle 5.12.3 zu folgern, reicht es also, wenn wir zeigen
m ⊃ S−1a für alle maximalen Ideale m ∈ Max(S−1R). Sonst gäbe es aber ein
maximales Ideal m mit 1 ∈ m + S−1a. Daraus folgt in S−1R eine Gleichung der
Gestalt 1 = m+ (a/s) alias (s− a)/s ∈ m und wegen s = 1+ b mit b ∈ a haben
wir s− a = 1 + b− a ∈ S und m enthielte eine Einheit von S−1R und das kann
nicht sein.

Beweis ohne Quelle. Wir müssen aus aM =M folgern fM = 0 für ein f ∈ 1+a
oder gleichbedeutend S−1M = 0 für die Lokalisierung von M nach der multipli-
kativ abgeschlossenen Teilmenge S := 1 + a. Aber seien sonst q1, . . . , qt ∈ M
gewählt mit kleinstmöglichem t ≥ 1 derart, daß ihre Bilder S−1M als Modul
über S−1R erzeugen. Natürlich folgt aus aM = M auch (S−1a)(S−1M) =
(S−1S−1M). Wir können also in S−1M schreiben q1 = b1q1 + . . . + btqt mit
bi ∈ S−1a. Dann können wir auch in M schreiben sq1 = a1q1 + . . . + atqt mit
ai ∈ a, s ∈ S und folgern (s − a1)q1 = a2q2 + . . . + atqt. Wegen (s − a1) ∈ S
zeigt diese Gleichung aber, daß auch q2, . . . , qt schon S−1M erzeugen als Modul
über S−1R. Widerspruch!

Beweis ohne Quelle und Lokalisierung. Seien q1, . . . , qn Erzeuger des R-Moduls
M . Wir finden aij ∈ a mit

qi = ai1q1 + . . .+ ainqn

Das können wir umschreiben zur Matrixgleichung 1 0
. . .

0 1


 q1

...
qn

 =

 a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


 q1

...
qn


Ziehen wir nun beide Seiten voneinander ab und multiplizieren mit der adjungier-
ten Matrix [LA1] 6.4.6, so erkennen wir, daß für P das charakteristische Polynom
der Matrix der (aij) gilt P (1)q1 = . . . = P (1)qn = 0. Dies P (1) ist dann unser
gesuchtes f ∈ 1 + a.
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Korollar 5.13.5 (Lemma von Nakayama, Variante). Seien R ein Kring, a ⊂ R
ein Ideal und M ein endlich erzeugter R-Modul. Sei N ⊂M ein Untermodul mit
M = N + aM . So gibt es f ∈ 1 + a mit N [f−1]

∼→M [f−1].

5.13.6. Aus unserer Variante 5.13.5 folgt unmittelbar Korollar 5.13.2, indem wir
den FallN = 0 betrachten. Wir gehen jedoch beim Beweis den umgekehrten Weg.

Herleitung von Korollar 5.13.5 aus Proposition 5.13.2. Wir setzen Q := M/N
und betrachten das Diagramm mit exakten Spalten

N ∩ aM ↪→ aM ↠ aQ
↓ ↓ ↓
N ↪→ M ↠ Q
↓ ↓ ↓

N/(N ∩ aM) ↪→ M/aM ↠ Q/aQ

Seine beiden oberen Zeilen sind exakt, also nach dem Neunerlemma auch die
untere Zeile. Aus der Wahl von N folgt nun Q/aQ = 0, also Q = aQ, also fQ =
0 für ein f ∈ 1+a nach Korollar 5.13.2, alsoQ[f−1] = 0, alsoN [f−1]

∼→M [f−1]
wegen der Exaktheit des Lokalisierens 4.3.11.

5.14 Flache Morphismen
Definition 5.14.1. Ein Morphismus von affinen Varietäten φ : X → Y heißt
flach, wenn sein Komorphismus O(Y )→ O(X) flach ist.

Beispiel 5.14.2. Offensichtlich ist die Verknüpfung von flachen Morphismen flach.
Aufgrund der Exaktheit der Lokalisierung ist für jede reguläre Funktionen f ∈
O(X) auf einer affinen Varietät X die Einbettung Xf ↪→ X der Nichtnullstellen-
menge flach.

Satz 5.14.3 (Generische Freiheit ringendlicher Kringerweiterungen). Gege-
ben φ : A → B ein Kringhomomorphismus mit A einem Integritätsbereich und
B ringendlich über A gibt es a ∈ A\0 derart, daß die Lokalisierung Ba ein freier
Aa-Modul ist.

5.14.4. Einen KringhomomorphismsA→ B nenne ich modulfrei, wenn darunter
B ein freier A-Modul wird. Weiter nenne ich eine Kringerweiterung A → B
modulspaltend, wenn sie injektiv ist und als Homomorphismus von A-Moduln
spaltet. Im Beweis zeigen wir, daß wir a ∈ A\0 sogar so wählen können, daß
entweder gilt Ba = 0 oder daß Aa ↪→ Ba eine modulfreie und modulspaltende
Kringerweiterung ist.
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Beweis. Wir wählen b1, . . . , br ∈ B mit B = φ(A)[b1, . . . , br]. Auf der Menge
Nr der Multiindizes erklären wir eine Anordung ≤ durch ν ≤ µ falls |ν| < |µ|
oder |ν| = |µ| und ν lexikographisch kleinergleich µ. Dann setzen wir B<ν :=∑

µ<ν Ab
µ und B≤ν :=

∑
µ≤ν Ab

µ und finden kurze exakte Sequenzen von A-
Moduln

B<ν ↪→ B≤ν ↠ A/I(ν)

mit I(ν) = {a ∈ A | abν ∈ B<ν}. Offensichtlich gilt µ ≤ ν ⇒ µ + λ ≤ ν + λ
und daraus folgt I(ν) ⊂ I(ν + λ) für alle λ. Die Menge T := {ν | I(ν) ̸= 0} ist
also ein Monoidideal von Nr im Sinne von 1.5.21 und ist folglich endlich erzeugt,
sagen wir

T =
⋃
η∈E

(η + Nr)

für eine endliche Teilmenge E ⊂ T . Dann finden wir Elemente aη ∈ I(η)\0 für
η ∈ E und für deren Produkt a ∈ A\0 gilt I(ν) ̸= 0 ⇒ a ∈ I(ν). Für dieses
a ∈ A\0 bilden schließlich die bν mit I(ν) = 0 eine Aa-Basis von Ba.

Alternativer Beweis des körpertheoretischen Nullstellensatzes 1.6.10. Sei L ⊃ k
eine ringendliche Körpererweiterung. Es gilt zu zeigen, daß L algebraisch ist über
k. Andernfalls gäbe es x ∈ L mit x transzendent über k. Nach 5.14.3 gibt es also
f ∈ k[x] mit L frei als k[x]f -Modul. Nach [AL] 6.2.4.31 gibt es aber in k[X]f
ein Element g, das weder Null ist noch eine Einheit, und das steht nunmehr im
Widerspruch zu (g·) : L ∼→ L.

Beispiel 5.14.5 (Generische Flachheit). Gegeben ein Morphismus φ : X → Y
von affinen Varietäten gibt es eine Funktion s ∈ O(Y ) mit dichter Nichtnullstel-
lenmenge Ys derart, daß O(X)s◦φ = O(Xs◦φ) flach ist über O(Y )s = O(Ys).
Ist Y irreduzibel, so zeigt 5.14.3 sogar, daß wir erreichen können, daß O(X)s◦φ
ein freier Modul über O(Y )s ist. Sonst können wir zunächst t so finden, daß Yt
in Y dicht liegt und die disjunkte Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten
ist, und können dann für jede irreduzible Komponente separat das vorherige Ar-
gument anwenden.

Satz 5.14.6 (Flach impliziert offenes Bild). Sei k = k̄ ein algebraisch abge-
schlossener Körper. Ist φ : A → B ein Homomorpismus von über k ringend-
lichen k-Kringen und ist B flach als A-Modul, so ist die induzierte Abbildung
φ̄ : MaxB → MaxA offen.

5.14.7. Dieser Satz ist eine besonders einfache Variante einer ganzen Vielfalt von
Aussagen, die für Kringhomomorphismen Kriterien dafür angeben, wann die in-
duzierte Abbildung auf den Spektren offen ist.
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Beweis. Jede offene Teilmenge von MaxB ist eine Vereinigung von Bildern von
MaxBg für g ∈ B. DaB → Bg flach ist, müssen wir nur zeigen, daß das Bild von
MaxB offen ist. Wir argumentieren mit Induktion über die Krulldimension von
A. Ist sie Null oder ist A der Nullring, so trägt MaxA die diskrete Topologie und
es bleibt nichts zu zeigen. Ist A → D irgendein Kringhomomorphismus, so ist
auch D ⊗A B flach als D-Modul. Wenden wir diese Erkenntnis an auf A ↠ A/p
für die minimalen Primideale p ⊂ A, von denen es nach 4.5.24 nur höchstens
endlich viele gibt, so können wir uns auf den Fall zurückziehen, daßA ein Integri-
tätsbereich der kleinsten Krulldimension ist, für die wir unsere Behauptung noch
nicht gezeigt haben. Ist nun das Bild φ̄(MaxB) nicht dicht, so gibt es f ∈ A\0
mit φ̄(MaxB) ⊂ A(f) in unserer Notation aus 4.5.13. In anderen Worten liegt
φ(f) in jedem maximalen Ideal von B und damit nach 3.4.7 im Nilradikal von
B. Aufgrund der Flachheit muß andererseits die Injektion (f ·) : A ↪→ A eine
Injektion (φ(f)·) : B ↪→ B induzieren und wir sehen so, daß aus φ̄(MaxB) nicht
dicht bereits folgt B = 0. Da die leere Menge eh offen ist, dürfen wir annehmen,
daß φ̄(MaxB) dicht ist in MaxA, und müssen zeigen, daß es dann auch offen
ist. Zuächst einmal umfaßt φ̄(MaxB) nach 5.3.12 eine offene dichte Teilmenge
U ⊂◦ MaxA. Deren Komplement ist eine abgeschlossene Teilmenge Y ⊂∧ MaxA
echt kleinerer Krulldimension und per Induktion wissen wir bereits, daß das Bild
von Max(O(Y )⊗AB)→ Y alias Y ∩ φ̄(MaxB) offen ist in Y . Die Behauptung
folgt.

5.14.8. Wir nennen einen Morphismus φ : X → Y von affinen k-Varietäten
scheinflach, wenn es ein kommutatives Diagramm von ringendlichen k-Kringal-
gebren

A ↠ O(Y )
↓ ↓
B ↠ O(X)

gibt derart, daß die Horizontalen Surjektionen sind mit den jeweiligen Nilradika-
len als Kern und daß A → B ein flacher Kringhomomorphismus ist. Ich erwarte
nicht, daß jede Verknüpfung scheinflacher Morphismen wieder scheinflach ist.
Dieser Begriff ist nur im Kontext vom Varietäten nützlich und kommt in der Lite-
ratur sonst noch nicht vor. Jeder flache Morphismus ist auch scheinflach.

Korollar 5.14.9 (Eigenschaften scheinflacher Morphismen). 1. Jeder schein-
flache Morphismus φ : X → Y von affinen Varietäten induziert eine offene
Abbildung der zugrundeliegenden topologischen Räume;

2. Ist φ : X → Y ein scheinflacher Morphismus von affinen Varietäten und
T → Y ein beliebiger Morphismus von affinen Varietäten, so ist auch der
induzierte Morphismus X ×Y T → T scheinflach.
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Vorschau 5.14.10. Zusätzliche Eigenschaften, die insbesondere die Dimensionen
von Fasern betreffen, diskutieren wir in 5.15.5.

5.14.11. Zum Beispiel folgt, daß gegeben ein flacher oder auch nur scheinflacher
Morphismus φ : X → Y und Z ⊂∧ Y abgeschlossen auch φ : φ−1(Z) → Z
scheinflach und insbesondere offen ist.

Beweis. Teil 1 folgt sofort aus Satz 5.14.6. Teil 2 folgt sofort aus den Definitionen
und der Beschreibung des Faserprodukts 3.4.20.

5.15 Flachheit und Faserdimension
Satz 5.15.1 (Höhenvergleich in flachen Kringerweiterungen). Gegeben ein fla-
cher Kringhomomorpismus φ : A → B von noetherschen Kettenlängenringen
haben für jedes Primideal p ⊂ A die über φ(p) minimalen Primideale q ⊂ B
dieselbe Höhe wie p und es gilt für sie zusätzlich

φ−1(q) = p

5.15.2. Als Gegenbeispiel für den Fall, daß A kein Kettenlängenring ist, mag man
den durch Auswerten bei T = 0 gegebenen Homomorphismus k[T ]× k → k× k
betrachten.

5.15.3. Der Satz und sein Beweis bleiben richtig, wenn wir von unseren beiden
Ringen nur fordern, daß sie noethersch sind und daß je zwei Primidealketten, die
zu einem fest vorgegebenen Primideal aufsteigen und nicht weiter verfeinerbar
sind, dieselbe endliche Länge haben. In 7.3.22 werden wir zeigen, daß in einem
noetherschen Kring jedes Primideal eine endliche Höhe hat. Insbesondere gibt es
dann zumindest mindestens eine endliche nicht verfeinerbare Primidealkette, die
zu einem gegebenen Primideal aufsteigt.

5.15.4. Gegeben ein flacher Kringhomomorphismus φ : A → B und ein be-
liebiger Kringhomomorphismus A → C ist der induzierte Homomorphismus
C → B ⊗A C stets wieder flach. Weiter ist für jedes kürzbare Element f ∈ A
auch sein Bild φ(f) kürzbar in B. Ist insbesondere A ein Integritätsbereich und
B nicht der Nullring, so muß jeder flache Kringhomomorphismus eine Injektion
φ : A ↪→ B sein.

Beweis. Wir zeigen das, indem wir mit Spezialfällen beginnen und in mehreren
Schritten zum allgemeinen Fall übergehen.

Fall 1: Der Ring A ist ein Integritätsring und p = 0. Im Fall B = 0 ist nichts zu
zeigen, andernfalls dürfen wir A ⊂ B annehmen nach 5.15.4. Die über p mini-
malen Primideale von B sind dann genau die minimalen Primideale von B und
haben auch die Höhe Null. Weiter schneiden sie den Integritätsbereich A in Null,
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denn schneidet ein Ideal q ⊂ B den Teilring A nicht im Nullideal, so enthält es
kürzbare Elemente von A und diese sind nach 5.15.4 wegen der Flachheit auch
kürzbar in B und nach 4.5.10 kann unser q dann kein minimales Primideal in B
sein.

Fall 2: Das Primideal p ist ein minimales Primideal von A. Das Darantensorieren
⊗AA/p zeigt mit 5.15.4, daß auch φ̄ : A/p→ B/pB flach ist mit der abkürzenden
Notation pB für das von φ(p) inB erzeugte Ideal. Die über φ(p) minimalen Prim-
ideale q ⊂ B sind nun genau die Urbilder unter der Projektion πB : B ↠ B/pB
der minimalen Primideale q̄ von B/pB. Nach dem bereits behandelten Fall gilt
φ̄−1(q̄) = 0 und dann auch

φ−1(q) = φ−1(π−1
B (q̄)) = π−1

A (φ̄−1(q̄)) = π−1
A (0) = p

Es bleibt zu zeigen, daß die über φ(p) minimalen Primideale q ⊂ B auch als Prim-
ideale von B minimal sind. Andernfalls gäbe es aber in B ein Primideal q1 ⊊ q
und wir hätten notwendig auch φ−1(q1) = p und q1 ⊃ pB und q̄1 ⊊ q̄ wäre ein
echt kleineres Primideal von B/pB im Widerspruch dazu, daß q̄ dort ein minima-
les Primideal war.

Fall 3: Der allgemeine Fall. Wir argumentieren durch Induktion über die Höhe von
p. Die Basis der Induktion bildet Fall 2, bei dessen Behandlung wir sogar ohne die
Bedingung ausgekommen sind, daß unsere Ringe noethersche Kettenlängenringe
sein sollen. Im allgemeinen ziehen wir uns zunächst einmal auf den Fall zurück,
daß A nilpotentfrei ist, indem wir sonst A und B durch das Nilradikal n ⊂ A
beziehungsweise das von φ(n) in B erzeugte Ideal nB teilen. Da diese Ideale bei-
de aus nilpotenten Elementen bestehen, liegen sie jeweils in allen Primidealen.
Des weiteren ist der induzierte Ringhomomorphismus A/n→ B/nB nach 5.15.4
auch flach, so daß sich an unserer Aussage nichts ändert. Sei also von nun an
A nilpotentfrei. Ist p ⊂ A ein Primideal positiver Höhe c ≥ 1, so enthält p ein
kürzbares Element f von A, da es nach 4.2.14 nicht in einer endlichen Vereini-
gung minimaler Primideale enthalten sein kann, da es aber nach 4.5.24 in unserem
noetherschen Ring A nur endlich viele minimalen Primideale gibt und da deren
Vereinigung nach 4.5.10 in unserem nilpotentfreien Ring genau die Menge der
nichtkürzbaren Elemente ist. Dann ist nach 5.15.4 aufgrund der Flachheit f auch
kürzbar in B und der Kringhomomorphismus φ̄ : A/fA → B/fB ist flach und
nach dem Krull’schen Hauptidealsatz 5.16.8, für den wir wieder die Bedingung
noethersch brauchen, sind A/fA sowie B/fB Kettenlängenringe. Da wir A als
Kettenlängenring angenommen hatten, hat p̄ := p/fA die Höhe ht p̄ = c − 1 in
A/fA. Mit Induktion folgt für jedes Primideal q̄ ⊂ B/fB, das minimal ist über
φ̄(p̄), daß gilt ht q̄ = c− 1 und φ̄−1(q̄) = p̄. Da wir B als Kettenlängenring ange-
nommen hatten, zeigt der Krull’sche Hauptidealsatz weiter, daß das Zurückholen
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Bijektionen

Specht=c−1(B/fB)
∼→ {q ∈ Specht=cB | f ∈ q}

induziert. Dann folgt aber auch für jedes Primideal q ⊂ B, das minimal ist über
φ(p), daß gilt ht q = c und φ−1(q) = p.

Korollar 5.15.5 (Scheinflache Morphismen äquidimensionaler Varietäten).
Gegeben ein scheinflacher Morphismus φ : X → Y von einer nichtleeren äqui-
n-dimensionalen affinen Varietät zu einer äqui-m-dimensionalen affinen Varietät
gilt n ≥ m und gegeben eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge Z ⊂∧ Y gilt
für jede irreduzible Komponente K ihres Urbilds φ−1(Z) sowohl φ(K) = Z als
auch

kdimX − kdimK = kdimY − kdimZ

5.15.6. Das mag im Kontrast zum Fall 5.10.11 eines dominanten Morphismus
irreduzibler affiner Varietäten gesehen werden, in dem wir selbst unter der zusätz-
lichen Annahme φ(K) = Z nur die Abschätzung ≤ zeigen konnten und insbe-
sondere nur eine untere Abschätzung für die Dimension der Fasern. Im Fall eines
scheinflachen Morphismus finden wir viel stärker, daß alle Komponenten aller
Fasern die zu erwartende Dimension haben.

Beweis. Wir zeigen das nur im flachen Fall. Im scheinflachen Fall geht es genau-
so, man muß nur mehr Notation einführen. Genau dann hat eine abgeschlossene
irreduzible Teilmenge W ⊂∧ X die Eigenschaft φ(W ) ⊂ Z, wenn für die zu-
gehörigen Primideale gilt φ♯(IY (Z)) ⊂ IX(W ). Die irreduziblen Komponenten
von φ−1(Z) entsprechen also den kleinstmöglichen Primidealen q ⊂ O(X), die
φ♯(IY (Z)) umfassen. Nach 5.15.1 haben alle diese Primideale q dieselbe Höhe
wie IY (Z). Folglich gilt für alle irreduziblen Komponenten W von φ−1(Z) die
Identität

kdim(W ⊂ X) = kdim(Z ⊂ Y )

Die obige Dimensionsidentität folgt damit aus unserer Beziehung 5.9.4 zwischen
Krulldimension und Krullkodimension in äquidimensionalen Varietäten. Die Gleich-
heit φ(K) = Z dahingegen folgt aus der Gleichheit (φ♯)−1(q) = IY (Z) aus
5.15.1.

Satz 5.15.7 (Halbstetigkeit der Faserdimension). Gegeben ein Morphismus von
affinen Varietäten φ : X → Y ist die Funktion f : X → N der lokalen Faserdi-
mension

f(x) := kdimx φ
−1(φ(x))

halbstetig auf X in dem Sinne, daß für alle n ∈ N die Menge {x ∈ X | f(x) ≥ n}
abgeschlossen ist.
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5.15.8. Hier verwenden wir unsere Notation kdimz Z aus 4.1.17 für das Maxi-
mum der Dimensionen irreduzibler Komponenten von Z, die den Punkt z enthal-
ten. Für das folgende vereinbaren wir die Notation

X≥n := {x ∈ X | f(x) ≥ n}

Vorschau 5.15.9. Sobald wir allgemeine, nicht notwendig affine Varietäten und
ihre Morphismen kennenlernen, wird klar sein, daß der Satz für sie genauso gilt.

Beweis. Wir zeigen das durch Induktion über die Dimension von Y . Wissen wir es
bei festem Y fürX irreduzibel, so folgt es leicht fürX beliebig. Im Fall kdimY =
0 ist die Behauptung klar für X irreduzibel und folgt dann für X beliebig. Für den
Induktionsschritt dürfen wir wieder X irreduzibel annehmen und, indem wir Y
durch φ(Y ) ersetzen, auch noch Y irreduzibel. Setzen wir nun c := kdimX −
kdimY , so folgt aus unseren Erkenntnissen 5.10.11 zur Mindestdimension von
Fasern bereits X = X≥c. Aufgrund der generischen Flachheit 5.14.5 und der
Dimensionseigenschaften flacher Morphismen 5.15.5 besitzt weiter Y eine offene
dichte Teilmenge V ⊂◦ Y derart, daß unsere Funktion f auf φ−1(V ) konstant den
Wert c annimmt. Setzen wir Z := Y \V , so hat Z ⊂∧ Y echt kleinere Dimension
als Y und wir dürfen auf φ : φ−1(Z)→ Z die Induktionsvorausetzung anwenden
und haben gewonnen.

5.16 Hauptidealsatz von Krull*
5.16.1. Für das folgende benötigen wir Resultate aus [NAS] 2.2, deren Beweis
hier nicht wiederholt werden soll. Gegeben ein Modul M über einer Menge Ω
definieren wir seine Länge

LängeΩ(M) = Länge(M) = lΩ(M) = l(M) ∈ N ⊔ {∞}

als das Supremum über alle n derart, daß es in M eine echt absteigende Kette von
Untermoduln gibt der Gestalt M = Mn ⊋ Mn−1 ⊋ . . . ⊋ M0 = 0, die also
salopp gesprochen in n Schritten vom ganzen Modul zum Nullmodul führt.
5.16.2. Gegeben eine Menge Ω und eine kurze exakte Sequenz M ′ ↪→M ↠M ′′

von Ω-Moduln gilt die Längenformel l(M) = l(M ′)+l(M ′′). Das wird in [NAS]
2.2.19 bewiesen, hier nehmen wir es ohne Beweis hin.
5.16.3. Ein Modul heißt einfach, wenn er nicht Null ist, aber außer Null und
sich selber keine weiteren Untermoduln hat. In anderen Worten sind die einfachen
Moduln genau die Moduln der Länge Eins.
5.16.4. Gegeben ein Modul endlicher Länge haben je zwei nicht verfeinerbare
echt absteigende Folgen von Untermoduln dieselbe Länge in bis auf Reihenfolge
isomorphe Subquotienten. Das ist der Satz von Jordan-Hölder aus [NAS] 2.2.15.
Auch ihn nehmen wir hier ohne Beweis hin.
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5.16.5. Man sagt, ein Kring R sei von endlicher Länge, wenn er von endlicher
Länge ist als Modul über sich selber, in Formeln lR(R) <∞.

Satz 5.16.6 (Noethersche Kringe der Krulldimension Null). Für einen Kring
sind gleichbedeutend:

1. Unser Kring ist von endlicher Länge;

2. Unser Kring ist noethersch von der Krulldimension Null oder der Nullring;

3. Unser Kring ist isomorph zu einem endlichen Produkt von noetherschen
Kringen mit genau einem Primideal, das dann notwendig sowohl maximal
als auch nilpotent sein muß.

Vorschau 5.16.7. Die Äquivalenz dieser Aussagen wird sich als eine wesentli-
che Zutat beim Beweis des Hauptidealsatzes von Krull 5.16.8 erweisen, einer der
zentralen Aussagen der Dimensionstheorie.

Beweis. (2)⇒(3). Ist unser Kring R noethersch, so ist nach 4.5.24 sein Nilradikal
der Schnitt seiner endlich vielen minimalen Primideale m1, . . . ,mr. Ist zusätzlich
die Krulldimension unseres Krings Null, so sind das auch seine maximalen Ideale.
Es gibt also n mit (m1 . . .mr)

n = 0 und der abstrakte chinesische Restsatz [AL]
6.2.3.4 liefert einen Isomorphismus

R
∼→ R/mn

1 × . . .×R/mn
r

(3)⇒(1). Jedes mt
i/m

t+1
i ist ein endlich erzeugter Vektorraum über dem Körper

R/mi und folglich von endlicher Länge alsR-Modul. Zusammen mit der Längen-
formel 5.16.2 zeigt das, daß R endliche Länge hat.

(1)⇒(2). Aufgrund der Längenformel ist jeder Modul endlicher Länge noethersch.
Weiter kann unser Kring endlicher Länge nach dem Satz von Jordan-Hölder [NAS]
2.2.15 bis auf Isomorphismus nur endlich viele einfache Moduln haben, also nur
endlich viele maximale Ideale m1, . . . ,mr. Offensichtlich gilt (m1 . . .mr)

l = 0 für
l die Länge unseres Krings. Dies Produkt liegt mithin in jedem Primideal p unse-
res Rings. Nach 4.2.13 umfaßt p eines der mi. Also ist jedes Primideal maximal
und die Krulldimension ist Null.

Satz 5.16.8 (Hauptidealsatz von Krull). Gegeben ein noetherscher Kring R und
ein Element f ∈ R gilt für jedes Primideal p ⊂ R, das f enthält und minimal ist
unter allen Primidealen mit dieser Eigenschaft, die Abschätzung ht(p) ≤ 1. Ist
zusätzlich f kürzbar, so gilt genauer ht(p) = 1.
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Vorschau 5.16.9. Ein unabhängiger Beweis wird in 7.3.22 gegeben. Dort zeigen
wir sogar allgemeiner für Elemente f1, . . . , fs eines noetherschen Krings und je-
des Primideal p ⊂ R, das f1, . . . , fs enthält und minimal ist unter allen Primidea-
len mit dieser Eigenschaft, die Abschätzung ht(p) ≤ s.

Beweis für faktorielle Ringe. Sei R ein faktorieller Ring. Enthält ein Primideal
p ⊂ R ein Element f ̸= 0, so enthält es auch einen irreduziblen Faktor g von f
und das Hauptideal ⟨g⟩ ist bereits selbst ein Primideal mit f ∈ ⟨g⟩ ⊂ p. War p
minimal über f , so folgt ⟨g⟩ = p und wir erhalten 1 = ht(⟨g⟩) = ht(p), da die
erste Gleichung in dieser Situation offensichtlich ist.

Beweis. Die Verschärfung für f kürzbar folgt unmittelbar daraus, daß jedes mini-
male Primideal eines Krings nach 4.5.10 aus nichtkürzbaren Elementen besteht.
Indem wir zu Rp übergehen, dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit
annehmen, daß p das einzige maximale Ideal von R ist. Es gilt dann, für jedes
Primideal q ⊂ R mit q ̸= p zu zeigen, daß q ein minimales Primideal von R
ist. Nach Annahme gilt f ̸∈ q. Wir betrachten nun die kanonische Abbildung
λ : R → Rq in die Lokalisierung und setzen q(i) := λ−1(qiq). Dann bilden wir in
R die Kette von Idealen

q+ ⟨f⟩ ⊃ q(2) + ⟨f⟩ ⊃ q(3) + ⟨f⟩ ⊃ . . .

Da R/⟨f⟩ nach Konstruktion ein noetherscher Kring der Krulldimension Null
ist und folglich nach 5.16.6 endliche Länge hat, wird diese Kette von Idealen
stationär, sagen wir bei

q(n) + ⟨f⟩ = q(n+1) + ⟨f⟩

So kann jedes a ∈ q(n) dargestellt werden als a = b + rf mit b ∈ q(n+1) und
r ∈ R. Nun impliziert rf ∈ q(n) aber λ(rf) ∈ qnq und wegen λ(f) ∈ R×

q weiter
λ(r) ∈ qnq und so r ∈ q(n). Mithin haben wir sogar

q(n) = q(n+1) + fq(n)

Es folgt f(q(n)/q(n+1)) = (q(n)/q(n+1)). Da f im einzigen maximalen Ideal unse-
res Rings liegt, liefert das Lemma 5.12.10 von Nakayama dann q(n) = q(n+1) und
damit qnq = qn+1

q . Wieder mit Nakayama zeigt das jedoch qnq = 0 und damit ist
das maximale Ideal von Rq bereits nilpotent, also etwa nach 4.2.31 ein minimales
Primideal von Rq. Es folgt sofort, daß q ein minimales Primideal von R ist.
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Übungen

Übung 5.16.10. Sei A ein noetherscher Kring. Man zeige: Ist der Quotient von
A nach seinem Nilradikal A/

√
0 von endlicher Länge, so ist bereits A selbst von

endlicher Länge.

Übung 5.16.11. Gegeben ein von Null verschiedener noetherscher Kettenlängen-
ring R und darin ein kürzbares Element f ist auch R/⟨f⟩ ein Kettenlängenring
und es gilt

kdimR/⟨f⟩ = kdimR− 1

5.17 Hauptraumzerlegung von Moduln*
Lemma 5.17.1 (Verallgemeinerte Hauptraumzerlegung). Gegeben ein Modul
M über einem Kring R und ein maximales Ideal χ ∈ MaxR setze man M(χ) :=
{m ∈M | χkm = 0 für k ≫ 0}. Mit dieser Notation liefern die Inklusionen eine
Einbettung ⊕

χ∈MaxR

M(χ) ↪→M

und das Bild dieser Einbettung die Vereinigung aller Untermoduln endlicher Länge.

5.17.2. Im Spezialfall eines Polynomrings in einer Veränderlichen über einem al-
gebraisch abgeschlossenen Körper k ist das die Hauptraumzerlegung [LA2] 5.2.7,
vergleiche auch [LA2] 5.2.16. Unter der Bijektion k ∼→ Max(k[X]), λ 7→ ⟨X−λ⟩
entspricht genauer die Hauptraumzerlegung des durch Multiplikation mit X ge-
gebenen Endomorphismus des k-VektorraumsM genau der Zerlegung in der Pro-
position.

Beweis. Wäre die Summe derM(χ) nicht direkt, so wäre auch schon eine endliche
Teilsumme nicht direkt und wir hätten notwendig eine endliche direkte Teilsumme
M(ν) ⊕ . . . ⊕ M(µ), die von einem weiteren M(χ) nichttrivial geschnitten wird.
Wegen (M ⊕N)(χ) =M(χ) ⊕N(χ) hätten wir dann µ ̸= χ mit M(µ) ∩M(χ) ̸= 0.
Das ist aber absurd, da gilt R = χ + µ, also 1 = a + b mit a ∈ χ, b ∈ µ, also
für alle n auch 1 = (a + b)2n = c + d mit c ∈ χn, d ∈ µn, und damit 1m = 0
für alle m ∈ M(µ) ∩M(χ). Die Summe ist also direkt und es reicht, wenn wir für
M von endlicher Länge M =

∑
M(χ) zeigen. Unter dieser Annahme ist klar, daß

wir paarweise verschiedene χ1, . . . , χr ∈ MaxR finden können und n ∈ N mit

(χ1 . . . χr)
nM = 0

Der chinesische Restsatz [AL] 6.2.3.4 liefert dann einen Isomorphismus

R/(χ1 . . . χr)
n ∼→ R/χn

1 × . . .×R/χn
r
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den wir benutzen können, um unser M aufzufassen als einen Modul über dem
Produktring. Die Elemente ei in diesem Produktring mit einem einzigen Eintrag
1 an der i-ten Stelle und Nullen sonst haben als Elemente der rechten Seite die
Eigenschaft χn

i ei = 0 und für alle m ∈ M gehört m = e1m+ . . .+ erm folglich
zur Summe der M(χ).

Übungen

Übung 5.17.3. Man bestimme die verallgemeinerte Hauptraumzerlegung des Z-
Moduls Z/1000Z.

Übung 5.17.4 (Hauptraumzerlegung über Kringen endlicher Länge). IstR ein
Kring und M ein R-Modul, der die Vereinigung seiner Untermoduln endlicher
Länge ist, so sind für alle χ ∈ MaxR die Kompositionen M(χ) ↪→ M → Mχ

Isomorphismen mit der Lokalisierung nach χ und für maximale Ideale χ ̸= µ
ist die Komposition M(χ) ↪→ M → Mµ die Nullabbildung. Insbesondere ist für
jeden Modul M über einem Kring endlicher Länge die Abbildung aus 4.3.27 ein
Isomorphismus

M
∼→

∏
χ∈MaxR

Mχ
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6 Algebraische Varietäten

6.1 Einführung
6.1.1 (Streitgespräch). Ich will die Theorie allgemeiner algebraischer Varietäten
durch einen kurzen Dialog motivieren.

A: Kennst Du schon diesen super Satz von Bézout, nach dem zwei Polynome
in zwei Veränderlichen genau so viele gemeinsame Nullstellen haben, wie
das Produkt ihrer Grade angibt?

B: Ist doch offensichtlich Quatsch. Denk nur an zwei parallele Geraden in der
Ebene!

A: Na ja, die schneiden sich halt im Unendlichen.

B: Hättest Du auch gleich dazusagen können, was da noch alles mitzuzählen
ist! Dann denk halt an zwei Kreise, Nullstellenmengen von quadratischen
Polynomen. Die schneiden sich doch meist gar nicht, bestenfalls in zwei
und nie in vier Punkten.

A: Na ja, die anderen Schnittpunkte liegen eben im Komplexen.

B: Wird ja ziemlich komplex. Eine Ausrede nach der anderen. Dann denk eben
an den Schnitt der Standardparabel mit der x-Achse.

A: Der muß natürlich doppelt gezählt werden!

B: Argh! Natürlich, selbstverständlich. Und was wäre, wenn wir schlicht zwei-
mal dasselbe Polynom in zwei Veränderlichen nehmen?

A: Oups, ich vergaß, teilerfremd müssen die beiden Polynome schon sein. Aber
dann stimmt es auch wirklich!

B: Ich glaub vorerst gar nichts mehr. Jetzt erklär mir erst mal ganz genau, was
Du mit „gemeinsamen Nullstellen im Unendlichen“ meinst und mit welcher
„Vielfachheit“ eine vorgegebene gemeinsame Nullstelle denn nun gezählt
werden soll, dann sehen wir weiter.

6.1.2. Nun, dieses „ganz genaue Erklären“ wird ein Weilchen dauern, weil ich es
auch wieder nicht minimalistisch machen will. Vielmehr erkläre ich zunächst ganz
allgemein abstrakte algebraische Varietäten als spezielle k-geringte Räume. Dann
wird diskutiert, inwiefern für k = k̄ unsere algebraischen Teilmengen von kn oder
auch unsere naiven affinen Varietäten in diesem Sinne eine natürliche Struktur als
algebraische Varietäten tragen, und inwiefern dasselbe auch für die projektiven
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Räume Pnk aus [EL] 1.4.18 gilt. In diesem Rahmen schließlich wird das „ganz
genaue Erklären“ dann leicht von der Hand gehen, vergleiche 6.10.6.

6.2 Geringte Räume
Definition 6.2.1. Sei k ein Kring. Unter einer k-Ringalgebra verstehen wir ein
Paar (R,φ) bestehend aus einem Ring R und einem Ringhomomorphismus φ :
k → R, dessen Bild im Zentrum von R liegt und der meist vom Leser erra-
ten werden muß. Von einer k-Teilringalgebra fordern wir, daß sie das Bild dieses
ausgezeichneten Ringhomomorphismus umfassen soll. In [LA2] 9.9.1 hatten wir
derartige Strukturen im Fall eines Körpers k bereits kennengelernt.

Definition 6.2.2. Sei k ein Kring. Ein k-geringter Raum X = (X,O) ist ein
topologischer Raum X mitsamt einer Vorschrift O, die jeder offenen Teilmenge
U ⊂◦ X eine k-Teilringalgebra O(U) ⊂ Ens(U, k) in der k-Ringalgebra aller
Abbildungen von U nach k zuordnet, deren Elemente wir die strukturierenden
Funktionen auf U nennen und von denen wir fordern:

Ist U ein System offener Teilmengen von X und V :=
⋃

U∈U U seine
Vereinigung, so ist eine Funktion f : V → k strukturierend genau
dann, wenn ihre Restriktionen auf alle U ∈ U strukturierend sind.

6.2.3. Unter anderem impliziert unsere Definition, daß alle konstanten Funktio-
nen strukturierend sind, daß also für jedes U ⊂◦ X die konstanten Abbildungen
von U nach k in O(U) liegen: Eine Teilringalgebra muß nämlich nach unseren
Definitionen stets das Einselement der ursprünglichen Ringalgebra enthalten.
Ergänzung 6.2.4 (Diskussion der Terminologie). Im Zusammenhang mit der De-
finition von „Schemata“ und „Supermannigfaltigkeiten“ wird eine noch allgemei-
nere Definition des Konzepts eines geringten Raums benötigt. Wenn wir betonen
wollen, daß wir den hier erklärten einfacheren Begriff meinen, reden wir genauer
von einem durch Funktionen k-geringten Raum. In der Sprache der Garben-
theorie, die ich hier noch vermeiden will, ist O eine „k-Ringalgebren-Untergarbe
der k-Ringalgebren-Garbe aller k-wertigen Funktionen auf X“.
Beispiel 6.2.5 (Mannigfaltigkeiten als R-geringte Räume). Ein typisches Bei-
spiel sind die „Mannigfaltigkeiten“, die wir in [ML] 28.3.2.4 definiert haben als
gewisse R-geringte Räume X , bei denen wir als strukturierende Funktionen auf
einer offenen Teilmenge U ⊂◦ X alle „glatten“ Funktionen nehmen.
Beispiel 6.2.6 (Affine Varietäten als k-geringte Räume). Gegeben ein algebra-
isch abgeschlossener Körper k = k̄ und eine naive affine k-Varietät (X,O(X))
erhalten wir einen k-geringten Raum (X,OX), indem wir X mit seiner Zariskito-
pologie versehen und für U ⊂◦ X unsere regulären Funktionen aus 4.4.4 als struk-
turierende Funktionen U → k nehmen. Die Menge dieser Funktionen hatten wir
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bereits in 4.4.4 mitOX(U) bezeichnet. Die so aus naiven affinen Varietäten entste-
henden k-geringten Räume nennen wir affine Varietäten. Eine keineswegs trivia-
le Aussage war Lemma 4.4.6, nach dem in dieser Situation gilt OX(X) = O(X)
und allgemeiner OX(Xh) = O(Xh) für alle h ∈ O(X).

Definition 6.2.7. Seien k ein Kring und (X,OX) sowie (Y,OY ) zwei k-geringte
Räume. Eine Abbildung φ : X → Y heißt ein Morphismus von k-geringten
Räumen, wenn sie stetig ist und wenn das Davorschalten unserer Abbildung
strukturierende Funktionen zu strukturierenden Funktionen macht, wenn also in
Formeln aus U ⊂◦ Y und f ∈ OY (U) folgt f ◦ φ ∈ OX(φ

−1(U)). Die Kategorie
der k-geringten, genauer der durch Funktionen k-geringten Räume notieren wir

Gerfk

Beispiel 6.2.8. Die Morphismen R-geringter Räume im Fall von Mannigfaltigkei-
ten sind genau alle glatten Abbildungen.

Beispiel 6.2.9. Die Morphismen k-geringter Räume im Fall von affinen k-Varietä-
ten sind genau alle Morphismen von naiven affinen Varietäten im Sinne von 3.3.2.
Es ist deshalb im weiteren nicht so wichtig, zwischen naiven affinen Varietäten
im Sinne von speziellen k-geringten Mengen und affinen Varietäten im Sinne von
speziellen k-geringten Räumen zu unterscheiden.

6.2.10 (Schnitt von Strukturen als k-geringter Raum). Sind auf ein und der-
selben Menge X mehrere Strukturen als k-geringter Raum gegeben, so bilden wir
ihren Schnitt, indem wir diejenigen Mengen offen nennen, die in jeder unserer
Strukturen offen sind, und diejenigen Funktion strukturierend, die in jeder unse-
rer Strukturen strukturierend sind. Dieser Schnitt ist dann offensichtlich auch eine
Struktur als k-geringter Raum auf X.

6.2.11 (Vergleich von Strukturen als k-geringter Raum). Gegeben zwei Struk-
turen als k-geringter Raum auf derselben Menge X nennen wir die eine größer-
gleich als die andere genau dann, wenn der Schnitt der beiden die andere Struk-
tur ist. Salopp gesprochen sind also größere Strukturen solche „mit mehr offenen
Mengen oder mehr strukturierenden Funktionen oder beidem“. Auf diese Wei-
se erhalten wir eine Teilordnung auf der Menge aller Strukturen als k-geringter
Raum auf einer vorgegebenen Menge X .

Definition 6.2.12. Eine Familie (φi : Xi → Y )i∈I von Morphismen k-geringter
Räume heißt gesamthaft final, wenn für jeden weiteren k-geringten RaumW und
jede Abbildung ψ : Y → W gilt

(ψφi Morphismus ∀i)⇒ (ψ Morphismus)
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Lemma 6.2.13. Gegeben k-geringte Räume (Xi)i∈I , eine Menge Y und Abbil-
dungen φi : Xi → Y gibt es genau eine Struktur als k-geringter Raum auf Y
derart, daß unsere Familie gesamthaft final wird. Sie heißt die finale Struktur zu
unserer Familie.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sind (T1,O1) und (S2,O2) zwei
derartige Strukturen auf Y , jeweils bestehend aus einer Topologie und einer Vor-
gabe strukturierender Funktionen, für die unsere Familie gesamthaft final wird,
so ist id : (Y, Ti,Oi) → (Y, Tj,Oj) für beliebige i, j ∈ {1, 2} ein Morphisms.
Das zeigt die Eindeutigkeit. Nun zeigen wir noch, daß für die größte Struktur
auf Y , für die alle die φi Morphismen werden, die von einer gesamthaft finalen
Struktur geforderte Eigenschaft erfüllt ist. Diese größte Struktur kann ja explizit
dadurch beschrieben werden, daß ihre Topologie die Finaltopologie T = {V ⊂
Y | φ−1

i (V ) ⊂◦ Xi ∀i} ist und die strukturierenden Funktionen gegeben werden
durch

O(V ) = {f : V → k | f ◦ φi ∈ O(φ−1
i (V )) ∀i}

Damit ist klar, daß diese Struktur die von einer gesamthaft finalen Struktur gefor-
derte Eigenschaft erfüllt.

6.2.14 (Transitivität gesamthaft finaler Familien). Seien eij : Wij → Xi und
fi : Xi → Y Familien von k-geringten Räumen und Morphismen. Ist die Fami-
lie der fieij gesamthaft final, so auch die Familie der fi. Ist die Familie der eij
gesamthaft final für alle i und die Familie der fi gesamthaft final, so ist auch die
Familie der fieij gesamthaft final. Das alles folgt unmittelbar aus der Definition.
6.2.15. Ein Morphismus f : X → Y von k-geringten Räumen heißt final, wenn
Y die finale Struktur in Bezug auf die einelementige Familie f trägt. Zum Beispiel
ist die Identität auf einem k-geringten Raum stets final.
6.2.16 (Disjunkte Vereinigung k-geringter Räume). Gegeben eine Familie k-
geringter Räume (Xi) versehen wir ihre disjunkte Vereinigung

⊔
Xi mit der fi-

nalen Struktur bezüglich der Inklusionen, wenn nichts anderes gesagt wird. Wir
erhalten so ein Koprodukt in der Kategorie Gerfk.

Definition 6.2.17. Eine Familie (φi : X → Yi)i∈I von Morphismen k-geringter
Räume heißt gesamthaft initial, wenn für jeden weiteren k-geringten Raum W
und jede Abbildung ψ : W → X gilt

(φiψ Morphismus ∀i)⇒ (ψ Morphismus)

6.2.18. Ganz allgemein nennen wir einen Morphismus f : X → Y initial, wenn
er als einelementige Familie gesamthaft initial ist. Zum Beispiel ist die Identität
auf einem k-geringten Raum stets initial. Ist ψ : X ↪→ Y ein injektiver Morphis-
mus von k-geringten Räumen und trägt X die initiale Struktur, so nennen wir ψ
eine Einbettung von k-geringten Räumen.
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6.2.19 (Diskussion der Terminologie). In der algebraischen Geometrie ist für
unsere Einbettungen auch die Bezeichnung Immersion gebräuchlich. In der Dif-
ferentialgeometrie versteht man jedoch unter einer Immersion stattdessen meist
wie in [ML] 28.3.3.14 einen nicht notwendig injektiven Morphismus mit injekti-
vem Differential an jedem Punkt.
Ergänzung 6.2.20. Ich will den Begriff der Einbettung nur verwenden im all-
gemeinen in [TM] 1.1.4.2 erklärten Kontext. Den Begriff einer Immersion will
ich weiter fassen als Morphismus in einer Kategorie, der unter einem natürlichen
Mengenfunktor zu einer Injektion wird. Insbesondere will ich, anders als in der
Differentialgeometrie üblich, differentialinjektive Abbildungen glatter Mannigfal-
tigkeiten nur dann Immersionen nennen, wenn sie zusätzlich auch noch injektiv
sind.
6.2.21. Besonders oft werden uns offene Einbettungen und abgeschlossene Ein-
bettungen begegnen, bei denen zusätzlich gefordert wird, daß sie als Abbildungen
topologischer Räume offen beziehungsweise abgeschlossen sind, oder gleichbe-
deutend, daß ihr Bild offen beziehungsweise abgeschlossen ist.

Lemma 6.2.22. Gegeben k-geringte Räume (Yi)i∈I , eine Menge X und Abbil-
dungen φi : X → Yi gibt es genau eine Struktur als k-geringter Raum auf X
derart, daß unsere Familie gesamthaft initial wird. Sie heißt die initiale Struktur
zu unserer Familie.

Beweis. Die Eindeutigkeit zeigt man wie im Fall gesamthaft finaler Strukturen in
6.2.13. Für den Nachweis der die Existenz zeigen wir genauer, daß die kleinste
Struktur I eines k-geringten Raums auf X , für die alle unsere φi Morphismen
werden, die geforderte universelle Eigenschaft hat. Ist in der Tat ψ : W → X eine
Abbildung mit der Eigenschaft, daß alle φiψ Morphismen sind, so muß ja die
finale Struktur T auf X in Bezug auf ψ größergleich unserer kleinsten Struktur I
sein. Das zeigt, daß ψ auch in Bezug auf I ein Morphismus ist.

6.2.23. Ist X ⊂ Y eine Teilmenge eines k-geringten Raums, so nennen wir die
initiale Struktur zur Inklusion die induzierte Struktur eines k-geringten Raums
auf X und notieren sie (X,OY |X). Explizit kann man die induzierte Struktur be-
schreiben wie folgt: Als Topologie auf X erhält man die von Y induzierte Topo-
logie, und eine Funktion g auf U ⊂◦ X ist strukturierend genau dann, wenn es für
alle x ∈ U eine offene Umgebung V ⊂◦ Y von x in Y gibt und eine Funktion
f ∈ OY (V ) mit g|U∩V = f |U∩V .
6.2.24 (Transitivität gesamthaft initialer Familien). Seien φi : X → Yi und
ψji : Yi → Zji Familien von k-geringten Räumen und Morphismen. Sind die φi

gesamthaft initial und sind für jedes i die ψji gesamthaft initial, so ist auch die Fa-
milie der ψjiφi gesamthaft initial. Ist andererseits die Familie der ψjiφi gesamthaft
initial, so auch die Familie der φi. All das folgt direkt aus den Definitionen.
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6.2.25. Bemerkung 6.2.24 besagt unter anderem, daß die Verknüpfung von zwei
initialen Morphismen stets initial ist, und daß Verknüpfung ψφ von zwei Mor-
phismen nur dann initial sein kann, wenn φ initial ist. Insbesondere ist jeder Mor-
phismus initial, zu dem es einen linksinversen Morphismus gibt. Weiter ist die
Verknüpfung von zwei Einbettungen stets wieder eine Einbettung.

Ergänzung 6.2.26. Diese Aussagen und ihr Beweis sind ebenso wie die Aussagen
zur Transitivität finaler Familien völlig analog zum Beweis der entsprechenden
Aussagen [TM] 1.1.6.14, [TM] 1.1.7.5 im Kontext topologischer Räume. Sie sind
noch allgemeiner sinnvoll und richtig für einen beliebigen treuen Funktor, verglei-
che [TM] 1.1.6.16.

Übungen

Übung 6.2.27. Man folgere aus 6.2.14: Die Verknüpfung von zwei finalen Mor-
phismen ist stets final. Ist die Verknüpfung φ ◦ ψ von zwei Morphismen final, so
ist φ final. Insbesondere ist jeder Morphismus final, der ein Rechtsinverses alias
einen Schnitt besitzt, für den es also einen Morphismus s gibt mit fs = id.

Übung 6.2.28 (Finalität offener Überdeckungen). Ist (Ui)i∈I eine offene Über-
deckung eines k-geringten Raums X, so trägt X die finale Struktur in Bezug auf
die Einbettungen Ui ↪→ X. Eine AbbildungX → Y in einen weiteren k-geringten
Raum ist also genau dann ein Morphismus, wenn ihre Restriktionen auf alle Ui

Morphismen sind.

Übung 6.2.29 (Finalität ist lokal in der Basis). Ist ein Morphismus von k-ge-
ringten Räumen f : Y → X final, so ist auch für jede offene Teilmenge U ⊂◦ X
die induzierte Abbildung f−1(U) → U final für die induzierten Strukturen. Ist
umgekehrt f : Y → X ein Morphismus von k-geringten Räumen und besitzt X
eine offene Überdeckung U derart, daß f : f−1(U) → U für alle U ∈ U final ist,
so ist unser Morphismus bereits selbst final.

6.3 Gesättigte geringte Räume
6.3.1. Für das Studium von Varietäten sind besonders diejenigen k-geringten Räu-
me relevant, die wir im folgenden als „gesättigte k-geringte Räume“ einführen.

Definition 6.3.2. Sei k ein Körper. Ein k-geringter RaumX heiße gesättigt, wenn
für U ⊂◦ X offen und f : U → k regulär auch die Menge {x ∈ U | f(x) ̸= 0}
offen ist und 1/f darauf eine reguläre Funktion.

6.3.3 (Diskussion der Terminologie). Der Begriff eines „gesättigten geringten
Raums“ ist nicht gebräuchlich. Kempf [Kem93] bezeichnet solche Strukturen als
„spaces with functions“. Der Begriff ist nur sinnvoll, wenn k ein Körper ist.
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6.3.4. Offensichtlich ist ein beliebiger Schnitt gesättigter Strukturen wieder ge-
sättigt. Offensichtlich ist die finale Struktur zu irgendwelchen Abbildungen von
gesättigten Strukturen in eine vorgegebene Menge auch selbst gesättigt.

Definition 6.3.5. Eine Familie (φi : X → Yi)i∈I von Morphismen k-geringter
Räuma heißt gesamthaft gesättigt initial, wenn X gesättigt ist und wenn für
jeden weiteren gesättigten k-geringten Raum W und jede Abbildung ψ : W → X
gilt

(φiψ Morphismus ∀i)⇒ (ψ Morphismus)

Lemma 6.3.6. Gegeben eine Familie (φi : X → Yi)i∈I von Abbildungen einer
Menge k-geringter Räume gibt es stets genau eine Struktur als k-geringter Raum
auf X derart, daß unsere Familie gesamthaft gesättigt initial wird. Wir nennen sie
die gesättigte initiale Struktur auf X .

Beweis. Die Eindeutigkeit zeigt man wie in 6.2.13. Um die Existenz zu zeigen,
weisen wir nach, daß die kleinste Struktur als gesättigter k-geringter Raum aufX ,
für die alle φi Morphismen werden, die behauptete universelle Eigenschaft hat.
Das hinwiederum folgt daraus, daß die finale Struktur zu ψ : W → X gesättigt
ist und größergleich dieser kleinsten Struktur sein muß.

Beispiel 6.3.7 (Sättigung einer geringten Menge). Sei k ein Körper. Jede k-
geringte Menge (X,O(X)) ist für die Klumpentopologie ein k-geringter Raum.
Die gesättigte initiale Struktur für id : X → X alias die kleinste gesättigte
Struktur (X,OX), die diese Struktur umfaßt, nennen wir die Sättigung unserer
k-geringten Menge. Sie kann explizit beschrieben werden wie folgt:

1. Abgeschlossen sind alle simultanen Nullstellenmengen Z(E) für Mengen
von Funktionen E ⊂ O(X);

2. Die strukturierenden Funktionen OX(U) für U ⊂◦ X offen in Bezug auf die
im ersten Teil erklärte Topologie sind alle Funktionen f : U → k mit der
Eigenschaft, daß es für jeden Punkt x ∈ U eine offene Umgebung V ⊂◦ U
gibt und Funktionen g, h ∈ O(X) mit h(y) ̸= 0 und f(y) = g(y)/h(y) für
alle y ∈ V .

In der Tat müssen offensichtlich in jeder gesättigten Struktur, die die gegebene
Struktur umfaßt, alle Z(E) abgeschlossen sein und alle lokal durch Quotien-
ten von Funktionen aus O(X) darstellbaren Funktionen auf offenen Teilmengen
strukturierend. Andererseits erkennt man auch leicht, daß X mit der in Teil 1 an-
gegebenen Topologie und den in Teil zwei angegebenen strukturierenden Funk-
tionen auf offenen Teilmengen ein gesättigter geringter Raum ist.
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Beispiel 6.3.8 (Affine Varietät als Sättigung). Gegeben eine naive affine Varietät
X ist die Topologie auf ihrer Sättigung 6.3.7 unsere Zariski-Topologie aus 3.4.3
und die Struktur als k-geringter Raum die in 6.2.6 beschriebene und die Identität
folglich ein gesättigt initialer Morphismus

(X,OX)→ (X,O(X))

6.3.9. Die initiale Struktur zu einer Abbildung von einer Menge in eine gesättigte
Struktur ist offensichtlich stets wieder gesättigt. Für die initiale Struktur in Bezug
auf eine Familie von mehr als einer Abbildung gilt das jedoch im allgemeinen
nicht mehr, wie schon das Beispiel der Produktstruktur auf k2 bald zeigen wird.

6.3.10 (Transitivität gesamthaft gesättigt initialer Familien). Seien φi : X →
Yi und ψji : Yi → Zji Familien von k-geringten Räumen und Morphismen. Sind
die φi gesamthaft gesättigt initial und sind für jedes i die ψji gesamthaft initial
oder gesamthaft gesättigt initial, so ist auch die Familie der ψjiφi gesamthaft ge-
sättigt initial. Ist andererseits die Familie der ψjiφi gesamthaft gesättigt initial, so
auch die Familie der φi. All das folgt direkt aus den Definitionen.

6.3.11 (Vergleich induzierter Strukturen auf abgeschlossenen Teilmengen).
Gegeben i : Y ↪→ X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge in eine nai-
ve affine Varietät ist die Verknüpfung (Y,OY )→ (Y,O(Y ))→ (X,O(X)) eines
gesättigt initialen Morphismus mit einem initialen Morphismus wieder gesättigt
initial. Aufgrund der universellen Eigenschaft der Sättigung faktorisiert sie über
(X,OX), folglich ist die Inklusion ein initialer Morphismus

(Y,OY )→ (X,OX)

Insbesondere ist ein k-geringter Raum (X,OX) genau dann eine affine k-Varietät,
wenn er für mindestens ein n ∈ N eine abgeschlossene Einbettung nach (kn,Okn)
besitzt.

6.3.12 (Vergleich induzierter Strukturen auf Nichtnullstellenmengen). Gege-
ben in einer naiven affinen VarietätX die NichtnullstellenmengeU einer regulären
Funktion betrachten wir die Verknüpfung (U,OU) → (U,O(U)) → (X,O(X))
und prüfen explizit, daß sie gesättigt initial ist. Sie faktorisiert andererseits auf-
grund der universellen Eigenschaft der Sättigung als (U,OU) → (X,OX) →
(X,O(X)), folglich ist die Inklusion ein initialer Morphismus

(U,OU)→ (X,OX)

Proposition 6.3.13 (Verkleben von Punkten). Seien X eine affine k-Varietät
und φ : X ↠ Y eine surjektive Abbildung von X auf eine Menge Y . Sind alle
Fasern von φ endlich und fast alle Fasern einelementig, so ist Y mit seiner finalen
Struktur eines k-geringten Raums auch eine affine k-Varietät.
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Beweis. In 5.2.14 hatten wir bereits gezeigt, daß Y mit O(Y ) := {f : Y → k |
f ◦ φ ∈ O(X)} eine naive affine Varietät wird. Da O(Y ) ↪→ O(X) ganz ist,
zeigen unsere allgemeinen Erkenntnisse 5.2.10 über die Geometrie ganzer Rin-
gerweiterungen, daß φ abgeschlossen und insbesondere „topologisch final“ ist:
Eine Teilmenge von Y ist genau dann offen, wenn ihr Urbild in X es ist. Um zu
zeigen, daß φ eine finale Abbildung auf den zugehörigen k-geringten Räumen ist,
müssen wir noch für jede offene Teilmenge U ⊂◦ Y zeigen, daß eine Funktion
h : U → k genau dann regulär ist, wenn h ◦ φ regulär ist. Für globale Funktionen
ist das offensichtlich. Für den allgemeinen Fall reicht es, wenn wir unsere Aussa-
ge für offene Teilmengen der Gestalt U = Yg = {g ̸= 0} zeigen, mit g ∈ O(Y ).
Offensichtlich brauchen wir nur den Fall zu betrachten, daß es genau zwei Punkte
p, q ∈ X gibt mit p ̸= q aber φ(p) = φ(q). Nun betrachten wir die kurze exakte
Sequenz

O(Y ) ↪→ O(X) ↠ k

mit rechter Abbildung f 7→ f(p)−f(q). Lassen wir g ∈ O(Y ) auf dem k in dieser
Sequenz durch Multiplikation mit seinem Wert g(p) = g(q) operieren, so besteht
sie aus Homomorphismen von O(Y )-Moduln und bleibt exakt bei Lokalisierung
nach g. Das zeigt O(Y )g

∼→ O(X)g im Fall g(p) = g(q) = 0 und O(Y )g
∼→

{f ∈ O(X)g | f(p) = f(q)} im Fall g(p) = g(q) ̸= 0. Die Proposition ist
bewiesen.

6.3.14 (Produkt gesättigter k-geringter Räume). Gegeben ein Körper k und ge-
sättigte k-geringte Räume X und Y erhalten wir offensichtlich ein Produkt in der
Kategorie der gesättigten k-geringten Räume, das gesättigte Produkt von X und
Y , indem wir auf der Produktmenge X × Y die gesättigte initiale Struktur zu den
Projektionen auf X und Y betrachten.

6.3.15 (Der kn als gesättigtes Produkt). Versehen wir einen Körper k mit der
kleinstmöglichen Struktur (k,Ok) eines k-geringten Raums derart, daß die Iden-
tität k → k eine strukturierende Funktion auf k ist, so erhalten wir offensichtlich
Klumpentopologie mit den polynomialen Funktionen als strukturierenden Funk-
tionen. Nehmen wir k = k̄ algebraisch abgeschlossen an, so ist die kleinste ge-
sättigte Struktur (k,Ok) als k-geringter Raum auf k derart, daß die Identität k → k
eine strukturierende Funktion ist, offensichtlich genau unsere Struktur als affine
Varietät auf k, die durch Sättigung aus unserer Struktur als naive affine Varietät
3.3.6 hervorgeht. Versehen wir schließlich kn mit der Struktur eines gesättigten
Produkts von einigen Kopien von (k,Ok), so erhalten wir offensichtlich genau
unsere Struktur (kn,Okn) als affine Varietät auf kn, die durch Sättigung aus unse-
rer Struktur als naive affine Varietät 3.3.6 hervorgeht.

Proposition 6.3.16. Sei k ein Körper. Jedes gesättigte Produkt von initialen Mor-
phismen gesättigter k-geringter Räume ist wieder initial. Das gesättigte Produkt
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von zwei offenen Einbettungen ist wieder eine offene Einbettung. Das gesättigte
Produkt von zwei abgeschlossenen Einbettungen ist wieder eine abgeschlossene
Einbettung.

Beweis. Das folgt aus der Transitivität gesättigter initialer Familien 6.3.10. Seien
genauer ϕ : X → Y und ψ : Z → W unsere initialen Morphismen. Die Definition
des Produktmorphismus ϕ×ψ liefert prY ◦(ϕ×ψ) = ϕ◦prX und prW ◦(ϕ×ψ) =
ψ◦prZ . Die Definition des gesättigten ProduktsX×Z liefert, daß die Projektionen
prX , prZ dafür eine gesättigt initiale Familie bilden. Die Transitivität gesättigter
initialer Familien 6.3.10 zeigt dann, daß auch ϕ ◦prX , ψ ◦prZ alias prY ◦(ϕ×ψ),
prW ◦(ϕ × ψ) dafür eine gesättigt initiale Familie bilden. Die zweite Aussage
in 6.3.10 impliziert dann weiter, daß auch ϕ × ψ gesättigt initial und, da diese
Abbildung in einem gesättigten Raum landet, nach 6.3.9 auch ungesättigt initial
ist. Daß das Produkt offener beziehungsweise abeschlossener Teilmengen wieder
offen beziehungsweise abgeschlossen ist, gilt bereits für die Produkttopologie.

Korollar 6.3.17. Das in der Kategorie der gesättigten k-geringten Räume gebil-
dete Produkt von affinen Varietäten ist stets wieder eine affine Varietät.

Beweis. Das Produkt in der Kategorie der gesättigten k-geringten Räume macht
nach 6.3.16 aus je zwei ageschlossenen Einbettungen eine abgeschlossene Ein-
bettung und macht nach 6.3.15 aus kn und km den kn+m. Da nach 6.3.11 affine
Varietäten gerade solche k-geringten Räume sind, die eine abgeschlossene Ein-
bettung in einen kn besitzen, folgt das Korollar.

Satz 6.3.18 (Morphismen in affine Varietäten). Gegeben eine affine k-Varietät
Y liefert der Übergang zu den globalen regulären Funktionen für jeden gesättig-
ten k-geringten Raum X eine Bijektion

Gerfk(X, Y )
∼→ Kringk(OY (Y ),OX(X))

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall Y = kn. Es bezeichne Tj : kn → k die j-te
Koordinate. Für jeden gesättigten k-geringten Raum (X,OX) liefert das Zurück-
holen von Funktionen aufgrund der universellen Eigenschaft der Produktstruktur
auf kn eine Bijektion Gerfk(X, k

n)
∼→ OX(X)n, φ 7→ (Tj ◦φ)nj=1. Ist allgemeiner

Y affin, so dürfen wir Y ⊂∧ kn annehmen. Dann sind beide Seiten in natürlicher
Bijektion zu

{(φ1, . . . , φn) ∈ OX(X)n | f(φ1, . . . , φn) = 0 ∀f ∈ I(Y )}

wegen der Definition des Verschwindungsideals I(Y ) und der universellen Ei-
genschaft der induzierten Struktur und wegen der universellen Eigenschaft des
Quotienten k[T1, . . . , Tn]/I(Y ) ∼= OY (Y ).
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6.4 Algebraische Varietäten
6.4.1. (k = k̄). Ich erinnere daran, daß wir eine affine k-Varietät erklärt hatten
als einen k-geringten Raum, der eine abgeschlossene Einbettung in einen kn be-
sitzt. Eine Einbettung von k-geringten Räumen hatten wir erklärt als eine initiale
Injektion. Eine abgeschlossene Einbettung hatten wir erklärt als eine Einbettung
mit abgeschlossenem Bild. Den kn verstehen wir dabei mit der üblichen Struktur
als k-geringter Raum, die wir am einfachsten als die von den Polynomfunktionen
erzeugte Struktur als gesättigter k-geringter Raum beschreiben können.

Definition 6.4.2. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper.

1. Eine k-Prävarietät ist ein gesättigter k-geringter Raum (X,OX), der eine
endliche Überdeckung besitzt durch offene Teilmengen U derart, daß alle
(U,OX |U) affine k-Varietäten sind. Die Elemente von OX(V ) für V ⊂◦ X
nennen wir in diesem Kontext die regulären Funktionen auf V ;

2. Eine k-Varietät ist eine k-Prävarietät X mit der zusätzlichen Eigenschaft,
daß für das Produkt X × X in der Kategorie der gesättigten k-geringten
Räume die Diagonale eine abgeschlossene Teilmenge ∆(X) ⊂∧ X ×X ist;

3. Ein Morphismus von Prävarietäten oder Varietäten ist ein Morphismus von
geringten Räumen. Wir erhalten so die Kategorien

Vark ⊂ pVark

der Varietäten beziehungsweise Prävarietäten über k.

6.4.3 (Rückwärtskompatibilität der Terminologie). Jede affine Varietät ist of-
fensichtlich eine Varietät im Sinne der obigen Definition.

6.4.4 (Diskussion der Terminologie). Manche Quellen fordern von ihren Varie-
täten zusätzlich noch, daß sie irreduzibel sein sollen. Ich schließe mich dieser
Konvention nicht an.

Beispiel 6.4.5 (Eine Prävarietät, die keine Varietät ist). Wir betrachten die „Ge-
rade mit verdoppeltem Nullpunkt“ X := k ⊔ {0̃} mit der finalen Struktur zu den
beiden Abbildungen ψ : k ↪→ X und ψ̃ : k ↪→ X, die gegeben werden durch
ψ(x) = ψ̃(x) = x für x ̸= 0 aber ψ(0) = 0, ψ̃(0) = 0̃. Diese Varietät ist nicht
separiert, denn die Punkte (0, 0̃) und (0̃, 0) aus X ×X liegen beide im Abschluß
der Diagonale. In der Tat ist das Urbild jeder offenen Umgebung von (0̃, 0) unter
(ψ̃, ψ) : k → X ×X eine offene Umgebung von 0 ∈ k, folglich trifft jede offene
Umgebung von (0̃, 0) die Diagonale.
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6.4.6 (Folgerungen aus der Separiertheit). Zwei Morphismen ϕ, ψ : Y → X
von einer Prävarietät in eine Varietät, die auf einer dichten Teilmenge überein-
stimmen, sind gleich. In der Tat, ist die Diagonale in X × X abgeschlossen, so
auch ihr Urbild unter dem Morphismus (ϕ, ψ) : Y → X ×X .

6.4.7 (Schnitte affiner offener Teilmengen). In einer Varietät X ist der Schnitt
von je zwei offenen affinen Teilmengen U, V wieder affin. In der Tat ist U ∩ V
isomorph zu (U × V )∩∆X und ∆X ist abgeschlossen in X ×X nach Annahme.
Ist etwas allgemeiner φ : V → X ein Morphismus einer affinen Varietät V in
eine Varietät X und ist U ⊂◦ X offen affin, so ist auch φ−1(U) affin, denn es ist
isomorph zum Urbild der Diagonale ∆X unter φ × i : V × U → X × X für
i : U ↪→ X die Inklusion.

6.4.8. Das meiste, was wir im folgenden über Varietäten aussagen, gilt allgemei-
ner auch für Prävarietäten. Der Unterschied wird erst später relevant werden.

6.4.9 (Varietäten über allgemeineren Körpern). Wenn wir im Folgenden wie
im Vorhergehenden von einer Varietät reden, so denken wir uns stets einen alge-
braisch abgeschlossenen Grundkörper k = k̄ fest gewählt, über dem sie definiert
ist. Analoga über nicht algebraisch abgeschlossenen Körpern werden wir erst im
Rahmen der allgemeinen Theorie der Schemata behandeln und nicht als Varie-
täten ansprechen. Der Leser sei gewarnt, daß man eine andere und recht nutzlo-
se Kategorie erhält, wenn man im Fall eines nicht algebraisch abgeschlossenen
Grundkörpers die vohergehende Definition 6.4.2 wortwörtlich übernimmt.

6.4.10. Nach 6.3.4 ist ein k-geringter Raum, der eine Überdeckung durch offe-
ne Teilmengen besitzt, auf denen die induzierte Struktur gesättigt ist, auch selbst
bereits gesättigt. Diese Forderung im ersten Teil unserer Definition war also über-
flüssig. Ich habe sie dennoch dazugeschrieben, um die Definition einer Varietät
nicht durch Zwischenüberlegungen zu stören.

6.4.11 (Produkte von Varietäten). Das in der Kategorie der gesättigten k-gering-
ten Räume gebildete Produkt von zwei Prävarietäten ist wieder eine Prävarietät.
Das folgt unmittelbar daraus, daß nach 6.3.17 das in der Kategorie der gesättigten
k-geringten Räume gebildete Produkt affiner Varietäten wieder eine affine Varietät
ist und daß nach 6.3.16 ebendort das Produkt offener Einbettungen wieder eine
offene Einbettung ist. Es folgt leicht, daß das in der Kategorie der gesättigten k-
geringten Räume gebildete Produkt von zwei Varietäten wieder eine Varietät ist.

6.4.12 (Irreduzibilität von Produkten). Das Produkt von zwei irreduziblen Va-
rietäten oder Prävarietäten ist stets wieder irreduzibel. Sei in der Tat X × Y =
A ∪B Vereinigung von zwei abgeschlossenen Teilmengen. Wir betrachten

XA := {x ∈ X | {x} × Y ⊂ A}
XB := {x ∈ X | {x} × Y ⊂ B}
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und folgern X = XA ∪ XB aus der Irreduzibilität von Y . Da X irreduzibel ist,
können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit XA dicht in X annehmen. Für
alle y ∈ Y gilt nunXA×{y} ⊂ A und wegenA abgeschlossen auchX×{y} ⊂ A.
Das zeigt A = X × Y .

Lemma 6.4.13. Jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge einer Varietät ist
mit der induzierten Struktur wieder eine Varietät. Analoges gilt für Prävarietäten.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus den Erkenntnissen 6.3.11 und 6.3.12, daß in
einer affinen Varietät jede abgeschlossene Teilmenge und jede Nichtnullstellen-
menge einer regulären Funktion wieder eine affine Varietät ist. Es gilt nur zu be-
achten, daß jede offene Teilmenge einer affinen Varietät X bereits eine endliche
Überdeckungen durch Nichtnullstellenmengen Xf besitzt.

Definition 6.4.14. Eine quasiaffine k-Varietät ist ein k-geringter Raum, der iso-
morph ist zu einer offenen Teilmenge einer affinen k-Varietät.

6.4.15. Eine Teilmenge eines topologischen Raums, die ein Schnitt einer offe-
nen mit einer abgeschlossenen Menge ist, heißt lokal abgeschlossen. Jede lokal
abgeschlossene Teilmenge einer Varietät ist mit ihrer induzierten Struktur eines
k-geringten Raums selbst wieder eine Varietät. Wir nennen die lokal abgeschlos-
senen Teilmengen einer Varietät auch ihre Untervarietäten und denken sie uns
dabei stets mit der induzierten Struktur versehen. Jede Untervarietät einer quasi-
affinen Varietät ist quasiaffin.
6.4.16 (Diskussion der Terminologie). Unsere Untervarietäten sind kategorische
Unterobjekte in der Kategorie der Varietäten, aber die meisten Varietäten besitzen
durchaus noch weitere, nicht zu Untervarietäten isomorphe kategorische Unterob-
jekte. Beispiele liefern unsere bijektiven Morphismen von Varietäten aus 3.3.20
oder 3.3.21, die keine Isomorphismen sind.
6.4.17 (Eine quasiaffine aber nicht affine Varietät). Das Komplement k2\0 des
Ursprungs in der Ebene ist keine affine Varietät: In der Tat liefert nach 5.11.3 die
Restriktion eine Bijektion O(k2) ∼→ O(k2\0), auf affinen Varietäten ist jedoch
O volltreu. Mithin kann ein Morphismus von affinen Varietäten nur dann einen
Isomorphismus auf den globalen regulären Funktionen induzieren, wenn er bereits
selbst ein Isomorphismus war.
Vorschau 6.4.18. Es gibt durchaus auch offene affine Teilmengen affiner Varie-
täten, die nicht das Komplement der Nullstellenmenge einer regulären Funktion
sind. Die Konstruktion eines Beispiels braucht jedoch mehr Theorie, als sie uns
hier zur Verfügung steht: Man betrachte eine elliptische Kurve ohne ihr neutra-
les Element. Das ist eine affine Varietät. Jeder Punkt dieser affinen Varietät, der
die einzige Nullstelle einer regulären Funktion ist, muß dann von endlicher Ord-
nung sein. Andererseits ist das Komplement in einer elliptischen Kurve von zwei
beliebigen Punkten stets affin.
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6.4.19. Offensichtlich ist jede Varietät ein noetherscher topologischer Raum.

Definition 6.4.20. Unter der Dimension einer Varietät versteht man die Krull-
Dimension des zugrundeliegenden topologischen Raums.

Proposition 6.4.21. Gegeben eine irreduzible Varietät stimmt die Dimension jeder
nichtleeren offenen Teilmenge überein mit der Dimension der ganzen Varietät.

Beweis. In der Tat, jede echt aufsteigende endliche Kette irreduzibler Mengen
enthält einen gemeinsamen Punkt und liefert durch Herunterschneiden auf eine
affine offene Umgebung dieses Punktes eine echt aufsteigende Kette irreduzibler
Mengen dort. Das zeigt, daß die Krulldimension beschränkt ist durch das Maxi-
mum der Krulldimensionen der Mengen jeder offenen affinen Überdeckung. Jede
nichtleere offene Teilmenge ist aber auch irreduzibel, und jeder der zu unserer
Überdeckung gehörigen affinen k-Kringe ist folglich ein Integritätsbereich und
damit ein Kettenring. Da schließlich je zwei nichtleere offene Teilmengen nicht-
leeren Schnitt haben, folgt die Behauptung.

6.4.22. Eine äqui-eindimensionale Varietät heißt eine Kurve oder genauer eine
algebraische Kurve.

Definition 6.4.23. Gegeben ein k-geringter Raum (X,OX) und ein Punkt x ∈ X
erklären wir den lokalen Ring

OX,x

von X bei x als die Menge aller Funktionskeime in Ens(X, k)x, die von einer
strukturierenden Funktion repräsentiert werden.

6.4.24 (Lokale Ringe im Fall affiner Varietäten). Im Fall einer affinen Varietät
X stimmt der hier definierte Ring OX,x offensichtlich überein mit dem in 4.4.3
definierten RingOX,x aller Funktionskeime, die einen Repräsentanten der Gestalt
(Xg, f) für g ∈ O(X) mit x ∈ Xg und f ∈ O(Xg) haben.

Ergänzung 6.4.25. Ist (X,OX) eine k-Varietät und liefern die Auswertungen an
Punkten eine Bijektion X ∼→ Ringk(OX(X), k), so wüßte ich gerne, ob X affin
sein muß. Nimmt man zusätzlich an, daßOX(X) ringendlich ist über k und X →
MaxOX(X) ein Homöomorphismus, so kann ich das wohl zeigen.

Ergänzung 6.4.26. Ist der k-Kring der regulären Funktionen auf einer Varietät
stets wieder ringendlich über k? Ich denke schon, kenne aber kein ganz einfaches
Argument.
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Übungen

Übung 6.4.27. Jeder Punkt einer Varietät oder Prävarietät liegt in einer dichten
offenen affinen Teilmenge.

Übung 6.4.28. Gegeben eine Varietät oder Prävarietät X und f ∈ OX(X) regulär
setzen wir

Xf := {x ∈ X | f(x) ̸= 0}

Man zeige, daß es für alle h ∈ OX(Xf ) ein n≫ 0 gibt derart, daß die Fortsetzung
durch Null von fnh eine reguläre Funktion auf ganz X ist. Man folgere, daß die
RestriktionOX(X)→ OX(Xf ) einen IsomorphismusOX(X)f

∼→ OX(Xf ) zwi-
schen der Lokalisierung vonOX(X) an f und dem Ring der regulären Funktionen
auf Xf induziert.

Übung 6.4.29 (Affine offene Teilmengen affiner Varietäten). Gegeben eine Va-
rietätX , offene affine Teilmengen U, V ⊂◦ X und ein Punkt x ∈ U ∩V zeige man:
Es gibt stets s ∈ O(U) und t ∈ O(V ) mit x ∈ Us und Us = Vt. In dieser Situation
ist natürlich auch Us = Vt affin. Hinweis: 6.4.28.

Übung 6.4.30. Man zeige, daß für jede affine Varietät Z der von einer Verklebung
φ : X ↠ Y affiner Varietäten im Sinne von 6.3.13 induzierte Morphismus X ×
Z → Y × Z abgeschlossen, ja selbst wieder final ist. Man gebe ein Beispiel an,
in dem diese Verklebung kein offener Morphismus ist.

Übung 6.4.31. Die Projektion von einem Produkt in der Kategorie der gesättigten
geringten Räume auf einen der Faktoren ist stets offen.

Ergänzende Übung 6.4.32. Man zeige, daß für beliebige Prävarietäten X, Y die
Abbildung f ⊗ g 7→ f ⊠ g einen Isomorphismus

O(X)⊗O(Y )
∼→ O(X × Y )

induziert. Hinweis: Für affine Varietäten wissen wir das bereits aus 3.1.4. Als
nächstes betrachte man den Fall, daß nur eine unserer Prävarietäten eine affine
Varietät ist, und erinnere dazu die Exaktheit des Tensorprodukts.

Übung 6.4.33. Eine auf einer offenen Teilmenge einer irreduziblen affinen Varie-
tät definierte reguläre Funktion f , die lokal als Quotient f = g/h geschrieben
werden kann, stimmt bereits auf der der Differenz ihres Definitionsbereichs und
der Nullstellenmenge von h mit g/h überein.

Übung 6.4.34 (Fixpunktmengen). Gegeben eine Varietät X und ein Morphis-
mus φ : X → X ist die Menge der Fixpunkte Xφ := {x ∈ X | φ(x) = x}
abgeschlossen. Die entsprechende Aussage für eine Prävarietät ist falsch: Ist zum
Beispiel Y eine Prävarietät und betrachten wir die Vertauschung der Einträge auf
X = Y × Y , so ist die Menge der Fixpunkte nicht abgeschlossen.
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Übung 6.4.35. Der Graph eines Morphismus von einer Prävarietät in eine Varietät
ist stets abgeschlossen.

Übung 6.4.36 (Frobenius-Twist). Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper
positiver Charakteristik. char k = p > 0 und sei X = (X,O) eine Varietät über
k. So ist auch X [1] := (X,O[1]) mit

O[1](U) := {fp | f ∈ O(U)} ∀U ⊂◦ X

eine Varietät über k. Sie heißt der Frobenius-Twist unserer ursprünglichen Varie-
tät. Weiter ist die Identität auf X ein Morphismus X → X [1] von Varietäten über
k, der Frobenius-Morphismus, und jeder Morphismus X → Y induziert einen
Morphismus X [1] → Y [1]. Schließlich zeige man, daß der Funktor X 7→ X [1] eine
Äquivalenz von Kategorien ist. Dasselbe gilt für Prävarietäten. Hinweis: 3.3.21.
Vielleicht noch natürlicher wird diese Konstruktion in der Sprache der Schemata,
vergleiche 14.4.2.

Vorschau 6.4.37. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper von positiver Cha-
rakteristik. Eine k-Varietät X heißt Frobenius-spaltend, wenn O[1] ein direkter
Summand des O[1]-Moduls O ist.

Übung 6.4.38 (Normale Varietäten). Eine Varietät oder Prävarietät heißt nor-
mal, wenn für jeden Punkt x ∈ X der lokale RingOX,x ein ganz abgeschlossener
Integritätsbereich ist. Man zeige, daß eine affine Varietät genau dann normal ist,
wenn ihr Ring von regulären Funktionen normal ist. Man zeige, daß jede normale
Varietät die disjunkte Vereinigung ihrer irreduziblen Komponenten ist.

Übung 6.4.39 (Reguläre Funktionskeime längs abgeschlossener Teilmengen).
Gegeben ein noetherscher k-geringter Raum X mit einer abgeschlossenen Teil-
menge Y ⊂∧ X erklären wir den Ring

OX,Y ⊂ Ens(X, k)Y

aller strukturierenden Funktionskeime längs Y als den Ring aller Funktions-
keime nach 4.4.10 mit mindestens einer strukturierenden Funktion unter seinen
Repräsentanten. Im Fall einer einpunktigen Teilmenge ist das unser lokaler Ring
OX,x aus 6.4.23. Ist U ⊂◦ X offen mit U∩Y dicht in Y , so induziert die Restriktion
einen Isomorphismus

OX,Y
∼→ OU,Y ∩U

Gegeben Z ⊂∧ Y ⊂∧ X abgeschlossene Teilmengen derart, daß Z jede irreduzible
Komponente von Y trifft, induziert weiter das Generisieren 4.4.16 einen Ringho-
momorphismus

OX,Z → OX,Y
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auf den regulären Funktionskeimen. Ist X eine affine Varietät, so spezialisiert das
zu den bereits in 4.4.11 erklärten regulären Funktionskeimen. Für eine beliebige
Prävarietät X übernehmen wir diese Terminologie und nennen die Elemente von
OX,Y reguläre Funktionskeime längs Y und setzenM(X) := OX,X und nennen
diese „dicht definierten regulären Funktionen“ die rationalen Funktionen aufX .
In der Literatur ist in diesem Fall stattM(X) die Notation k(X) üblich. IstX eine
irreduzible k-Prävarietät, so bilden die rationalen Funktionen auf X einen Körper
vom Transzendenzgrad

trgrkM(X) = kdimX

Übung 6.4.40. Sei X eine Prävarietät. Offensichtlich stimmen je zwei Repräsen-
tanten (U, fU) und (V, fV ) einer rationalen Funktion f ∈ M(X) bereits auf
U ∩ V überein. Jede rationale Funktion hat mithin einen eindeutig bestimmten
größten Repräsentanten, der eben auf der Vereinigung der Definitionsbereiche
aller Repräsentanten definiert ist. Der Definitionsbereich des größten Repräsen-
tanten heißt der Definitionsbereich unserer rationalen Funktion.

Übung 6.4.41 (Definitionsbereiche und lokale Ringe). Ist X eine irreduzible
Prävarietät, so liefert das Generisieren 4.4.16 für jeden Punkt x ∈ X eine natürli-
che Injektion OX,x ↪→ M(X), die wir von nun an in Notation und Sprache oft
als Einbettung einer Teilmenge betrachten werden. Man zeige: Ein Punkt x ∈ X
gehört genau dann zum Definitionsbereich einer rationalen Funktion f ∈M(X),
wenn f im lokalen Ring OX,x ⊂M(X) liegt.

6.4.42. Gegeben eine Eigenschaft (E) von Morphismen einer Kategorie C mit
endlichen Produkten heiße ein Morphismus φ : X → Y produktfest (E) oder
ausführlicher produktfest (E) in C, wenn für jedes weitere Objekt Z auch der
Morphismus φ× id : X × Z → Y × Z die Eigenschaft (E) hat. Mir schien diese
Terminologie bequem, sie ist aber unüblich.

Übung 6.4.43. Ein Morphismus von PrävarietätenX → Y heißt eigentlich, wenn
er produktfest abgeschlossen ist. Man zeige, daß es dafür ausreicht zu zeigen, daß
für jede affine Varietät Z der induzierte MorphismusX×Z → Y ×Z abgeschlos-
sen ist. Man zeige, daß gegeben ein surjektiver eigentlicher Morphismus X ↠ Y
von einer Varietät X zu einer Prävarietät Y auch Y eine Varietät sein muß.

Vorschau 6.4.44. Die vorstehende Definition eines „eigentlichen“ Morphismus
kann nicht wortwörtlich auf „Schemata“ übertragen werden. Um in dieser Allge-
meinheit einen nützlichen Begriff zu erhalten, muß man eigentliche Morphismen
als „basisfest“ abgeschlossene Morphismen erklären.

Übung 6.4.45 (Verkleben von Punkten in allgemeinen Varietäten). Seien X
eine k-Prävarietät und φ : X ↠ Y eine surjektive Abbildung von X auf eine
Menge Y . Sind alle Fasern von φ endlich und fast alle Fasern einelementig, und
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liegen die Urbilder aller Punkte mit nicht einelementiger Faser in einer gemeinsa-
men offenen affinen Teilmenge von X , so ist Y mit seiner finalen Struktur eines
k-geringten Raums auch eine k-Prävarietät und φ ist eigentlich. Hinweis: 6.3.13
und 6.4.30. Ist hier X eine Varietät, so auch Y . Hinweis: 6.4.43.

6.4.46. Seien X, Y Prävarietäten über k. Ein rationaler Morphismus f : X 99K
Y ist eine Äquivalenzklasse von Paaren (U, fU) mit U ⊂◦ X offen dicht und
fU : U → Y einem Morphimus, unter der Äquivalenzrelation der Übereinstim-
mung auf einer offenen dichten Teilmenge im Schnitt der Definitionsbereiche.
Ist Y eine Varietät, so stimmen nach 6.4.6 je zwei Repräsentanten (U, fU) und
(V, fV ) eines rationalen Morphismus f : X 99K Y bereits auf U ∩ V überein. Je-
der rationale Morphismus in eine Varietät hat mithin einen eindeutig bestimmten
größten Repräsentanten, der eben auf der Vereinigung der Definitionsbereiche
aller Repräsentanten definiert ist. Der Definitionsbereich des größten Repräsen-
tanten heißt der Definitionsbereich unseres rationalen Morphismus.

Übung 6.4.47 (Rationale Funktionen auf Produkten). Gegeben Prävarietäten
X, Y gibt es genau eine EinbettungM(X)⊗M(Y ) ↪→M(X × Y ), die für be-
liebige offene dichte affine Teilmengen U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y den in 3.1.4 erklärten
Isomorphismus O(U)⊗O(V )

∼→ O(U × V ) fortsetzt.

Übung 6.4.48 (Lokale Ringe von Produkten). Gegeben bepunktete Prävarietäten
(X, x) und (Y, y) gibt es genau einen Ringhomomorphismus OX,x ⊗ OY,y →
OX×Y,(x,y), der für beliebige offene affine Umgebungen U von x und V von y den
in 3.1.4 erklärten IsomorphismusO(U)⊗O(V )

∼→ O(U × V ) fortsetzt. Genauer
liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

S−1(OX,x ⊗OY,y)
∼→ OX×Y,(x,y)

für S das Urbild von k× unter OX,x ⊗OY,y ↠ k ⊗ k ∼→ k.

Übung 6.4.49. Gegeben bepunktete irreduzible Prävarietäten (X, x) und (Y, y)
kommutiert das Diagramm

OX,x ⊗OY,y → OX×Y,(x,y)

↓ ↓
M(X)⊗M(Y ) → M(X × Y )

mit den im vorhergehenden erklärten natürlichen Abbildungen.

6.4.50. Im folgenden identifizieren wir im Fall einer irreduziblen Varietät Z alle
lokalen Ringe und alle Ringe von regulären Funktionen auf nichtleeren offenen
Teilmengen mit ihren Bildern inM(Z).

Lemma* 6.4.51 (Lokale Ringe charakterisieren Punkte). Sind x, y Punkte ei-
ner irreduziblen Varietät X und giltOX,y ⊂ OX,x in Körper der rationalen Funk-
tionenM(X), so folgt x = y.
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Beweis. Wir zeigen das, indem wir die gegenteilige Annahme x ̸= y zum Wider-
spruch führen. In der Tat liefert Übung 6.4.48 sofort OX×X,(x,y) ⊂ OX×X,(x,x).
Sind U, V ⊂◦ X offene affine Umgebungen von x, y, so trifft U × V nach An-
nahme die Diagonale ∆ in einer abgeschlossenen Teilmenge und es gibt folglich
f ∈ O(U × V ) mit f(x, y) ̸= 0 aber f(p, p) = 0 für alle p ∈ U ∩ V . Als
rationale Funktion auf X × X ist f bei (x, y) und dann nach 6.4.41 notwendig
auch bei (x, x) definiert, da es in den entsprechenden lokalen Ringen liegt, und
muß an beiden Stellen denselben Wert annehmen. Nun verschwindet jedoch f
auf einer offenen dichten Teilmenge der Diagonale und mithin auf dem Schnitt
seines Definitionsbereichs mit der Diagonale. Wir landen so beim Widerspruch
0 ̸= f(x, y) = f(x, x) = 0.

6.5 Projektive Räume
6.5.1. Ich erinnere aus [EL] 1.4.1, daß wir gegeben ein k-VektorraumW die Men-
ge aller Geraden in W durch den Ursprung mit

PW = PkW := {V ⊂ W | V ist ein eindimensionaler Untervektorraum}

bezeichnen und diese Menge den projektiven Raum zu W nennen. Die kanoni-
sche Projektion π : W\0 ↠ PW , w 7→ ⟨w⟩, die jedem von Null verschiedenen
Vektor sein Vektorraumerzeugnis zuordnet, ist eine Surjektion, deren Fasern ge-
rade die Bahnen von k× sind.

6.5.2 (Projektive Räume als k-geringte Räume). (k = k̄). Wir erklären für
jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum W auf dem projektiven Raum PW die
Struktur eines k-geringten Raums, indem wir von der natürlichen Struktur 3.3.9
auf W als naive affine Varietät ausgehen, sie wie in 6.2.6 zu einer affinen Varietät
im Sinne spezieller k-geringter Räume machen, darin das Ursprungskomplement
W\0 mit der induzierten Struktur versehen und schließlich PW mit der finalen
Struktur zur kanonischen Projektion

π : W\0 ↠ PW

Damit ist eine Teilmenge U ⊂ PW per definitionem genau dann offen, wenn ihr
Urbild unter der kanonischen Projektion offen ist, und eine Funktion auf U ⊂◦ PW
ist regulär genau dann, wenn die zurückgezogene Funktion auf π−1(U) ⊂◦ W\0
regulär ist.

6.5.3. (k = k̄). Speziell schreibt man Pnk := P(kn+1). Elemente darin notieren
wir abkürzend ⟨x0, . . . , xn⟩ := ⟨(x0, . . . , xn)⟩. Genau dann ist per definitionem
U ⊂ Pnk offen, wenn π−1(U) ⊂ kn+1\0 offen ist, und eine Funktion f : U → k
ist regulär genau dann, wenn die zurückgezogene Funktion f ◦ π auf π−1(U)
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Illustration zum Beweis von 6.5.4

regulär ist, als da heißt, lokal als Quotient von Polynomfunktionen geschrieben
werden kann.

Satz 6.5.4 (Projektive Räume sind Varietäten). (k = k̄). Gegeben ein end-
lichdimensionaler k-Vektorraum W ist der zugehörige projektive Raum PW mit
seiner finalen Struktur als k-geringter Raum in Bezug auf π : W\0 ↠ PW eine
k-Varietät.

6.5.5 (Lokale Trivialität der Projektion). Bezeichne π : W\0 ↠ PW die Pro-
jektion. Im anschließenden Beweis zeigen wir sogar, daß jeder Punkt von PW
eine offene Umgebung U ⊂◦ PW besitzt, für die die Projektion π−1(U) → U
einen Schnitt σ : U → π−1(U) hat derart, daß die Abbildung (λ, x) 7→ λσ(x) ein
Isomorphismus k× × U ∼→ π−1(U) ist.

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß für jede affine Hyperebene H ⊂ W , die den
Ursprung vermeidet, die Injektion iH : H ↪→ PW gegeben durch v 7→ ⟨v⟩ eine
offene Einbettung ist. Ist in der Tat H⃗ ⊂ W der Untervektorraum der Richtungs-
vektoren unserer affinen HyperebeneH , so ist π−1(π(H)) = W\H⃗ offen inW\0.
Mithin hat unsere Injektion iH : H ↪→ PW offenes Bild. Nun betrachten wir das
kommutative Diagramm

W\H⃗
π

$$ $$}}}}

H // iH(H)

Der linke schräge Pfeil ordne jedem Punkt den Schnittpunkt mit H der durch ihn
verlaufenden Ursprungsgeraden zu. Er ist ein Morphismus, denn ist in Formeln
λH : W → k die Linearform, deren Niveaufläche zum Wert Eins gerade H ist,
so wird er gegeben durch die Formel w 7→ λH(w)

−1w. Er ist nach 6.2.14 sogar
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final, da er einen Schnitt besitzt, eben die Einbettung H ↪→ W\H⃗ . Der rechte
schräge Pfeil ist final, da diese Eigenschaft nach 6.2.29 lokal ist in der Basis.
Zusammen folgt, daß die horizontale Bijektion ein Isomorphismus H ∼→ iH(H)
von k-geringten Räumen sein muß. Damit ist PW schon mal eine Prävarietät.
Gegeben eine weitere affine Hyperebene E ⊂ W , die den Ursprung vermeidet,
besteht das Urbild der Diagonale unter dem Produkt iH×iE : H×E ↪→ PW×PW
aus allen (v, w) mit λH(w) ̸= 0, λH(w)−1w = v, λE(v) ̸= 0 und λE(v)−1v =
w. Diese Bedingungen sind jedoch gleichbedeutend zu den beiden Bedingungen
w = λH(w)v und v = λE(v)w, die offensichtlich eine abgeschlossene Teilmenge
von H × E definieren. Das zeigt, daß PW eine Varietät ist.

6.5.6 (Die Standardkarten von Pnk). (k = k̄). Speziell zeigt der vorhergehen-
de Beweis, daß wir eine offene Einbettung i0 : kn ↪→ Pnk erhalten durch die
Vorschrift (x1, . . . , xn) 7→ ⟨1, x1, . . . , xn⟩. In derselben Weise erhalten wir offene
Einbettungen iν : kn ↪→ Pnk für 0 ≤ ν ≤ n, deren Bilder Pnk überdecken.

6.5.7 (Projektive Vervollständigungen als Varietäten). Gegeben ein endlichdi-
mensionaler affiner Raum E über einem Körper k erinnern wir seine projektive
Vervollständigung VE := E ⊔ PE⃗ aus [EL] 1.4.3. Weiter erinnern wir, wie wir
für jede Einbettung E ↪→ V als den Ursprung vermeidende Hyperebene in einen
Vektorraum eine Bijektion VE ∼→ PV konstruiert hatten. Jede dieser Bijektio-
nen versieht VE im Fall k = k̄ mit der Struktur einer Varietät. Der Leser mag
zur Übung prüfen, daß diese Struktur nicht von der gewählten Einbettung als Hy-
perebene abhängt und daß E ↪→ VE eine offene Einbettung von Varietäten alias
k-geringten Räumen ist sowie PE⃗ ↪→ VE eine abgeschlossene Einbettung.

Proposition 6.5.8 (Globale Funktionen auf projektiven Räumen). (k = k̄).
Die einzigen globalen regulären Funktionen auf unseren projektiven Räumen Pnk
sind die konstanten Funktionen, in Formeln gilt für alle n ≥ 0 also

O(Pnk) = k

Beweis. Im Fall n = 0 ist das eh klar. Für jedes n kann O(Pnk) identifiziert
werden mit der Menge aller der regulären Funktionen f auf kn+1\0, die auf allen
Ursprungsgeraden konstant sind. Da sich aber nach 5.11.3 unser f für n ≥ 1 zu
einer regulären Funktion auf ganz kn+1 fortsetzen läßt, die dann natürlich auch auf
allen Ursprungsgeraden konstant ist, muß unsere Funktion f konstant denselben
Wert annehmen wie ihre reguläre Fortsetzung auf ganz kn+1 am Ursprung.

Beispiel 6.5.9 (Globale Funktionen auf der projektiven Gerade). Für die pro-
jektive Gerade P1k = k ⊔ {∞} kann man das auch einsehen, indem man sie als
Verklebung von zwei Kopien von k längs k× mit der Verklebungsidentifikation
z 7→ z−1 versteht. Genauer haben wir in diesem Fall i0(k) ∩ i1(k) = i0(k

×) =
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i1(k
×) und i0(z) = i1(z

−1) für alle z ∈ k×. Eine reguläre Funktion f : P1k → k
schränkt unter i0 ein zu einem Polynom f ◦ i0 ∈ O(k) mit der Eigenschaft, daß
die Funktion f ◦i0◦ inv : k× → k für inv : k× → k, z 7→ z−1 auch die Restriktion
eines Polynoms ist, eben des Polynoms f ◦ i1. So folgt, daß f konstant sein muß.

Definition 6.5.10. Eine abstrakte projektive k-Varietät oder kurz projektive
Varietät ist ein k-geringter Raum, der isomorph ist zu einer abgeschlossenen Teil-
menge eines Pnk. Eine quasiprojektive k-Varietät ist ein k-geringter Raum, der
isomorph ist zu einer offenen Teilmenge einer projektiven k-Varietät.

6.5.11. Da es eine offene Einbettung kn ↪→ Pnk gibt, ist jede quasiaffine Varietät
auch quasiprojektiv.
6.5.12. Unter einer in Pnk eingebetteten projektiven k-Varietät oder kurz einer
eingebetteten projektiven Varietät verstehen wir eine abgeschlossene Teilmen-
ge eines Pnk.
6.5.13 (Diskussion des Begriffs einer projektiven Varietät). Ich meine in die-
sem Text mit einer projektiven Varietät stets eine abstrakte projektive Varietät. In
der Literatur werden jedoch sowohl abstrakte wie eingebettete projektive Varie-
täten oft abkürzend als projektive Varietäten bezeichnet. Der Unterschied zwi-
schen diesen beiden Begriffsbildungen ist jedoch erheblich, wie Sie noch zur
Genüge feststellen werden: Ein- und dieselbe abstrakte projektive Varietät kann
nämlich durchaus auf sehr verschiedene Weisen in vorgegebene projektive Räume
eingebettet werden.
6.5.14. Unter einer projektiven Kurve verstehen wir eine äqui-eindimensionale
projektive Varietät. Unter einer ebenen projektiven Kurve verstehen wir eine
projektive Kurve, die in eine projektive Ebene eingebettet ist. Unter einer projek-
tiven Ebene verstehen wir den P2k oder die dazu isomorphen Varietäten V(k2)
oder koordinatenfrei VE für einen zweidimensionalen affinen Raum E.
6.5.15 (Kegelkonstruktion). Sei k ein Körper. Um die Topologie des Pnk zu
untersuchen, gehen wir von der Projektion π : (kn+1\0) ↠ Pnk aus. Natürlich
liefert die Abbildungsvorschrift W 7→ C(W ) := π−1(W ) ⊔ {0} eine Bijektion{

Teilmengen
von Pnk

}
∼→
{
k×-stabile den Ursprung enthaltende

Teilmengen von kn+1

}
Hier heißt C(W ) auch der Kegel über W mit dem Buchstaben C für englisch
cone. Genau dann ist eine Teilmenge W ⊂ Pnk abgeschlossen, wenn ihr Kegel
C(W ) ⊂ kn+1 eine abgeschlossene Teilmenge von kn+1 ist. Insbesondere ist der
Kegel über dem Abschluß der Abschluß des Kegels C(W̄ ) = C(W ), denn der
Abschluß einer k×-stabilen Teilmenge muß auch selbst wieder k×-stabil sein, und
damit ist die kleinste k×-stabile abgeschlossene Teilmenge über C(W ) auch die
kleinste abgeschlossene Teilmenge über C(W ).
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Lemma 6.5.16. Sei k ein unendlicher Körper. Genau dann ist eine Teilmenge
W ⊂ Pnk irreduzibel, wenn ihr Kegel C(W ) irreduzibel ist und nicht nur aus
dem Ursprung besteht.

Beweis. Um das einzusehen, dürfen wir uns auf abgeschlossene TeilmengenW ⊂∧
Pnk beschränken. Ist W = Y ∪ Z eine Zerlegung in echte abgeschlossene Teil-
mengen, so auch C(W ) = C(Y )∪C(Z). IstW leer, so besteht C(W ) nur aus dem
Ursprung. Ist also W nicht irreduzibel, so ist auch C(W ) nicht irreduzibel oder
besteht nur aus dem Urspung. Sei umgekehrt C(W ) = Y1∪ . . .∪Yr die Zerlegung
in irreduzible Komponenten. Die Abbildung k× × C(W ) → C(W ) ist ein Mor-
phismus von Varietäten und die k× × Yi sind irreduzibel nach 4.2.28. Das zeigt,
daß ihre Bilder jeweils ganz in einer irreduziblen Komponente von C(W ) landen
müssen, und man sieht leicht, daß dafür nur die Komponente Yi in Frage kommt.
Also sind alle Komponenten Yi von C(W ) auch k×-stabil. Besteht also C(W ) nur
aus dem Urspung oder ist nicht irreduzibel, so ist W auch nicht irreduzibel.

Satz 6.5.17 (Erzwungene Schnitte in projektiven Räumen). (k = k̄). Sind
X, Y ⊂∧ Pnk nichtleere abgeschlossene Teilmengen und ist die Summe ihrer Di-
mensionen mindestens n, so haben sie nichtleeren Schnitt, in Formeln

kdimX + kdimY ≥ n ⇒ X ∩ Y ̸= ∅

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir X und Y irreduzibel
annehmen. Durch Übergang zu den Kegeln erhalten wir nach Übung 6.5.22 ir-
reduzible abgeschlossene Teilmengen C(X),C(Y ) ⊂ kn+1 von jeweils um Eins
größerer Dimension. Da der Ursprung in ihrem Schnitt liegt, gilt C(X)∩C(Y ) ̸=
∅. Nach 5.10.15 hat aber nun jede Komponente des Schnitts dieser Kegel mindes-
tens die Dimension Eins und muß folglich auch Punkte außerhalb des Ursprungs
und mithin eine ganze Gerade durch den Ursprung enthalten. Das zeigt hinwie-
derum X ∩ Y ̸= ∅.

Satz 6.5.18 (Kodimension von Schnittmengen). (k = k̄). Gegeben irreduzible
abgeschlossene Teilmengen X, Y ⊂∧ Pnk gilt für jede irreduzible Komponente Z
ihres Schnitts X ∩ Y die Abschätzung

(n− kdimZ) ≤ (n− kdimX) + (n− kdimY )

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der entsprechenden Aussage 5.10.15 für affine
Varietäten.

Übungen

Übung 6.5.19. Man zeige, daß es keinen Morphismus von Varietäten P1k → P1k
ohne Fixpunkt gibt. Salopp gesprochen ist es also nicht möglich, „in algebrai-
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scher Weise jeder Ursprungsgerade in k2 ein Komplement zuzuordnen“. In steti-
ger Weise gelingt das etwa im Komplexen durchaus: Es reicht, ein Skalarprodukt
auszuzeichnen und jeder Gerade ihr orthogonales Komplement zuzuordnen.

Ergänzende Übung 6.5.20. Gegeben ein endlichdimensionaler k-Vektorraum V
und seine d-te symmetrische Potenz SdV induziert der Morphismus von Varietäten
V → SdV, v 7→ vd einen Morphismus von Varietäten

PV ↪→ P(SdV )
⟨v⟩ 7→ ⟨vd⟩

Man zeige, daß dieser Morphismus für d ≥ 1 eine Einbettung ist. Sie heißt die
d-te Veronese-Einbettung unseres projektiven Raums PV .

Übung 6.5.21 (Automorphismen der projektiven Gerade). (k = k̄). Man zei-
ge, daß jeder Isomorphismus P1k

∼→ P1k von der Restriktion eines Vektorraum-
automorphismus von k2 auf k2\0 induziert wird und daß wir so einen Gruppen-
isomorphismus

GL(2; k)/k×
∼→ Var×(P1k)

des besagten Quotienten mit der Automorphismengruppe der projektiven Gerade
erhalten. Hinweis: Man erinnere zunächst die Automorphismen der Gerade k aus
3.3.19.

Übung 6.5.22. Gegeben eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge W ⊂∧ Pnk zei-
ge man für die Dimension ihres Kegels die Formel kdimC(W ) = kdimW + 1.
Hinweis: Lokale Trivialität der Projektion 6.5.5.

Übung 6.5.23. Seienm,n ≥ 1. Man zeige, daß die von der Abbildung kn×km →
kmn gegeben durch (xi, yj) 7→ (xiyj) induzierte Abbildung

Pn−1k × Pm−1k → Pnm−1k

eine abgeschlossene Einbettung ist. Sie heißt die Segre-Einbettung. Man folge-
re, daß das Produkt von zwei projektiven Varietäten wieder eine projektive Va-
rietät ist. Hinweis: Das Bild in kmn ist die Nullstellenmenge der Gleichungen
zijzkl = zilzkj . Dann rechne man in Koordinaten 6.5.6. Alternativ mag man auch
von 9.2.12 ausgehen.

Übung 6.5.24. Man bestimme die Schnittpunkte der Abschlüsse in der projektiven
Vervollständigung VC2 der Ebene C2 der beiden konzentrischen Kreise x2+y2 =
1 und x2 + y2 = 2. Man bestimme jeweils die Schnittmultiplizität 6.10.2.

6.6 Graduierte Gruppen und Ringe
Definition 6.6.1. Eine Graduierung auf einer abelschen Gruppe V ist eine Fami-
lie von Untergruppen V r für r ∈ Z derart, daß gilt V =

⊕
r∈Z V

r. Die Elemente

198



von V r heißen dann homogen vom Grad r. Jedes Element v ∈ V läßt sich dem-
nach eindeutig darstellen als Summe v =

∑
vr mit vr ∈ V r, wobei fast alle vr

verschwinden. Das besagte vr heißt dann die homogene Komponente von v vom
Grad r.

Ergänzung 6.6.2. Ist etwas allgemeiner Γ eine Menge, so versteht man unter einer
Γ-Graduierung auf einer abelschen Gruppe V eine Familie von Untergruppen V γ

für γ ∈ Γ derart, daß gilt V =
⊕

γ∈Γ V
γ . Eine Graduierung im obigen Sinne ist

also genauer eine Z-Graduierung.

6.6.3. Eine multilineare Abbildung φ : V1 × . . . × Vr → V von graduierten
abelschen Gruppen heißt graduierungsverträglich, wenn gilt

φ
(
V

a(1)
1 × . . .× V a(r)

r

)
⊂ V a(1)+...+a(r)

für alle a(1), . . . , a(r) ∈ Z. Die nulllinearen Abbildung nach V sind speziell Ab-
bildungen φ : {∗} → V der einelementigen Menge nach V mit φ(∗) ∈ V 0

und können durch φ 7→ φ(∗) mit den Elementen von V 0 identifiziert werden.
Allgemeiner bleibt der Begriff graduierungsverträglicher multilinearer Abbildun-
gen sinnvoll für abelsche Gruppen mit einer Graduierung durch eine beliebiges
abelsches Monoid Γ. Im Fall eines nichtabelschen Monoids wird dieser Begriff
abhängig von der Reihenfolge der Eingänge in unserer multilinearen Abbildung
und wir verfolgen das hier nicht weiter.

Definition 6.6.4. Eine Graduierung eines Rings A ist eine Graduierung der ad-
ditiven Gruppe A derart, daß gilt ArAs ⊂ Ar+s für alle r, s und 1 ∈ A0. Ein
graduierter Modul über einem graduierten Ring A ist ein A-Modul M mit einer
Graduierung M =

⊕
M i derart, daß gilt ArM s ⊂M r+s für alle r, s.

Ergänzung 6.6.5. Etwas allgemeiner erklärt man ähnlich für jedes abelsche Mo-
noid Γ den Begriff einer Γ-Graduierung auf einem Ring und eines Γ-graduierten
Moduls über einem Γ-graduierten Ring. Etwas formaler ist die Forderung im Fall
eines Rings, daß die Multiplikation A×A→ A eine graduierungsverträgliche bi-
lineare Abbildung ist und das Einselement einer graduierungsverträglichen nullli-
nearen Abbildung entspricht.

6.6.6 (Diskussion der Homogenität des Einselements). Im Fall eines Z-gradu-
ierten Rings kann man aus den anderen Eigenschaften bereits herleiten, daß das
Eins-Element homogenen sein muß vom Grad Null, in Formeln 1 ∈ A0. Um das
zu sehen, berechne man das Produkt der homogenen Komponenten von 1 mit
beliebigen homogenen Elementen des Rings. Im Fall allgemeinerer Γ-graduierter
Ringe kann man jedoch nicht mehr aus den anderen Eigenschaften herleiten, daß
das Eins-Element homogenen sein muß vom Grad Null. Es ist dehalb unnatürlich,
diese Bedingung im Fall Z-graduierter Ringe aus der Definition wegzulassen.
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6.6.7. Für eine Untergruppe U ⊂ V beziehungsweise einen Quotienten V/U ei-
ner graduierten abelschen Gruppe V bilden die Schnitte U r = V r ∩ U bezie-
hungsweise die Bilder der V r in V/U im allgemeinen keine Graduierung von U
beziehungsweise von V/U . Das gilt nur, wenn mit jedem v ∈ U auch alle homo-
genen Komponenten von v zu U gehören, wenn also für die U r = U ∩ V r gilt
U =

⊕
r U

r. Eine Untergruppe einer graduierten abelschen Gruppe mit dieser Ei-
genschaft nennt man eine homogene Untergruppe, und für den Quotienten einer
graduierten abelschen Gruppe nach einer homogenen Untergruppe bilden die Bil-
der der V r in der Tat auch eine Graduierung des Quotienten V/U und wir haben
dann (V/U)r = V r/U r.
6.6.8. Jeder Quotient A/I eines graduierten Rings A nach einem homogenen Ide-
al I ist mit der natürlichen Graduierung wieder ein graduierter Ring.
6.6.9. Analog definiert man graduierte Vektorräume und graduierte Algebren.
Beispiel 6.6.10. Gegeben ein Körper k oder auch ein beliebiger Ring besitzt der
Polynomring k[T1, . . . , Tn] genau eine Graduierung derart, daß die homogenen
Elemente vom Grad r eben die homogenen Polynome vom Grad r aus [AL]
6.2.9.10 sind. Diese Graduierung nennen wir die Standardgraduierung auf unse-
rem Polynomring. Etwas allgemeiner besitzt er auch für beliebige d1, . . . , dn ∈ Z
genau eine Graduierung derart, daß Ti jeweils homogen ist vom Grad di.
Ergänzung 6.6.11. Gegeben ein Vektorraum V besitzen die Tensoralgebra TV
nach [LA2] 9.9.7, die Graßmann-Algebra

∧
V nach [LA2] 8.5.4 und die sym-

metrische Algebra SV nach 3.5.1 jeweils eine natürliche Graduierung durch die
Teilräume, die wir im jeweiligen Kontext TrV ,

∧r V und SrV notiert hatten.
Ergänzung 6.6.12. Gegeben ein graduierter Ring A =

⊕
i∈ZA

i mag es nahe-
liegend scheinen, einen weiteren graduierten Ring einzuführen als die Gruppe A
mit der Multiplikation a ∗ b = (−1)|a||b|ab für homogene a, b ∈ A. Das liefert
jedoch nichts Neues, genauer gilt mit der Notation [|a|/2] für die größte gan-
ze Zahl kleinergleich |a|/2 für den Gruppenisomorphismus φ : A

∼→ A ge-
geben durch φ(a) = (−1)[|a|/2]a für beliebige homogene a ∈ A die Relation
φ(ab) = φ(a) ∗ φ(b). Ich kenne für die dieser Erkenntnis zugrundeliegende mit
beliebigen α, β ∈ Z gültige Kongruenz

[(α + β)/2] ≡ αβ + [α/2] + [β/2] (mod 2)

keinen besseren Beweis als den Vergleich der beiden Verknüpfungstabellen für
α, β ∈ Z/4Z.

Übungen

Übung 6.6.13 (Radikale homogener Ideale). Gegeben ein homogenes Ideal in
einem graduierten Kring ist auch sein Radikal wieder homogen. Hinweis: Man
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zeige, daß für xn + xn+1 + . . .+ xm aus dem Radikal mit xi homogen vom Grad
i auch xn zu fraglichem Radikal gehört.

Ergänzende Übung 6.6.14. Man zeige, daß es auf jedem Schiefkörper nur eine
einzige Graduierung gibt, die ihn zu einem graduierten Ring macht.

Übung 6.6.15 (Charakterisierung homogener Integritätsringe). Ein graduier-
ter Ring ist ein Integritätsring genau dann, wenn er nicht Null ist und wenn für
je zwei homogene von Null verschiedene Elemente auch ihr Produkt von Null
verschieden ist. Ein homogenes Ideal in einem graduierten Ring ist vollprim ge-
nau dann, wenn es nicht der ganze Ring ist und für je zwei homogene Elemente
außerhalb unseres homogenen Ideals auch ihr Produkt außerhalb unseres homo-
genen Ideals liegt.

Übung 6.6.16. Jeder graduierte noethersche Modul über einem graduierten Kring
besitzt eine endliche Filtrierung durch homogene Untermoduln derart, daß al-
le Subquotienten isomorph sind zu Quotienten unseres Krings nach homogenen
Primidealen. Hinweis: 4.2.30 und 6.6.15.

Übung 6.6.17 (Graduierung und Lokalisierung). Gegeben ein graduierter Kring
A und eine Teilmenge S ⊂ A, die aus homogenen Elementen besteht, sowie ein
graduierter A-Modul M gibt es genau eine Graduierung auf dem A-Modul S−1M
derart, daß lok :M → S−1M die Graduierung erhält. Die von einer graduierungs-
verträglichen multilinearen Abbildung auf den Lokalisierungen induzierte mul-
tilineare Abbildung ist auch wieder graduierungsverträglich. Insbesondere wird
S−1A ein graduierter Kring und S−1M ein graduierter A-Modul.

Übung 6.6.18 (Moduln als graduierte Moduln). SeienA ein Ring undA[T, T−1]
der Ring der Laurentpolynome mit Koeffizienten in A und der durch grad(T ) = 1
gegebenen Z-Graduierung. Man zeige, daß der Funktor M 7→ M0 eine Äquiva-
lenz

A[T, T−1] -ModZ ≈→ A -Mod

ist zwischen der Kategorie aller Z-graduierten A[T, T−1]-Moduln und der Kate-
gorie aller A-Moduln und daß die Einbettung einen Isomorphismus

M0 ∼→M/(T − 1)M

induziert. Man zeige auch: Im Fall eines kommutativen Rings liefert für jede Teil-
menge S ⊂ A und jeden graduierten A[T, T−1]-Modul M der durch die univer-
selle Eigenschaft gegebene Morphismus einen Isomorphismus

S−1(M0)
∼→ (S−1M)0

Vorschau 6.6.19. In einer geometrischen Sprache, die wir später entwickeln, be-
sagt die vorhergehende Übung anschaulich insbesondere, daß wir für jede affine
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k-Varietät X eine Äquivalenz von Kategorien erhalten zwischen k×-äquivarian-
ten quasikohärenten Modulgarben auf k××X und quasikohärenten Modulgarben
auf X . Eine analoge Aussage für ein beliebiges affines Schema X ist dann sogar
gleichbedeutend zur Hauptaussage unserer Übung im Fall eines beliebigen kom-
mutativen Rings A.

6.7 Graduierte Variante des Elementarteilersatzes**
Proposition 6.7.1. Gegeben ein Körper k ist jeder endlich erzeugte graduierte
Modul über dem Polynomring k[t] mit seiner Standardgraduierung die direkte
Summe von endlich vielen Untermoduln, die jeweils von einem homogenen Ele-
ment erzeugt werden.

Beweis. Sei M unser Modul und T der Untermodul seiner Torsionselemente. So
ist M/T frei und dann auch graduiert frei und die Surjektion M ↠ M/T besitzt
eine graderhaltende Spaltung und liefert einen Isomorphismus von graduierten
Moduln M ∼= T ⊕ M/T . Das anschließende Lemma 6.7.3 beendet dann den
Beweis.

6.7.2. Wir erinnern die Notation, nach der für eine Z-graduierte abelsche Gruppe
M =

⊕
Mn mit M [j] die in der Graduierung verschobene Gruppe bezeichnet

wird. Genauer setzen wir (M [j])n =Mn+j .

Lemma 6.7.3. Gegeben ein Körper k wird jeder endlichdimensionale graduier-
te und graduiert unzerlegbare k[t]-Modul M von einem homogenen Element er-
zeugt. In Formeln ausgedrückt gibt es also i ∈ N, j ∈ Z und einen graderhalten-
den Isomorphismus

M ∼= k[t]/⟨ti+1⟩[j]

Beweis. Sei M ein von Null verschiedener endlichdimensionaler Z-graduierter
k[t]-Modul und m ∈ M ein Vektor mit kleinstmöglichem Annullator, sagen wir
Ann(m) = ⟨ti+1⟩. So ist M sogar ein Modul über k[t]/⟨ti+1⟩ und m besitzt auch
eine homogene Komponente, die von ti nicht annulliert wird. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit dürfen wir alsom homogen annehmen, etwa vom Grad j. Dann
liefert m eine graderhaltende Einbettung

k[t]/⟨ti+1⟩[−j] ↪→M

Nehmen wir auf beiden Seiten den k-dualen k[t]-Modul, so wir sie zu einer gra-
derhaltenden Surjektion M∗ ↠ k[t]/⟨ti+1⟩[l] für geeignetes l und muß spalten
als Surjektion auf einen freien Modul. Folglich spaltete auch schon unsere Ein-
bettung. War M graduiert unzerlegbar, so muß sie folglich ein Isomorphismus
gewesen sein.
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Korollar 6.7.4 (Graduierte Variante des Elementarteilersatzes). Seien k ein
Körper und M,N endlich erzeugte graduierte graduiert freie k[t]-Moduln. So
gibt es für jeden graderhaltenden Homomorphismus von k[t]-Moduln

f :M → N

Basen von M und N aus homogenen Elementen, bezüglich derer die Matrix unse-
res Homomorphismus höchstens auf der Diagonalen von Null verschiedene Ein-
träge hat.

Beweis. Das Bild vonM ist graduiert frei, folglich spaltetM alsM ∼= ker f⊕imf.
Wir dürfen also ohne Beschränkung der Allgemeinheit f injektiv annehmen. In-
dem wir sonst M durch tM ersetzen, dürfen wir sogar M ⊂ tN annehmen.
Jetzt finden wir nach 6.7.1 homogene Elemente n1, . . . , nr ∈ N derart, daß die
n̄i ∈ N/M von Null verschieden sind und N/M die direkte Summe der von den
n̄i erzeugten zyklischen Untermoduln ist. Sind genau die ersten s dieser zykli-
schen Moduln endlichdimensional von den Dimensionen d(1), . . . , d(s), so bilden
td(1)+1n1, . . . , t

d(s)+1ns die gesuchte Basis von M .

6.8 Rechnen in projektiven Varietäten
6.8.1. Um die Zariskitopologie auf Pnk konkret zu beschreiben, erinnere ich an
die Begrifflichkeit graduierter Gruppen und Ringe. Gegeben ein Körper k besitzt
der Polynomring k[T1, . . . , Tn] genau eine Graduierung derart, daß die homoge-
nen Elemente vom Grad r eben die homogenen Polynome vom Grad r aus [AL]
6.2.9.10 sind.
6.8.2. Sei k ein Körper. Gegeben eine Menge I ⊂ k[T0, . . . , Tn] von homogenen
Polynomen ist ihre Nullstellenmenge Z(I) ⊂ kn+1 stets stabil unter k×.

Lemma 6.8.3. Gegeben ein unendlicher Körper k und C ⊂ kn+1 eine k×-stabile
Teilmenge ist das Verschwindungsideal I(C) ⊂ k[T0, . . . , Tn] homogen.

Ergänzung 6.8.4. Im Fall eines endlichen Körpers k ist das nicht mehr richtig. Im
Fall |k| = q < ∞ verschwindet zum Beispiel das Polynom Xq − X auf ganz k,
nicht aber seine homogene Komponente vom Grad Null.

Beweis. Wir betrachten für alle λ ∈ k× die Multiplikation λ : kn+1 → kn+1. Sie
induziert auf den polynomialen Funktionen eine Abbildung λ∗ : k[T0, . . . , Tn]→
k[T0, . . . , Tn] gegeben durch die Vorschrift Ti 7→ λTi. Wir haben also in Formeln
P (λx) = (λ∗P )(x) für alle Polynome P und alle Punkte x ∈ kn+1. Das Ver-
schwindungsideal einer k×-stabilen Teilmenge ist mithin stabil unter allen λ∗. Die
Aussage folgt nun aus dem anschließenden Lemma 6.8.5 zu Z-Graduierungen und
k×-Operationen, angewandt auf den Z-graduierten Vektorraum V = k[T0, . . . , Tn].
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Lemma 6.8.5 (Z-Graduierungen und k×-Operationen). Gegeben ein Z-gra-
duierter Vektorraum V =

⊕
i V

i über einem Körper k erkläre man für jedes
λ ∈ k× einen Automorphismus λ∗ von V durch die Vorschrift λ∗(v) := λiv für
alle v ∈ V i. Ist k unendlich, so sind die unter allen λ∗ stabilen Teilräume von V
genau die homogenen Teilräume.

Vorschau 6.8.6. (k = k̄). In 9.4.5 werden wir zeigen, daß die „algebraischen“
Operationen der multiplikativen Gruppe k× auf einer affinen k-Varietät X unter
der durch das Lemma gegebenen Konstruktion eineindeutig den Z-Graduierungen
auf ihrem Ring von regulären Funktionen O(X) entsprechen.

Beweis. Daß alle homogenen Teilräume unter allen λ∗ stabil sind, ist klar. Sei
umgekehrt U ⊂ V ein unter allen λ∗ stabiler Teilraum und v ∈ U ein Vektor.
Sicher gibt es ein r ∈ N mit v ∈

⊕
|i|≤r V

i. Da k unendlich angenommen war,
finden wir λ ∈ k× mit λr, λr−1, . . . , λ−r paarweise verschieden. Da U ⊂ V unter
λ∗ stabil ist, muß λ∗ nach [LA1] 6.6.19 auch auf U diagonalisierbar sein. Nach
[LA2] 9.8.9 zerfällt mithin U in die direkte Summe der Eigenräume von λ∗. Ins-
besondere zerfällt auch v auf genau eine Weise in eine Summe v =

∑
ui mit

ui ∈ U und λ∗ui = λiui. Das muß aber bereits die Zerlegung von v nach homo-
genen Komponenten in V sein. Da folglich für jedes u ∈ U auch seine homogenen
Komponenten zu U gehören, muß U ein homogener Teilraum sein.

6.8.7 (Homogene Ideale und k×-stabile Teilmengen). Gegeben eine affine Va-
rietät X betrachten wir X × kn mit der k×-Operation λ(x, v) = (x, λv) und den
offensichtlichen IsomorphismusO(X)[T1, . . . , Tn]

∼→ O(X × kn) aus 3.4.21 und
versehen die linke Seite mit der Standardgraduierung und die rechte Seite mit der
induzierten Graduierung. So ist für jedes homogene Ideal I ⊂ O(X × kn) seine
Nullstellenmenge Z(I) stabil unter der Operation von k× und umgekehrt ist für
jede k×-stabile Teilmenge Y ⊂ X × kn das Verschwindungsideal I(Y ) homogen
nach 6.8.5.
6.8.8. Wir verwenden im Fall eines unendlichen Grundkörpers k für jede Teil-
menge W ⊂ Pnk die Notation

I∗(W ) := I(C(W ))

für das Verschwindungsideal des Kegels über W nach 6.5.15 und nennen I∗(W )
das homogene Verschwindungsideal von W . In der Tat ist I∗(W ) im Fall ei-
nes unendlichen Grundkörpers nach 6.8.3 stets ein homogenes Ideal, ja sogar ein
echtes homogenes Radikalideal. Der Quotient

O∗(W ) := k[T0, . . . , Tn]/I∗(W ) = O(C(W ))

heißt der homogene Koordinatenring von W . In unseren Konventionen haben
wir insbesondere C(∅) = {0} und O∗(∅) = k für die leere Teilmenge ∅ ⊂ Pnk.
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6.8.9. Umgekehrt verwenden wir sowohl für jede aus homogenen Elementen be-
stehende Teilmenge als auch für jedes homogene Ideal I ⊂ k[T0, . . . , Tn] die
Notation

Z∗(I) := π(Z(I)\0)

und nennen Z∗(I) die projektive Nullstellenmenge von I .

6.8.10. Die Abbildungen I∗ und Z∗ kehren Inklusionen um. Wir haben stets
W ⊂ Z∗(I∗(W )). Wenn wir uns auf homogene Teilmengen I ⊂ I(0) bezie-
hungsweise homogene Ideale I ⊊ k[T0, . . . , Tn] beschränken, die also keine von
Null verschiedenen Konstanten enthalten, so gilt auch I ⊂ I∗(Z∗(I)). Für das
Ideal I = k[T0, . . . , Tn] gilt das jedoch nicht, da wir bei der Kegelkonstruktion
per definitionem stets den Ursprung mit dazunehmen.

Korollar 6.8.11 (Zariskitopologie auf Pn
k und homogene Ideale). (k = k̄). Ord-

nen wir jedem echten homogenen Radikalideal I ⊂ k[T0, . . . , Tn] seine projektive
Nullstellenmenge zu und jeder abgeschlossenen Teilmenge ihr homogenes Ver-
schwindungsideal, so erhalten wir zueinander inverse Bijektionen

Z∗ :

{
Homogene Radikalideale

I ⊊ k[T0, . . . , Tn]

}
∼↔

{
Abgeschlossene Teilmengen

Y ⊂∧ Pnk

}
: I∗

Beweis. Wir erinnern die Projektion π : kn+1\0 ↠ Pnk. Das Bilden des Urbilds
unter π, das Hinzufügen des Ursprungs und das Bilden des Verschwindungsideals
liefern Bijektionen{

abgeschlossene
Teilmengen von Pnk

}
∼→

{
k×-stabile abgeschlossene
Teilmengen von kn+1\0

}
↓ ≀{

homogene Radikalideale
I ⊊ k[T0, . . . , Tn]

}
∼←

{
k×-stabile abgeschlossene

Teilmengen X ⊂∧ kn+1 mit 0 ∈ X

}
Die Zusammenfassung der ersten beiden Bijektionen hatten wir bereits in 6.5.15
als Kegelkonstruktion Y 7→ C(Y ) eingeführt. Beim letzten Schritt verwenden wir,
daß nach 6.8.3 und 6.8.2 unter unserer Bijektion 1.7.16 zwischen algebraischen
Teilmengen von kn+1 und Radikalidealen die k×-invarianten Teilmengen genau
den homogenen Radikalidealen entsprechen müssen.

6.8.12. Nach 6.5.16 induziert unsere Bijektion zueinander inverse Bijektionen

Z∗ :

{
Homogene Primideale

mit I ⊊ I(0)

}
∼↔

{
Irreduzible abgeschlossene

Teilmengen Y ⊂∧ Pnk

}
: I∗
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Da wir im kn bereits nach 4.2.25 wissen, daß die irreduziblen Hyperflächen genau
die Nullstellenmengen der irreduziblen Polynome sind, erhalten wir weiter für
n ≥ 1 Bijektionen

Z∗ :

{
Homogene irreduzible

Polynome f ∈ k[T0, . . . , Tn]

}
/k×

∼→
{

Irreduzible
Hyperflächen Y ⊂∧ Pnk

}

Z∗ :

{
Homogene quadratfreie

Polynome f ∈ k[T0, . . . , Tn]

}
/k×

∼→
{

Beliebige
Hyperflächen Y ⊂∧ Pnk

}
Eine Hyperfläche in einem projektiven Raum heißt ganz allgemein eine projek-
tive Hyperfläche. Der Grad eines und jedes zu einer projektiven Hyperfläche
gehörigen quadratfreien homogenen Polynoms heißt der Grad unserer projek-
tiven Hyperfläche. Den Grad einer projektiven Hyperfläche H ⊂∧ Pnk notieren
wir

gradH

Grad Null hat nur die leere Hyperfläche. Hyperflächen der Grade Eins, Zwei, Drei,
Vier und Fünf und Sechs heißen Hyperebene, Quadrik, Kubik, Quartik, Quin-
tik und Sextik.
6.8.13. Vereinigen wir zwei projektive Hyperflächen ohne gemeinsame irreduzi-
ble Komponente in demselben projektiven Raum, so addieren sich ihre Grade.
So ist zum Beispiel die Vereinigung zweier verschiedener Hyperebenen stets eine
Quadrik.
6.8.14 (Projektive Vervollständigung ohne Koordinaten). Für einen koordina-
tenfreien und dadurch hoffentlich anschaulicheren Zugang mag man wie in 6.5.7
jedem endlichdimenionalen affinen Raum E seine projektive Vervollständigung
VE = E ⊔ PE⃗ zuordnen. Gegeben X ⊂∧ E bedeutet das Bilden seines Abschlus-
ses X̄ ⊂ VE anschaulich, daß wir „alle Richtungen aus PE⃗ mit hinzunehmen, in
die X ins Unendliche entweicht“. Bei der Parabel x2 = y in der Ebene k2 wäre
das etwa die Richtung der y-Achse und bei der Hyperbel xy = 1 die Richtungen
beider Koordinatenachsen.

Proposition* 6.8.15 (Darstellung algebraischer Mengen durch Gleichungen).
(k = k̄). Seien Z ⊂∧ X ⊂∧ Pnk nichtleere äquidimensionale projektive Varietäten
und sei c = kdimX − kdimZ. So gibt es Elemente f1, . . . , fc ∈ O∗(X) mit
Z∗(f1, . . . , fc) ⊃ Z äquidimensional von derselben Dimension wie Z.

Beweis. Analog zu 5.10.9. Im Fall c = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir
ein homogenes kürzbares Element f1 ∈ O∗(X) mit Z ⊂ Z∗(f1). In der Tat
finden wir homogene Funktionen, die auf C(Z) und endlich vielen vorgegebe-
nen Ursprungsgeraden verschwinden, auf einer weiteren Ursprungsgerade außer-
halb von C(Z) aber nicht verschwinden. Indem wir solche Funktionen potenzie-
ren und dann die Summe bilden, finden wir homogene Funktionen, die auf C(Z)
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verschwinden, aber auf endlich vielen vorgegebenen Ursprungsgeraden außerhalb
von C(Z) nicht verschwinden. Der Beweis kann nun mit Induktion über c zu Ende
geführt werden.

Übungen

Übung 6.8.16. (k = k̄). Man zeige: Gegeben W ⊂ Pnk ist Z∗(I∗(W )) = W̄
der Abschluß vonW in der Zariskitopologie. Für beliebige Teilmengen I ⊂ I(0),
die aus homogenen Elementen bestehen, sowie für beliebige homogene Ideale
I ⊂ I(0) ist I∗(Z∗(I)) =

√
⟨I⟩ das Radikal des von I erzeugten Ideals.

Übung 6.8.17. Das Komplement einer nichtleeren Hyperfläche im projektiven
Raum ist stets eine affine Varietät.
Übung 6.8.18 (Homogenisierung und Dehomogenisierung). (k = k̄). Wir be-
trachten für n ≥ 1 die Einbettung i0 : kn ↪→ Pnk gegeben durch das Hinzufügen
einer ersten Koordinate Eins und den Übergang zur davon erzeugten Geraden

i0 : (x1, . . . , xn) 7→ ⟨1, x1, . . . , xn⟩

Das Komplement H0 := Pnk\i0(kn) ihres Bildes ist eine projektive Hyperebene
im Sinne von [EL] 1.4.8 und damit isomorph zu Pn−1k. Wir erhalten eine offen-
sichtliche Bijektion{

Abgeschlossene Teilmengen
Y ⊂∧ kn

}
∼→
{

Abgeschlossene Teilmengen
A ⊂∧ Pnk mit H0 ⊂ A

}
durch Y 7→ i0(Y ) ∪H0 und A 7→ i−1

0 (A). Wir folgern eine weitere Bijektion{
Echte abgeschlossene
Teilmengen Y ⊊ kn

}
∼→
{

Echte abgeschlossene Teilmengen
B ⊊ Pnk ohne Komponente in H0

}
durch Y 7→ i0(Y ) und B 7→ i−1

0 (B). Ist I ⊂ k[T0, . . . , Tn] eine Menge von
homogenen Polynomen oder ein homogenes Ideal und B ⊂ Pnk eine beliebige
Teilmenge, so gelten die Identitäten

i−1
0 Z∗(I) = Z(a0(I)) (1)

a0(I∗(B)) = I(i−1
0 B) (2)

für a0 : k[T0, . . . , Tn] → k[T1, . . . , Tn] gegeben durch T0 7→ 1. Sei umgekehrt
die Homogenisierung h0(f) ∈ k[T0, . . . , Tn] von f ∈ k[T1, . . . , Tn] erklärt durch
die Vorschrift h0(a) = aT0 für a ∈ k und auf nichtkonstanten Polynomen durch
h0(
∑
cαT

α) =
∑
cαT

αT
d−|α|
0 für d = sup{|α| | cα ̸= 0} der Totalgrad. Zum

Beispiel haben wir

hz(X
2Y + Y 3 + 4Y 2X3) = Z2X2Y + Z2Y 3 + 4Y 2X3
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mit der Konvention, daß wir bei den wenigen Variablen statt (T0, T1, T2) der Über-
sichtlichkeit halber (Z, Y,X) schreiben und die Homogenisierung statt h0 in die-
sem Kontext hz notieren, da sie ja „durch die zusätzliche Variable Z“ geschieht
und nicht „durch die zusätzliche Variable T0“. Mit dieser Notation finden wir für
eine beliebige Teilmenge J ⊂ k[T1, . . . , Tn] und eine beliebige Teilmenge Y ⊂ kn

die Identitäten
i0Z(J) ∪H0 = Z∗(h0(J) ∪ {T0})

⟨h0(I(Y )), T0⟩ = I∗(i0(Y ) ∪H0)

Ist schließlich J ⊊ k[T1, . . . , Tn] ein echtes Ideal und Y ⊂ kn eine Teilmenge, so
gelten die Identitäten

i0Z(J) = Z∗(h0(J))

⟨h0(I(Y ))⟩ = I∗(i0(Y ))

Ist J ⊂ k[T1, . . . , Tn] beliebig, so haben wir Z∗(h0(J)) = i0Z(J) ∪R mit einem
Rest R ⊂∧ H0, über den wir a priori wenig wissen.

6.9 Hilbertpolynome
6.9.1. Ich erinnere an Übung [LA1] 5.3.46, nach der wir für jeden Ring k den Ring
k((u)) der formalen Laurentreihen mit Koeffizienten in k der Gestalt

∑
n≥N anu

n

mit an ∈ k und N ∈ Z bilden können. Ich erinnere weiter daran, daß formale
Laurentreihen

∑
n≥N anu

n mit aN ∈ k× einer Einheit des Grundrings k selbst
Einheiten des Rings der formalen Laurentreihen sind. Unter der offensichtlichen
Einbettung k[u, u−1] ↪→ k((u)) des Rings der formalen Laurentpolynome in den
Ring der formalen Laurentreihen, ja bereits unter der offensichtlichen Einbettung
k[u] ↪→ kJuK des Polynomrings in den Ring der formalen Potenzreihen wird zum
Beispiel (1 − u) eine Einheit mit Inversem 1 + u + u2 + . . . der geometrischen
Reihe.

Satz 6.9.2 (Erzeugende Funktionen zu Moduln über Polynomringen). Gege-
ben k ein Körper und M =

⊕
i∈ZM

i ein endlich erzeugter graduierter Modul
über dem Polynomring k[T1, . . . , Tn] mit seiner Standardgraduierung gibt es ge-
nau ein Laurentpolynom fM ∈ Z[u, u−1] derart, daß im Ring Z((u)) der formalen
Laurentreihen gilt ∑

(dimkM
i)ui =

fM(u)

(1− u)n

Beispiel 6.9.3. Der Polynomring k[T1, . . . , Tn] hat 1/(1 − u)n als erzeugende
Funktion. Man sieht das unmittelbar, indem man (1− u)−1 = (1 + u+ u2 + . . .)
beachtet.
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6.9.4. Dasselbe gilt mit demselben Beweis, wenn wir für k einen Kring endlicher
Länge nehmen und statt dimkM

i die Länge lk(M i) des k-Moduls M i betrach-
ten. Man überlegt sich, daß auch in diesem Fall jeder endlich erzeugte graduierte
Modul von endlich vielen homogenen Elementen erzeugt wird. Da nun die ho-
mogenen Komponenten des Polynomrings k[T1, . . . , Tn] mit seiner Standardgra-
duierung endliche Länge haben, folgt dasselbe für die homogenen Komponenten
unseres endlich erzeugten Moduls M .

Beweis. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich, nur die Existenz bleibt zu zeigen.
Wir notieren die linke Seite E(M,u) und argumentieren mit vollständiger Indukti-
on über die Zahl der Variablen. Der Fall n = 0 ist offensichtlich. Sonst betrachten
wir die exakte Sequenz

ker ↪→M
T1·−→M ↠ cok

und folgern durch mehrmaliges Anwenden der Dimensionsformel [LA1] 2.2.5 die
Identität

dimkeri− dimM i + dimM i+1 − dim coki+1 = 0

alias uE(ker, u)− uE(M,u) +E(M,u)−E(cok, u) = 0 alias (1− u)E(M,u) =
E(cok, u)− uE(ker, u). Nun wirkt T1 aber auf ker und cok durch Null. Induktion
zeigt dann, daß E(M,u) die gewünschte Form hat.

Lemma 6.9.5. Gegeben E(u) ∈ Z[u, u−1, (1 − u)−1] sind in der Partialbruch-
zerlegung von E(u) alle Koeffizienten ganze Zahlen und die zugehörige formale
Laurentreihe E(u) ∈ Z((u)) konvergiert für 0 < |u| < 1.

Beweis. Die Partialbruchzerlegung von E(u) hat notwendig die Gestalt

E(u) =
d∑

ν=1

aν(1− u)−ν +
n∑

µ=−m

bµu
−µ

mit aν , bµ ∈ Q. Dann gilt (1 − u)dE(u) ∈ Z[u, u−1] und setzen wir dann u = 1
ein, so erhalten wir ad ∈ Z. Ebenso gilt unE(u) ∈ Z[u, (1 − u)−1] und setzen
wir dann u = 0 ein, so erhalten wir bn ∈ Z. Dann ziehen wir die entsprechenden
Terme ab und kommen induktiv zum Ziel. Die Konvergenz ist Standard im Fall
E(u) ∈ ZJuK sogar für |u| < 1 und folgt unmittelbar, wenn noch endlich viele
negative Potenzen von u in der Entwicklung auftreten sollten.

6.9.6. Gegeben M ein endlich erzeugter graduierter Modul über einem Polynom-
ring k[T1, . . . , Tn] mit Koeffizienten in einem Körper k erklären wir die Hilbert-
dimension hdimM von M als die Polstellenordnung der erzeugenden Funktion
E(M,u) bei u = 1, in Formeln

hdimM := −v(1−u)(E(M,u))
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Dem Nullmodul geben wir insbesondere die Hilbertdimension −∞ und haben
mithin hdimM ∈ {−∞, 0, 1, . . . , n}, denn hat E(M,u) keinen Pol bei u = 1,
so ist M endlichdimensional mit E(M,u)u=1 = dimkM . Weiter erklären wir für
M ̸= 0 die Multiplizität multM von M als den Koeffizienten des Terms der
höchsten Polordnung bei u = 1 in der Partialbruchentwicklung, für d = hdimM
also unser ad aus dem Beweis des Lemmas und in Formeln

multM := ((1− u)dE(M,u))u=1

Nach Lemma 6.9.5 gilt schon mal multM ∈ Z\0. Weil E(M,u) keine negativen
Koeffizienten hat und folglich für u ∈ (0, 1) positive Werte annimmt, folgt sogar

multM ∈ N≥1

Wir schreiben wir für d ∈ N auch multdM := limu↗1((1−u)dE(M,u))u=1. Das
ist dann Null für d > hdimM und unsere Multiplizität von eben für d = hdimM
und∞ für d < hdimM , also multdM ∈ N⊔{∞}. Analog gehen wir vor im Fall
eines beliebigen Krings k endlicher Länge.

Beispiel 6.9.7. Der Polynomring k[T1, . . . , Tn] hat nach 6.9.3 erzeugende Funkti-
on 1/(1− u)n und folglich Hilbertdimension hdim k[T1, . . . , Tn] = n und Multi-
plizität mult k[T1, . . . , Tn] = 1.

6.9.8 (Additivität der Multiplizitäten). Gegeben ein Körper k und eine kur-
ze exakte Sequenz L ↪→ M ↠ N von endlich erzeugten graduierten Moduln
über dem Polynomring k[T1, . . . , Tn] gilt für die Hilbertdimensionen hdim(M) =
max(hdim(L), hdim(N)) und für d ∈ N haben wir

multd(M) = multd(L) + multd(N)

Weiter bleiben die Hilbertdimension ebenso wie die Multiplizitäten bei Verschie-
bungen der Graduierung unverändert. Dasselbe gilt analog im Fall eines beliebi-
gen Krings k endlicher Länge.

Satz 6.9.9 (Kokerne homogener Selbstinjektionen). Seien k ein Körper und M
ein endlich erzeugter von Null verschiedener graduierter Modul über dem Poly-
nomring k[T1, . . . , Tn]. Ist f : M ↪→ M ein injektiver Endomorphismus von M
und gibt es r > 0 mit f(M i) ⊂ M i+r für alle i, so hat cok f im Vergleich zu M
eine um Eins kleinere Hilbertdimension und die r-fache Multiplizität, in Formeln

hdim(cok f) = hdim(M)− 1 und mult(cok f) = rmult(M).

Dasselbe gilt im Fall eines beliebigen Krings k endlicher Länge.
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Beweis. Natürlich gilt E(cok, u) = (1 − ur)E(M,u) und mit (1 − ur) = (1 −
u)(1 + u+ . . .+ ur−1) folgt leicht die Behauptung für die Hilbertdimension und
mit der Darstellung als Grenzwert auch die Behauptung für die Multiplizität.

Satz 6.9.10 (Hilbertdimension als Krulldimension). Gegeben eine nichtleere
projektive Varietät X mit homogenem Koordinatenring O∗(X) gilt

hdimO∗(X) = kdimX + 1

Beweis. Wir ziehen uns mühelos auf den Fall X irreduzibel zurück. Nun zeigen
wir zunächst ≤. Nach 6.9.7 gilt die Behauptung für X = Pnk. Wie beim Beweis
von 5.10.9 können wir jede irreduzible Varietät Z ⊂∧ Pnk der Krulldimension
n − r für r ≥ 1 erhalten, indem wir von einer irreduziblen Varietät X ⊂∧ Pnk
der Krulldimension n − r + 1 ausgehen und eine kürzbare homogene Funktion
f ∈ O∗(X) nehmen und eine Komponente von deren Nullstellenmenge Z∗

X(f)
nehmen. Es folgt induktiv

hdimO∗(Z) ≤ hdimO∗(X)/⟨f⟩ als Subquotient,
= hdimO∗(X)− 1 als Kokern homogener Selbstinjektion,
≤ kdimX nach Induktionsannahme,
= kdimZ + 1 nach 5.10.1.

Jetzt führen wir noch die Annahme hdimO∗(X) < kdimX + 1 zum Wider-
spruch. In der Tat würde sie für jede irreduzible Untervarietät Z ⊂∧ X induktiv
hdimO∗(Z) < kdimZ + 1 implizieren mit demselben Argument wie zuvor. Das
ist jedoch für einpunktige Untervarietäten Z offensichtlich falsch.

6.9.11. Im Rest dieses Abschnitts wird ein alternativer Zugang zu Hilbertdimen-
sion und Multiplizität erklärt, der in der Literatur meist verfolgt wird. Das wird
insbesondere im folgenden Abschnitt relevant werden.

Lemma 6.9.12. Gegeben E(u) ∈ Z[u, u−1, (1− u)−1] ⊂ Z((u)) gibt es ein Poly-
nom Q ∈ Q[t] mit

E(u) ∈
∑
i≥0

Q(i)ui + Z[u, u−1]

Beweis. Im Lichte der Partialbruchzerlegung aus dem Beweis von Lemma 6.9.5
müssen wir das nur fürE(u) = (1−u)−n zeigen. Die Binomialreihe [AN1] 6.1.23
oder auch elementare Überlegungen liefern die Entwicklung

1

(1− u)n
=

∞∑
i=0

(
−n
i

)
(−u)i =

∞∑
i=0

(
n+ i− 1

n− 1

)
ui

Die Binomialkoeffizienten rechts sind die Werte bei t = i des Polynoms

Qn(t) :=

(
n+ t− 1

n− 1

)
=

(n+ t− 1)(n+ t− 2) . . . (t+ 1)

(n− 1)!
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6.9.13. Gegeben k ein Körper und M ein endlich erzeugter graduierter Modul
über dem Polynomring k[T1, . . . , Tn] gibt es Polynome QM ,PM ∈ Q[t] derart,
daß für alle hinreichend großen i ∈ N gilt

dimkM
i = QM(i) und dimkM

≤i = PM(i).

Die erste Aussage folgt sofort aus Lemma 6.9.12 angewandt auf die erzeugende
Funktion E(M,u) von M . Die zweite Aussage folgt ebenso, indem wir Lemma
6.9.12 auf (1− u)−1E(M,u) anwenden. Beide Polynome sind offensichtlich ein-
deutig bestimmt. Das Polynom PM heißt das Hilbert-Polynom von M . Es hat
höchstens den Grad n und sein Grad ist die Hilbertdimension des graduierten Mo-
duls M , die wir bereits als Polstellenordnung der erzeugenden Funktion erklärt
hatten. Die Multiplizität von M ist dann der Leitkoeffizient des Hilbertpolynoms
multipliziert mit d! für d die Hilbertdimension und seine Varianten multd können
auch beschrieben werden als der Grenzwert

multd(M) := lim
i→∞

d! dimkM
≤i/id

Dasselbe gilt, wenn wir für k einen Kring endlicher Länge nehmen und statt
dimkM

≤i die Längen lk(M≤i) der k-Moduln M i betrachten.

Ergänzung 6.9.14. Ganz allgemein wissen wir aus Übung [LA1] 5.4.9 zu ganz-
wertigen Polynomen, daß für jedes Polynom in Q[t] vom Grad d ≥ 0, das an fast
allen Punkten aus N ganzzahlige Werte annimmt, das (d!)-fache seines Leitkoef-
fizienten eine ganze Zahl sein muß.

Übungen

Übung 6.9.15. Seien k ein Körper undM ein endlich erzeugter von Null verschie-
dener graduierter Modul über dem Polynomring k[T1, . . . , Tn]. Ist f : M → M
ein Endomorphismus von M , der den Grad um r erhöht, und kennen wir für
d := hdim(M) die Abschätzung hdim(cok f) < d, so folgt hdim(ker f) < d
und

multd−1(cok f)−multd−1(ker f) = rmultd(M)

Dasselbe gilt im Fall eines beliebigen Krings k endlicher Länge.

Übung 6.9.16. Für den Polynomring M = k[T1, . . . , Tn] über einem Körper als
graduierter Modul über sich selbst haben wir dimk(M

≤m) =
(
n+m
n

)
etwa nach

[GR] 2.1.5.23 und folglich PM(t) =
(
n+t
n

)
und hdimM = n und multM = 1. Ist

k ein von Null verschiedener Kring endlicher Länge l, so haben wir allgemeiner
PM(t) = l

(
n+t
n

)
und hdimM = n sowie multM = l.
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6.10 Satz von Bézout
6.10.1. Sei (X, x) eine bepunktete Varietät. Gegeben eine abgeschlossene Teil-
menge C ⊂∧ X erklären wir ihr lokales Verschwindungsideal Ix(C) ⊂ OX,x

als die Menge aller Funktionskeime, die einen Repräsentanten (U, f) besitzen mit
x ∈ U ⊂◦ X und f ∈ OX(U) und f |U∩C = 0. Im Fall x ̸∈ C ist insbesondere das
lokale Verschwindungsideal der ganze lokale Ring.
6.10.2. Gegeben eine bepunktete k-Varietät (X, x) mit dimk(mx/m

2
x) = kdimxX

und abgeschlossene Teilmengen C,D ⊂∧ X erklären wir die Vielfachheit von x
als Schnittpunkt von C und D oder kurz Schnittmultiplizität als

sx(C,D) := dimk

(
OX,x/(Ix(C) + Ix(D))

)
∈ N ⊔ {∞}

6.10.3. Die Bedingung dimk(mx/m
2
x) = kdimxX bedeutet, wie wir später lernen

werden, daß x ein „glatter Punkt der Varietät X“ ist. Ohne diese Annahme bleibt
die Definition zwar formal sinnvoll, aber die so erklärten Zahlen bezeichnet man
nicht mehr als Schnittmultiplizitäten.
6.10.4 (Anschauung für Schnittpunkte im Unendlichen). Zwei ebene Kurven,
die „in derselben Richtung nach Unendlich gehen“, haben in dieser Richtung
einen Schnittpunkt im Unendlichen. Zum Beispiel schneiden sich die Abschlüsse
der Kurven Z(y − x2) und Z(x+ 1) in dem Punkt der projektiven Vervollständi-
gung P2k = V(k2) der affinen Koordinatenebene, der durch die y-Achse repräsen-
tiert wird.
Beispiel 6.10.5. Im Spezialfall X = k2 und von Kurven C,D ⊂∧ k2 gibt es nach
4.2.25 quadratfreie Polynome f, g mit I(C) = f und I(D) = g. Genauer zeigen
wir das in 4.2.25 für Hyperflächen in k2, also abgeschlossene Teilmengen, deren
irreduzible Komponenten alle die Krullkodimension Eins haben, und daß diese
wirklich genau unsere Kurven sind, also die äqui-eindimensionalen abgeschlos-
senen Teilmengen, folgt aus 5.3.4. Sind unsere Polynome f, g teilerfremd, so ist
der Quotient k[T, S]/⟨f, g⟩ endlichdimensional als k-Vektorraum nach 1.7.21, da
unsere beiden Polynome höchstens endlich viele gemeinsame Nullstellen besitzen
nach [AL] 6.2.10.2 oder auch, da jede abgeschlossene echte Teilmenge einer ir-
reduziblen eindimensionalen Varietät eine nulldimensionale Varietät und folglich
endlich sein muß und wir diese Erkenntnis auf alle irreduziblen Komponenten un-
serer Kurven anwenden können. Die Lokalisierung unseres Quotienten ist dann
auch endlichdimensional als k-Vektorraum nach 4.3.57. Insbesondere ist unse-
re Vielfachheit sx(C,D) also endlich, wenn die Komponenten der Kurve C, die
durch x laufen, paarweise verschieden sind von den Komponenten der Kurve D,
die durch x laufen. Im folgenden listen wir noch einige genauere Aussagen für die
Schnittmultiplizität sx(C,D) unserer Kurven C,D ⊂∧ k2 auf und nehmen dabei
an, daß sie keine gemeinsamen Komponenten haben, die durch x gehen, und daß
sie die Nullstellenmengen der quadratfreien Polynome f, g sind.
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1. Die Schnittmultiplizität ist Null sx(C,D) = 0 genau dann, wenn eine unse-
rer Kurven gar nicht durch x geht, denn genau dann ist f oder g im lokalen
Ring OX,x eine Einheit und andernfalls gehören sie beide zum maximalen
Ideal;

2. Die Schnittmultiplizität ist Eins sx(C,D) = 1 genau dann, wenn f̄ und
ḡ bereits mx/m

2
x erzeugen, denn genau dann erzeugen sie nach Nakaya-

ma bereits ganz mx. In anderen Worten und vielleicht anschaulicher gesagt
bedeutet diese Bedingung, daß die Gradienten von f und g bei x linear un-
abhängig sind;

3. Im Fall g(S, T ) = T , wenn also die zweite unserer Kurven eine Koordina-
tenachse ist, finden wir als Schnittmultiplizität

s(0,0)(C,D) = inf{n | Sn teilt f(S, 0)}

den kleinstmöglichen Grad eines Monoms in S, das mit von Null verschie-
denem Koeffizienten in f(S, 0) auftaucht. Das ist leicht einzusehen. In ande-
ren Worten ist das der Grad der Nullstelle am Ursprung der Einschränkung
von f auf unsere Koordinatenachse T = 0. Analog bestimmt man die
Schnittmultiplizitäten von beliebigen Kurven mit beliebigen affinen Gera-
den in k2;

4. Sind f̃, g̃ die von Null verschiedenen homogenen Komponenten kleinst-
möglichen Grades von f, g und r, s deren Grade, so gilt s(0,0)(C,D) ≥ rs

mit Gleichheit genau dann, wenn f̃ und g̃ auch ihrerseits teilerfremd sind.
Das verallgemeinert die Aussage über transversalen Schnitt, ist aber nicht
ganz so leicht einzusehen. Wir zeigen die Aussage in 7.5.39.

5. Ist C = C1 ∪ . . . ∪ Cn die Zerlegung in irreduzible Komponenten, so gilt
sx(C,D) = sx(C1, D) + . . .+ sx(Cn, D). Der Nachweis bleibe dem Leser
zur Übung überlassen.

Satz 6.10.6 (von Bézout über Schnitte ebener Kurven). (k = k̄). Zwei ebene
projektive Kurven C,D ⊂∧ P2k ohne gemeinsame irreduzible Komponente haben
mit Vielfachheiten gerechnet genau so viele Schnittpunkte, wie das Produkt ihrer
Grade angibt, in Formeln∑

x∈C∩D

sx(C,D) = (gradC)(gradD)

6.10.7. Mehr zur Motivation und anschaulichen Bedeutung findet man in 6.1.1.
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Beweis. Nach 6.8.12 sind C,D die projektiven Nullstellenmengen teilerfremder
quadratfreier homogener Polynome f, g ∈ k[T0, T1, T2]. Wir setzen c := gradC
und d := gradD. Da es mir übersichtlicher scheint, schreibe ich von nun an statt
k[T0, T1, T2] kürzerO(k3). Nach unseren Annahmen ist f kürzbar inO(k3) und g
kürzbar in O(k3)/⟨f⟩. Mit unseren Erkenntnissen zur Multiplizität von Kokernen
homogener Selbstinjektionen 6.9.9 folgt

hdimO(k3)/⟨f⟩ = 2 multO(k3)/⟨f⟩ = c

hdimO(k3)/⟨f, g⟩ = 1 multO(k3)/⟨f, g⟩ = cd

Andererseits folgt kdim(Z(f)) = 2 aus 5.3.4 und mit dem Krull’schen Haupt-
idealsatz 5.10.1, 5.10.1 weiter Z(f, g) äquidimensional und kdim(Z(f, g)) = 1.
Nun hat unser Quotient Q := O(k3)/⟨f, g⟩ nach Übung 6.6.16 eine Filtrierung

0 = Q0 ⊂ Q1 ⊂ . . . ⊂ Qm = Q

durch homogene Ideale, bei der sämtliche Subquotienten Qa/Qa−1 isomorph sind
zu Quotienten O(k3)/pa nach jeweils einem homogenen Primideal pa. In un-
serem Fall kommen aus Dimensionsgründen für die homogenen Primideale pa
nur die Verschwindungsideale von Ursprungsgeraden I∗(x) für x ∈ P2k so-
wie das Verschwindungsideal I(0) des Ursprungs in Betracht. Nun gilt sicher
multO(k3)/I∗(x) = multO∗(x) = 1. Wegen der Additivität der Multiplizität
6.9.8 tritt in unserer Filtrierung von Q also als Subquotient genau cd mal ein Quo-
tient nach dem Verschwindungsideal einer Ursprungsgeraden auf, in Formeln

cd = card{a | ∃x ∈ P2k mit Qa/Qa−1
∼= O∗(x)}

Unser Satz folgt, sobald wir für alle x ∈ P2k die Identität

sx(C,D) = card{a | Qa/Qa−1
∼= O∗(x)}

zeigen können. Dazu dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit anneh-
men, daß x im Bild der offenen Einbettung i0 : k2 ↪→ P2k gegeben durch
(x1, x2) 7→ ⟨1, x1, x2⟩ liegt. Wir erklären nun für jeden Modul M über O(k3)
den O(k2)-Modul

M̄ :=M/(T0 − 1)M

Wir werden später lernen, inwiefern er aus M durch „Restriktion unter der Ein-
bettung ı̃0 : k2 ↪→ k3, (x1, x2) 7→ (1, x1, x2) der Ebene als affine Ebene im
Raum“ entsteht, aber bisher wissen wie noch nicht, was ein „Modul auf einer
Varietät“ sein sollte und wie wir so einen „Modul auf einer Varietät“ auf eine ab-
geschlossene Untervarietät einzuschränken hätten. Ist wieder ganz explizit M ein
graduierter O(k3)-Modul, so ist die Multiplikation mit (T0 − 1) eine Injektion
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(T0 − 1) : M ↪→ M , denn für jedes Element ungleich Null im Kern muß sei-
ne tiefste von Null verschiedene homogene Komponente verschwinden und das
geht eben nicht. Ist nun N ↪→ M ↠ Q eine kurze exakte Sequenz graduierter
O(k3)-Moduln, so zeigt das Neunerlemma

N �
�

//
_�

��

M_�

��

// // Q
_�

��

N �
�

//

����

M

����

// // Q

����

N̄ // M̄ // Q̄

mit der Multiplikation mit (T0 − 1) als oberer Vertikale, daß auch die Sequenz
N̄ ↪→ M̄ ↠ Q̄ exakt ist. Es folgt leicht, daß auch für jede rechtsexakte Sequenz
graduierter O(k3)-Moduln die Sequenz der Kokerne unter (T0 − 1) rechtsexakt
ist. Insbesondere wird die durch die Zeilenmatrix (f, g) an erster Stelle gegebene
rechtsexakte Sequenz O(k3)⊕2 → O(k3) ↠ O(k3)/⟨f, g⟩ unter dem Bilden des
Kokerns von (T0 − 1) eine rechtsexakte Sequenz

O(k2)⊕2 → O(k2)→ O(k2)/⟨f̄, ḡ⟩

für f̄, ḡ ∈ O(k2) die Polynome, die aus den homogenen Polynomen f, g durch
Einsetzen von T0 = 1 entstehen. Für unser Q = O(k3)/⟨f, g⟩ vom Anfang des
Beweises erhalten wir damit Q̄ ∼= O(k2)/⟨f̄, ḡ⟩. Unsere Filtrierung von oben
liefert weiter eine Filtrierung

0 = Q̄0 ⊂ Q̄1 ⊂ . . . ⊂ Q̄m = Q̄

von Q̄ = O(k2)/⟨f̄, ḡ⟩ mit Subquotienten Q̄a/Q̄a−1
∼= Qa/Qa−1. Lokalisie-

ren wir jetzt noch an einer Stelle y ∈ k2, kürzen MI(y) = : M(y) ab für je-
den O(k2)-Modul M und erinnern, daß Lokalisieren exakt ist, so erhalten wir
für Q̄(y)

∼= O(k2)(y)/⟨f̄, ḡ⟩(y) eine Filtrierung mit Subquotienten (Qa/Qa−1)(y).
Diese Subquotienten sind aber eindimensional für Qa/Qa−1

∼= O∗(i0(y)) und
Null sonst. Im Licht unserer Definition der Schnittmultiplizität zeigt das dann für
x = i0(y) die gewünschte Identität

sx(C,D) = dimkO(k2)(y)/⟨f̄, ḡ⟩(y) = card{a | Qa/Qa−1
∼= O∗(x)}

Übungen

Übung 6.10.8. Man bestimme die Schnittpunkte in P2C der konzentrischen Kreise
x2 + y2 = 1 und x2 + y2 = 2 sowie ihre jeweiligen Vielfachheiten.
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7 Hilbertpolynome und reguläre Ringe

7.1 Filtrierungen von Gruppen
Definition 7.1.1. Eine Filtrierung auf einer abelschen Gruppe V ist eine Familie
von Untergruppen V ≤r für r ∈ Z derart, daß gilt V ≤r ⊂ V ≤r+1 für alle r ∈ Z.

7.1.2. Manchmal notieren wir eine Filtrierung auf einer abelschen Gruppe V auch
als eine Familie von Untergruppen V ≥r für r ∈ Z derart, daß gilt V ≥r ⊃ V ≥r+1

für alle r ∈ Z.

7.1.3. 1. Eine ausschöpfende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der die Ver-
einigung der filtrierenden Untergruppen die ganze Gruppe ist, in Formeln⋃

r V
≤r = V .

2. Eine voll endende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der bereits eine der
filtrierenden Untergruppen die ganze Gruppe ist, bei der also in Formeln ein
r existiert mit V ≤r = V .

3. Eine Hausdorff’sche oder auch separierte Filtrierung ist eine Filtrierung,
bei der der Schnitt über alle filtrierenden Untergruppen Null ist, in Formeln⋂

r V
≤r = 0.

4. Eine von Null kommende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der bereits
eine der filtrierenden Untergruppen Null ist, bei der also in Formeln ein r
existiert mit V ≤r = 0.

5. Eine endliche Filtrierung ist eine von Null kommende und voll endende
Filtrierung.

7.1.4 (Diskussion der Terminologie). Manche Autoren fordern auch ganz allge-
mein von einer Filtrierung noch zusätzlich implizit eine oder mehrere der oben an-
gegebenen Eigenschaften. Außerdem mag man statt durch Z indizierte Filtrierun-
gen auch noch allgemeinere Filtrierungen betrachten. Unsere Filtrierungen hier
nennen wir dann präziser Z-Filtrierungen.

7.1.5. Eine letzte Eigenschaft von Filtrierungen, die oft verwendet wird, ist die
Vollständigkeit. Diese Bedingung besagt im Fall einer Hausdorff’schen Filtrie-
rung, daß V vollständig ist für die Metrik

d(v, w) := inf
(
{1} ⊔ {2r | (v − w) ∈ V ≤r}

)
Im Fall einer beliebigen Filtrierung erklärt man sie dadurch, daß der Quotient
V/
⋂

r V
≤r vollständig ist in der zuvor beschriebenen Weise.

217



7.1.6 (Diskussion der Terminologie). Kennt man die Terminologie uniformer
Räume [TM] 1.4.1.3 und versieht V mit der durch die Filtrierung gegebenen
Struktur als uniformer Raum nach [TM] 1.4.1.7, so ist V vollständig beziehungs-
weise Hausdorff als topologischer Raum genau dann, wenn unsere Filtrierung
vollständig beziehungsweise Hausdorff ist im Sinne der vorhergehenden Defini-
tionen.
7.1.7. Ein Homomorphismus ϕ : V → W von filtrierten abelschen Gruppen heißt
mit den Filtrierungen verträglich, wenn gilt ϕ(V ≤r) ⊂ W≤r für alle r ∈ Z. Die
filtrierten abelschen Gruppen werden mit den filtrierungsverträglichen Homomor-
phismen als Morphismen zu einer Kategorie filAb.
7.1.8 (Finale Filtrierung). Gegeben ein Homomorphismus von abelschen Grup-
pen φ : V → W und eine Filtrierung auf V erklären wir die zugehörige finale
Filtrierung auf W durch W≤r := φ(V ≤r). Im Fall eines Quotienten nennen wir
sie auch die Quotientenfiltrierung.
7.1.9 (Initiale Filtrierung). Gegeben ein Homomorphismus von abelschen Grup-
pen φ : V → W und eine Filtrierung auf W erklären wir die zugehörige initiale
Filtrierung auf V durch V ≤r := φ−1(W≤r). Im Fall der Einbettung einer Unter-
gruppe nennen wir sie auch die Untergruppenfiltrierung.
7.1.10. Gegeben Untergruppen U ⊂ V ⊂ W einer filtrierten abelschen Gruppe
W stimmt auf dem Subquotienten V/U die Untergruppenfiltrierung zur Quotien-
tenfiltrierung auf W/U überein mit der Quotientenfiltrierung zur Untergruppen-
filtrierung auf V . In [TF] 2.2.3.7 besprechen wir die dieser Erkenntnis zugrun-
deliegenden Tatsachen, den „Basiswechsel für Untergruppen“, in einem größeren
Rahmen.
7.1.11. Gegeben eine Zerlegung W = U ⊕ V einer filtrierten abelschen Gruppe
W stimmt die Untergruppenfiltrierung auf U für die offensichtliche Einbettung
im allgemeinen keineswegs überein mit der Quotientenfiltrierung auf U für die
offensichtliche Projektion.
Vorschau 7.1.12. Wir erklären eine r-Verschmelzung von filtrierten abelschen
Gruppen als eine multilineare Abbildung φ : V1 × . . .× Vr → W mit

φ
(
V ≤n1
1 × . . .× V ≤nr

r

)
⊂ W≤(n1+...+nr)

und insbesondere eine 0-Verschmelzung nach W als ein Element von W≤0. Mit
der offensichtlichen Multiverknüpfung von Verschmelzungen werden die filtrier-
ten abelschen Gruppen dann zu einer Schmelzkategorie im Sinne von [TS] ??. In
unserer Schmelzkategorie erhalten wir stark universelle Verschmelzungen, indem
wir das Tensorprodukt mit der Tensorfiltrierung versehen, die im Fall von zwei
Faktoren gegeben wird durch die Vorschrift

(M ⊗N)≤n := ⟨ten(M≤i ×N≤j) | i+ j ≤ n⟩Z
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für ten :M ×N →M ⊗N die universelle bilineare Abbildung.

7.1.13. Eine Graduierung V =
⊕

r V
r auf einer abelschen Gruppe liefert eine

Filtrierung durch die Vorschrift V ≤r :=
⊕

ν≤r V
ν . Zu jeder filtrierten abelschen

Gruppe können wir umgekehrt die assoziierte graduierte Gruppe

grV =
⊕
r∈Z

V ≤r/V ≤r−1

bilden. Wir notieren ihren homogenen Teil vom Grad r auch (grV )r = grr V =
V ≤r/V ≤r−1 Kommt die Filtrierung auf V schon von einer Graduierung her, so
induzieren die Verknüpfungen V r ↪→ V ≤r ↠ V ≤r/V ≤r−1 = grr V einen kanoni-
schen Isomorphismus V ∼→ grV .

7.1.14. Jeder filtrierungsverträgliche Homomorphismus V → W von filtrierten
abelschen Gruppen induziert einen Homomorphismus grϕ : grV → grW zwi-
schen den assoziierten graduierten Gruppen. Analoges gilt für multilineare Ab-
bildungen. Der Übergang zum assoziierten Graduierten ist in der Terminolgie aus
[TS] ?? genauer ein Schmelzfunktor, und in der analogen Situation von Vektor-
räumen über einem Körper k ist er sogar verträglich mit universellen Verschmel-
zungen, die offensichtlichen Abbildungen sind also etwa im Fall von zwei zu ver-
schmelzenden Objekten Isomorphismen

(grM)⊗k (grN)
∼→ gr(M ⊗k N)

In der Tat finden wir in dieser Situation an unsere Filtrierungen angepaßte Basen,
mit denen wir diese Behauptung leicht explizit prüfen können.

Übungen

Übung 7.1.15. Ist V eine filtrierte abelsche Gruppe und U ⊂ V eine Untergruppe
und betrachten wir auf U und V/U die induzierten Filtrierungen, so erhalten wir
mit dem Neunerlemma eine kurze exakte Sequenz

grU ↪→ grV ↠ gr(V/U)

Übung 7.1.16. Sei ϕ : V → W ein Homomorphismus filtrierter abelscher Grup-
pen, der mit den Filtrierungen verträglich ist. Man zeige:

1. Ist die Filtrierung auf W bei Null beginnend und ausschöpfend und ist die
assoziierte graduierte Abbildung grϕ : grV → grW surjektiv, so ist ϕ
bereits selbst surjektiv.

2. Ist die Filtrierung auf V Hausdorff und ausschöpfend und ist die assoziierte
graduierte Abbildung grϕ : grV → grW injektiv, so ist ϕ bereits selbst
injektiv.
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Übung 7.1.17. Jede von Null kommende und ausschöpfende Filtrierung auf einem
Vektorraum kommt von einer Graduierung her.

7.2 Filtrierungen von Ringen
7.2.1. Benutzt man die oben eingeführten Begriffe für Ringe, so wird stets implizit
die Verträglichkeit mit der Multiplikation gefordert. Genauer treffen wir folgende
Vereinbarungen.

Definition 7.2.2. Eine Filtrierung eines Rings A ist eine Filtrierung der addi-
tiven Gruppe A derart, daß gilt A≤rA≤s ⊂ A≤r+s für alle r, s und zusätzlich
1 ∈ A≤0. Wenn wir besonders betonen wollen, daß wir die Verträglichkeit mit der
Ringstruktur fordern, reden wir von einer Ringfiltrierung.

7.2.3. Die Bedingung 1 ∈ A≤0 wird benötigt, um sicherzustellen, daß der in 7.2.6
erklärte assoziierte graduierte Ring auch in der Tat wieder ein Ring in unserem
Sinne ist, also ein Einselement hat. Vom kategoriellen Standpunkt aus liefert sie,
was wir in [TS] ?? ein „Ringobjekt der Schmelzkategorie der filtrierten abelschen
Gruppen“ nennen werden.
7.2.4. Sicher ist bei einem filtrierten RingA≤0 ein Teilring und alleA≤n für n ≤ 0
sind Ideale von A≤0. Allgemeiner definiert man filtrierte Moduln über filtrierten
Ringen als Moduln M mit Filtrierung derart, daß gilt A≤rM≤s ⊂ M≤r+s für
alle r, s. Dann sind für jeden filtrierten Modul M alle M≤n Untermoduln für die
Restriktion unseres filtrierten Moduls auf den Teilring A≤0.
7.2.5. Jeder Quotient eines filtrierten Rings ist für die Quotientenfiltrierung wie-
der ein filtrierter Ring. Jeder Teilring eines filtrierten Rings ist für die induzierte
Filtrierung wieder ein filtrierter Ring.
7.2.6. Eine Graduierung A =

⊕
r A

r eines Rings liefert eine Filtrierung durch
A≤r =

⊕
ν≤r A

ν . Zu jedem filtrierten Ring können wir umgekehrt den assoziier-
ten graduierten Ring

grA =
⊕
r∈Z

A≤r/A≤r−1

bilden, die Multiplikation auf grA wird in der naheliegenden Weise definiert und
die Existenz eines Eins-Elements in grA folgt aus unserer Bedingung 1 ∈ A≤0

an einen filtrierten Ring. Kommt die Filtrierung auf dem Ring A schon von ei-
ner Graduierung her, so haben wir einen kanonischen Isomorphismus graduierter
Ringe A ∼→ grA.
7.2.7. Ein Ringhomomorphismus ϕ : A → B von einem filtrierten Ring A in
einen filtrierten Ring B, der mit den Filtrierungen verträglich ist, induziert na-
türlich einen Homomorphismus grϕ : grA → grB zwischen den assoziierten
graduierten Ringen.
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7.2.8. Analog definiert man filtrierte Vektorräume und filtrierte Algebren. Bei
der Definition einer filtrierten Ringalgebra fordert man zusätzlich, daß die Fil-
trierung auch im Sinne von 7.2.2 mit der zugrundeliegenden Ringstruktur ver-
träglich sein soll, daß also die 1 im Teilraum zu ≤ 0 enthalten ist.

Lemma 7.2.9. Ist A ein Ring mit einer Hausdorff’schen ausschöpfenden Filtrie-
rung, so gilt

(grA) ist Integritätsring ⇒ A ist Integritätsring

Beweis. In der Tat, seien a, b ∈ A\0 gegeben. Sind r, s minimal mit a ∈ A≤r,
b ∈ A≤s, so sind auch die Bilder ā ∈ A≤r/A≤r−1 und b̄ ∈ A≤s/A≤s−1 von Null
verschieden. Ist grA ein Integritätsring, so folgt āb̄ ̸= 0. Dies Produkt ist aber die
Nebenklasse von ab in A≤r+s/A≤r+s−1, und wenn schon die Nebenklasse von ab
nicht verschwindet, so ist erst recht ab selbst von Null verschieden.

Proposition* 7.2.10. Ist A ein filtrierter Ring und M ein filtrierter A-Modul mit
einer von Null kommenden und ausschöpfenden Filtrierung, so ist mit grM auch
M selbst endlich erzeugt und es gilt sogar

(grM) noethersch über (grA) ⇒ M noethersch über A

7.2.11. Es reicht nicht, die Filtrierung aufM Hausdorff anzunehmen, wie das Bei-
spiel des C[X]-Moduls CJXK zeigt, mit der Filtrierung beider Strukturen durch
die von den verschiedenen Xr erzeugten Ideale.

Beweis. Ist der assoziierte graduierte Modul grM endlich erzeugt, so finden wir
dafür auch ein endliches Erzeugendensystem aus homogenen Elementen. Wählen
wir Urbilder dieser Elemente in M , so erzeugen sie über A einen Untermodul
N ⊂ M mit grN ∼→ grM . Mit 7.1.15 folgt daraus hinwiederum gr(M/N) = 0
und mit unseren Voraussetzungen an die Filtrierung dann M/N = 0, als da heißt
unsere Urbilder erzeugen bereits M. Ist schließlich grM noethersch, so ist für
jeden Untermodul N ⊂ M mit der induzierten Filtrierung der assoziierte Gradu-
ierte grN endlich erzeugt als Untermodul von grM , und dann ist auch N selbst
endlich erzeugt nach dem, was wir bereits bewiesen haben.

Korollar* 7.2.12. Ist A ein filtrierter Ring mit einer von Null kommenden und
ausschöpfenden Filtrierung und ist grA noethersch, so ist A noethersch.

Beweis. Noethersch bedeutet ja für Ringe noethersch als Linksmodul und als
Rechtsmodul über sich selbst. Das Korollar folgt damit offensichtlich aus der vor-
hergehenden Proposition 7.2.10.
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7.3 Dimensionstheorie lokaler noetherscher Kringe
Definition 7.3.1. Gegeben ein Ring A und ein Ideal a ⊂ A bilden seine Potenzen
an eine absteigende Filtrierung des Rings A, mit der Konvention an = A für
n ≤ 0. Den assoziierten graduierten Ring notieren wir

graA :=
⊕
i≥0

ai/ai+1 = A/a⊕ a/a2 ⊕ a2/a3 ⊕ . . .

7.3.2. Gegeben ein noetherscher KringA und q ⊂ A ein Ideal mit
√
q maximal ist

A/q von endlicher Länge. In der Tat ist ja dannA/q ein Kring der Krulldimension
Null und wir können 5.16.6 anwenden, oder auch den hier einzig relevanten Teil
des Beweises erinnern und das Bild von

√
q mit m ⊂ A/q notieren und beachten,

daß die Subquotienten der Filtrierung A/q ⊃ m ⊃ m2 ⊃ . . . ⊃ mr endliche
Länge haben und daß gilt mr = 0 für r ≫ 0.

Satz 7.3.3 (Hilbertpolynome im Fall lokaler noetherscher Kringe). Seien A
ein noetherscher lokaler Kring, q ⊂ A ein Ideal mit

√
q dem maximalen Ideal

und M ein endlich erzeugter A-Modul. So gilt:

1. Es gibt genau ein Polynom P = Pq
M ∈ Q[t], das für große i die Länge von

M/qiM berechnet, in Formeln l(M/qiM) = P (i) für i≫ 0;

2. Der Grad dq(M) dieses Polynoms ist beschränkt durch die Kardinalität je-
des Erzeugendensystems von q;

3. Für m =
√
q das maximale Ideal vonA haben Pq

M und Pm
M denselben Grad.

Wir nennen ihn die Hilbert-Dimension von M und notieren ihn

hdimAM = hdimM

Ergänzung 7.3.4. Die Hilbertdimension eines endlich erzeugten Moduls M über
einem lokalen noetherschen Kring (A,m) im Sinne des vorhergehenden Satzes
und die Hilbertdimension eines endlich erzeugten graduierten Moduls über ei-
nem Polynomring im Sinne von 6.9.13 sind mithin verknüpft durch die Bezie-
hung hdim(M) = hdim(grmM). Hilbertdimension −∞ hat nur der Nullmodul,
in Formeln

hdim(M) = −∞ ⇔ M = 0

Hilbertdimension Null haben genau alle von Null verschiedenen A-Moduln end-
licher Länge.

Beweis. Für k := A/q und x1, . . . , xn ein Erzeugendensystem von q erhalten wir
durch X 7→ x̄i eine Surjektion k[X1, . . . , Xn] ↠ grqA. Die ersten beiden Be-
hauptungen folgen damit aus dem Satz über das Hilbertpolynom 6.9.13, genauer
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seiner Erweiterung 6.9.13. Die dritte Aussage folgt, da es l gibt mit ml ⊂ q und
da folglich gilt Pq

M(i) ≥ Pm
M(i) sowie Pm

M(li) ≥ Pq
M(i) für i≫ 0.

Satz 7.3.5 (Hilbertdimension der Kokerne injektiver Endomorphismen). Sei-
en (A,m) ein lokaler noetherscher Kring und M ̸= 0 ein endlich erzeugter von
Null verschiedener A-Modul. Ist f :M ↪→M ein injektiver Endomorphismus, so
gilt

hdim(cok f) < hdimM

7.3.6. Der Beweis dieses zentralen Resultats braucht einige Vorbereitungen und
wird erst im Anschluß an den Beweis von 7.3.11 gegeben. Man bemerke den Kon-
trast in der Schwierigkeit zwischen dieser Aussage und ihrem graduierten Analo-
gon 6.9.9.

Definition 7.3.7. Seien A ein Ring und a ⊂ A ein Ideal. Eine Filtrierung eines
A-Moduls M heißt a-stabil, wenn sie (1) bei M endet, wenn sie (2) mit der Fil-
trierung von A durch die an verträglich ist, in Formeln aM≥i ⊂M≥i+1 für alle i,
und wenn es (3) ein d gibt derart, daß für alle i ≥ d sogar gilt aM≥i =M≥i+1.

Lemma 7.3.8 (Vergleich stabiler Filtrierungen). Gegeben ein Ring A und ein
Ideal a ⊂ A und ein A-Modul M sind je zwei a-stabile Filtrierungen Ω und Γ auf
M in der Weise vergleichbar, daß es c gibt mit Γ≥i+cM ⊂ Ω≥iM für alle i.

Beweis. Es reicht, das unter der Annahme zu zeigen, daß eine unserer Filtrie-
rungen die offensichtliche Filtrierung durch die aiM ist. Wir können also unsere
Notation vereinfachen und die andere Filtrierung M≥i notieren. Nach Annahme
gibt es ein c mit M = M≥−c und dann haben wir notwendig aiM ⊂ M≥−c+i für
alle i. Nach Annahme gibt es aber auch ein d mit M≥i+d = aiM≥d für alle i ≥ 0
und somit M≥i+d ⊂ aiM für alle i.

Proposition 7.3.9 (Von stabilen Filtrierungen induzierte Filtrierungen). Seien
A ein noetherscher Kring, a ⊂ A ein Ideal undM ein endlich erzeugterA-Modul.
So ist die von einer a-stabilen Filtrierung von M auf einem Untermodul N ⊂ M
induzierte Filtrierung auch selbst wieder a-stabil.

Vorschau 7.3.10. Dasselbe gilt mit demselben Beweis für nicht notwendig kom-
mutative Ringe A, wenn wir zusätzlich annehmen, daß der Reesring

⊕
n≥0 a

n

noethersch ist. Insbesondere gilt es für A := U(n) die Einhüllende einer end-
lichdimensionalen Liealgebra über einem Körper k und a := ker χ̃ der Kern
des von einem Charakter χ : n → k induzierten Ringalgebrenhomomorphismus
χ̃ : U(n)→ k.
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Beweis. Wir erinnern aus dem Beweis von 7.4.1 die Konstruktion des Reesrings⊕
n≥0 a

n und den Nachweis, daß dieser Ring im Fall eines Ideals a eines noether-
schen Krings wieder noethersch ist. Es ist leicht zu sehen, wie

⊕
n∈ZM

≥n im
Fall einer mit der Filtrierung von A durch die ai verträglichen Filtrierung von M
ein Modul über dem Reesring wird, und daß dieser Modul im Fall einer a-stabilen
Filtrierung vonM sogar endlich erzeugt alias noethersch sein muß. Dasselbe folgt
für den zu seinem Untermodul mit der induzierten Filtrierung N≥n := N ∩M≥n

gebildeten Modul
⊕

n∈ZN
≥n über dem Reesring. Daraus, daß dieser Modul end-

lich erzeugt ist, folgt dann, daß die induzierte Filtrierung auch a-stabil ist: Ist ge-
nauer g der größte Grad für ein Element eines homogenen Erzeugendensystems
von

⊕
n∈ZN

≥n über dem Reesring, so folgt aN≥i = N≥i+1 für alle i ≥ g.

7.3.11 (Multiplizitäten im Fall lokaler noetherscher Kringe). Seien (A,m) ein
lokaler noetherscher Kring, q ⊂ A ein Ideal mit

√
q = m und M ein endlich

erzeugter A-Modul. Für alle d ∈ N ⊔ {−∞} erklären wir im folgenden einen
Wert multdq(M) ∈ N ⊔ {∞}. Für d ∈ N setzen wir

multdq,A(M) = multdq(M) := lim
i→∞

l(M/qiM)d!/id

und folgern aus der entsprechenden Aussage im graduierten Fall 6.9.13, daß die-
ser Grenzwert stets in N⊔{∞} existiert. Für d = −∞ vereinbaren wir ergänzend
mult−∞

q (M) = 0 falls M = 0 und mult−∞
q (M) = ∞ sonst. Für M von der Hil-

bertdimension h = hdimM mit ah dem Leitkoeffizienten des Hilbertpolynoms
Pq
M von M finden wir dann

multdq(M) =


0 d > h;
h!ah d = h ≥ 0;
0 d = h = −∞;
∞ d < h.

Wir nennen unser multdq(M) ∈ N⊔{∞} die d-q-Multiplizität vonM . Mit diesen
Konventionen haben wir stets

mult0q(M) = Länge(M)

Lassen wir in unserer Notation q weg, so meinen wir q = m. Lassen wir den
oberen Index d weg, so meinen wir d = hdim(M). Die Multiplizität von M
erklären wir insbesondere als

mult(M) := multdm(M)

für d = hdim(M). Die Multiplizität eines lokalen noetherschen Krings A als A-
Modul heißt die Multiplizität von A. Ist speziell (X, x) eine bepunktete Varietät,
so setzen wir

multx(X) := multOX,x
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und nennen diese Zahl die Multiplizität von X an der Stelle x.

7.3.12 (Permanenzen von Multiplizität und Hilbertdimension). Ist A ein lo-
kaler noetherscher Kring und B ein von Null verschiedener Quotient von A und
M ein B-Modul, so stimmen die Multiplizitäten von M als B-Modul und die
Hilbertdimension offensichtlich überein mit den Multiplizitäten und der Hilbert-
dimension von M als A-Modul, in Bezug auf die maximalen Ideale ebenso wie in
Bezug auf ein allgemeines Ideal in B mit maximalem Radikal und dessen Urbild,
in Formeln multdq,A(M) = multdq̄,B(M) und hdimA(M) = hdimB(M).

Proposition 7.3.13 (Additivität der Multiplizitäten im Fall lokaler Kringe).
Seien (A,m) ein lokaler noetherscher Kring, q ⊂ A ein Ideal mit

√
q = m

maximal und N ↪→ M ↠ Q eine kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten
A-Moduln. So gilt hdim(M) = max(hdim(N), hdim(Q)) für die Hilbertdimen-
sionen und für alle d ∈ N ⊔ {−∞} haben wir

multdq(M) = multdq(N) + multdq(Q)

Beweis. Wir betrachten das Diagramm mit exakten Spalten

N ∩ qiM ↪→ qiM ↠ qiQ
↓ ↓ ↓
N ↪→ M ↠ Q
↓ ↓ ↓

N/(N ∩ qiM) ↪→ M/qiM ↠ Q/qiQ

Seine beiden oberen Zeilen sind exakt, also nach dem Neunerlemma auch die
untere Zeile. Sie liefert die Relation

l(M/qiM) = l(N/(N ∩ qiM)) + l(Q/qiQ)

Nun bilden jedoch die N ∩ qiM nach 7.3.9 auch eine q-stabile Filtrierung von N ,
folglich gibt es ein Polynom P̃N(t) mit l(N/(N ∩qiM)) = P̃N(i) für i≫ 0. Hier
und im folgenden lassen wir der Übersichtlichkeit halber das q aus der Notation
weg. Es folgt die Identität von Polynomen

PM(t) = P̃N(t) + PQ(t)

Nach 7.3.8 gibt es jedoch c mit PN(i+ c) ≥ P̃N(i) ≥ PN(i− c) für i≫ 0, folg-
lich haben PN und P̃N denselben Grad und, wenn sie nicht Null sind, denselben
Leitkoeffizienten. Daraus folgt unsere Behauptung dann unmittelbar.

Beweis von Satz 7.3.5. Seien A ein lokaler noetherscher Ring und M ̸= 0 ein
endlich erzeugter von Null verschiedener A-Modul. Gegeben ein injektiver Ho-
momorphismus f : M ↪→ M behauptet unser Satz 7.3.5 die strikte Ungleichung
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hdim(cok f) < hdimM . Um sie zu zeigen, betrachten wir die kurze exakte Se-
quenz M ↪→ M ↠ cok f . Wegen M ̸= 0 haben wir d = hdimM ≥ 0. So folgt
aus 7.3.13 sofort multdm(cok f) = 0 und damit die Behauptung.

Satz* 7.3.14 (Multiplizitäten der Kokerne von Multiplikationen). Seien ein lo-
kaler noetherscher Kring (A,m) und ein endlich erzeugter A-Modul M gegeben.
Für d ≥ 1 und q ⊂ A ein Ideal mit

√
q = m und x ∈ qr gilt dann

multd−1
q (M/xM) ≥ rmultdq(M)

7.3.15. Wir verwenden hier unsere allgemeine Konvention 0 · ∞ = 0.

7.3.16. Unser Satz liefert insbesondere für alle x ∈ m und M von positiver Hil-
bertdimension die Abschätzung hdim(M/xM) ≥ hdim(M)− 1. Wissen wir zu-
sätzlich, daß die Multiplikation mit x eine Injektion (x·) : M ↪→ M induziert, so
erhalten wir zusammen mit der umgekehrten Abschätzung 7.3.5 sogar die Identi-
tät

hdim(M/xM) = hdim(M)− 1

Beweis. Für den Untermodul N := xM finden wir qixM ⊂ xM ∩ qi+rM und
folglich die zweite Unleichung der Kette

l(M/qiM) ≥ l(xM/qixM) ≥ l(xM/(xM ∩ qi+rM))

Die erste dieser Ungleichungen ist klar, weil die Multiplikation mit x eine Sur-
jektion des ersten Quotienten auf den zweiten induziert. In den Notationen des
Beweises von 7.3.13 haben wir für i ≥ 0 also PM(i) ≥ P̃xM(i + r) und aus
unserer Identität von Polynomen PM(t) = P̃xM(t) + PM/xM(t) folgt

PM/xM(i) = PM(i)− P̃xM(i) ≥ PM(i)− PM(i− r)

für i ≥ r. Jetzt unterscheiden wir den Fall M = 0, in dem unsere Behauptung eh
klar ist, und den FallM ̸= 0, was wir hinfort annehmen. Ist dann adtd der Leitterm
von PM(t), so ergibt sich der Leitterm von PM(t) − PM(t − r) zu rdadtd−1 und
unsere Behauptung folgt leicht im Fall r ̸= 0. Der Fall r = 0 ist aber in unseren
Konventionen eh unproblematisch, da alle unsere Multiplizitäten ≥ 0 sind.

Definition 7.3.17. Gegeben ein lokaler noetherscher Kring heißt die kleinstmögli-
che Anzahl von Elementen unseres Krings, deren Idealerzeugnis das maximale
Ideal unseres Krings zum Radikal hat, seine Einbettungsdimension.

7.3.18 (Geometrische Bedeutung der Einbettungsdimension). Im geometri-
schen Fall des lokalen Rings OX,x einer affinen k-Varietät ist die Einbettungs-
dimension das kleinste n derart, daß es eine offene Umgebung U von x und einen
Morphismus U → kn gibt, für den x ein isolierter Punkt seiner Faser ist.
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Satz 7.3.19 (Hauptsatz zur Dimension lokaler noetherscher Kringe). Gege-
ben ein lokaler noetherscher Kring stimmen seine Hilbertdimension, seine Krull-
dimension und seine Einbettungsdimension überein.

7.3.20. Speziell hat jeder lokale noethersche Kring endliche Krulldimension, ja
die Zahl der für sein maximales Ideal benötigten Erzeuger ist eine obere Schranke
für seine Krulldimension.

Beweis. Sei A unser lokaler noetherscher Kring. Wir notieren δ(A) die Einbet-
tungsdimension. Zum Beweis zeigen wir δ(A) ≤ kdim(A) ≤ hdim(A) ≤ δ(A).
Die Abschätzung hdim(A) ≤ δ(A) folgt unmittelbar aus unserem Satz 7.3.3
über Hilbertpolynome lokaler noetherscher Kringe. Die Abschätzung kdim(A) ≤
hdim(A) zeigen wir durch Induktion über hdim(A). Im Fall hdim(A) = 0 sta-
gniert die Folge der Ideale mn und nach dem Lemma von Nakayama 5.12.10 sta-
gniert sie bei Null. Folglich umfaßt jedes Primideal unser m und damit ist m das
einzige Primideal und die Krulldimension ist Null. Für den Induktionsschritt sei

p0 ⊊ p1 ⊊ . . . ⊊ pl

eine Primidealkette inA. Im Integritätsbereich Ā := A/p0 betrachten wir das Bild
p̄1 ⊂ Ā von p1 und wählen x ∈ p̄1\0. Die kurze exakte Sequenz

Ā
x·
↪→ Ā↠ Ā/Āx

zeigt mit 7.3.5 sofort hdim(Ā/Āx) < hdim Ā, und hdim Ā ≤ hdimA ist eh klar.
Aus der Induktionsannahme folgt so, dass die Primidealkette p̄1 ⊊ . . . ⊊ p̄l in
Ā/Āx der Bilder der pi in Ā/Āx höchstens die Länge l− 1 ≤ hdimA− 1 haben
kann. Es bleibt δ(A) ≤ kdimA zu zeigen. Wir argumentieren mit Induktion über
δ(A). Im Fall δ(A) = 0 ist m =

√
0 das Nilradikal und wir finden kdimA = 0.

Gilt sonst δ(A) > 0, so ist m kein minimales Primideal von A und nach 4.5.24
gibt es nur endlich viele minimale Primideale in A und nach 4.2.14 können sie
m nicht überdecken. Es gibt also ein Element x ∈ m, das in keinem minimalen
Primideal enthalten ist. Wir setzen Ā := A/Ax und finden δ(Ā) = δ(A) − 1
und, da nach 4.5.9 jedes Primideal stets ein minimales Primideal umfaßt, auch
kdim Ā ≤ kdimA− 1. Die Behauptung folgt mit vollständiger Induktion.

Korollar 7.3.21 (Abschätzung für die Krulldimension lokaler Kringe). Gege-
ben ein lokaler noetherscher Kring A mit maximalem Ideal m gilt stets

dimA/m(m/m
2) ≥ kdimA

Beweis. Jedes Repräsentantensystem eines Erzeugendensystem des A/m-Vektor-
raums m/m2 erzeugt nach Nakayama bereits das Ideal m als Ideal von A. Damit
erweist sich unsere Behauptung als Konsequenz der Aussage δ(A) = kdimA aus
dem Hauptsatz der Dimensionstheorie 7.3.19.
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Korollar 7.3.22 (Verallgemeinerter Krull’scher Hauptidealsatz). Gegeben ein
noetherscher Kring R gilt für die Höhe jedes Primideals p ⊂ R, das vorgegebene
Elemente f1, . . . , fs von R enthält und minimal ist unter allen Primidealen mit
dieser Eigenschaft, die Abschätzung ht(p) ≤ s.

Beweis. Im lokalen Kring Rp muß pp das Radikal des von f1, . . . , fs erzeugten
Ideals sein. Damit erweist sich unsere Behauptung als Konsequenz der Aussage
δ(A) = kdimA aus dem Hauptsatz der Dimensionstheorie 7.3.19.

Definition 7.3.23. Gegeben ein lokaler noetherscher Kring (A,m) versteht man
unter einem Parametersystem von A eine Familie x1, . . . , xd von d = kdimA
Elementen des maximalen Ideals m mit der Eigenschaft, daß das Radikal des von
ihnen erzeugten Ideals gerade das maximale Ideal m selbst ist. Die Existenz sol-
cher Parametersysteme folgt aus dem Hauptsatz der Dimensionstheorie 7.3.19.

Proposition 7.3.24 (Parametersysteme sind algebraisch unabhängig). Besitzt
ein lokaler noetherscher Kring (A,m) einen Unterkörper k ⊂ A mit k ∼→ A/m
unter der natürlichen Abbildung und ist x1, . . . , xd ein Parametersystem von A,
so sind die xi algebraisch unabhängig über k.

Beweis. Ist q das Erzeugnis der xi, so liefern die offensichtlichen Abbildungen
Homomorphismen

k[X1, . . . , Xd] ↪→ (A/q)[X1, . . . , Xd] ↠ grqA

von graduierten Ringen. Wäre die Komposition nicht injektiv, so gäbe es ein von
Null verschiedenes homogenes Polynom in ihrem Kern. Dies Element müßte auch
in der Mitte kürzbar sein, da die erste Abbildung offensichtlich von Null verschie-
dene Polynome auf kürzbare Elemente abbildet, und mit Satz 6.9.9 über Koker-
ne homogener Selbstinjektionen folgte hdimA < d im Widerspruch zu unseren
Annahmen. Also liefert die Komposition eine Injektion k[X1, . . . , Xd] ↪→ grqA.
Mit Übung 7.1.16 folgt, daß die offensichtliche Abbildung bereits eine Injektion
k[X1, . . . , Xd] ↪→ A gewesen sein muß.

Übungen

Übung 7.3.25. (k = k̄). Man zeige: Gegeben I ⊂ k[T0, . . . , Tn] ein homogenes
Ideal mit nichtleerer projektiver Nullstellenmenge Z∗(I) ̸= ∅ alias unendlicher
Kodimension ist die Hilbertdimension des Restklassenrings genau um Eins größer
als die Krulldimension der projektiven Nullstellenmenge, in Formeln

hdim(k[T0, . . . , Tn]/I) = kdimZ∗(I) + 1

Hinweis: Hauptsatz 7.3.19 zur Dimension lokaler noetherscher Kringe.
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Übung 7.3.26. Gegeben (A,m) ein lokaler noetherscher Kring der Dimension d
und Elemente f1, . . . , fd ∈ A mit fi ∈ mr(i) gilt die Abschätzung

l(A/⟨f1, . . . , fd⟩) ≥ r(1) . . . r(d)mult(A)

Hinweis: 7.3.14 und vollständige Induktion und Interpretation der Länge als Mul-
tiplizität.

Übung 7.3.27. Gegeben ein lokaler noetherscher Kring A und ein Parametersys-
tem x1, . . . , xd ∈ m zeige man für jedes s mit 0 ≤ s ≤ d für die Krulldimension
des Quotienten nach einem Teil der Parameter die Identität

kdim(A/⟨x1, . . . , xs⟩) = d− s

Hinweis: Für jeden lokalen noetherschen Kring B gilt kdimB = δ(B).

7.4 Durchschnittssatz von Krull
Satz 7.4.1 (Durchschnittssatz von Krull). Gegeben a ⊂ R ein Ideal in einem
noetherschen Kring und M ein noetherscher R-Modul gilt⋂

anM = {m ∈M | ∃a ∈ a mit am = m}

Beweis. Sei zunächst R ein Kring und a ⊂ R ein beliebiges Ideal. Im Polynom-
ringR[X] bilden die Polynome

∑
rnX

n mit rn ∈ an für alle n ≥ 0 einen Teilring,
den sogenannten Rees-Ring Ra[X]. Sind a1, . . . , ar Erzeuger von a, so finden wir
eine Surjektion R[Y1, . . . , Yr] ↠ Ra[X] des Polynomrings auf den Reesring mit
Yν 7→ aνX . Folglich ist mit R auch der Reesring noethersch. Des weiteren ist im
in offensichtlicher Weise erklärtenR[X]-ModulM [X] die TeilmengeMa[X] aller∑
mnX

n mit mn ∈ anM für alle n ≥ 0 ein Untermodul über dem Reesring. Die-
ser UntermodulMa[X] ist offensichtlich endlich erzeugt über dem Reesring, wenn
M endlich erzeugt ist überR. FürN :=

⋂
anM ist weiterN [X] ⊂Ma[X] ein Un-

termodul dieses Moduls über dem Reesring und ist folglich auch endlich erzeugt,
also insbesondere erzeugt von einer Teilmenge der GestaltN+NX+ . . .+NXn.
Das hinwiederum zeigt aN = N und mit der Variante 5.13.2 des Lemmas von
Nakayama folgt sogar die Existenz von einem a ∈ a mit (1 + a)N = 0 alias
am = m ∀m ∈ N . Das zeigt im Satz die Inklusion ⊂. Die andere Inklusion ist
offensichtlich.

Korollar 7.4.2. Gegeben ein noetherscher Kring R mit Jacobsonradikal J ⊂ R
und ein noetherscher R-Modul M gilt⋂

n

JnM = 0
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7.4.3. Besonders oft wird diese Aussage im Fall lokaler noetherscher Kringe ver-
wendet, in dem das Jacobsonradikal mit dem einzigen maximalen Ideal zusam-
menfällt, so daß also der Schnitt aller Potenzen des maximalen Ideals das Null-
ideal sein muß.

Beweis. Wenden wir den Durchschnittssatz 7.4.1 auf das Jacobsonradikal a = J
an, so folgt für unseren Schnitt N erst JN = N und dann mit der Variante 5.12.4
des Lemmas von Nakayama sofort N = 0.

Beispiel 7.4.4. Um zu sehen, daß Durchschnittssatz für nicht noethersche Kringe
im allgemeinen nicht mehr gilt, mag man den Ring R der Keime stetiger reeller
Funktionen um den Ursprung der reellen Zahlengeraden im Sinne von 4.4.1 be-
trachten. Dieser Ring R ist lokal und sein maximales Ideal J ist nicht Null, aber
dennoch gilt J2 = J .

7.5 Glattheit und Regularität
Definition 7.5.1. (k = k̄). Eine algebraische TeilmengeX ⊂∧ kn heißt glatt an ei-
ner Stelle x ∈ X , wenn es f1, . . . fr ∈ k[T1, . . . , Tn] und eine Umgebung U ⊂◦ kn
von x gibt derart, daß X ∩U = Z(f1, . . . fr)∩U die simultane Nullstellenmenge
der fi in U ist und daß die Gradienten der fi bei x linear unabhängig sind.

7.5.2. Mit Gradienten meinen wir hier wie in der Analysis die Vektoren

(grad f)(x) := ((∂f/∂Tν)(x)) ∈ kn

Es wird erst später klar werden, daß die obige Bedingung nur von der bepunkteten
affinen Varietät (X, x) und nicht von ihrer Einbettung in einen kn abhängt. Wenn
ich im Verlauf der folgenden Argumentation besonders betonen will, daß die Be-
dingung wie oben in Bezug auf eine explizit vorgegebene Einbettung verstanden
werden soll, so nenne ich X extrinsisch glatt an der Stelle x. Es ist klar und die
Aussage von Übung 7.5.28, daß die extrinsisch glatten Punkte von X ⊂∧ kn eine
offene Teilmenge von X bilden.

Vorschau 7.5.3 (Jede Varietät ist generisch glatt). Was an dieser Stelle fehlt, ist
der Nachweis, daß die glatten Stellen sogar eine dichte offene Teilmenge bilden.
Das wird erst in 7.6.5 bewiesen, wobei wir im Fall eines Grundkörpers positiver
Charakteristik zusätzlich Resultate aus [AAG] benötigen.

7.5.4 (Generische Glattheit von Hyperflächen). (k = k̄). Für ebene Kurven
C ⊂∧ k2 können wir auch hier schon einsehen, daß ihre glatten Punkte eine offe-
ne dichte Teilmenge bilden. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir
sie dazu irreduzibel annehmen, also C = Z(f) für ein irreduzibles Polynom
f ∈ k[X, Y ]. Für so ein Polynom können auch in positiver Charakteristik p > 0
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die partiellen Ableitungen ∂xf und ∂yf nicht beide identisch verschwinden, sonst
gäbe es ein Polynom g mit f(X, Y ) = g(Xp, Y p) und mit Ziehen der p-ten Wur-
zeln aus den Koeffizienten von g auch ein h mit hp = f im Widerspruch zur
Irreduzibilität. Gilt ohne Beschränkung der Allgemeinheit ∂xf ̸= 0, so sind f und
∂xf teilerfremd und haben folglich höchstens endlich viele gemeinsame Nullstel-
len. In derselben Weise zeigt man, daß in jeder Hyperfläche X ⊂∧ kn die glatten
Punkte dicht liegen.

7.5.5 (Glatte Varietäten versus Mannigfaltigkeiten). (k = k̄). Die Motivati-
on für die Begiffsbildung „glatter“ algebraischer Teilmengen kommt von der Be-
schreibung [AN2] 4.2.21 von Untermannigfaltigkeiten des Rn als Urbilder her.
Die verschiedenen äquivalenten Beschreibungen von Untermannigfaltigkeiten des
Rn als Bilder [AN2] 4.4.1 sowie als „lokal plättbare Teilmengen“ [AN2] 4.2.6
haben in der algebraischen Geometrie keine unmittelbaren Analoga, da der Satz
über implizite Funktionen [AN2] 4.3.1 im Fall der Zariskitopologie für Morphis-
men von Varietäten nicht mehr gilt. Bereits in einer Variablen gilt ja der Satz über
die Umkehrabbildung in dieser Situation nicht mehr, wie das Beispiel der Ab-
bildung k → k, x 7→ x2 zeigt. Später mögen Sie lernen, wie es gelingt, diese
Schwierigkeiten durch die Einführung der sogenannten „étalen Topologie“, die
allerdings im engeren Sinne unserer Definition gar keine Topologie ist, sozusagen
„wegzudefinieren“.

7.5.6 (Diskussion von Varianten der Definition). (k = k̄). In der Literatur ist
auch eine andere Definition des Begriffs einer extrinsisch glatten Stelle gebräuch-
lich. Gegeben X ⊂∧ kn heißt danach eine Stelle x ∈ X glatt, wenn der von
den Gradienten bei x der Funktionen f ∈ I(X), als da heißt von den Vekto-
ren (grad f)(x) := ((∂f/∂Ti)(x)) ∈ kn für f ∈ I(X) aufgespannte Teilraum
die Dimension n− kdimOX,x hat. Die Äquivalenz zu Definition 7.5.1 zeigen wir
in 7.5.13. Ich ziehe Definition 7.5.1 vor, weil ich sie anschaulicher finde. Insbe-
sondere zeigt Definition 7.5.1 unmittelbar, daß die glatten Punkte einer äqui-d-
dimensionalen algebraischen Teilmenge von Cn eine glatte reell 2d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von Cn bilden.

Vorschau 7.5.7 (Intrinsische Natur der Glattheit). (k = k̄). Unser nächstes Ziel
ist zu zeigen, daß gegeben ein Isomorphismus φ : X

∼→ Y in der Kategorie 3.2.6
der algebraischen Teilmengen irgendwelcher kn eine algebraische Teilmenge X
glatt ist bei x ∈ X genau dann, wenn die algebraische Teilmenge Y glatt ist bei
φ(x) ∈ Y .

Definition 7.5.8. Ein lokaler Kring A heißt regulär, wenn er noethersch ist und
wenn für sein maximales Ideal m gilt

dimA/m(m/m
2) = kdimA
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Eine Familie von Elementen x1, . . . , xd ∈ m, deren Nebenklassen eine Basis von
m/m2 bilden, heißt dann ein reguläres Parametersystem von A.

Beispiel 7.5.9. Für alle Primzahlen p ist die Lokalisierung Z⟨p⟩ an dem von p
erzeugten Primideal ein regulärer lokaler Kring. Für jeden Körper k und jeden
Punkt x ∈ kn ist der lokalisierte Polynomring k[T1, . . . , Tn]I(x) regulär.

Satz 7.5.10 (Eigenschaften regulärer lokaler Kringe). Jeder reguläre lokale
Kring ist ein Integritätsring und der assoziierte graduierte Ring zu seiner Filtrie-
rung durch die Potenzen des maximalen Ideals ist ein Polynomring.

Beweis. Für jeden regulären lokalen Kring (A,m) der Dimension d und jedes
reguläre Parametersystem x1, . . . , xd muß die offensichtliche durch Xi 7→ x̄i ge-
gebene Surjektion ein Isomorphismus

(A/m)[X1, . . . , Xd]
∼→ grmA

sein, denn sonst folgte wie beim Beweis von 7.3.24 aus Satz 6.9.9 zu Kokernen
homogener Selbstinjektionen bereits die Abschätzung hdimA < d. Die Filtrie-
rung durch die mi ist jedoch Hausdorff nach dem Durchschnittssatz 7.4.2. Da der
assoziierte graduierte Ring ein Integritätsring ist, folgt dasselbe mit 7.2.9 für A
selber.

Satz 7.5.11 (Reguläre Quotienten regulärer lokaler Kringe). Seien (A,m) ein
regulärer lokaler Kring und I ⊂ A ein Ideal. So sind gleichbedeutend:

1. Der Quotient A/I nach unserem Ideal ist ein regulärer lokaler Kring;

2. Unser Ideal I wird von einer Teilmenge eines regulären Parametersystems
des regulären lokalen Krings A erzeugt.

Beweis. 1⇒ 2. Ist A/I lokal, so folgt A ̸= I und mithin I ⊂ m. Wir vereinbaren
die Abkürzungen Ā := A/I und m̄ := m/I und betrachten das Diagramm

I ∩m2 � � //
_�

��

m2 // //
_�

��

m̄2
_�

��

I

����

� � // m

����

// // m̄

����

I/(I ∩m2) �
�

// m/m2 // // m̄/m̄2

mit exakten Zeilen und Spalten, bei dem die Exaktheit der unteren Zeile aus dem
Neunerlemma folgt. Sei d die Krulldimension von A und d̄ die Krulldimension
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von Ā und s = d− d̄. Wir finden sicher Elemente f1, . . . , fs ∈ I , deren Bilder den
Kern in der unteren Zeile erzeugen. Für den Quotienten Ã := A/⟨f1, . . . , fs⟩ nach
dem von ihnen erzeugten Ideal mit seinem maximalen Ideal m̃ := m/⟨f1, . . . , fs⟩
erhalten wir dann m/m2 ↠ m̃/m̃2 ↠ m̄/m̄2 und nach Wahl der fi ist die Zweite
dieser Abbildungen ein Isomorphismus und wir erhalten

kdim Ã ≤ dimÃ/m̃ m̃/m̃2 = dimĀ/m̄ m̄/m̄2 = kdim Ā ≤ kdim Ã

mit ersten Abschätzung nach Korollar 7.3.21 des Hauptsatzes der Dimensions-
theorie und der letzten aufgrund der Surjektion Ã ↠ Ā. Zusammen folgt, daß
auch Ã regulär ist und mithin nach 7.5.10 ein Integritätsbereich. Wäre der Kern
von Ã ↠ Ā nicht Null, so müßte er ein Primideal ungleich Null sein und unsere
Kringe könnten nicht dieselbe Krulldimension haben. Das zeigt Ã ∼→ Ā und da-
mit I = ⟨f1, . . . , fs⟩.
2 ⇒ 1. Sei f1, . . . , fd ∈ m ein reguläres Parametersystem. Es gilt zu zeigen,
daß für alle s auch Ā := A/⟨f1, . . . , fs⟩ ein regulärer lokaler Kring ist. Nun lie-
fert Übung 7.3.27 uns die Identität kdim(Ā) = kdim(A) − s und die Identität
dimĀ/m̄(m̄/m̄

2) = dimA/m(m/m
2)− s ist leicht zu sehen.

Definition 7.5.12. Ein Punkt x einer algebraischen VarietätX heißt ein regulärer
Punkt vonX , wenn der RingOX,x der Funktionskeime bei x ein regulärer lokaler
Kring ist. Ein Punkt, der nicht regulär ist, heißt singulär.

Korollar 7.5.13 (Regularität und Glattheit). (k = k̄). Eine algebraische Teil-
menge X ⊂∧ kn ist genau dann extrinsisch glatt an einer Stelle p ∈ X , wenn der
lokale Kring OX,p regulär ist.

7.5.14. Ich erinnere daran, daß in unserer Terminologie Varietäten stets über ei-
nem algebraisch abgeschlossenen Körper definiert sind. In dieser Situation sind
nach dem Korollar reguläre Punkte dasselbe wie glatte Punkte. Verallgemeinert
man die Definitionen auf den Fall beliebiger Grundkörper, so ist das Analogon
der extrinsischen Glattheit stärker als die lokale Regulärität, vergleiche 7.5.27.

7.5.15. Mit der in der Literatur üblichen Definition glatter Stellen, wie sie in 7.5.6
erklärt wird, ist dieses Korollar fast eine Tautologie. Wie in 7.5.6 ausgeführt wird,
macht es die in der Literatur übliche Definition aber schwerer, die Brücke zur
Analysis und damit zur Anschauung zu schlagen.

Beweis. Wir wenden Satz 7.5.11 über reguläre Quotienten regulärer lokaler Krin-
ge an auf die Lokalisierung A = Okn,p = O(kn)I(p) des Polynomrings nach allen
bei p nicht verschwindenden Polynomen und seinen Quotienten OX,p nach der
Lokalisierung I := I(X)I(p) des Verschwindungsideals von X . Das maximale
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Ideal von Okn,p notieren wir m ⊂ A = Okn,p. Das Auswerten f 7→ (grad f)(p)
des Gradienten an der Stelle p liefert einen Vektorraumisomorphismus

m/m2 ∼→ kn

Ein reguläres Parametersystem vonOkn,p ist folglich dasselbe wie ein System von
Funktionskeimen f1, . . . , fn ∈ Okn,p mit f1(p) = . . . = fn(p) = 0 derart, daß ihre
Gradienten bei p eine Basis des kn bilden. IstOX,p = A/I regulär, so kann I nach
7.5.11 erzeugt werden von einem Teil eines regulären Parametersystems, also von
bei p verschwindenden Funktionskeimen mit linear unabhängigen Gradienten bei
p. Beliebig gewählte Repräsentanten dieser Funktionskeime erzeugen dann auch
I(X)g für eine geeignet dazu gewählte Funktion g ∈ k[T1, . . . , Tn] mit g(p) ̸= 0.
Damit ist X extrinsisch glatt bei p. Ist umgekehrt X extrinsisch glatt bei p, so gibt
es Funktionen f1, . . . , fs ∈ O(kn) mit bei p linear unabhängigen Gradienten und
eine weitere reguläre Funktion g ∈ O(kn) mit g(p) ̸= 0 und

X ∩ {g ̸= 0} = Z(f1, . . . , fs) ∩ {g ̸= 0}

Die fi müssen im lokalen Ring A bei p ein Primideal erzeugen, da der Quo-
tient A/⟨f1, . . . , fs⟩ nach 7.5.11 ein regulärer lokaler Ring und folglich nach
7.5.10 ein Integritätsring ist. Andererseits folgt aus unseren Annahmen I(X)g =√
⟨f1, . . . , fs⟩g in der Lokalisierung O(kn)g. Da das Bilden des Radikals nach

Übung 4.3.55 mit Lokalisierung vertauscht und da jedes Primideal sein eigenes
Radikal ist, folgt

I =
√
⟨f1, . . . , fs⟩ = ⟨f1, . . . , fs⟩

Der Quotient von A/I ist nun isomorph zum lokalen Ring OX,p und damit ist
dieser lokale Ring nach 7.5.11 regulär.

Definition 7.5.16. Eine Varietät heißt glatt, wenn sie an jeder Stelle glatt ist.

Korollar 7.5.17 (Lokale Irreduzibilität bei glatten Stellen). Ist der lokale Ring
OX,x einer bepunkteten affinen Varietät (X, x) regulär, so geht durch den Punkt x
nur genau eine irreduzible Komponente von X .

7.5.18. Insbesondere ist jede glatte Varietät die disjunkte Vereinigung ihrer irre-
duziblen Komponenten.

Beweis. Ginge mehr als nur eine irreduzible Komponente von X durch den Punkt
x, so hätte der lokale RingOX,x mehr als nur ein minimales Primideal. Dann wäre
er aber kein Integritätsbereich und mithin nach 7.5.10 auch nicht regulär.

7.5.19 (Schwierigkeiten mit lokalen Koordinaten). Gegeben eine glatte Stelle
x einer affinen k-Varietät X und ein reguläres Parametersystem f1, . . . , fd ihres
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lokalen Rings OX,x werden die Funktionen fi bereits alle in einer offenen Umge-
bung U ⊂◦ X von x definiert sein und folglich einen Morphismus φ : U → kd

liefern. Im Gegensatz zur analogen Situation im Fall differenzierbarer Mannigfal-
tigkeiten wird diese Abbildung jedoch im allgemeinen auf keiner Zariski-offenen
Umgebung U von x injektiv sein, und das für jedes System lokaler Parameter. Es
ist also im allgemeinen nicht möglich, im algebraischen Fall in der Zariskitopolo-
gie so etwas wie „lokale Koordinatensysteme“ zu finden. Salopp gesprochen liegt
die Schwierigkeit darin, daß Zariski-offene Mengen einfach zu groß sind.

7.5.20. Gegeben eine Varietät verstehen wir unter einem System von Pseudoko-
ordinaten eine Familie von regulären Funktionen f1, . . . , fd mit der Eigenschaft,
daß an jeder Stelle x ∈ X die Funktionen fi − fi(x) ein reguläres Parameter-
system bilden. Mit den bis hierher erzielten äquivalenten extrinsischen und int-
rinsischen Beschreibungen glatter Punkte sieht man leicht ein, daß jedes reguläre
Parametersystem an einem Punkt durch Restriktion von einem System von Pseu-
dokoordinaten auf einer irreduziblen offenen affinen Umgebung von besagtem
Punkt herkommt. Weiter ist klar, daß gegeben ein System von Pseudokoordinaten
die Nullstellenmenge einer beliebigen Auswahl von d unserer Pseudokoordinaten
stets glatt ist und jede irreduzible Komponente eine um d kleinere Dimension hat.

Satz 7.5.21 (Kodimension von Schnittkomponenten in glatten Varietäten).
Gegeben irreduzible abgeschlossene Teilmengen X, Y ⊂∧ W einer glatten äqui-
dimensionalen Varietät W gilt für jede irreduzible Komponente Z ihres Schnitts
X ∩ Y die Abschätzung

kdim(Z ⊂ W ) ≤ kdim(X ⊂ W ) + kdim(Y ⊂ W )

Beispiel 7.5.22 (Schnittkomponenten in singulären Varietäten). Ist W glatt, so
hat etwa jede Komponente des Schnitts zweier verschiedener irreduzibler Hyper-
flächen in W die Kodimension zwei. Betrachten wir zum Beispiel zwei verschie-
dene affine Hyperebenen in k3, so ist der Schnitt leer oder eine Gerade. Betrachten
wir jedoch zwei disjunkte affine Hyperebenen in k3 und wählen aus jeder von ih-
ren einen Punkt und konstruieren W aus k3 durch Verkleben dieser beiden Punk-
te, so treffen sich die Bilder unserer Hyperebenen nur in diesem einen verklebten
Punkt. Das ist ein Gegenbeispiel für W nicht glatt.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß W ir-
reduzibel und affin ist und daß es darauf ein System f1, . . . , fn von Pseudokoor-
dinaten gibt. Offensichtlich bilden dann die Funktionen fi ⊠ 1− 1⊠ fi und fi ⊠ 1
ein System von Pseudokoordinaten auf W ×W . Betrachten wir den durch unsere
Pseudokoordinaten gegebenen Morphismus φ : W → kn, so ist das Urbild der
Diagonale unter φ × φ : W ×W → kn × kn glatt und äqui-n-dimensional als
Nullstellenmenge der ersten n unserer Pseudokoordinaten. Mithin ist das Urbild
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der Diagonale die disjunkte Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten und
die Diagonale ∆W ⊂∧ W ×W ist notwendig eine dieser Komponenten. Nun ist
aberX∩Y isomorph zu (X×Y )∩∆W und damit isomorph zu einer irreduziblen
Komponente der Nullstellenmenge der n Funktionen fi ⊠ 1− 1⊠ fi auf X × Y .
So folgt die Behauptung aus unserer Abschätzung 5.10.8.

Satz 7.5.23. Jeder reguläre lokale Kring ist ganz abgeschlossen.

Vorschau 7.5.24. Man kann sogar zeigen, daß jeder reguläre lokale Kring fakto-
riell ist. Beweise findet man etwa in [Eis95], [dJ12]. Für die lokalen Ringe von
Varietäten schreibe ich in 7.7.14 einen Beweis aus.

Beweis. Sei (A,m) unser regulärer lokaler Kring. Sei x ∈ QuotA ganz über A.
Es gilt zu zeigen x ∈ A. Dazu schreiben wir x = r/s mit r, s ∈ A und s ̸= 0. Da
x ganz ist über A, gibt es n ∈ N mit

A[x] = A+ Ax+ . . .+ Axn

Wir folgern snxm ∈ A für alle m ∈ N und damit rm ∈ sm−nA für alle m ∈ N.
Nehmen wir zusätzlich r ̸= 0 an, so gibt es i maximal mit r ∈ mi und wir
haben 0 ̸= r̄ ∈ mi/mi+1. Ebenso gibt es j maximal mit s ∈ mj und wir haben
0 ̸= s̄ ∈ mj/mj+1 und folgern, daß s̄m−n für m ≥ n stets ein Teiler von r̄m ist
in grmA. Da dieser Ring jedoch nach 7.5.10 faktoriell ist, muß sogar s̄ ein Teiler
von r̄ sein. Wir haben also i ≥ j und es gibt a1 ∈ mi−j ⊂ A und r1 ∈ mi+1 mit

r = a1s+ r1

und das gilt sogar ohne die Annahme r ̸= 0. Dann ist aber r1/s auch wieder ganz
über A und wir finden genauso r1 = a2s + r2 mit a2 ∈ A und r2 ∈ mi+2 und
induktiv folgt

r ∈
∞⋂
ν=1

(As+mi+ν)

Nach dem Durchschnittssatz von Krull 7.4.2, angewandt auf den Restklassenring
A/As, folgt daraus aber sofort r ∈ As alias x ∈ A.

Satz* 7.5.25 (Differentielles Dominanzkriterium für affine Räume). Seien k =
k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper und f ∈ k[T1, . . . , Tn] ein Polynom und
X := kn\Z(f) das Komplement seiner Nullstellenmenge und φ : X → km ein
Morphismus. Induziert für einen Punkt x ∈ X der Komorphismus eine Injektion
mφ(x)/m

2
φ(x) ↪→ mx/m

2
x, so umfaßt φ(X) eine offene Teilmenge von km.
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Vorschau 7.5.26. Dieses Kriterium ist insbesondere in der Theorie der Liealgebren
hilfreich. Im weiteren Verlauf dieser Vorlesung spielt es dahingegen keine Rolle.
In der Sprache der Differentiale aus [AAG] 3.1.1 besagt unserer Bedingung, daß
das Differential bei x eine Surjektion dxφ : TxX ↠ TyY sein soll. Eine Variante
in dieser Sprache und in größerer Allgemeinheit zeigen wir in [AAG] 3.1.30.

Beweis. Wir setzen y := φ(x). Offensichtlich folgt aus unserer Annahme, daß
unser Morphismus φ eine Injektion grmy

OY,y ↪→ grmx
OX,x der assozierten gradu-

ierten Ringe induziert. Da unsere Filtrierungen ausschöpfend und Hausdorff sind,
folgt mit 7.1.16 die Injektivität OY,y ↪→ OX,x des Komorphismus und unser Mor-
phismus φ ist dominant. Unser Satz folgt damit aus Korollar 5.3.12 über Bilder
von Morphismen.

Vorschau 7.5.27 (Regularität und Glattheit in größerer Allgemeinheit). Ar-
beitet man nicht mehr über einem algebraisch abgeschlossenen Körper, so ist
das Analogon von Glattheit stärker als Regularität. Sei genauer k ein Kring. Ein
Kringhomomorphismus k → A heißt standardglatt, wenn natürliche Zahlen
n ≥ r ≥ 0 und Polynome f1, . . . fr ∈ k[T1, . . . , Tn] und ein Isomorphismus
von k-Kringen

k[T1, . . . , Tn]/⟨f1, . . . fr⟩
∼→ A

existieren derart, daß das Bild von det((∂jfi)
r
i,j=1) inA eine Einheit ist. Ein Kring-

homomorphismus k → A heißt glatt, wenn es Erzeuger s, . . . , t des Einsideals
von A gibt derart, daß die Lokalisierungen As, . . . , At jeweils standardglatt sind
über k. Ist k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper und X ⊂∧ kn eine abge-
schlossene Teilmenge, so sind nach unserem Korollar 7.5.13 über Regularität und
Glattheit gleichbedeutend:

1. Unsere Teilmenge X ⊂∧ kn ist extrinsisch glatt an jeder Stelle x ∈ X;

2. Alle lokalen Ringe OX,x von X sind regulär;

3. Der Ring O(X) der regulären Funktionen auf X ist ein glatter k-Kring.

Arbeiten wir über nicht vollkommenen Körpern k, so ist jedoch lokale Regula-
rität schwächer als Glattheit. Ist etwa L/k eine endliche inseparable Körperer-
weiterung, so ist L ein regulärer lokaler k-Kring, aber der Ringhomomorphismus
k ↪→ L ist nicht glatt.

Übungen

Übung 7.5.28. (k = k̄). Man zeige, daß die glatten Stellen einer algebraischen
Teilmenge X ⊂∧ kn stets eine offene Teilmenge bilden.
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Übung 7.5.29. (k = k̄). Gegeben p ∈ X ⊂∧ kn eine glatte Stelle einer algebrai-
schen Teilmenge zeige man, daß für jedes System x1, . . . , xd von lokalen Parame-
tern um p der Ringhomomorphismus k[T1, . . . , Td]→ OX,p zum lokalen Ring bei
p gegeben durch Ti 7→ xi einen Isomorphismus

kJT1, . . . , TdK→ O∧
X,p

zwischen dem Ring der formalen Potenzreihen und der Vervollständung des loka-
len Rings von X bei p an seinem maximalen Ideal induziert.

Übung 7.5.30 (Algebraische Teilmengen in Cn als Mannigfaltigkeiten). Man
zeige, daß die glatten Stellen einer irreduziblen algebraischen TeilmengeX ⊂∧ Cn

eine orientierbare Untermannigfaltigkeit des Cn der Dimension d = 2kdimX
von im Sinne von [AN2] 4.2.6 und [AN2] 9.3.6 bilden, genauer sogar eine glatte
Untermannigfaltigkeit im Sinne von [ML] 28.3.2.7. Hinweis: [AN2] 4.2.21.

Übung 7.5.31 (Verschwindungsideale glatter Varietäten). (k = k̄). SeiX ⊂∧ kn
glatt in jedem Punkt und seien Polynome f1, . . . , fr ∈ I(X) gegeben derart, daß
für alle x ∈ X gilt

dimk⟨(grad f1)(x), . . . , (grad fr)(x)⟩k + kdimOX,x = n

So erzeugen die fi bereits das Verschwindungsideal von X , in Formeln ausge-
drückt gilt also ⟨f1, . . . , fr⟩ = I(X).

Übung 7.5.32. (k = k̄). Man zeige, daß die Matrizen M ∈ Mat(3; k) vom Rang
≤ 1 eine irreduzible algebraische Teilmenge des k9 der Dimension 5 bilden. Man
bestimme Erzeuger ihres Verschwindungsideals. Hinweis: 7.5.31.

Übung 7.5.33 (Lokale Multiplizitäten). Sei (A,m) ein regulärer lokaler Kring
einer Krulldimension d ≥ 1. Gegeben f ∈ A\0 und r maximal mit f ∈ mr zeige
man hdim(A/Af) < d und

r = multd−1
m (A/Af)

und damit auch f ∈ m ⇒ hdim(A/Af) = d − 1. Man schreibt dann abkürzend
r = mult(f) und im Fall einer affinen Varietät X mit A := OX,x dem lokalen
Ring an einer regulären Stelle x ∈ X alternativ r = multx(f). Da der assoziierte
graduierte Ring ein Polynomring über einem Körper ist, gilt

mult(fg) = mult(f) + mult(g)

Hinweis: Man gehe den Beweis von 7.3.13 nocheinmal durch und erkenne in die-
sem Fall P̃Af (t) = trPA(t). Die nun folgende Rechnung finde ich in der Variante
?? besonders transparent: Die rationale Funktion 1/(1−u)d−ur/(1−u)d hat um
u = 1 eine Laurent-Entwicklung, die mit dem Term r/(1− u)d−1 beginnt.
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Übung 7.5.34 (Glattheit und lokale Multiplizität). Gegeben y ∈ Y ⊂∧ X ei-
ne bepunktete abgeschlossene Hyperfläche in einer glatten irreduziblen affinen
Varietät zeige man, daß Y genau dann glatt ist bei y, wenn gilt multy Y = 1.
Hinweis: 7.5.11 und 7.5.33.

Ergänzung 7.5.35. In [Bou06], exercice 25 zu §7 wird ein Argument dafür skiz-
ziert, daß aus multx(X) = 1 schon folgt, daß x ∈ X ein glatter Punkt der Varietät
X sein muß. In [Bou06], exercice 24 zu §7 wird ein Argument dafür skizziert, daß
ein lokaler noetherscher Kring A genau dann regulär ist, wenn er die Multiplizität
Eins hat und seine Vervollständigung Â ein Integritätsbereich ist. In der entspre-
chenden Arbeit [Nag55] von Nagata findet man auch ein Beispiel dafür, daß in
diesem Zusammenhang die zusätzliche Bedingung an Â notwendig ist.

Übung 7.5.36 (Schnittmultiplizität an singulären Stellen). Seien X eine glatte
Varietät der Dimension kdimX = 2 und C,D ⊂∧ X Kurven mit Schnittpunkt
x ∈ C ∩D. Sind C oder D nicht glatt bei x, so gilt für die Schnittmultiplizität

sx(C,D) ≥ 2

Übung 7.5.37 (Maximalzahl singulärer Stellen ebener Kurven). (k = k̄). Eine
Kurve C = Z(f) ⊂∧ k2 für ein quadratfreies Polynom f ∈ k[X, Y ] hat höchs-
tens d(d − 1)/2 singuläre Punkte für d = grad(f). Hinweis: Man überlege sich
zunächst, daß es eine Richtung v ∈ k2\0 gibt derart, daß die Richtungsableitung
Dvf nur höchstens endlich viele gemeinsame Nullstellen mit f hat. Dann verwen-
de man 7.5.36.

Übung 7.5.38 (Vorbereitung feinerer Aussagen zur Schnittmultiplizität). Sei
(A,m) ein regulärer lokaler Kring der Krulldimension Zwei. Gegeben f ∈ mr

und g ∈ ms liefert 7.3.26 die Abschätzung

l(A/⟨f, g⟩) ≥ rs

Bezeichne nun f̄ ∈ mr/mr+1 und ḡ ∈ ms/ms+1 die Nebenklassen. Sind f̄ und ḡ
teilerfremd in grmA, so folgere man mr+s ⊂ ⟨f, g⟩ aus dem Nakayama-Lemma
und Übung [AL] 6.2.9.28, nach der sich jedes homogene Polynom h̄ vom Grad
r + s − 1 schreiben läßt als h̄ = āf̄ + b̄ḡ mit ā homogen vom Grad s − 1 und
b̄ homogen vom Grad r − 1. Dann folgere man aus Übung [AL] 6.2.9.28, daß
wir kurze exakte Sequenzen A/ms ⊕ A/mr ↪→ A/mr+s ↠ A/⟨f, g⟩ erhalten mit
(a, b) 7→ af + bg als erster Abbildung und daraus, immer unter der Annahme f̄, ḡ
teilerfremd, daß sogar gilt

l(A/⟨f, g⟩) = rs

Sind dahingegen f̄, ḡ nicht teilerfremd, so ist die erste Abbildung unserer Se-
quenz nicht injektiv und es folgt sogar l(A/(⟨f, g⟩+mr+s)) > rs und a forteriori
l(A/⟨f, g⟩) > rs.
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Beispiel 7.5.39 (Feinere Aussagen zur Schnittmultiplizität). (k = k̄). Ist spezi-
ell X = k2 die Ebene und x = 0 der Ursprung und sind f, g ∈ k[T, S]\0 teiler-
fremde Polynome und f̄, ḡ deren von Null verschiedene homogene Komponenten
kleinstmöglichen Grades und r sowie s deren Grade, so gilt dimk(OX,x/⟨f, g⟩) ≥
rs mit Gleichheit genau dann, wenn f̄ und ḡ auch ihrerseits teilerfremd sind.

7.6 Birationale Äquivalenz
Definition 7.6.1. Zwei irreduzible k-Varietäten, deren Funktionenkörper als Kör-
pererweiterungen von k isomorph sind, heißen birational äquivalent.

Definition 7.6.2. Ein Morphismus φ : X → Y von irreduziblen k-Varietäten
heißt birational, wenn er dominant ist und einen IsomorphismusM(Y )

∼→M(X)
induziert.

7.6.3. Gegeben irreduzible k-Varietäten X, Y und zwischen ihren Funktionen-
körpern ein Körperisomorphismus M(X)

∼→ M(Y ) über k gibt es nichtleere
offene affine Teilmengen U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y sowie einen Isomorphismus von
k-Varietäten V ∼→ U derart, daß die zugehörigen Ringhomomorphismen unseren
Körperisomorphismus ergänzen zu einem kommutativen Diagramm

O(U) ∼ //

��

O(V )

��

M(X) ∼ //M(Y )

In der Tat dürfen wir X und Y affin annehmen. Bezeichne A,B ⊂M :=M(Y )
die Bilder von von O(X) und O(Y ). Alle Lokalisierungen dieser Integritäts-
bereiche nach von Null verschiedenen Elementen identifizieren wir stillschwei-
gend mit ihren Bildern in M. Da B ringendlich ist über k, gibt es f ∈ A\0
mit A[f−1] ⊃ B. Ebenso gibt es g ∈ B\0 mit B[g−1] ⊃ A. Wir haben also
A[f−1, g−1] = B[f−1, g−1] und können U = (Xf )g und V = (Yg)f nehmen.

Proposition 7.6.4. Jede irreduzible k-Varietät ist birational äquivalent zu einer
irreduziblen Hyperfläche, also zur Nullstellenmenge eines einzigen irreduziblen
Polynoms in einem ks.

Beweis unter der Annahme char k = 0. Sei X unsere Varietät. Ohne Beschrän-
kung der Allgemeinheit sei X affin. Wir setzen O(X) := A. Sicher finden wir
eine Noether-Normalisierung k[′x1, . . . , xn] ⊂ A, so daß also A ganz ist über die-
sem Polynomring. Gehen wir zu den Quotientenkörpern über, so erhalten wir eine
modulendliche Körpererweiterung, und diese muß nach [AL] 6.3.10.8 und we-
gen unserer Annahme der Charakteristik Null ein primitives Element r ∈ QuotA
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besitzen. Der Ring B := k[x1, . . . , xn, r] ⊂ QuotA hat also denselben Quoti-
entenkörper wie A. Andererseits ist B ein Integritätsbereich und ein Quotient des
Polynomrings in n+1 Variablen von der Krulldimension n, mithin nach 4.2.25 der
Quotient nach dem von einem irreduziblen Polynom erzeugten Hauptideal.

Beweis im Allgemeinen. Sei X unsere Varietät. SeiM(X) ihr Funktionenkörper.
DaM(X)/k körperendlich ist und k vollkommen, gibt es nach [AAG] 3.5.8 al-
gebraisch unabhängige x1, . . . , xn ∈M(X) derart, daßM(X) separabel ist über
k(x1, . . . , xn). Nun kann der Beweis wie zuvor zu Ende geführt werden.

Proposition 7.6.5. Die glatten Stellen einer algebraischen Teilmenge X ⊂∧ kn

bilden stets eine offene dichte Teilmenge. Dasselbe gilt für die glatten Stellen einer
beliebigen Varietät.

7.6.6. Der Beweis basiert auf 7.6.4. Das Argument ist deshalb vorerst nur für
char k = 0 vollständig und benötigt im allgemeinen [AAG] 3.5.8.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei X ⊂∧ kn irreduzibel. Daß die
Teilmenge der glatten Stellen offen ist, wissen wir schon aus Übung 7.5.28. Es
bleibt zu zeigen, daß sie nicht leer ist. Nach 7.6.4 dürfen wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, daß X die Nullstellenmenge eines einzigen irredu-
ziblen Polynoms P ist. Verschwindet eine partielle Ableitung ∂iP unseres Poly-
noms auf ganz X , so muß von P geteilt werden und folglich das Nullpolynom
sein. Es ist jedoch unmöglich, daß alle partiellen ∂iP Ableitungen Null sind: In
Charakteristik Null, da unser Polynom ja nicht konstant sein kann; In Charakteris-
tik p, da unser Polynom dann, wenn es nicht konstant wäre, eine p-te Potenz eines
anderen Polynoms sein müßte und wieder nicht irreduzibel sein könnte.

7.6.7 (Komplex-algebraische Mengen als verklebte Mannigfaltigkeiten). Zu-
sammen mit 7.5.28 liefert 7.6.5 induktiv, daß jede algebraische Teilmenge X ⊂∧
Cn eine Folge von Zariski-abgeschlossenen Teilmengen

X = Xd ⊃ Xd−1 ⊃ . . . ⊃ X0

besitzt derart, daß Xi\Xi−1 jeweils eine Untermannigfaltigkeit des Cn der reellen
Dimension 2i im Sinne von [AN2] 4.2.6 ist. Genauer können wir derartige Men-
gen induktiv finden, indem wir als Xi−1 die Menge aller nicht regulären Stellen
von Xi vereinigt mit allen irreduziblen Komponenten von Xi einer Krulldimensi-
on < i nehmen.
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Übungen

Übung 7.6.8. Ist X eine beliebige Varietät, so ist für jede dichte offene affine
Teilmenge U ⊂◦ X die von der universellen Eigenschaft induzierte Abbildung ein
Ringisomorphimus S−1O(U) ∼→M(X) für S ⊂ O(U) die Menge der kürzbaren
Elemente.

Übung 7.6.9. Ein Morphismus von Varietäten mit dichtem Bild heißt ein domi-
nanter Morphismus. Man zeige: Gegeben irreduzible k-Varietäten X, Y und ein
Körperhomomorphismus M(Y ) → M(X) über k gibt es nichtleere offene af-
fine Teilmengen U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y sowie einen dominanten Morphismus von
k-Varietäten U → V derart, daß die zugehörigen Ringhomomorphismen unseren
Körperhomomorphismus ergänzen zu einem kommutativen Diagramm

O(V ) //

��

O(U)

��

M(Y ) //M(X)

Gibt es für eine irreduzible k-Varietät X der Dimension n einen Körperisomor-
phismusM(X)

∼→M(kn) über k, so heißtX eine rationale Varietät. Gibt es für
eine irreduzible k-Varietät X der Dimension n eine endliche Körpererweiterung
M(X) ↪→M(kn) über k, so heißt X eine unirationale Varietät.

7.7 Beispiele für faktorielle lokale Ringe*
7.7.1. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist Korollar 7.7.14, nach dem die lokalen
Ringe affiner Varietäten an glatten Punkten stets faktoriell sind. Nach 5.11.6 be-
deutet das geometrisch, daß in einer irreduziblen affinen Varietät die irreduziblen
Untervarietäten der Kodimension Eins, die durch einen festen glatten Punkt lau-
fen, in einer hinreichend kleinen Umgebung dieses Punktes stets als die Nullstel-
lenmenge einer einzigen regulären Funktion geschrieben werden können. Sehr
viel allgemeiner besagt der Satz von Alexander-Buchsbaum, daß reguläre lokale
Kringe stets faktoriell sind.

7.7.2. Ein lokaler Ring (A,m) heiße Hausdorff, wenn die Filtrierung durch die
Potenzen seines maximalen Ideals Hausdorff ist, wenn also gilt

⋂
r∈N m

r = 0.
Nach dem Krull’schen Durchschnittssatz 7.4.2 ist jeder noethersche lokale Kring
Hausdorff.

7.7.3. Ein lokaler Ring (A,m) heiße vollständig, wenn die Filtrierung durch die
Potenzen seines maximalen Ideals vollständig ist, wenn also anders gesagt die
natürliche Abbildung eine Surjektion A↠ limr A/m

r ist.
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Lemma 7.7.4 (Teilen mit Rest bei Potenzreihen). Seien (R,m) ein vollständiger
Hausdorffscher lokaler Kring und n ∈ N und P,Q ∈ RJXK formale Potenzreihen
mit Q ∈ Xn + mJXK. So gibt es eindeutig bestimmte A ∈ RJXK und B ∈ R[X]
mit P = AQ+B und gradB < n.

7.7.5. Dieselbe Aussage folgt, wenn wir nurQ ∈ RJXK×Xn+mJXK fordern. Das
ist gleichbedeutend zu Q̄ ∈ R̄JXK×Xn für R̄ := R/m den Restklassenring und Q̄
das Bild von Q unter der Quotientenabbildung. Formale Potenzreihen über einem
lokalen KringRmit dieser Eigenschaft heißen regulär vom Grad n. Explizit sind
das Potenzreihen, bei denen der Koeffizient vonXn eine Einheit vonR ist und alle
Koeffizienten von kleineren Potenzen keine Einheiten von R. Ist ein Produkt von
zwei Potenzreihen regulär, so offensichtlich auch die Faktoren.

7.7.6. Ist R selber ein Ring von formalen Potenzreihen in mehreren Variablen
über einem Körper, so erhält man ein formales Analogon des sogenannten Weier-
straß’schen Teilersatzes.

Beweis. Für die Eindeutigkeit reicht es, den Fall P = 0 zu betrachten. Wegen
der Hausdorffeigenschaft reicht weiter zu zeigen, daß dann das Bild von A in
(R/ms)JXK verschwindet für alle s. Das schließlich folgert man leicht mit voll-
ständiger Induktion über s. Die Existenz zeigt man mit einer Induktion derselben
Art, diesmal unter Verwendung der Vollständigkeit.

Lemma 7.7.7. Gegeben (R,m) ein vollständiger Hausdorffscher lokaler Kring
und n ∈ N induziert die Multiplikation eine Bijektion

RJXK× × (Xn +m[X]<n)
∼→ RJXK×Xn +mJXK

mit der Notation m[X]<n für die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in m von
einem Grad, der echt kleiner ist als n.

7.7.8. Sei (R,m) ein lokaler Ring. Ein Element von Xn+m[X]<n nennen wir ein
Weierstraß-Polynom vom Grad n. Gegeben ein vollständiger Hausdorff’scher
lokaler Kring läßt sich also jede reguläre Potenzreihe vom Grad n mit Koeffizien-
ten in unserem Kring eindeutig schreiben als Produkt eines Weierstraßpolynoms
vom Grad n mit einer Einheit des Potenzreihenrings.

Beweis. Gegeben ein Element Q der rechten Seite alias eine reguläre Potenzreihe
suchen wir zunächst ein Element A des Potenzreihenrings mit AQ = Xn−B für
B ∈ m[X]<n. Diese Gleichung können wir umschreiben zu Xn = AQ + B. Das
Teilen mit Rest vonXn durchQ im Sinne von 7.7.4 besitzt nun genau eine Lösung
und das zeigt bereits die Injektivität unserer Abbildung. Unsere Annahmen an Q
zeigen dann, daß für diese Lösung gilt B ∈ m[X]<n und A ∈ RJXK× und das
Lemma ist bewiesen.
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Lemma 7.7.9. Sei (R,m) ein vollständiger Hausdorffscher lokaler Kring und
seienA,B,C ∈ RJXK gegeben mitAB = C. SindA und C Weierstraßpolynome,
so ist auch B ein Weierstraßpolynom.

Beweis. Sicher ist B regulär, also besitzt es nach 7.7.7 eine eindeutige Darstel-
lung B = DU als Produkt eines Weierstraßpolynoms D mit einer Einheit U des
Potenzreihenrings. Es folgt ADU = C und AD ist offensichtlich seinerseits ein
Weierstraßpolynom. Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung der regulären Potenz-
reihe C als Produkt eines Weierstraßpolynoms mit einer Einheit des Potenzrei-
henrings 7.7.7 folgt dann U = 1 wie gewünscht.

Lemma 7.7.10. Gegeben ein Körper k gibt es für jedes von Null verschiedene
Element P ∈ kJX1, . . . , XnK einen Automorphismus φ unseres Potenzreihenrings
derart, daß in φ(P ) eines der Monome (Xn)

a mit einem von Null verschiedenen
Koeffizienten auftritt.

Beweis. Wir schreiben in Multiindexschreibweise P =
∑

α∈Nn cαX
α. Sei β der

lexikographisch kleinste Multiindex mit cβ ̸= 0. Wir betrachten nun Automor-
phismen φ der Gestalt Xi 7→ Xi + X

r(i)
n für 1 ≤ i < n und Xn 7→ Xn. Dann

kommt in φ(Xβ) unser Xn zur Potenz β1r(1)+ . . .+ βn−1r(n− 1)+ βn vor. Wir
müssen nun unsere r(i) nur noch so wählen, daß für jeden lexikographisch größe-
ren Multiindex α unserXn in φ(Xα) zu einer echt höheren Potenz vorkommt, daß
also gilt

β1r(1) + . . .+ (βi + 1)r(i) > β1r(1) + . . .+ βn−1r(n− 1) + βn

für 1 ≤ i < n alias r(i) > βi+1r(i + 1) + . . . + βn−1r(n− 1) + βn. Das können
wir aber leicht erreichen, indem wir zuerst r(n− 1) wählen, dann r(n− 2) und so
weiter.

Satz 7.7.11. Potenzreihenringe in endlich vielen Variablen über einem Körper
sind stets faktoriell.

Beweis. Nach 1.5.18 sind unsere Ringe noethersch, also besitzt mit demselben
Argument, wie wir es in [AL] 6.2.4.11 im Fall von Hauptidealringen gegeben ha-
ben, jedes Element eine Darstellung als Produkt irreduzibler Elemente. Sei nun k
unser Grundkörper. Mit Induktion dürfen wir annehmen, daß wir bereits wissen,
daß der Potenzreihenring R über k in allen Variablen außer der letzten faktoriell
ist. Es bleibt zu zeigen, daß jede irreduzible Potenzreihe P ∈ RJXK ein Primele-
ment ist. Teile also P ein Produkt AB, sagen wir PQ = AB. Es gilt zu zeigen,
daß P einen der Faktoren teilt. Wir dürfen AB ̸= 0 annehmen und nach 7.7.10
dürfen wir auch annehmen, daß AB regulär ist. Dann sind nach 7.7.5 notwendig
P,Q,A,B alle regulär. Indem wir unsere Potenzreihen um Einheiten abändern,
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dürfen wir mit 7.7.7 annehmen, daß A,B und P Weierstraßpolynome sind. Dann
ist aber nach 7.7.9 auch Q ein Weierstraßpolynom und wir finden PQ = AB
mit P,Q,A,B ∈ R[X]. Mit R ist aber nach [AL] 6.2.7.11 auch der Polynomring
R[X] faktoriell, folglich teilt P entweder A oder B.

Proposition 7.7.12. Seien A ⊂ Â noethersche lokale Kringe. Für die maximalen
Ideale m, m̂ gelte ⟨mÂ⟩ = m̂ sowie m̂n ∩ A = mn und m̂n + A = Â jeweils für
alle n ∈ N. Ist unter diesen Annahmen Â faktoriell, so auch A.

7.7.13. Hier und im folgenden meint ⟨ ⟩ stets das Erzeugnis als additive Unter-
gruppe und Verknüpfungssymbole zwischen Teilmengen einer Menge mit Verk-
nüpfung meinen die auf der Potenzmenge induzierte Verknüpfung. Nur bei Poten-
zen von Idealen erlauben wir uns die abkürzende Schreibweise bn für das Ideal,
das wir nach obigen Konventionen eigentlich ⟨bn⟩ notieren müßten. Produkte von
Idealen schreiben wir dahingegen aus als die von allen Produkten ab mit a ∈ a
und b ∈ b erzeugte additive Untergruppe ⟨ab⟩.

Beweis. Aus unseren Annahmen folgt insbesondere A/mn ∼→ Â/m̂n. Als erstes
zeigen wir nun für jedes Ideal a ⊂ A die Identität

⟨aÂ⟩ ∩ A = a

Nur die Inklusion ⟨aÂ⟩ ∩ A ⊂ a ist nicht a priori klar. Aus unseren Annahmen
folgt erst ⟨aÂ⟩ ⊂ a + m̂n für alle n und dann ⟨aÂ⟩ ∩ A ⊂ a + mn für alle
n. Mit dem Krull’schen Durchschnittssatz oder vielmehr seinem Korollar 7.4.2
folgt dann auch die a priori nicht offensichtliche Inklusion. Insbesondere folgt aus
a = γb mit a, b ∈ A\0 und γ ∈ Â bereits γ ∈ A. Jetzt müssen wir nur noch
zeigen, daß je zwei in A teilerfremde Elemente a, b ∈ A\0 auch in Â teilerfremd
bleiben. Daraus zusammen mit der Faktorialität von Â können wir nämlich un-
schwer ableiten, daß ein irreduzibles Element von A nur dann ein Produkt teilen
kann, wenn es einen der Faktoren teilt. Wir führen dazu die umgekehrte Annahme
zum Widerspruch, es gebe α, β, γ ∈ Â mit a = αγ und b = βγ und γ ̸∈ Â× und
α, β teilerfremd. Zunächst einmal haben wir α ̸∈ Â×, sonst hätten wir ja a|b in Â
und damit auch inA. Nach dem dem Krull’schen Durchschnittssatz oder vielmehr
seinem Korollar 7.4.2 finden wir nun n ≥ 1 mit α ∈ m̂n−1\m̂n. Jetzt finden wir
x, y ∈ A und ε, η ∈ m̂n mit α = x+ε und β = y+η. Die Identität aβ = bα liefert
a(y + η) = b(x + ε) und damit für a := ⟨a, b⟩A das von a und b in A erzeugte
Ideal

ay − bx ∈ ⟨am̂n⟩ ∩ A = ⟨⟨amn⟩Â⟩ ∩ A = ⟨amn⟩

Wir finden mithin s, t ∈ mn mit ay − bx = bt − as alias a(y + s) = b(x + t)
und damit auch α(y + s) = β(x+ t). Da wir α, β teilfremd angenommen hatten,
gibt es λ ∈ Â mit λα = (x + t). Wir wissen aber aus unseren Konstruktionen,
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daß α und (x + t) zu m̂n−1\m̂n gehören. Es folgt λ ̸∈ m̂ alias λ ∈ Â×. Damit
aber können wir unsere Ausgangsgleichung umschreiben zu a = (αλ)(λ−1γ) mit
αλ = (x + t) ∈ A und folglich λ−1γ ∈ A. Dann aber ist λ−1γ ein gemeinsamer
Teiler von a und b in A im Widerspruch zu unserer Annahme.

Korollar 7.7.14. Der lokale Ring einer affinen Varietät an einem glatten Punkt ist
stets faktoriell.

Beweis. Nach 7.5.13 sind unsere lokalen Ringe regulär. Aus 7.5.10 und folgt,
daß ihre Vervollständigungen Ringe von Potenzreihen in endlich vielen Variablen
sind und daß die Einbettungen unserer lokalen Ringe in ihre Vervollständigun-
gen die Annahmen in unserer Proposition 7.7.12 erfüllen. Nach 7.7.11 sind diese
Potenzreihenringe faktoriell und nach 7.7.12 erben unsere lokalen Ringe diese
Eigenschaft von den Potenzreihenringen.

Übungen

Ergänzende Übung 7.7.15. Gegeben (R,m) ein vollständiger Hausdorffscher lo-
kaler Kring bleibt ein Weierstraßpolynom, das in R[X] irreduzibel ist, irreduzibel
in RJXK.

Ergänzende Übung 7.7.16. Gegeben (R,m) ein kommutativer lokaler Integritäts-
bereich ist jedes Weierstraßpolynom ein Produkt von irreduziblen Weierstraßpo-
lynomen.
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8 Krulldimension Eins

8.1 Diskrete Bewertungsringe
8.1.1. Ich erinnere daran, daß wir noethersche Kringe der Krulldimension Null
bereits in 5.16.6 untersucht hatten und insbesondere wissen, daß nilpotentfreie
derartige Ring endliche Produkte von Körpern sind und daß alle Varietäten der
Krulldimension Null endliche Mengen sind mit der diskreten Topologie und allen
Funktionen als regulären Funktionen. Der Fall noetherschen Kringen der Krull-
dimension Eins und von Varietäten der Krulldimension Eins ist schon sehr viel
reichhaltiger, wie im folgenden ausgeführt werden soll. Wir beginnen mit regu-
lären lokalen Ringen der Krulldimension Eins. Satz 8.1.12 wird uns sagen, daß sie
genau die diskreten Bewertungsringe sind, die in 8.1.8 eingeführt werden. Aber
davor führen wir erst einmal die diskreten Bewertungen selber ein.

Definition 8.1.2. Eine diskrete Bewertung, englisch discrete valuation, auf ei-
nem Körper K ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus v : K× ↠ Z mit
der Eigenschaft, daß für seine Ausdehnung durch v(0) := ∞ zu einer Abbildung
v : K ↠ Z ⊔ {∞} gilt

v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y)) für alle x, y ∈ K.

Ein diskret bewerteter Körper (K, v) ist ein Körper mit einer ausgezeichneten
diskreten Bewertung.

Ergänzung 8.1.3 (Indiskrete Bewertungen). Allgemein versteht man unter einer
Anordnung einer abelschen Gruppe Γ eine Anordnung der zugrundeliegenden
Menge mit der Eigenschaft a ≤ b ⇒ (a + c) ≤ (b + c) für alle a, b, c ∈ Γ. Dann
erklärt man eine Bewertung auf einem Körper K als einen surjektiven Gruppen-
homomorphismus v : K× ↠ Γ in eine angeordnete abelsche Gruppe mit der
Eigenschaft, daß für seine Ausdehnung durch v(0) := ∞ zu einer Abbildung
v : K ↠ Γ ⊔ {∞} gilt v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y)) für alle x, y ∈ K.

Beispiel 8.1.4 (Bewertung von Laurentreihen). Auf dem Körper der formalen
Laurentreihen k((t)) über einem beliebigen Körper k erhalten wir eine diskrete
Bewertung durch die Vorschrift

v
(∑

ant
n
)
= inf{n | an ̸= 0}

Beispiel 8.1.5 (Bewertungen rationaler Funktionen). Auf dem Körper der ra-
tionalen Funktionen k(T ) über einem beliebigen Körper k liefert jedes Element
p ∈ k eine diskrete Bewertung vp vermittels der Vorschrift

vp(f) = sup{n ∈ Z | (T − p)−nf hat bei p keine Polstelle}
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Eine positive Bewertung vp(f) > 0 bedeutet in diesem Fall also, daß f bei p eine
Nullstelle hat; eine negative Bewertung vp(f) < 0, daß f bei p eine Polstelle
hat; und die Bewertung vp(f) = ∞ hat nur die Nullfunktion. Für die durch die
Entwicklung in eine Laurentreihe um p gegebene Einbettung C(T ) ↪→ C((t)) ist
diese Bewertung vp offensichtlich gerade die Einschränkung unserer Bewertung v
von oben. Auf dem Körper der rationalen Funktionen k(T ) über einem beliebigen
Körper k können wir zusätzlich die diskrete Bewertung v∞ erklären durch die
Vorschrift

v∞(P/Q) = (gradQ)− (gradP )

für beliebige von Null verschiedene Polynome P,Q ∈ k[T ] und v∞(0) = ∞. Im
Rahmen der algebraischen Geometrie mag man sich k(T ) als Funktionen auf der
projektiven Gerade denken, und diese Bewertung v∞ beschreibt dann die Null-
beziehungsweise Polstellenordnung am unendlich fernen Punkt.

Ergänzung 8.1.6 (Bewertungen meromorpher Funktionen). Typisch ist auch
das Beispiel [FT1] 5.1.22 des Körpers Man(X) der meromorphen Funktionen
auf einer zusammenhängenden offenen Teilmenge X ⊂◦ C oder allgemeiner einer
zusammenhängenden Riemann’schen FlächeX . In diesem Fall liefert jeder Punkt
p ∈ X eine diskrete Bewertung vp :Man(X)→ Z durch die Vorschrift

vp(f) = sup{n ∈ Z | (z − p)−nf ist holomorph bei p}

Eine positive Bewertung vp(f) > 0 bedeutet in diesem Fall also, daß f bei p ei-
ne Nullstelle hat; eine negative Bewertung vp(f) < 0, daß f bei p eine Polstelle
hat; und die Bewertung vp(f) = ∞ hat nur die Nullfunktion. Für die durch die
Entwicklung in eine Laurentreihe um p gegebene EinbettungMan(X) ↪→ C((t))
ist diese Bewertung vp die Einschränkung unserer Bewertung v aus dem vorherge-
henden Beispiel 8.1.4. Unter unserem KörperisomorphismusMan(P1C) ∼→ C(T )
aus [FT1] ?? entspricht dann die Bewertung v∞ links, die die Pol- beziehungswei-
se Nullstellenordnung einer meromorphen Funktion an der Stelle ∞ ∈ P1C an-
gibt, der „Grad-Bewertung“ v∞ aus 8.1.5 auf C(T ). Im übrigen kann man zeigen,
daß für jede zusammenhängende kompakte Riemann’sche Fläche X die Zuord-
nung p 7→ vp eine Bijektion zwischen der Menge aller Punkte von X und der
Menge aller diskreten Bewertungen des KörpersMan(X) liefert, vergleiche etwa
??.

Beispiel 8.1.7 (Bewertungen rationaler Zahlen). Typisch ist schließlich das Bei-
spiel des Körpers der rationalen Zahlen Q. In diesem Fall liefert jede Primzahl p
eine diskrete Bewertung vp auf Q durch die Vorschrift, daß für a, b ∈ Z\0 teiler-
fremd zu p gilt

vp(p
na/b) = n
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In derselben Weise definiert jedes irreduzible Element eines faktoriellen Ringes
eine diskrete Bewertung seines Quotientenkörpers. Im Spezialfall des Polynom-
rings C[T ] über C erhalten wir so genau die in 8.1.5 betrachteten diskreten Be-
wertungen auf C(T ).

Definition 8.1.8. Ein diskreter Bewertungsring ist ein kommutativer Integri-
tätsring mit der Eigenschaft, daß es auf seinem Quotientenkörper eine diskrete
Bewertung 8.1.2 gibt, für die unser Integritätsring gerade aus allen Elementen mit
nichtnegativer Bewertung besteht.

8.1.9. Wir werden gleich sehen, daß die fragliche diskrete Bewertung auf dem
Quotientenkörper in Definition 8.1.8 durch den besagten Integritätsring bereits
eindeutig bestimmt ist.

Beispiele 8.1.10. Der Ring der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten in einem
Körper ist ein diskreter Bewertungsring. Der Ring der Potenzreihen mit komple-
xen oder auch reellen Koeffizienten und positivem Kovergenzradius ist ein diskre-
ter Bewertungsring.

Der lokale Ring einer affinen
Varietät an einem Punkt ist genau

dann ein diskreter Bewertungsring,
wenn durch ihn nur eine

Komponente der Varietät geht, wenn
diese Komponente darüber hinaus
die Dimension Eins hat und wenn
schließlich unser Punkt darin eine

glatte Stelle ist.

8.1.11. Wir erinnern aus 7.5.8, daß ein lokaler KringA regulär heißt, wenn er noe-
thersch ist und wenn für sein maximales Ideal m gilt dimA/m(m/m

2) = kdimA.

Satz 8.1.12 (Charakterisierungen diskreter Bewertungsringe). Gegeben ein
Kring sind gleichbedeutend:

1. Unser Kring ist ein diskreter Bewertungsring;

2. Unser Kring ist ein Hauptidealring mit genau zwei Primidealen;

3. Unser Kring ist ein regulärer lokaler Kring der Krulldimension Eins;
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4. Unser Kring ist ein ganz abgeschlossener noetherscher lokaler Integritäts-
ring der Krulldimension Eins.

Beispiel 8.1.13. Der lokale Ring beim verklebten Punkt derjenigen komplexen al-
gebraischen Varietät, die aus C entsteht durch das Verkleben zweier verschiedener
Punkte, ist ein lokaler noetherscher kommutativer Integritätsbereich der Krulldi-
mension Eins, aber eben nicht ganz abgeschlossen und mithin auch kein diskreter
Bewertungsring. Dasselbe gilt für den lokalen Ring der Neil’schen Parabel an ih-
rer Spitze.

Beweis. 1 ⇒ 2. Sei A unser Bewertungsring und v : QuotA ↠ Z ⊔ {∞} eine
diskrete Bewertung mit A = {q ∈ QuotA | v(q) ≥ 0}. Offensichtlich sind dann
die Einheiten A× = {a ∈ A | v(a) = 0} genau die Elemente mit der Bewertung
Null und das Komplement m := A\A× = {a ∈ A | v(a) > 0} ist ein Ideal
von A, notwendig das einzige maximale Ideal. Da wir v surjektiv annehmen, gibt
es t ∈ m mit v(t) = 1. Für jedes solche t folgt sofort m = At. Jedes derartige
Element t heißt im übrigen eine Uniformisierende unseres diskreten Bewertungs-
rings. Gegeben ein Ideal a ⊂ A ungleich Null sei a ∈ a gegeben mit i = v(a)
kleinstmöglich. Es folgt sofort a = Ati = mi und A ist in der Tat ein Hauptideal-
ring mit genau einem Primideal ungleich Null. Nebenbei sehen wir auch, daß für
a ∈ A gilt v(a) = sup{i | a ∈ mi} und daß so die Bewertung v schon durch den
Teilring A ⊂ QuotA eindeutig festgelegt wird.

2 ⇒ 1. Nach [AL] 6.2.4.11 ist unser Hauptidealring A faktoriell und hat bis auf
Einheiten genau ein irreduzibles Element t. Jede Wahl von t liefert also eine Bi-
jektion A× × N ∼→ A\0, (u, i) 7→ uti und dann auch eine Bijektion A× × Z ∼→
(QuotA)×, gegeben durch dieselben Formel (u, i) 7→ uti. Eine mögliche Bewer-
tung wird dann gegeben durch v(uti) = i und v(0) =∞.

2⇒ 3. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen.

3 ⇒ 2. Gegeben ein regulärer lokaler Ring (A,m) der Krulldimension Eins wis-
sen wir aus 7.5.10 um die Existenz einer Fortsetzung der Identität auf A/m zu
einem Isomorphismus von graduierten Ringen

(A/m)[X]
∼→ grmA

Insbesondere sind die Subquotienten mi/mi+1 für alle i ≥ 0 einfach und es folgt,
daß jeder echte Untermodul von mi bereits in mi+1 enthalten sein muß. Nach dem
Krull’schen Durchschnittssatz 7.4.2 sind also die mi alle von Null verschiedenen
Ideale und mit Nakayama sieht mal leicht mi = ⟨ti⟩ für jeden Erzeuger t von m.

2⇒ 4. Das folgt, da jeder Hauptidealring faktoriell und damit ganz abgeschlossen
ist.
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4⇒ 3. Es gilt zu zeigen, daß das das maximale Ideal m ⊂ A ein Hauptideal ist. Da
die Krulldimension Eins ist, kann m nicht das Nullideal sein. Sei nun a ∈ m mit
a ̸= 0 gewählt. Nach der Beschreibung 4.5.6des Radikals eines Ideals als Schnitt
der darüberliegenden Primideale und da die Krulldimension Eins ist, gilt

√
⟨a⟩ =

m. Da m endlich erzeugt ist, folgt mn ⊂ ⟨a⟩ für n ≫ 0. Sei n ≥ 1 minimal
mit mn ⊂ ⟨a⟩ und sei b ∈ mn−1\⟨a⟩. So haben wir y := b/a ∈ (QuotA)\A
und folglich ym ̸⊂ m, da sonst A[y] und damit y nach 5.1.6 angewandt auf den
treuenA[y]-Modul m ganz sein müßte überA. Andererseits gilt nach Konstruktion
bm ⊂ mn ⊂ ⟨a⟩ und mithin ym ⊂ A, also ym = A als einziges Ideal von A, das
nicht in m enthalten ist. Damit ist m das Hauptideal erzeugt von x := y−1.

Korollar 8.1.14 (Bewertungen zu glatten Stellen von Kurven). GegebenX eine
Kurve über k = k̄ und x ∈ X ein glatter Punkt ist der Ring OX,x der regulären
Funktionskeime ein diskreter Bewertungsring und für die zugehörige Bewertung
v = vx gilt

vx(f) = dimkOX,x/⟨f⟩ ∀f ∈ OX,x

Beweis. Das folgt sofort aus unserer Charakterisierung 8.1.12 diskreter Bewer-
tungsringe und der Beziehung 7.5.13 von Glattheit und Regularität. Diese Be-
ziehung hätten wir noch nicht einmal gebraucht, wenn wir im Korollar gefordert
hätten, daß x ein regulärer Punkt ist, aber diese in unserem Kontext äquivalente
Forderung wirkt weniger geometrisch.

8.1.15. Gegeben (X, x) ein Kurve mit einem glatten Punkt und f ∈ OX,x nennen
wir vx(f) die Nullstellenordnung von f an der Stelle x. Ist X irreduzibel, so
nennen wir für f ∈M(X)\OX,x das Negative−vx(f) seiner Bewertung die Pol-
stellenordnung von f an der Stelle x. Es ist klar, daß im Fall der Gerade X = k
die in [LA1] 5.3.24 beziehungsweise [LA1] 5.5.7 erklärte Nullstellenordnung be-
ziehungsweise Polstellenordnung mit den hier erklärten Begriffen zusammenfällt.

Proposition* 8.1.16 (Definitionslücken durch Polstellen). Sei X eine irreduzi-
ble k-Varietät, x ∈ X ein Punkt mit ganz abgeschlossenem lokalen Ring OX,x

und f ∈M(X)\OX,x eine am Punkt x nicht definierte rationale Funktion auf X .
So liegt x im Abschluß der Menge aller Punkte, an denen f−1 definiert ist und den
Wert Null annimmt.

8.1.17. In gewisser Weise ist also im Fall eines ganz abgeschlossenen lokalen
Rings „die Nicht-Definiertheit einer rationalen Funktion stets durch das Vorliegen
einer Polstelle bedingt“. Um zu sehen, was im Fall eines nicht ganz abgeschlos-
senen lokalen Rings passieren kann, verklebe man zwei verschiedene Punkte von
C×. So entsteht eine C-Varietät X , bei der am verklebten Punkt x ∈ X der lokale
Ring OX,x nicht ganz abgeschlossen ist. Die reguläre Funktion f auf C× gegeben
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durch f(z) = z liegt dann nicht in OX,x, obwohl f−1 außerhalb von x überall de-
finiert ist und keine Nullstelle hat. Dies Beispiel zeigt, daß man im Lemma auf die
Bedingung „ganz abgeschlossen“ nicht verzichten kann. Salopp gesprochen ist in
unserem Gegenbeispiel die Nicht-Definiertheit von f am Verklebepunkt x nicht
durch eine „Polstelle“ bedingt, sondern durch „schlechtes Zusammenpassen“.

Beweis. Wir setzen A := OX,x. Nach 5.11.1 gibt es ein Primideal q ⊂ A der
Höhe Eins mit f ̸∈ Aq. Nach 8.1.12.4 ist Aq ein diskreter Bewertungsring. Es
folgt unmittelbar f−1 ∈ qq, also f−1 = g/h mit g ∈ q und h ∈ A\q. Nun dürfen
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß X affin ist und daß g
und h beide auf ganzX definiert sind. Dann gibt es aber auch ein maximales Ideal
m ⊃ q ∩ O(X) mit h ∈ O(X)\m. Das ist dann das Verschwindungsideal eines
Punktes z ∈ X , an dem f−1 definiert ist und den Wert Null annimmt. Läge x
nicht im Abschluß der Menge aller derartigen Punkte z ∈ X , so könnten wir den
fraglichen Abschluß aus X entfernen und die so entstehende Varietät als unser X
nehmen und erhielten unmittelbar einen Widerspruch.

Übungen

Übung 8.1.18. Gegeben eine algebraische Körpererweiterung K ⊂ L und eine
diskrete Bewertung v auf L gilt v(K×) ̸= 0.

Übung 8.1.19. Man zeige, daß es auf einem algebraisch abgeschlossenen Körper
keine diskrete Bewertung geben kann. Man zeige, daß es auf einem vollkomme-
nen Körper positiver Charakteristik keine diskrete Bewertung geben kann. Man
zeige, daß es auf dem Körper der konstruierbaren Zahlen keine diskrete Bewer-
tung gibt.

Übung 8.1.20 (Maximalität diskreter Bewertungsringe). Seien K ein Körper
und A ⊂ K ein diskreter Bewertungsring. Man zeige, daß K nur genau zwei
Teilringe besitzt, die A umfassen, nämlich A und K.

Übung 8.1.21. Sei R ein noetherscher kommutativer Integritätsbereich. Man zei-
ge:

1. Für jedes Primideal p ⊂ R der Höhe Eins und jedes f ∈ R\0 hat der
Quotient Rp/⟨f⟩ der Lokalisierung Rp endliche Länge.

2. Für jedes Primideal p ⊂ R der Höhe Eins gibt es genau einen Gruppenho-
momorphismus vp : (QuotR)× → Z mit der Eigenschaft, daß sein Wert
auf allen f ∈ R\0 die Länge des Quotienten Rp/⟨f⟩ angibt, in Formeln
vp(f) = l(Rp/⟨f⟩).

3. Ist Rp regulär, so ist dies vp gerade die Restriktion der diskreten Bewertung
auf QuotR mit Bewertungsring Rp.
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Übung 8.1.22 (Bewertung als lokale Multiplizität). Gegeben ein diskreter Be-
wertungsring R mit seiner Bewertung v und ein Element f ∈ R haben wir
v(f) = mult(f) für die in 7.5.33 erklärte Multiplizität.

Übung 8.1.23. SeiA ⊂ B eine modulendliche Kringerweiterung. IstA ein diskre-
ter Bewertungsring undB ein Integritätsbereich, so spaltet die EinbettungA ↪→ B
als Homomorphismus von A-Moduln. Hinweis: 5.12.13.

8.2 Dedekindringe
Definition 8.2.1. Ein Dedekind-Ring ist ein noetherscher ganz abgeschlossener
kommutativer Integritätsbereich der Krulldimension Eins.

8.2.2 (Diskussion der Terminologie). Manche Quellen fordern statt der letzten
Bedingung von Dedekindringen nur Krulldimension kleinergleich Eins. Damit
werden zusätzlich auch alle Körper als Dedekindringe zugelassen und viele der
im folgenden getroffenen Aussagen müssen in komplizierterer Weise formuliert
werden.

Proposition 8.2.3 (Dedekindringe im geometrischen Fall). Eine affine Varietät
X ist genau dann glatt, irreduzibel und eindimensional, wenn ihr RingO(X) von
regulären Funktionen ein Dedekindring ist.

Beweis. Das folgt daraus, daß nach 8.1.12 ein lokaler noetherscher Kring der
Krulldimension Eins genau dann ganz abgeschlossen ist, wenn er regulär ist. Ist
alsoOX,x regulär für alle x ∈ X , so ist es auch ganz abgeschlossen für alle x ∈ X .
Dasselbe folgt für den Schnitt O(X) =

⋂
x∈X OX,x in QuotO(X). Ist umgekehrt

O(X) ganz abgeschlossen, so nach 5.9.6 auch seine LokalisierungenOX,x für alle
x ∈ X .

Beispiele 8.2.4. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Dedekindring. Jeder dis-
krete Bewertungsring ist ein Dedekindring, ja die diskreten Bewertungsringe sind
nach 8.1.12 genau die lokalen Dedekindringe. Jede Lokalisierung eines Dedekind-
rings an einer Teilmenge, die mindestens ein maximales Ideal nicht trifft, ist wie-
der ein Dedekindring. Insbesondere ist jede Lokalisierung eines Dedekindrings an
einem maximalen Ideal ein diskreter Bewertungsring.

Proposition 8.2.5. Ein noetherscher kommutativer Integritätsbereich ist genau
dann ein Dedekindring, wenn seine lokalen Ringe an maximalen Idealen sämtlich
diskrete Bewertungsringe sind.

Beweis. Dieser Beweis ist vollständig analog zu unserer Diskussion von Dedekin-
dringen im geometrischen Fall. IstA ein Dedekindring und m ⊂ A ein maximales
Ideal, so ist Am normal, noethersch und von der Krulldimension Eins und nach

253



8.1.12 folglich ein diskreter Bewertungsring. Sind umgekehrt die lokalen Ringe
an maximalen Idealen m ⊂ A sämtlich diskrete Bewertungsringe, so haben nach
8.1.12 alleAm und damit auchA die Krulldimension Eins. Weiter sind nach 8.1.12
auch alle Am ganz abgeschlossen und damit nach 4.3.50 auch A =

⋂
Am.

Vorschau 8.2.6 (Ganzheitsringe sind Dedekindringe). Ein Zahlkörper ist ein
Körper K der Charakteristik Null, der endlich ist über seinem Primkörper, in For-
meln [K : Q] < ∞. Der Ring der ganzen Zahlen oder auch Ganzheitsring
oK ⊂ K unseres Zahlkörpers K ist per definitionem der ganze Abschluß von
Z in K. Nach dem Endlichkeitsresultat 8.3.10 für ganze Abschlüsse, das wir im
nächsten Abschnitt beweisen, ist oK ein endlich erzeugter Z-Modul, und nach der
Stabilität der Krulldimension bei ganzen Kringerweiterungen 5.2.11 hat oK wie Z
die Krulldimension Eins. Ganz abgeschlossen ist oK als ganzer Abschluß eh, also
muß unser Ganzheitsring oK ein Dedekindring sein.

Satz 8.2.7 (Bewertungen und maximale Ideale). Gegeben ein Dedekindring B
liefert die Vorschrift, die jedem maximalen Ideal m die durch den diskreten Bewer-
tungsring Bm nach 8.2.4 gegebene Bewertung auf QuotB zuweist, eine Bijektion

MaxB
∼→
{

Diskrete Bewertungen auf QuotB,
deren Bewertungsring B umfaßt

}
m 7→ vm

Beweis. Die Injektivität unserer Abbildung ist klar, es bleibt die Surjektivität zu
zeigen. Sei dazu v : QuotB ↠ Z⊔{∞} eine diskrete Bewertung mit Bewertungs-
ring A ⊃ B. Der Schnitt des maximalen Ideals mA ⊂ A mit B kann nicht das
Nullideal sein, da sonst die Bewertung v auf (QuotB)× identisch verschwinden
müßte. Also ist der Schnitt ein maximales Ideal m ⊂ B. Natürlich gilt Bm ⊂ A
und aus der Maximalität diskreter Bewertungsringe 8.1.20 folgt Bm = A.

8.2.8. Wir bestimmen nun die Ganzheitsringe der Kreisteilungskörper und begin-
nen mit einer allgemeinen Vorüberlegung. Seien a1, . . . , as Ideale eines Krings R.
Gilt ai + aj = R für i ̸= j, so ist mit einer zweifachen Anwendung des chine-
sischen Restsatzes [AL] 6.2.3.4 die offensichtliche Abbildung für alle n ≥ 1 ein
Isomorphismus

⟨a1 . . . as⟩/⟨(a1 . . . as)n⟩
∼→ a1/⟨an1 ⟩ × . . .× as/⟨ans ⟩

Wird die linke Seite von einem einzigen Element erzeugt, so auch jeder der Fak-
toren auf der rechten Seite. Im Fall R = Z[X]/⟨P ⟩ für ein normiertes Polynom P
gilt für a ∈ Z stets P (a) ∈ ⟨X̄ − a⟩ ⊂ R. Haben wir speziell P (a) ̸= 0 und ist
P (a) = q1 . . . qr eine Zerlegung in ein Produkt paarweise teilerfremder Faktoren,
so folgern wir in R die Darstellung als Produktideal

⟨X̄ − a⟩ = ⟨X̄ − a, q1⟩ . . . ⟨X̄ − a, qr⟩
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Hier gilt ⊂, weil das Produkt nach [AL] 6.2.3.4 mit dem Schnitt zusammenfällt,
und ⊃ wegen q1 . . . qr ∈ ⟨X̄ − a⟩. So sehen wir, daß für ai := ⟨X̄ − a, qi⟩ die
Quotienten ai/a

2
i jeweils von einem Element erzeugt werden.

Proposition 8.2.9 (Ganzheitsringe von Kreisteilungskörpern). Für jede Ein-
heitswurzel ζ ∈ C ist Z[ζ] ein Dedekindring und damit der Ganzheitsring des
Kreisteilungskörpers Q(ζ).

Beweis. Nach 5.1.5 ist Z ⊂ Z[ζ] eine ganze und modulendliche Ringerweite-
rung. Nach 5.2.11 haben damit beide Ringe dieselbe Krulldimension und es folgt
kdimZ[ζ] = 1. Es bleibt also nur zu zeigen, daß für jedes maximale Ideal m ⊂
Z[ζ] der Quotient m/m2 von einem einzigen Element erzeugt wird. Wir behandeln
zunächst den Fall einer primitiven pr-ten Einheitswurzel für p prim. Wir kennen
das zugehörige Kreisteilungspolynom Φpr(X) = Φp(X

pr−1
) aus [AL] 6.2.8.6 und

folgern insbesondere Φpr(1) = p. Für den Ring R := Z[X]/⟨Φpr(X)⟩ bedeutet
das die Beziehung p ∈ ⟨X̄−1⟩. Das liefert die linke Vertikale eines kommutativen
Diagramms

R/pR
∼ //

����

Fp[X]/⟨Φ̄pr(X)⟩ Fp[X]/⟨(X − 1)(p−1)pr−1⟩

����

R/⟨X̄ − 1⟩ ∼ // Fp[X]/⟨X − 1⟩ ∼ // Fp

Über pR liegt also genau ein maximales Ideal von R, und das wird von einem
einzigen Element erzeugt, nämlich dem Element X̄−1. Ist andererseits l eine von
p verschiedene Primzahl, so ist für n ≥ 1 teilerfremd zu l das Polynom Xn − 1
separabel in Fl[X] und folglich zerfällt auch das Bild Φ̄n von Φn in Fl[X] in ein
Produkt von paarweise teilerfremden irreduziblen Faktoren Φ̄n = Q1 . . . Qs. Für
R := Z[X]/⟨Φn(X)⟩ gilt demnach

R/lR ∼= Fl[X]/⟨Φ̄n(X)⟩ ∼= R/m1 × . . .×R/ms

für die paarweise verschiedenen maximalen Ideale mi ⊂ R, die l enthalten. Es
folgt lR = ⟨m1 . . .ms⟩ und nach 8.2.8 werden dann auch alle mi/⟨m2

i ⟩ vom je-
weiligen Bild von l erzeugt. Das erledigt den Fall einer primitiven pr-ten Einheits-
wurzel. Es bleibt zu zeigen, daß auch für m ≥ 1 teilfremd zu p und eine primitive
mpr-te Einheitswurzel ζ für alle maximalen Ideale m von Z[ζ], die p enthalten,
der Quotient m/m2 von einem einzigen Element erzeugt wird. Da wir bereits wis-
sen, daß Z[ζm] ganz abgeschlossen ist, muß das Minimalpolynom P von ζ über
Q(ζm) Koeffizienten in R := Z[ζm] haben und wir finden

R[Y ]/⟨P (Y )⟩ ∼→ Z[ζ]
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Als Teiler von Y m − ζ bleibt nun P separabel bei Reduktion modulo dem maxi-
malen Ideal ⟨ζm−1⟩ vonR über p, denn darunter wird es ein Teiler des Polynoms
Y m − 1 ∈ Fp[Y ]. Dasselbe Argument wie zuvor zeigt nun, daß für alle maxima-
len Ideale m von Z[ζ] über p oder gleichbedeutend über ⟨ζm − 1⟩ der Quotient
m/⟨m2⟩ von ζm − 1 erzeugt wird.

Übungen

Übung 8.2.10 (Ganzheitsringe quadratischer Zahlkörper). Eine Körpererwei-
terung K/Q vom Grad Zwei heißt ein quadratischer Zahlkörper. Offensicht-
lich hat jeder quadratische Zahlkörper die Gestalt K = Q(

√
d) für genau ein

d ∈ Z\{0, 1} ohne mehrfachen Primfaktor. Gegeben solch ein d kann der Ring
der ganzen Zahlen in der quadratischen Erweiterung Q(

√
d) beschrieben werden

als

oQ(
√
d) =

{
Z+ Z

√
d d ̸∈ 1 + 4Z,

Z+ Z
(
(1 +

√
d)/2

)
d ∈ 1 + 4Z.

Es ist damit klar, daßA := Z[X]/⟨X2−5⟩ nicht an allen maximalen Idealen einen
regulären lokalen Ring haben kann. Man zeige speziell, daß für das maximale
Ideal m := ⟨2, X − 1⟩ gilt dimA/mm/m2 = 2.

Übung 8.2.11. Sei B ein Dedekindring. Ein von Null verschiedener endlich er-
zeugter B-Untermodul von QuotB heißt ein gebrochenes Ideal von B. Wir er-
halten eine Bijektion

{gebrochene Ideale von B} ∼→ ZMaxB

mit dem freien Z-Modul über MaxB, indem wir jedem gebrochenen Ideal I die
Funktion fI zuordnen mit fI(m) = inf{vm(b) | b ∈ I} für m ∈ MaxB. Erklären
wir das Produkt IJ zweier gebrochener Ideale I, J als das von allen Produkten ab
von Elementen a ∈ I, b ∈ J erzeugte gebrochene Ideal, so wird diese Bijektion
sogar ein Gruppenisomorphismus. Natürlich induziert sie auch eine Bijektion

{Ideale von B} ∼→ NMaxB

mit der Menge aller endlichen Multimengen von maximalen Idealen. Ist speziell
k = k̄ und X eine irreduzible glatte affine Kurve über k, so entsprechen die ge-
brochenen Ideale des Rings der regulären Funktionen O(X) eineindeutig forma-
len endlichen Z-Linearkombinationen von Punkten aus X , und zwar entspricht∑
nxx gerade der Menge der rationalen Funktionen f ∈ M(X), die an allen

Stellen x mit nx ≥ 0 definiert sind, an allen Stellen x mit nx > 0 eine nx-fache
Nullstelle haben, und an allen Stellen mit nx < 0 entweder definiert sind oder
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einen Pol der Ordnung höchstens nx haben. In Formeln ausgedrückt haben wir
also

{gebrochene Ideale von O(X)} ∼← ZX

{f ∈M(X) | vx(f) ≥ nx ∀x ∈ X} ← [
∑
nxx

Übung 8.2.12 (Moduln über Dedekindringen). Jeder endlich erzeugte Modul
über einem Dedekindring ist isomorph zur direkten Summe eines projektiven Mo-
duls mit einem Torsionsmodul. Hinweis: 4.3.40 und die Klassifikation endlich er-
zeugter Moduln über Hauptidealringen.

Übung 8.2.13. Sei A ⊂ B eine modulendliche Kringerweiterung. Ist A ein De-
dekindring und B ein Integritätsbereich, so induziert unsere Einbettung für jedes
Ideal a ⊂ A eine Einbettung A/a ↪→ B/aB. Hinweis: Man ziehe sich auf den
Fall eines lokalen Dekekindrings A zurück und verwende 8.1.23.

8.3 Norm, Spur, Endlichkeit ganzer Abschlüsse*
Definition 8.3.1. Gegeben eine endliche Körpererweiterung L/K erklären wir
zwei Abbildungen N, S : L → K, die Norm und die Spur, indem wir für a ∈ L
die K-lineare Abbildung (a·) : L→ L betrachten und setzen

Norm(a) = N(a) = NK
L (a) := detK((a·)|L)

Spur(a) = S(a) = SK
L (a) := trK((a·)|L)

8.3.2. Für a ∈ K haben wir offensichtlich NK
L (a) = a[L:K] und SK

L (a) = [L : K]a.
Für σ : L

∼→ M ein Isomorphismus von endlichen Körpererweiterungen von K
gilt offensichtlich NK

L (a) = NK
M(σ(a)) und SK

L (a) = SK
M(σ(a)).

8.3.3 (Diskussion der Terminologie). Im Fall der Körpererweiterung C/R erhal-
ten wir so die Abbildung NR

C : C→ R, z 7→ zz̄ und damit gerade das Quadrat der
Norm einer komplexen Zahl, wie wir sie in [LA1] 2.7.9 erklärt hatten. Mit dieser
terminologischen Kollision müssen wir nun weiterleben. Was im Einzelfall genau
gemeint ist, muß der Leser aus dem Kontext erschließen.

8.3.4 (Verallgemeinerungen aus Schiefkörper). Ist allgemeiner D eine endlich-
dimensionale Ringalgebra über einem KörperK, so findet man auch in dieser All-
gemeinheit manchmal die Notation NK

D(a) = det((a·)|D). Im Fall eines Schief-
körpers D wird aber die Notation N(a) alternativ auch verwendet als Abkürzung
für NK

K(a)(a).

Lemma 8.3.5 (Transitivität von Norm und Spur). Gegeben K ⊂ L ⊂ M
endliche Körpererweiterungen gelten die Formeln

NK
M = NK

L ◦ NL
M

SK
M = SK

L ◦ SL
M
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Beweis. Die zweite Formel folgt daraus, daß sich für eine (m × m)-Matrix von
(n × n)-Matrizen die Gesamtspur auch berechnen läßt, indem man zunächst alle
(n × n)-Blöcke auf der Diagonalen aufaddiert und dann von dieser Summe die
Spur nimmt. Die erste Formel folgt daraus, daß man nach [LA1] 6.4.15 ganz
analog auch die Determinante einer Blockmatrix mit paarweise kommutieren-
den Blöcken berechnen kann als die Determinante der (n × n)-Matrix, die sich
als „Blockdeterminante“ ergibt. Ist etwas genauer m1, . . . ,mr eine L-Basis von
M , so wird die Multiplikation mit b ∈ M gegeben durch eine (r × r)-Matrix
(aij) ∈ Mat(r;L). Ist weiter l1, . . . , ls eine K-Basis von L, so werden die Multi-
plikationen mit aij dargestellt durch gewisse (s× s)-Matrizen

Aij ∈ Mat(s;K)

Die Multiplikation mit b ∈M wird dann in der K-Basis von M , die aus den milν
besteht, durch die Blockmatrix B = (Aij) dargestellt.

Satz 8.3.6 (Norm und Spur über Galoistheorie). Gegeben L/K eine endliche
separable Körpererweiterung und M eine Vergrößerung von L zu einer normalen
Erweiterung von K gilt

SK
L (a) =

∑
σ∈KringK(L,M)

σ(a) und NK
L (a) =

∏
σ∈KringK(L,M)

σ(a)

8.3.7. Ist also speziell L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Γ,
so gilt S(a) =

∑
γ∈Γ γ(a) und N(a) =

∏
γ∈Γ γ(a).

Beweis. Ist L′ ⊂ L ein Unterkörper, der a enthält, so gilt wegen der Transitivität
von Norm und Spur 8.3.5 und unseren Erkenntnissen 8.3.1 für Norm und Spur von
Elementen des Grundkörpers offensichtlich SK

L (a) = [L : L′]SK
L′(a) und NK

L (a) =
(NK

L′(a))[L:L
′]. Die rechten Seiten der behaupteten Formeln verhalten sich nun in

derselben Weise beim Übergang von L′ zu L, so daß wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit L = K(a) annehmen dürfen. Dann definiert jedoch X 7→ a einen
Körperisomorphismus

K[X]/⟨Irr(a,K)⟩ ∼→ L

Das charakteristische Polynom der K-linearen Abbildung (a·) : L → L ist mit
[AL] 6.2.1.26 folglich det(Xid− (a·)) = Irr(a,K) =

∏
(X − σ(a)). Setzen wir

hier X = 0, so ergibt sich die Formel für die Norm. Vergleichen wir dahingegen
die Koeffizienten der zweithöchsten Potenzen von X auf beiden Seiten, so ergibt
sich die Formel für die Spur.

Korollar 8.3.8 (Spur und Separabilität). Eine endliche Körpererweiterung ist
genau dann separabel, wenn die zugehörige Spurabbildung nicht identisch ver-
schwindet.
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Beweis. Ist unsere Erweiterung separabel, so kann ihre Spurabbildung nicht iden-
tisch verschwinden nach ihrer Darstellung als Summe von Galoiskonjugierten
aus 8.3.6 und dem Satz über die lineare Unabhängigkeit von Charakteren [AL]
6.3.8.15. Ist unsere Erweiterung nicht separabel, so überlassen wir das Argument
dem Leser mit dem Hinweis, sich vom Beweis von 8.3.6 inspirieren zu lassen.

8.3.9. Für jede endliche Körpererweiterung L/K liefert die Spur eineK-bilineare
Paarung, die Spurform

L× L → K
(x, y) 7→ SK

L (xy)

Sie ist offensichtlich invariant unter der Galoisgruppe. Für L/K endlich separabel
ist diese Paarung nach 8.3.8 nicht ausgeartet.

Satz 8.3.10 (Endlichkeit ganzer Abschlüsse). SeienA ein ganz abgeschlossener
noetherscher Integritätsring und L/QuotA eine endliche separable Körpererwei-
terung seines Quotientenkörpers. So ist der ganze Abschluß B von A in L modul-
endlich über A.

Beweis. Nach 8.3.8 liefert für jede endliche separable Erweiterung die Spur SK
L :

L→ K eine symmetrische nichtausgeartete Bilinearform

L× L → K

(x, y) 7→ SK
L (xy)

Aus der Beschreibung der Spur als Summe von Galoiskonjugierten 8.3.6 folgt,
daß SK

L (b) ganz ist über A für alle b ∈ B. Also gilt nach unserer Annahme
SK
L (B) ⊂ A. Nun finden wir nach 5.9.11 sicher b1, . . . , bn ∈ B, die eine Basis

von L über K bilden. Sie spannen in L einen freien A-Modul V vom Rang n
auf. Die duale Basis b∗1, . . . , b

∗
n in Bezug auf unsere Bilinearform spannt dann in L

einen weiteren freien A-Modul V ∗ vom Rang n auf, der auch beschrieben werden
kann durch die Formel

V ∗ = {x ∈ L | SK
L (xy) ∈ A ∀y ∈ V }

Insbesondere gilt B ⊂ V ∗. Aus A noethersch folgt dann sofort, daß B endlich
erzeugt ist als A-Modul.

Satz 8.3.11 (Endlichkeit ganzer Abschlüsse im geometrischen Fall). Seien A
ein über einem Körper k ringendlicher Integritätskring und L/QuotA eine endli-
che Körpererweiterung seines Quotientenkörpers. So ist auch der ganze Abschluß
von A in L ringendlich über k und a forteriori modulendlich über A.
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8.3.12. Insbesondere ist auch der ganze Abschluß von A in QuotA ringendlich
über k. Im Gegensatz zum vorhergehenden Satz 8.3.10 brauchen wir in diesem
„geometrischen“ Fall weder A ganz abgeschlossen noch unsere Körpererweite-
rung separabel anzunehmen.

Beweis. Noether’s Normalisierungslemma 5.3.6 liefert uns einen Teilring

k[′x1, . . . , xn] ⊂ A

mitAmodulendlich über diesem Teilring. Der ganze Abschluß vonA in L ist also
auch der ganze Abschluß von k[′x1, . . . , xn] in L. Ist L/k(′x1, . . . , xn) separabel,
so sind wir fertig mit dem Satz über die Endlichkeit ganzer Abschlüsse im Fall
ganz abgeschlossener Ringe 8.3.10, da ja Polynomringe ganz abgeschlossen sind.
Sonst vergrößern wir L mit [AL] 6.3.8.25 zu einer endlichen normalen Erweite-
rung N/k(′x1, . . . , xn) mit Galoisgruppe G und betrachten die Körperkette

k(′x1, . . . , xn) ⊂ NG ⊂ N

Sie besteht nach [AL] 6.4.1.30 aus einer rein inseparablen Erweiterung gefolgt
von einer separablen Erweiterung. Nach [AL] 6.3.9.41 gibt es mithin eine p-
Potenz q, für p > 0 die Charakteristik von k, mit f q ∈ k(′x1, . . . , xn) für alle
f ∈ NG. Nehmen wir Erzeuger f1, . . . , fr ∈ NG der ersten Körpererweiterung
und notieren h eine endliche Körpererweiterung von k, die für alle Koeffizienten
der Zähler und Nenner der f q

i jeweils q-te Wurzeln enthält, so erhalten wir eine
EinbettungNG ⊂ h(′x

1/q
1 , . . . , x

1/q
n ) und könnenN vergrößern zu einer endlichen

separablen Erweiterung h(x1/q1 , . . . , x
1/q
n ) ⊂M , so daß im Diagramm

k(′x1, . . . , xn) ⊂ NG ⊂ N
∩ ∩

h(′x
1/q
1 , . . . , x

1/q
n ) ⊂ M

die untere rechte Inklusion auch separabel ist. Der ganze Abschluß des Teilrings
k[′x1, . . . , xn] in h(′x1/q1 , . . . , x

1/q
n ) ist aber offensichtlich h[x1/q1 , . . . , x

1/q
n ] und da-

mit modulendlich über k[′x1, . . . , xn]. Der ganze Abschluß in M ist dann modu-
lendlich nach 8.3.10.

Übungen

Ergänzende Übung 8.3.13. Sei L/K eine endliche Körpererweiterung, V ein end-
lichdimensionaler L-Vektorraum und φ : V → V eine lineare Abbildung. So gilt
die Identität detK φ = NK

L (detL φ). Hinweis: [LA1] 6.4.15. Alternative: Man
ziehe sich durch geeignete Körpererweiterung von L auf den Fall zurück, daß für
eine Basis von V die Matrix von φ obere Dreiecksgestalt hat, und argumentiere
dann mit der Formel für die Determinante block-oberer Dreiecksmatrizen [LA1]
6.2.9.
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8.4 Bewertungen und Körpererweiterungen*
Definition 8.4.1. Ein Homomorphismus von diskret bewerteten Körpern heißt
bewertungsverträglich, wenn seine Verknüpfung mit der Bewertung des Bild-
körpers ein positives Vielfaches der Bewertung auf dem Ausgangskörper ist.

8.4.2. Für einen bewertungsverträglichen Homomorphismus φ : K → L von
diskret bewerteten Körpern gibt es demnach per definitionem genau eine positive
natürliche Zahl d ∈ N>0 derart, daß das Diagramm

K
vK // //

φ

��

Z
(d·)
��

L
vL // // Z

kommutiert. Diese natürliche Zahl d heißt der Verzweigungsgrad unserer bewer-
tungsverträglichen Körpererweiterung. Auf Englisch sagt man dazu ramification
index, auf Französisch indice de ramification. Ein bewertungsverträglicher Ho-
momorphismus vom Verzweigungsgrad Eins heißt unverzweigt. Ein Unterkörper
eines diskret bewerteten Körpers besitzt genau dann eine verträgliche Bewertung,
wenn die Bewertung des großen Körpers auf dem Unterkörper auch Werte außer-
halb von {0,∞} annimmt.

Beispiel 8.4.3. Dieses Beispiel ist für Leser mit Grundkenntnissen in Funktionen-
theorie gedacht. Die Abbildung C→ C, z 7→ zn induziert durch Vorschalten eine
Einbettung in der Gegenrichtung auf dem Körper der meromorphen Funktionen
Man(C) ↪→Man(C). Gegeben p ∈ C mit pn = q ist das zum Beispiel ein bewer-
tungsverträglicher Körperhomomorphismus (Man(C), vp) ↪→ (Man(C), vq) mit
Verzweigungsgrad Eins für p ̸= 0 ̸= q und Verzweigungsgrad n für p = q = 0. Ist
allgemeiner f : X → Y ein nichtkonstanter Homomorphismus von zusammen-
hängenden Riemann’schen Flächen und p ∈ X ein Punkt mit Bild f(p) = q ∈ Y,
so liefert das Zurückholen von meromorphen Funktionen einen Homomorphis-
mus von diskret bewerteten Körpern

(Man(Y ), vq) ↪→ (Man(X), vp)

und der zugehörige Verzweigungsgrad ist genau der „topologische“ Verzweigungs-
grad im Sinne von ??.

Beispiel 8.4.4. Die Einbettung C((T )) ↪→ C((Y )) des Körpers der Laurentreihen
über C in sich selber vermittels T 7→ Y n für ein fest vorgegebenes n > 0 ist
ein bewertungsverträglicher Morphismus diskret bewerteter Körper vom Verzwei-
gungsgrad n.
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Dies Bild erinnert unsere Anschauung für die Abbildung z 7→ z2 der
Einheitskreisscheibe auf sich selbst. Es stellt diese Abbildung dar als die

Komposition einer Abbildung der Einheitskreisscheibe auf eine räumliche sich
selbst durchdringende Fläche, gegeben in etwa durch eine Formel der Gestalt
z 7→ (z2, ε(Im z)) in C× R ∼= R3 für geeignetes monotones und in einer
Umgebung von Null streng monotones ε, gefolgt von einer senkrechten

Projektion auf die ersten beiden Koordinaten. Das Zurückholen meromorpher
Funktionen unter dieser Abbildung induziert für die Bewertungen nach der

Nullstellen- beziehungsweise Polordnung am Ursprung einen Homomorphismus
diskret bewerteter Körper vom Verzweigungsgrad Zwei.
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Beispiel 8.4.5. Die Einbettung Q((T )) ↪→ C((T )) des Körpers der Laurentreihen
über Q in den Körper der Laurentreihen über C ist ein bewertungsverträglicher
Morphismus diskret bewerteter Körper vom Verzweigungsgrad Eins.

Definition 8.4.6. Ein Homomorphismus von lokalen Ringen heißt lokal, wenn
das Urbild des größten echten Ideals das größte echte Ideal ist.

Proposition 8.4.7 (Verzweigung bei Körpern und Ringen). Das Bilden des Teil-
rings aller Elemente mit nichtnegativer Bewertung liefert eine Äquivalenz von Ka-
tegorien

diskret bewertete Körper,
bewertungsverträgliche

Körperhomomorphismen

 ≈→
{

diskrete Bewertungsringe,
lokale Ringhomomorphismen

}
(K, v) 7→ oK := {x ∈ K | v(x) ≥ 0}

Die Uniformisierenden des diskreten Bewertungsrings oK sind dabei genau die
Elemente unseres diskret bewerteten Körpers mit Bewertung Eins.

8.4.8. Man verwendet diese Entsprechung, um die Begriffe Verzweigungsgrad
und unverzweigt auf den Fall lokaler Ringhomomorphismen diskreter Bewer-
tungsringe zu übertragen. Im Fall eines lokalen Ringhomomorphismus diskreter
Bewertungsringe (A,m) → (B, n) ist der Verzweigungsgrad mithin das d ≥ 1
mit Bm = nd.

Beispiel 8.4.9. Sei X eine zusammenhängende Riemann’sche Fläche und x ∈ X
ein Punkt. Dem diskret bewerteten Körper Man

x der „meromorphen Funktions-
keime bei x“ entspricht unter unserer Äquivalenz der RingOan

x der „holomorphen
Funktionskeime bei x“. Eine Uniformisierende wäre in diesem Fall ein holomor-
pher Funktionskeim u bei x mit einer einfachen Nullstelle bei x. Per definitionem
besitzt x eine zusammenhängende offene Umgebung U ⊂◦ X , auf der sich unser
Funktionskeim u realisieren läßt und auf der u sogar einen Isomorphismus von
bepunkteten Riemann’schen Flächen

u : (U, x)
∼→ (W, 0)

mit W = u(U) ⊂◦ C induziert. Man sagt dann auch, die Funktion u liefere eine
„Uniformisierung der Riemann’schen Fläche X in einer Umgebung von x“ und
daher rührt die Bezeichnung „Uniformisierende“ im Beweis von 8.1.12.

Beweis. Sei (K, v) ein diskret bewerteter Körper. Offensichtlich ist oK ⊂ K ein
Teilring und seine Einheitengruppe ist o×K = {x ∈ K | v(x) = 0}. Die Nichtein-
heiten von oK bilden also ein Ideal mK = {x ∈ K | v(x) ≥ 1}, das notwendig
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das einzige maximale Ideal sein muß. Jedes π ∈ K mit v(π) = 1 liefert einen
Gruppenisomorphismus

o×K × Z ∼→ K×

(u, n) 7→ uπn

Dieselbe Abbildung induziert auch eine Bijektion o×K × N ∼→ oK\0. Die Ideale
von oK sind also genau das Nullideal und die Ideale ⟨πn⟩ für n ∈ N. Das zeigt,
daß unser Ring oK ein Hauptidealring ist und π bis auf Einheiten sein einziges
irreduzibles Element. Weiter liefert jeder Körperhomomorphismus φ : K → L
von diskret bewerteten Körpern mit vL(φ(x)) ∈ N>0vK(x) ∀x ∈ K einen Ring-
homomorphismus φ : oK → oL mit φ−1(mL) = mK . Damit liefert die Vorschrift
aus unserem Lemma in der Tat einen Funktor der beschriebenen Art. Der Rest des
Beweises kann dem Leser überlassen bleiben.

Satz 8.4.10 (Gradformel). Gegeben eine modulendliche ErweiterungA ⊂ B von
Dedekindringen gilt für jedes maximale Ideal m ∈ MaxA die Identität

[QuotB : QuotA] =
∑

n∩A=m

d(Bn/Am) · [B/n : A/m]

mit der Summe über alle n ∈ MaxB mit n∩A = m und d(Bn/Am) dem Verzwei-
gungsgrad im Sinne von 8.4.8.

Ergänzung 8.4.11. In der Zahlentheorie schreibt man diese Identität meist mit
anderen Symbolen. Ist genauer L/K eine Erweiterung von Zahlkörpern und p ⊂
oK ein maximales Ideal des Ganzheitsrings von K, so liest sich unsere Formel in
der dort üblichen Notation

[L : K] =
∑
p|P

e(P/p)f(P/p)

Im Fall einer primitiven pr-ten Einheitswurzel ζ ∈ C und der Erweiterung Q(ζ)/Q
finden wir mit 8.2.9 die Ganzheitsringe Z[ζ] ⊃ Z und über dem maximalen Ide-
al ⟨p⟩ ⊂ Z liegt, nun nach dem Beweis von 8.2.9, genau ein maximales Ideal
⟨ζ − 1⟩ ⊂ Z[ζ] und der Verzweigungsgrad ist e = pr−1(p − 1) und der Grad der
Erweiterung der Restklassenkörper ist f = 1. Dahingegen entsprechen für eine
Primzahl l und jedes zu l teilerfremde n ≥ 1 und jede primitive n-te Einheits-
wurzel ζ ∈ C die über dem maximalen Ideal p = ⟨l⟩ ⊂ Z liegenden maximalen
Ideale von Z[ζ] eineindeutig den irreduziblen Faktoren des Bildes Φ̄n ∈ Fl[X]
des n-ten Kreisteilungspolynoms Φn ∈ Z[X], und ist genauer Φ̄n = Q1 . . . Qs die
Zerlegung in irreduzible Faktoren und sind Pi = ⟨l, Qi⟩ ⊂ Z[ζ] die zugehörigen
maximalen Ideale, so haben wir e(Pi/p) = 1 und f(Pi/p) = gradQi, alles nach
dem Beweis von 8.2.9.
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8.4.12. Unsere Endlichkeitssätze von eben liefern zwei typische Situationen, in
denen dieser Satz anwendbar ist: Einerseits nach 8.3.10 für einen Dedekindring
A, eine endliche separable Erweiterung L/QuotA und B den ganzen Abschluß
von A in L. Diese Situation trifft man oft in der Zahlentheorie an. Oder nach
8.3.11 für einen Dedekindring A, der ringendlich ist über einem vorgegebenen
Grundkörper, eine beliebige endliche Körpererweiterung L/QuotA und B den
ganzen Abschluß von A in L. Das ist der „geometrische“ Fall einer „verzweigten
Überlagerung von algebraischen Kurven“, der für mich insbesondere im Fall des
Grundkörpers C der Anschauung gut zugänglich ist. Allerdings wird man im Fall
eines algebraisch abgeschlossenen Grundkörpers in der Situation des Satzes stets
[B/n : A/m] = 1 finden, weshalb dieser Faktor meiner Anschauung schlechter
zugänglich ist. Man sieht ihn aber deutlich im Fall der Erweiterung R[T ] ⊂ C[T ].

Beweis. Nach 5.2.12 ist unsere Summe endlich. Die Lokalisierung Bm von B
nach A\m ist modulendlich und torsionsfrei über dem Hauptidealring Am, also
frei vom Rang [QuotB : QuotA]. Damit ist auch B̄ := B/mB frei von demselben
Rang über dem Körper Ā := A/m und nach 5.17.4 liefern die Abbildungen in die
Lokalisierungen für unseren Kring endlicher Länge B̄ einen Isomorphismus

B̄
∼→

∏
n∩A=m

B̄n̄

mit n̄ dem Bild von n in B̄. Da Lokalisierung nach 4.3.58 mit Restklassenbildung
vertauscht, ist die natürliche Abbildung ein Isomorphismus Bn/mBn

∼→ B̄n̄. Per
definitionem haben wir mBn = ndn für d der zugehörige Verzweigungsgrad, folg-
lich hat Bn/mBn die Länge alias Dimension d als Modul über B/n und dann eine
entsprechend vervielfachte Dimension als Vektorraum über A/m.

8.4.13. Ist A ⊂ B eine modulendliche Erweiterung von Dedekindringen, so ist
notwendig B der ganze Abschluß von A in Quot(B).

Satz 8.4.14 (Galoistheorie für lokale und globale Erweiterungen). Sei eine mo-
dulendliche Erweiterung A ⊂ B von Dedekindringen gegeben, die eine normale
Erweiterung der Quotientenkörper induziert. Sei G deren Galoisgruppe und sei
n ⊂ B ein maximales Ideal mit Bild m := n ∩ A. So ist die auf den Restklassen-
körpern induzierte Abbildung Ā → B̄ eine normale Körpererweiterung und die
offensichtliche Abbildung eine Surjektion

Gn ↠ Gal(B̄/Ā)

der Standgruppe Gn von n, der sogenannten Zerlegungsgruppe von n, auf die
Galoisgruppe der Erweiterung der Restklassenkörper.
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8.4.15. Der Kern des Homomorphismus aus dem Satz heißt die Trägheitsgrup-
pe von n. Sind die beteiligten Körpererweiterungen der Quotientenkörper sowie
der Restklassenkörper auch noch separabel, wie zum Beispiel nach [AL] 6.3.9.22
im Fall von Zahlkörpern, so zeigt die Gradformel zusammen mit dem folgenden
Beweis, daß die Kardinalität der Trägheitsgruppe mit dem Verzweigungsindex
übereinstimmen muß.

Beweis. Das Minimalpolynom von b ∈ B zerfällt mit Nullstellen in B und folg-
lich mit Koeffizienten in A und kann folglich modulo m reduziert werden. Das
zeigt die Normalität. Betrachten wir nun den Invariantenring der Standgruppe
C := BGn , so bilden nach 5.6.2 die maximalen Ideale in B über l := C ∩ n eine
Gn-Bahn, die folglich nur aus dem einzigen Punkt n bestehen kann. Ein Vergleich
der Gradformeln 8.4.10 für C ⊂ B und A ⊂ B zeigt d(Bn/Am) = d(Bn/Cl)
und [B/n : C/l] = [B/n : A/m]. Daraus hinwiederum folgt mit der Notation
C̄ := C/l, daß die Einbettung einen Isomorphismus Ā ∼→ C̄ liefert. Es reicht also
zu zeigen, daß die offensichtliche Abbildung eine Surjektion

Gn ↠ Gal(B̄/C̄)

induziert. Nun ist nach [AL] 6.4.1.30 der Fixkörper der Galoisgruppe von F ⊂ B̄
rein inseparabel über C̄. Andererseits gibt es nach dem Satz vom primitiven Ele-
ment ein b̄ ∈ B̄ mit B̄ = F [b̄]. Ist b ∈ B ein Urbild von b̄, so hat das Minimalpoly-
nom von b wie zu Anfang des Beweises besprochen Koeffizienten in C und kann
folglich modulo l reduziert werden. Die Operation von Gn auf den Nullstellen
des Minimalpolynoms von b̄ ist folglich transitiv. Das aber zeigt die behauptete
Surjektivität.

Übungen

Übung 8.4.16. Man zeige, daß für p ∈ N eine Primzahl das Ideal ⟨p⟩ in Z[
√
−5]

zerfällt als das Produkt der beiden Ideale ⟨p, 1 +
√
−5⟩ und ⟨p, 1 −

√
−5⟩, wenn

(−5) ein Quadrat ist modulo p, und daß andernfalls das Hauptideal ⟨p⟩ auch in
Z[
√
−5] maximal ist. Im Spezialfall p = 2 und nur in diesem gilt zusätzlich ⟨p, 1+√
−5⟩ = ⟨p, 1−

√
−5⟩.

8.5 Spur und Diskriminante*
8.5.1. Gegeben ein Kring k und ein freier endlich erzeugter k-Modul M ist die
Spur tr = trk : EndkM → k definiert als die Verknüpfung von kanonischen
Homomorphismen

EndkM
∼←M ⊗k Homk(M,k)→ k

266



Wir können diese Spur berechnen als die Summe der Diagonaleinträge einer dar-
stellenden Matrix in Bezug auf eine und jede Basis von M .
8.5.2 (Spur auf projektivem Modul). Die vorhergehende Definition bleibt sinn-
voll für einen Kring k und einen projektiven endlich erzeugten k-Modul M und
liefert auch dann eine Spur tr : EndkM → k.
8.5.3 (Spur und Erweiterung der Skalare). Die Spur ist verträglich mit der Er-
weiterung von Skalaren. Ist genauer φ : k → K ein Kringhomomorphismus
und M ein freier oder allgemeiner projektiver endlich erzeugter k-Modul und
f ∈ EndkM ein Endomorphismus und id⊗kf ∈ EndK(K ⊗k M) der entspre-
chend erweiterte Endomorphismus, so gilt die Identität

φ(trk(f)) = trK(id⊗kf)

8.5.4 (Spur nilpotenter Endomorphismen). Jeder nilpotente Endomorphismus
hat nilpotente Spur. Um das einzusehen, mag man beachten, daß wir nach 4.5.6
nur zu zeigen brauchen, daß die Spur eines nilpotenten Endomorphismus in jedem
Primideal liegt. Mit Erweiterung der Skalare können wir uns so erst auf den Fall
eines Integritätsbereichs und dann auf den Fall eines Körpers zurückziehen, und
in letzterem Fall folgt es aus Übung [LA1] 2.6.15. Ich hätte gerne ein vergleichbar
elementares Argument, das nicht via 4.5.6 auf dem Zorn’schen Lemma beruht.
8.5.5 (Spur eines Kommutators). Gegeben freie oder allgemeiner projektive
endlich erzeugte Moduln M,N über einem Kring k und Homomorphismen f :
M → N und g : N →M gilt

tr(fg) = tr(gf)

Im Fall freier Moduln prüft man das leicht in Matrizen. Im allgemeinen notiert
man M∗ = Homk(M,k) und die Behauptung folgt aus der Kommutativität des
Diagramms

N ⊗N∗

$$
M ⊗M∗ ⊗N ⊗N∗

))

55

k

M ⊗M∗

::

mit den durch Evalutionen gegebenen Morphismen.

Definition 8.5.6. Gegeben ein Kring k und eine modulendliche k-Algebra A, die
frei oder allgemeiner projektiv ist als k-Modul, erhalten wir wie in [NAS] 3.6.8
mit 8.5.1 eine k-lineare Abbildung

Tr = Trk : A → k

a 7→ tr((a·) : A→ A)
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und können so die k-bilineare AbbildungA×A→ k, (a, b) 7→ Tr(ab) = tr((ab)·)
betrachten. Sie heißt auch in dieser Allgemeinheit die Spurform. Wieder gilt
(a, b) = (b, a) und (ax, b) = (a, xb) für alle a, b, x ∈ A.

Satz 8.5.7 (Endliche étale Überlangerungen eines Körpers). Seien k ein Körper
und A eine modulendliche k-Kringalgebra. Genau dann ist A ein Produkt von se-
parablen Körpererweiterungen von k, wenn die Spurform nicht ausgeartet ist.

Vorschau 8.5.8. Ein Kringhomomorphismus k → A heißt allgemein modulend-
lich étale oder auch eine endliche étale Überlagerung, wenn A ein endlich er-
zeugter projektiver k-Modul ist und die Spurform (a, b) 7→ Trk(ab) einen Isomor-
phismus A ∼→ Homk(A, k) induziert.

Beweis. Jedes nilpotente Element von A liegt nach 8.5.4 im Radikal der Spur-
form. Wenn sie nicht ausgeartet ist, besitzt demnachA keine nilpotenten Elemente
und mit 5.16.6 folgt, daß A ein Produkt von Körpern ist, die nach dem Separabili-
tätskriterium 8.3.8 alle über k separabel sind. Die andere Implikation folgt sofort
aus der anderen Implikation in 8.3.8.

8.5.9. In Charakteristik Null ist unser Satz auch eine direkte Konsequenz des
Spurkriteriums für Halbeinfachkeit [NAS] 3.6.14, das sogar für nicht notwendig
kommutative k-Ringalgebren gilt.

Definition 8.5.10. Gegeben ein Kring k und eine k-Kringalgebra A, die frei von
endlichem Rang oder zumindest endlich erzeugt und projektiv ist als k-Modul,
vereinbaren wir für a1, . . . , an ∈ A die Notation

DisA/k(a1, . . . , an) = Dis(a1, . . . , an) := det(Tr(aiaj)
n
i,j=1)

Wir nennen dieses Element die Diskriminante der Elemente a1, . . . , an.

8.5.11. Gegeben ein Körper k und eine modulendliche k-Kringalgebra A ist of-
fensichtlich die Spurform von A genau dann nicht ausgeartet, wenn für eine und
jede k-Basis a1, . . . , an von A gilt

Dis(a1, . . . , an) ̸= 0

8.5.12. Seien k ein Kring und A eine freie modulendliche k-Kringalgebra. Liegen
Elemente b1, . . . , bn ∈ A im k-Spann von weiteren Elementen a1, . . . , an ∈ A, so
gilt offensichtlich Dis(b1, . . . , bn) = c2Dis(a1, . . . , an) für ein c ∈ k. Für je zwei
k-Basen von A unterscheiden sich insbesondere diese Elemente höchstens um die
Multiplikation mit dem Quadrat einer Einheit c ∈ k×.
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8.5.13. Seien k ein Kring und A eine freie oder zumindest projektive modul-
endliche k-Kringalgebra. Gegeben ein Kringhomomorphismus φ : k → K und
a1, . . . , an ∈ A gilt offensichtlich

φ : DisA/k(a1, . . . , an) 7→ DisA⊗kK/K(a1 ⊗ 1, . . . , an ⊗ 1)

8.5.14. Gegeben ein Kring k und eine k-Algebra A, die frei ist von endlichem
Rang n oder modulendlich und projektiv als k-Modul mit demselben Rang n nach
Lokalisierung an jedem Primideal von k nennen wir das von allen Dis(a1, . . . , an)
mit a1, . . . , an ∈ A erzeugte Ideal von k das Diskriminantenideal DisA/k von A.
Nach dem Vorhergehenden gilt für ein maximales Ideal m ∈ MaxA genau dann
m ⊃ DisA/k, wenn die Spurform der A/m-Kringalgebra A/mA ausgeartet ist.

Satz 8.5.15 (Diskriminantenideal und Diskriminante). Gegeben k ein Kring
und P ∈ k[T ] ein normiertes Polynom stimmt für A := k[T ]/⟨P ⟩ unser Ele-
ment Dis(1, T̄, . . . , T̄ n−1) aus 8.5.10 bis auf ein Vorzeichen überein mit der Dis-
kriminante des Polynoms P im Sinne von [AL] 6.2.9.14. Insbesondere wird das
Diskriminantenideal von A/k erzeugt von der Diskriminante des Polynoms P .

Beweis. Da beide Seiten mit Erweiterungen von k vertauschen, dürfen wir oh-
ne Beschränkung annehmen, k sei der Ring der symmetrischen Funktionen k :=
Z[′ζ1, . . . , ζn]Sn . Bekanntlich gilt k = Z[′s1, . . . , sn] für die si ∈ k, die durch
die Identität P (T ) := T n + s1T

n−1 + . . . + sn = (T + ζ1) . . . (T + ζn) in
Z[′ζ1, . . . , ζn][T ] gegeben werden. Ich behaupte, daß für A := k[T ]/⟨P ⟩ in der
Notation aus 8.5.10 gilt

Dis(1, T̄, . . . , T̄ n−1) = (−1)n(n−1)/2
∏
i ̸=j

(ζi − ζj)

Man zeigt das wie ??. Die linke Seite ist per definitionem ein Element von k. Un-
ter der Skalarerweiterung ⊗ZQ wird die linke Seite ein symmetrisches Polynom
in den ζi mit rationalen Koeffizienten. Dies Polynom hat dort Nullstellen, wo P
mehrfache Nullstellen hat, da dort A = k[T ]/⟨P ⟩ zu einem Ring von Null ver-
schiedenen nilpotenten Elementen spezialisiert. Wie in [AL] 6.3.9.30 folgt, daß
die rechte Seite nach Übergang zu Q-Koeffizienten die linke Seite teilt. Mit Grad-
betrachtungen und dem Vergleich von Leitkoeffizienten zeigen wir nun auch noch
die Gleichheit bis auf Vorzeichen. Die Z-Graduierung auf Z[′ζ1, . . . , ζn][T ], in
der alle ζi ebenso wie T den Grad Eins haben, induziert eine Z-Graduierung auf
k[T ], in der P homogen ist vom Grad n und die Multiplikation mit T̄ homogen
vom Grad Eins. Die Leibnizformel zeigt dann, daß Dis(1, T̄, . . . , T̄ n−1) homogen
ist vom Grad n(n − 1), so daß unsere Behauptung bis auf einen Faktor aus Q
schon mal richtig sein muß. Um besagten Faktor zu bestimmen, wählen wir eine
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primitive n-te Einheitswurzel ζ und spezialisieren zu ζi = −ζ i. Dann speziali-
siert die rechte Seite nach einer bereits in [AL] 6.3.9.30 ausgeführten Rechnung
zu (−1)n−1nn, auf der linken Seite dahingegen ergibt sich P = T n − 1 sowie
Tr(T̄ a) = n falls n|a und Null sonst. Damit folgt durch elementare Rechnung
Dis(1, T̄, . . . , T̄ n−1) = nn(−1)n−1(−1)n(n−1)/2. Der Vergleich dieser Resultate
zeigt die Behauptung.

Ergänzung 8.5.16. Gegeben ein Kringhomomorphismus k → A erinnere ich an
den Modul der relativen Differentiale ΩA/k. Nach [AAG] 3.4.29 liefert für k einen
Kring und P ∈ k[T ] ein Polynom und A = k[T ]/⟨P ⟩ den Quotienten nach P das
Multiplizieren mit dT einen Isomorphismus von A-Moduln

k[T ]/⟨P, P ′⟩ ∼→ ΩA/k

Es scheint recht klar, daß das Diskriminantenideal eng mit diesem Modul ver-
wandt ist. Ich erwarte, daß es genau das Quadrat des Annullatorideals von ΩA/k

ist.

Korollar 8.5.17 (Diskriminatenideal und Verzweigung). Sei A ⊂ B eine mo-
dulendliche Erweiterung von Dedekindringen. Die maximalen Ideale m ∈ MaxA
mit m mit m ⊃ DisB/A sind genau die Stellen, über denen es ein n ∈ MaxB
gibt, das entweder echt verzweigt, in Formeln d(Bn/Am) > 1, oder für das B/n
inseparabel ist über A/m.

8.5.18. Sowohl im Fall von Ganzheitsringen von Zahlkörpern als auch im geome-
trischen Fall sind also die maximalen Ideale über dem Diskriminatenideal genau
die Verzweigungsstellen, da in beiden Fällen A/m vollkommen ist und keine in-
separablen Erweiterungen besitzt.

Übungen

Übung 8.5.19. Sei d ∈ Z\{0, 1} ohne mehrfache Primfaktoren. Aus 8.2.10 erin-
nern wir die Beschreibung der Ganzheitsringe

oQ(
√
d) =

{
Z+ Z

√
d d ̸∈ 1 + 4Z,

Z+ Z
(
(1 +

√
d)/2

)
d ∈ 1 + 4Z.

Die Minimalpolynome von
√
d bezihungsweise (1 +

√
d)/2 sind T 2 − d bezie-

hungsweise T 2− T + (1− d)/4. Die Diskriminante dieser Polynome erzeugt das
Diskriminantenideal und ergibt sich mit [AL] ?? zu 4d beziehungsweise d. Im
ersten Fall verzweigen also die Zwei und alle Primteiler von d, im zweiten Fall
nur die Primteiler von d.
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8.6 Glatte projektive Kurven*
8.6.1. Eine äqui-eindimensionale k-Varietät heißt eine Kurve und eine äqui-ein-
dimensionale k-Prävarietät eine Präkurve Insbesondere verstehen wir eine Kur-
ve stets über einem algebraisch abgeschlossenen Grundkörper. Eine projektive
Kurve ist eine Kurve, für die eine abgeschlossene Einbettung in einen projek-
tiven Raum Pnk existiert. Ich betone, daß wir die Einbettung hier nicht als Teil
des Datums sehen, daß projektive Kurven also durchaus auch dann isomorph sein
können, wenn sie in verschiedenen Pnk und Pmk liegen.

Satz 8.6.2 (Körper und ihre Kurven). Gegeben k = k̄ ein algebraisch abge-
schlossener Körper liefert das Bilden des Körpers der rationalen Funktionen eine
Äquivalenz von Kategorien

Glatte irreduzible
projektive Kurven über k,

nichtkonstante Morphismen

 ≈→


Körperendliche

Körpererweiterungen von k
vom Transzendenzgrad Eins


opp

X 7→ M(X)

Ergänzung 8.6.3. Mir gefällt die alternative Formulierung noch besser, bei der
links die Kategorie aller glatten irreduziblen „vollständigen“ Kurven steht. Eine
Varietät ist per definitionem „vollständig“, wenn ihre Projektion auf einen Punkt
eigentlich ist im Sinne von 6.4.43. Der Beweis bleibt fast derselbe, man muß nur
am Ende statt mit 8.6.11 mit [AAG] 4.4.8 argumentieren.

Beweis. Wir bezeichnen die Kategorie aller körperendlichen Körpererweiterun-
gen von k vom Transzendenzgrad Eins mit T . Wir bezeichnen die Kategorie
aller glatten irreduziblen projektiven Kurven über k mit EP und die Kategorie
aller glatten eindimensionalen irreduziblen Prävarietäten über k mit E , jeweils
mit nichtkonstanten Morphismen von Prävarietäten als Morphismen. Der Satz be-
hauptet, daß der FunktorM : E → T opp eine Äquivalenz von Kategorien

M : EP
≈→ T opp

induziert. Um das zu zeigen, konstruieren wir einen quasiinversen Funktor B. Das
hinwiederum geschieht in mehreren Schritten.
8.6.4 (Konstruktion der Möchte-Gern-Kurve B(K) als Menge). Ich erinnere
an den Begriff einer diskreten Bewertung 8.1.2 eines Körpers. Gegeben eine end-
lich erzeugte Körpererweiterung K/k vom Transzendenzgrad Eins betrachten wir
die Menge

B = B(K) := {v : K → Z ⊔ {∞} | v ist diskrete Bewertung}
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Gegeben ein Homomorphismus K ↪→ L von endlich erzeugten Körpererweite-
rungen von k vom Transzendenzgrad Eins und eine diskrete Bewertung v : L ↠
Z ⊔ {∞} gilt v(K×) ̸= 0 nach 8.1.18. Folglich existieren eine wohlbestimmte
diskrete Bewertung w : K ↠ Z ⊔ {∞} und ein wohlbestimmtes d ∈ N>0 mit
v|K = dw und die Vorschrift v 7→ w liefert eine Abbildung B(L) → B(K). Man
erkennt ohne weitere Schwierigkeiten, daß wir so einen Mengenfunktor konstru-
iert haben.
8.6.5 (Konstruktion einer Transformation can : Vergiß ⇒ B ◦M). Bezeich-
ne Vergiß : E → Ens den offensichtlichen Funktor, der jeder Prävarietät die
zugrundeliegende Menge zuordnet. Ist X eine irreduzible glatte eindimensiona-
le Prävarietät über k, so erhalten wir nach 8.1.12 eine kanonische Abbildung
canX : X → B(M(X)), indem wir jedem Punkt x ∈ X die durch die Null- bezie-
hungsweise Polstellenordnung bei x gegebene Bewertung vx :M(X)→ Z⊔{∞}
zuordnen. Es ist leicht zu sehen, daß diese kanonischen Abbildungen eine Trans-
formation von Funktoren can : Vergiß⇒ B ◦M bilden.
8.6.6 (Überdeckung von B(K) durch Maximalspektren). Wir zeigen, daß für
jede Körpererweiterung K ∈ T und jede Bewertung v ∈ B(K) ein über k ring-
endlicher Dedekindring A ⊂ K mit K = {a/b | a, b ∈ A, b ̸= 0} existiert derart,
daß v im Bild der kanonischen Injektion

can : MaxA ↪→ B(K)

aus 8.2.7 liegt und daß das Komplement des Bildes dieser Einbettung endlich
ist. Machen wir uns an die Arbeit. Wir finden sicher f ∈ K\k mit v(f) ≥ 0.
Nach 8.1.19 gibt es auf einem algebraisch abgeschlossenen Körper keine diskrete
Bewertung, folglich haben wir v(k×) = 0. Der Bewertungsring ov unserer Bewer-
tung v muß demnach k[f ] und dann auch seinen ganzen Abschluß A ⊂ K um-
fassen. Der Quotientenkörper QuotA dieses ganzen Abschlusses muß nach 5.9.6
aber als Teilkörper von K mit dem ganzen Abschluß des Quotientenkörpers von
k[f ] in K zusammenfallen und folglich gilt K = {a/b | a, b ∈ A, b ̸= 0}. Nach
8.3.11 ist A ringendlich über k, also noethersch, und nach 5.4.13 gilt kdimA =
trgrk(QuotA) = 1. Ganz abgeschlossen ist A nach Konstruktion eh, folglich ist
A ein Dedekindring und unsere kanonische Abbildung ist nach 8.2.7 eine Inklu-
sion can : MaxA ↪→ B(K) und ihr Bild besteht aus allen Bewertungen v mit
v(f) ≥ 0. Wir folgern, daß es nur endlich viele Bewertungen v mit v(f) > 0 ge-
ben kann, denn wegen f ̸= 0 gibt es nur endlich viele maximale Ideale inA über f
alias Nullstellen von f auf MaxA. Das gilt nun aber mit derselben Argumentation
für jedes Element f ∈ K\k. Insbesondere ist das Komplement des Bildes unserer
Einbettung endlich, besteht es doch aus allen Bewertungen v mit v(f) < 0 alias
v(f−1) > 0. Im übrigen zeigen unsere Argumente auch, daß B(K) unendlich ist,
denn die eindimensionale irreduzible Varietät MaxA ist bereits unendlich.
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8.6.7 (Die Möchte-Gern-Kurve B(K) als topologischer Raum). Gegeben K ∈
T versehen wir B(K) mit der koendlichen Topologie. Abgeschlossen sind also
nur ganz B(K) und seine endlichen Teilmengen. Da B(K) unendlich ist, ist es
dann irreduzibel als topologischer Raum. Für jedes X ∈ E ist weiter can : X →
B(M(X)) stetig, denn diese Abbildung hat endliche Fasern, sie ist ja für X affin
sogar eine Injektion nach 8.2.7. Ist weiter K ↪→ L ein Homomorphismus von
Körpererweiterungen, so hat die induzierte Abbildung B(L) → B(K) endliche
Fasern und ist mithin stetig: In der Tat gibt es für v ∈ B(K) nach dem vorherge-
henden Punkt 8.6.6 einen über k ringendlichen Dedekindring A ⊂ K mit K als
Quotientenkörper und mit v im Bild von MaxA ↪→ B(K). Der ganze Abschluß
B vonA in L ist dann nach 8.3.11 auch ein über k ringendlicher Dedekindring mit
B ⊂ L mit L als Quotientenkörper, und jede Bewertung von L, die auf A nicht-
negativ ist, ist auch auf B nichtnegativ, weil B ganz ist über A. Im kommutativen
Diagramm

MaxB ↪→ B(L)
↓ ↓

MaxA ↪→ B(K)

induziert also die obere Horizontale Bijektionen zwischen der Faser über einem
Punkt und der Faser über seinem Bild. Die Fasern links sind aber endlich nach
5.2.12.
8.6.8 (Die Möchte-Gern-Kurve B(K) als Prävarietät über k). Gegeben K ∈
T und v ∈ X = XK := B(K) eine diskrete Bewertung und K ⊃ ov ⊃ mv

der zugehörige diskrete Bewertungsring mit seinem maximalem Ideal liefert nach
8.6.6 die Einbettung des Grundkörpers einen Isomorphismus k ∼→ ov/mv. Gege-
ben U ⊂◦ X erklären wir nun den Teilring

OX(U) ⊂ Ens(U, k)

als die Menge aller Abbildungen f : U → k, für die ein a ∈ K existiert derart,
daß für alle v ∈ U gilt v(a) ≥ 0 und f(v) 7→ ā unter unserem Isomorphis-
mus k ∼→ ov/mv. Gegeben ein über k ringendlicher Dedekindring A ⊂ K mit
QuotA = K und MaxA

∼→ U unter der kanonischen Einbettung induziert dann
das Zurückholen von Funktionen vermittels der kanonischen Einbettung

MaxA
∼→ U ⊂◦ X

einen Isomorphismus OX(U)
∼→ A, wie man aus der Beschreibung 6.4.41 von

Definitionsbereichen rationaler Funktionen in Termen lokaler Ringe folgert. Für
U ̸= ∅ kommt also jedes f ∈ OX(U) von genau einem Element a ∈ K her.
Wir sehen so, daß die OX(U) unser X zu einem k-geringten Raum machen. Wei-
ter sehen wir, daß unsere Einbettungen MaxA ↪→ X offene Einbettungen von
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k-geringten Räumen sind, so daß X sogar eine Prävarietät über k ist. Das Dia-
gramm am Ende von 8.6.7 zeigt, daß für jeden Homomorphismus von Körperer-
weiterungen K → L die induzierte Abbildung B(L) → B(K) ein Morphismus
von k-geringten Räumen ist, und aus dem affinen Fall leitet man leicht ab, daß für
alleX ∈ E unsere kanonische Abbildung ein Morphismus can : X → B(M(X))
von k-geringten Räumen ist. Umgekehrt erhalten wir natürliche Isomorphismen
M(B(K))

∼→ K, indem wir für U ⊂◦ B(K) = X nichtleer jedem f ∈ OX(U)
das eindeutig bestimmte a ∈ K zuordnen, von dem es herkommt.
8.6.9 (Die Kurve B(K) ist eine projektive k-Varietät). Wir finden nach dem
Vorhergehenden eine endliche offene Überdeckung X := B(K) =

⋃n
i=1 Yi durch

irreduzible affine glatte Kurven. Seien Ȳi deren projektive Abschlüsse. Nach 8.6.11
läßt sich Yi ↪→ Ȳi eindeutig zu φ̄i : X → Ȳi fortsetzen. Nun betrachte man den
durch die φ̄i gegebenen Morphismus

φ̄ : X →
n∏

i=1

Ȳi

und setze Y := φ̄(X). Wenn wir zeigen können, daß unser φ̄ einen Isomorphis-
mus X ∼→ Y induziert, sind wir fertig, denn Produkte projektiver Varietäten sind
projektiv nach 6.5.23. Mit X ist auch Y irreduzibel. Weiter ist φ̄ birational, in-
duziert also einen Isomorphismus M(Y )

∼→ M(X). Ich behaupte, daß dieser
Isomorphismus für alle x ∈ X Isomorphismen OY,φ̄(x)

∼→ OX,x induziert. In der
Tat liegt jedes x ∈ X in einem der Yi und wir haben ein kommutatives Diagramm

X
φ̄

��

Yi
/ �

>>

� o

��

Y

pri����

Ȳi

Da darin das Zurückholen längs aller Pfeile Injektionen auf den lokalen Ringen
bei x induziert und das Zurückholen längs Yi ↪→ Ȳi eine Bijektion, muß das Zu-
rückholen längs aller Pfeile Bijektionen auf den lokalen Ringen bei x liefern. Jetzt
zeigen wir, daß φ̄ surjektiv ist. Jedes y ∈ Y hat ja eine offene affine Umgebung
V ⊂◦ Y . Die Einbettung O(V ) ↪→ O(V )∼ von O(V ) in seinen ganzen Abschluß
entspricht einer Surjektion MaxO(V )∼ ↠ MaxO(V ), unter der unser y ∈ Y
ein Urbild haben muß. Wir sehen mit 8.2.7, daß dies Urbild einer Bewertung
v ∈ X = B(K) entspricht mit v(OY,y) ⊂ [0,∞]. Wir hätten dann aber nach
Konstruktion

OY,φ̄(v) ⊃ OY,y
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und daraus folgt y = φ̄(v): In der Tat folgt ja für je zwei Punkte p, q einer irre-
duziblen Varietät Y , die in einer gemeinsamen offenen affinen Teilmenge liegen,
aus der Inklusion OY,p ⊃ OY,q von Teilmengen von M(Y ) bereits p = q. Je
zwei Punkte, ja endlich viele beliebig vorgegebene Punkte einer projektiven Va-
rietät liegen stets in einer gemeinsamen offenen affinen Teilmenge, da wir ja zu
endlich vielen Ursprungsgeraden in einem Vektoraum über einem unendlichen
Körper stets eine Hyperebene finden, die keine von ihnen umfaßt. Da φ̄ eh injek-
tiv ist, muß φ̄ : X → Y bijektiv sein. Da aber φ̄ Isomorphismen auf den lokalen
Ringen induziert, und da stets gilt O(U) =

⋂
x∈U OX,x, muß damit φ̄ schon ein

Isomorphismus sein.
8.6.10 (Für X ∈ EP haben wir can : X

∼→ B(M(X))). Es bleibt zu zeigen,
daß für jede glatte projektive Kurve X die kanonische Abbildung einen Isomor-
phismus X ∼→ B(M(X)) liefert. Wir wissen bereits, daß für jede nichtleere of-
fene affine Teilmenge V ⊂◦ X die kanonische Abbildung eine offene Einbettung
V

∼→ U ⊂◦ B(M(X)) liefert. Deren Inverse U ∼→ V läßt sich nun aber nach
8.6.11 auf genau eine Weise zu einem Morphismus B(M(X)) → X fortsetzen,
der dann offensichtlich invers sein muß zu unserer kanonischen Abbildung.
Bis auf die Aussage 8.6.11, deren Beweis gleich nachgeholt wird, beendet das den
Beweis von Satz 8.6.2 über Körper und ihre Kurven.

Satz 8.6.11 (Morphismen glatter Kurven in projektive Räume). Sei X eine
Kurve oder allgemeiner Präkurve und p ∈ X ein regulärer Punkt. So läßt sich je-
der Morphismus φ : X\p→ Pnk zu einem Morphismus φ̄ : X → Pnk fortsetzen.

8.6.12. Das gilt mit demselben Beweis genauso, wenn X eine eindimensionale
und äquidimensionale Varietät ist mitOX,p regulär. Die Eindeutigkeit der Fortset-
zung folgt hierbei ohne alle Voraussetzungen aus 6.4.6. Daß die Definitionslücke p
ein regulärer Punkt vonX ist, ist wesentlich für die Existenz: Sonst könnte man ja
eine Einbettung einer affinen Kurve Z ⊂ Pnk betrachten und X konstruieren, in-
dem man zwei Punkte vonZ wie in 6.3.13 verklebt zu einem Punkt p vonX . Dann
kann das mit dem Fortsetzen natürlich nicht mehr funktionieren. In [AAG] 4.4.8
zeigen wir dieselbe Aussage allgemeiner für Morphismen in eine „vollständige“
Varietät.

Ergänzung 8.6.13. Für höherdimensionales X stimmt die analoge Aussage nicht
mehr: Man betrachte etwa die Abbildung C2\0 → C2 × P1C gegeben durch
v 7→ (v, ⟨v⟩). Sie kann nicht über den Ursprung zu einem Morphismus P2C×P1C
fortgesetzt werden.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit seiX irreduzibel. Ohne Beschrän-
kung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß das Bild von φ in keiner der
Hyperflächen xi = 0 enthalten ist, für 0 ≤ i ≤ n, da wir sonst mit Induktion über

275



n argumentieren könnten. Die Funktionen (xi/xj) ◦ φ ∈ O(φ−1{xj ̸= 0}) defi-
nieren also rationale Funktionen φij ∈ M(X) auf X . Setzen wir vp(φi0) = ri,
so gilt vp(φij) = ri − rj für alle i, j. Ist r0 minimal unter den ri, was wir oh-
ne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen dürfen, so gilt vp(φi0) ≥ 0 für
alle i. Jetzt erklären wir φ̄(p) als den Punkt φ̄(p) = ⟨φ00(p), . . . , φn0(p)⟩. Nach
Konstruktion ist klar, daß diese Abbildung φ̄ : X → Pnk ein Morphismus ist.

Übungen

Übung 8.6.14. Man zeige, daß für jede glatte eindimensionale irreduzible Varietät
X über k, in der Notation von eben also jedes ObjektX ∈ E , und jede körperend-
liche Körpererweiterung K/k vom Transzendenzgrad Eins, in der Notation von
eben also jedes Objekt K ∈ T , das Bilden der rationalen Funktionen im Verein
mit unserer kanonischen Bijektion K ∼→M(B(K)) eine Bijektion

Varnk(X,B(K))
∼→ Kringk(K,M(X))

zwischen nichtkonstanten Morphismen und Morphismen von Körpererweiterun-
gen induziert. In kategorientheoretischer Sprache ist der FunktorM : E → T opp

also „linksadjungiert“ zu unserem Funktor B : T opp → E .

Übung 8.6.15. Man zeige, daß für jede glatte eindimensionale irreduzible sepa-
rierte VarietätX über k die natürliche Abbildung aus 8.6.5 eine offene Einbettung
canX : X ↪→ B(M(X)) von Varietäten ist. Man nennt B(M(X)) die Komplet-
tierung oder Vervollständigung von X . Jede glatte eindimensionale irreduzible
separierte Varietät X über k entsteht also aus ihrer Vervollständigung durch das
Weglassen von endlich vielen Punkten.
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9 Invariantentheorie*

9.1 Affinität von Varietäten und Morphismen
Proposition 9.1.1 (Affinitätskriterium). Eine Prävarietät X ist eine affine Va-
rietät genau dann, wenn es Elemente f1, . . . , fr ∈ O(X) gibt, die als Ideal ganz
O(X) erzeugen und so, daß Ui := {x ∈ X | fi(x) ̸= 0} jeweils eine affine
Varietät ist.

Beweis. Sei k = k̄ unser algebraisch abgeschlossener Grundkörper. Ich behaupte
zunächst, daß O(X) ringendlich ist über k. Seien dazu gij Erzeuger des k-Krings
O(Ui). Für hinreichend großes n lassen sich alle fn

i gij nach 6.4.28 durch Null
regulär auf X fortsetzen und ich will genauer zeigen, daß diese Fortsetzungen zu-
sammen mit den fi ganzO(X) als k-Kring erzeugen. Nun kann für jede Funktion
h ∈ O(X) ihre Einschränkung auf Ui als Polynom in den gij dargestellt werden.
Für hinreichend großes m ≥ 0 kann damit auch fm

i h als Funktion auf ganz X
dargestellt werden als Polynom in fi mitsamt den durch Null fortgesetzten fn

i gij.
Da die fm

i für beliebiges m ≥ 0 als Ideal ganz O(X) erzeugen, folgt die Be-
hauptung. Jetzt betrachten wir den Morphismus X → MaxO(X) nach 6.3.18,
der jedem Punkt sein Verschwindungsideal zuordnet. Für alle f ∈ O(X) ist dann
Xf := {f ̸= 0} das Urbild der offenen Teilmenge Max(O(X)f ). Ist speziell Xf

affin, so zeigt unser IsomorphismusO(X)f
∼→ O(Xf ) aus 6.4.28, daß unser Mor-

phismus X → MaxO(X) einen Isomorphismus Xf
∼→ (MaxO(X))f induziert.

Gibt es also f1, . . . , fr derart, daß die Ui = {fi ̸= 0} affin sind undX überdecken,
so folgt, daß unsere Abbildung bereits selbst ein IsomorphismusX ∼→ MaxO(X)
sein muß.

Definition 9.1.2. Ein Morphismus von Prävarietäten heißt affin, wenn das Urbild
jeder affinen offenen Teilmenge wieder affin ist.

9.1.3. Unsere Erkenntnis 6.4.7 besagt, in dieser Terminologie ausgedrückt, daß
jeder Morphismus von einer affinen Varietät in eine Varietät affin ist. Die Sepa-
riertheitsbedingung an letztere Varietät ist hier wesentlich: Betrachten wir für die
„nichtseparierte Ebene mit verdoppeltem Ursprung“ X die beiden offenen Ein-
bettungen k2 ↪→ X , deren Bilder sie überdecken, so ist das Urbild unter der einen
vom Bild der anderen nicht affin.

Übungen

Übung 9.1.4. Sei φ : X → Y ein Morphismus von Prävarietäten. Man zeige: Ist
Y affin und gibt es eine Überdeckung von Y durch offene affine Teilmengen Vi
mit affinen Urbildern φ−1(Vi), so ist auch X affin. Hinweis: 9.1.1.
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Übung 9.1.5. Sei φ : X → Y ein Morphismus von Prävarietäten. Besitzt Y
eine Überdeckung durch offene affine Untervarietäten mit affinen Urbildern, so
ist φ ein affiner Morphismus. Hinweis: In 9.1.4 haben Sie das für Y affin bereits
gezeigt. Für den allgemeinen Fall nehme man 6.4.29 zu Hilfe.

Übung 9.1.6. Jede abgeschlossene Einbettung von Prävarietäten ist affin. Hinweis:
9.1.5.

Übung 9.1.7. Ist φ : X → Y ein affiner Morphismus von Prävarietäten und Z ⊂∧
Y eine abgeschlossene Teilmenge, so ist für die jeweils induzierten Strukturen
auch φ : φ−1(Z)→ Z ein affiner Morphismus.

Ergänzende Übung 9.1.8. Ich wüßte gerne, ob gegeben affine algebraische Grup-
pen G ⊃ H ⊃ K der offensichtliche Morphismus G/K → G/H affin ist, wenn
H/K affin ist.

Übung 9.1.9. Ein Morphismus φ : X → Y von Prävarietäten heißt endlich oder
bei uns auch modulendlich, wenn er affin ist und wenn für alle affinen V ⊂◦ Y der
RingO(φ−1(V )) modulendlich ist überO(V ). Man zeige, daß das bereits für alle
affinen V ⊂◦ Y folgt, wenn wir es nur für die Teilmengen einer Überdeckung von
Y durch offene affine Teilmengen fordern. Hinweis: 9.1.5. Man zeige, daß jeder
endliche Morphismus eigentlich ist. Hinweis: Geometrie ganzer Kringerweiterun-
gen 5.2.10.

9.2 Quotienten nach endlichen Gruppen
9.2.1. Einen Morphismus von k-Prävarietäten nennen wir offenfinal, wenn er als
Morphismus von k-geringten Räumen offen und final ist. Besonders oft werden
wir es mit Morphismen von Prävarietäten zu tun haben, die produktfest offen-
final sind, also produktfest offen und produktfest final. Hier fordern wir nur die
Stabilität dieser Eigenschaften mit Produkten in der Kategorie der Prävarietäten.

9.2.2. Es reicht zu prüfen, daß unsere Eigenschaft unter dem Produkt mit der
Identität auf jeder affinen Varietät Z stabil ist: In der Tat sind die Eigenschaften
„offen“ und „final“ nach 6.2.29 beide lokal in der Basis.

Beispiele 9.2.3. Die Projektion eines Produkts von Prävarietäten auf einen der
Faktoren ist produktfest offenfinal, wenn der andere Faktor nicht leer ist, ver-
gleiche 6.4.31. Insbesondere ist der konstante Morphismus von einer beliebigen
nichtleeren Prävarietät auf einen Punkt stets produktfest offenfinal.

Definition 9.2.4. Gegeben W%X ein k-geringter Raum mit der Operation einer
Gruppe verstehen wir den Bahnenraum X/W stets mit seiner finalen Struktur
eines k-geringten Raums bezüglich der kanonischen Abbildung X → X/W .
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Satz 9.2.5 (Quotienten affiner Varietäten nach endlichen Gruppen). Operiert
eine endliche Gruppe W auf einer affinen Varietät X , so ist der Bahnenraum
X/W auch eine affine Varietät und der Quotientenmorphismus ist produktfest of-
fenfinal und endlich.

Beweis. Wir wissen bereits aus 5.6.4, daß der Bahnenraum X/W mit den re-
gulären Funktionen O(X/W ) := {f : X/W → k | f ◦ can ∈ O(X)} zu
einer naiven affinen Varietät wird. Es bleibt zu zeigen, daß die Abbildung zwi-
schen den zugehörigen Varietäten final, ja sogar produktfest offenfinal ist. Nach
unseren Erkenntnissen 5.2.10 über die Geometrie ganzer Kringerweiterungen ist
π : X → Max(O(X)W ) abgeschlossen und man folgert leicht, daß X/W →
Max(O(X)W ) sogar ein Homöomorphismus sein muß. Sicher induziert dieser
Homöomorphismus auch einen Isomorphismus zwischen den jeweiligen Ringen
von globalen regulären Funktionen. Um den Satz zu zeigen, müssen wir aber noch
nachweisen, daß die finale Struktur auf X/W mit der Struktur aus der Definition
von Max(O(X)W ) übereinstimmt. Nun, es reicht für jede offene Teilmenge U ⊂◦
Max(O(X)W ) zu zeigen, daß gilt O(U) = {f : U → k | f ◦ π ∈ O(π−1(U))}.
Wir setzen A := O(X) und dürfen wir uns sicher auf offene Teilmengen der Ge-
stalt U = {h ̸= 0} beschränken mit h ∈ AW . Unsere Behauptung verwandelt sich
so in die Behauptung, daß die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

(AW )h
∼→ (Ah)

W

ist. Wir müssen in Worten also zeigen, daß die Invarianten im lokalisierten Ring
mit der Lokalisierung des Invariantenrings übereinstimmen. Das war aber gerade
Übung 4.3.47. Die Eigenschaft produktfest offenfinal folgt dann leicht aus dem in
[LA2] 8.1.42 erwähnten kanonischen Isomorphismus B ⊗k (A

W )
∼→ (B ⊗k A)

W

angewandt auf B = O(Z) für eine weitere affine Varietät Z und A = O(X).

Korollar 9.2.6 (Quotienten nach endlichen Gruppen). Operiert eine endliche
Gruppe W auf einer Prävarietät X und besitzt X eine Überdeckung durch unter
W stabile offene affine Untervarietäten, so ist der Bahnenraum X/W auch eine
Prävarietät und die Quotientenabbildung ist endlich und produktfest offenfinal.
Ist hier X sogar eine Varietät, so auch X/W .

9.2.7 (Quotienten nach endlichen Gruppen im quasiprojektiven Fall). Für je-
de quasiprojektive Varietät X mit einer Operation einer endlichen Gruppe W ist
unsere Bedingung aus 9.2.6 erfüllt undX/W ist wieder eine separierte Varietät. In
der Tat gibt es für jede endliche Teilmenge eines Pn mit n ≥ 1 nach [AL] 6.3.10.1
eine Hyperebene, die unsere endliche Teilmenge nicht trifft. Wenden wir das auf
eine Bahn an, so können wir uns in den Fall einer quasiaffinen Varietät retten.
Nach 3.1.7 gibt es weiter für jede endliche Teilmenge einer quasiaffinen Varietät
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eine offene affine Teilmenge, die sie umfaßt. Insbesondere gilt das für jede Bahn.
Nach 6.4.7 ist dann auch der Schnitt dieser offenen affinen Teilmengen affin und
das Korollar 9.2.6 darf angewendet werden.

Beweis. Das einzige Problem ist der Beweis der letzten Aussage. Man kann sie
aus 6.4.43 folgern. Will man den Begriff der Eigentlichkeit vermeiden, kann man
bemerken, daß die Verknüpfung

X ×X → X/W ×X → X/W ×X/W

auch selbst produktfest offenfinal und insbesondere offen ist. Da nun das Urbild
der Diagonale unter dieser Verknüpfung offensichtlich abgeschlossen ist, muß
auch die Diagonale in X/W ×X/W selbst abgeschlossen sein.

Proposition 9.2.8 (Erkennen von Quotientenmorphismen). Gegeben seien ein
endlicher Morphismus φ : X → Y von irreduziblen k-Prävarietäten und eine
Operation einer endlichen Guppe W auf X derart, daß die Fasern gerade die
Bahnen von W sind. Ist dann Y normal undM(X)/M(Y ) eine Galoiserweite-
rung und die offensichtliche Abildung eine Surjektion vonW auf ihre Galoisgrup-
pe, so induziert φ einen Isomorphismus X/W ∼→ Y von k-geringten Räumen.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir Y = MaxA affin an-
nehmen. Ist ganz allgemein A ein normaler kommutativer Integritätsbereich und
L/Quot(A) eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Γ und B der ganze Ab-
schluß B ⊂ L von A in L, so gilt offensichtlich A = BΓ, denn BΓ besteht aus
über A ganzen Elementen von Quot(A) und umfaßt A. In unserem Fall ist O(X)
modulendlich über A, also O(X) ⊂ B und a forteriori O(X)W = O(Y ).

Beispiel 9.2.9. Auf der Neil’schen Parabel X mit

O(X) = k ⊕ kT 2 ⊕ kT 3 ⊕ . . . ⊂ k[T ]

erhalten wir eine Operation der zweielementigen Gruppe W durch die Vorschrift
T 7→ −T . Der InvariantenringO(X)W = k[T 2] ist derselbe wie bei der Operation
auf der Gerade durch die Vorschrift T 7→ −T . In der Situation unserer Proposition
9.2.8 kann es also durchaus passieren, daß O(X) nicht der ganze Abschluß von
O(Y ) inM(X) ist. Ist aber zusätzlich auch X normal, so kann das offensichtlich
nicht passieren.

Proposition 9.2.10 (Differentialkriterium für Quotientenmorphismen). Seiφ :
X → Y ein Morphismus von affinen Varietäten und sei eine freie Operation ei-
ner endlichen Guppe W auf X gegeben derart, daß die Fasern von φ gerade die
Bahnen von W sind. Ist zusätzlich Y normal und gibt es eine offene dichte Teil-
menge U ⊂◦ X mit dxφ : TxX

∼→ Tφ(x)Y für alle x ∈ U , so induziert φ einen
Isomorphismus

X/W
∼→ Y
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Beweis. Als normale Varietät ist Y die disjunkte Vereinigung seiner irreduziblen
Komponenten und wir dürfen Y irreduzibel annehmen. Jede irreduzible Kom-
ponente Z von X wird nach dem differentiellen Dominanzkriterium mit einem
dominanten Morphismus nach Y abgebildet und hat nach 5.3.15 dieselbe Dimen-
sion wie Y . Es gibt also Punkte y ∈ Y derart, daß kein Punkt der Faser φ−1(y)
in mehr als einer irreduziblen Komponente von X liegt. Insbesondere operiert W
transitiv auf der Menge der irreduziblen Komponenten von X . Nun können wir X
durch die disjunkte Vereinigung X̃ der irreduziblen Komponenten von X erset-
zen und wenn wir O(Y )

∼→ O(X̃)W zeigen, folgt a forteriori O(Y )
∼→ O(X)W .

Dann können wir aber auch (X̃,W ) ersetzen durch (Z,WZ) für eine irreduzible
Komponente Z von X und ihren Stabilisator. Ohne Beschränkung der Allgemein-
heit ist also bereits X selbst irreduzibel und die Operation von W treu. Dann ist
M(X)/M(Y ) separabel nach unserem Kriterium [AAG] 3.5.13 der generischen
Bijektivität des Differentials. Dann muß nach [AAG] 6.10.2 diese Körpererweite-
rung den Grad |W | haben und die offensichtliche Einbettung muß einen Isomor-
phismus W ∼→ Gal(M(X)/M(Y )) liefern, so daß unsere Körpererweiterung
sogar Galois ist. Damit ist aber X/W → Y birational und bijektiv und folg-
lich aufgrund der Normalität von Y ein Isomorphismus nach Zariski’s Hauptsatz
[AAG] 2.4.17.

9.2.11 (Konstruktion von Quotientenmorphismen). Gegeben seien eine nor-
male irreduzible affine Varietät Y und eine endliche Galoiserweiterung L/M(Y )
mit Galoisgruppe W . Betrachten wir dann in L den ganzen Abschluß B ⊂ L von
O(Y ), so ist B nach 8.3.10 modulendlich über O(Y ) und ein affiner k-Kring und
die Einbettung O(Y ) ↪→ B induziert einen Isomorphismus O(Y )

∼→ BW und für
X := MaxB einen Isomorphismus von k-geringten Räumen X/W ∼→ Y .

Übungen

Übung 9.2.12. Ist φ : X → Y ein Morphismus von Prävarietäten und ist V eine
offene Überdeckung von Y derart, daß die induzierten Morphismen φ−1(V ) →
V für alle V ∈ V produktfest offenfinal sind, so ist auch φ selbst produktfest
offenfinal. Insbesondere ist für jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum V die
Projektion V \0 ↠ PV produktfest offenfinal, da sie ja lokal in der Basis der
Projektion eines Produkts mit k× auf einen der Faktoren entspricht. Allgemeiner
ist für X ⊂∧ Pnk die Projektion C(X)\0→ X produktfest offenfinal.

Übung 9.2.13 (Zariskitopologie des Produkts affiner Varietäten mit Pnk). Ge-
geben eine affine Varietät X betrachten wir X × Pnk. Gegeben ein homogenes
Ideal I ⊂ O(X)[T0, . . . , Tn] ist seine Nullstellenmenge Z(I) ⊂∧ X × kn+1 stabil
unter der Operation von k× nach 6.8.7. Ihr Schnitt mit X × (kn+1\0) ist damit
nach 9.2.12 das Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge von X × Pnk, die wir
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Z∗(I) oder ausführlicher Z∗
X(I) notieren. Man zeige, daß alle abgeschlossenen

Teilmengen Y ⊂∧ X × Pnk die Gestalt Y = Z∗
X(I) haben für ein homogenes

Ideal I . Man zeige weiter, daß Z∗
X(I) = ∅ genau dann gilt, wenn für hinreichend

großes r das homogene Ideal I alle T r
ν enthält.

Übung 9.2.14. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Körper k = k̄ und ein
endlichdimensionaler k-Vektorraum V ist die durch die Wirkung induzierte Ab-
bildung GL(V )× PV → PV ein Morphismus von Varietäten. Hinweis: 9.2.12.

Übung 9.2.15. Der Morphismus der leeren Varietät zu einer beliebigen endlichen
Varietät ist offenfinal, aber nicht produktfest offenfinal. Jeder produktfest offenfi-
nale Morphismus ist surjektiv.

9.3 Allgemeines zu Bahnenräumen
Definition 9.3.1. Gegeben G%X ein topologischer Raum mit der Operation einer
Gruppe bezeichnen wir

X/G

mit seiner Finaltopologie als den Bahnenraum und nennen eine stetige Abbil-
dung X → Y einen Bahnenmorphismus, wenn Y isomorph ist zu X/G als
topologischer Raum unter X . Ist X ein k-geringter Raum, so denken wir uns den
Bahnenraum, wenn nichts anderes gesagt ist, stets mit seiner finalen Struktur eines
k-geringten Raums bezüglich X ↠ X/G versehen und nennen einen Morphis-
mus X → Y in einen weiteren k-geringten Raum einen Bahnenmorphismus
X → Y , wenn Y als k-geringter Raum unter X isomorph ist zu X/G.

9.3.2. Ist im Fall der Operation G%X einer Gruppe auf einer Prävarietät der Bah-
nenraum X/G wieder eine Prävarietät, so nennen wir den Bahnenraum auch die
Bahnenprävarietät und, wenn sie zusätzlich separiert ist, die Bahnenvarietät.
9.3.3 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur ist es üblich, unsere Bah-
nenvarietät als „geometrischen Quotienten“ zu bezeichnen.

Beispiel 9.3.4. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Betrachten
wir k2\0 mit der durch t(x, y) = (tx, t−1y) gegebenen Operation von k×, so
erhalten wir als Bahnenraum die „Gerade mit verdoppeltem Ursprung“, eine nicht
separierte Prävarietät.

Beispiel 9.3.5. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Betrachten wir
kn+1\0 mit der durch Multiplikation gegebenen Operation von k×, so erhalten wir
den projektiven Raum Pnk als Bahnenvarietät.

Beispiel 9.3.6 (Lokalität von Bahnenmorphismen). Sei G%X ein k-geringter
Raum mit einer Operation einer Gruppe. Gegeben ein Bahnenmorphismus π :
X → Y ist offensichtlich für jede offene Teilmenge V ⊂◦ Y auch π : π−1(V ) →
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V ein Bahnenmorphismus. Ist umgekehrt π : X → Y ein Morphismus in einen
weiteren k-geringten Raum und ist V eine offene Überdeckung von Y derart, daß
π : π−1(V ) → V ein Bahnenmorphismus ist für alle V ∈ V , so ist auch π selber
bereits ein Bahnenmorphismus.
Beispiele 9.3.7. Daß der Bahnenraum eine Varietät ist, ist unter anderem bekannt
in den folgenden Fällen:

1. Im Fall der Operation einer endlichen Gruppe G auf einer durch G-stabile
offene affine Teilmengen überdeckten Varietät 9.2.6;

2. Im Fall einer fixpunktfreien algebraischen k×-Operation auf einer affinen
Varietät 9.4.2;

3. Im Fall der k×-Operation auf dem Komplement der k×-Fixpunktmenge in
einer affinen Varietät mit einer kontrahierenden algebraischen k×-Operation
9.5.3;

4. Im Fall einer affinen algebraischen Gruppe und der Operation durch Rechts-
translation oder Linkstranslation einer abgeschlossenen Untergruppe [AAG]
3.6.2;

5. Im Rahmen der sogenannten „geometrischen Invariantentheorie“ konstru-
iert man weitere Beispiele im Fall der Operation einer „linear reduktiven
affinen algebraischen Gruppe“. Genauer zeigt man für die auf die offene
Teilmenge der „stabilen Punkte“ restringierte Operation auf einer Varietät,
daß der Bahnenraum eine Varietät ist, vergleiche 9.6.27 und 9.7.3;

6. In 9.6.30 zeigen wir, daß der Bahnenraum der offenen Menge Mat(n; k)reg

der Matrizen mit einem Zentralisator kleinstmöglicher Dimension unter der
Operation durch Konjugation von GL(n; k) eine Varietät ist.

9.3.8. In vielen dieser Fälle wissen wir sogar zusätzlich, daß für jede Prävarietät
Y auch der Morphismus Y × X ↠ Y × X/G ein Bahnenmorphismus ist. Ist
diese zusätzliche Eigenschaft erfüllt, so rede ich von einem produktfesten Bah-
nenmorphismus.
Ergänzung 9.3.9. Gegeben ein affiner G-äquivarianter Morphismus X → Y von
Varietäten derart, daß beide Bahnenräume Varietäten sind, wüßte ich gerne, ob
auch (X/G)→ (Y/G) ein affiner Morphismus sein muß.

9.4 Quotienten nach fixpunktfreien k×-Operationen
Definition 9.4.1. Eine Operation der multiplikativen Gruppe k× auf einer k-Prä-
varietät X heißt algebraisch, wenn die zugehörige Abbildung k× ×X → X ein
Morphismus ist.
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Proposition 9.4.2 (Quotienten nach fixpunktfreien k×-Operationen). Gege-
ben eine affine k-Varietät X mit einer fixpunktfreien algebraischen Operation der
multiplikativen Gruppe k× gilt:

1. Der Bahnenraum X/k× mit seiner finalen Struktur ist eine affine k-Varietät
und der Bahnenmorphismus X ↠ X/k× ist produktfest offenfinal;

2. Ist Y ⊂∧ X eine abgeschlossene k×-stabile Teilmenge, so ist Y/k× ↪→
X/k× eine abgeschlossene Einbettung.

Vorschau 9.4.3. Diese Proposition wird sich als ein Spezialfall von 9.6.27 erwei-
sen, kann jedoch mit sehr viel weniger Vorkenntnissen bewiesen werden und er-
laubt bereits die Konstruktion vieler wichtiger Verallgemeinerungen der projekti-
ven Räume im folgenden Abschnitt.

9.4.4. Wenn wir diese Proposition einmal hinnehmen, so folgt sofort, daß der
Rückzug vermittels der Projektion die regulären Funktionen auf der Bahnenvarie-
tät mit den k×-invarianten Funktionen auf X identifizieren muß, in Formeln

O(X/k×) ∼→ O(X)k
×

Insbesondere sollte also auch O(X)k
× ringendlich sein über k. Wir zeigen diese

Aussage sogar in noch größerer Allgemeinheit, bevor wir dann im Anschluß an
9.4.9 den eigentlichen Beweis der Proposition führen. Wir beginnen mit einigen
Umformulierungen.

Proposition 9.4.5 (Graduierungen und k×-Operationen). Wir erhalten für jede
affine k-Varietät X eine eineindeutige Entsprechung

{algebraische k×-Operationen auf X} ∼→ {Z-Graduierungen auf O(X)}

dadurch, daß wir der RingalgebraO(X) die GraduierungO(X) =
⊕

i∈ZO(X)i

durch die simultanen Eigenräume der k×-Operation geben, in Formeln durch die
Teilräume O(X)i := {f ∈ O(X) | f(µx) = µif(x) ∀x ∈ X,µ ∈ k×}.

Ergänzung 9.4.6. Sie mögen zur Übung zeigen, daß man genauso eine eineindeu-
tige Entsprechung zwischen algebraischen Operationen des multiplikativen Mo-
noids k auf X und N-Graduierungen auf O(X) erhält.

Beweis. Gegeben eine affine k-Varietät X und ein Morphismus k× × X → X ,
(λ, x) 7→ λx liefert das Zurückholen globaler regulärer Funktionen zusammen
mit 3.1.4 einen Homomorphismus

O(X)→ O(k× ×X)
∼→ O(k×)⊗O(X)

∼→ k[T, T−1]⊗O(X)
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Haben wir f 7→
∑
T i⊗ fi, so gilt per definitionem f(λx) =

∑
λifi(x). Ist unser

Morphismus eine Gruppenwirkung, so zeigt die von der Mitte aus zu entwickelnde
Gleichungskette∑

λiµifi(x) = f((λµ)x) = f(λ(µx)) =
∑

λifi(µx)

uns, daß bei festem x und µ das Laurentpolynom
∑

(µifi(x) − fi(µx))T
i un-

endlich viele Nullstellen hat und folglich alle seine Koeffizienten verschwinden
müssen. Mithin gilt fi(µx) = µifi(x) für alle µ und x alias fi ∈ O(X)i. Nach
Konstruktion gilt andererseits f =

∑
fi und wir sehen, daß unsere O(X)i ganz

O(X) als Vektorraum erzeugen. Das Argument, daß die Summe derO(X)i direkt
ist, kann dem Leser zur Übung überlassen bleiben. Das Argument, daß wir so die
behauptete Bijektion erhalten, desgleichen.

Lemma 9.4.7. Ist R ein noetherscher Z-graduierter Kring, so ist auch seine ho-
mogene Komponente R0 vom Grad Null noethersch.

Beweis. Für jedes Ideal I ⊂ R0 gilt I = ⟨RI⟩ ∩R0.

Lemma 9.4.8. Sei S =
⊕

i≥0 S
i ein nichtnegativ graduierter Kring. Ist unser

Kring S noethersch, so ist er ringendlich über S0.

Beweis. Sind xν homogene Erzeuger des Ideals S>0 ⊂ S, so zeigt eine Induktion
über den Grad schnell, daß die xν auch S als S0-Kring erzeugen.

Lemma 9.4.9. Sei K ein Körper. Ist A =
⊕

i∈ZA
i ein Z-graduierter ringendli-

cher K-Kring, so ist auch A0 ringendlich über K.

Beweis. Wir wählen homogene Erzeuger x1, . . . xn des K-Krings A und reali-
sieren A als Quotienten des Polynomrings S := K[X1, . . . , Xn]. Versehen wir
diesen Ring mit der (Z × Z)-Graduierung, in der die Erzeuger Xν den Bigrad
(grad(xν), 1) haben, so ist der homogene Teil vom Grad Null in Bezug auf die
erste Graduierung S(0,∗) alias der ({0} × Z)-Anteil unseres bigraduierten Rings
noethersch nach 9.4.7. Damit ist er auch ringendlich über K nach 9.4.8. Nun in-
duziert jedoch unsere Surjektion S ↠ A eine Surjektion S(0,∗) ↠ A0. So folgt,
daß auch A0 ringendlich ist über K.

Beweis von Proposition 9.4.2. Um nun Proposition 9.4.2 über die Bahnenräume
für fixpunktfreie k×-Operationen zu zeigen, versehen wir O(X) mit seiner durch
die k×-Operation induzierten Graduierung und wissen aus 9.4.9, daß O(X)0 rin-
gendlich ist über k. Damit müssen wir im wesentlichen nur noch nachweisen,
daß der von der Einbettung O(X)0 ↪→ O(X) induzierte Morphismus π : X →
MaxO(X)0 genau die k×-Bahnen von X als Fasern hat und offen und final ist.
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Für den Nachweis, daß π sogar produktfest offenfinal ist, dürfen wir dann Z affin
annehmen und brauchen nur unsere Erkenntnisse fürO(Z)⊗O(X) anzuwenden.
Jedes Ideal in O(X)0 entsteht nun offensichtlich durch Herunterschneiden mit
dem von ihm erzeugten Ideal vonO(X). Damit entsteht auch jedes maximale Ide-
al von O(X)0 durch Herunterschneiden aus einem maximalen Ideal von O(X),
als da heißt, π ist surjektiv. Offensichtlich ist π auch konstant auf k×-Bahnen.
Für eine k×-stabile abgeschlossene Teilmenge Y ⊂∧ X ist weiter ihr Verschwin-
dungideal I(Y ) ⊂ O(X) ein homogenes Radikalideal, das O(X)0 notwendig
in einem Radikalideal I(Y )0 schneidet. Jedes Ideal in O(X)0 entsteht nun aber
wie gesagt durch Herunterschneiden mit einem Ideal vonO(X), und insbesonde-
re entsteht auch jedes maximale Ideal über I(Y )0 durch Herunterschneiden aus
einem maximalen Ideal über I(Y ), als da heißt, die simultane Nullstellenmenge
von I(Y )0 ist genau π(Y ). Das zeigt, daß π(Y ) abgeschlossen ist. Eine Teilmen-
ge von MaxO(X)0 ist mithin genau dann abgeschlossen, wenn ihr Urbild unter
π abgeschlossen ist. Folglich trägt MaxO(X)0 die Quotiententopologie, und π
ist offen als Projektion auf einen Bahnenraum unter einer Gruppenwirkung. Nun
beachten wir, daß nach 5.3.12 alle k×-Bahnen eine offene Teilmenge ihres Ab-
schlusses umfassen, und da diese Abschlüsse höchstens eindimensional sind und
unsere Operation nach Annahme fixpunktfrei ist, müssen alle Bahnen abgeschlos-
sen sein. Gegeben verschiedene Bahnen Y ̸= Z gilt also I(Y ) + I(Z) = O(X)
und damit I(Y )0 + I(Z)0 = O(X)0 und folglich π(Y ) ̸= π(Z). Die Fasern
von π sind also genau die k×-Bahnen. Es bleibt nur zu zeigen, daß Funktionen
auf offenen Teilmengen von MaxO(X)0 regulär sind genau dann, wenn sie unter
Zurückholen aufX regulär werden. Für globale Funktionen ist das klar. Für Funk-
tionen auf affinen offenen Mengen folgt es aus (s−1O(X))0 = s−1(O(X)0) für
alle s ∈ O(X)0, und damit ist klar, daß unser Morphismus final ist. Schließlich
liefert unser Argument von oben für eine k×-stabile abgeschlossene Teilmenge
Y ⊂∧ X die Exaktheit der oberen Zeile im Diagramm mit exakten Zeilen

I(Y )0 ↪→ O(X)0 ↠ O(π(Y ))
↓ ↓ ↓
I(Y ) ↪→ O(X) ↠ O(Y )

In diesem Diagramm meinen sind alle Vertikalen schlicht die Einbettungen der
homogenen Komponenten vom Grad Null und das zeigt den behaupteten Isomor-
phismus Y/k× ∼→ π(Y ).

Übungen

Übung 9.4.10. Sei S =
⊕

i≥0 S
i ein nichtnegativ graduierter Kring. Ist S noe-

thersch, so ist für jedes d > 0 auch der Teilring
⊕

i≥0 S
di ringendlich über S0.

Hinweis: 9.4.8.
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9.5 Varietäten zu graduierten Kringalgebren
9.5.1. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Eine algebraische Ope-
ration k× × X → X von k× auf einer k-Varietät X heißt kontrahierend, wenn
sie sich fortsetzen läßt zu einem Morphismus k × X → X . Das Bild 0X von
{0} ×X ist unter diesen Annahmen die Fixpunktmenge unserer Operation, denn
die Regel (λµ)x = λ(µx) für eine Operation muß aus Stetigkeitsgründen dann
auch für beliebige λ, µ ∈ k gelten. Insbesondere folgt 0X ⊂∧ X . Hierfür ist die
Separiertheit von X wesentlich.

9.5.2 (Diskussion der Terminologie). Unsere kontrahierenden Operationen kon-
trahieren im allgemeinen nur auf eine Untervarietät und nicht notwendig auf einen
Punkt. Im Fall einer Kontraktion auf einen Punkt sagen wir das explizit dazu.

Satz 9.5.3 (Varietäten zu nichtnegativ graduierten Kringalgebren). SeiX eine
affine k-Varietät mit einer kontrahierenden algebraischen Operation von k× und
sei X◦ ⊂◦ X das Komplement der Fixpunktmenge. So gilt:

1. Mit seiner finalen Struktur ist X◦/k× eine k-Varietät;

2. Die Projektion X◦ ↠ X◦/k× ist produktfest offenfinal;

3. Ist Y ↪→ X die Einbettung einer k×-stabilen abgeschlossenen Teilmenge, so
ist auch der induzierte Morphismus Y ◦/k× ↪→ X◦/k× eine abgeschlossene
Einbettung;

4. Der von der Multiplikation mit Null induzierte Morphismus X◦/k× → 0X
ist eigentlich.

9.5.4. Der Beweis wird mit 9.1.5 auch zeigen, daß die Projektion auf den Bah-
nenraum ein affiner Morphismus ist. Umgekehrt ist auch das Bild jeder offenen
affinen k×-stabilen Teilmenge von X◦ nach 9.4.2 wieder affin.

Ergänzung 9.5.5. Gegeben ein nichtnegativ Z-graduierter affiner k-Kring A über
einem algebraisch abgeschlossenen Körper k = k̄ verwenden wir die Abkürzung

MProj(A) := (MaxA)◦/k×

für die durch die Konstruktion in 9.5.3 gegebene k-Varietät.

Vorschau 9.5.6. Die Varietät der k-wertigen Punkte des Schemas Proj(A) von
Grothendieck ist im Fall A = O(X) genau unsere Quotientenvarietät. Der letzte
Teil unseres Satzes besagt, daß X◦/k× im Fall eines einzigen Fixpunkts voll-
ständig ist. Man kann mit etwas mehr Aufwand zeigen, daß X◦/k× im Fall eines
einzigen Fixpunkts sogar eine projektive Varietät ist.
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Beispiel 9.5.7. Betrachten wir auf der Varietät X = k2 die nichtkontrahierende
k×-Operation durch λ(x, y) = (λx, λ−1y), so ist der Bahnenraum vonX◦ = k2\0
mit seiner finalen Struktur als k-geringter Raum unsere nichtseparierte Prävarietät
„Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt“ aus 6.4.5.

Beweis. Sei A = O(X) mit der nach 9.4.5 durch die k×-Operation gegebenen Z-
Graduierung versehen. Offensichtlich ist die Operation kontrahierend genau dann,
wenn gilt Ai = 0 für i < 0, und wir haben dann I(0X) = A>0. Für jedes
homogene f ∈ A ist nun Xf = X\Z(f) eine k×-stabile affine offene Teilmenge
mit A[f−1] als Ring von regulären Funktionen, und für f homogen von positivem
Grad gilt Xf ⊂ X◦. Nach 9.4.2 ist für f homogen von positivem Grad die durch
das Herunterschneiden induzierte Abbildung

Max(A[f−1])→ Max(A[f−1]0)

produktfest offenfinal mit den k×-Bahnen als Fasern. Die besagten offenen Teil-
mengenXf überdecken aberX◦. Das zeigt, daßX◦/k× mit seiner finalen Struktur
eine Varietät ist und daß die Projektion produktfest offenfinal ist. Ebenso folgt aus
9.4.2 die Behauptung 3 über abgeschlossene Einbettungen. Wir müssen nur noch
zeigen, daß unser Bahnenraum separiert ist. Wir finden eine homogene Surjektion
A0[Z1, . . . , Zn] ↠ A von einem Polynomring nach A mit den Zν homogen von
Graden d(ν) und dürfen nach Teil 3 hinfort annehmen, daß A bereits selbst dieser
Polynomring ist. Nun betrachten wir die ganze Ringerweiterung

A0[Z1, . . . , Zn] ⊂ A0[T0, . . . , Tn]

mit den Zν homogen von Graden d(ν) und den Tν homogen vom Grad Eins und
der rechten Abbildung gegeben durch Zν 7→ T

d(ν)
ν . Die zugehörige Abbildung

auf den Maximalspektra Y → X ist abgeschlossen und surjektiv mit endlichen
Fasern und k×-äquivariant. Genauer sind die Fasern die Bahnen der Operation
einer endlichen Gruppe W von Einheitswurzeln auf Y , die mit der Operation von
k× kommutiert. Unsere Abbildung induziert abgeschlossene Abbildung Y ×Y →
X × X , und das Urbild von X◦ × X◦ ist offensichtlich Y ◦ × Y ◦. Nun sind im
Diagramm

Y ◦ × Y ◦ → Y ◦/k× × Y ◦/k×

↓ ↓
X◦ ×X◦ → X◦/k× ×X◦/k×

die Vertikalen surjektiv und die Horizontalen produktfest offenfinal und insbeson-
dere offen. Es reicht also zu zeigen, daß das Urbild der Diagonale unter der unte-
ren Horizontale abgeschlossen ist. Da wir schon wissen, daß Y ◦/k× ∼= 0X ×Pnk
separiert ist, ist das Urbild der Diagonale unter der oberen Horizontale schon mal
abgeschlossen. Dasselbe gilt für seine Vereinigung mit allen seinen Bildern unter
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der W -Operation auf dem ersten Faktor. Dann aber ist das Bild dieser Vereini-
gung unter der linken Vertikale abgeschlossen, und das ist genau das Urbild der
Diagonale unter der unteren Horizontale. Die letzte Aussage folgt aus ihrer eige-
nen Allgemeinheit, sobald wir zeigen, daß der Morphismus π : X◦/k× → 0X
abgeschlossen ist. Um das zu zeigen, bemerken wir zunächst, daß sein Bild ge-
nau aus allen Punkten von 0X besteht, über denen der durch Multiplikation mit
0 gegebene Morphismus X → 0X eine Faser der Dimension mindestens Eins
hat. Nach der Halbstetigkeit der Faserdimension 5.15.7 bilden alle Punkte von X ,
die zu einer Faser von (0·) : X → X einer Dimension ≥ 1 gehören, eine ab-
geschlossene Teilmenge von X . Der Schnitt dieser Teilmenge mit 0X ist genau
das Bild von π : X◦/k× → 0X , mithin ist dieses Bild schon mal abgeschlos-
sen. Gegeben A ⊂∧ X◦/k× eine abgeschlossene Teilmenge ist sicher ihr Urbild
eine abgeschlossene k×-stabile Teilmenge B ⊂∧ X◦. Folglich ist B ⊔ 0X ⊂∧ X
eine abgeschlossene k-stabile Teilmenge von X , und wenn wir darauf die bereits
bewiesene Erkenntnis anwenden, folgt π(A) ⊂∧ 0X .

9.5.8. Im Fall eines Polynomrings A = k[T1, . . . , Tn], der graduiert ist durch die
Vorschrift grad(Ti) = wi mit positiven natürlichen Zahlen w1, . . . , wn, heißt die
zugehörige Bahnenvarietät ein gewichteter projektiver Raum. Man notiert sie
P(w1, . . . , wn).

Beispiel 9.5.9. Man prüft, daß der gewichtete projektive Raum P(1, 1, 2) eine of-
fene Überdeckung durch affine Untervarietäten P(1, 1, 2) = U0 ∪ U1 ∪ U2 hat
mit

U0 = MaxC[y/x, z/x2] ∼= C2,

U1 = MaxC[x/y, z/y2] ∼= C2,

U2 = MaxC[x2/z, xy/z, y2/z] singulär.

Übungen

Ergänzende Übung 9.5.10. Gegeben über einem Körper K ein Polynomring R =
K[X1, . . . , Xr] mit Erzeugern der positiven Grade 0 < d1 ≤ . . . ≤ dr gilt für
die Dimensionen der homogenen Komponenten Ri im Körper der Laurentreihen
Q((t)) die Identität

∞∑
i=0

(dimk R
i)ti =

r∏
ν=1

(1− tdν )−1

Weiter zeige man, daß sowohl r als auch die Grade d1, . . . , dr der Erzeuger durch
diese formale Potenzreihe bereits eindeutig festgelegt werden.
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9.6 Bahnschlußräume und Invariantenringe
Definition 9.6.1. Gegeben G%X ein topologischer Raum mit der Operation einer
Gruppe bezeichne

X�G

die Menge der Äquivalenzklassen für die von der Relation {(x, y) | y ∈ Gx}
erzeugte Äquivalenzrelation auf X . Wir nennen X�G den Bahnschlußraum und
nennen eine stetige Abbildung X → Y einen Bahnschlußmorphismus, wenn Y
isomorph ist zu X�G als topologischer Raum unter X .

9.6.2. Gegeben G%X ein topologischer Raum mit der Operation einer Gruppe
und f : X → Y ein Bahnschlußmorphismus ist für L ⊂ Y offen oder abge-
schlossen auch f : f−1(L) → L ein Bahnschlußmorphismus. Das folgt aus den
entsprechenden Aussagen [TM] 1.1.7.20 und [TM] 1.1.7.29 für finale Abbildun-
gen.

Beispiel 9.6.3 (Ein nicht offener Bahnschlußmorphismus). Wir betrachten die
Ebene X := R2 mit der Operation von G := R>0 gegeben durch λ(x, y) :=
(λx, λ−1y). In diesem Fall geht die Vereinigung der Diagonale und der Nebendia-
gonale {(x, y) | x = ±y} homöomorph auf den Bahnschlußraum. Die Abbildung
von X = R2 in den Bahnschlußraum ist in diesem Fall nicht offen, ja selbst die
unter der Gruppenoperation stabile offene obere Halbebene hat kein offenes Bild.

9.6.4 (Bahnschlußraum im Fall k-geringter Räume). Gegeben G%X ein k-
geringter Raum mit der Operation einer Gruppe denken wir uns den Bahnschluß-
raum, wenn nichts anderes gesagt ist, stets mit seiner finalen Struktur eines k-
geringten Raums bezüglichX ↠ X�G versehen und erklären einen Bahnschluß-
morphismus X → Y in einen weiteren k-geringten Raum als einen Morphismus,
für den Y als Objekt unter X isomorph ist zu X�G.

Beispiel 9.6.5 (Lokalität von Bahnschlußmorphismen). SeiG%X ein k-gering-
ter Raum mit einer Operation einer Gruppe. Gegeben ein Bahnschlußmorphis-
mus π : X → Y ist offensichtlich für jede offene Teilmenge V ⊂◦ Y auch
π : π−1(V ) → V ein Bahnschlußmorphismus. Ist umgekehrt π : X → Y ein
Morphismus in einen weiteren k-geringten Raum und ist V eine offene Überde-
ckung von Y derart, daß π : π−1(V )→ V ein Bahnschlußmorphismus ist für alle
V ∈ V , so ist auch π selber bereits ein Bahnschlußmorphismus.

9.6.6 (Faktorisieren über einen Bahnschlußmorphismus). IstG%X ein topolo-
gischer Raum mit der Operation einer Gruppe und Y ein topologischer Raum, in
dem alle Punkte abgeschlossen sind, so faktorisiert jede auf G-Bahnen konstante
stetige Abbildung X → Y in eindeutiger Weise über den Bahnschlußmorphismus
X ↠ X�G. Dasselbe gilt analog auch für k-geringte Räume und insbesondere
im Fall einer k-Prävarietät Y , deren Punkte ja stets abgeschlossen sind.
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Ergänzung 9.6.7. In der Allgemeinheit der obigen Definitionen ist mir nicht klar,
ob alle Punkte eines Bahnschlußraums abgeschlossen sein müssen. Deshalb er-
laube ich mir oben auch nicht, von einer universellen Eigenschaft zu sprechen.

9.6.8 (Vergleich von Bahnenraum und Bahnschlußraum). Sei G%X ein topo-
logischer Raum mit der Operation einer Gruppe. Liegt im Abschluß jederG-Bahn
genau eine abgeschlossene G-Bahn, so liefert die offensichtliche Abbildung ei-
ne Bijektion zwischen der Menge der abgeschlossenen G-Bahnen in X und dem
Bahnschlußraum X�G. Ist jede G-Bahn abgeschlossen, so ist die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus X/G ∼→ X�G zwischen dem Bahnenraum und
dem Bahnschlußraum.

9.6.9. Offensichtlich ist ein Bahnschlußmorphismus genau dann ein Bahnenmor-
phismus, wenn alle seine Fasern Bahnen sind. Offensichtlich ist ein Bahnenmor-
phismus genau dann ein Bahnschlußmorphismus, wenn alle seine Fasern abge-
schlossen sind, insbesondere also dann, wenn alle Punkte des Bahnenraums abge-
schlossen sind.

9.6.10. Jede G-äquivariante stetige Abbildung X → Y in einen weiteren Raum
mit G-Operation induziert auch eine stetige Abbildung X�G→ Y �G, aber eine
äquivariante offene Einbettung muß, im Gegensatz zum Fall der Bahnenräume,
auf den Bahnschlußräumen keineswegs eine offene Einbettung induzieren.

9.6.11. Ist im Fall der Operation G%X einer Gruppe auf einer Prävarietät der
Bahnschlußraum X�G wieder eine Prävarietät, so nennen wir diese Prävarietät
die Bahnschlußprävarietät. Ist zusätzlich der Bahnschlußmorphismus affin, so
sagen wir, G%X habe einen affinen Bahnschlußmorphismus und setzen dabei
implizit voraus, daß der Bahnschlußraum wieder eine Prävarietät ist.

9.6.12 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur ist es üblich, unsere Bahn-
schlußprävarietät als „guten Quotienten“ oder auch „kategorischen Quotienten“
zu bezeichnen und diesen Begriff noch mit zusätzlichen Eigenschaften aufzula-
den. Insbesondere wird oft zusätzlich gefordert, daß diese Prävarietät separiert
sein soll. Ich nenne sie in diesem Fall die Bahnschlußvarietät.
9.6.13. Ist im Fall einer Operation einer Gruppe auf einem k-geringten Raum
der Bahnenraum eine Varietät, so fällt er nach 9.6.9 mit dem Bahnschlußraum
zusammen.

Definition 9.6.14. Eine algebraische Gruppe heißt linear reduktiv, wenn jede
algebraische Darstellung unserer Gruppe im Sinne von [AAG] 1.4.4 vollständig
reduzibel ist im Sinne von [NAS] 4.1.3, also die Summe ihrer irreduziblen Unter-
darstellungen.

Beispiele 9.6.15. Nach [AAG] 1.7.19 sind diagonalisierbare Gruppen und ins-
besondere Tori stets linear reduktiv. Nach dem Satz von Maschke [NAS] 4.1.1
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sind endliche Gruppen einer zur Charakteristik teilerfremden Ordnung auch li-
near reduktiv. Nach [HL] 2.6.7 sind in Charakteristik Null alle reduktiven al-
gebraischen Gruppen linear reduktiv und insbesondere gilt das für GL(n). Im
Fall von GL(n;C) kann man auch argumentieren, daß sie der Zariski-Abschluß
der unitären Gruppe U(n) ⊂ GL(n;C) ist, die für die analytische Topologie
kompakt ist und auf jeder algebraischen endlichdimensionalen Darstellung von
GL(n;C) stetig operiert in Bezug auf die natürliche Topologie des zugrundelie-
genden C-Vektorraums. Damit folgt die Behauptung aus der vollständigen Re-
duzibilität endlichdimensionaler Darstellungen kompakter topologischer Gruppen
[ML] 28.2.4.13.

Vorschau 9.6.16. Unser Ziel ist im folgenden zu zeigen, daß für die Operation
einer linear reduktiven algebraische Gruppe G auf einer affinen Varietät X der
Bahnschlußraum X�G auch eine affine Varietät ist. Wenn wir das einmal hinneh-
men, folgt wegen O(X)G = O(X�G) sofort, daß der Invariantenring O(X)G

ringendlich sein muß über k. Der Nachweis dieser Aussage hinwiederum erweist
sich als ein wesentlicher erster Schritt auf dem Weg zu unserem Ziel, mit dem wir
jetzt erst einmal beginnen.

Vorschau 9.6.17. In positiver Charakteristik kann man noch ziemlich weit kom-
men, wenn man statt mit linear reduktiven Gruppen mit den sogenannten „geome-
trisch reduktiven“ Gruppen arbeitet.

Satz 9.6.18 (Endlichkeitssatz von Hilbert). Ist k = k̄ ein algebraisch abge-
schlossener Körper und A ein ringendlicher k-Kring mit einer algebraischen
Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe G, so ist auch der In-
variantenring AG ringendlich über k.

Ergänzung 9.6.19. Der Satz gilt mit demselben Beweis auch über einem beliebi-
gen Grundkörper, sobald einmal alle darin auftauchenden Begriffe in dieser All-
gemeinheit definiert sind. Im Fall von Operationen endlicher Gruppen steht uns
bereits der deutlich stärkere Satz von Noether 5.6.3 zur Verfügung.

Beweis. Die Projektion längs der isotypischen Zerlegung A↠ AG ist sicher AG-
linear. Das gleich folgende Lemma 9.6.20 zeigt damit schon mal, daß der Invarian-
tenring noethersch ist. Um zu zeigen, daß AG sogar ringendlich ist über k, wählen
wir einen endlichdimensionalen G-stabilen Teilraum V ⊂ A, der den k-Kring A
erzeugt, und realisieren A als Quotienten der symmetrischen Algebra S := S(V )
nach einem geeignetenG-stabilen Ideal J . Unser S besitzt dann eine natürlicheG-
invariante Graduierung, und da SG nach dem bereits Bewiesenen noethersch sein
muß, ist SG nach 9.4.8 ringendlich über k. Dasselbe gilt dann auch für SG/JG.
Nun haben wir ja per definitionem S/J

∼→ A. Aus der vollständigen Reduzibilität
folgt dann SG/JG ∼→ (S/J)G

∼→ AG und wir sind fertig.
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Lemma 9.6.20. Seien A ein Ring und B ⊂ A ein Teilring. Ist die Inklusion B ↪→
A eine spaltende Einbettung von B-Rechtsmoduln, so gilt für jedes Linksideal
I ⊂ B die Formel I = B ∩ ⟨AI⟩. Ist insbesondere A linksnoethersch, so auch B.

9.6.21. Hier und im folgenden meint ⟨ ⟩ das Erzeugnis als abelsche Gruppe und
AI die Menge der Produkte von einem Element von A mit einem Element von
I und ⟨AI⟩ folgerichtig die von diesen Produkten erzeugte additive Untergruppe
von A.

Beweis. Nach Annahme existiert eine Zerlegung A = B ⊕ C von A als B-
Rechtsmodul. Sie impliziert unmittelbar eine Zerlegung ⟨AI⟩ = I ⊕ ⟨CI⟩, und
diese Zerlegung hinwiederum impliziert unmittelbar die Hauptaussage des Lem-
mas. Der Nachsatz folgt aus der Charakterisierung noetherscher Moduln durch
das Stagnieren aller aufsteigenden Folgen von Untermoduln.

9.6.22. Sei G%X eine affine Varietät über k = k̄ mit einer algebraischen Operati-
on einer linear reduktiven Gruppe. Nach dem Endlichkeitssatz von Hilbert 9.6.18
ist der Invariantenring O(X)G ringendlich über k und wir können folglich eine
affine Varietät X�aG erklären durch X�aG := Max(O(X)G) und einen Mor-
phismus von X dorthin durch die Kommutativität des Diagramms

MaxO(X) //

≀
��

Max(O(X)G)

X // X�aG

Man nennt X�aG den algebraischen Quotienten von X nach der Operation von
G und X → X�aG den Quotientenmorphismus. Wir zeigen im folgenden Satz
unter anderem, daß unser Quotientenmorphismus ein Bahnschlußmorphismus ist.
Sobald das gezeigt ist, vereinfachen wir unsere Notation X�aG wieder zu X�G.

Satz 9.6.23 (Algebraische Quotienten affiner Varietäten). Sei G%X eine affine
Varietät mit einer algebraischen Operation einer linear reduktiven algebraischen
Gruppe. So gilt:

1. Der Morphismus π : X → X�aG ist konstant auf G-Bahnen und jeder
Morphismus von X in eine weitere Varietät, der konstant ist auf G-Bahnen,
faktorisiert in eindeutiger Weise über π;

2. Gegeben eine FamilieG-stabiler abgeschlossener Teilmengen vonX stimmt
das Bild in X�aG ihres Schnitts überein mit dem Schnitt ihrer Bilder;

3. Gegeben eine G-stabile abgeschlossene Teilmenge Z ⊂∧ X ist ihr Bild eine
abgeschlossene Teilmenge π(Z) ⊂∧ X�aG und die offensichtliche Abbil-
dung ist ein Isomorphismus Z�aG

∼→ π(Z);
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4. Der Morphismus π : X → X�aG ist produktfest offenfinal und in jeder
seiner Fasern liegt genau eine abgeschlossene G-Bahn. Insbesondere ist er
ein Bahnschlußmorphismus und wir dürfen unsere Notation zu X�G ver-
einfachen;

5. Gegeben eine offene Teilmenge V ⊂◦ X�G ist V affin genau dann, wenn
π−1(V ) affin ist, und dann ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphis-
mus π−1(V )�G ∼→ V .

Beweis. 3. Für eine G-stabile abgeschlossene Teilmenge Z ⊂ X ist sicher auch
ihr Verschwindungideal I(Z) ⊂ O(X) ein G-stabiles Ideal, das den Invarian-
tenring in einem Radikalideal I(Z)G ⊂ O(X)G schneidet. Jedes Ideal im In-
variantenring entsteht nun aber nach 9.6.20 durch Herunterschneiden mit einem
Ideal von O(X). Insbesondere entsteht auch jedes maximale Ideal über I(Z)G
durch Herunterschneiden aus einem maximalen Ideal über I(Z), als da heißt, die
simultane Nullstellenmenge von I(Z)G ist genau π(Z). Das zeigt, daß π(Z) ab-
geschlossen ist, und liefert zusätzlich die Exaktheit der oberen Zeile im Diagramm
mit exakten Zeilen

I(Z)G ↪→ O(X)G ↠ O(π(Z))
↓ ↓ ↓
I(Z) ↪→ O(X) ↠ O(Z)

In diesem Diagramm meinen die beiden linken Vertikalen schlicht die Einbet-
tungen der Invarianten, und weil unter unseren Voraussetzungen das Bilden der
Invarianten exakt ist, muß auch die letzte Vertikale einen Isomorphismus auf die
Invarianten O(π(Z)) ∼→ O(Z)G induzieren, also einen Isomorphismus von Va-
rietäten Z�aG

∼→ π(Z).

2. Es reicht zu zeigen, daß fürG-stabile Ideale vonO(X) der Schnitt ihrer Summe
mit dem Invariantenring übereinstimmt mit der Summe ihrer Schnitte, in Formeln(∑

λ∈Λ

Iλ

)
∩ O(X)G =

∑
λ∈Λ

(Iλ ∩ O(X)G)

Das gilt jedoch ganz allgemein für eine beliebige Familie von Unterdarstellungen
einer vollständig reduziblen Darstellung oder noch allgemeiner für Untermoduln
eines halbeinfachen Moduls, wenn man das Bilden der Invarianten verallgemei-
nert zum Bilden irgendeiner isotypischen Komponente.

4. Wenden wir 3 auf Z = X an, so folgt die Surjektivität des Quotientenmor-
phismus. Weiter ist klar, daß unser Quotientenmorphismus auf Bahnen konstant
ist. Ein Urbild ist in anderen Worten stets G-stabil, und eine Menge mit abge-
schlossenem Urbild muß nach 3 selbst abgeschlossen sein. Somit trägt X�aG die
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Quotiententopologie. Es bleibt nur zu zeigen, daß Funktionen auf offenen Teil-
mengen von X�aG regulär sind genau dann, wenn sie unter Zurückholen auf
X regulär werden. Für globale Funktionen ist das klar, denn für eine Funktion
f : X�aG → k mit f ◦ π ∈ O(X) haben wir notwendig f ◦ π ∈ O(X)G und
damit f ∈ O(X�aG). Für Funktionen auf einer Basis der Topologie von X�aG
folgt es aus s−1(O(X)G)

∼→ (s−1O(X))G für alle s ∈ O(X)G, was man aus
ker(s·) = ker(s2·) oder auch aus 4.3.48 folgern mag. Damit ist klar, daß unser
Morphismus eine Submersion ist. In jeder Faser liegt nun mindestens eine Bahn
kleinstmöglicher Dimension, die notwendig abgeschlossen sein muß, da ja ihr
Abschluß in derselben Faser enthalten ist und beim Bilden des Abschlusses nur
Bahnen echt kleinerer Dimension hinzukommen können. Es kann aber auch nicht
mehr als eine abgeschlossene Bahn in einer gegebenen Faser geben, da wir sonst
einen Widerspruch zu 2 erhalten würden.

1. Wir wissen ja nach Teil 4, daß unser Quotientenmorphismus ein Bahnschluß-
morphismus ist.

5. Hier bemerken wir zunächst, daß jeder Morphismus von affinen Varietäten affin
ist, etwa nach 9.1.3. Also ist das Urbild jeder offenen affinen Untervarietät unter
affin. Andererseits ist für V ⊂◦ X�G stets π : π−1(V ) ↠ V ein Bahnschlußmor-
phismus, und ist π−1(V ) affin, so ist zusätzlich auch π−1(V ) → π−1(V )�G ein
Bahnschlußmorphismus und folglich V ∼= π−1(V )�G affin.

9.6.24. Sei G linear reduktiv. Jeder G-äquivariante Morphismus von affinen G-
Varietäten X → Y induziert einen Morphismus X�G → Y �G. Eine offene
Einbettung muß dabei jedoch keineswegs eine offene Einbettung werden. Wir er-
halten bereits ein Gegenbeispiel, wenn wir das Komplement einer Ursprungsge-
rade in die Ebene einbetten und jeweils die Operation der multiplikativen Gruppe
durch Streckungen betrachten.
9.6.25. Sei G%X eine Varietät mit einer algebraischen Operation einer algebrai-
schen Gruppe. Ich erinnere daran, daß wir die Punkte, deren Bahn die für Bahnen
größtmögliche Dimension hat, die regulären Punkte genannt hatten, und daß
nach [AAG] 2.4.22 die regulären Punkte eine offene und G-stabile Teilmenge
Xreg ⊂◦ X bilden. Die regulären Punkte mit abgeschlossener Bahn nennen wir
absolut stabile Punkte. Die Menge aller absolut stabilen Punkte notieren wir

Xstab

Vorschau 9.6.26. Im Rahmen der „geometrischen Invariantentheorie“ 9.7.1 wer-
den wir auch „relativ stabile Punkte“ betrachten, die in der Literatur meist einfach
nur „stabile Punkte“ heißen und deren Menge wirXs notieren. Diese Menge eben-
so wie die Menge Xss der „semistabilen Punkte“ hängen von von zusätzlichen
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Daten ab. Unsere drei Begriffe stehen dann zueinander in der Beziehung

Xs = (Xss)stab

Satz 9.6.27 (Bahnenvarietät der absolut stabilen Punkte, affiner Fall). Sei
G%X eine affine Varietät mit einer algebraischen Operation einer linear reduk-
tiven algebraischen Gruppe. So bilden die absolut stabilen Punkte eine offene
Teilmenge Xstab ⊂◦ X und der Rückzug des Bahnschlußmorphismus X ↠ X�G
auf deren Bild ist ein Bahnenmorphismus

Xstab ↠ Xstab/G

Beweis. Das KomplementX\Xreg der Menge der regulären Punkte alias die Men-
ge der nicht-regulären Punkte ist abgeschlossen und hat als G-stabile abgeschlos-
sene Teilmenge nach 9.6.23 ein abgeschlossenes Bild in X�G. Das Urbild dieses
Bildes aber ist per definitionem genau die Menge aller nicht absolut stabilen Punk-
te, die damit auch abgeschlossen sein muß. In Formeln gilt mithin

X\Xstab = π−1(π(X\Xreg))

und dann π−1(π(Xstab)) = Xstab. Nach 9.6.5 ist also auch Xstab ↠ Xstab/G ein
Bahnschlußmorphismus und dann als Bahnschlußmorphismus mit abgeschlosse-
nen Fasern sogar ein Bahnenmorphismus.

Korollar 9.6.28. Sei G%X eine beliebige Varietät mit einer algebraischen Ope-
ration einer linear reduktiven algebraischen Gruppe und affinem Bahnschlußmor-
phismus π : X ↠ X�G. So gilt:

1. In jeder Faser von π liegt genau eine abgeschlossene Bahn;

2. Der Morphismus π ist produktfest offenfinal;

3. Das Bild jeder abgeschlossenen G-stabilen Teilmenge Z ⊂∧ X ist abge-
schlossen und π : Z ↠ π(Z) ist auch ein affiner Bahnschlußmorphismus;

4. Gegeben eine FamilieG-stabiler abgeschlossener Teilmengen vonX stimmt
das Bild ihres Schnitts überein mit dem Schnitt ihrer Bilder.

Beweis. Für jede affine offene Teilmenge V ⊂◦ X�G ist auch ihr Urbild π−1(V )
affin und der nach 9.6.5 induzierte Bahnschlußmorphismus π : π−1(V ) ↠ V ist
vom in 9.6.23 betrachteten Typus.

Korollar 9.6.29 (Bahnenraum der absolut stabilen Punkte). Sei G%X eine
Varietät mit einer algebraischen Operation einer linear reduktiven algebraischen
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Gruppe und affinem Bahnschlußmorphismus π : X ↠ X�G. So bilden die abso-
lut stabilen Punkte eine offene G-stabile Teilmenge Xstab ⊂◦ X und der Rückzug
des Bahnschlußmorphismus X ↠ X�G auf deren Bild ist ein Bahnenmorphis-
mus

Xstab ↠ Xstab/G

Beweis. Das folgt unmittelbar aus 9.6.27, das wir ja für jede affine offene Teil-
menge von X�G auf deren Urbild anwenden können.

Satz* 9.6.30 (Bahnenvarietät der regulären Punkte). Sei G%X eine irreduzi-
ble normale affine Varietät mit einer algebraischen Operation einer linear reduk-
tiven algebraischen Gruppe und bezeichne Xreg ⊂◦ X die Menge der G-regulären
Punkte. Ist die offensichtliche Abbildung eine Bijektion Xreg/G

∼→ X�G und hat
X\Xreg in X eine Kodimension ≥ 2, so ist Xreg → X�G ein Bahnenmorphis-
mus.

Beispiel 9.6.31. Die Operation durch Konjugation von G = GL(n; k) auf X =
Mat(n; k) hat alle in diesem Satz geforderten Eigenschaften.

Beweis. Bezeichne π : X → X�G unseren algebraischen Quotienten alias Bahn-
schlußmorphismus und bezeichne π̃ : Xreg → X�G unseren Bahnenmorphismus
in spe. Nach unseren Annahmen sind alle Fasern von π̃ disjunkte Vereinigungen
von höchstens |G/G◦| irreduziblen Varietäten der immergleichen Dimension d.
Gegeben Z ⊂∧ X�G irreduzibel und eine irreduzible Komponente A von π̃−1(Z)
hat also auch jede irreduzible Komponente jeder Faser von A → Z diese Di-
mension und mit generischer Flachheit 5.14.5 und den Dimensionseigenschaften
flacher Morphismen 5.15.5 folgt

kdimA = d+ kdimZ

Wir zeigen nun, daß π̃ als Abbildung von topologischen Räumen final ist. Da-
zu reicht es zu zeigen, daß das Bild jeder G-stabilen abgeschlossenen Teilmenge
Y ⊂∧ Xreg eine abgeschlossene Teilmenge π̃(Y ) ⊂∧ X�G ist. Wir dürfen da-
bei ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß gilt Y = GY1 für eine
irreduzible Komponente Y1 von Y , so daß Z := π̃(Y ) irreduzibel ist. Für je-
de irreduzible Komponente A von π̃−1(Z) gilt nun kdimA = d + kdimZ, und
aus Z ̸= π̃(Y ) folgte im Widerspruch dazu, daß es Komponenten geben müßte,
die über echten abgeschlossenen Teilmengen von Z liegen und damit eine echt
kleinere Dimension haben müßten. Mithin ist π̃ eine finale Abbildung von topolo-
gischen Räumen. Für V ⊂◦ X�G affin ist nun π−1(V ) ⊂◦ X affin und nach 5.11.2
und Annahme ist die Restriktion eine Bijektion O(π−1(V ))

∼→ O(π̃−1(V )). Also
induziert die Restriktion auch eine Bijektion auf G-Invarianten und wir folgern,
daß π̃ auch ein finaler Morphismus von k-geringten Räumen ist.
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9.6.32. Ich hätte gerne einen Studenten, der mir den vorhergehenden und den fol-
genden Abschnitt auf den Fall einer geometrisch reduktiven affinen algebraischen
Gruppe umschreibt. Nach Haboush haben alle reduktiven algebraischen Grup-
pen diese Eigenschaft auch in positiver Charakteristik und Argumente von Nagata
zeigen dann die endliche Erzeugbarkeit des Invariantenrings und dergleichen, ver-
gleiche auch die Appendix von Mumford-Fogarty.

Übungen

Übung 9.6.33. Gegeben eine endlichdimensionale algebraische Darstellung V ei-
ner linear reduktiven Gruppe G mit Bahnschlußmorphismus π : V ↠ V �G heißt
π−1(π(0)) ⊂∧ V die Nilfaser oder auch der Nilkegel oder englisch null-cone. Man
zeige, daß er auch beschrieben werden kann als die simultane Nullstellenmenge
aller Invarianten positiven Grades. Mithilfe von [O] 32.1.3.4 zeige man weiter,
daß der Nilkegel im Raum der quadratischen Matrizen für die Operation der all-
gemeinen linearen Gruppe durch Konjugation genau der Kegel der nilpotenten
Matrizen ist.

Ergänzung 9.6.34. Gegeben eine endlichdimensionale algebraische Darstellung
V einer linear reduktiven Gruppe G mit Bahnschlußmorphismus π : V ↠ V �G
induziert nach ?? die Einbettung der Nilfaser nach V einen Isomorphismus

O(V )/
√
⟨O(V )G>0⟩

∼→ O(π−1(π(0)))

Den nicht notwendig reduzierten Quotienten O(V )/⟨O(V )G>0⟩ nennen wir die
Nilfaseralgebra. Ihr Spektrum mit seiner Struktur als lokal gekringter Raum nach
14.1.9 ist die schematheoretische Nilfaser im Sinne von 14.2.11.

9.7 Geometrische Invariantentheorie
9.7.1. Üblicherweise geht man in der geometrischen Invariantentheorie von einer
Varietät X mit einer Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe G
aus und wählt zunächst einmal eine „Linearisierung“. Dem entspricht bei uns im
folgenden die Wahl eines möglichen „Kegels“ C über X , den wir der Einfachkeit
halber erst einmal affin annehmen. Das Ziel ist die Konstruktion einer offenen
G-stabilen Teilmenge

Xss ⊂◦ X
von sogenannten „semistabilen“ Punkten derart, daßXss ⊂◦ X einen affinen Bahn-
schlußmorphismus Xss ↠ Xss�G hat mit den in 9.6.28 und 9.6.29 gezeigten
Konsequenzen. Insbesondere ist nach 9.6.29 für die G-stabile offene Teilmenge

Xs := (Xss)stab
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von „relativ stabilen“ Punkten der Bahnenraum eine Varietät. Die offene Teilmen-
ge Xss ⊂◦ X und a forteriori Xs hängen jedoch, auch wenn das in der Notation
nicht zum Ausdruck kommt, von C ab. Die im folgenden gegebene Konstruktion
heißt der „Geometrische-Invarianten-Theorie-Quotient“ oder kurz GIT-Quotient.
9.7.2. Wir erinnern für eine kontrahierende k×-Operation auf einer affinen k-
Varietät X und X◦ ⊂◦ X das Komplement der Menge der Fixpunkte aus 9.5.3,
daß der Quotient X◦/k× mit seiner finalen Struktur als k-geringter Raum eine
separierte k-Varietät ist.

9.7.3 (Die allgemeine Quotientenkonstruktion). Sei C eine affine Varietät mit
einer Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe G und einer damit
kommutierenden kontrahierenden k×-Operation. In dieser Situation konstruieren
wir von der obersten Zeile beginnend ein kommutatives Diagramm von separier-
ten Varietäten

C C π // // C�G

C◦?
�

OO

κ
����

π−1(C�G)◦
?�

OO

? _oo

κ̃
����

π̃ // // (C�G)◦
?�

OO

β
����

C◦/k× π−1(C�G)◦/k×? _oo α // // (C�G)◦/k×

X Xss? _oo α // // Xss�G

Xs
?�

OO

α // // Xs/G
?�

OO

Im folgenden will ich diese Konstruktion diskutieren. Der obere Index ◦ meint
in unserem Diagramm stets das Komplement der Fixpunktmenge einer Wirkung
von k×. Alle Inklusionspfeile in unserem Diagramm sind offene Einbettungen.
Alle Pfeile nach rechts in unserem Diagramm sind affine Bahnschlußmorphismen
und damit insbesondere offenfinal. Ich beginne damit, den Aufbau unseres Dia-
gramms zu erklären.

1. Der Morphismus π̃ entsteht durch Rückzug des k×-äquivarianten affinen
Bahnschlußmorphismus π für die G-Operation nach 9.6.23. Nach 9.6.5 ist
dann π̃ auch ein k×-äquivarianter affiner Bahnschlußmorphismus für die
G-Operation.

2. Die Morphismen κ und β sind affine Bahnenmorphismen auf dem Kom-
plement der Fixpunktmenge einer kontrahierenden k×-Operation und die
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zugehörigen Bahnenvarietäten sind separiert, alles nach unseren Erkennt-
nissen aus 9.5.3. In der Notation aus 9.5.5 haben wir also einen ausgezeich-
neten Isomorphismus Xss�G ∼→ MProj(O(C)G). Der Morphismus κ ist
nach Konstruktion außerdem G-äquivariant. Der Morphismus κ̃ erbt von
κ die Eigenschaft, ein G-äquivarianter affiner Bahnenmorphismus für die
k×-Operation zu sein.

3. Der Morphismus α wird nun konstruiert mithilfe der universellen Eigen-
schaft des Bahnenmorphismus κ̃. Wir zeigen, daß er ein offenfinaler Mor-
phismus k-geringter Räume ist. Um das zu einzusehen, bezeichnen wir sei-
nen Definitionsbereich mit Xss und nennen dessen Elemente semistabile
Punkte. Für U ⊂◦ Xss offen ist ist κ̃−1(U) offen, also π̃(κ̃−1(U)) offen, also
βπ̃(κ̃−1(U)) = α(U) offen. Da α auch surjektiv ist, ist es mithin offenfinal
als Abbildung von topologischen Räumen. Sei weiter W offen im Wertebe-
reich von α und f : W → k eine Funktion. Ist f ◦α regulär auf α−1(W ), so
ist f ◦ ακ̃ = f ◦ βπ̃ regulär und (G× k×)-invariant auf κ̃−1(α−1(W )), also
ist f ◦ β regulär auf β−1(W ) und k×-invariant, also ist f regulär. Mithin ist
α offenfinal als Morphismus k-geringter Räume.

4. Wir zeigen, daß der Morphismus α ein Bahnschlußmorphismus ist, ja daß
in jeder seiner Fasern genau eine in Xss abgeschlossene G-Bahn liegt. Daß
mindestens eine abgeschlossene Bahn in jeder Faser liegt, ist nach [AAG]
2.3.8 eh klar. Gäbe es zwei abgeschlossene Bahnen, so fänden wir jedoch
auch zwei abgeschlossene Bahnen in mindestens einer Faser von π̃ und dann
auch in mindestens einer Faser von π im Widerspruch zu 9.6.23.

5. Der Morphismus α ist affin. In der Tat, gegeben W offen affin in seinem
Wertebereich ist κ̃−1(α−1(W )) = π̃−1(β−1(W )) affin aufgrund der Affini-
tät von π und von β, letztere nach 9.5.4, und damit ist auch α−1(W ) affin
wieder nach 9.5.4.

6. Wir wissen nun, daß α : Xss ↠ Xss�G ein affiner Bahnschlußmorphis-
mus ist. Damit ergibt sich die unterste Zeile unseres Diagramms aus unse-
ren allgemeinen Überlegungen in 9.6.29. Die offene Teilmenge der stabilen
Punkte Xs := (Xss)stab ⊂◦ Xss besteht also aus allen regulären Punkten
x ∈ Xreg ∩ Xss mit Gx ⊂∧ Xss. Auch sie hängt von Xss und damit von
C ab. Wir nennen die Punkte von Xs die relativ stabilen Punkte von X .
Es kann passieren, daß ein regulärer Punkt x bei einer anderen Wahl von C
zwar semistabil bleibt, aber nicht relativ stabil.

7. Die Konstruktion liefert mit 9.5.3 zusätzlich einen eigentlichen Morphismus

Xss�G = (C�G)◦/k× → 0(C�G) = Max(O(C)G ∩ O(C)0)
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Kontrahiert die k×-Operation bereits den Kegel C zu einem Punkt, so haben
wir insbesondere O(C)0 = k und Xss�G ist eigentlich.

Beispiel 9.7.4 (Die Quotientenkonstruktion zu einer Darstellung). Gehen wir
bei der allgemeinen Quotientenkonstruktion 9.7.3 speziell von einer endlichdi-
mensionalen algebraischen Darstellung C = V einer linear reduktiven algebrai-
schen Gruppe G aus und nehmen als unsere kontrahierende Operation von k× die
Operation der Skalare auf dem Vektorraum V , so spezialisiert der entsprechende
Teil dieses Diagramms zu einem Diagramm der Gestalt

V V
π // // V �G

V \0
?�

OO

κ
����

V \π−1(0̄)
?�

OO

? _oo

κ̃
����

π̃ // // (V �G)\0̄
?�

OO

β
����

P(V ) (V \π−1(0̄))/k×? _oo α // // ((V �G)\0̄)/k×

Mit 0̄ ist dabei das Bild des Ursprungs 0̄ := π(0) gemeint. Sein Urbild π−1(0̄)
heißt die Nullfaser und besteht aus allen Punkten v ∈ V , deren Bahnabschluß
den Ursprung enthält, in Formeln 0 ∈ Gv.

Beispiel 9.7.5 (Die Quotientenkonstruktion zu einem Gruppencharakter). Sei
G%X eine affine Varietät mit einer Operation einer linear reduktiven algebrai-
schen Gruppe und sei θ : G→ k× ein Homomorphismus von algebraischen Grup-
pen. Wir können unsere allgemeine Quotientenkonstruktion 9.7.3 auf C := X×k
mit der G-Operation g(x, λ) = (gx, θ(g)λ) und der damit kommutierenden kon-
trahierenden k×-Operation durch Multiplikation auf dem zweiten Faktor anwen-
den. Dann ergibt sich O(C) = O(X)⊗ k[T ] und

O(C)G =
⊕
n≥0

O(X)G,nθ ⊠ T n

für O(X)G,nθ := {f ∈ O(X) | f(g−1x) = θ(g)nf(x) ∀x ∈ X, g ∈ G}. Setzen
wir Xθ -ss := {x ∈ X | ∃n > 0, f ∈ O(X)G,nθ mit f(x) ̸= 0}, so spezialisiert
der entsprechende Teil dieses Diagramms zu einem Diagramm der Gestalt

X × k C
π // // C�G

X × k×
?�

OO

κ
����

Xθ -ss × k×
?�

OO

? _oo

κ̃
����

π̃ // // (C�G)◦
?�

OO

β
����

X Xθ -ss? _oo α // // X�θG
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Unten links haben wir dabei eine neue Notation eingeführt, diese Varietät X�θG
ist sowohl die Bahnschlußvarietät von G%Xθ -ss unter dem horizontalen Morphis-
mus α als auch die Bahnenvarietät nach k× unter dem vertikalen Morphismus β.
Die Menge Xθ -ss ⊂◦ X heißt die Menge der θ-semistabilen Punkte. Gegeben
f ∈ O(X)G,nθ mit n > 0 ist Xf := {x ∈ X | f(x) ̸= 0} das Urbild unter α einer
offenen Teilmenge. Andererseits ist Xf affin und der offensichtliche Morphismus
ist folglich nach 9.6.5 eine offene Einbettung Xf�G ↪→ X�θG.

Beispiel 9.7.6 (Die Quotientenkonstruktion für k×%kn+1). Spezialisieren wir
das vorhergehende Beispiel zu X = kn+1 mit der offensichtlichen Operation von
G = k× und betrachten den Charakter θ : k× → k×, t 7→ tm, so ergibt sich mit
unserer Notation var für die finale einpunktige Varietät

X�θG =


Pnk für m < 0;
var für m = 0;
∅ für m > 0.

Vorschau 9.7.7 (Quotienten projektiver Varietäten). Seien G linear reduktiv,
X eine projektive G-Varietät und L → X ein G-äquivariantes amples Geraden-
bündel auf X . Man erkläre die Menge Xss der semistabilen Punkte von X in
Bezug auf L durch die Vorschrift

Xss = Xss(L) :=

x ∈ X
∣∣∣∣∣∣

Es gibt einen G-invarianten globalen Schnitt
s einer Tensorpotenz L⊗n von L für n > 0, der
bei x nicht verschwindet, in Formeln s(x) ̸= 0.


So istXss eine offeneG-stabile Teilmenge vonX und ihr BahnschlußraumXss�G
ist eine projektive Varietät und Xss ↠ Xss�G ist ein affiner Morphismus. Er-
klären wir schließlich die Menge Xs = Xs(L) ⊂ Xss(L) der stabilen Punkte
als die Teilmenge aller Punkte x ∈ Xss mit endlicher Isotropiegruppe Gx, deren
G-Bahn inXss abgeschlossen ist, so istXs offen mitXs = α−1(α(Xs)) und unser
Bahnschlußmorphismus induziert einen Bahnenmorphismus

α : Xs ↠ Xs/G

Das alles ist nur ein Spezialfall unserer Grundkonstruktion 9.7.3, ausgedrückt in
einer etwas feineren Sprache. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir
nach ?? nämlich L sehr ampel annehmen. Der Raum V der globalen Schnitte von
L ist dann nach ?? endlichdimensional und wir erhalten eine kanonische abge-
schlossene G-äquivariante Einbettung X ↪→ PV . Ohne Beschränkung der Allge-
meinheit dürfen also X ⊂∧ PV annehmen. Der Kegel über X im Sinne von 6.5.15
ist dann eine abgeschlossene Teilmenge C = C(X) ⊂∧ V mit einer algebraischen
Operation von G und einer damit kommutierenden kontrahierenden Operation
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von k× so daß die offensichliche Abbildung einen G-äquivarianten Isomorphis-
mus C◦/k×

∼→ X liefert, für C◦ das Komplement der Menge der k×-Fixpunkte.
Schließlich besteht π−1(C�G)◦ nach Konstruktion genau aus allen Punkten von
C, auf denen irgendeine G-invariante Funktion echt positiven Grades nicht ver-
schwindet. Übersetzen wir diese Bedingung zurück in die Situation des Satzes, so
ergibt sich die dort für Xss gegebene Beschreibung. Weiter wird in der Situation
unseres Satzes C von k× sogar auf einen einzigen Punkt kontrahiert undO(C) ist
folglich nichtnegativ graduiert mit nur Skalaren im Grad Null. Dasselbe folgt für
O(C)G = O(C�G) und zeigt, daß auch C�G von k× auf einen einzigen Punkt
kontrahiert wird. Dann aber ist (C�G)◦/k× = Xss�G nach 9.5.6 vollständig und,
für letztere Aussage ebenfalls nach 9.5.6 aber noch ohne Beweis, sogar projektiv.

Ergänzung 9.7.8. Verkleben wir bei der Riemann’schen Zahlenkugel P1k mit ih-
rer offensichtlichen k×-Operation die beiden Fixpunkte Nord- und Südpol im Sin-
ne von 6.4.45, so erhalten wir nach 6.4.30 oder expliziter Rechnung wieder eine
k×-Varietät Z. Ist V eine algebraische Darstellung positiver endlicher Dimensi-
on von k×, so muß jeder k×-äquivariante Morpismus Z → PV konstant sein,
denn jede abgeschlossene k×-invariante Teilmenge Y ⊂∧ PV positiver Dimension
besitzt nach [AAG] 4.7.13 mindestens zwei k×-Fixpunkte. Weiter kann auch Z
offensichtlich nicht durch offene affine unter k× invariante Teilmengen überdeckt
werden.

Vorschau 9.7.9. Das tautologische Bündel O(1) auf P1k ist nicht äquivariant für
PSL(2; k), sondern nur für SL(2; k). Es ist also in der Weise unkanonisch, daß es
nicht gelingen kann, jeder VarietätX , die zu P1k isomorph ist, ein Geradenbündel
LX zuzuordnen und jedem Isomorphismus f : X

∼→ Y derartiger Varietäten einen
Isomorphismus if : LX

∼→ f ∗LY derart, daß die offensichtlichen Verträglichkei-
ten erfüllt sind.
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11 Vorlesung Kommutative Algebra SS25
Es handelte sich um eine vierstündige Vorlesung, also 4×45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Übungen. Die Veranstaltungen wurde in der Form einer Fragestun-
de abgehalten.

22.4 Hilbert’scher Nullstellensatz, Formulierung 1.1.6. Zariski-Topologie 1.1.15.
Noether’sche Moduln und Ringe 1.5, Hilbert’scher Basissatz 1.5.11, Ketten-
bedingung 1.5.13.

24.4 Ringendliche Körpererweiterungen 1.6.10. Beweis des Hilbert’schen Null-
stellensatzes 1.7.13.

29.4 Polynomiale Funktionen 3.1, Räume als Ringe 3.2.1 folgende.

6.5 Den ganzen Abschnitt 3 bis 3.4.13 außer symmetrische Algebra.

8.5 Den ganzen Abschnitt 3 weiter.

13.5 Abschnitt 4.1.12 zu irreduziblen Komponenten. Analogie zur Primfaktor-
zerlegung in faktoriellen Ringen. Primideale und irreduzible Mengen im
geometrischen Fall 4.2.8. Primärzerlegung von Idealen in noetherschen Krin-
gen ohne Beweis.

15.5 Nocheinmal bei der Entsprechung 4.2.8 zwischen irreduziblen Teilmengen
einer affinen Varietät X und Primidealen in O(X) beginnen. Schnitt von
Idealen in einem Primideal 4.2.13, Ideale in einer Vereinigung endlich vieler
Primideale 4.2.14. Krulldimension und Krullkodimension.

20.5 Lokalisierung 4.3.1 bis 4.3.23.

22.5 Lokal-global-Prinzip 4.3.27. Lokalisierung und Funktionskeime 4.4.3. Lo-
kal reguläre Funktionen sind regulär 4.4.

27.5 Primideale in Lokalisierungen 4.5.4. Minimale Primideale.

3.6 Lemma von Nakayama 5.13.2. (Das habe ich im Nachgang besser verstan-
den und umgestellt.) Der Durchschnittssatz von Krull und seine Folgerun-
gen lassen wir weg und gehen weiter zu ganzen Kringerweiterungen 5.1 bis
zum Ende des Abschnitts 5.1.

5.6 Ganze Kringerweiterungen, Going-up. Quotienten nach endlichen Gruppen
lassen wir leider links liegen. Anmoderieren Noether-Normalisierung.
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17.6 Noether-Normalisierung. Den Abschnitt zu flachen Morphismen lassen wir
weg. Anmoderieren: Transzendenzgrad. Beim Abschnitt zum Transzendenz-
grad schlage ich vor, insbesondere auf Satz 5.4.13 zu Transzendenzgrad und
Krulldimension zu fokussieren.

24.6 Planung: Going-Down 5.7.4. Der Beweis im Fall nicht notwendig modul-
endlicher ganzer Kringerweiterungen ist für das weitere unerheblich. Das
topologische Going-down ist auch unerheblich. Kettenlängenringe sind je-
doch wichtig. Dann im entsprechenden Abschnitt bis zum Hauptidealsatz
von Krull 5.16.8, Korollare. Nicht Lemma von Nakayama, das habe ich nur
überarbeitet und verschoben. Nicht Going-Down ohne Galoistheorie.

26.6 Planung: Beginn allgemeine Varietäten. Geringte Räume 6.2. Gesättigte ge-
ringte Räume.

1.7 Planung: Algebraische Varietäten und Prävarietäten.

3.7 Xier vertritt mich. Graduierte Gruppen und Ringe 6.6.1 folgende. Rechnen
in projektiven Varietäten 6.8.2 folgende.

8.7 Hilbertpolynome 6.9.2 folgende.

10.7 Satz von Bézout 6.10.2 folgende.

15.7 Planung: Dimensionstheorie lokaler noetherscher Kringe 7.3, insbesondere
Hauptsatz und sein Folgerungen.

17.7 Planung: Durchschnittssatz von Krull 7.4.1 folgende. Glattheit und Regula-
rität.

22.7 Planung: Diskrete Bewertungsringe. Das ist eher kurz, aber vermutlich bleibt
bei Glattheit und Regularität noch was zu tun.

24.7 Planung: Dedekindringe bis 8.2.7 (Bewertungen und maximale Ideale). Körper
und ihre Kurven 8.6.2. Auch wenn man hier nicht alle Details versteht, ist
doch die Aussage großartig.
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12 Vorlesung Kommutative Algebra SS20
Es handelte sich um eine vierstündige Online-Vorlesung, also 4×45 Minuten Vor-
lesung, mit 2 Stunden Übungen.

12.5 Algebraische Teilmengen, Zariskitopologie 1.1.15, Formulierung des Hil-
bert’schen Nullstellensatzes 1.1.6. Überblicksartig Moduln über Ringen.
Noether’sche Moduln und Ringe 1.5.5 und 1.5.9. Hilbert’scher Basissatz
1.5.11 formuliert, aber noch nicht bewiesen.

14.5 Beweis Hilbert’scher Basissatz. Charakterisierung noetherscher Moduln durch
Kettenbedingung. Beweis der körpertheoretischen Form des Nullstellen-
satzes. Maximale Ideale in Polynomringen. Ideale in Polynomringen ohne
Nullstellen.

19.5 Beweis des Hilbert’schen Nullstellensatzes. Radikalideale im Polynomring
und algebraische Mengen in kn. Polynomiale und reguläre Funktionen stim-
men auf abgeschlossenen Mengen überein. Äquivalenz von Kategorien zwi-
schen algebraischen Mengen und affinen k-Kringen. Kategorien und Funk-
toren diskutiert. Äquivalenz von Kategorien noch nicht diskutiert.

26.5 Äquivalenzen von Kategorien. Äquivalenz der Matrixkategorie und der Ka-
tegorie der endlichdimensionalen Vektorräume. Äquivalenz der Kategorie
der algebraischen Teilmengen und der affinen Kringalgebren. Naive affine
Varietäten eingeführt, aber nicht mehr als die Definition gemacht. Neil’sche
Parabel.

26.5 Beispiele für naive affine Varietäten. Erweiterter Satz über Äquivalenzen
von Kategorien. Maximalspektrum. Produkte affiner Varietäten.

2.6 Irreduzible Räume, Komponentenzerlegung, Primideale und ihre Bedeu-
tung im geometrischen Fall.

4.6 Lokalisierung von Kringen und ihre Interpretation als Funktionskeime in
geometrischen Situationen. Jede ringendliche Erweiterung eines Integritäts-
bereichs wird nach Lokalisierung an einem von Null verschiedenen Element
frei als Modul. Alternativer Beweis des Nullstellensatzes.

9.6 Lokalisierung und Primideale. Zariski-Topologie auf dem Primspektrum.
Nilradikal als Schnitt aller minimalen Primideale. Verkleinerung zu mini-
malem Primideal. Nilradikal als Schnitt der minimalen Primideale.

16.6 Lokalisierung von Moduln. Universelle Eigenschaft, Verträglichkeit mit Ko-
produkten, Koprodukte in Kategorien. Exaktheit. Nicht Verträglichkeit mit
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Hom-Räumen. Lemma von Nakayama in zwei Versionen, noch nicht für
lokale Kringe.

18.6 Lemma von Nakayama für lokale Kringe und anschauliche Bedeutung. Gan-
ze Kringerweiterungen. Sandwichlemma und Verkleben von Punkten, aber
nur gezeigt O(Y ) affiner k-Kring und noch nicht Y ∼→ MaxO(Y ) für die
verklebte geringte Menge (Y,O(Y )).

23.6 Going-up und Korollare, insbesondere Gleichheit der Krulldimension bei
ganzen Kringerweiterungen und Endlichkeit der Fasern im Fall einer gan-
zen Kringerweiterung durch einen noetherschen Kring. Y ∼→ MaxO(Y )
für die verklebte geringte Menge (Y,O(Y )). Noether-Normalisierung für
Hyperflächen und Krulldimension von Polynomringen. Nicht Quotienten
nach endlichen Gruppen. Noch nicht Krull’scher Hauptidealsatz für Poly-
nomringe und folgende.

25.6 Noether-Normalisierung. Faktorisierungssatz. Bilder von Morphismen. Tran-
szendenzgrad. Krulldimension als Transzendenzgrad.

30.6 Going-Down. Ringe regulärer Funktionen auf affinen Varietäten, ja belie-
bige über einem Körper ringendliche Kringe sind Kettenringe. Hauptideal-
satz von Krull mit Anwendungen, insbesondere untere Abschätzung für die
Dimension der irreduzibeln Komponenten eines Schnitts von irreduziblen
algebraischen Teilmengen in kn. Nicht Definitionslücken rationaler Funk-
tionen.

2.7 Geringte Räume. Abstrakte Varietäten. Projektive Räume sind Varietäten.
Globale reguläre Funktionen auf projektiven Räumen sind konstant.

7.7 Kegelkonstruktion. Erzwungene Schnitte in projektiven Räumen und deren
Dimension. Homogener Koordinatenring einer abgeschlossenen Teilmenge
im projektiven Raum und projektive Nullstellenmengen homogener Poly-
nome. Darstellung von Hyperflächen in homogenen Räumen als Nullstel-
lenmengen homogener quadratfreier Polynome.

9.7 Hilbertpolynom, Hilbertdimension, Multiplizität. Additivität der Multipli-
zitäten vergessen. Satz von Bézout, viel drumrum erklärt, aber noch ohne
Beweis.

14.7 Beweis des Satzes von Bézout. Filtrierte abelsche Gruppen, Ringe und Mo-
duln. Dimensionstheorie lokaler noether’scher Kringe anmoderiert.

16.7 Hauptsatz der Dimensionstheorie lokaler noether’scher Kringe, nur letzte
Ungleichung nicht gezeigt.
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21.7 Hauptsatz der Dimensionstheorie lokaler noether’scher Kringe mit Korolla-
ren. Extrinsische Glattheit, Regularität, reguläre Quotienten regulärer loka-
ler Kringe. Durchschnittssatz von Krull. Noch nicht bewiesen: Das Korollar
über Regularität und Glattheit.

23.7 Beweis des Korollars über Regularität und Glattheit. Lokale Irreduzibilität
an glatten Stellen. Pseudokoordinten. Minimaldimension von Schnitten in
glatten Varietäten. Reguläre lokale Ringe sind ganz abgeschlossen. Diskrete
Bewertungsringe und ihre verschiedenen Charakterisierungen, insbesonde-
re auch durch die Eigenschaft ganz abgeschlossen.

28.7 Dedekindringe. Bezug zu affinen glatten irreduziblen Kurven. Diskrete Be-
wertungen und Punkte des Maximalspektrums. Beginn der Diskussion von
Körpern und ihren Kurven. Diskussion der Bedeutung der Endlichkeit des
ganzen Abschlusses. Beweis steht noch aus, ebenso Norm und Spur.

30.7 Noch etwas Körper und ihre Kurven besprochen. Dann Ausblick auf Sche-
mata.
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Indexvorwort
Hier werden die Konventionen zum Index erläutert. Kursive Einträge bedeuten,
daß ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben ähneln, wie etwa das ∪ dem Buchstaben u
oder das ⊂ dem c, so liste ich sie zusätzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben führe ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ζ unter z und ω unter o.
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Index
X�aG algebraischer Quotient, 293
X�G algebraischer Quotient, 293
X�G Bahnschlußraum, 290
99K rationaler Morphismus, 194
| | = | |k Haarfaktor von k, 321
k(X) rationale Funktionen aufX , 114,

193
⟨T ⟩ Untermodul-Erzeugnis, 17
⟨T ⟩R Unterrechtsmodul-Erzeugnis, 39
⟨T ⟩Ω Untermodul-Erzeugnis, 17
Ω⟨T ⟩ Untermodul-Erzeugnis, 16
k[X] Polynomfunktionen auf X , 66
M̄ Abschluß von M , 9
S−1 Lokalisierung

S−1M eines Moduls, 100
φ♯ Komorphismus, 68
φ∗ Vorschub von Modulgarbe, 377
kx Auswertungsmodul, 15
⊗ Tensorprodukt

kategorielles, 63
von Mengenmoduln, 55

RΛ freier R-Modul über Λ, 34
A∧

I Vervollständigung, 309
Mp Lokalisierung bei p, 104
Mf Lokalisierung nach f , 104
Xf Nichtnullstellen von f , 191

Schema, 348
⊂∧ abgeschlossen in

topologischem Raum, 9
⊂◦ offen in

topologischem Raum, 9
×B Faserprodukt

affiner Varietäten, 84

A(I) Primideale über I , 119
abelsch

Klassenkörpertheorie, 327
abgeschlossen, 9

Einbettung geringter Räume, 181
Abschluß

ganzer, bei Ringen, 130
topologischer, 9

Absolutbetrag
auf einem Körper, 322

absoluter Frobenius, 362
Adele, 324

endliche, 325
p-adische Zahl, 310
äqui-d-dimensional, 92
äquidimensional, 92
äquivalent

Normen, 318
affin

k-Kring, 75
Morphismus, 277, 349
Schema, 343
Varietät, 179

naive, 72
Affinitätskriterium, 277

für Schemata, 349
Algebra

über Kring, 24
algebraisch

k×-Operation, 284
abhängig, 149
abhängig, über Ring, 139
Quotientenvarietät, 293
Teilmenge von kn, 7
unabhängig

über Körper, 149
unabhängig, über Ring, 139

Analytifizierung, 336
analytisch gesättigt, 336
Ann Annullator, 38
Annullator, 38
Anordnung
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einer abelschen Gruppe, 247
archimedisch

Absolutbetrag, 322
lokaler Körper, 321
Stelle eines Zahlkörpers, 323

arithmetischer Frobenius, 363
Artin’s Problem, 41
Assoziativmodul, 14
assoziiert

graduierte Gruppe, 220
graduierter Ring, 221

ausschöpfend
Filtrierung, 218

Auswertungsmodul, 15

Baer-Specker-Gruppe, 35
Bahnenmorphismus, 282

produktfester, 283
Bahnenprävarietät, 282
Bahnenraum, 282

als k-geringter Raum, 278
Bahnenvarietät, 282
Bahnschlußmorphismus, 290
Bahnschlußprävarietät, 291
Bahnschlußraum, 290
balanciert

bei Moduln, 54
Basis

als Familie
von Modul, 34

als Teilmenge
von Modul, 34

angeordnete
von Modul, 34

von Modul, 34
Basisgarbe, 340
Basissatz, Hilbert’scher, 21
Belyi, Satz von, 352
Bewertung, 247

diskrete, 247
Bewertungsring, 322

bewertungsverträglich, 260
Bézout

Satz von, 216
biadditiv

Funktor, 54
Bimodul, 54
birational

äquivalent, 239
Morphismus, 240

Block
eines Rings, 38
von Kring, 84

Block-Zerlegung
eines Rings, 38

Bündelfunktor, 374

C(W ) Kegel über projektiver Varietät,
198

cs-Mannigfaltigkeit, 403

δ(A) für lokalen noetherschen Kring
A, 228

δx Auswerten bei x, 72
D(f) Definitionsbereich von f , 115
darstellende Matrix

bei Moduln, 40
Dedekind-Ring, 253
definierbar, 413
Definierbarkeitsstruktur, 413
Definitionsbereich

einer rationalen Funktion, 115
von rationalem Morphismus, 194
von rationaler Funktion, 193

Der�Kringo, 398
dicht

Teilmenge, 12
dim Dimension alias Rang eines frei-

en Moduls, 41
Dimension

einer Varietät, 190
von Modul, 41
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direkte Summe
von Moduln, 33

direktes Bild
von A-Modul, 401

Dirichlet
Einheitensatz, 327

Dis Diskriminante, 268
discrete

valuation, 247
diskret

Bewertung, 247
Bewertungsring, 249

Diskriminante
von Elementen, 268

Diskriminantenideal, 269
dividierte Potenz, 87
dominant

Morphismus von affinen Varietäten,
83

Morphismus von Varietäten, 241
duale Zahlen, 36
Durchschnittssatz von Krull, 127

eigentlich
Morphismus von Varietäten, 193

Einbettung
k-geringter Räume, 180
abgeschlossene

für naive affine Varietäten, 79
abgeschlossene, geringter Räume,

181
offene, geringter Räume, 181

Einbettungsdimension, 227
Einheitensatz

von Dirichlet, 327
Elementarteilersatz

graduierte Version, 204
über Hauptidealringen, 42

endlich
Kringerweiterung, 23

Morphismus von Varietäten, 278,
349

präsentiert, Modul, 107
endlich erzeugt

Modul, 17
endlicher Typ

Kringerweiterung, 23
Endomorphismenring

von abelscher Gruppe, 13
Erweiterung der Skalare

bei Moduln, 62
étale

modulendlich, 268
étale Überlagerung, 268

Fächer, 359
Faktorisierungssatz, 143
Faser

schematheoretische, 353
Faserprodukt

affiner Varietäten, 84
Faserring, 139
filAb filtrierte abelsche Gruppen, 219
filtriert

Algebra, 222
Modul, 221
Ringalgebra, 222
Vektorraum, 222

Filtrierung
Z-Filtrierung, 218
auf abelscher Gruppe, 218
auf Ring, 221
ausschöpfende, 218
endliche, 218
finale, 219
Hausdorff’sche, 218
initiale, 219
separierte, 218
voll endende, 218
von Null kommende, 218

final
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Morphismus
geringter Räume, 180

finale Struktur, 179
flach

abelsche Gruppe, 53
Kringerweiterung, 404
Kringhomomorphismus, 59
Modul, 52, 403
Morphismus

von affinen Varietäten, 146
Morphismus von Schemata, 404

Fläche
affine, 92

frei
Modul, 34

frei zyklisch
Modul, 34

Frobenius
absoluter, 362
arithmetischer, 363
geometrischer, 363

Frobenius-Morphismus
für Schemata, 363
von affiner Varietät, 77
von Varietät, 192

Frobenius-Reziprozität
allgemeine, 62

Frobenius-spaltend, 192
Frobenius-Twist, 363

von naiver affiner Varietät, 77
von Varietät, 192

Funktion
polynomiale, 66
reguläre

auf affiner Varietät, 72
auf Prävarietät, 187

strukturierende, 72, 178
Funktionenkörper, 323
Funktionskeim

längs Y
regulärer, 114

regulärer, 112
Funktionskeime, 112

reguläre, 190

ganz
Element von Kringerweiterung, 24,

129
Kringerweiterung, 129
Kringhomomorphismus, 129

ganz abgeschlossen, 155
ganz über dem Ideal a, 162
ganzer Abschluß, 130
Garbe

auf schnittstabiler Basis einer To-
pologie, 340

Garbifizierung
verallgemeinerte, 339, 340

gebrochenes Ideal, 256
Gek gekringte Räume, 339
gekringter Raum, 339
gemischte Charakteristik

lokaler Körper, 322
generischer Punkt, 120
Generisieren, 115
Geometrische Invariantentheorie, 302
geometrischer Frobenius, 363
Geradenbündel, 390
Gerfk Kategorie k-geringter Räume, 179
geringter Raum, 338

k-geringter Raum, 403
k-geringter Raum

durch Funktionen, 178
gesättigt

k-geringter Raum, 182
Produkt, 185
Untermonoid, 357

GIT-Quotient, 299
glatt

algebraische Teilmenge bei Punkt,
230

Kringhomomorphismus, 237
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Punkt von Varietät, 233
Varietät, 234

gleiche Charakteristik
lokaler Körper, 322

globaler Körper, 323
Going-down, 157
Going-up, 134
Gordan

Lemma von, 357
graA graduierter Ring

zu Filtrierung durch an, 223
grad

Grad
einer projektiven Hyperfläche, 208

Grad
einer projektiven Hyperfläche, 208

Gradformel, 264
graduiert

abelsche Gruppe, 200
Algebra, 202
Modul, 201
Ring, 201
Vektorraum, 202

Graduierung
auf abelscher Gruppe, 200
auf Ring, 201

graduierungsverträglich
multilineare Abbildung, 201

größergleich
Struktur als k-geringter Raum, 179

Haarfaktor
auf lokalem Körper, 321

Halm
geometrischer, 128, 370

Hausdorff
lokaler Ring, 242

Hausdorff’sch
Filtrierung, 218

Hensel’scher Ring, 319
henselscher Ring

strikter, 320
Hilbn Hilbert-Schema, 404
Hilbert

Basissatz, 21
Hilbert’sche Probleme

Nummer 14, 153
Hilbert’scher Nullstellensatz, 7, 29
Hilbert-Dimension, 211, 223
Hilbert-Polynom, 211
Hilbert-Schema, 404
Hilbertpolynom, 210
Höhe

von Primideal, 164
Hom−R, 39
HomΩ, 16
Hom-Hom-Adjunktion, 63
Homöomorphismus, 11
homogen

Koordinatenring, 207
Untergruppe, 202

Homogenisierung, 209
Homomorphismus

über Grundkring, 24
von A-Kringen, 24

ht Höhe von Primideal, 164
Hyperebene

affine, 10
projektive, 208

Hyperfläche, 97
projektive, 208

I(X) Verschwindungsideal von X , 8
Ideal

gebrochenes, 256
Idealgarbe

von abgeschlossener Teilmenge ei-
nes Schemas, 384

Idempotente
Liften von, 312

Immersion, 181
abgeschlossene
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von Schemata, 354
in algebraischer Geometrie, 180

in, Morphismus in Koprodukt, 33
ind Induktion, 62
Induktion

von Moduln, 62
induzierte Struktur

einer affinen Varietät, 78
eines geringten Raums, 181

induzierte Topologie, 10
initial

Morphismus, 180
initiale Struktur, 181
initiale Struktur

gesättigte, 183
Invariantentheorie, 290

Geometrische, 302
Inzidenzstruktur, 9
irk Irreduziblenklassen, 111
irr(Z) zu Varietät Z, 347
irreduzibel

Komponente von topologischen Raum,
89

topologischer Raum, 89
Irreduziblenklasse, 111
Isomorphismus

von Moduln, 16

Jacobson-Radikal, 31
Jordan’sche Normalform, 46

Kn(I), 349
kdim Krulldimension, 91
kdimxX Krulldimension

lokale, 92
Kegel

über projektiver Varietät, 198
Kettenlängenring, 160
Klassifikation

Moduln über Hauptidealringen, 43
Körper

globaler, 323
kohärent

Garbe von Moduln, 400
Garbe von Ringen, 400
Ring, 400

kohärenter OX-Modul, 370
Koinduktion

von Moduln, 62
Komorphismus, 68

von Modulgarben, 376
komplementär

Untermoduln, 34
Komplettierung

von glatter Kurve, 276
komplex

Stelle eines Zahlkörpers, 324
Komponente

irreduzible von topologischen Raum,
89

konstruktibel
Teilmenge, 144

kontrahierend
algebraische Operation von k×, 287

Koordinatenring
homogener, 207

Koprodukt
von affinen Varietäten, 84

koproduktaffin, 409
Kring

k-Kring, 24
kommutativer Ring, 7

KringA, 24
Kringalgebra

über Kring, 24
Kringerweiterung, 23
Kringo opponierte Kringe, 379
Krull, Durchschnittssatz, 127
Krulldimension, 91, 96

lokale, 92
Krullkodimension, 91
Kubik
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affine, 10
projektive, 208

Kurve
affine, 92
algebraische, 190
algebraische Varietät, 270
ebene projektive, 198
projektive, 198, 270

l(M) Länge von M , 163
Länge(M) Länge von M , 163
Länge

eines Moduls, 163
Laurentpolynom, 110
Lemma von Nakayama für allgemeine

Kringe, 124
Lemma von Nakayama, Variante, 125
Liften

von Idempotenten, 312
linear unabhängig, 34
linksexakt, 19
Linksideal, 16
linkskohärent

Garbe von Ringen, 400
linksnoethersch, 20
lokal

Modul, 100
Ring, 126
Ring bei Punkt, 190
Ringhomomorphismus, 261

lokal abgeschlossen
Teilmenge, 189

lokal frei
Modul, 108

lokal geringter Raum, 339
lokaler Körper, 321

gemischter Charakteristik, 322
gleicher Charakteristik, 322

Lokalisierung
eines Moduls zu einer Garbe, 401
geometrische, 364

M(X) rationale Funktionen auf X
affiner Fall, 114

M(X) rationale Funktionen aufX , 193
Master, 298
Max Maximalspektrum, 80
MaxA Menge der maximalen Ideale

von A, 27
maximal

Ideal, 27
Maximalspektrum, 80
Mengenmodul, 13
minimal

Primideal, 118
ModR = R -Mod Kategorie der R-

Moduln, 18
ModΩ Kategorie der Ω-Mengenmoduln,

16
Mod−R = Mod-R Rechtsmoduln, 40
OX -Modqk, 366
Modul

äquivarianter
für Monoidoperation, 386

filtrierter, 221
frei zyklischer, 34
freier, 34
geometrischer, 372
graduierter, 201
topologischer, 310
über einem Ring, 13
über einer Menge, 13

modulendlich
Kringerweiterung, 23
lokal, 400
Morphismus von Varietäten, 278,

349
modulfrei

Kringerweiterung, 147
Modulgarbe, 364
Modulhomomorphismus, 16
Moduloptrennfaserung, 379
Modulradikal, 30
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modulspaltend
Kringerweiterung, 147

Monoidideal, 23
Morita-Äquivalenz

Erste Beispiele, 41
Spezialfall, 62

Morphismus
dominanter, 241
lokaler, von lokal geringten Räum-

en, 339
rationaler, 194
von affinen Varietäten, 72
von geringten Räumen, 179, 338

MProj Varietät zu graduiertem k-Kring,
287

multx(X) lokale Multiplizität, 225
mult Multiplizität, 212, 225
mult Vielfachheit einer Nullstelle, 238
multd Multiplizität, 212
multdq Multiplizität, 225
multiplikativ abgeschlossen, 101
Multiplizität, 212

von lokalem Kring, 225
von Modul, 225
von Varietät an Punkt, 226

Nakayama, 124, 125
Nakayama, Lemma von

für lokale Kringe, 123
kommutatives, 124

Neil’sche Parabel, 69
nichtarchimedisch

Absolutbetrag, 322
lokaler Körper, 321
Stelle eines Körpers, 324

Nichtnullstellenschema, 348
Nilfaser, 298
Nilfaseralgebra, 298
Nilkegel, 298
nilpotentfrei, 68
Nilradikal, 117

nodale Kubik, 70
noethersch

lokal
Schema, 403

Modul, 19
Ring, 20
Schema, 394, 403
topologischer Raum, 89

noethersche Induktion, 91
Norm

auf abelscher Gruppe, 316
auf Vektorraum

über Körper mit Absolutbetrag,
317

einer Körpererweiterung, 257
normal

Kring, 155
Varietät, 192

affine, 162
null-cone, 298
Nullfaser, 301
Nullstellen, 7
Nullstellenmenge, 7
Nullstellenordnung

an glattem Punkt von Kurve, 251
Nullstellensatz

körpertheoretischer, 25
Nullstellensatz, Hilbert’scher, 7, 29

O polynomiale Funktionen, 66
O|X induzierte Struktur, 181
O(U)

U offen in affiner Varietät X , 113
O∗(W ) homogener Koordinatenring von

W , 206
OX,Y reguläre Funktionskeime

längs einer Untervarietät, 114
OX,x Funktionskeime

bei k-geringten Räumen, 190
OX,x reguläre Funktionskeime

bei affinen Varietäten, 112
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o-minimale Struktur, 414
offen, 9
offenfinal, 278
Opkomorphismus

von Modulgarben, 376
opponiert

Ring, 39
ordnungsminimale Struktur, 414

PW projektiver Raum zu W , 195
P1 projektive Gerade, 344
Parametersystem von lokalem Ring, 229
Pic Picardgruppe, 390
Picardgruppe, 390

von Kring, 391
Polstellenordnung

an glattem Punkt von Kurve, 251
polynomial

Abbildung, 67
Funktion, 66

Potenz
dividierte, 87
symmetrische, 87

Potenzradikal, 30
pr, Projektion aus Produkt, 33
Präkurve, 270
Prävarietät, 187
Prävarietätenschema, 346
Primelement, 94
Primideal

in beliebigem Ring, 94
in Kring, 94
minimales, 118

Primpotenz
in faktoriellem Ring, 44

Primspektrum, 94
Produkt

gesättigtes, 185
von affinen Varietäten, 81
von Moduln, 33

produktfest

produktfest (E), Morphismus, 193
Produktion, 62
Projektionsformel, 379
projektiv

Hyperfläche, 208
Modul, 375
Varietät, 198

projektive Kurve, 270
projektive Nullstellenmenge, 207
projektiver Raum

als algebraische Varietät, 195
als Menge, 195
gewichteter, 289

Prüfer-Ring, 326
Pseudokoordinaten, 235
Punkte

R-wertige Punkte eines Schemas,
344

pVark Prävarietäten über k, 187

quadratfrei, 10
quadratisch

Zahlkörper, 256
Quadrik

affine, 10
projektive, 208

quaquasikompakt
Schema, 381

Quartik
affine, 11
projektive, 208

quasiaffin
k-Varietät, 189

quasikohärent, 366, 400
Modulgarbe auf Varietät, 369

Quasikohärentor, 381
quasikompakt

Morphismus von Schemata, 378
quasiprojektiv

k-Varietät, 198
quasisepariert
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Morphismus von Schemata, 378
Quintik

affine, 11
projektive, 208

Quotient, 290
Quotientenfiltrierung, 219
Quotientenmodul, 17
Quotientenmorphismus, 293

Radikal
eines Ideals, 30
Modulradikal, 30
Potenzradikal, 30

Radikalideal, 30
ramification index, 261
Rang

von Modul, 41
von projektivem Modul, 375

rational
Varietät, 242

rationale Funktion
auf Prävarietät, 193

rationale Funktionen
im affinen Fall, 114

rationaler Morphismus, 194
rechtsexakt, 19, 52
Rechtsideal, 39
Rechtsmodul, 39
rechtsnoethersch, 20
rechtsspaltend

Modulhomomorphismus, 37
reduktiv

linear reduktiv, 291
reduzibel

topologischer Raum, 89
reduziert

gekringter Raum, 353
Kring, 68

reduzierte induzierte Struktur, 354
reell

Stelle eines Zahlkörpers, 324

Rees-Ring, 127
regulär

Funktion, 113
auf affiner Varietät, 72
auf Prävarietät, 187

Funktionen, 338
Funktionskeim, 112

längs Y , 114
lokaler Kring, 231
Parametersystem, 232
Punkt von Varietät, 233

res Restriktion der Skalare, 15, 62
Restriktion

der Skalare, 15, 62
Ring

lokaler, 126
opponierter, 39
topologischer, 310

Ring der ganzen Zahlen, 254
Ringalgebra

über Kring, 24, 178
ringendlich

Kringerweiterung, 23
Ringfiltrierung, 221
Ringmodul, 13

Xs relativ stabile Punkte, 301
S(X) Schnitt der Primideale aus X ,

119
SAM symmetrische Algebra, 372
SkV symmetrische Algebra, 85
Sättigung, 183
Sch Kategorie der Schemata, 343
Schaff affine Schemata, 343
Schanuel

Vermutung, 153
scheinflach, 148
Schema, 343

affines, 343
lokal noethersches, 370
noethersches, 394
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Schnittmultiplizität, 214
Segre-Einbettung, 200
Seite

von Polyeder, 359
semistabil, 300, 302
semistabiler Punkt, 302
separiert

Filtrierung, 218
Morphismus von Schemata, 354
Schema, 354

Sextik
projektive, 208

singulär
Punkt

von algebraischer Varietät, 233
spaltend

kurze exakte Sequenz, 37
Spaltung

bei abelschen Gruppen, 37
von Modulhomomorphismus, 37

SpecR
als Menge, 94

SpecR Spektrum von R, 340
SpecmA Menge der maximalen Idea-

le von A, 27
SpecmaxAMenge der maximalen Idea-

le von A, 27
Spektrum

eines Krings, 94, 340
Spur

auf freiem Modul, 266
auf projektivem Modul, 266
einer Körpererweiterung, 257

Spurform, 267
bei Körpern, 259

Spurtopologie, 10
Xss semistabile Punkte, 300
Xstab absolut stabile Punkte, 296
stabil

a-stabil, Filtrierung, 224
absolut, 296

absolut, Punkt, 296
Punkt, 302
relativ, Punkt, 301

Standardbasis
der Zariskitopologie eines Spek-

trums, 122
standardglatt

Kringhomomorphismus, 237
Standardgraduierung, 202
Stelle

eines globalen Körpers, 323
stetig

für topologische Räume, 10
Struktur, 413
Strukturgarbe, 338
strukturierend

Funktion, 72, 178
Subquotient, 17
Summand

von Modul, 34
Summe, 33

von Untermoduln, 34
Supermannigfaltigkeit, 403
supp(M) Träger eines Moduls, 122
supp(m) Träger eines Elements eines

Moduls, 122
SymAM symmetrische Algebra, 372
SymkV symmetrische Algebra, 85
Symmetrisator, 87
symmetrisch

Algebra, 85, 372
symmetrische Potenz, 87
symmetrischer Tensor, 87
symplektische Form

ganzzahlige, 64
Symu symmetrische Multilinearformen,

87
System von Transzendenzerzeugern, 149

TenAM Tensoralgebra, 372
Tangente
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an ebene Kurve, 414
TenAM Tensoralgebra, 372
Tensor

symmetrischer, 87
Tensoralgebra, 372
Tensorfiltrierung, 219
Tensor-Hom-Adjunktion, 61
Tensorprodukt

von Garben über Garben, 401
Topologie, 9

induzierte, 10
topologisch

Körper, 321
Modul, 310
Ring, 310

topologischer Raum, 9
torische Varietät, 356
Torsionselement

von Modul, 110
torsionsfrei

abelsche Gruppe, 53
Modul, 44, 53

Träger
bei Darstellung eines Torus, 360
eines Elements eines Moduls, 122
eines Moduls, 122

Trägheitsgruppe, 265
Transitivität

der Induktion, 62
Transzendenzbasis, 149
Transzendenzgrad, 151
treu

Modul, 130
treuflach

Modul, 52

U(f) Nichtnullstellen von f , 340
U(f) Standardasis der Topologie ei-

nes Spektrums, 122
Uniformisierende, 250
unirational

Varietät, 242
Untergruppenfiltrierung, 219
Untermodul, 16

erzeugt von Teilmenge, 16, 39
Unterrechtsmodul, 39
Unterschema

abgeschlossenes, 354
Untervarietät, 189
unverzweigt, 263

Körperhomomorphismus, 261

V(E) Nullstellenmenge von E, 7
V Vervollständigung, 309
valuation

discrete, 247
Var Morphismen von Varietäten, 73
pVark Prävarietäten über k, 187
Varaffk affine k-Varietäten, 72
Varietät, 187

affine, 179
projektive eingebettete, 198
torische, 356

Varietätenschema, 355
Vektorbündel

algebraisches, 376
Verklebedatum

topologisches, 350
von Mengen, 350

Verkleben, 350
Verkleben von Punkten, 194

bei affinen Varietäten, 185
bei naiven affinen Varietäten, 136
bei Varietäten, 193

Veronese-Einbettung, 200
Verschwindungsideal, 8

homogenes, 206
lokales, 214

Vertauschungsisomorphismus, 51
Vervollständigung

eines Moduls, 309
eines Rings, 309
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von glatter Kurve, 276
Verzweigungsgrad, 261, 263
Vielfachheit

von Schnittpunkt, 214
vollprim

Ideal, 94
vollständig

Filtrierung, 218
Körper mit Absolutbetrag, 316
lokaler Ring, 242

Zp p-adische Zahlen, 310
Ẑ Prüfer-Ring, 326
Z(E) Nullstellenmenge von E, 7
Zählerideal, 116
Zahl

p-adische, 310
Zahlkörper, 254, 323

quadratischer, 256
Zariskitopologie

auf dem Spektrum eines Rings, 119
auf affiner Varietät, 78
auf einem kn, 10

Zentrum
eines Rings, 37

Zerlegungsgruppe, 265
Zurückholen

von Garben von Moduln, 401
zyklisch

Modul, 17
Vektor

eines Endomorphismus, 49
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