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Die Bezeichnung ,,Algebra“ kommt von arabisch ,,al-jabr*, das in der Medi-
zin das Wiedereinrenken eines Gelenks bezeichnete und in der Mathematik fiir
eine Umformung stand, die man heute das ,,Heriiberschaffen durch Subtraktion*
eines Terms von der einen auf die andere Seite einer Gleichung nennen wiirde. In
diesem Zusammenhang wurde wohl auch das Rechnen mit negativen Zahlen ent-
wickelt. Der im folgenden vorgestellte Teil der Algebra heil3t ,,linear*, da das ein-
fachste der darin untersuchten Gleichungssysteme dem geometrischen Problem
entspricht, den Schnittpunkt zweier Geraden alias Linien zu bestimmen. Ich habe
mir bei der Darstellung die groBte Miihe gegeben, die abstrakte Sprache der Men-
genlehre und unsere rdumliche Anschauung zu einer Einheit zu fiigen, ohne dabei
die algorithmischen Aspekte zu kurz kommen zu lassen.



1 Gleichungssysteme und Vektorridume

In diesem Abschnitt will ich aufzeigen, inwiefern uns die rdumliche Anschau-
ung beim Verstdndnis der Theorie linearer Gleichungssysteme helfen kann und in
welcher Weise die Theorie abstrakter Vektorrdume eine Briicke zwischen diesen
beiden Begriffswelten schafft.

1.1 Losen linearer Gleichungssysteme

1.1.1. Ich erinnere aus [GR] 2.4.2 die Definition eines Korpers, die dort in grof3e-
rer Ausfiihrlichkeit besprochen wird.

Definition 1.1.2. Ein Korper (K, +, -) ist eine Menge K mit zwei kommutativen
assoziativen Verkniipfungen, genannt die Addition + und die Multiplikation -
des Korpers, die meist schlicht durch Zusammenschreiben a - b = ab notiert wird,
derart da3 mit der Konvention ,,Punkt vor Strich* die folgenden drei Bedingungen
erfiillt sind:

1. (K,+) ist eine Gruppe, die additive Gruppe des Korpers;

2. Die vom neutralen Element der Addition O € K verschiedenen Elemente
von K bilden eine unter der Multiplikation abgeschlossene Teilmenge und
diese Teilmenge K \{Of } ist unter der Multiplikation ihrerseits eine Grup-
pe, die multiplikative Gruppe des Korpers;

3. Es gilt das Distributivgesetz

a(b+c¢) =ab+ac Va,b,ce K

Ergdnzung 1.1.3. Fordert man hier nicht die Kommutativitit der Multiplikation
und fordert zusitzlich das ,,Distributivgesetz fiir die Multiplikation von rechts*
(b4+c)a = ba+ca Va,b,c € K, das im Fall einer kommutativen Multiplikation ja
schon aus den anderen Axiomen folgte, so heif3t unsere Struktur ein Schiefkorper.

1.1.4. Sei K ein Korper. Ich rate, zunéchst einmal an den Korper K = Q der ra-
tionalen Zahlen oder den Korper X' = R der reellen Zahlen zu denken. Ich werde
im folgenden, weil ich selber meist an diese beiden Fille denke, Elemente eines
allgemeinen Korpers K oft als ,,Zahlen* bezeichnen. Gegeben seien n Gleichun-

gen in m Unbekannten alias Variablen x4, . .., x,, von der Gestalt
a11ry + appxe+ ... +aimT, = b1
a1 %1 + apTst+ ... +FanTm = by
An1T1 + AQpaTot ... FApmTm = bn



X, + 3x, = 1
ZXA + 22X, + XS = 2
Fx, + 6X, + Xg = &

Ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten.



Hierbei denken wir uns a;;,b; € K fest vorgegeben und z; € K gesucht. Der
in mathematischer Formelsprache geiibte Leser wird das bereits erkannt haben,
denn es ist allgemeine Konvention, Buchstaben vom Anfang des Alphabets fiir
,bekannte Unbestimmte* zu verwenden und Buchstaben vom Ende des Alpha-
bets fiir ,,gesuchte Unbestimmte*‘. Eine Gesamtheit von mehreren zu erfiillenden
Gleichungen bezeichnet man als Gleichungssystem. Ein Gleichungssystem des
obigen Typs nennt man ein lineares Gleichungssystem. Linear heif3t es, weil dar-
in keine komplizierteren Ausdriicke in den Variablen wie Quadrate 23 oder Pro-
dukte von Variablen x1x2x3 vorkommen. Die a;; heilen in diesem und &hnlichen
Zusammenhingen Koeffizienten von lateinisch ,,coefficere* fiir deutsch ,,mitwir-
ken“. Gesucht ist eine Beschreibung aller m-Tupel (z1, ..., z,,) von Elementen
von K derart, dal} alle n obigen Gleichungen gleichzeitig erfiillt sind. In der Be-
grifflichkeit und Notation, wie wir sie gleich in 1.3.8 einfithren, bildet die Ge-
samtheit aller m-Tupel (z1, ..., z,,) von Elementen von K eine neue Menge K.
In dieser Terminologie suchen wir also eine moglichst explizite Beschreibung der
Teilmenge L C K™ derjenigen m-Tupel, die alle unsere n Gleichungen erfiillen.
Sie hei3t die Losungsmenge L unseres Gleichungssystems.

1.1.5. Sind alle b; auf der rechten Seite unserer Gleichungen Null, so heif3t unser
lineares Gleichungssystem homogen. Das lineare Gleichungssystem, das aus ei-
nem inhomogenen System in der oben angegebenen Notation entsteht, indem man
alle b; zu Null setzt, heifit das zugehorige homogenisierte Gleichungssystem.

1.1.6 (Schwierigkeiten der Notation). In obigem Gleichungssystem ist a2 nicht
als a-Zwolf zu verstehen, sondern als a-Eins-Zwei. Sicher wire es priziser gewe-
sen, die beiden Bestandteile unserer Doppelindizes durch ein Komma zu trennen
und a; 2 und dergleichen zu schreiben. Das hitte unser Gleichungssystem aber
weniger libersichtlich gemacht. Man muf} beim Schreiben und Verstehen von Ma-
thematik oft einen Ausgleich zwischen einer préizisen aber uniibersichtlichen und
einer libersichtlichen aber unprizisen Darstellung suchen. An dieser Stelle schi-
en mir das Weglassen der Kommata der bessere Weg. Einem Menschen etwas
verstiandlich zu machen ist eben eine andere Aufgabe als einen Computer zu pro-
grammieren. Beim Programmieren eines Computers kommt es an erster Stelle auf
die Eindeutigkeit der Anweisungen an und alles andere ist nebenséchlich. Beim
Schreiben und Erkliren fiir Menschen kommt es dahingegen eher auf die Uber-
sichtlichkeit an und bei Mehrdeutigkeiten kann man erwarten, dafl sie vom Leser
aus dem Kontext heraus aufgelost werden und oft noch nicht einmal auffallen. Ins-
besondere in der Physik ist es iiblich, einen der Indizes hochzustellen, also a% statt
a9 zu schreiben, aber das kann auch wieder leicht als das Quadrat (a1)2 einer Zahl
a; miBverstanden werden. Ich wiirde am liebsten 'as schreiben und eine Zeile un-
seres Gleichungssystems entsprechend als 'a; 'z +1ax?z +. . . +1a,,™x = b, aber
das schien mir zu viel Umgewohnung auf einmal. Man beachte auch, daf bei Ma-
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Zj-/f??_-‘-'-()
tx + 22y + 2 = 0

Ein homogenes lineares Gleichungssystem, mit zwei Gleichungen und drei
Unbekannten, bei dem ich die Unbekannten statt mit z1, x5, x3 zur Abwechslung
einmal z, y, 2z notiert habe. Es ist beim Rechnen meist sinnvoll, eine Notation mit

moglichst wenig Indizes zu verwenden.

Ox = A

Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit einer Gleichung und einer
Unbekannten und leerer Losungsmenge.



trizen die Konventionen anders bei Koordinaten. Bei Matrizen wéchst iiblicher-
weise der erste Index nach unten der zweite Index nach rechts, bei Koordinaten
dahingegen der erste Index nach rechts und der zweite Index nach oben.

1.1.7. Um die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems zu bestimmen,
kann man den GauB-Algorithmus verwenden. Er basiert auf der elementaren Er-
kenntnis, daB sich die Losungsmenge nicht dndert, wenn wir in einer der beiden
folgenden Weisen zu einem neuen Gleichungssystem iibergehen:

1. Wir ersetzen eine unserer Gleichungen durch ihre Summe mit einem Viel-
fachen einer anderen unserer Gleichungen;

2. Wir vertauschen zwei unserer Gleichungen.

Der noch zu besprechende Gauf3-Algorithmus beschreibt, wie wir mithilfe die-
ser beiden Operationen, also ohne die Losungsmenge zu dndern, zu einem Glei-
chungssystem iibergehen konnen, das Zeilenstufenform hat. Nebenstehendes Bild
mag aufschliisseln, was das anschaulich bedeuten soll. Formal sagen wir, ein
Gleichungssystem ,.habe Zeilenstufenform*, wenn man ein » > 0 und Indizes
1 < s(1) < s(2) < ... < s(r) < m so angeben kann, da8 in unserem Glei-
chungssystem gilt a; 4;) # 0 fir 1 < 4 < r und daB a,,, # 0 nur gelten kann,
wenn es ein ¢ gibt mit v < 7 und p > s(i).

1.1.8. Es ist iiblich und erspart Schreibarbeit, die Symbole fiir die Variablen sowie
die Pluszeichen und Gleichheitszeichen bei Rechnungen im Zusammenhang mit
linearen Gleichungssystemen wegzulassen und stattdessen ein Gleichungssystem
der oben beschriebenen Art abzukiirzen durch seine erweiterte Koeffizientenma-
trix

a;y a2 ... QAim bl
21 Aa22 A2 | b2
Al Ap2 -+ QApm | bn

Die Spezifikation ,.erweitert” weist auf die letzte Spalte der O; hin. Die Matrix
der a;; fiir sich genommen heit die Koeffizientenmatrix unseres Gleichungs-
systems.

1.1.9 (GauB-Algorithmus). Der Gaul3-Algorithmus zum Bestimmen der Losungs-
menge eines linearen Gleichungssystems funktioniert so: Sind alle Koeffizienten
in der ersten Spalte Null, so ignorieren wir die erste Spalte und machen mit der
auf diese Weise entstehenden Matrix weiter. Ist ein Koeffizient in der ersten Spal-
te von Null verschieden, so bringen wir ihn durch eine Zeilenvertauschung an
die oberste Stelle. Ziehen wir dann geeignete Vielfache der obersten Zeile von
den anderen Zeilen ab, so gelangen wir zu einem System, bei dem in der ersten



+0 ~ = ¥
#0
#0 *x

LRI X Y]
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Ein System in Zeilenstufenform ist ein System der obigen Gestalt, bei dem im
Teil mit den Koeffizienten a;; wie angedeutet unterhalb solch einer ,, Treppe mit
der Stufenhohe Eins aber mit variabler Breite der Stufen* nur Nullen stehen,
vorn an den Stufenabsétzen aber von Null verschiedene Eintrdge. Hier ist r die
Zahl der Stufen. An die durch den senkrechten Strich abgetrennte letzte Spalte
mit den gewiinschten Ergebnissen b; werden hierbei keinerlei Bedingungen
gestellt. Das Symbol unten links ist eine Null. Die Symbole * oben rechts deuten
an, daf3 unerheblich ist, was dort steht.
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Spalte unterhalb des obersten Eintrags nur noch Nullen stehen. Fiir das weitere
ignorieren wir dann die oberste Zeile und die erste Spalte und machen mit der auf
diese Weise entstehenden Matrix weiter. Offensichtlich kdnnen wir so jedes linea-
re Gleichungssystem auf Zeilenstufenform bringen, ohne seine Losungsmenge zu
dndern.

1.1.10 (Losungsmenge bei Zeilenstufenform). Die Losungsmenge eines linea-
ren Gleichungssystems in Zeilenstufenform ist schnell bestimmt: Ist eine der Zah-
lenb,1,...,0b, nicht Null, so besitzt es gar keine Losung. Gilt dahingegen b, ., =
... = b, = 0, so kdnnen wir Zahlen z,, fiir ;1 verschieden von den Spaltenindi-
zes (1), ..., s(r) der Stufen beliebig vorgeben und finden fiir jede solche Vorgabe
der Reihe nach eindeutig bestimmte Zahlen x (), Zs(—1), - - - , T5(1) derart, dal das
entstehende m-Tupel (x4, ..., x,,) eine Losung unseres Gleichungssystems ist.

1.1.11. Eine Abbildung A : {1,...,n} x {1,...,m} — Z der Produktmenge
in eine Menge Z heifit ganz allgemein eine (n X m)-Matrix mit Eintrégen in
Z. Gegeben solch eine Matrix A schreibt man meist A;; oder a;; statt A(i, j)
und veranschaulicht sich die Abbildung A als ein rechteckiges Arrangement von
Elementen von Z wie eben im Fall Z = K. Das a;; heiit dann der Eintrag
unserer Matrix in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Das ¢ hei3t der Zeilenindex, da
es angibt alias ,,indiziert”, in welcher Zeile unser Eintrag a;; steht. Entsprechend
nennt man das j den Spaltenindex unseres Matrixeintrags. Ich erinnere daran,
daf} wir fiir beliebige Mengen X, Y die Menge aller Abbildungen von X nach Y
mit Ens(X,Y") bezeichnen. Die Menge aller (n x m)-Matrizen mit Koeffizienten
in einer Menge Z notieren wir

Mat(n x m; Z) := Ens({1,...,n} x {1,...,m}, Z)

Im Fall n = m sprechen wir von einer quadratischen Matrix und kiirzen unsere
Notation ab zu Mat(n; Z) := Mat(n x n; Z). Manchmal werden wir sogar fiir
beliebige Mengen X, Y, Z eine Abbildung X x Y — Z als eine (X x Y')-Matrix
mit Eintrigen in Z ansprechen.

Ergdnzung 1.1.12 (Ursprung der Terminologie). Die Bezeichnung ,,Matrix* wur-
de meines Wissens vom englischen Mathematiker Joseph Sylvester in einem 1851

bei George Bell, Fleet Street erschienenen Artikel mit dem Titel ,,An essay on ca-

nonical forms, supplement to a sketch of a memoir on elimination, transformation

and canonical forms* in die Mathematik eingefiihrt. Die Bezeichnung scheint auf
das lateinische Wort ,,matrix* fiir deutsch ,,Gebarmutter hervorzugehen. Sylves-

ter benutzt Matrizen mit einer Zeile mehr als Spalten und betrachtet die ,,Determi-

nanten* der quadratischen Matrizen, die durch Streichen je einer Zeile entstehen.

Die Determinante fithren wir erst in 6.2.1 ein.

11



X +3x, =1
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Fx, +6x +x, =8
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Ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten und
seine Losung mit dem GauB3-Algorithmus. Fiir gewohnlich wird beim Anwenden
des GauB3-Algorithmus ein Vertauschen der Zeilen gar nicht nétig sein. Gibt es
weiter genausoviele Gleichungen wie Unbekannte, so werden wir fiir gewohnlich
so wie in obigem Beispiel genau eine Losung erwarten diirfen.
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Satz 1.1.13 (Losungsmengen inhomogener linearer Gleichungssysteme). Ist
die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems nicht leer, so erhalten wir
alle Losungen, indem wir zu einer fest gewdhlten Losung unseres Systems eine
beliebige Losung des zugehorigen homogenisierten Systems komponentenweise
addieren.

Beweis. Ist ¢ = (cq,...,cp) eine Losung unseres linearen Gleichungssystems
und d = (dy,...,d,,) eine Losung des homogenisierten Systems, so ist offen-
sichtlich die komponentenweise Summe ¢ + d = (¢; + dy,..., ¢y + dyy,) eine

Losung des urspriinglichen Systems. Ist andererseits ¢ = (¢, ..., ) eine wei-

T m
tere Losung unseres linearen Gleichungssystems, so ist offensichtlich die kompo-
nentenweise Differenz d = (¢} — ¢y, ..., ¢, — ¢,,) eine Losung des homogenisier-

ten Systems, fiir die gilt ¢ = ¢ + d mit unserer komponentenweisen Addition +
aus [EIN] 1.1.2.7. O]

1.1.14 (Unabhiingigkeit der Stufenzahl vom Losungsweg). Die vorstehenden
Uberlegungen zeigen, wie man die Losungsmenge jedes linearen Gleichungssys-
tems bestimmen kann. Man erhilt dabei nach 1.1.10 im Fall einer nichtleeren
Losungsmenge durch die Transformation auf Zeilenstufenform sogar eine aus-
gezeichnete Bijektion zwischen ¢-Tupeln von Elementen von K und besagter
Losungsmenge, fiir t = m — r die Zahl der Variablen abziiglich der ,,Zahl der Stu-
fen®, die eben jeder Vorgabe von z; fiir j verschieden von den ,,Spaltenindizes der
Stufen” j # s(1),...,s(r) die durch diese Vorgabe eindeutig bestimmte Losung
zuordnet. Der GauB3-Algorithmus gibt uns allerdings nicht vor, welche Zeilenver-
tauschungen wir unterwegs verwenden sollen. Damit stellt sich die Frage, ob wir
unabhingig von der Wahl dieser Zeilenvertauschungen stets bei derselben Ma-
trix in Zeilenstufenform ankommen. Das ist nun zwar nicht richtig, aber dennoch
sind die ,,Breiten der einzelnen Stufen* alias die Spaltenindizes s(i) der Stufen
unabhiéngig von allen Wahlen. In der Tat lassen sie sich auch direkt beschreiben,
indem wir im zugehorigen homogenisierten Gleichungssystem unsere Variablen
von hinten durchgehen und jeweils fragen: Gibt es fiir jedes (241, Zj42, ..., Tm),
das zu einer Losung (xq, x, ..., %,,) erganzbar ist, nur ein x; derart, dal auch
(j,%j41,Tj42,...,2Ty) zu einer Losung (xq,xo, ..., x,,) erginzbar ist? Genau
dann lautet die Antwort ,,ja“, wenn in der j-ten Spalte eine neue Stufe beginnt.

1.1.15 (Unabhéingigkeit der Stufenzahl von der Variablenreihung). Nun konn-
ten wir auch vor dem Anwenden des Gaul3-Algorithmus zuerst unsere Variablen
umnummerieren alias die Spalten unserer Koeffizientenmatrix vertauschen. Wir
erhielten wieder eine Bijektion zwischen u-Tupeln von Elementen von A mit der
Losungsmenge wie eben. Die Frage, der wir uns als nédchstes zuwenden wollen,
lautet nun: Gilt stets v = ¢, in anderen Worten, landen wir bei einer Zeilenstufen-
form mit derselben Zahl von Stufen, wenn wir zuerst die Spalten unseres Systems

13



13 01 x-f—sz =/
22 1|2 ZX4+Z>‘L+XJ=Z

i

43 04 Xy freiar Prsmetel,
0-¢410) 7T X = Xl
X, = 4 - BM) X3

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Unbekannten,
dessen Losungsmenge nach unser allgemeinen Theorie fiir jedes x5 genau einen
Punkt (21, 9, x3) enthdlt, und zwar haben wir wegen der zweiten Gleichung
x9 = x3/4 und dann wegen der ersten Gleichung x1 = 1 — (3/4)x3, so daB} die
allgemeine Losung lautet (1 — (3/4)\, A/4, A) fiir variables .

14



willkiirlich vertauschen, bevor wir den Gauf3-Algorithmus durchfiihren? Die Ant-
wort lautet wieder ,,Ja“, aber hierzu ist mir kein ganz elementares Argument mehr
eingefallen. Dariiber war ich sogar ganz froh: Diese Frage kann so ndmlich zur
Motivation der Entwicklung der abstrakten Theorie der Vektorrdume dienen, mit
der wir an dieser Stelle beginnen. Wir fiihren in diesem Rahmen den auch in vie-
len anderen Zusammenhingen duflerst niitzlichen Begriff der ,,Dimension* eines
,» Vektorraums* ein, und zeigen in 2.1.11, daB die Stufenzahl unabhéngig von allen
Wahlen als die ,,Dimension des Losungsraums* des zugehdrigen homogenisierten
Gleichungssystems beschrieben werden kann. Zunichst jedoch fiithren wir einige
weitere Begriffe ein, die wir dabei und auch dariiber hinaus noch oft brauchen
werden.

1.2 Vektorriume

Definition 1.2.1. Ein Vektorraum V' iiber einem Korper K ist ein Paar beste-
hend aus einer abelschen Gruppe V' = (V, +) und einer Abbildung

KxV — V
(AN 7) = AU

derart, da} fiir alle A\, © € K und ¥, w € V die folgenden Identititen gelten:

AT+@) = (M) + (M)
A+t = (M) + (u0)
Al(mz) = Owr

Wie bei der Axiomatik eines Korpers [GR] 2.4.2 heiflen die ersten beiden Gesetze
die Distributivgesetze. In Analogie zu der Sprechweise bei Mengen mit Verk-
niipfung heil3t das dritte Gesetz das Assoziativgesetz.

1.2.2. Die Elemente eines Vektorraums nennt man meist Vektoren. Die Elemente
des Korpers heiflen in diesem Zusammenhang oft Skalare und der Korper sel-
ber der Grundkorper. Die Abbildung (), ¥) — At heiit die Multiplikation mit
Skalaren oder auch die Operation des Korpers /i auf V. Sie ist nicht zu ver-
wechseln mit dem ,,Skalarprodukt®, das wir in [LA2] 1.1.2 einfiihren und das aus
zwel Vektoren einen Skalar macht. Ich habe oben aus didaktischen Griinden die
Addition von Vektoren + notiert, um sie von der Addition von Kérperelementen
zu unterscheiden, aber das werde ich nicht lange durchhalten. Mit der auch in die-
sem Zusammenhang allgemein iiblichen Konvention ,,Punkt vor Strich* und der
zu + vereinfachten Notation fiir die Addition von Vektoren und der Abkiirzung
1x = 1 fiir das multiplikativ neutrale Element des Grundkorpers konnen unsere

15



Vektorraumaxiome dann etwas iibersichtlicher geschrieben werden als die Forde-
rung, daf fiir alle Skalare A, ;2 und alle Vektoren v, w gelten moge

AU+ W) = AN+ A\
A+ )T = N+ pv
ANpv) = (Ap)v
1v = U

Ich habe aus didaktischen Griinden bis hierher Vektoren stets mit einem Pfeil
notiert, das halte ich wohl etwas ldnger durch, aber auf Dauer werden Sie sich
auch den Pfeil selbst dazudenken miissen. Das neutrale Element der abelschen
Gruppe V' notieren wir 0 und nennen es den Nullvektor. Die letzte Bedingung
17 = ¥ schlie3t zum Beispiel den Fall aus, dal wir fiir V' irgendeine von Null
verschiedene abelsche Gruppe nehmen und dann einfach \v = 0 setzen fiir alle
AeEKundveV.

Beispiel 1.2.3 (Die schmutzige Anschauung). Ich stelle mir als Vektorraum ger-
ne wie in [EIN] 1.1.2.5 ausgefiihrt die Menge V' aller Parallelverschiebungen
der schmutzigen Ebene oder auch die Menge V' der Parallelverschiebungen des
schmutzigen Raums der Anschauung vor, mit der ,,Hintereinanderausfithrung* als
Addition und der offensichtlichen Multiplikation mit reellen Skalaren. Diese Men-
gen von Parallelverschiebungen nenne ich den schmutzigen Richtungsraum der
Ebene beziehungsweise des Raums. Graphisch mag man diese Parallelverschie-
bungen alias Vektoren durch Pfeile in der Ebene oder oder im Raum darstellen und
ihre Addition wie in nebenstehendem Bild veranschaulichen. Das ist nur leider im
mathematischen Sinne kein recht eigentlich wohldefiniertes Beispiel: Schon die
Frage, ob diese Parallelverschiebungen eigentlich ,,wohlunterschiedene Objekte
unserer Anschauung oder unseres Denkens* sind, und wie man sie eigentlich zu
definieren hitte, scheint mir nicht so einfach und eindeutig zu beantworten. So
bin ich in der schizophrenen Lage, dall mir dieses Beispiel einerseits besonders
nahrhaft und motivierend scheint, dafl es aber andererseits fiir unsere rein auf
Mengenlehre aufgebaute aseptisch steril perfekte Mathematik zu schmutzig ist,
um als echtes Beispiel durchzugehen.

Ergdnzung 1.2.4. Wann immer ich einen Begriff mit dem Zusatz ,.der Anschau-
ung* oder ,,anschaulich* oder ,,schmutzig* versehe, soll gemeint sein, da3 er nicht
in einem mathematisch wie auch immer prézise definierten Sinne zu verstehen ist,
also nicht als ein Gebilde der Mengenlehre, sondern eben anschaulich.

Beispiel 1.2.5 (Funktionenriume als Vektorriume). Gegeben eine Menge X
und ein Korper K ist die Menge Ens(X, K) aller Abbildungen X — K ein K-
Vektorraum, wenn man die Addition durch (f + g)(z) := f(x)+ g(z) erklirt und
die Multiplikation mit Skalaren durch (Af)(z) := A(f(x)). Insbesondere erhilt

16



Die Hintereinanderausfiihrung der beiden Parallelverschiebungen der Tafel- oder
hier vielmehr der Papierebene, die durch die durchgezogenen Pfeile dargestellt
werden, wird die durch die gepunktelten Feile dargestellt.
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so auch die Menge Mat(n x m; K) aller (n x m)-Matrizen mit Eintrigen in einem
Korper K aus 1.1.11 die Struktur eines K -Vektorraums.

Beispiel 1.2.6 (Losungsmengen als Vektorrdume). Gegeben ein homogenes li-
neares Gleichungssystem in n Variablen wird seine Losungsmenge L ein K-
Vektorraum, wenn wir sie mit der komponentenweisen Addition + und der kom-
ponentenweisen Multiplikation mit Skalaren versehen.

Erginzung 1.2.7. Im Fall eines Schiefkorpers K mull man an dieser Stelle mehr
aufpassen. Losungen eines linearen Gleichungssystems bleiben dann nur nur L6-
sungen, wenn man sie von rechts mit Skalaren multipliziert. Das fiihrt zur Er-
kenntnis, dafl man in diesem Fall ,,Rechtsvektorraume* und ,,Linksvektorraume*
unterscheiden muf3 und die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems, bei
dem die Koeffizienten von links an die Variablen daranmultipliziert werden, einen
Rechtsvektorraum bildet.

Erginzung 1.2.8 (Ursprung der Terminologie). Die Bezeichnung als ,,Vektor*
kommt von lateinisch ,,vehere* fiir ,,fahren, transportieren®. Sie riihrt von unse-
rem Beispiel [EIN] 1.1.2.5 der Gesamtheit aller Parallelverschiebungen der Ebene
oder des Raums her, die ja in gewisser Weise Punkte transportieren. Auf Deutsch
konnte man diese Intuition wiedergeben, indem man statt von Vektoren etwa von
»Schiebern* redet. Beim Gedanken an eine Vorlesung iiber die ,L.ehre von der
Schieberei bin ich aber doch gliicklicher mit der gewohnten, vom Latein ge-
pragten Terminologie. Die Bezeichnung ,,Skalare* fiir Elemente des zugrundelie-
genden Korpers kommt von dem lateinischen Wort ,,scala* fiir ,,Leiter* und hat
sich von dort iiber eine Bezeichnung fiir das Metermal} entwickelt zu einer Be-
zeichnung fiir das, was man auf einer MeBskala ablesen kann, als da hei3t zu
einer Bezeichnung fiir reelle Zahlen. In Mathematik und Physik werden nun aber
nicht nur reelle Vektorrdume betrachtet, und so iibertrigt man dann dieses Wort
weiter und verwendet es auch im allgemeinen als Bezeichnung fiir die Elemente
des jeweiligen Grundkorpers.

1.2.9 (Produkt mit dem Skalar Null). Gegeben ein Vektorraum V" und ein Vektor
¥ € V gilt 0% = 0. Multipliziert man also einen beliebigen Vektor mit dem
Skalar Null, erhilt man stets den Nullvektor. In der Tat finden wir mit dem zweiten
Distributivgesetz 07 = (0 + 05 )7 = 00+ 0,0 und Subtraktion von 0 ¢’ alias
Addition seines Negativen —(0x ¢ auf beiden Seiten liefert 0=0 K.

1.2.10 (Produkt mit dem Skalar minus Eins). Gegeben ein Vektorraum 1/ und
ein Vektor v € V gilt (—1x)v = —v. Multipliziert man also in Worten das Ne-
gative der Eins des Grundkdrpers mit einem beliebigen Vektor, so erhilt man das
Negative von besagtem Vektor. In der Tat finden wir mit der letzten und der zwei-
ten Formel aus der Definition 0+ (—1x)0 = 1x0+ (—1x)0 = (1x + (—1k))0 =
0x@ = 0. Damit ist (—1 )7 in der Tat das additive Inverse von 7.
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Beispiel 1.2.11. Gegeben ein Korper K ist die abelsche Gruppe V' = K mit der
durch die Multiplikation von K gegebenen Multiplikation mit Skalaren ein K-
Vektorraum.

Beispiel 1.2.12. Gegeben ein Korper K wird jede einelementige Menge V' ver-
mittels der offensichtlichen Operationen zu einem K -Vektorraum. Wir sprechen
dann von einem Nullvektorraum, weil er eben nur aus dem Nullvektor besteht,
und verwenden oft auch den bestimmten Artikel und sprechen von dem Nullvek-
torraum, da er ja ,,im wesentlichen* eindeutig bestimmt ist. Wir bezeichnen diesen
Vektorraum und allgemeiner die einelementige Gruppe gerne mit 0. Dieses Sym-
bol muB} in der Mathematik fiir die verschiedensten Dinge herhalten.

Beispiel 1.2.13. Die additive Gruppe R der reellen Zahlen ist in offensichtlicher
Weise ein Q-Vektorraum. Ist allgemeiner ¢ : K — L ein Kérperhomomorphis-
mus, so wird die additive Gruppe L ein K -Vektorraum vermittels der Multiplika-
tion mit Skalaren Aa := p(\)a.

Beispiel 1.2.14 (Prozentrechnung). Bei der Prozentrechnung geht man stets im-
plizit von einem eindimensionalen reellen Vektorraum aus. Wenn man etwa sagt,
80% einer Pralinenschachtel sei Luft, so mag man sich im formalen Rahmen die-
ser Vorlesung einen eindimensionalen reellen Vektorraum V' denken, dessen Ele-
mente gewisse ,, Volumina“ sind, und darin einen Vektor v € V, das ,,Volumen der
Pralinenschachtel, und will sagen, daB (80/100)v das in der Schachtel von Luft
eingenommene Volumen ist. Oft gibt man den fraglichen eindimensionalen Vek-
torraum auh explizit an und spricht von Volumenprozent oder Gewichtsprozent
oder dergleichen. Den Vektorraum der Volumina diskutieren wir noch ausfiihrlich
in [LA2] 8.1.16. Es sollte aber auch hier schon zumindest anschaulich klar sein,
dal man Volumina addieren und mit Skalaren multiplizieren kann und da3 man
so, wenn man formal auch noch negative Volumina zuldft, einen eindimensiona-
len reellen Vektorraum erhilt alias da3 alle Rechenregeln aus unserer Definition
eines Vektorraums 1.2.1 gelten.

Ubungen

Ubung 1.2.15 (Produkt mit dem Nullvektor). Gegeben ein Vektorraum V iiber
einem Korper K zeige man fiir alle A € K die Identitdt A\O = 0. Weiter zeige man,
daBl aus A\v' = 0 folgt A = 0 oder v = 0.

Ubung 1.2.16. Gegeben ein Korper K und ein K-Vektorraum V und ein Vektor
v € V eine ganze Zahl n € 7 gilt mit unserer Notation ny aus [GR] 2.4.12
stets n v = nv oder ausgeschrieben in unserer Notation [GR] 2.2.11 fiir iterierte
Verkniipfungen (n*1x)v = n*. Hinweis: Die Fille n = 0 und n = (—1) dieser
Aussage wurden bereits in 1.2.9 und 1.2.10 besprochen.
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Ergiinzende Ubung 1.2.17. Fiir eine vorgegebene abelsche Gruppe (V, +) gibt es
hochstens eine Abbildung Q x V' — V derart, daf} sie mit dieser Abbildung als
Multiplikation mit Skalaren ein Q-Vektorraum wird.

Ergiinzende Ubung 1.2.18. Eine Gruppe, in der jedes Element sein eigenes Inver-
ses ist, kann auf genau eine Weise mit der Struktur eines Vektorraums iiber dem
Korper mit zwei Elementen versehen werden. Ein Beispiel ist unsere Gruppe aus
[GR] 2.2.19.

Ubung 1.2.19. Gegeben eine Menge X und ein Korper K und ein K -Vektorraum
V' ist auch die Menge Ens(X, V') aller Abbildungen X — V' ein K -Vektorraum,
wenn man sie mit der Addition gegeben durch (f + ¢)(z) := f(x)+ g(z) und mit
der Multiplikation mit Skalaren gegeben durch (Af)(z) := A(f(z)) versieht. Das
verallgemeinert unser Beispiel 1.2.5.

Ergiinzende Ubung 1.2.20. Ist ¢ : L — K ein Koérperhomomorphismus und
V ein K-Vektorraum, so wird die abelsche Gruppe V' mit der durch die Formel
AU = (AU erklédrten Multiplikation mit Skalaren aus L ein L-Vektorraum. Man
sagt dann, dieser L-Vektorraum entstehe durch Restriktion der Skalare aus dem
K-Vektorraum V.

1.3 Endliche Produkte von Mengen

1.3.1 (Léingere kartesische Produkte). Bis jetzt hatten wir nur das kartesische
Produkt X x Y von zwei Mengen X und Y betrachtet. Ebenso kann man auch fiir
mehr Mengen X1, ..., X, das kartesische Produkt

X1><XXn:{(ZEI,,[L‘n>’$1€Xqur1§Z§n}

einfithren. Die Elemente von so einem Produkt bezeichnet man als n-Tupel. In
diesem Zusammenhang heiflen 2-Tupel auch Paare oder genauer angeordnete
Paare und 3-Tupel Tripel oder genauer angeordnete Tripel. Die z; heilen die
Komponenten unseres Tupels (z1, . .., z,). Die Mengen X; heiBen die Faktoren
unseres kartesischen Produkts. Wir vereinbaren, dafl wir das ,,leere Produkt* als
die einelementige Menge interpretieren.

1.3.2. Im deutschsprachigen Raum verwendet man auf der Schule fiir Tupel viel-
fach auch die alternative Notation (x| ... |z, ). Das geschieht, um Verwechslun-
gen zwischen 2-Tupeln von natiirlichen Zahlen und Dezimalbriichen zu vermei-
den, die ja im deutschsprachigen Raum als ,,Kommazahlen* notiert werden.

1.3.3 (Abbildungen in ein Produkt). Fiir ein kartesisches Produkt von Mengen
hat man stets die Projektionsabbildungen oder Projektionen

pr,: Xix...xX, — X
(T1,.. . xn) =y
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Wir erhalten dann fiir jede weitere Menge Z eine Bijektion

Ens(Z,X; x...xX,) = Ens(Z,X;)x...xEns(Z,X,)
f = (prlof7"'aprnof)

zwischen Abbildungen in das Produkt und Tupeln von Abbildungen in seine Fak-
toren. Die Umkehrung dieser kanonischen Bijektion notieren wir sozusagen gar
nicht. Gegeben Abbildungen f; : Z — X, notieren wir genauer die Abbildung
f:7Z — Xy x...x X, von Z in das kartesische Produkt der X; gegeben durch
die Vorschrift z — (f1(2), ..., fu(z)) schlicht

f=U 1)

In der exponentiellen Schreibweise geschrieben liest sich unsere Bijektion ganz
suggestiv als eine Bijektion (X; x ... x X,,)? & XZ x ... x XZ. Besonders
wichtig ist die diagonale Einbettung oder Diagonale

A=Ax:=(d,id): X — XxX
r = (z,7)

Vorschau 1.3.4 (Abbildungen aus kartesischen Produkten). Eine Abbildung f :
X7 X ... x X, — Z von einem kartesischen Produkt in eine beliebige Menge 2
nennen wir auch eine n-Multiabbildung und notieren sie gerne

XYY X, 2

Unter einer 0-Multiabbildung nach 7 verstehen wir in diesem Kontext ein Ele-
ment von Z. Solche Multiabbildungen lassen sich dann in offensichtlicher Weise
,~multiverkniipfen®, aber das soll erst in [?] 4.1.2.12 weiter formalisiert werden.

Ergdnzung 1.3.5 (Kartesisches Produkt von Abbildungen). Sind ein weiteres
Produkt von der Form Y = Y; x ... x Y,, sowie Abbildungen f; : X; — Y
gegeben, so konnen wir insbesondere die Abbildung

Xix...xX, — Yi x...xY,
(Ila"wxn) = (fl(x1>7"'7fn(xn))

betrachten. Wir notieren sie fi X - - - X f,, := (f1pry, ..., fn pr,) mit der im Sinne
der in 1.3.3 eingefiihrten Notation zu verstehenden rechten Seite. Man beachte,
daf} im allgemeinen keineswegs alle Abbildungen X; x...x X,, = Y} x---x Y,
von dieser Form sind. Das kartesische Produkt von Surjektionen ist stets wieder
surjektiv. Das kartesische Produkt von Injektionen ist stets wieder injektiv.
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Das Bild der diagonalen Einbettung A : R — R2, ¢ > (¢, ).
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Ergdnzung 1.3.6 (Assoziativitit kartesischer Produkte). Gegeben drei Men-
gen X,Y,Z mag man sich nun die Frage stellen, inwieweit die drei Mengen
(X xY)x Z, X x (Y x Z)und X x Y x Z iibereinstimmen, und allgemei-
ner, inwieweit ,,das kartesische Produkt x assoziativ ist*. Wir werden derartige
Fragen spiter im Rahmen der Kategorientheorie ausfiihrlicher diskutieren. Hier
sei nur bemerkt, da zum Beispiel alle unsere drei Tripelprodukte wohlbestim-
me Projektionen pry, pry und pr, auf X, Y und Z haben und daB es eindeutig
bestimmte Bijektionen zwischen ihnen gibt, die mit diesen drei Projektionen ver-
trdaglich sind. Wegen dieser ,,Eindeutigkeit bis auf eindeutige Bijektionen* werden
wir uns erlauben, die drei fraglichen Tripelprodukte schlicht als gleich anzusehen.
In derselben Weise verfahren wir in analogen Situationen mit mehr Faktoren.

1.3.7 (Einelementige Menge). In derselben Weise sprechen auch mit einem be-
stimmten Artikel von ,,der einelementigen Menge. Wir notieren sie manchmal
ens, da es sich um das ,finale Objekt der Kategorie Ens der Mengen* handelt,
aber das brauchen Sie hier noch nicht zu verstehen. Das einzige Element der ein-
elementigen Menge notieren wir gerne * und haben also in Formeln

ens = {x}

1.3.8 (Tupel von Elementen einer Menge). Das kartesische Produkt von n Ko-
pien einer Menge X kiirzt man meist ab mit

XTL

Die Elemente von X" sind also n-Tupel von Elementen aus X alias Abbildungen
{1,2,...,n} — X.Esistsinnvoll und allgemeine Konvention, diese Notation auf
den Fall n = 0 dadurch auszudehnen, daB man X° als die einelementige Menge
auffaBt, in Formeln X° = ens, so daB wir fiir alle n,m > 0 eine kanonische
Bijektion X™ x X™ = X™*™ erhalten. Wenn ich Verwechslungen mit anderen
Notationen befiirchte, die Sie spiter kennenlernen werden, schreibe ich statt X"
auch ausfiihrlicher X *".

Beispiele 1.3.9 (Der Vektorraum der n-Tupel). Einige Beispiele fiir Vektor-
raume wurden bereits in [EIN] 1.1.2 diskutiert. Besonders wichtig ist das Beispiel
des Vektorraums

V=K"

iber einem vorgegebenen Korper /. Hier verwenden wir die Notation 1.3.8, die
Elemente von K™ sind also n-Tupel von Elementen des Korpers /. Wir notie-
ren die Komponenten dieser n-Tupel im folgenden der Ubersichtlichkeit halber
untereinander, nicht wie zuvor nebeneinander und durch Kommata getrennt. Die
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Addition von Vektoren und Multiplikation mit Skalaren seien gegeben durch

V1 w1 V1 + wq
i —
Un, Wy, Uy, + Wy,
(o Avq
A —
Un )\Un
fir \,vq,..., vy, wy,...,w, € K. Die Erste unserer Gleichungen definiert die

Summe zweier n-Tupel, also die Addition in unserem Vektorraum V' = K", in-
dem sie diese durch die Addition im Korper K ausdriickt. Die zweite Gleichung
leistet dasselbe fiir die Multiplikation mit Skalaren. An dieser Stelle gebe ich einen
ersten Teil meiner didaktischen Notation auf und schreibe von nun an + statt +.
Gegeben v € K™ schreibe ich seine Komponenten vy, vy, . . ., v, und versehe sie
nicht mit Pfeilen, da sie ja Elemente des Grundkorpers sind. Wenn irgendwo ein-
mal U7, v, . .., U, stehen sollte, so sind nicht die n Komponenten eines n-Tupels
v gemeint, sondern vielmehr n Vektoren eines Vektorraums. Sobald ich die Pfeil-
Notation aufgegebe, muf} der Leser aus dem Kontext erschlieBen, was im Einzel-
fall jeweils gemeint ist.

Ubungen

Ubung 1.3.10. Gegeben ein Kérper K und K -Vektorriume Vi, . . ., V,, konnen wir
das kartesische Produkt V; x ... x V,, zu einem K -Vektorraum machen, indem wir
die Addition sowie die Multiplikation mit Skalaren komponentenweise definieren.
In Formeln sieht das dann so aus wie 1.3.9, nur da3 wir den v; und w; Pfeile
aufsetzen und statt v;, w; € K wie dort nun v;, w; € V; nehmen miissen. Den so
entstehenden Vektorraum notieren wir auch

Vie...eV,

und nennen ihn das Produkt oder auch die direkte Summe der V;. Insbesondere
ist K™ die direkte Summe K @ ... ® K von n Kopien des K -Vektorraums K.

Ubung 1.3.11. Seien f : X — Y und g : Z — W Abbildungen und

fxXg: X XZ—=>YxW
ihr Produkt. Ist f x g surjektiv und gilt W = (), so ist f surjektiv. Ist f x g injektiv
und gilt Z # (), so ist f injektiv.
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1.4 Ordnungen und Teilordnungen*

1.4.1. Bei den Inhalten dieses Abschnitts hoffe ich, da8 sie rechtzeitig in der Ana-
lysis besprochen werden, so daf sie in der linearen Algebra iibersprungen werden
konnen. Ich habe ihn aus [AN1] 12.2.3 kopiert, wo zusitzlich noch Supremum
und Infimum besprochen werden.

Definition 1.4.2. Fine Relation R auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C
X x X des kartesischen Produkts von X mit sich selbst, also eine Menge von
Paaren von Elementen von X. Statt (x,y) € R schreiben wir in diesem Zusam-
menhang meist xRy. Eine Relation R heifit eine Ordnungsrelation oder eine
Teilordnung oder eine partielle Ordnung, wenn fiir alle x, y, z € X gilt:

1. Transitivitit: (xRy und yRz) = xRz;
2. Antisymmetrie: (xRy und yRz) = = = y;
3. Reflexivitit: xRz fiir alle x € X.

Eine Teilordnung heilit eine Ordnung oder Anordnung, wenn wir zusétzlich ha-
ben

4. Totalitit: Fir alle z,y € X gilt xRy oder yRx.

1.4.3 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heifit eine Teilordnung
auch eine Halbordnung oder kurz eine ,,Ordnung®. Wir verstehen jedoch unter
einer Ordnung stets eine Ordnungsrelation, die auch die Eigenschaft der Totalitéit
besitzt. Auf Englisch benutzt man fiir eine teilgeordnete Menge alias ,,partially
ordered set“ gerne die Abkiirzung poset. Eine Ordnung in unserem Sinne heif3t in
der Literatur auch eine totale Ordnung oder eine lineare Ordnung.

Vorschau 1.4.4. Allgemeiner versteht man unter einer Relation R zwischen einer
Menge X und einer Menge Y eine Teilmenge R C X x Y. In diesem Sinne sind
dann auch unsere Abbildungen aus [GR] 1.4.2 spezielle Relationen. In Teilen der
Literatur heiflen derartige Relationen auch ,,Korrespondenzen‘. Noch allgemeiner
betrachtet man auch fiir n» > 0 und Mengen X, ..., X, Teilmengen R C X; X

. X X, und nennt sie n-stellige Relationen, aber das ist fiir uns vorerst noch
nicht relevant.

1.4.5. Bei einer Ordnungsrelation R schreibt man meist x < y statt x Ry und statt
x < y schreibt man dann oft auch y > x. Weiter kiirzt man (x < y und x # y)
ab mit z < y und ebenso (z > y und x # y) mit x > y. Auf jeder angeordneten
Menge definieren wir Verkniipfungen max und min in offensichtlicher Verallge-
meinerung von [GR] 2.1.3.
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Eine teilgeordnete Menge mit zwei minimalen und einem maximalen Element,
die weder ein kleinstes noch ein grofites Element besitzt. Die Darstellung ist in
der Weise zu verstehen, daf die fetten Punkte die Elemente unserer Menge
bedeuten und daf} ein Element groBer ist als ein anderers genau dann, wenn es
von diesem ,,durch einen aufsteigenden Weg erreicht werden kann®.
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Definition 1.4.6. Sei (Y, <) eine teilgeordnete Menge.

1. Ein Element g € Y hei3t ein groBtes Element von Y, wenn gilt g > y Vy €
Y. Ein Element g € Y heil}t ein maximales Element von Y, wenn es kein
y € Y gibt mity > g.

2. Ein Element £ € Y heiB3it ein kleinstes Element von Y, wenn gilt £ <
y Yy € Y. Ein Element £ € Y heiflt ein minimales Element von Y, wenn
eskeiny € Y gibt mity < k.

1.4.7. Jede teilgeordnete Menge besitzt hochstens ein groffites und hochstens ein
kleinstes Element. Wir diirfen deshalb den bestimmten Artikel verwenden und von
dem groBten beziehungsweise kleinsten Element reden. Besitzt eine teilgeordne-
te Menge ein groBtes beziehungsweise ein kleinstes Element, so ist dies auch ihr
einziges maximales beziehungsweise minimales Element. Im allgemeinen kann
es jedoch maximale beziehungsweise minimale Elemente in groer Zahl geben,
zumindest dann, wenn unsere Teilordnung keine Anordnung ist. Es kann auch
durchaus passieren, daf} es iiberhaupt kein minimales oder maximales Element
gibt, und zwar selbst dann, wenn unsere teilgeordnete Menge nicht die leere Men-
ge ist.

1.4.8. Gegeben teilgeordnete Mengen (X, <) und (Y, <) versteht man unter ei-
nem Homomorphismus von teilgeordneten Mengen oder gleichbedeutend ei-
ner monoton wachsenden Abbildung eine Abbildung ¢ : X — Y mit xz <
z = ¢(x) < ¢(z). Wie immer erkldrt man einen Isomorphismus als einen Ho-
momorphismus ¢ mit der Eigenschaft, da} es einen Homomorphismus % in die
Gegenrichtung gibt derart, da3 1) o ¢ und ¢ o1} die Identitiit sind. Man beachte, daf3
in diesem Fall ein bijektiver Homomorphismus keineswegs ein Isomorphismus zu
sein braucht.

1.5 Untervektorraume

Definition 1.5.1. Eine Teilmenge U eines Vektorraums V" heif3t ein Untervektor-
raum oder Teilraum, wenn U den Nullvektor enthilt und wenn aus o, v € U und
A € K folgt i+ v € U sowie A\ € U.

1.5.2. Statt zu fordern, dall unsere Teilmenge den Nullvektor enthilt, reicht es
wegen 1.2.9 schon aus, in obiger Definition zu fordern, dafl unsere Teilmenge
nicht leer ist. Diese Definitionsvariante wird oft vorgezogen, da sie zumindest
prinzipiell leichter nachzupriifen ist. Ich mag sie nicht, da sie noch ferner von der
,eigentlich richtigen Definition* ist, die ich in der folgenden Bemerkung erldutern
will.
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Ergdnzung 1.5.3 (Untervektorriume vom hoheren Standpunkt). Die vom hoher-
en Standpunkt aus ,richtige* Definition eines Untervektorraums lautet wie folgt:
Sei K ein Korper. Eine Teilmenge eines K -Vektorraums heifit ein Untervektor-
raum, wenn sie so mit der Struktur eines /X -Vektorraums versehen werden kann,
daf die Einbettung ein ,,Homomorphismus K '-Vektorrdumen* wird. Ich kann die-
se ,,bessere Definition hier noch nicht geben, da wir Homomorphismen von K-
Vektorrdumen erst in 2.1.1 kennenlernen. Sie ist leider auch komplizierter. Sie
scheint mir dennoch besser, da man in derselben Weise auch korrekte Definitionen
von Untermonoiden, Untergruppen, Unterkdrpern und Unter-was-nicht-noch-all-
fiir-Strukturen erhilt, die Sie erst spiter kennenlernen werden. Genaueres disku-
tieren wir in [LA2] 9.3.12.

1.5.4 (Losungsmengen als Untervektorriume). Unter einem homogenen linea-
ren Gleichungssystem iiber einem gegebenen Korper A versteht man, wiein 1.1.5
besprochen, ein System von Gleichungen der Gestalt

a11r1 + appxo+ ... FaimT, = 0
a91T1 + A2To+ ... +QonTy; = 0
Ap1T1 + ApaTot+ ... +apmTym =0

Die Homogenitit bedeutet, daf rechts nur Nullen stehen. Die Losungsmenge eines
solchen homogenenen Gleichungssystems ist offensichtlich ein Untervektorraum
LCK™.

1.5.5 (Untervektorriume des schmutzigen Richtungsraums der Ebene). Das
nun folgende Geschwafel darf nicht als Teil des formalen Aufbaus der Theorie
miflverstanden werden. Ich erinnere an den schmutzigen Richtungsraum 1.2.3 der
Ebene alias die Menge aller Parallelverschiebungen der Ebene mit ihrer Struktur
als reeller Vektorraum. Seine Untervektorraume sind (1) der Nullraum, (2) die
Teilmengen, die aus allen Verschiebungen bestehen, die eine vorgegebene Gerade
in sich selbst iiberfiihren, und (3) der ganze Richtungsraum. Will man diese Un-
tervektorraume graphisch darstellen, ist es hilfreich, einen festen Punkt der Ebe-
ne willkiirlich als ,,Ursprung® auszuzeichnen und die Menge derjenigen Punkte
zu schwarz zu machen, die wir aus diesem festen Punkt durch Verschiebungen
mit Vektoren unseres Untervektorraums erhalten konnen. Dann entsprechen die
Untervektorraume den folgenden Teilmengen der Ebene: (1) Der einelementigen
Teilmenge, die nur aus unserem Ursprung besteht, (2) allen Geraden, die unseren
Ursprung enthalten, und (3) der ganzen Ebene.

1.5.6 (Untervektorriume des schmutzigen Richtungsraums des Raums). Das
nun folgende Geschwafel darf nicht als Teil des formalen Aufbaus der Theorie
miBverstanden werden. Ich erinnere an den schmutzigen Richtungsraum 1.2.3 des
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Raums alias die Menge aller Parallelverschiebungen des Raums mit ihrer Struk-
tur als reeller Vektorraum. Seine Untervektorraume sind (1) der Nullraum, der nur
aus der Identitéitsverschiebung besteht, (2) die Teilmengen, die aus allen Verschie-
bungen bestehen, die eine vorgegebene Gerade in sich selbst iiberfiihren, (3) die
Teilmengen, die aus allen Verschiebungen bestehen, die eine vorgegebene Ebene
in sich selbst iiberfiithren, und (4) der ganze Richtungsraum.

Proposition 1.5.7 (Von einer Teilmenge erzeugter Untervektorraum). Gege-
ben eine Teilmenge T’ eines Vektorraums V iiber einem Korper K gibt es unter
allen Untervektorridumen von V, die T" umfassen, einen kleinsten Untervektor-
raum

(1) = (Thin = (T)xk CV

Er kann beschrieben werden als die Menge aller Vektoren av1 + . .. + «,.0, mit
ar,...,0p, € Kund vy, ..., v, € T zusammen mit dem Nullvektor im Fall T = ().

1.5.8. Ein Ausdruck der Gestalt a1 v; + . . . + .0, heiB3t eine Linearkombination
der Vektoren v, ..., ¥,. Hierbei sind nur endliche Summen erlaubt. Der kleinste
T umfassende Untervektorraum (7') C V heifit der von 7' erzeugte Untervek-
torraum Untervektorraum oder der von 7" aufgespannte Untervektorraum oder
auch das Erzeugnis von 7" oder der Spann von 7" oder die lineare Hiille von 7.
Wenn wir den Nullvektor als die ,,leere Linearkombination von » = 0 Vektoren*
verstehen, was hiermit vereinbart sei, so besteht das Erzeugnis von 7" demnach
auch im Fall T' = () genau aus allen Linearkombinationen von Vektoren aus 7.

Ergdnzung 1.5.9. Andere iibliche Notationen fiir den von einer Teilmenge 7' eines
Vektorraums erzeugten Untervektorraum sind span(7") und lin(7").

Beweis. Es ist klar, daf} die Linearkombinationen von Vektoren aus 7" einen Un-
tervektorraum von V' bilden, der 7" umfaBt. Es ist ebenso klar, dal3 jeder Untervek-
torraum von V, der T umfafit, auch alle Linearkombinationen von Vektoren aus
T enthalten muB. ]

Definition 1.5.10. Eine Teilmenge eines Vektorraums heifit ein Erzeugenden-
system unseres Vektorraums, wenn ihr Erzeugnis der ganze Vektorraum ist. Ein
Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem besitzt, heifit endlich erzeugt.
Manche Autoren verwenden gleichbedeutend die vielleicht noch prézisere Termi-
nologie endlich erzeugbar.

Beispiel 1.5.11 (Erzeugnis in der schmutzigen Anschauung). Ich erinnere an
unsere Identifikation 1.5.6 des schmutzigen Vektorraums aller Parallelverschie-
bungen des Raums mit der Menge aller Punkte des Raums durch Auszeichnung
eines festen Punktes als Ursprung. Dem Erzeugnis des Nullvektors entspricht un-
ter dieser Identifikation die nur aus dem Ursprung bestehende Teilmenge; dem
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Erzeugnis eines von Null verschiedenen Vektors entspricht die anschauliche Ge-
rade durch den Ursprung und den Endpunkt des Pfeils, der vom Ursprung aus-
gehend unseren Vektor darstellt; und dem Erzeugnis zweier Vektoren, von denen
keiner ein Vielfaches des anderen ist, entspricht die anschauliche Ebene, auf der
unser fester Punkt und die Endpunkte der beiden Pfeile liegen, die vom Ursprung
ausgehend unsere Vektoren darstellen.

1.5.12 (Schnitt von Untervektorriaumen). Der Schnitt von zwei Untervektor-
rdumen eines gegebenen Vektorraums ist offensichtlich wieder ein Untervektor-
raum.

Definition 1.5.13. Gegeben eine Menge X erinnere ich an die Menge aller Teil-
mengen P(X) := {U | U C X} von X, die sogenannte Potenzmenge von X . Da
es mich verwirrt, iiber Mengen von Mengen zu reden, werde ich Teilmengen von
P(X) nach Moglichkeit als Systeme von Teilmengen von X ansprechen. Gege-
ben ein solches Mengensystem I/ C P(X) bildet man zwei neue Teilmengen von
X, den Schnitt und die Vereinigung der Mengen aus unserem System U/, durch
die Vorschriften

UveyU = {r€X | EsgibtU e U mitz € U}
NuewU = {r€ X | FiralleU €U giltx € U}

Insbesondere ist der Schnitt tiber das leere System von Teilmengen von X ganz
X und die Vereinigung iiber das leere System von Teilmengen von X die leere
Menge. Um den Schnitt iiber ein leeres Mengensystem zu bilden, muf3 man also
spezifizieren, das leere System von Teilmengen welcher Menge man nun betrach-
tet. Bei allen anderen Operationen kommt es dahingegen nicht darauf an.

1.5.14 (Erzeugnis als Schnitt). Jeder Schnitt von Untervektorrdumen eines Vek-
torraums ist offensichtlich wieder ein Untervektorraum. Betrachten wir fiir eine
Teilmenge 1" eines Vektorraums V' iiber einem Korper K den Schnitt aller Unter-
vektorrdaume von V, die T" umfassen, so erhalten wir offensichtlich den kleinsten
Untervektorraum von V, der 7' umfaf3t. Wir erhalten so einen von 1.5.7 unab-
hiangigen Beweis fiir die Existenz solch eines kleinsten Untervektorraums. Dieser
Beweis hat den Vorteil, sich leichter auf andere Arten von Strukturen verallgemei-
nern zu lassen.

Ubungen

Ubung 1.5.15. Sei K ein Korper. Man zeige, daB der K-Vektorraum K genau
zwel Untervektorraume besitzt.
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Ergiinzende Ubung 1.5.16. Eine Teilmenge eines Vektorraums heiBt ganz allge-
mein eine Hyperebene oder priziser lineare Hyperebene, wenn unsere Teilmen-
ge ein echter Untervektorraum ist, der zusammen mit einem einzigen weiteren
Vektor unseren urspriinglichen Vektorraum erzeugt. Man zeige, dafl eine Hyper-
ebene sogar zusammen mit jedem Vektor auBerhalb besagter Hyperebene unseren
urspriinglichen Vektorraum erzeugt.

Ubung 1.5.17. Gegeben ein Vektorraum iiber dem Korper mit zwei Elementen ist
jede Untergruppe bereits ein Untervektorraum.

Ubung 1.5.18. Sei V ein Vektorraum mit zwei Untervektorrdumen U, W. Ist U U
W ein Untervektorraum, so gilt U C W oder W C U.

1.6 Lineare Unabhingigkeit und Basen

Definition 1.6.1. Eine Teilmenge L eines Vektorraums heif3t linear unabhiingig,
wenn fiir paarweise verschiedene Vektoren vy, ..., v, € L und beliebige Skalare
ai,...,qp € Kaus av] + ...+ a,v, = 0 bereits folgt «; = ... = a,, = 0.

1.6.2. Gleichbedeutend ist die Forderung, daf} keiner der Vektoren unserer Teil-
menge redundant ist in dem Sinne, dal} er sich als eine Linearkombination der
anderen schreiben 14Bt. Der Nullvektor ist dabei in jeder Teilmenge redundant:
Selbst wenn er der einzige Vektor ist, 146t er sich noch als die leere Linearkombi-
nation schreiben.

Definition 1.6.3. Eine Teilmenge L eines Vektorraums heifit linear abhingig,
wenn sie nicht linear unabhéngig ist, wenn es also ausgeschrieben paarweise ver-
schiedene Vektoren y, ..., 7, € L und Skalare ay,...,a, € K gibt derart, dafl
nicht alle a;; Null sind und dennoch gilt c; v} + . .. + .0, = 0.

Beispiele 1.6.4. Die leere Menge ist in jedem Vektorraum linear unabhéngig. Eine
einelementige Teilmenge ist linear unabhiingig genau dann, wenn sie nicht aus
dem Nullvektor besteht: Fiir das Produkt des Nullvektors mit dem Skalar 1 gilt
nimlich 1 - 0 = 0, und nach unseren Annahmen gilt in einem Korper stets 1 # 0,
also ist die aus dem Nullvektor bestehende Menge nicht linear unabhéngig. Dal}
jede andere einelementige Teilmenge linear unabhiingig ist, folgt andererseits aus
unserer Erkenntnis 1.2.15, daf} das Produkt von einem Vektor mit einem Skalar
nur dann Null ist, wenn entweder der Vektor Null ist oder der Skalar.

Beispiel 1.6.5. Denken wir uns wie in 1.5.6 den schmutzigen Raum der Anschau-
ung mit einem ausgezeichneten Urspung als reellen Vektorraum, so sind drei Vek-
toren linear unabhiingig genau dann, wenn sie nicht ,,zusammen mit unserem Ur-
sprung in einer anschaulichen Ebene liegen®.
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Definition 1.6.6. Eine Basis eines Vektorraums ist ein linear unabhiéngiges Er-
zeugendensystem.

Beispiel 1.6.7. Denken wir uns wie in 1.5.6 den schmutzigen Raum der Anschau-
ung mit einem ausgezeichneten Ursprung als reellen Vektorraum, so ist jede Men-
ge von drei Vektoren, die nicht zusammen mit unserem Ursprung in einer an-
schaulichen Ebene liegen, eine Basis. Die leere Menge ist eine Basis des Nullvek-
torraums.

1.6.8. Gegeben Mengen A und I bezeichnet man eine Abbildung / — A ganz
allgemein auch als eine durch [ indizierte Familie von Elementen von A und
benutzt die Notation

(ai)ier
Diese Sprechweise und Notation fiir Abbildungen verwendet man insbesondere
dann, wenn man der Menge [ eine untergeordnete Rolle zugedacht hat. Im Fall
I = () spricht man von der leeren Familie von Elementen von A.

1.6.9 (Linear unabhiingige Familien). Manchmal ist es praktisch und fiihrt zu
einer iibersichtlicheren Darstellung, Varianten unserer Begriffe zu verwenden, die
sich statt auf Teilmengen unseres Vektorraums auf Familien von Vektoren (;);cr
beziehen. Eine derartige Familie heilit ein Erzeugendensystem, wenn die Men-
ge {¥; | i € I} ein Erzeugendensystem ist. Sie heifit linear unabhingig oder
ganz pedantisch linear unabhiingig als Familie, wenn fiir beliebige paarweise
verschiedene Indizes i(1),...,i(r) € I und beliebige Skalare a,...,a, € K
aus a1 V1) + ... + @ Tiy = 0 bereits folgt oy = ... = «,, = 0. Der wesentliche
Unterschied zur Begrifflichkeit fiir Teilmengen liegt darin, dal bei einer Familie
ja fiir verschiedene Indizes die zugehorigen Vektoren durchaus gleich sein konn-
ten, was aber durch die Bedingung der linearen Unabhingigkeit dann doch wie-
der ausgeschlossen wird. Eine Familie von Vektoren, die nicht linear unabhéingig
ist, nennen wir eine linear abhiingige Familie. Eine erzeugende und linear unab-
hingige Familie nennt man wieder eine Basis oder ausfiihrlicher eine durch i € [
indizierte Basis.

1.6.10. Besonders oft werden wir spéter Basen betrachten, die durch eine Menge
der Gestalt {1,...,n} mit n € N indiziert sind. Hier ist dann der wesentliche
Unterschied zu einer Basis im Sinne von 1.6.6, dall wir zusétzlich festlegen, wel-
cher Basisvektor der Erste, welcher der Zweite und so weiter sein soll. In der
Terminologie aus 1.4 bedeutet das gerade, dal wir eine Anordnung auf unserer
Basis festlegen. Wollen wir das besonders hervorheben, so sprechen wir von einer
angeordneten Basis.

Beispiel 1.6.11. Seien K ein Korper und n € N. Wir betrachten in unserem Vek-
torraum K" der n-Tupel die Vektoren

& =1(0,...,0,1,0,...,0)
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mit einer Eins an der ¢-ten Stelle und Nullen sonst. Dann bilden €, ..., €, eine
angeordnete Basis von K", die sogenannte Standardbasis des K. Wir notieren
diese Standardbasis S(n).

Satz 1.6.12 (iiber Linearkombinationen von Basiselementen). Seien V' ein Vek-
torraum iiber einem Korper K und vy, ..., v, € V Vektoren. Genau dann ist die
Familie der v; eine Basis von V, wenn das Auswerten von Linearkombinationen
eine Bijektion ® : K" >V, (aq,...,q,) = a1t + ... + a,0, liefert.

1.6.13. Bezeichnet A = (77, ..., 9,) unsere angeordnete Familie, so notieren wir
unsere Abbildung auch ® = ® 4 : K" — V.

Beweis. Ausfiihrlicher gilt fiir unsere Abbildung ® sogar:

(U;)1<i<r ist Erzeugendensystem < & ist eine Surjektion K" — V
(U;)1<i<r ist linear unabhingig & disteine Injektion K" — V
(U;)1<i<, ist Basis < @ isteine Bijektion K" = V

Hier folgt die erste Aquivalenz direkt aus den Definitionen. Um bei der zweiten
Aquivalenz die Implikation <= einzusehen, mul man nur bemerken, daB ® den
Nullvektor auf Null wirft und folglich kein anderer Vektor aus K" von ¢ auf
Null geworfen werden kann. Um bei der zweiten Aquivalenz die Implikation =
einzusehen, argumentieren wir durch Widerspruch: Wire ® nicht injektiv, so gibe
es (a1,...,a.) # (B, .., ) mit demselben Bild a0y + ... 4+ .0, = 19 +
...+ (,v,. Dann aber wire

(O-/l _51)171++ (ar _B’/‘)Ur :6

eine nichttriviale Darstellung der Null als Linearkombination der v; und dann
konnten unsere Vektoren nicht linear unabhéngig gewesen sein. Die letzte Aqui-
valenz schlieBlich ist eine direkte Konsequenz der ersten beiden. [

Satz 1.6.14 (Extremalcharakterisierungen von Basen). Fiir eine Teilmenge ei-
nes Vektorraums sind gleichbedeutend:

1. Unsere Teilmenge ist eine Basis alias ein linear unabhdngiges Erzeugen-
densystem,

2. Unsere Teilmenge ist minimal unter allen Erzeugendensystemen;
3. Unsere Teilmenge ist maximal unter allen linear unabhdngigen Teilmengen.

1.6.15. Die Begriffe minimal und maximal sind hier zu verstehen im Sinne von
1.4.6 in Bezug auf Inklusionen zwischen Teilmengen, nicht etwa in Bezug auf die
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Zahl der Elemente. Um das zu betonen, spricht man auch gerne von einem ver-
kiirzbaren Erzeugendensystem, wenn man eben daraus noch so einen Vektor
weglassen kann, daf} es ein Erzeugendensystem bleibt, und von einer verléinger-
baren linear unabhéngigen Teilmenge, wenn man so einen Vektor dazunehmen
kann, da} sie linear unabhéngig bleibt. Ein minimales Erzeugendensystem nennen
wir folgerichtig auch ein unverkiirzbares Erzeugendensystem und eine maxi-
male linear unabhéngige Teilmenge eine unverlingerbare linear unabhéngige
Teilmenge.

1.6.16 (Existenz von Basen). Unsere Minimalcharakterisierung 1.6.14 von Ba-
sen impliziert insbesondere, daf} jeder endlich erzeugte Vektorraum eine endli-
che Basis besitzt: Wir lassen einfach aus einem endlichen Erzeugendensystem so
lange Vektoren weg, bis wir bei einem unverkiirzbaren Erzeugendensystem an-
gekommen sind. Mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre kann man stérker
den Basisexistenzsatz zeigen, nach dem iiberhaupt jeder Vektorraum eine Basis
besitzt. Wir diskutieren das in 1.9.20.

Beweis. (1<2) Es gilt zu zeigen: Ein Erzeugendensystem ist linear unabhéngig
genau dann, wenn es unverkiirzbar ist. Es ist gleichbedeutend zu zeigen: Ein
Erzeugendensystem ist linear abhingig genau dann, wenn es verkiirzbar ist. Ist
E C V ein Erzeugendensystem und ist £ linear abhiingig, so gilt eine Relation
MU+ .+ AU = 0 mit > 1, mit den v; € E paarweise verschieden und mit
allen \; # 0, aus der wir folgern

Ty = —A[ "Nl — ... — ATIA T, € (BE\&)

Damit ist auch E\v; bereits ein Erzeugendensystem und E war verkiirzbar. Ist
umgekehrt £ verkiirzbar, so gibt es ¢ € E derart, da £'\v immer noch ein Er-
zeugendensystem ist. Insbesondere existiert eine Darstellung

mit n > 0 und ¥; € E\U paarweise verschieden. Daraus folgt 7 — A9} — ... —
AU, = 0 und E war linear abhéngig.

(1<3) Es gilt zu zeigen: Eine linear unabhiingige Teilmenge ist ein Erzeugenden-
system genau dann, wenn sie unverlingerbar ist. Wir argumentieren wieder durch
Widerspruch. Ist L C V' linear unabhingig und kein Erzeugendensystem, so ist
fir jedes v € V\(L) auch L U {¥} linear unabhingig und L war verldngerbar.
Ist umgekehrt L verldngerbar, so gibt es einen Vektor ¢ derart, dal auch L U {7}
linear unabhingig ist, und dann kann L kein Erzeugendensystem gewesen sein,
denn dieser Vektor ¢ kann nicht zu seinem Erzeugnis gehort haben. [

Satz 1.6.17 (Extremalcharakterisierungen von Basen, Variante). Sei V' ein
Vektorraum.
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1. Ist L C V eine linear unabhdngige Teilmenge und ist 2 minimal unter allen
Erzeugendensystemen unseres Vektorraums mit E O L, so ist I/ eine Basis
unseres Vektorraums V' ;

2. Ist E C V ein Erzeugendensystem und ist L maximal unter allen linear
unabhdingigen Teilmengen unseres Vektorraums mit L. C E, so ist L eine
Basis unseres Vektorraums V.

1.6.18. Die Begriffe minimal und maximal sind hier genau wie in 1.6.14 zu ver-
stehen im Sinne von 1.4.6 in Bezug auf Inklusionen zwischen Teilmengen, nicht
etwa in Bezug auf die Zahl ihrer Elemente.

Beweis. (1) Wire E keine Basis, so giibe es zwischen seinen Vektoren eine nicht-
triviale Relation \{@y + ... + A0, = Omitr > 1,den 0; € E paarweise ver-
schieden und allen \; # 0. Hier konnen nicht alle ¥; zu L gehoren, da das ja
linear unabhéngig angenommen war. Ein v; gehort also zu F\ L und kann als Li-
nearkombination der anderen Elemente von E geschrieben werden. Dann aber ist
E\{#;} auch schon ein Erzeugendensystem und F war nicht minimal.

(2) Wire L keine Basis, so wire L kein Erzeugendensystem und es gibe notwen-
dig auch einen Vektor ¥ € F, der nicht im Erzeugnis von L ldge. Nehmen wir ihn
zu L hinzu, so erhalten wir eine echt groflere linear unabhingige Teilmenge und
L war nicht maximal. 0

1.6.19 (Lineare Unabhiingigkeit und Erzeugen bei abelschen Gruppen). In
der Hoffnung, dall es zum Verstindnis beitrdgt, will ich kurz ausfiihren, inwie-
fern die Analoga der vorhergehenden Aussagen im Fall abelscher Gruppen im
allgemeinen nicht mehr gelten. Eine Teilmenge L einer abelschen Gruppe M
heiflt linear unabhiingig, wenn fiir beliebige paarweise verschiedene Elemente
my,...,m, € L und beliebige ganze Zahlen o, ...,a, € Z aus aymy + ... +
a,m, = 0 bereits folgt «; = ... = «, = 0. Sie heillit ein Erzeugendensystem,
wenn sich jedes Gruppenelement als endliche Linearkombination von Elemen-
ten von L mit ganzzahligen Koeffizienten schreiben 1dBt. Sie heifit eine Basis,
wenn sie ein linear unabhingiges Erzeugendensystem ist. In der zweielementigen
Gruppe ist dann die leere Menge die einzige linear unabhédngige Teilmenge und
das Komplement der Null das einzige minimale Erzeugendensystem und es gibt
keine Basis. Weiter besitzt abelsche Gruppe Z zwar eine Basis, etwa die Menge
{1}, aber mit {2, 3} auch ein minimales Erzeugendensystem, das nicht linear un-
abhingig ist ist, und mit {2} eine maximale linear unabhingige Teilmenge, die
kein Erzeugendensystem ist.
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Ubungen

Ubung 1.6.20. Eine zweielementige Teilmenge eines Vektorraums ist linear unab-
hingig genau dann, wenn keiner ihrer beiden Vektoren ein Vielfaches des anderen
ist.

Ubung 1.6.21. Eine Teilmenge eines Vektorraums ist linear abhéingig genau dann,
wenn sich mindestens einer ihrer Vektoren als eine Linearkombination der tibrigen
schreiben laBt.

Ubung 1.6.22. Man zeige, daB im Vektorraum Ens(R, R) das Erzeugnis der bei-
den Funktionen sin, cos aus allen Funktionen besteht, die sich in der Form z +—
Asin(z + ¢) schreiben lassen fiir A > 0 und ¢ € [0, 27). In diesem Zusammen-
hang ist A wohlbestimmt und heilit die Amplitude. Im Fall A # 0 ist ¢ auch
wohlbestimmt und heif3t die Phase.

1.7 Dimension eines Vektorraums

Satz 1.7.1 (Hauptabschitzung der linearen Algebra). In einem vorgegebenen
Vektorraum V' hat eine linear unabhdingige Teilmenge nie mehr Elemente als ein
Erzeugendensystem. Ist also in Formeln L C 'V eine linear unabhdngige Teilmen-
geund E C 'V ein Erzeugendensystem, so gilt stets

IL| < |E]
Beweis. Sei K unser Grundkorper. Seien £ = {y,...,w,,} ein Erzeugenden-
system und v, . . ., v, Vektoren. Dann konnen wir die Vektoren v, . . ., v, als Li-

nearkombinationen der Vektoren unseres Erzeugendensystems schreiben. In For-
meln ausgedriickt konnen wir also Skalare a,; € K finden mit

171 = anzﬁl + CL21U72 + - + amlwm
2771 = alnu_jl + a2nw2 + -+ 6Lmnu_jm
Fir x4, ..., z, € kistdamit x,v) + ... + z,7, = 0 gleichbedeutend zu

und gilt a forteriori, wenn die Koeffizienten aller w; verschwinden, also fiir jede
Losung des Gleichungssystems

1011 + Toa192 + - + TnQipn — 0

T1Qm1 + T2a12 + -0 A+ Ty = 0
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Im Fall n > m hat dieses Gleichungssystem weniger Gleichungen hat als Un-
bekannte und der GauB3-Algorithmus 1.1.9 liefert dafiir mindestens eine von Null
verschiedene Losung (z1,...,z,) # (0,...,0). Dann aber kann die Familie der
Vektoren 7, . . . , U, nicht linear unabhingig sein. [

1.7.2 (Diskussion alternativer Zuginge). Die Terminologie ,,Hauptabschitzung
der linearen Algebra“ fiir diese Aussage ist uniiblich. Wir verwenden bei ihrer
Formulierung unsere Konvention, nach der wir fiir alle unendlichen Mengen X
schlicht |X| = oo setzen. Damit macht der Satz also nur fiir endlich erzeugte
Vektorrdume iiberhaupt eine Aussage. Er gilt aber auch mit einer feineren Inter-
pretation von | X| als ,,Kardinalitit®. Genauer folgt aus dem ,,Zorn’schen Lemma*“
die Existenz einer Injektion . — FE, wie in 1.8.3 in groerer Allgemeinheit dis-
kutiert wird. Man benotigt dazu den ,,Austauschsatz von Steinitz* 1.8.2, der auch
einen oft gewihlten alternativen Zugang zur Hauptabschitzung der linearen Al-
gebra liefert. Der Kern des Arguments ist jedoch bei beiden Zugiingen derselbe.

Korollar 1.7.3 (Basisergianzungssatz). Ist M eine linear unabhdngige Teilmenge
in einem endlich erzeugten Vektorraum und E ein Erzeugendensystem, so ldfst sich
M durch Hinzunahme von Vektoren aus F zu einer Basis unseres Vektorraums
ergdnzen.

Vorschau 1.7.4. Mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre kann man diesen
Satz sogar fiir jeden beliebigen, nicht notwendig endlich erzeugten Vektorraum
zeigen. Wir diskutieren das in 1.9.20.

Beweis. Nach der Maximalcharakterisierung 1.6.17 von Basen ist jede linear un-
abhingige Teilmenge L unseres Vektorraums, die maximal ist unter allen linear
unabhingigen Teilmengen L mit L. C (M U E), bereits eine Basis. Nach der
Hauptabschitzung 1.7.1 kann man M auch tatsdchlich zu einer maximalen linear
unabhingigen Teilmenge von M U E vergrofern. [

Korollar 1.7.5 (Kardinalititen von Basen). Jeder endlich erzeugte Vektorraum
besitzt eine endliche Basis und je zwei seiner Basen haben gleich viele Elemente.

Vorschau 1.7.6. In [AL] 5.3.4 wird mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre
gezeigt, da} es auch im Fall eines nicht notwendig endlich erzeugten Vektorraums
fiir je zwei seiner Basen eine Bijektion zwischen der einen Basis und der anderen
Basis gibt.

Beweis. Wie bereits in 1.6.16 erwihnt, erhalten wir eine endliche Basis, wenn wir
ein beliebiges endliches Erzeugendensystem durch das Streichen von Vektoren zu
einem unverkiirzbaren Erzeugendensystem verkleinern. Gegeben zwei Basen B
und B’ eines Vektorraums haben wir nach der Hauptabschétzung 1.7.1 auerdem
stets |B| < |B'| < |B|. O
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Definition 1.7.7. Die Kardinalitit einer und nach 1.7.5 jeder Basis eines endlich
erzeugten Vektorraums V' heiflit die Dimension von V' und wird dim V' notiert. Ist
K ein Korper und wollen wir betonen, dal wir die Dimension als K -Vektorraum
meinen, so schreiben wir

dimV =dimg V

Ist der Vektorraum nicht endlich erzeugt, so schreiben wir dim V' = oo und nen-
nen V' unendlichdimensional und ignorieren fiir gewohnlich die durchaus mogli-
chen feineren Unterscheidungen zwischen verschiedenen Unendlichkeiten. Derlei
Feinheiten werden erst in [AL] 5.3.4 besprochen.

Ergdnzung 1.7.8 (Verschiedene Bedeutungen des Wortes ,,Dimension‘‘). In der
Physik wird der Begriff der ,,Dimension* leider auch noch in einer vollig anderen
Bedeutung verwendet: Physikalische Dimensionen wiren im physikalischen Sin-
ne etwa die Lidnge, die Zeit, die Masse, die Frequenz und dergleichen mehr. In der
hier entwickelten Sprache wiirde man so eine physikalische Dimension wohl am
ehesten als einen ,,eindimensionalen reellen Vektorraum‘ modellieren, vielleicht
noch mit einer ausgezeichneten ,,Orientierung®. Ich kann nur hoffen, daf} der Le-
ser aus dem Kontext erschlieBen kann, welcher Dimensionsbegriff im Einzelfall
jeweils gemeint ist.

1.7.9. Der Nullraum hat als Basis die leere Menge. Seine Dimension ist folglich
Null. Allgemeiner hat fiir jeden Korper K die Standardbasis aus 1.6.11 des Vek-
torraums K" genau n Elemente und das zeigt

Korollar 1.7.10 (Kardinalititskriterien fiir Basen). Sei V' ein endlich erzeugter
Vektorraum.

1. Jede linear unabhdingige Teilmenge L C V hat hochstens dim V' Elemente
und im Fall |L| = dim V ist L bereits eine Basis;

2. Jedes Erzeugendensystem EE C V hat mindestens dim V' Elemente und im
Fall |E| = dim V ist E bereits eine Basis.

Beweis. Nach der Hauptabschidtzung 1.7.1 gilt fiir L eine linear unabhéngige Teil-
menge, B eine Basis und F ein Erzeugendensystem von V' stets

L] < |B] < |E|

Gibt es ein endliches Erzeugendensystem, so muf im Fall |L| = | B| mithin L eine
unverlidngerbare linear unabhéngige Teilmenge und damit nach der Maximalcha-

rakterisierung 1.6.14 eine Basis sein. Im Fall |B| = |E| muB E in derselben
Weise ein unverkiirzbares Erzeugendensystem und damit nach der Minimalcha-
rakterisierung 1.6.14 eine Basis sein. [
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Korollar 1.7.11 (Dimensionsabschéiitzung fiir Untervektorriume). Ein echter
Untervektorraum eines endlichdimensionalen Vektorraums ist stets auch endlich
erzeugt und hat dariiber hinaus eine echt kleinere Dimension.

Beweis. Ist in Formeln U C V ein Untervektorraum eines endlichdimensionalen
Vektorraums, so behaupten wir mithin dim U < dim V' und behaupten zusitzlich,
daB aus dim U = dim V' < oo folgt U = V. Nach der Hauptabschitzung 1.7.1
gibtes in U eine unverldngerbare linear unabhingige Teilmenge und jede derartige
Teilmenge hat hochstens dim V' Elemente. Jede derartige Teilmenge ist aber nach
der Maximalcharakterisierung 1.6.14 notwendig eine Basis von U und das zeigt
dim U < dim V. Gilt hier Gleichheit, so ist wieder nach der Hauptabschitzung
1.7.1 jede Basis von U auch eine unverlidngerbare linear unabhiingige Teilmenge
von V, nach der Maximalcharakterisierung 1.6.14 mithin eine Basis von V' und
das zeigt U = V. [

Satz 1.7.12 (Dimensionssatz). Gegeben ein Vektorraum V und darin Teilrdume
UW CV gilt

dim(U 4+ W) +dim(UNW) = dim U + dim W

1.7.13. Wir verwenden hier die bereits in [GR] 2.1.3 eingefiihrte Notation U + W
fir den Teilraum U + W = {4+ @ | © € U, @ € W} von V. Wir beweisen
diesen Satz in 2.2.9 noch ein zweites Mal als Korollar der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen.

Beispiel 1.7.14. Denken wir uns wie in 1.5.6 den Raum der schmutzigen Anschau-
ung mit einem ausgezeichneten festen Punkt als Vektorraum, so entsprechen die
zweildimensionalen Untervektorrdume den anschaulichen Ebenen durch unseren
festen Punkt und je zwei verschiedene zweidimensionale Untervektorrdume U, W
spannen den ganzen Raum auf, dim(U + W) = 3. Zwei verschiedene Ebenen
durch unseren festen Punkt schneiden sich nun offensichtlich in einer anschauli-
chen Geraden, und das entspricht genau der Aussage unseres Satzes, die in diesem
Fall zur Identitit 3 + 1 = 2 + 2 spezialisiert.

Beweis. Sind U oder W unendlichdimensional, so ist das eh klar. Sonst wihlen
wir eine Basis sq,...,s4 von U N W und erginzen sie erst durch uy,...,u, € U
zu einer Basis von U und dann weiter durch wy, ..., w; € W zu einer Basis von
U+ W . Wir haben gewonnen, wenn wir zeigen konnen, daf} bei derartigen Wahlen
bereits sy, ..., sq, w1, . . ., w; eine Basis von W ist. Dazu reicht es zu zeigen, dal3
diese Menge W erzeugt. Sicher konnen wir jedes w € W schreiben als Linear-
kombination
w o= MU +...+ \u,
181+ .o+ WaSa
+riwy + .. vy
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IMlustration zum Dimensionssatz nach 1.7.14: Zwei verschiedene Ebenen im
Raum, die beide einen ausgezeichneten festen Punkt enthalten, schneiden sich in
einer Geraden.
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Dabei gilt jedoch offensichtlich A\yu; +. ..+ \.u, € WNU. Dieser Ausdruck 1463t
sich damit auch als Linearkombination der s; schreiben, so daf3 w selbst auch als
Linearkombination der s; und w; geschrieben werden kann, was zu zeigen war.
Im iibrigen muf3 dann auch bei der obigen Darstellung bereits gelten \; = ... =
A = 0, aber das ist fiir unseren Beweis schon gar nicht mehr von Belang. [

Ubungen

Ubung 1.7.15. Man zeige, daB jeder eindimensionale Vektorraum genau zwei Un-
tervektorrdume besitzt.

Ubung 1.7.16. Gegeben K-Vektorriume V und W mit Basen vy, ..., v, und
wy, ..., wy, zeige man, daf die Paare (v;,0) zusammen mit den Paaren (0, w,)
eine Basis von V' @& W bilden. Insbesondere gilt fiir die Dimension des kartesi-
schen Produkts die Formel

dim(V & W) = dim(V) + dim (W)

Gegeben K -Vektorraume V7, ..., V, gilt allgemeiner fiir die Dimension ihres kar-
tesischen Produkts die Formel

dim(Vi®...®V,) =dim(Vy) + ...+ dim(V},)

Ergiinzende Ubung 1.7.17. Wir erinnern die Korper R C C aus [GR] 2.4.15.
Natiirlich kann jeder C-Vektorraum V" auch als R-Vektorraum aufgefalit werden.
Wir notieren diesen R-Vektorraum V* und nennen ihn die Reellifizierung von V.
Man zeige dimg V® = 2dim¢ V.

1.8 Austauschsatz von Steinitz*

1.8.1. Einen anderen Zugang zur Hauptabschitzung der linearen Algebra 1.7.1
liefert der folgende Austauschsatz von Steinitz, der sogar eine etwas feinere Aus-
sage liefert. Im hier verfolgten Zugang zur linearen Algebra ist er entbehrlich.
Mir scheint insbesondere seine Variante [AL] 5.3.5 relevant, da es mit ihr gelingt,
auch im Fall eines nicht endlich erzeugten Vektorraums die Existenz einer Bijek-
tion zwischen je zweien seiner Basen zu zeigen. Derlei Feinheiten gehoren jedoch
eher nicht in eine Grundvorlesung. Ich habe den Austauschsatz hier dennoch be-
sprochen, da er beim iiblichen Aufbau der Theorie eine wichtige Rolle spielt und
deshalb auch in Priifungen oft danach gefragt wird.

Satz 1.8.2 (Austauschsatz von Steinitz). Ist V ein Vektorraum, L C 'V eine end-
liche linear unabhdngige Teilmenge und 2 C V' ein Erzeugendensystem, so gibt
es eine Injektion ¢ : L — E derart, dafp auch (E\¢(L)) U L ein Erzeugenden-
system von V' ist.
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1.8.3. Wir konnen also in anderen Worten die Vektoren unserer linear unabhéngi-
gen Teilmenge so in unser Erzeugendensystem hineintauschen, daf3 es ein Erzeu-
gendensystem bleibt. Mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre kann obiger
Austauschsatz auch ohne die Voraussetzung L endlich gezeigt werden. Der Be-
weis in dieser Allgemeinheit wird in [AL] 5.3.5 skizziert.

Beweis. Der Austauschsatz folgt leicht induktiv aus dem Austauschlemma 1.8.4,
das wir im Anschluf3 beweisen: Dies Lemma erlaubt uns ndmlich, die Elemente
von L der Reihe nach in £ hineinzutauschen. ]

Lemma 1.8.4 (Austauschlemma von Steinitz). Seien V' ein Vektorraum und dar-
in E D M ein Erzeugendensystem mit einer linear unabhdngigen Teilmenge. Ist
w € V\M ein Vektor aufserhalb von M derart, dafy auch M U {w} linear unab-
hiingig ist, so gibt es € € E\M derart, daf3 auch (E\€) U {w} ein Erzeugenden-
system von 'V ist.

Beweis. Da FE ein Erzeugendensystem von V' ist, konnen wir w als Linearkombi-
nation von Vektoren aus F schreiben, sagen wir

U7:A151+...+)\T5T

mit paarweise verschiedenen ¢; € FE und allen Koeffizienten verschieden von
Null. Da M U {w} linear unabhéngig ist, kdnnen hier nicht alle é; bereits zu M
gehoren. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir also €; ¢ M anneh-
men. Nun schreiben wir unsere Identitit um zu

& = AW — Aoy — .. — N E))

und sehen so, daB auch (E\é;) U {/} ein Erzeugendenystem ist. O

1.9 Auswahlaxiom und Zorn’sches Lemma*

1.9.1. Wir erinnern an einige Begriffe im Zusammenhang mit teilgeordneten Men-
gen aus 1.4, deren genaue Bedeutung im folgenden wesentlich ist. Ein Element
einer teilgeordneten Menge € X heifit maximal, wenn es keine Elemente ober-
halb von x gibt. Ein Element einer teilgeordneten Menge = € X heilit das groBte
Element von X, wenn alle anderen Elemente unterhalb von z liegen.

1.9.2. Es kann also in einer teilgeordneten Menge viele maximale Elemente ge-
ben, aber nicht mehr als ein grofites Element. Falls es ein groftes Element gibt, so
ist dies auch das einzige maximale Element. Gibt es andererseits genau ein ma-
ximales Element und ist X endlich, so ist dies maximale Element notwendig das
groffte Element.

42



1.9.3. Seien X D Y eine teilgeordnete Menge mit einer Teilmenge. Ein Element
o € X heiBit eine obere Schranke von Y, wenn gilt 0 > y Vy € Y. Gibt es eine
kleinste derartige obere Schranke, so heifit sie das Supremum von Y in X und
wird sup Y = supy Y notiert.

1.9.4. Eine Teilmenge einer teilgeordneten Menge hei3t eine Kette, wenn sie to-
tal geordnet ist, wenn also darin je zwei Elemente vergleichbar sind. Eine teil-
geordnete Menge heilit induktiv teilgeordnet, wenn darin jede Kette eine obere
Schranke besitzt, und streng induktiv teilgeordnet, wenn darin jede Kette eine
kleinste obere Schranke besitzt.

1.9.5. Eine induktiv teilgeordnete Menge ist nie leer, denn die leere Menge ist
stets eine Kette und besitzt folglich eine obere Schranke. In der Literatur sagt man
meist einfacher ,,induktiv geordnet* und ,,streng induktiv geordnet®.

Satz 1.9.6 (Fixpunktsatz von Bourbaki). Gegeben eine streng induktiv teilge-
ordnete Menge (S, <) besitzt jede Abbildung f : S — S mit der Eigenschaft
f(s) > s Vs € S mindestens einen Fixpunkt.

Beweis. Sicher besitzt S ein kleinstes Element & € S, ndmlich das Supremum der
leeren Menge, die ja stets eine Kette ist. Eine Teilmenge 7" C S heifle ein f-Turm
oder kurz Turm, wenn gilt

1. Ist K C T eine Kette, so gehort auch supg K zu 7'
2. Aust € T folgt f(t) € T, als da heifit, T" ist stabil unter f.

Insbesondere gehort also das Supremum der leeren Menge alias das kleinste Ele-
ment von S zu jedem Turm. Der Schnitt iiber alle Tiirme in S ist sicher der
beziiglich Inklusion kleinste Turm R C S. Gegeben ein Turm 7" C S hei-
Be weiter ein Element e € T" eine Engstelle von 7', wenn fiir alle a € T gilt
(a <e)= (f(a) <e).Iste € T eine Engstelle eines Turms, so ist auch

T.:={a€T|a<e oder f(e) <a}

ein Turm. Hier folgt f(7.) C T. aus der Definition einer Engstelle und die Supre-
mumseigenschaft ist auch offensichtlich erfiillt. Per definitionem gilt 7, C T'. Fiir
jede Engstelle e € R des kleinsten Turms R gilt insbesondere

R.=R

Eine Engstelle von R ist also mit jedem Element von R vergleichbar. Wir zeigen
nun, daB unser kleinster Turm R tiberhaupt nur aus Engstellen besteht. Dazu reicht
es zu zeigen, daB3 die Menge seiner Engstellen £ C R auch ihrerseits wieder
ein Turm ist. Priifen wir also unsere beiden Eigenschaften. Die kleinste obere
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Schranke einer Kette von Engstellen eines Turms ist offensichtlich auch selbst
wieder eine Engstelle unseres Turms. Bleibt nur noch f(F) C E zu priifen. Fiir
jede Engstelle e € E unseres kleinsten Turms 2 gilt jedoch wie bereits erwihnt
R. = R. Damit ist auch f(e) eine Engstelle von R, denn fiir a € R = R, folgt
aus a < f(e) offensichtlich f(e) £ a und so a < e, also entweder a < e oder
a = e. Im ersten Fall a < e folgt weiter f(a) < e, weil e bereits als Engstelle
von R angenommen war, wohingegen im zweiten Fall a = e eh klar ist, dal} gilt
f(a) < f(e), jasogar f(a) = f(e). Damit gilt also e € E = f(e) € E alias
f(E) C E und FE ist in der Tat wieder ein Turm. Da R der kleinste Turm war,
folgern wir
E=R

Fiir alle e € R gilt folglich R, = R und fiir jedes a € R gilt damit a < e oder
e < a, jasogar f(e) < a. Mithin ist unser kleinster Turm R eine Kette und deren
kleinste obere Schranke ist dann notwendig das grofite Element von 12 und ein
Fixpunkt von f. O

Ergdnzung 1.9.7. Anschaulich mag man sich unsere teilgeordnete Menge S mit
der Abbildung f vorstellen als eine mathematische Beschreibung fiir mehr oder
weniger geordnetes Schlangestehen, etwa um in ein Flugzeug zu gelangen. In
dieser Interpretation wire .S eine Menge moglicher Standplitze und die Abbildung
f wire eine Vorschrift, die unsere Flugreisenden in jedem Zeitschritt von einem
Standplatz zu einem besseren Standplatz vorriicken oder aber stehenbleiben 1463t.
Eine Engstelle einer beliebigen unter f stabilen Teilmenge R C S wire etwa
ein Standplatz direkt vor einem Drehkreuz, an dem die Bordkarten eingesammelt
werden und an dem alle Reisenden, die auf Standplitzen aus R stehen, einzeln
vorbeigehen miissen, wenn sie denn tiberhaupt ins Flugzeug kommen wollen.

Erginzung 1.9.8. Dieser Unterabschnitt ist nur motivierendes Geschwitz und
mub bei einem streng logischen Aufbau iibersprungen werden. Aber sei’s drum!
In unserem kleinsten Turm liegen natiirlich das kleinste Element £ und dann auch
f(k), f2(k), f3(k) ... Wird diese Folge stationir, etwa bei f"(k) = f"(k), so
ist diese endliche Menge der kleinste Turm. Wird sie nicht stationir, so gehort
ihr Supremum s = sup{ f"(k)} nicht zu den Folgengliedern, gehort aber auch zu
unserem kleinsten Turm, ebenso wie auch f(s), f2(s), f3(s) ... Wird diese Folge
stationr, etwa bei f(s) = f"T!(s), so ist die Vereinigung der Glieder unserer
beiden Folgen der kleinste Turm. Sonst gehort das Supremum s; = sup{f"(s)}
unserer zweiten Folge wieder nicht zu den Folgengliedern, gehort aber auch zu un-
serem kleinsten Turm, ebenso wie auch f(s;), f%(s1), f2(s1) ... Terminiert ,die-
ser Prozess®, so liefert er den kleinsten Turm als Vereinigung endlich vieler Fol-
gen, der letzten davon endlich. Sonst bilden wir die Folge s = s¢, s1,... und
auch deren Supremum ¢ = sup{s,} gehort zu unserem kleinsten Turm, ebenso
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Ilustration im Fall, daf} unsere Engstelle des kleinsten Turms ¢ € R kein
Fixpunkt von f ist. Die Teilordnung wird hier vage durch Striche angedeutet, die
von kleineren zu groeren Elementen aufsteigen.
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wie f(t), f2(t), f3(t) ... Naja, und dann geht es irgendwie immer so weiter und
wird recht uniibersichtlich, weshalb diese Uberlegungen beim Nachweis, daf} der
kleinste Turm eine Kette sein muf3, auch nicht direkt zum Ziel fithren und wir den
obigen etwas komplizierterem Weg gegangen sind.

Lemma 1.9.9 (Auswahlaxiom). Fiir jede surjektive Abbildung f : X — Y von
Mengen existiert eine Abbildung g - Y — X mit f o g = idy.

1.9.10. So eine Abbildung g heif3it ein Rechtsinverses oder auch ein Schnitt. Vom
Standpunkt der naiven Mengenlehre aus, den wir bisher stets eingenommen haben
und den wir auch weiterhin einnehmen werden, kann man dieses Lemma miihelos
beweisen: Man wihlt halt zu jedem Element y € Y ein Element x € X aus mit
f(z) = y und nennt dies Element ¢g(y). Wenn man jedoch die Mengenlehre wie
bei Zermelo und Fraenkel in einer Formelsprache formalisiert, so 148t sich die
Aussage dieses Lemmas nicht formal aus den nach Zermelo und Fraenkel iibli-
cherweise zugrundegelegten anderen Axiomen herleiten, die wir zwar ihrerseits
auch nie formalisiert haben, die wir aber stindig in intuitiver Weise benutzen.
Daher riihrt die Bezeichnung unseres Lemmas als ,,Axiom*. Wir werden das Aus-
wahlaxiom hier fiir die Herleitung des ,,Zorn’schen Lemmas* 1.9.15 benétigen,
von dem man sogar zeigen kann, da} es zum Auswahlaxiom dquivalent ist.

Lemma 1.9.11 (Auswahlaxiom, Variante). Gegeben eine Menge X gibt es stets
eine Abbildung a : P(X)\0 — X mit o(T) € T VT € P(X).

1.9.12. In Worten wihlt die Abbildung a also in jeder nichtleeren Teilmenge 7' C
X, T # 0 von X ein Element aus. Man nennt solch eine Abbildung deshalb auch
eine Auswahlfunktion.

1.9.13. Vom Standpunkt der naiven Mengenlehre aus, den wir bisher stets einge-
nommen haben und den wir auch weiterhin einnehmen werden, kann man diese
Variante genauso miihelos beweisen: Man wihlt halt in jeder nichtleeren Teilmen-
ge T C X ein Element aus und nennt es a(7"). Die etwas schwichere Forderung,
daB es fiir jede Folge X, X1, . .. nichtleerer Teilmengen einer Menge X eine Fol-
ge von Elementen xg, z1, ... gibt mit x; € X; Vi, mag man das ,,Folgenauswahl-
axiom* nennen. Es wird hdufig bereits zu Beginn der ersten Grundvorlesung der
Analysis verwendet, zum Beispiel beim Nachweis, da} jede folgenstetige Funk-
tion das e-9-Kriterium erfiillt.

1.9.14. Man sieht leicht, daf3 die beiden hier vorgestellten Varianten des Auswahl-
axioms dquivalent sind. Um die Erste aus der Zweiten herzuleiten, betrachtet man
schlicht die Familie der Fasern von f. Um die Zweite aus der Ersten herzuleiten,
betrachtet man fiir eine beliebige Menge X im Produkt X x P(X) die Teilmenge
Y = {(z,T) | « € T} und die durch die Projektion auf die zweite Koordina-
te (x,T) — T gegebene Abbildung Y — P(X). Sie induziert eine Surjektion

46



Y — P(X)\0, und verkniipfen wir einen Schnitt dieser Surjektion mit der Pro-
jektion auf die erste Koordinate (x,T") — z, so erhalten wir eine Auswahlfunktion
PX)\0 — X.

Lemma 1.9.15 (Zorn’sches Lemma). Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge. Be-
sitzt jede total geordnete Teilmenge Y C X eine obere Schranke in X, so gibt es
in unserer teilgeordneten Menge X mindestens ein maximales Element.

Erginzung 1.9.16. Es reicht nicht aus, im Zorn’schen Lemma nur die Existenz
einer oberen Schranke fiir jede monoton wachsende Folge zu fordern, vergleiche
1.9.19.

Beweis. Das Zorn’sche Lemma besagt in unserer Terminologie, daf jede induk-
tiv teilgeordnete Menge ein maximales Element besitzt. Wir zeigen das zunéchst
nur fiir eine streng induktiv teilgeordnete Menge (.5, <). In der Tat finden wir mit
dem Auswahlaxiom 1.9.11 eine Abbildung f : S — S mit f(s) > s Vs € S
und f(s) = s nur fiir s maximal. Diese Abbildung mufl nach dem Fixpunktsatz
von Bourbaki 1.9.6 einen Fixpunkt haben und dieser Fixpunkt ist notwendig ein
maximales Element von S. Ist (X, <) eine beliebige induktiv teilgeordnete Men-
ge, so betrachten wir die beziiglich Inklusion teilgeordnete Menge S C P(X)
der Ketten von X . Diese Menge S ist dann sogar streng induktiv teilgeordnet, das
Supremum iiber ein total geordnetes System IC C S alias eine Kette von Ketten
ist einfach ihre Vereinigung sup K = (J ¢ C. Nach der bereits bewiesenen Aus-
sage gibr es also ein maximales Element von S alias eine maximale Kette C'.x
in X. Eine obere Schranke einer solchen maximalen Kette Cy,. alias ihr groftes
Element ist dann notwendig ein maximales Element von X. [

1.9.17. Gegeben eine Menge X bezeichne wie iiblich P(X) ihre Potenzmenge,
als da heifSt die Menge aller Teilmengen von X . Teilmengen von P (X ) werde ich
oft als Systeme von Teilmengen von X ansprechen. Besonders hiufig benutzt
man das Zorn’sche Lemma in der folgenden Gestalt:

Korollar 1.9.18. Ist M eine Menge und X C P(M) ein System von Teilmengen
von M, das mit jedem beziiglich Inklusion total geordneten Teilsystem auch die
Vereinigungsmenge des besagten Teilsystems enthdlt, so besitzt X ein beziiglich
Inklusion maximales Element.

1.9.19. Hier verwenden wir die Konvention 1.5.13, nach der die Vereinigung tiber
iiberhaupt keine Teilmenge einer Menge die leere Menge ist. Insbesondere folgt
aus unseren Annahmen, dal} die leere Menge zu X gehort. Es reicht hier nicht,
nur die Stabilitit unter Vereinigungen von aufsteigenden Folgen in unserem Men-
gensystem zu fordern: So bilden etwa alle abzihlbaren Teilmengen einer iiberab-
zihlbaren Menge ein Mengensystem, das zwar stabil ist unter Vereinigungen von
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aufsteigenden Folgen, das aber keine maximalen Elemente besitzt. Wir nennen
ein System M C P(X) von Teilmengen einer gegebenen Menge X stabil unter
aufsteigenden Vereinigungen, wenn es mit jedem total geordneten Teilsystem
auch die Vereinigungsmenge des besagten Teilsystems enthilt. In dieser Termino-
logie kann unser Korollar dann dahingehend formuliert werden, daf jedes System
von Teilmengen einer gegebenen Menge, das stabil ist unter aufsteigenden Verei-
nigungen, mindestens ein maximales Element besitzt.

Beweis. Wir konnen das Zorn’sche Lemma auf die teilgeordnete Menge X an-
wenden, denn fiir jede Kette in X gehort nach Annahme die Vereinigung ihrer
Mitglieder auch zu &', und diese Vereinigung ist offensichtlich eine obere Schran-
ke unserer Kette. Sie ist sogar eine kleinste obere Schranke, so dal wir nur die
erste Hélfte von unserem Beweis des Zorn’schen Lemmas wirklich brauchen. [

Satz 1.9.20 (Basisexistenzsatz und Basiserginzungssatz). Jeder Vektorraum
besitzt eine Basis. Ist allgemeiner M C L eine linear unabhiingige Teilmenge
in einem Erzeugendensystem eines Vektorraums, so gibt es stets eine Basis B un-
seres Vektorraums mit M C B C E.

1.9.21. Bereits der Basisexistenzsatz ist hochgradig nichtkonstruktiv. Ich bin etwa
auBlerstande, Thnen fiir irgendeinen Korper K, und sei es der Korper K = [y
mit zwei Elementen, eine Basis des K-Vektorraums Ens(N, K') hinzuschreiben.
Geeignet verstanden ist das sogar prinzipiell unmoglich. Mehr dazu mogen Sie in
der Logik lernen.

Beweis. Sei V unser Vektorraum und X C P (V') das System aller linear unab-
héngigen Teilmengen A mit M C A C FE, teilgeordnet durch Inklusion. Wir
zeigen zundchst, dal A stabil ist unter aufsteigenden Vereinigungen. Ist in der Tat
Y ein total geordnetes System von linear unabhédngigen Teilmengen von V', so ist
auch  J 1., A linear unabhingig, denn sind vy, ..., v, € [J .y A paarweise ver-
schieden, so gibtesein A € Y mitvy, ..., v, € Aund folglich verschwindet keine
nichttriviale Linearkombination der v;. Also ist X stabil unter aufsteigenden Ver-
einigungen und nach dem vorhergehenen Korollar 1.9.18 gibt es damit ein maxi-
males Element von X alias eine linear linear unabhingige Teilmenge A,.x C V,
die M umfafit und maximal ist unter allen linear unabhingigen Teilmengen A
mit A C E. Diese Teilmenge mufl dann aber nach der Maximalcharakterisierung
1.6.17 eine Basis von V' sein. ]

Ubungen

Ubung 1.9.22. Gegeben eine teilgeordnete Menge besitzt jede nichtleere Teilmen-
ge ein maximales Element genau dann, wenn jede monoton wachsende Folge sta-
gniert.
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Ubung 1.9.23. Man zeige, daB es auf jeder Menge eine Anordnung gibt.
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2 Lineare Abbildungen

2.1 Homomorphismen und Isomorphismen

Definition 2.1.1. Seien V, W Vektorrdume iiber einem Korper /. Eine Abbildung
f V. — W heifit linear und genauer K -linear, wenn fiir alle v, € V und
A€ K gilt

f@+@) = [f(0)+ ()
f0) = Af(0)

Lineare Abbildungen heiflen auch Homomorphismen von K -Vektorriumen.

Definition 2.1.2. Eine lineare Abbildung ¢ heifit ein Isomorphismus von Vek-
torrdumen, wenn es eine lineare Abbildung 1) in die Gegenrichtung gibt derart,
daf} beide Kompositionen 1) o ¢ und ¢ o die Identitét sind. Gibt es zwischen zwei
Vektorrdumen einen Isomorphismus, so heiflen sie isomorph. Ein Homomorphis-
mus von einem Vektorraum in sich selber heiflit ein Endomorphismus unseres
Vektorraums. Ein Isomorphismus von einem Vektorraum in sich selber heif3t ein
Automorphismus unseres Vektorraums.

2.1.3. Die Automorphismen eines Vektorraums V' bilden mit der Hintereinan-
derausfithrung als Verkniipfung eine Gruppe. Sie heiflt die allgemeine lineare
Gruppe oder auch die Automorphismengruppe unseres Vektorraums V' und
wird notiert

GL(V) = Aut(V)

nach der englischen Bezeichnung general linear group. Wenn wir betonen wol-
len, daB wir K-lineare Automorphismen meinen, schreiben wir auch Autg (V).

2.1.4. Jede lineare Abbildung bildet den Nullvektor auf den Nullvektor ab, denn
fir f : V — W linear gilt f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) und Addition des
Negativen von f (6) auf beiden Seiten liefert die Behauptung. Man zeigt auch
leicht per Induktion iiber n, dafl gegeben f : V' — W linear gilt

fiir beliebige \; € K und v; € V.

Didaktische Anmerkung 2.1.5. Ich denke, an dieser Stelle mag auch der Abschnitt
[GR] 2.3 iiber Homomorphismen von Magmas und Monoiden und Gruppen be-
sprochen werden, ergiinzt um Homomorphismen von Korpern. Besser wire es
aber, diesen Abschnitt schon frither zu besprechen. Dann kann man hier an [GR]
2.3.7 erinnern, wonach sogar tiberhaupt jeder Gruppenhomomorphismus das neu-
trale Element auf das neutrale Element werfen muB.
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Eine lineare Abbildung des Richtungsraums der Papierebene auf sich selbst. Sie
ist sogar ein Automorphismus.
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2.1.6 (Herkunft der Terminologie). Die Herkunft eines Teils dieser Terminolo-
gie haben wir bereits in [GR] 2.3.9 diskutiert. ,,Linear* heilen unsere Abbildun-
gen vermutlich, weil im Fall R-linearer Abbildungen f : R — R ihre Graphen
Geraden alias gerade Linien sind. Allerdings sind auch allgemeiner die Graphen
der Funktionen f : R — R, x — ax + b gerade Linien, und diese Abbildun-
gen sind in unserem Sinne nur linear im Fall b = 0. Auf der Schule haben Sie
moglicherweise diese Funktionen auch im Fall b # 0 ,.linear genannt, aber in der
mathematischen Fachsprache heilen besagte Funktionen nur im Fall b = 0 linear
und sonst ,,affin“. Das Wort ,,Endomorphismus* kommt von griechisch ,,cvdor*
fiir deutsch ,,drinnen®, und das Wort ,,Automorphismus‘ von ,,av7os* fiir deutsch
,,selbst.

Beispiele 2.1.7. Die Projektionen auf die Faktoren pr, : K" — K sind linear.
Die Abbildung K? — K gegeben durch (z,y) — ax + by ist linear fiir beliebige
aber feste a,b € K. Gegeben ein Vektorraum V" und ein Vektor 7 € V ist die
Abbildung K — V gegeben durch A — At linear. Jede lineare Abbildung von K
in einen K -Vektorraum ist von dieser Gestalt. Das Quadrieren X' — K ist nicht
linear, es sei denn, /K ist ein Koérper mit zwei Elementen, so da3 das Quadrieren
mit der Identitit zusammenfillt.

Beispiele 2.1.8. Gegeben Vektorraume V, W sind die Projektionsabbildungen pry, :
(Ve W) - Vund pry, : (V@ W) — W linear. Dasselbe gilt allgemeiner
fiir die Projektionen pr; : V3 & ... @& V,, — V.. Ebenso sind die kanonischen
Injektionen iny : V — (V& W), v — (v,0) und iny : W — (V@ W),
w > (0, w) linear und dasselbe gilt allgemeiner fiir die analog definierten Injek-
tionenin, : V;, > Vi ® ... V,.

2.1.9. Das Bild eines Erzeugendensystems unter einer surjektiven linearen Abbil-
dung ist ein Erzeugendensystem. Das Bild einer linear unabhidngigen Teilmenge
unter einer injektiven linearen Abbildung ist eine linear unabhéngige Teilmenge.

Satz 2.1.10 (Klassifikation von Vektorriumen durch ihre Dimension). Gege-
ben eine natiirliche Zahl n ist ein Vektorraum iiber einem Korper K genau dann
isomorph zu K", wenn er die Dimension n hat.

Beweis. Natiirlich gehen unter einem Vektorraumisomorphismus Erzeugenden-
systeme in Erzeugendensysteme, linear unabhingige Teilmengen in linear unab-
hingige Teilmengen und Basen in Basen iiber. Sind also zwei Vektorrdume iso-
morph, so haben sie auch dieselbe Dimension. Hat umgekehrt ein Vektorraum V'

eine angeordnete Basis B = (v, ..., ¥,) aus n Vektoren, so liefert die Vorschrift
(Ao oy An) = MU +. ..+ A\, 0, etwanach 1.6.12 einen Vektorraumisomorphis-
mus K" = V. l
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2.1.11 (Stufenzahl nach Durchfiihren des GaufB3-Algorithmus). Nun konnen
wir auch unsere Ausgangsfrage 1.1.15 16sen, ob die ,,Zahl der freien Parame-
ter bei unserer Darstellung der Losungsmenge eines linearen Gleichungssys-
tems eigentlich wohlbestimmt ist oder priziser, ob beim Anwenden des Gauss-
Algorithmus dieselbe Zahl von Stufen entsteht, wenn wir zuvor die Variablen
umnummerieren alias die Spalten vertauschen. Wenn wir das fiir homogene Sys-
teme zeigen konnen, so folgt es offensichtlich fiir beliebige Systeme. Bei ho-
mogenen Systemen ist jedoch die Losungsmenge L C K™ ein Untervektor-
raum und wir erhalten einen Vektorraumisomorphismus . — K™ ~" durch ,,Strei-
chen aller Eintrdge, bei denen eine neue Stufe beginnt“, also durch Weglassen
VON T4(1), Ls(2), - - -, Ls(r) aUs einem m-Tupel (x1,...,2,) € L. Damit erhalten
wir fiir die Zahl r der Stufen die von allen Wahlen unabhingige Beschreibung
als Zahl der Variablen abziiglich der Dimension des Losungsraums, in Formeln
r=m — dimg L.

Ubungen

Ubung 2.1.12. Ein Punkt, der unter einer Abbildung auf sich selbst abgebildet
wird, heifit ein Fixpunkt besagter Abbildung. Gegeben eine Abbildung f : X —
X notiert man die Menge ihrer Fixpunkte auch

X={r e X | f(z) =2}

Man zeige: Gegeben ein Vektorraum V' und ein Endomorphismus f € EndV
bildet die Menge der von f festgehaltenen Vektoren alias aller Fixvektoren von
f stets einen Untervektorraum V/ C V.

Ubung 2.1.13. Jede Verkniipfung von Vektorraumhomomorphismen ist wieder ein
Vektorraumhomomorphismus. Sind also in Formeln g : U — Vund f : V — W
Vektorraumhomomorphismen, so ist auch f o g : U — W ein Vektorraumhomo-
morphismus.

Ubung 2.1.14. Gegeben ein surjektiver Vektorraumhomomorphismus g : U — V
und eine Abbildung f : V' — W in einen weiteren Vektorraum ist f genau dann
linear, wenn die Verkniipfung f o g : U — W linear ist. Gegeben ein injektiver
Vektorraumhomomorphismus f : V' < W und eine Abbildung g : U — V von
einen weiteren Vektorraum nach V' ist g genau dann linear, wenn die Verkniipfung
fog:U — W linear ist. Hinweis: [GR] 2.3.37.

Ubung 2.1.15. Ist f : V — W ein bijektiver Vektorraumisomorphismus, so ist
auch die Umkehrabbildung f~! : W — V ein Vektorraumhomomorphismus und
f ist folglich ein Isomorphismus.

Ubung 2.1.16. Wieviele Untervektorriume besitzt der R?, die unter der Spiege-
lung (z,y) — (x, —y) in sich selber tiberfiihrt werden? Welche Untervektorrdume
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Ilustration zu Ubung 2.1.12, nach der die Fixpunktmenge jedes
Endomorphismus eines Vektorraums ein Untervektorraum ist. Zum Beispiel ist
die Spiegelung an einer Ursprungsgerade eine lineare Abbildung und ihre
Fixpunktmenge ist in der Tat ein Untervektorraum, ndmlich besagte
Ursprungsgerade.
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des R? werden unter der Spiegelung (z,y,2) +— (z,y, —z) in sich selber iiber-
fiihrt?

Ergiinzende Ubung 2.1.17. Eine Gruppe, in der jedes Element sein eigenes Inver-
ses ist, kann nach 1.2.18 auf genau eine Weise mit der Struktur eines Vektorraums
tiber dem Korper mit zwei Elementen versehen werden. Ein Beispiel ist unsere
Gruppe aus [GR] 2.2.19 mit den Teilmengen einer Menge Z als Elementen. Man
zeige, daf} dieser Vektorraum isomorph ist zum Vektorraum aller Abbildungen der
Menge Z in der Korper mit zwei Elementen.

Ubung 2.1.18. Eine Abbildung f : V — T von Vektorrdumen ist genau dann
linear, wenn ihr Graph I'(f) C V' x W ein Untervektorraum des Produkts ist.

2.2 Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

Lemma 2.2.1. Das Bild eines Untervektorraums unter einer linearen Abbildung
ist ein Untervektorraum. Das Urbild eines Untervektorraums unter einer linearen
Abbildung ist ein Untervektorraum.

Beweis. 1. Sei f : V' — W unsere lineare Abbildung. Sei U C V ein Untervek-
torraum. Wir miissen zeigen, daf auch f(U) C V ein Untervektorraum ist. Da
f ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen ist, ist f(U)
schon mal eine additive Untergruppe von W nach [GR] 2.3.24. Da U ein Unter-
vektorraum ist, gilt weiter A& € U. Dann folgt mit der Linearitit Aid = \f(@) =
f(A@) € f(U). Also hat f(U) alle von einem Untervektorraum geforderten Ei-
genschaften.

2.Sei f : V — W unsere lineare Abbildung. Sei Z C W ein Untervektorraum.
Da f ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen ist, ist
[~YZ)={v e V| f(v) € Z} schon mal eine additive Untergruppe von V nach
[GR] 2.3.24. Gegeben ¢ € f~'(Z) und ) € K gilt weiter f(A\V) = \f(¥) € Z
wegen der Linearitit und da Z ein Untervektorraum ist. Aus der Definition des
Urbilds folgt Ao € f~(Z). Also hat f~*(Z) alle von einem Untervektorraum
geforderten Eigenschaften. O

2.2.2. Das Bild einer linearen Abbildung f : V' — W alias die Teilmenge
(im f) := f(V) C W istnach 2.2.1 ein Untervektorraum von W'.

2.2.3. Das Urbild des Nullvektors unter einer linearen Abbildung f : V. — W
notiert man auch

(ker f) := f71(0) = {v € V| f(v) = 0}

und nennt es den Kern der linearen Abbildung f. Der Kern ist nach 2.2.1 ein
Untervektorraum von V. Wir hatten ihn in [GR] 2.3.21 sogar bereits fiir beliebige
Gruppenhomomorphismen eingefiihrt.
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Lemma 2.2.4 (Verschwindender Kern bedeutet Injektivitit). Eine lineare Ab-
bildung f : V — W ist injektiv genau dann, wenn ihr Kern Null ist.

Beweis. Das sollten sie in Ubung [GR] 2.3.21 bereits fiir beliebige Gruppenhomo-
morphismen zeigen. Hier geben wir das Argument nocheinmal in unserem Spe-
zialfall. Liegen im Kern aufler dem Nullvektor von V' noch andere Vektoren, so
werden verschiedene Vektoren aus V' unter f auf den Nullvektor von W abgebil-
det und unsere Abbildung ist nicht injektiv. Ist umgekehrt unsere Abbildung nicht
injektiv, so gibt es v # vy in V mit f(v) = f(vy) und es folgt f(v — v;) = 0 aber
v — vy # 0. Mit v — vy liegt also ein von Null verschiedener Vektor im Kern, der
folglich nicht der Nullraum sein kann. 0

Satz 2.2.5. Fiir jede lineare Abbildung f : 'V — W von Vektorriumen gilt die
Dimensionsformel

dim V' = dim(ker f) + dim(im f)

Beweis. Ist V endlich erzeugt, so ist auch (im f) endlich erzeugt, da ja fiir jedes
Erzeugendensystems £/ C V sein Bild f(E) ein Erzeugendensystem von f (V') =
im f ist. Ebenso ist mit V" auch (ker f) endlich erzeugt, nach 1.7.11 ist ja sogar
jeder Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraums endlich erzeugt. Gilt
also umgekehrt dim(ker f) = oo oder dim(im f) = oo, so folgt dim V' = oo und
unser Satz gilt in diesen beiden Fillen. Wir brauchen ihn also nur noch in dem Fall
zu zeigen, daB (ker f) und (im f) beide endlichdimensional sind. In diesem Fall
folgt er aus dem anschlieBenden priziseren Lemma 2.2.6. Alternativ kann man
auch mit Ubung 2.2.12 argumentieren. O

Lemma 2.2.6. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Ist A eine Basis ihres
Kerns, B eine Basis ihres Bildes und g : B — V eine Wahl von Urbildern unserer
Basis des Bildes, so ist g(B) U A eine Basis von V.

2.2.7. Wir zeigen sogar stéirker: Erzeugt A den Kern und B das Bild, so erzeugt
g(B)U A ganz V. Sind A und B linear unabhingig, so auch g(B) U A.

Beweis. Gegeben ¢ € V haben wir f(¢) = My + ... + A\, mit W; € B.
Offensichtlich liegt dann v — A\ g(w;) — ... — A\.g(@,) im Kern von f und so
folgt, daBl g(B) U A ganz V erzeugt. Um die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen
nehmen wir an, es gelte

Mg(Wy) 4+ .o+ Ag(W) + ¥y + ..+ pusts =0

mit den ©; € A und W; € B paarweise verschieden. Wenden wir f an, so folgt
MWy + ...+ A, = 0und damit A; = ... = )\, = 0 wegen der linearen Un-
abhingigkeit der ;. Setzen wir diese Erkenntnis in die urspriingliche Gleichung
ein, so folgt weiter 11 = ... = s = 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit der
Vektoren v;. O]
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Korollar 2.2.8 (Isomorphismus durch Dimensionsvergleich). Jede injektive li-
neare Abbildung zwischen Vektorrdumen derselben endlichen Dimension ist ein
Isomorphismus. Jede surjektive lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen der-
selben endlichen Dimension ist ein Isomorphismus.

Beweis. Sei f : V — W unsere lineare Abbildung. Ist f injektiv, so folgt ker f =
0 und dann dim(imf) = dimV = dim W aus der Dimensionsformel und so
imf = W mit 1.7.11. Ist f surjektiv, so folgt erst ker f = 0 aus der Dimensions-
formel und dann die Injektivitat aus 2.2.4. [

Korollar 2.2.9 (Dimensionssatz). Gegeben ein Vektorraum V mit Teilrdumen
UW CV gilt

dim(U + W) +dim(UNW) =dim U + dim W

Beweis. Wir haben diesen Satz bereits in 1.7.12 sozusagen zu Ful} bewiesen. Mit
unserer Dimensionsformel 2.2.5 kénnen wir nun noch einen alternativen Beweis
geben. Betrachtet man nidmlich die lineare Abbildung

fUOW >V

gegeben durch f(u,w) = u + w, so gilt (im f) = U + W und die Abbildung
d — (d, —d) definiert einen Isomorphismus (U NW) = ker f. Die Formel 1.7.16
fiir die Dimension der direkten Summe in Verbindung mit der Dimensionsformel
liefert so

dimU +dim W = dim(U @ W) = dim(U N W) 4+ dim(U + W) O

Definition 2.2.10. Zwei Untervektorriume U, W eines Vektorraums V' heiflen
komplementir, wenn die Addition eine Bijektion

UxW =SV

liefert. Als lineare Abbildung ist das unter Verwendung der in 1.3.10 eingefiihrten
Notation dann sogar ein Vektorraumisomorphismus + : U & W = V. Des wei-
teren sagt man in dieser Situation, W sei ein Vektorraumkomplement oder kurz
Komplement von U in V.

2.2.11 (Vektorraumkomplement und Komplementmenge). Man unterscheide
sorgféltig zwischen Vektorraumkomplement und Komplementmenge: Komple-
mentire Untervektorrdume sind keineswegs disjunkt, sondern schneiden sich im
Nullvektor, und die Vereinigung komplementirer echter Untervektorraume ist auch
nie der ganze Ausgangsraum, sondern nur ein Erzeugendensystem desselben. Auf
franzosisch spricht man von einem ,,sousespace supplémentaire, das ist noch
deutlicher. Allerdings werden sich beide Begriffe in [LA2] 9.7.16 als Ausprigun-
gen von ,,Koprodukten* erweisen, und das ist zumindest eine gewisse Rechtferti-
gung fiir diese moglicherweise verwirrende Terminologie.
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Ubungen

Ubung 2.2.12. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Man zeige: Ist 7y, . . . , T,
eine Basis des Kerns ker f und 95,1, ..., U, eine Erweiterung zu einer linear un-
abhingigen Teilmenge ¥, ..., %, von V, so ist die Familie f(¥sy1),..., f(¥,)
linear unabhéngig in W. Ist unsere Erweiterung sogar eine Basis von V/, so ist
unsere Familie eine Basis des Bildes von f.

Ubung 2.2.13. Man zeige: Zwei Untervektorriume U, W eines Vektorraums 1/
sind komplementir genau dann, wenn gilt V =U + W und U N W = 0.

Erginzende Ubung 2.2.14. Die Menge aller Untervektorriume eines gegebenen
Vektorraums bildet mit den Verkniipfungen + und M als V und A einen Verband
im Sinne von [GR] 2.6.3 und in diesem Verband gilt zuétzlich

(aVb)A(aVe)=aV (bA(aVec))

fiir alle a, b, c. Ein Verband mit dieser Eigenschaft heillt modular. Gleichbedeu-
tend ist die Forderung (a VV b) A ¢ = a V (b A ¢) fiir alle a, b, c mit a V ¢ = ¢. Mit
demselben Beweis wird in einer spiter eingefiihrten Terminologie folgen, daf die
Untermoduln eines gegebenen Moduls einen modularen Verband bilden, und da-
her riihrt auch die Terminologie. Mit einem Verband ist auch der duale Verband
modular, wie man durch Einsetzen von a A ¢ fir a erkennt.

Ergiinzende Ubung 2.2.15. Ein Verband (B, A, V) ist genau dann modular, wenn
wir fiir je zwei Elemente a, b € B in Bezug auf die in [AN1] 12.2.3.9 beschriebene
Ordnungrelation zueinander inverse Bijektionen zwischen den Intervallen [aAD, b]
und [a, a V b] erhalten durch die Regeln w — a V w und v — v A b. Hinweis: Man
setze ein Element w € [a,a V b] an als w = (a V ¢) A (a V b) und transportiere es
hin und zuriick. Dualititsbetrachtungen liefern den Rest der Behauptung.

Ubung 2.2.16. Man zeige: Zwei Untervektorriume U, W eines endlichdimensio-
nalen Vektorraums V' sind komplementér genau dann, wenn gilt V' = U + W und
dim U + dim W < dim V. Hinweis: 1.7.16.

Ubung 2.2.17. Der Kern einer von Null verschiedenen linearen Abbildung in den
Grundkorper ist stets eine Hyperebene im Sinne von 1.5.16.

Ergiinzende Ubung 2.2.18. Sei ¢ : V — V ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums. Man zeige, daB ker(?) = ker ¢ gleichbedeutend ist
u+kero@imp = V.

Erginzende Ubung 2.2.19. Ein Element f einer Menge mit Verkniipfung heiBt
idempotent genau dann, wenn in multiplikativer Notation gilt f? = f. Die idem-
potenten Endomorphismen eines Vektorraums entsprechen eineindeutig seinen
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Zerlegungen in eine direkte Summe von zwei komplementéren Teilrdumen. Ge-
geben ein Vektorraum V' liefert genauer die Abbildung f — (im f, ker f) eine
Bijektion

{feEdV | fP=f} > {(I,J)EP(V)2

I, J C V sind Teilrdume
und als solche komplementir

Fiir die Umkehrabbildung unserer Bijektion sagt man, sie ordne unserem Paar
(I, J) komplementirer Teilriume die Projektion von V' auf / ldngs J zu.

Ubung 2.2.20. Sei p : V — W eine surjektive lineare Abbildung. Man zeige:
Genau dann ist ein Teilraum U C V komplementir zu ker p, wenn p einen Iso-
morphismus p : U = W induziert.

2.3 Riume von linearen Abbildungen

2.3.1. Seien V, W Vektorrdume iiber einem Korper K. Die Menge aller Homo-
morphismen von V' nach W notieren wir

Homy (V, W) = Hom(V, W) C Ens(V, W)

Lemma 2.3.2 (Lineare Abbildungen und Basen). Seien V, W Vektorrdume iiber
einem Korper K und sei B C V eine Basis. So liefert das Einschrdnken von
Abbildungen eine Bijektion

Homg (V, W) = Ens(B, W)

Jede lineare Abbildung ist also in Worten festgelegt und festlegbar durch ihre
Werte auf einer Basis.

Beweis im Fall einer endlichen Basis. Seien f,g : V — W linear. Gilt f(v) =
g(v) fur alle 7 € B, so folgt f(\v] + ...+ N\0,) = g(M V) + ... + A\0,) fur alle
A,y A € Kund 9, ..., 0, € Bunddamit f(¥) = g(v) fiir alle ¥ im Erzeugnis
von B alias fiir alle v € V. Das zeigt die Injektivitdt der im Lemma betrachteten
Einschrinkungsabbildung sogar allgemeiner fiir jedes Erzeugendensystem B von
V. Ist B zusitzlich eine Basis und ist umgekehrt eine Abbildung von Mengen
g : B — W gegeben, so konnen wir sie zu einer linearen Abbildung g : V. — W
ausdehnen wie folgt: Jeder Vektor v € V 14t sich ja nach 1.6.12 eindeutig als
Linearkombination der Basisvektoren schreiben, etwa v = \v; + ...+ A0, mit
paarweise verschiedenen v; € B. Wir konnen nun schlicht g definieren durch die
Vorschrift

g(l_f) = )\19(771) +.ooF )\rg(gr)

Man sieht leicht, dal dann g linear ist und auf der Basis zu g einschrinkt. [
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2.3.3. Im Fall einer unendlichen Basis funktioniert derselbe Beweis, nur sollten
wir noch genauer sagen, was wir meinen mit der Aussage, jeder Vektor v € V' las-
se sich eindeutig als Linearkombination der Basisvektoren schreiben. Dazu ent-
wickeln wir die Terminologie des ,,freien Vektorraums iiber einer Menge*.

2.3.4 (Freie Vektorridume und ihre universelle Eigenschaft). Seien X eine
Menge und K ein Korper. Die Menge Ens(X, K) aller Abbildungen f : X — K
mit der punktweisen Addition und Multiplikation mit Skalaren ist offensichtlich
ein K -Vektorraum. Darin bilden alle Abbildungen, die nur an endlich vielen Stel-
len von Null verschiedene Werte annehmen, einen Untervektorraum

K(X) C Ens(X, K)

Dieser Vektorraum K (X) heift der freie Vektorraum iiber der Menge X . Ge-
geben x € X bezeichne ¢, : X — K die Abbildung mit d,(z) = 1 und d,(y) = 0
fiir y # x. So ist die sogenannte kanonische Einbettung can : X — K(X) ge-
geben durch = — ¢, offensichlich eine Basis im Sinne einer Familie von K (X).
Weiter liefert fiir jeden K -Vektorraum V' das Vorschalten der kanonischen Ein-
bettung can eine Bijektion

(ocan) : Homg (K (X),V) = Ens(X,V)

In der Tat kann man in diesem Fall eine Umkehrabbildung leicht angeben durch
die Vorschrift ¢ — ® mit

d:a— Z a(x)o(z)

{zla(x)#0}

Wir sagen dann auch, die lineare Abbildung ® : K(X) — V entstehe aus der
Abbildung ¢ : X — V durch lineare Fortsetzung.

2.3.5 (Notationen im Zusammenhang mit freien Vektorrdaumen). Ein Element
a € K(X) des freien Vektorraums iiber einer Menge X fassen wir am liebsten
als ,,formale Linearkombination von Elementen von X ‘“ auf und notieren es statt
> (ela(a)zoy M(2)0z lieber 3 a,x mit der Indexnotation a(z) = a, fiir Abbil-
dungen, der Abkiirzung ¢, = x und der Konvention, dal bei unendlichen Summen
mit nur endlich vielen von Null verschiedenen Summanden eben nur die Sum-
me der von Null verschiedenen Summanden gemeint sein soll. In dieser Notation
wirkt dann die kanonische Einbettung wie die Einbettung einer Teilmenge. Weiter
wird in dieser Notation die lineare Fortsetzung ¢ einer Abbildung ¢ : X — V
beschrieben durch die hoffentlich suggestivere Formel

D Z a,r Z a;P(x)

zeX zeX
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Im Fall der Menge X = {#,b, 1} wire ein typisches Element von Q(X) etwa der
Ausdruck

1 7

—f—=-b+3

2 ﬁ 5 T34
Im Fall einer endlichen Menge X = {z1,...,x,} schreiben wir statt dem etwas
umstiandlichen K ({zy,...,z,}) auch abkiirzend K (z1, ..., x,). Unseren Vektor-

raum von eben hitten wir also auch mit Q(f, b, 1) bezeichnen konnen. Wenn wir
betonen wollen, da3 X fiir eine Menge von Erzeugern und nicht etwa einen einzi-
gen Erzeuger steht, schreiben wir statt K (X)) genauer K (,.X). Manchmal lassen
wir auch die eckigen Klammern weg und schreiben statt K (X) einfach K X.

Satz 2.3.6 (Linearkombinationen von Basiselementen, Variante). Seien K ein
Korper, V ein K -Vektorraum und (U;);c; eine Familie von Vektoren aus V. So sind
gleichbedeutend:

1. Die Familie (¥;);cy ist eine Basis von 'V,

2. Die durch lineare Fortsetzung von ¢ : I — V, i — U; nach 2.3.4 entstehen-
de lineare Abbildung ist ein Isomorphismus ® : K(I) = V.

Beweis. Ausfiihrlicher gilt sogar:

—

(¥;);er ist Erzeugendensystem < & ist eine Surjektion K (I) - V
(U;);er ist linear unabhéngig < @ ist eine Injektion K (I) — V
(U;);er ist eine Basis < ®isteine Bijektion K(I) >V

Der Beweis ist mutatis mutandis derselbe wie im in 1.6.12 behandelten Fall ei-
ner endlichen Familie, mit einigen Vereinfachungen, die die bereits entwickelte
Theorie ermoglicht. Das Bild von ® ist offensichtlich der von unserer Familie er-
zeugte Untervektorraum. Andererseits ist & nach 2.2.4 genau dann injektiv, wenn
gilt ker(®) = 0. Diese Bedingung bedeutet aber nach unseren Definitionen genau
die lineare Unabhingigkeit unserer Familie. [

Beweis von Lemma 2.3.2 im allgemeinen. Ist V' ein K-Vektorraum und B C V
eine Basis, so liefert die lineare Ausdehnung der Einbettung ¢ : B — V nach
2.3.6 einen Isomorphismus ¢ : K (B) — V. Wir erhalten so fiir jeden weiteren
K -Vektorraum Bijektionen

Homg (V, W) = Homg (K (B), W) = Ens(B, W)

durch Vorschalten von ® und can. Deren Verkniipfung alias das Vorschalten der
Einbettung B <— V ist also auch eine Bijektion, und das war genau die Behaup-
tung. [
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2.3.7. Die folgende Definition mit den zugehorigen Ubungen ist dazu gedacht,
die Diskussion der Determinante und allgemeinerer multilinearer Abbildungen
vorzubereiten. An dieser Stelle ist es wesentlich, da3 wir iiber einem Korper und
nicht etwa iiber einem Schiefkorper arbeiten.

Definition 2.3.8. Seien U, V, W Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine Abbil-
dung F': U x V — W alias 2-Multiabbildung F' : U Y V' — W heifit bilinear,
wenn sie fiir jedes feste v € V linear ist in v € U und fiir jedes feste u € U linear
in v € V. In Formeln bedeutet das

F(u+a,v) = F(u,v)+ F(a,v)

F(Au,v) = AF(u,v)
F(u,v+b) = F(u,v)+ F(u,b)
F(u,pv) = pF(u,v)

firalle \, u € K und u,a € U und v, b € V. Die Menge aller solchen bilinearen
Abbildungen notieren wir

Modg (U Y V,W) = Hom(U x V,W) C Ens(U x V, W)

Mir gefillt die erste Notation besser, in der Y ein neues Trennsymbol ist und
Mody die ,,Schmelzkategorie der K-Moduln® meint, die wir spéiter einfithren
werden. Diese Notation ist jedoch uniiblich. Eine bilineare Abbildung V' xV — K
in den Grundkorper heifit eine Bilinearform auf V. Die Menge, ja den Vektor-
raum aller Bilinearformen auf V' notieren wir Bil(V').

Ubungen

Ubung 2.3.9. Seien U,V, W Vektorriume und A C U sowie B C V jeweils
Basen. So liefert die Einschrinkung eine Bijektion

Modg (U Y V,W) = Ens(A x B, W)

In Worten ist also eine bilineare Abbildung festgelegt und festlegbar durch ihre
Werte auf Paaren von Basisvektoren. Hinweis: Man orientiere sich am Beweis
von 2.3.2.

Ergiinzende Ubung 2.3.10. Seien (X, <) eine teilgeordnete Menge und K ein
Korper. Seien fiir alle * € X Abbildungen f, : X — K gegeben mit f,(x) #
0und f,(y) # 0 = y > z. Man zeige, dal dann die Familie (f,).cx linear
unabhingig ist im Vektorraum Ens(X, K') aller Abbildungen von X nach K.

Weiterfiihrende Ubung 2.3.11. Man zeige, daB fiir eine unendliche Menge X we-
der der Vektorraum Ens(X, K') noch der freie Vektorraum K (X) iiber X endlich
erzeugt sind.
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Ubung 2.3.12 (Homomorphismen aus direkten Summen). Gegeben Vektor-
rdume Vi, ..., V,,, W liefert die Vorschrift f — (f oin;); einen Isomorphismus

Hom(Vi @& ... ® V,,,W) = Hom(V;,W) & ... ® Hom(V,,, W)

Die Umkehrabbildung ordnet einem Tupel linearer Abbildungen f; : V; — W die
lineare Abbildung f : Vi & ... &V, — W zu mit

f(O, .. 0) = f1(0h) + ...+ ful(¥)
Wir notieren diese Abbildung auch f = (fi,..., f,) und denken sie uns als eine
“Zeilenmatrix von linearen Abbildungen®, die auf die “Spaltenmatrix von Vek-
toren* (,,...,7,)" angewandt wird. Es erweist sich in diesem und #hnlichen
Kontexten als bequem, Elemente von direkten Summen als Spaltenvektoren zu
denken.

Ubung 2.3.13 (Homomorphismen in direkte Summen). Gegeben Vektorriume
V, Wy, ..., W, liefert die Vorschrift g — (pr; og); einen Isomorphismus

Hom(V,Wy @ ...® W,) = Hom(V,W;) & ...® Hom(V, W,,)

Die Umkehrabbildung ordnet einem Tupel linearer Abbildungen g; : V' — W, die
lineare Abbildung g : V — W) & ... & W, zu mit g(v) = (g1(7), ..., gn(?V)).
Wir notieren diese Abbildung auch g = (g1, ...,g,)" und denken sie uns als eine
“Spaltenmatrix von linearen Abbildungen®, die aus einem Vektor ¢’ eine Spalte
von Vektoren macht, die wir dann als Elemente der direkten Summe auffassen.
Ubung 2.3.14 (Der Hom-Raum und seine Dimension). Seien V, W Vektorriume
iber einem Korper K. Man zeige, daB Homg (V, W) ein Untervektorraum der
Menge Ens(V, W) aller Abbildungen von V' nach IV mit ihrer Vektorraumstruktur
aus 2.3.4 ist. Man zeige fiir die Dimension von Hom g (V, W) die Formel

dim Homg (V, W) = (dim V') (dim W)

unter der Konvention 0- 0o = oo -0 = (. Diese Formel ist insofern mit Vorsicht zu
genieflen, als sie bei einer feineren Interpretation der Dimension als Kardinalitéit
im Fall unendlichdimensionaler Riume ihre Giiltigkeit verliert. Hinweis: 2.3.2.
Ubung 2.3.15. Man zeige, daB fiir je drei Vektorrdume U, V, W iiber einem Korper
die Verkniipfung Hom(U, V') x Hom(V, W) — Hom(U, W) von linearen Abbil-
dungen bilinear ist. Hier sind unsere Homomorphismenrdume zu verstehen mit
ithrer in 2.3.14 erkldrten Vektorraumstruktur.

Ubung 2.3.16 (Exponentialgesetz fiir lineare Abbildungen). Gegeben Vektor-
rdume U, V, W iiber einem Korper induziert die Identifikation Ens(U x V, W) =
Ens(U, Ens(V, W)) aus dem Exponentialgesetz [GR] 1.6.5 einen Isomorphismus

Hom® (U x V,W) & Hom(U, Hom(V, W))

zwischen dem Raum der bilinearen Abbildungen U x V' — W und dem Raum
der linearen Abbildungen U — Hom(V, W).
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2.4 Lineare Abbildungen K" — K" und Matrizen

Satz 2.4.1 (Lineare Abbildungen und Matrizen). Gegeben ein Korper K und
natiirliche Zahlen n,m € N erhalten wir eine Bijektion zwischen der Menge der
linearen Abbildungen K" — K™ und der Menge der K -wertigen Matrizen mit m
Zeilen und n Spalten

M: Homg(K™ K™) = Mat(m x n; K)

f = [f]
durch die Vorschrift, die jeder linearen Abbildung f ihre darstellende Matrix
M(f) = [f] zuordnet. Die darstellende Matrix wird dabei ihrerseits dadurch

erkldirt, daf3 in ihren Spalten die Bilder unter f der Vektoren der Standardbasis
des K" stehen, in Formeln

1= (fle)lf(e2)] ... [f(en))

Beweis. Das folgt unmittelbar aus unserer Erkenntnis 2.3.2, daf} eine lineare Ab-
bildung festgelegt wird durch ihre Werte auf den Vektoren einer Basis, die ihrer-
seits beliebig vorgegeben werden kénnen. [

Beispiel 2.4.2. Die Matrix der Identitdt auf K™ ist die Einheitsmatrix

0 1
mit Eintrigen I, ; = ¢; ; in der unter der Bezeichnung Kroneckerdelta bekannten
und allgemein gebrduchlichen Konvention

_J 1=y
0ij _{ 0 sonst.

Ist allgemeiner n > m, so ist die Matrix des ,,Weglassens der iiberzdhligen Koor-

dinaten” f : (x1,...,2,) — (21,...,2,,) gerade
1 0 0...0
1=
0 1 0...0

Die Matrix des ,,Vertauschens der Koordinaten“ g : K — K2, (z,y) — (y, )

schlieBlich ist
o] = 0 1
91 = 10
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Definition 2.4.3. Gegeben natiirliche Zahlen m,n,l € N und ein Koérper K und
Matrizen A € Mat(n x m; K), B € Mat(m x [; K) definieren wir ihr Produkt
Ao B = AB € Mat(n x [; K) durch die Formel

(AB)it = Y AijBjk

J=1

Diese Formel driickt den Eintrag der Produktmatrix AB in der i-ten Zeile und k-
ten Spalte durch die Eintriage der Matrizen A und B aus. In Worten gilt es, jeweils
den j-ten Eintrag der i-ten Zeile von A mit dem j-ten Eintrag der k-ten Spalte von
B zu multiplizieren, und die Summe dieser m Produkte ist dann der Eintrag der
Produktmatrix AB in der i-ten Zeile und k-ten Spalte. Manchmal schreiben wir
die Produktmatrix auch ausfiihrlicher AB = A o B. Die Matrixmultiplikation
liefert eine Abbildung

Mat(n x m; K) x Mat(m x [; K) — Mat(n x [; K)
(A, B) = AB

2.4.4. In der Terminologie aus 2.3.8 ist unsere Matrixmultiplikation eine bilinea-
re Abbildung, wie man unschwer einsieht. Den Ursprung dieser auf den ersten
Blick vielleicht absonderlich anmutenden Definition des Produkts zweier Matri-
zen und unserer leicht mit dem Verkniipfen von Abbildungen zu verwechselnden
alternativen Notation AB = A o B erklart der folgende Satz.

Satz 2.4.5 (Verkniipfen von Abbildungen und Matrixprodukt). Gegeben li-
neare Abbildungen g : K' — K™ und f : K™ — K" ist die Matrix ihrer
Verkniipfung das Produkt der zugehorigen Matrizen, in Formeln

[fogl=1[flolg]

Beweis. Sei (a;;) die Matrix [f] und (b;) die Matrix [g]. Wir notieren die Stan-
dardbasen von K™, K™ und K' als i;,v; und )y in der Hoffnung, daB die fol-
gende Rechnung dadurch transparenter wird, da8 wir nicht fiir die Standardbasis
in allen drei Rdumen die sonst eigentlich iibliche Notation €, verwenden. Weiter
schreiben wir die Skalare hinter die Vektoren, was wir bei konsequenter Arbeit
mit einem Schiefkorper eh hitten tun miissen und was in jedem Fall die Formeln
transparenter macht. In dieser Notation haben wir also

(U7) = (ay) = ta;+ ...+ Unan;
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Produkt zweier Matrizen. Der gestrichelt eingekringelte Eintrag 4 in der zweiten
Zeile und dritten Spalte auf der rechten Seite etwa ergibt sich aus der gestrichelt

eingekringelten zweiten Zeile des ersten Faktors und der gestrichelt

eingekringelten dritten Spalte des zweiten Faktors vermittels der Rechnung
4=2-2+0-6.
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und folgern
(fog)Wy) = f(Uibik+ ...+ Unbmk)

(
= f(@)bi+ ...+ [(Un)bimi
= > f(0)bi
= ZTzl (E?:l aiaij)bj
= Z?:l ﬁl( Z;n:l aijbjk)
Andererseits sind ja die Eintrige (c;;) der Matrix [f o g] gerade definiert durch die

Identitit (fog) (W) = Uic1x+- . .+ UpnCnk, und durch einen Koeffizientenvergleich
folgt fiir die Eintriige ¢;;, von [f o g] wie gewiinscht ¢, = Z;"Zl aibjk. O

Proposition 2.4.6 (Rechnen mit Matrizen). Fiir die Matrixmultiplikation gelten
die folgenden Rechenregeln:

(A+A)B = AB+ A'B
A(B+B') = AB+ AB
IB = B
Al = A
(AB)C = A(BC)

fiir beliebige k,l,m,n € Nund A, A’ € Mat(nxm; K), B, B’ € Mat(m x[; K),
C € Mat(l x k; K) und 1 = 1,,, die (m x m)-Einheitsmatrix.

Erster Beweis. Stures Rechnen, ich fiihre nur zwei Teile beispielhaft aus. Wir ha-
ben (Al);; = >, Auly; = >, Aidr; = A;; und das zeigt Al = A. Fiir die
nichste Rechnung verwende ich einmal andere Notationen und nehme «, A, i, v
als Laufindizes. Dann haben wir

(AB)C)us = 301 (AB)ACas
l m
= Z)\:l (Zuzl AuuBMA> Chi
- Zl):zzl AV;LB,U)\C)\n
(A(BC))uw = ZTzl AW(BC)W
= Zlnzl Avu (Zl)\:l BMC/\H)
= Z:Z’)le AuuBu)\C/\n
und das zeigt (AB)C' = A(BC). O

Zweiter Beweis. Wir konnen unsere Rechenregeln fiir Matrizen auch mit 2.4.1
und 2.4.5 auf die entsprechenden Regeln fiir lineare Abbildungen zuriickfiihren.
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Um zum Beispiel (AB)C = A(BC') zu zeigen, betrachten wir die linearen Ab-
bildungen a, b, c mit den entsprechenden Matrizen im Sinne von 2.4.1, finden mit
2.4.5 sofort

(AB)C = ([a]o[b])o[c]=]aob]o[c] =[(aocb)oc]
A(BC) = Jalo([blo]c])=[a]lo[boc]=]ao(boc)

und die Behauptung ergibt sich aus der fiir die Verkniipfung von Abbildungen
offensichtlichen Identitit (a o b) oc=ao (boc). O]

2.4.7 (Lineare Abbildungen K™ — K™ als Matrixmultiplikationen). Mit dem
Formalismus der Matrixmultiplikation konnen wir auch die Umkehrung unserer
Bijektion Homg (K™, K™) = Mat(nxm; K), f — [f] aus 2.4.1, bei der jeder li-
nearen Abbildung ihre darstellende Matrix zugeordnet wird, elegant beschreiben.
Dazu miissen wir nur die Elemente von K™ beziehungsweise K" als Spaltenvek-
toren auffassen und einer Matrix A € Mat(n x m; K) die durch Matrixmultipli-
kation gegebene Abbildung (Ao) : Mat(m x 1; K') — Mat(n x 1; K) alias

(Ao) : K™ — K"

zuordnen. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen. Statt A o x schreibt man
dann auch einfacher schlicht Az. Die Umkehrabbildung zu f +— [f] kann mit
diesen Konventionen also in der Form A +— (z — Ax) fir z € K™ dargestellt
werden, oder noch knapper in der Form A — (Ao). Auf die Dauer sollte einem
diese Identifikation von linearen Abbildungen K™ — K™ und Matrizen eh so
in Fleisch und Blut iibergehen, dal man unterschiedslos A schreiben und damit
beides gleichzeitig meinen kann.

2.4.8 (Lineare Abbildungen als Matrixmultiplikationen, Variante). Gegeben
ein Korper K liefert fiir jeden K'-Vektorraum V' das Auswerten auf dem Element
1 € K eine Bijektion Hom (K, V) = V. Deren Umkehrabbildung kann explizit
beschrieben werden als die Abbildung

V = Hom(K,V)

gegeben durch ¢ — (-¢)) mit (-¢)) : A +— AU. Im Spezialfall V' = K™ ist fiir
v € K™ die darstellende Matrix [-¢] von (-¥) : K — K™ offensichtlich gerade v
selber, aufgefalit als Spaltenmatrix. Wir notieren diese Spaltenmatrix abkiirzend

[

oder spiter auch einfach nur noch . Ist nun f : V' — W linear, so gilt auch
ganz allgemein sicher f o (-/) = (- f(?¥)), denn diese beiden linearen Abbildungen
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K — W nehmen auf dem Erzeuger 1 € K denselben Wert f(¢)) an. Im Spezi-
alfall W = K™ folgern wir fiir das Produkt der darstellenden Matrizen aus der
vorhergehenden Bemerkung 2.4.7 nocheinmal die Identitét

von Spaltenvektoren, diesmal aber als Konsequenz unseres Satzes 2.4.5 iiber die
Matrix einer Verkniipfung.

Erginzung 2.4.9. Gegeben eine Matrix A € Mat(n x m; K) definiert man die
transponierte Matrix A" € Mat(m x n; K) durch die Vorschrift (AT);; = Aj;.
Anschaulich gesprochen entsteht also A” aus A durch ,,Spiegeln an der Haupt-
diagonalen®. Zum Beispiel ist die Transponierte eines Spaltenvektors alias ei-
ner (n X 1)-Matrix ein Zeilenvektor alias eine (1 x n)-Matrix. Natiirlich gilt
(AT)T = A. Viele Autoren verwenden fiir die transponierte Matrix auch die al-
ternative Notation ‘A.

2.4.10 (Zeilenvektoren versus Spaltenvektoren). An dieser Stelle will ich kurz
auf die Frage eingehen, ,,ob denn Elemente eines K™ nun eigentlich Zeilenvek-
toren oder Spaltenvektoren sein sollen®. A priori sind Elemente eines K™ halt
n-Tupel und wie wir sie schreiben ist egal. Wenn wir jedoch eine Matrix da-
vormultiplizieren wollen, ist es wichtig, unsere n-Tupel als Spaltenvektoren alias
Spaltenmatrizen aufzufassen. Da das oft vorkommt, plddiere ich dafiir, sich n-
Tupel grundsitzlich als Spalten zu denken. Allerdings ist es in einem durchlau-
fenden Text ungeschickt, Spaltenvektoren auch als solche zu schreiben. Da fiigen
sich Zeilenvektoren einfach viel besser ein. Wenn ich dennoch auf Spaltenvekto-
ren bestehen will, schreibe ich sie im Text als ,,zu transponierende Zeilenvekto-
ren®, als da heiBt, in der Form (zy,...,,)". Oft schreibe ich aber auch einfach
(x1,...,2,) und der Leser muB aus dem Kontext erschlieBen, was genau gemeint
ist, wenn es denn darauf iiberhaupt ankommen sollte.

2.4.11. Eine alternative Notation mag besser sein, in der (z1,...,x,) im Zwei-
felsfall einen Spaltenvektor meint und (z]...|z,) stets einen Zeilenvektor. Im
vorliegenden Text wird diese Konvention jedoch nicht durchgehalten.

Ergdnzung 2.4.12 (Homomorphismen zwischen direkten Summen). Gegeben
Vektorrdume V7, ..., V,, und Wy, ... W, iiber einem Korper k liefern die Identi-
fikationen 2.3.12 und 2.3.13 zusammen eine natiirliche Identifikation

Hom(\i& ..oV, Wia...eW,) = H” Hom(V;, W;)
f = (pryof oiny)i

Wir werden die Elemente einer endlichen direkten Summe oft als Spaltenveto-
ren auffassen und die Homomorphismen zwischen direkten Summen als Matri-
zen von Homomorphismen zwischen den Summanden. So fassen wir ein Element
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(fi;) des rechten Produkts oben auf als eine Matrix von Homomorphismen, mit
fi1, fo1, - - -, fa1 als erster Spalte, fi2, foo, ..., fno als zweiter Spalte und so weiter.
Diese Darstellung als Matrix erlaubt es dann, die Komposition solcher Homomor-
phismen mit dem Formalismus der Matrixmultiplikation zu berechnen: Entspricht
genauer einer weiteren linearen Abbildung g : U1 & ... U, — Vi & ... 4V, die
Matrix der g;x = pr; og o iny, : Uy — Vj, so entspricht der Verkniipfung f o g die

Matrix mit Eintrdgen
(Z fijo gjk> Uy — W
J

Sind speziell alle unsere Vektorrdaume irgendwelche k¢, so erhalten wir insbeson-
dere, da3 das Produkt zweier multiplizierbarer Matrizen auch berechnet werden
kann, indem man sie ,,in vertriaglicher Weise* als Blockmatrizen auffal3t und dann
diese Blockmatrizen nach den Regeln der Matrixmultiplikation ,,multipliziert, als
ob die Blocke Zahlen wiren®.

Ubungen

Ubung 2.4.13. Man zeige, daB die Abbildung M aus 2.4.1 sogar ein Vektorraum-
isomorphismus ist fiir die Vektorraumstruktur 2.3.14 auf dem Raum der Homo-
morphismen und die Vektorraumstruktur 1.2.19 auf der Menge der Matrizen.
Ubung 2.4.14. Sei [ : R? — R? die Spiegelung (z,y) — (z, —y). Man zeige, da
die linearen Abbildungen g : R? — R? mit der Eigenschaft fg = ¢f einen Un-
tervektorraum des Homomorphismenraums Homg (R?, R?) bilden und gebe eine
Basis dieses Untervektorraums des Homomorphismenraums an.

Ubung 2.4.15. Man zeige fiir das Produkt transponierter Matrizen die Formel

(AB)T =BTA"

2.5 Eigenschaften von Matrizen

2.5.1. Eine Matrix mit gleichviel Zeilen wie Spalten heifit quadratisch. Fiir jedes
n € N bilden die zugehorigen quadratischen Matrizen mit der Matrixmultiplika-
tion als Verkniipfung ein Monoid, das wir abkiirzend

Mat(n; K) := Mat(n x n; K)

notieren. Die invertierbaren Elemente dieses Monoids heilen die invertierbaren
oder gleichbedeutend auch die reguldren (n x n)-Matrizen. In Formeln heif3it
eine quadratische Matrix A € Mat(n; K) also invertierbar, wenn es eine Matrix
B € Mat(n; K) gibt mit AB = I = BA. Diese Matrix B heifit dann auch ih-
re Inverse. Im Einklang mit unseren allgemeinen Konventionen fiir multiplikativ
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notierte Monoide notieren wir diese Matrix A~! und nennen sie die inverse Ma-
trix zu A. Die invertierbaren (n X n)-Matrizen mit Eintrdgen in einem Korper K
bilden mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe
der (n x n)-Matrizen, die man notiert als

GL(n; K) := Mat(n; K)*
in Anlehnung an die englische Bezeichnung general linear group.

Lemma 2.5.2 (Invertierbarkeit a priori nicht quadratischer Matrizen). Sei K
ein Korper und A € Mat(m x n; K) eine nicht notwendig quadratische Matrix.

1. Gilt n > m und gibt es B € Mat(n x m; K) mit BA =1, so giltn = m
und A ist invertierbar;

2. Giltn < mund gibt es B € Mat(n x m; K) mit AB =1, so giltn = m
und A ist invertierbar.

Beweis. Gibtes B mit BA = I, so ist die durch BA gegebene lineare Abbildung
injektiv, also ist die durch A gegebene lineare Abbildung injektiv, also ist sie unter
der Annahme n > m nach Dimensionsvergleich ein Isomorphismus. Gibt es B
mit AB = I, so ist die durch AB gegebene lineare Abbildung surjektiv, also ist
die durch A gegebene lineare Abbildung surjektiv, also ist sie unter der Annahme
n < m nach Dimensionsvergleich ein Isomorphismus. [

2.5.3 (Lineare Gleichungssysteme und Matrixalgebra). Ein lineares Gleichungs-
system

a11r1 + a1+ ... +aimT, = bl
a211 + Q92T+ ... +a9nT, = b2
An1T1 + ApaTot ... FApmTm = bn

konnen wir in unseren neuen Notationen zur Gleichung von Spaltenvektoren
Ax =10

abkiirzen, wobei links das Produkt der Koeffizientenmatrix A mit dem Spaltenvek-
tor x gemeint ist. Gesucht ist das Urbild von b € K™ unter der linearen Abbildung
(Ao) : K™ — K". Die Losung des homogenisierten Systems ist genau der Kern
dieser linearen Abbildung, und die Erkenntnis 1.1.13, nach der die allgemeine
Losung eines inhomogenen Systems die Summe einer speziellen Losung des in-
homogenen Systems mit einer allgemeinen Losung des homogenisierten Systems
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ist, erweist sich als ein Spezialfall der Beschreibung 3.2.14 der Fasern linearer Ab-
bildungen. Die Operationen des Gau3-Algorithmus konnen wir in diesem Rahmen
wie folgt interpretieren: Bezeichnet

die Basismatrix mit dem Eintrag Eins in der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte und
Nullen sonst, so kann fiir 7 # j das Gleichungssystem, das durch Addition des \-
fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile entsteht, in Matrixschreibweise dargestellt
werden als

Wegen (I — AE;;)(I + AE;;) = I hat es offensichtlich dieselbe Losungsmenge
wie das urspriingliche System. Bezeichnet weiter P;; fiir ¢ # j die Matrix zu der
linearen Abbildung K™ = K™, die die i-te Koordinate mit der j-ten Koordinate
vertauscht und sonst alles so 1t wie es ist, so kann das Gleichungssystem, das
durch Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile entsteht, in Matrixschreib-
weise dargestellt werden als

.PijASL’ = R]b

Wegen P;; P;; = I hat es offensichtlich dieselbe Losungsmenge wie das urspriing-
liche System.

2.5.4. Man lasse sich durch die terminologische Inkonhérenz nicht verwirren: F;;
und P;; sind an dieser Stelle Matrizen, nicht wie vorher Eintridge von Matrizen.

2.5.5. Unter einer Elementarmatrix verstehen wir eine quadratische Matrix, die
sich in hochstens einem Eintrag von der Einheitsmatrix unterscheidet. Mit Aus-
nahme der Matrizen, die entstehen, wenn man in der Einheitsmatrix eine Eins
durch eine Null ersetzt, sind alle Elementarmatrizen mit Eintrdgen in einem Korper
invertierbar.

Ergdnzung 2.5.6 (Diskussion der Terminologie). Es herrscht in der Literatur kei-
ne Einigkeit in der Frage, was man genau unter einer Elementarmatrix zu verste-
hen hat. Manche Quellen bezeichnen zusitzlich zu unseren Elementarmatrizen
auch noch die Permutationsmatrizen F;; als Elementarmatrizen, andere Quellen
insbesondere im Zusammenhang mit der sogenannten ,,K-Theorie* hinwiederum
lassen nur solche Matrizen zu, die sich von der Einheitsmatrix in hochstens einem
Eintrag auBlerhalb der Diagonale unterscheiden. Ich schlage vor, diese letzteren
Matrizen spezielle Elementarmatrizen zu nennen, da sie genau die Elementar-
matrizen sind, die zur speziellen linearen Gruppe [LA2] 2.2.5 gehoren.

2.5.7. Eine Matrix, die nur auf der Diagonalen von Null verschiedene Eintrige
hat, und zwar erst einige Einsen und danach nur noch Nullen, nennen wir eine
Matrix in Smith-Normalform.
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in Smith-Normalform
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Satz 2.5.8 (Transformation auf Smith-Normalform). Gegeben ein Korper K
und eine Matrix A € Mat(n x m; K) gibt es invertierbare Matrizen P, () derart,
daf3 PAQ) eine Matrix in Smith-Normalform ist.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der anschlieenden technischen Variante 2.5.9.
In 2.6.11 geben wir einen noch alternativen eigenstindigen Beweis. 0

Proposition 2.5.9 (Transformation auf Smith-Normalform, Variante). Gege-
ben ein Korper K und eine Matrix A € Mat(n x m; K) gibt es invertierbare Ele-
mentarmatrizen Si,...,Sp, 11, ..., T,, derart, dafs S,, ... S1A Zeilenstufenform
hat und S,, ... S, AT ... T,, Smith-Normalform.

Beweis. Zunichst einmal beachten wir, dal die Permutationsmatrizen P;; mit ¢ #
7 sich als Produkte von Elementarmatrizen schreiben lassen, wir haben etwa

Pij = dlag(l, cee 1, —1, 1, ey ]_)(I + EZ])(I — E]Z)(I + EZ])

Hier soll die (—1) an der j-ten Stelle stehen und diag(A, . .., A,) meint die Dia-
gonalmatrix mit Eintrdgen a,; = 0 fiir ¢ # j und a;; = A;. Dann beachte man,
daf die Rechtsoperation von Elementarmatrizen das Ausfiithren von Spaltenopera-
tionen bedeutet. Damit folgt unsere Proposition aus dem Gauf3-Algorithmus. []

Korollar 2.5.10. Jede quadratische Matrix mit Eintrigen in einem Korper ldfit
sich als ein Produkt von Elementarmatrizen darstellen.

Ergdnzung 2.5.11. Der Beweis zeigt sogar, dal es fiir jedes n ein /N gibt derart,
daB sich jede (n x n)-Matrix als ein Produkt von hochstens N Elementarmatrizen
darstellen 14ft.

Beweis. Nach 2.5.9 konnen wir invertierbare Elementarmatrizen S;, T); finden der-
art, daB S,, ... S1AT; ... T, die Gestalt diag(1,...,1,0,...,0) hat. Die letztere
Matrix schreiben wir leicht als Produkt von nun nicht mehr invertierbaren diago-
nalen Elementarmatrizen, in Formeln etwa S,, ... S1AT,...T,, = D;...D, und
folgern

A=S71...8'D,...D, T, ... T! O

2.5.12 (Invertieren von Matrizen). Um die Inverse einer (n X n)-Matrix A zu be-
rechnen, kann man wie folgt vorgehen: Man schreibt die Einheitsmatrix I daneben
und wendet dann auf die (n x 2n)-Matrix (A|l) Zeilenoperationen an, einschlief3-
lich des Multiplizierens einer Zeile mit einem von Null verschiedenen Skalar, bis
man A erst in Zeilenstufenform gebracht und dann sogar zur Einheitsmatrix ge-
macht hat. Dann steht in der rechten Hilfte unserer (n x 2n)-Matrix die Inverse
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zu A. In der Tat, sind unsere Zeilenumformungen etwa gegeben durch das Da-
vormultiplizieren der Matrizen S1, So, . . . , St, so steht nach diesen Umformungen
da

(Sp...5951A|S; ... S5])

und wenn dann gilt S;...5551A = 1, so folgt S;... 551 = 5;...95 =
A~!. Dasselbe Verfahren funktioniert auch, wenn wir statt mit Zeilen- mit Spal-
tenumformungen arbeiten. Es ist nur nicht erlaubt, diese zu mischen, denn aus
S;...S1AT, ... T, = I folgt keineswegs S; ... STy ... T, = A~%.

Definition 2.5.13. Gegeben eine Matrix A € Mat(n x m; K) heiBt die Dimen-
sion des von ihren Spaltenvektoren aufgespannten Untervektorraums von K" der
Spaltenrang unserer Matrix. Analog heifit die Dimension des von ihren Zeilen-
vektoren aufgespannten Untervektorraums von K™ der Zeilenrang unserer Ma-
trix.

Satz 2.5.14. Fiir jede Matrix stimmen Zeilenrang und Spaltenrang iiberein, in
Formeln gilt also rg(A) = rg(A").

2.5.15. Diese gemeinsame Zahl heiflit dann der Rang oder auf englisch rank un-
serer Matrix und wird rg A notiert. Ist der Rang einer Matrix so grof} wie fiir Ma-
trizen derselben Gestalt moglich, sind also entweder die Spalten oder die Zeilen
linear unabhéngig, so sagt man, unsere Matrix habe vollen Rang.

Beweis. Der Spaltenrang einer Matrix A € Mat(n x m; K) kann interpretiert
werden als die Dimension des Bildes von

(Ao): K™ — K™

Diese Interpretation zeigt sofort, dal P A() denselben Spaltenrang hat wie A fiir
beliebige invertierbare Matrizen P, (). Durch Transponieren erkennen wir, daf3
P AQ) auch denselben Zeilenrang hat wie A fiir beliebige invertierbare Matrizen
P, Q. Nun finden wir jedoch nach 2.5.8 invertierbare Matrizen P, Q mit PAQ
in Smith-Normalform. Dann stimmen natiirlich Zeilenrang und Spaltenrang von
P AQ) tiberein, und dasselbe folgt fiir unsere urspriingliche Matrix A. [

Definition 2.5.16. Ganz allgemein nennt man die Dimension des Bildes einer
linearen Abbildung auch den Rang unserer linearen Abbildung. Dieser Rang kann
unendlich sein, es gibt aber auch zwischen unendlichdimensionalen Vektorraumen
durchaus von Null verschiedene Abbildungen endlichen Ranges.
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Ubungen

Ubung 2.5.17. Gegeben lineare Abbildungen f : U — V und g : V — W zeige
man, daf} der Rang ihrer Verkniipfung g o f sowohl beschrinkt ist durch den Rang
von f als auch durch den Rang von g.

Ubung 2.5.18. Man gebe eine ganzzahlige (3 x 3)-Matrix vom Rang Zwei ohne
Eintrag Null an, bei der je zwei Spalten linear unabhéngig sind.

Ubung 2.5.19. Eine quadratische Block-obere Dreiecksmatrix ist invertierbar ge-
nau dann, wenn alle Blocke auf der Diagonalen invertierbar sind. Hinweis: 2.4.12.

Ergiinzende Ubung 2.5.20. Die Automorphismengruppe eines zweidimensionalen
Vektorraums iiber einem zweielementigen Korper ist isomorph zur Gruppe der
Permutationen von drei Elementen, in Formeln GL(2; Fy) = Ss.

Ergiinzende Ubung 2.5.21. Eine quadratische Blockmatrix
Wi Wi
W21 W22
ist invertierbar, wenn Wy und Wiy — W12W2’21W21 invertierbar sind. Hinweis:

. (1 0 . I 0
Multipliziere von rechts erst mit ( 0 W2_21) und dann mit (—W21 I) .

Ubung 2.5.22. Sei K ein Korper und sei n fest vorgegeben. Gegeben i,j <
n mit ¢ # j bilden die speziellen Elementarmatrizen mit von Null verschie-
denem Eintrag hochstens in der i-ten Zeile und j-ten Spalte eine Untergruppe
U;j C GL(n; K) eine Untergruppe und wir erhalten einen Gruppenisomorphis-
mus U;; = K in die additive Gruppe durch die Vorschrift A — A;;.

Ubung 2.5.23. Gegeben ein Korper K erhilt man einen injektiven Monoidhomo-
morphismus S,, — Mat(n; K') durch die Vorschrift o — ) E,; ;. Die Matrizen
im Bild dieses Monoidhomomorphismus heiflen die Permutationsmatrizen und
wir notieren sie gerne abkiirzend auch o.

2.6 Lineare Abbildungen und Matrizen

2.6.1. Die im folgenden verwendeten Notationen z[v] und 4[f]s habe ich Urs
Hartl abgeschaut. Ahnlich wie die geschickt gewihlten Steckverbindungen, die
man bei Computerzubehor gewohnt ist, sorgen sie dafiir, dal man fast nichts mehr
falsch machen kann.

Satz 2.6.2 (Abstrakte lineare Abbildungen und Matrizen). Seien K ein Korper
und V, W Vektorrdume iiber K mit angeordneten Basen A = (v, ..., 0U,,) und
B = (Wi, ...,w,). Ordnen wir jeder linearen Abbildung f : V — W die dar-
stellende Matrix g[f] 4 zu mit Eintrigen a;j, die durch die Identitiiten f(U;) =
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a1;W1+. . .+a,; W, gegeben werden, so erhalten wir eine Bijektion, ja sogar einen
Vektorraumisomorphismus

Mz : Homg(V,W) = Mat(n x m; K)
/ = f]a

2.6.3. Wir nennen My (f) = [f]4 die darstellende Matrix der Abbildung f
in Bezug auf die Basen .4 und B. In Worten ausgedriickt stehen in ihren Spalten
die Koordinaten der Bilder der Vektoren der Basis .4 des Ausgangsraums in Bezug
auf die Basis B des Zielraums. Beliebt ist statt 5[ f] 4 und M7 (f) auch die ausfiihr-
lichere Notation Matz ( f). Die Matrix einer linearen Abbildung f : K™ — K™ in
Bezug auf die jeweiligen Standardbasen S(m), S(n) nach 1.6.11 ist genau unsere
darstellende Matrix [f] aus 2.4.1, in Formeln gilt also

[f] = S(n) [f]S(m)

Wir vereinbaren allgemeiner, daf3 wir bei unserer Notation Standardbasen hinfort
auch weglassen diirfen. Fiir eine lineare Abbildung f : K™ — W schreiben wir
also abkiirzend 5[f]s(m) = s[f] und fiir eine lineare Abbildung f : V' — K"
entsprechend s,y [f]4 = [f]a-

Ergdnzung 2.6.4. Wenn wir die Matrixmultiplikation in der offensichtlichen Wei-
se erweitern zur Definition des Produkts einer Matrix mit einer Spaltenmatrix
von Vektoren, so konnen wir die definierende Gleichung der darstellenden Ma-
trix M = g[f] .4 auch schreiben in der Form

f(v1) W
. — MT .
f(0n) Wy,
Beweis. Wir konnten hier eine Variation unseres Beweises von 2.4.5 ein weiteres
Mal ausschreiben, aber stattdessen erinnern wir einfacher unsere Isomorphismen
D : K™ S Vund g : K™ = W aus 1.6.13 und beachten, daB unsere Definiti-
on der darstellenden Matrix gleichbedeutend ist zur Identitét

lfla =[5 [P

Damit konnen wir unsere Abbildung dann schreiben als die Komposition von Bi-
jektionen

Homg(V, W) = Homg(K™,K™) = Mat(n x m; K)

f > Dl f DA
mit unserer Abbildung : g — [g] aus 2.4.1 rechts, die eben jeder Abbildung g :
K™ — K" ihre darstellende Matrix zuordnet. ]
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Die Matrix der anschaulichen Spiegelung s : R? — R? an einer Gerade mit dem
Winkel « zur z-Achse hat die Gestalt

5] = (cos 20 sin 2« )
sin2a  — cos 2a
mit den Bildern der Vektoren der Standardbasis in den Spalten. Zum Beispiel hat
s(€) die z-Koordinate cos 2« und die y-Koordinate sin 2a und das erklirt bereits
die erste Spalte unserer Matrix. Bei s(€;) scheint mir einsichtig, da} die
z-Koordinate von s(€) die y-Koordinate von s(&) ist und die y-Koordinate von

s(&) das Negative der z-Koordinate von s(& ). Das erklirt dann auch die zweite
Spalte unserer Matrix.
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Satz 2.6.5 (Darstellende Matrix einer Verkniipfung). Gegeben ein Korper K
und K -Vektorriume U, V, W endlicher Dimension mit angeordneten Basen A, B, C
und lineare Abbildungen f : U — V und g : V — W ist die darstellende Matrix
der Verkniipfung das Produkt der darstellenden Matrizen, in Formeln

clgo fla=clgls o slfla

Erster Beweis. Wir konnen die Behauptung nach Erinnern aller Notationen um-
schreiben zu [®;'gf® 4] = [®;'gPp] o [@5' fP 4], und in dieser Form folgt sie
offensichtlich aus dem in 2.4.5 behandelten Spezialfall. 0

Zweiter Beweis. Wir konnten auch expliziter vorgehen und den Beweis von 2.4.5
nocheinmal wiederholen mit der alternativen Interpretation von ;, U; und 0y, als
den Vektoren unserer angeordneten Basen A, BB, C. [

Definition 2.6.6. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V' mit einer an-
geordneten Basis A = (73,...,7,) notieren wir die Inverse unserer Bijektion
Py K" SV, (A, )T = M@+ ... + A\, T, in der Form

U a[t]
Der Spaltenvektor 4[] heif3it die Darstellung des Vektors ¢ in der Basis A.

Satz 2.6.7 (Darstellung des Bildes eines Vektors). Gegeben endlichdimensio-
nale Raume V, W mit angeordneten Basen A, B und eine lineare Abbildung f :
V' — W gilt fiir jeden Vektor v € V die Identitit

slf(v)] = slflao alv]

Beweis. Hier wird bei genauerer Betrachtung nur die Gleichheit von Spaltenvek-
toren [®5' (f(v))] = [(®5' fP.4)] o [®'v] behauptet, die aus 2.4.7 folgt. O

Erginzung 2.6.8. Betrachtet man zu einem beliebigen Vektor v € V' die lineare
Abbildung (-v) : K — V, A\ — Av, und bezeichnet mit S(1) die Standardba-
sis (1) = (ey) des K-Vektorraums K, die wir ja eh aus der Notation weglassen
wollten, so ergibt sich die Identitit 4[v] = 4[-v]sq). Wegen (-f(v)) = f o (-v)
konnen wir damit den vorhergehenden Satz 2.6.7 auch auffassen als den Spezial-
fall 5[-f(v)]sq) = B[fla © a[-v]sa) von Satz 2.6.5 iiber die darstellende Matrix
einer Verkniipfung.

Definition 2.6.9. Gegeben zwei angeordnete Basen A = (vy,...,v,) und B =
(wy, ..., w,) eines Vektorraums V' nennt man die darstellende Matrix der Identitét

slidv]4

in diesen Basen die Basiswechselmatrix. Ihre Eintriige a;; werden per definitio-
. . n
nem gegeben durch die Gleichungen v; = > " | a;;w;.

80



2.6.10 (Anderung der darstellenden Matrix bei Basiswechsel). Offensichtlich
ist 4[id]4 = I die Einheitsmatrix. Nach 2.6.5 ist damit die Basiswechselmatrix
Alid]s invers zur Basiswechselmatrix in der Gegenrichtung z[id] 4, in Formeln
4lid]z" = p[id]4. Haben wir nun eine lineare Abbildung f : V — W und
angeordnete Basen A, 3 von V und angeordnete Basen C,D von W, so folgt
aus 2.6.5 die Identitit p[f]s = plidwle © ¢[f]la © alidv]s. Sind noch spezi-
eller A, B zwei angeordnete Basen ein- und desselben Vektorraums V' und ist
f 'V — V ein Endomorphismus von V/, so erhalten wir unmittelbar die Identitét

s5lfls = Blid].a 0 4[f]4 o alid] alias
N=T"'MT

fir N = g[f]s und M = 4[f]4 die darstellenden Matrizen beziiglich unserer
beiden Basen und 7" = 4[id|s die Basiswechselmatrix.

Satz 2.6.11 (Smith-Normalform). Gegeben eine lineare Abbildung zwischen end-
lichdimensionalen Vektorrdumen f : V — W existieren stets angeordnete Basen
A von V und B von W derart, daf die darstellende Matrix g|f| 4 nur auf der
Diagonale von Null verschiedene Eintrige hat, und zwar erst einige Einsen und
danach nur noch Nullen.

Beweis. Das folgt sofort aus 2.2.6: Wir wihlen zunéchst eine angeordnete Ba-
sis (wy, ..., w,) des Bildes von f, dazu Urbilder vy, ..., v, in V, erginzen die-
se durch eine angeordnete Basis des Kerns von f zu einer angeordneten Basis
A = (v1,...,v,) von V, und ergénzen unsere angeordnete Basis des Bildes zu
einer angeordneten Basis B = (wy, ..., w,,) von W.In diesen Basen hat dann die
Matrix von f offensichtlich die behauptete Gestalt. [

Definition 2.6.12. Die Spur einer endlichen quadratischen Matrix ist definiert als
die Summe ihrer Diagonaleintrige. Auf englisch und franzdsisch sagt man trace,
und ich werde die Spur einer Matrix A notieren als

tr(A)

Vorschau 2.6.13. Eine vielleicht natiirlichere Definition der Spur wird in [LA2]
8.1.46 erklért. Im Rahmen der Analysis werden wir die Spur in [AN2] 2.6.14 als
das Differential der Determinante an der Einheitsmatrix wiedersehen.

Ubungen

Ubung 2.6.14. Gegeben ein K -Vektorraum V' mit einer angeordneten Basis A =
(v1,...,v,) liefert die Zuordnung, die jeder weiteren angeordneten Basis B die
Basiswechselmatrix von A nach B zuordnet, eine Bijektion

{angeordnete Basen von V'} = GL(n; K)
B — B[id]A

81



Ergiinzende Ubung 2.6.15. Ein Endomorphismus f : V — V eines Vektor-
raums heiBt nilpotent, wenn es d € N gibt mit f¢ = 0. Sei f : V — V ein
nilpotenter Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums. Man zei-
ge, dal unser Vektorraum eine angeordnete Basis B besitzt derart, da3 die Ma-
trix 5[f]s von f in Bezug auf diese Basis eine obere Dreiecksmatrix ist mit
Nullen auf der Diagonalen. Man zeige umgekehrt auch, daB fiir jede derarti-
ge (n x n)-Matrix D gilt D"™' = 0. Hinweis: Man betrachte die Teilrdume
ker(f) C ... C ker(f¢') C ker(f%) = V, beginne mit einer Basis von ker( f)
und ergénze sie sukzessive zu einer Basis von V. Eine stirkere Aussage in dieser
Richtung werden wir als [LA2] 5.4.2 zeigen.

Ubung 2.6.16. Man zeige tr(AB) = tr(BA) wann immer A eine (m x n)-
Matrix ist und B eine (n x m)-Matrix. Man folgere daraus weiter die Identitit
tr(BAB™!) = tr(A) wann immer A eine (n x n)-Matrix ist und B eine inver-
tierbare (n x n)-Matrix. Insbesondere kann man jedem Endomorphismus f eines
endlichdimensionalen Vektorraums V' iiber einem Korper K seine Spur

tr(f) = te(f|V) = tre (f]V)

zuordnen als die Spur seiner Matrix in Bezug auf eine und jede Basis. Gegeben
endlichdimensionale Vektorrdume V, W und lineare Abbildungen f : V — W
und g : W — V zeige man auch tr(fg) = tr(gf).

Erginzende Ubung 2.6.17. Leser, die schon mit dem Inhalt des Abschnitts 2.7
tiber komplexe Zahlen vertraut sind, mogen zeigen: Ist f : V' — V ein Endomor-
phismus eines endlichdimensionalen C-Vektorraums, so gilt fiir seine Spur auf
dem zugrundeliegenden reellen Vektorraum trg (f|V) = 2 Re trc(f|V).

Ergiinzende Ubung 2.6.18. Ist L ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und A :
L — L eine K-lineare Abbildung, so gilt

tr((Ao)| Endg L) = (dimg L) tr(A|L)

Ergdnzung 2.6.19. Gegeben ein Endomorphismus f von endlichem Rang eines
Vektorraums V' erklidrt man die Spur

tr f =tr(f|V)

von f als die Spur der Verkniipfung im f < V' — im f im Sinne unserer Defini-
tion 2.6.16 fiir die Spur eines Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vek-
torraums. Aus 2.6.16 folgt unmittelbar, daf} diese Definition im Fall eines end-
lichdimensionalen Raums V' dieselbe Spur liefert wie unsere urspriingliche auf
den endlichdimensionalen Fall beschrinkte Definition 2.6.12.
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Ergiinzende Ubung 2.6.20. Sind V, W Vektorrdume und f : V — W sowie g :
W — V lineare Abbildungen und ist eine unserer Abbildungen von endlichem
Rang, so gilt tr(fg) = tr(gf). Hinweis: Der endlichdimensionale Fall kann nach
2.6.16 vorausgesetzt werden.

Ergiinzende Ubung 2.6.21. Gegeben ein Endomorphismus f von endlichem Rang
eines Vektorraums mit der Eigenschaft f?> = af fiir ein Element a des Grund-
korpers gilt stets tr(f) = a dim(im f). Hinweis: 2.2.19.

Ubung 2.6.22. Man finde alle Matrizen A € Mat(2; R) mit A o A = I der Ein-
heitsmatrix und beschreibe geometrisch die linearen Abbildungen, die durch diese
Matrizen A beschrieben werden.

2.7 Komplexe Zahlen

2.7.1. Viele mathematische Zusammenhinge werden bei einer Behandlung im
Rahmen der sogenannten ,.komplexen Zahlen besonders transparent. Ich denke
hier etwa an die Integration rationaler Funktionen [AN1] 12.5.10, die Normal-
form orthogonaler Matrizen [LA2] 2.5.3 oder die Losung der Schwingungsglei-
chung [AN1] 12.7.3.1. Die abschreckenden Bezeichnungen ,.komplexe Zahlen*
oder auch ,,imaginédre Zahlen* fiir diesen ebenso einfachen wie konkreten Korper
haben historische Griinde: Als Mathematiker in Italien bemerkten, da3 man poly-
nomiale Gleichungen der Grade Drei und Vier 16sen kann, wenn man so tut, als
ob man aus (—1) eine Quadratwurzel ziehen konnte, gab es noch keine Mengen-
lehre und erst recht nicht den abstrakten Begriff eines Korpers [GR] 2.4.2. Das
Rechnen mit Zahlen, die keine konkreten Interpretationen als Linge oder Gutha-
ben oder zumindest als Schulden haben, schien eine ,,imaginédre* Angelegenheit,
ein bloBer Trick, um zu reellen Losungen reeller Gleichungen zu kommen.

2.7.2. In diesem Abschnitt werden die komplexen Zahlen nur als algebraische
Struktur diskutiert. Fiir die Diskussion der analytischen Aspekte, insbesondere
die komplexe Exponentialfunktion und ihre Beziehung zu den trigonometrischen
Funktionen, verweise ich auf die Analysis, insbesondere auf [AN1] 12.4.5. Die
hier gegebene Konstruktion der komplexen Zahlen als Menge aller Matrizen zu
Drehstreckungen der Ebene paBt unter didaktischen Aspekten gut hierher, weil
gleichzeitig der Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen an-
gewandt und eingeiibt werden kann.

Satz 2.7.3 (Charakterisierung der komplexen Zahlen).  [. Es gibt Tripel
(C,i, k)

bestehend aus einem Korper C, einem Element i € C und einem Korperho-
momorphismus k : R — C derart, daf gilt i* = —1 und daf3 i und 1 eine
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Anschauung fiir das Quadrieren komplexer Zahlen in ihrer anschaulichen
Interpretation als Punkte der komplexen Zahlenebene
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R-Basis von C bilden in Bezug auf die durch R x C — C, (a,z) — k(a)z
auf C gegebene Struktur als R-Vektorraum;

2. Derartige Tripel sind eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus. Ist ge-
nauer (C',1', k') ein weiteres derartiges Tripel, so gibt es genau einen Kor-
perhomomorphismus ¢ : C = C' mit ¢ : i+ 1" und @ o k = k" und der ist
stets ein Isomorphismus.

Definition 2.7.4. Wir wihlen fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung ein festes
Tripel (C, i, x) der im Satz beschriebenen Art. Wegen der im zweiten Teil des Sat-
zes formulierten ,,Eindeutigkeit bis auf eindeutigen Isomorphismus* erlauben wir
uns den bestimmten Artikel und nennen C den Korper der komplexen Zahlen.
Weiter kiirzen wir fiir reelle Zahlen a € R stets x(a) = a ab und gehen sogar so
weit, die reellen Zahlen vermittels « als Teilmenge von C aufzufassen.

Ergdnzung 2.7.5 (Zur Eindeutigkeit der komplexen Zahlen). Man beachte, daf3
C als Korper ohne weitere Daten im Gegensatz zum Korper der reellen Zahlen
[AN1] 12.2.4.21 keineswegs eindeutig ist bis auf eindeutigen Isomorphismus. Ge-
nauer gibt es iiberabzahlbar viele Korperisomorphismen C = C, iiberabzihlbar
viele nicht-bijektive Korperhomomorphismen C — C und auch iiberabzihlbar
viele Korperhomomorphismen R — C, wie etwa in [KAG] 5.6.15 ausgefiihrt
wird. Zeichnet man jedoch einen Koérperhomomorphismus ~ : R — C aus derart,
daB C darunter zu einem endlichdimensionalem R-Vektorraum wird, und versieht
C mit der dazugehorigen ,,natiirlichen Topologie* im Sinne von [AN1] ??, so wird
r seinerseits durch diese Topologie festgelegt als der einzige im Sinne von [AN1]
?? stetige” Korperhomomorphismen R — C, und es gibt in Bezug auf unsere
Topologie nur genau zwei ,,stetige” Korperhomomorphismen C — C, die Identi-
tdat und die sogenannte ,.komplexe Konjugation®, die wir demnéchst kennenlernen
werden.

2.7.6. Ich hoffe, Sie werden schnell merken, dal} sich viele Fragestellungen bei
Verwendung dieser sogenannt komplexen Zahlen sehr viel leichter 16sen lassen
und daB die komplexen Zahlen auch der Anschauung ebenso zugénglich sind wie
die reellen Zahlen. Friiher schrieb man ,,complex*, deshalb die Bezeichnung C.
Unser i ist eine ,,Wurzel aus (—1)“, und weil es so eine Wurzel in den reellen
Zahlen nicht geben kann, notiert man sie i wie ,,imaginér®.

Ergdnzung 2.7.77. Fir feinere Untersuchungen finde ich es praktisch, auch Paare
(K, k) zu betrachten, die aus einem Korper K nebst einem Korperhomomorphis-
mus x : R — K bestehen derart, daf3 es einen Korperisomorphismus a : K — C
gibt, der mit den vorgegebenen Einbettungen von R vertrédglich ist. Auch bei solch
einem Paar notiere ich den Korper K gerne C und fasse die Einbettung von R als
Einbettung einer Teilmenge auf und notiere sie nicht. Ich rede dann von einem
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Korper von vergeBlichen komplexen Zahlen, da es sich dabei salopp gesprochen
um eine ,,Kopie von C handelt, die vergessen hat, welche ihrer beiden Wurzeln
von (—1) sie als i auszeichnen wollte*.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Jedes Element z € C 148t sich ja
nach Annahme und mit der Abkiirzung () = x eindeutig schreiben in der Form
z = a+ bimita,b € R. Die Addition und Multiplikation in C haben in dieser
Notation die Gestalt

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+(b+d)i
(a+bi)(c+di) = (ac—bd) + (ad + bc)i

Damit ist auch bereits die im zweiten Teil formulierte Eindeutigkeitsaussage ge-
zeigt. Natiirlich kann man auch die Existenz direkt anhand dieser Rechenregeln
priifen. So gewinnt man an Unabhéngigkeit von der linearen Algebra, verliert aber
an Anschauung und muf} die Kérperaxiome ohne Einsicht nachrechnen. Das soll-
ten Sie bereits als Ubung [GR] 2.4.14 durchgefiihrt haben. Alternativ kann man
die im ersten Teil behauptete Existenz mit mehr Kenntnissen in linearer Algebra
und weniger Rechnung auch einsehen, wie es im folgenden ausgefiihrt werden
soll. Man betrachtet dazu die Menge C aller reellen (2 x 2)-Matrizen der Gestalt

=10 )

Anschaulich gesagt sind das genau die Matrizen zu Drehstreckungen der Ebene,
die den Ursprung festhalten. Die Addition und Multiplikation von Matrizen indu-
zieren offensichtlich eine Addition und Multiplikation auf C, man priift miihelos
die Korperaxiome [GR] 2.4.2 und erhilt so einen Korper C. Die Drehung um
einen rechten Winkel oder vielmehr ihre Matrix

-6

hat natiirlich die Eigenschaft i = —1, und die Abbildung x : R — C gegeben
durch k : a — diag(a, a) ist ein Kérperhomomorphismus derart, daB das Tripel
(C,i, k) die geforderten Eigenschaften besitzt. O

a,b e R} C Mat(2;R)

2.7.8. Es ist allgemein iiblich, komplexe Zahlen mit z zu bezeichnen und als
z = x+y1izuschreiben mit x, y € R. Man mag sich die komplexe Zahl z = z+y i
vorstellen als den Punkt (z,y) der Koordinatenebene R?. Wenn wir diese Vor-
stellung evozieren wollen, reden wir von der komplexen Zahlenebene. Unter
dieser Identifikation von C mit R? bedeutet fiir w € C die Additionsabbildung
(w+) : C — C, z — w + z anschaulich die Verschiebung um den Vektor w. Die
Multiplikationsabbildung (w-) : C — C, z +— wz dahingegen bedeutet anschau-
lich diejenige Drehstreckung, die (1, 0) in w iiberfiihrt.
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Dies Bild soll zusitzliche Anschauung fiir die Abbildung z — 22 der komplexen
Zahlenebene auf sich selbst vermitteln. Es stellt diese Abbildung dar als die
Komposition einer Abbildung der Einheitskreisscheibe auf eine rdumliche sich
selbst durchdringende Fliache, gegeben in etwa durch eine Formel der Gestalt
2+ (22,e(Im2)) in C x R = R3 fiir geeignetes monotones und in einer
Umgebung von Null streng monotones ¢, gefolgt von einer senkrechten
Projektion auf die ersten beiden Koordinaten. Das hat den Vorteil, dal im ersten
Schritt nur Punkte der reellen Achse identifiziert werden, was man sich leicht
wegdenken kann, und dal der zweite Schritt eine sehr anschauliche Bedeutung
hat, eben die senkrechte Projektion.
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2.7.9. Gegeben eine komplexe Zahl z = x4y i nennt man z ihren Realteil Re z :=
x und y ihren Imaginérteil Im 2z := y. Wir haben damit zwei Funktionen

Re,Im: C —> R

definiert und es gilt z = Re z + ilm z fiir alle z € C. Man definiert weiter die
Norm |z| einer komplexen Zahl z = x + yi € C durch |z| := /22 + 3% € R>,.
Im Fall einer reellen Zahl x € R ist diese Norm genau unser Absolutbetrag aus
[AN1] 12.2.2.12, in Formeln |z| = |z|. In der Anschauung der komplexen Zahle-
nebene bedeutet die Norm einer komplexen Zahl ihren Abstand vom Ursprung.

2.7.10 (Diskussion der Terminologie). Bei rechtem Lichte besehen scheint mir
an dieser Terminologie absonderlich, dafl der Imaginérteil einer komplexen Zahl
darin eine reelle Zahl ist, aber so hat es sich nun einmal eingebiirgert.

2.7.11. Stellen wir uns |z| vor als den Streckfaktor der Drehstreckung (z-), so
wird anschaulich klar, daB fiir alle z, w € C gelten muf3

|zw] = |z[[w]

Besonders bequem rechnet man diese Formel nach, indem man zunéchst fiir z =
r 4+ yi € C die konjugierte komplexe Zahl z = z — yi € C einfiihrt. Im
Bild der komplexen Zahlenebene bedeutet das komplexe Konjugieren anschaulich
die Spiegelung an der reellen Achse. Nun priift man durch explizite Rechnung
unschwer die Formeln

Z24+w = Z4w
Z-w = Z-Ww
|z]° = 2z

Dann rechnet man einfach
|zw|? = 2wzw = zzww = |z|*|w|?

In der Terminologie aus [GR] 2.4.13 ist z — Z ein Korperisomorphismus C — C.
Offensichtlich gilt auch z = z und ebenso offensichtlich gilt |z| = |Z|.

2.7.12. Die Formel z-w = z-w kann man auch priifen, indem man davon ausgeht,
dal3 beide Seiten offensichtlich R-bilineare Abbildungen C x C — C definieren.
Deren Gleichheit kann nach 2.3.9 auf Basen gepriift werden. Es reicht also, sie fiir
z,w € {1,1i} nachzuweisen, und das ist schnell getan.

2.7.13. Wir konnen den Realteil und den Imaginérteil von z € C mithilfe der
konjugierten komplexen Zahl ausdriicken als

Z4+Zz Z—Z
Imz =

Re » —
€27 21
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Anschauung fiir das Invertieren komplexer Zahlen
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Weiter gilt offensichtlich z = Z & 2z € R, und fiir komplexe Zahlen z der
Norm |z| = 1 ist die konjugierte komplexe Zahl genau das Inverse, in For-
meln |z| = 1 = z = z~!. Im Bild der komplexen Zahlenebene kann man
das Bilden des Inversen einer von Null verschiedenen komplexen Zahl anschau-
lich interpretieren als die ,,Spiegelung* oder priziser Inversion am Einheitskreis
z +— z/|z|* gefolgt von der Spiegelung an der reellen Achse 2z + Zz. Der Ein-
heitskreis S' := {z € C* | |z| = 1} ist insbesondere eine Untergruppe der
multiplikativen Gruppe des Korpers der komplexen Zahlen und die Multiplika-
tion liefert einen Gruppenisomorphismus R+, x S* = C*. Wir nennen S* die
Kreisgruppe. Im Fall eines vergefllichen Korpers von komplexen Zahlen notie-
re ich die Untergruppe der Elemente der Norm Eins U(1), da uns in diesem Fall
keine ausgezeichnete Bijektion mit S C R? mehr zur Verfiigung steht.

2.7.14. Fir unsere Norm komplexer Zahlen aus 2.7.9 gilt offensichtlich
2| =0 2=0

Da in einem Dreieck eine einzelne Seite nicht linger sein kann als die beiden
anderen zusammengenommen, erwarten wir weiter die Dreiecksungleichung

|2+ w] < [2] + |w|

Formal mag man sie priifen, indem man beide Seiten quadriert, wodurch die dqui-
valente Behauptung (z + w)(z + w) < zZ + 2|z||lw| + ww entsteht, und dann
vereinfacht zu immer noch dquivalenten Behauptung 2 Re(zw) < 2|zw|. Die Ab-
schitzungen Re(u) < |u| und Im(u) < |u| sind aber fiir jede komplexe Zahl u
auch formal offensichtlich.

Ergdnzung 2.7.15. Fiir eine Diskussion der analytischen Aspekte der komplexen
Zahlen, insbesondere die komplexe Exponentialfunktion und ihre Beziehung zu
den trigonometrischen Funktionen, verweise ich auf die Analysis [AN1] 12.4.5.

Ubungen
Ubung 2.7.16. Man bestimme Real- und Imaginirteil einer Quadratwurzel von i.
Man bestimme Real- und Imaginérteil einer Quadratwurzel von 1 + i.

Ubung 2.7.17. Gegeben eine von Null verschiedene komplexe Zahl z = z +
iy zeige man fiir Real- und Imaginirteil ihrer Inversen die Formeln Re(z7!) =
x/(z% + y?) und Im(z71) = —y /(2 + ?).

Ubung 2.7.18. Eine Teilmenge von C LI {oo} heiBt ein verallgemeinerter Kreis,
wenn sie entweder ein Kreis

K(a;r) ={z€C| |z — a|2 = 7“2}
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ist fiir a € C und r» > 0 oder aber eine reelle affine Gerade vereinigt mit dem
Punkt co. Man priife, daB die Selbstabbildung von C U {cc} mit z + 27! fiir
z € C*und 0 — oo und co — 0 verallgemeinerte Kreise in verallgemeinerte
Kreise tiberfiihrt.

2.8 Mobiusfunktion®

2.8.1. Gegeben (X, <) eine endliche teilgeordnete Menge betrachten wir die (X x
X)-Matrix A mit Eintrdgen a,, = 1 falls < y und Null sonst. Zdhlen wir die
Elemente von X auf als 1,9, ..., x, derart, daB gilt x; < z; = 7 < j, so
wird A eine obere Dreiecksmatrix mit ganzzahligen Eintrdgen und Einsen auf der
Diagonalen. Diese Matrix ist also invertierbar und ihre Inverse A~! ist ebenfalls
ein obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen. Besitzt X ein kleinstes
Element x; = k, so nennt man die oberste Zeile von A~ die Mobiusfunktion
unserer teilgeordneten Menge

w: X = 7Z
y = (A

Sie wird demnach charakterisiert duch die Formeln

p(k)=1 und > p(y) =0falls z > k.

y<z

Analoges gilt allgemeiner fiir jede teilgeordnete Menge X, die man aufzéhlen
kann als z1, x2,... mitx; < x; = 1 < j.

2.8.2. Ist X = N = {0,1,2,...} mit der tiblichen Ordnung, so haben wir x(0) =
1,u(1) = —=1und pu(n) = 0 firn > 2. Ist X = N3y = {1,2,...} mit der durch
das Teilen gegebenen Ordung a < b < alb, so erhalten wir die Mobiusfunktion
der Zahlentheorie

0 n enthilt einen Primfaktor mindestens zweimal;
pu(n) = 1 nist quadratfrei mit gerade vielen Primfaktoren;
—1 n ist quadratfrei mit ungerade vielen Primfaktoren.

Dieser Fall kann im {ibrigen auch als das Produkt von abzéhlbar vielen Kopien
des zuvor behandelten Falls verstanden werden. Speziell haben wir in diesem Fall
also

p(l)=1 und  pu(d)=0fallsn > 1.

dn
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.8.3 (Kehrwerte der Riemann’schen (-Funktion). Mit
der Mobiusfunktion der Zahlentheorie zeige man, dal3 fiir s € C mit Res > 1 die
Inversen der Werte der Riemann’schen (-Funktion geschrieben werden kdnnen

als
[ ()

¢(s) & me

Ubung 2.8.4. Man bestimme die Inverse der (nxn)-Matrix gegeben durch a;; = 1
fir - < jund a;; = 0 fiir¢ > 7.

2.9 Dualriume und transponierte Abbildungen

Definition 2.9.1. Gegeben ein Korper K und ein K-Vektorraum V' nennt man
eine lineare Abbildung V' — K eine Linearform auf V' oder einen Kovektor.
Die Menge aller solchen Linearformen bildet nach 2.3.14 einen Untervektorraum
Homg (V, K) C Ens(V, K) im Vektorraum aller Abbildungen von V' nach K.
Man nennt diesen Vektorraum aller Linearformen den Dualraum von V. Wir
verwenden dafiir die beiden Notationen

V* =V = Homg(V, K)

2.9.2 (Diskussion der Notation). Ublich fiir den Dualraum ist die Notation V*.
Im Zusammenhang mir darstellenden Matrizen und dergleichen schien mir jedoch
die Notation V' T suggestivere Formeln zu liefern, weshalb ich diese sonst eher
uniibliche Notation in diesem Zusammenhang vorziehe.

2.9.3. Die Bezeichnung als Form fiir Abbildungen mit Werten im Grundkorper ist
allgemein iiblich: Wir kennen bis jetzt nur Linearformen, spéter werden aber noch
Bilinearformen und quadratische Formen und Multilinearformen hinzukommen.
Uber die Herkunft dieser Bezeichnungsweise weil ich wenig. Vermutlich steckt
derselbe Wortstamm wie bei dem Wort ,,Formel* dahinter.

Beispiel 2.9.4 (Frequenzraum als Dualraum des Raums der Zeitspannen).
Denken wir uns die Menge aller Zeitspannen als reellen Vektorraum, so konnen
wir uns den Dualraum dieses Vektorraums denken als die Gesamtheit aller ,,Fre-
quenzen‘ oder vielleicht besser, weil man ja eigentlich nicht von negativen Fre-
quenzen reden kann, als den Raum aller moglichen ,,Drehgeschwindigkeiten von
Drehungen um eine feste Achse mit vorgegebenem positiven Drehsinn®. Dann
entpriache eine Drehgeschwindigkeit der Linearform, die jeder Zeitspanne die
Zahl der in dieser Zeitspanne erfolgten Umdrehungen zuordnet. An dieser Stelle
mochte ich Sie am liebsten wieder einmal davon iiberzeugen, dall das Abstrakte
das eigentlich Konkrete ist.
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Versuch der graphischen Darstellung eines Kovektors in der Ebene. Sei Wert auf
einem Vektor wire zu verstehen als die Zahl der von unserem Vektorpfeil
gekreuzten Linien, beziehungsweise das Negative der Zahl der von seinem
Negativen gekreuzten Linien, wenn er in die falsche Richtung geht. Natiirlich ist
der Wert nicht immer ganzzahlig, das Bild ist deshalb nur méBig brauchbar. Man
sieht aber gut, welche Vektorraumautomorphismen unseren Kovektor festhalten.



2.9.5 (Koordinatenfunktionen zu einer Basis als Kovektoren). Gegeben ein
Vektorraum V' und eine Basis B C V erhalten wir im Dualraum V' eine linear
unabhiingige Familie von Linearformen (b')cp, indem wir b" = b} : V — K
erkldren durch

b'(c) = 6. Vc € B

Die Linearformen b" heiBen die Koordinatenfunktionen oder kurz Koordinaten
zu unserer Basis B. Vielfach werden sie auch b* notiert. Ist etwa V' = R" und
B =8(n) = (&,...,8&,) die Standardbasis, so wird &/ : R — R die ,,Projektion
auf die i-te Koordinate“ &/ = pr; : (z1,...,,) — z;, die man oft auch einfach
z; : R™ — R notiert und die ,,i-te Koordinatenfunktion* nennt. Man beachte, daf3
solch eine Koordinatenfunktion b' keineswegs nur vom Basisvektor b abhingt,
auch wenn die Notation das suggerieren mag, sondern vielmehr von der ganzen
Basis B. Wenn man es ganz genau nehmen will, sollte man also b = (b; B)"
schreiben.

Beispiel 2.9.6 (Dualraum eines K"). In der Literatur findet man oft die Aussage,
daf} der Dualraum des Raums der Spaltenvektoren der Lange n der Raum der Zei-
lenvektoren der Linge n sei. Das kann man so sehen, wenn man den kanonischen
Isomorphismus Mat(1 x n; K') = Hom (K™, K) aus 2.4.7 soweit verinnerlicht
hat, daB3 man beide Seiten schlicht als gleich ansieht.

Beispiel 2.9.7 (Dualraum des Richtungsraums zum Raum der Anschauung).
Denken wir uns wie in 1.5.6 den Raum der Anschauung mit einem ausgezeich-
neten festen Punkt als reellen Vektorraum, so liefert jeder von Null verschiedene
Vektor eine Linearform auf unserem Vektorraum vermittels der anschaulich zu
verstehenden Vorschrift ,,projiziere jeden weiteren Vektor orthogonal auf die Ge-
rade durch den gegebenen Vektor und nimm die Zahl, mit der man den den gege-
benen Vektor multiplizieren muf3, um die Projektion zu erhalten*. Diese Entspre-
chung hat nur den Nachteil, dal der doppelte Vektor die halbe Linearform liefert
und daB tiberhaupt die Addition von Vektoren keineswegs der Addition von Li-
nearformen entspricht. Wahlt man eine feste anschaulich zu verstehende Lingen-
einheit, so kann man den Raum der Linearformen auf dem Raum der Vektoren in
unserem Bild identifizieren mit dem Raum der Vektoren selber, indem man jedem
Vektor als Linearform dieselbe Linearform wie oben zuordnet, nur noch zusitzlich
geteilt durch das Quadrat seiner Ldnge. In anderen Worten kann diese Linearform
auch beschrieben werden als ,,beliebigem Vektor ordne zu Linge der Projektion
mal Linge des gegebenen Vektors*. Diese Identifikation entspriche dann einem
Vektorraumisomorphismus. Es ist vielleicht die Moglichkeit dieser Identifikation,
die es uns so schwer macht, eine Anschauung fiir den Dualraum zu entwickeln.
Sie benutzt jedoch die ,,euklidische Struktur des Raums der Anschauung, die das
Reden iiber orthogonale Projektionen eigentlich erst ermoglicht und die wir in erst
in [LA2] 2.1 oder noch besser in [LA2] 3.3 mathematisch modellieren werden.
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Formal diskutieren wir obige Identifikation dann in [LA2] 8.4.11. Auf allgemei-
nen Vektorrdumen stehen uns keine orthogonalen Projektionen zur Verfiigung und
der Dualraum kann dann nicht mehr so leicht mit dem Ausgangsraum identifiziert
werden.

2.9.8. Gegeben ein k-Vektorraum V' haben wir stets eine kanonische bilineare Ab-
bildung V' x VT =k, die Auswertungsabbildung, auch genannt die kanonische
Paarung von Vektoren mit Kovektoren.

2.9.9 (Dimension des Dualraums). Ist V' ein Vektorraum und B C V eine Basis,
so liefert nach 2.3.2 das Einschrinken von Abbildungen eine Bijektion VT =
Ens(B, K), der man leicht ansieht, daB sie sogar ein Vektorraumisomorphismus
sein muBl. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum stimmt insbesondere
seine Dimension mit der Dimension seines Dualraums iiberein, in Formeln

dimV' =dimV

2.9.10. Ist B eine Basis eines endlichdimensionalen Vektorraums V', so muf}
unsere linear unabhéngige Familie B" := (b"),cp der zugehorigen Koordina-
tenfunktionen aus 2.9.5 nach 1.7.10 eine Basis des Dualraums V' sein, da die
Zahl ihrer Elemente mit der Dimension des Dualraums iibereinstimmt. Man nennt
dann B' die duale Basis zur Basis B. Insbesondere besteht die duale Basis zur
Standardbasis des R™ genau aus den iiblichen Koordinatenfunktionen, in Formeln
S(n)T = (pr;)iy-

Beispiel 2.9.11. Wir kehren nocheinmal zu unserem Beispiel 2.9.4 zuriick. Dort
hatten wir besprochen, inwiefern man sich den Dualraum der Gesamtheit aller
Zeitspannen als den Raum aller Drehgeschwindigkeiten denken mag. Die zur Ba-
sis ,,Minute der Gesamtheit aller Zeitspannen ,,duale Basis®, die wir gleich in
allgemeinen Dualrdumen einfithren werden, bestiinde dann aus dem Vektor ,,ei-
ne Umdrehung pro Minute in positivem Drehsinn®, den man iiblicherweise Umin
notiert.

Vorschau 2.9.12 (Dualraume unendlichdimensionaler Vektorriume). Im Fall
eines unendlichdimensionalen Vektorraums ist wieder nach 2.3.14 auch sein Dual-
raum unendlichdimensional, aber dessen Dimension ist ,,noch unendlicher* als die
Dimension des Ausgangsraums in einem Sinne, der in [AL] 5.3.14 prizisiert wird.

Definition 2.9.13. Gegeben eine K-linare Abbildung f : V' — W erklidren wir
die duale oder auch transponierte Abbildung

flowh v’

als das ,,Vorschalten von f*, in Formeln f'()\) := Ao f : V — K fiir jede
Linearform A : W — K.
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2.9.14. Man beachte, daf3 die duale Abbildung ,,in die umgekehrte Richtung* geht.
Oft wird die duale Abbildung auch f* : W* — V* notiert. Nicht selten schreibt
man auch ein kleines ¢ als Index oben links und notiert die duale alias transponierte
Abbildung ‘f.

2.9.15 (Verkniipfung und Transponieren). Sicher gilt stets id‘T/ =idyr : VT —
V'T. Man priift auch leicht fiir eine Verkniipfung f o g von linearen Abbildungen
die Identitét

(fog)' =g"of!
In der Tat bedeutet das Vorschalten von f o g nichts anderes, als erst f und dann
g vorzuschalten.

Proposition 2.9.16 (Matrix der dualen Abbildung). Gegeben eine lineare Ab-
bildung [ : 'V — W von endlichdimensionalen Vektorrdumen mit angeordneten
Basen A, B ist die darstellende Matrix der dualen Abbildung f' : W' — VT
beziiglich der dualen Basen B, A" gerade Transponierte der Matrix von f, in
Formeln

Al st = (8[fla)"

2.9.17. Diese Identitit ist der Grund dafiir, daB} ich fiir den Dualraum vorzugs-
weise die Notation mit einem hochgestellten T verwenden will. Die dualen Basen
sind dabei mit der offensichtlichen Anordnung zu verstehen.

Beweis. Seien A = (vy,...,v,) und B = (wy, ..., w,) unsere angeordneten Ba-
sen. Die Matrixeintriige a;; der darstellenden Matrix z[f] 4 sind festgelegt durch
die Identitit von Vektoren f(v;) = ), a;;w;. Die Matrixeintrage b;; der dar-
stellenden Matrix 47 [f']zT sind festgelegt durch die Identitit von Linearformen
fH(w) = 37, bjiv] . Es gilt zu zeigen bj; = a;;. Um das zu sehen, werten wir
diese Identitit von Linearformen auf den Vektoren v, aus und erhalten

bei = by (o) = (F (] ) o) = w] (£ () = w] (Z w) — au

Das aber war gerade zu zeigen. [

2.9.18 (Auswerten als Matrixmultiplikation). Sei V' ein endlichdimensionaler
Vektorraum mit einer angeordneten Basis A. Eine Linearform A\ € V" wird als li-
neare Abbildung A : V' — k beschrieben durch eine Zeilenmatrix [A] 4 = s(1)[A] 4
Fiir das Auswerten unserer Linearform A\ auf einem Vektor v € V erhalten wir
dann

Aw) = [Maoalv]
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e #a) | ’
Z«rm@(«ﬂ) =4§ ZALIPS,(M)MS
)= x4 g = e,
Fl)=xog=Xe  flee)=otle

CEl-G9) [7 =0 &

Eine lineare Abbildung f : R? — R2, deren Matrix in einer Basis e;, ¢,, und die
Matrix der dualen Abbildung auf der dualen Basis alias der Effekt des
Vorschaltens unserer Abbildung auf den Koordinatenfunktionen
x1, T R2 = R.
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unter der offensichtlichen Identifikation von Elementen unseres Grundkorpers mit
(1 x 1)-Matrizen. Erinnern wir dann noch fiir v € V' an die lineare Abbildung
(v) : K = V mit a — av und an unsere Identitit 4[-v|s(1) = 4[v], so kann auch
obige Formel interpretiert werden als der Spezialfall

swyAo ()]s = sMao alv]sa)

der allgemeinen Formel 2.6.5 fiir die Matrix der Verkniipfung zweier linearer Ab-
bildungen.

2.9.19 (Darstellung einer Linearform in der dualen Basis). Sei V' ein end-
lichdimensionaler Vektorraum mit einer angeordneten Basis A. Eine Linearform
A € VT kann auch als Element des Dualraums in Bezug auf die duale Basis dar-
gestellt werden durch die Spaltenmatrix 47 [A]. Es ist nun nicht schwer, die Formel

At = (M)

zu priifen. Ich bin bei dieser Formel noch etwas ungliicklich, das A auf der lin-
ken Seite nicht transponiert zu sehen. Dieser Anschein von Inkonsistenz kommt
dadurch zustande, dall wir in unserer Formel links A\ als Vektor auffassen und
rechts als lineare Abbildung. Erinnern wir, dal} die Spaltenmatrix eines Vektors v
ja auch die Matrix der vom Grundkorper mit seiner Standardbasis ausgehenden
linearen Abbildung (-v) ist, und beachten, daB die Abbildung (-)\) : & — VT bis
auf die offensichtliche Identifikation & =+ kT genau die transponierte Abbildung
zu A : V — kist, so erhalten wir

At =t [Als) = am M sy

Wir erkennen die Ubereinstimmung mit unserer allgemeinen Formel 2.9.16 fiir die
Matrix der dualen Abbildung, indem wir die linke Seite obiger Formel in dieser

Weise umformen und ihre rechte Seite ausschreiben zu (3(1) [A] A) "

Beispiel 2.9.20 (Transport von Linearformen unter Isomorphismen). Gegeben
ein Vektorraumisomorphismus f : V' = W ist die duale Abbildung ein Vektor-
raumisomorphismus f : W' = VT und ihre Inverse ist ein Vektorraumisomor-
phismus (f7)™! : VT 5 WT. Dieser Isomorphismus leistet, was man sich an-
schaulich vielleicht am ehesten unter dem ,, Transport einer Linearform* vorstellt:
Gegeben v € Vund A € V' nimmt (f7)"1()\) auf f(v) denselben Wert an wie
A auf v. Betrachten wir etwa die Scherung f : R? = R?, (2,y) — (v + y,y)
mit der Matrix [f] = (} [)und f(€;) = €, f(€) = & + &. Offensichtlich
bleibt die y-Koordinate eines Punktes unter solch einer Scherung unverindert,
(fT)"1(&) = &, und die z-Koordinate des Urbildpunkts entspricht der Dif-
ferenz zwischen x-Koordinate und y-Koordinate des Bildpunkts, (f7)~1(&]) =

98



& — &, . Das entspricht auch unseren Formeln, nach denen f ' beziiglich der Ba-

sis (€] , &, ) dargestellt wird durch die transponierte Matrix (% 9), was genau die
Formel (f")™':é] — & —¢& und (f")~!: & ~ & beinhaltet.

2.9.21 (Anschauung fiir den Transport von Linearformen). Eine von Null ver-
schiedene Linearform A : V' — K mag man sich veranschaulichen, indem man
sich den affinen Teilraum A\ ~1(1) vorstellt, auf dem sie den Wert Eins annimmt. In
dieser Anschauung ist die Multiplikation von Linearformen mit von Null verschie-
denen Skalaren noch einigermasen sichtbar, fiir die Addition von Linearformen
oder die Nullform versagt sie jedoch grandios. Dahingegen ist in dieser Anschau-
ung fiir einen Automorphismus f : R? = R? der Effekt des Inversen (f)~! der
transponierten Abbildung auf Linearformen gut verstidndlich.

Definition 2.9.22. Seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Der Dualraum
des Dualraums von V' heiBt sein Bidualraum und wird (V')" =: VT notiert
oder in der Literatur meist V**. Wir erkldren die kanonische Einbettung in den
Bidualraum alias Evaluationsabbildung

ev=evy: Vs VT

als die Vorschrift, die jedem Vektor v € V das ,,Evaluieren auf v* zuordnet. In
Formeln ist ev(v) € VT also definiert als die lineare Abbildung ev(v) : VT —
K mit A — A(v).

2.9.23 (Injektivitiit der Evaluationsabbildung). Die Injektivitit der kanonischen
Abbildung V' — VT ergibt sich aus der Erkenntnis, daf es fiir jeden von Null
verschiedenen Vektor v # 0 eine Linearform A\ € VT gibt mit A\(v) # 0. Man
kann das etwa zeigen, indem man den Satz 2.10.3 iiber die Fortsetzbarkeit linea-
rer Abbildungen bemiiht oder auch, indem man v zu einer Basis B von V' ergénzt
und dann A = v wihlt. Im Fall unendlichdimensionaler Rdume brauchen wir
jedoch in jedem Fall den Basiserweiterungssatz in seiner vollen Allgemeinheit
1.9.20. Man kann ohne die ihm zugrundeliegenden raffinierteren Methoden der
Mengenlehre noch nicht einmal zeigen, da8} es auf einem beliebigen von Null ver-
schiedenen Vektorraum iiberhaupt irgendeine von Null verschiedene Linearform
gibt.

2.9.24 (Bidualraum im endlichdimensionalen Fall). Im Fall eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums V' zeigt ein Dimensionsvergleich unmittelbar, daf} die
Evaluationsabbildung einen Isomorphismus V' = V' liefern muB. Manchmal
wird diese Erkenntnis als Gleichung V' = VT geschrieben, aber das ist dann
mit einigen Hintergedanken zu lesen, denn gleich sind diese beiden Mengen ja
keineswegs. Den Hauptbestandteil dieser Hintergedanken macht die folgende Be-
merkung explizit.
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2.9.25. Gegeben Mengen X, Y, Z, W und Abbildungen f : X — Y undg: X —
Zundh:Y - Wund!l: Z — W mitho f = [ o g sagt man auch, man habe ein
kommutatives Rechteck

x1y
o
Z—tsw

Ich finde diese Darstellung sehr viel iibersichtlicher.

2.9.26 (Kanonische Einbettung und bitransponierte Abbildung). Gegeben ei-
ne lineare Abbildung f : V' — W kommutiert das Rechteck

174 evy VTT

1| |

WS, TT

In Worten ausgedriickt gilt mithin die Identitit evyy of = T o evy von Abbil-
dungen V' — W', Um das zu sehen, muB} man nur fiir alle v € V die Identit:it
fT T (evy(v)) = evy(f(v)) in WTT priifen. Dazu gilt es zu zeigen, daB beide
Seiten auf allen A € W denselben Wert annehmen, daB also gilt

(T evy (@))(N) = (evi (f(v))) (V)

alias ((evy v) o fT)(A\) = A(f(v)) alias (evy v)(Xo f) = A(f(v)). Das ist jedoch
klar.

2.9.27 (Diskussion der Terminologie). Meines Erachtens ist es diese letzte Er-
kenntnis 2.9.26, die die Bezeichnung von VT als ,,Dualraum von V* eigentlich
erst verstindlich macht. ,,Dual* kommt ja vom selben Wortstamm wie ,,Zwei‘,
und die letzte Erkenntnis formalisiert die Intuition, dal der Bidualraum im Fall
endlichdimensionaler Vektorrdume ,,im wesentlichen dasselbe® ist wie der Aus-
gangsraum. Etwas formaler werden wir in [LA2] 9.4.13 mit der dort eingefiihrten
Begrifflichkeit die obige Erkenntnis dahingehend aussprechen konnen, dal} fiir
jeden Korper K die Evaluationsabbildungen eine ,.Isotransformation des Iden-
titdtsfunktors auf der Kategorie der endlichdimensionalen K -Vektorriume zum
Bidualraumfunktor* bilden.

2.9.28. Oft verwende ich fiir das Auswerten einer Linearform A\ € V" auf einem
Vektor v € V' auch die symmetrischeren Notationen (), v) oder sogar (v, A).
Ubungen

Erginzende Ubung 2.9.29. Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine
endliche Familie von Linearformen fi, ..., f, € VT ist linear unabhingig genau
dann, wenn sie eine Surjektion (f1,..., f,) : V — K™ liefert.
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Ubung 2.9.30. Gegeben Vektorriume V, W liefern die transponierten Abbildun-
gen zu den kanonischen Injektionen nach 2.1.8 auf den Dualrdumen einen Isomor-
phismus (in},iny) : (V@ W)T 5 VT @ W', Analoges gilt fiir allgemeinere
endliche Summen.

Ubung 2.9.31. Fiir endlichdimensionale Vektorrdume V ist die kanonische Ein-
bettung aus Dimensionsgriinden stets ein Isomorphismus V' = V' T 7. Gegeben ein
endlichdimensionaler Vektorraum V' zeige man, daf unter der kanonischen Iden-
tifikation evy : V' 5 VT jede Basis B ihrer Bidualen entspricht, in Formeln

evy(b) = (") VbeB

Ergiinzende Ubung 2.9.32. Man zeige: Gegeben ein Vektorraum V ist die Verk-

niipfung

YT T S T
der Auswertungsabbildung zum Dualraum von V' mit der Transponierten der Aus-
wertungsabbildung von V' die Identitit auf dem Dualraum von V. Hinweis: [GR]
1.6.13 mag helfen. Vom hoheren Standpunkt [TF] 2.4.3.10 héngt das damit zu-
sammen, daf} ,,der Dualraumfunktor sein eigener Adjungierter ist*.

Ubung 2.9.33. Sei K ein Korper. Wir erhalten Isomorphismen Mat (n x m; K) =
Mat(m x n; K)" durch die Vorschrift A s (B + tr(AB)).

Ubung 2.9.34 (Spur einer transponierten Abbildung). Genau dann hat eine li-
neare Abbildung endlichen Rang, wenn ihre transponierte Abbildung endlichen
Rang hat. Ein Endomorphismus endlichen Ranges eines Vektorraums hat stets
dieselbe Spur wie der transponierte Endomorphismus des Dualraums.

2.10 Erginzungen zu linearen Abbildungen*
Satz 2.10.1. In einem Vektorraum besitzt jeder Untervektorraum ein Komplement.

Beweis. Der Beweis benotigt im unendlichdimensionalen Fall das Zorn’sche Lem-
ma. Seien V' O U unser Raum mit seinem Untervektorraum. Ist unser Raum
V' endlich erzeugt, so ist auch U endlich erzeugt nach 1.7.11. Wir finden nach
1.6.16 eine Basis L von U und konnen sie nach 1.7.3 zu einer Basis B von V'
erginzen. Das Erzeugnis des Komplements B\ L ist dann der gesuchte komple-
mentire Teilraum. Ist unser Raum V' beliebig, so funktioniert derselbe Beweis,
wenn wir die beiden letzten beiden Verweise durch Verweise auf den allgemeinen
Basisexistenz- und Ergiinzungssatz 1.9.20 ersetzen. [

Proposition 2.10.2. 1. Fiir jede injektive lineare Abbildung [ : V — W exis-
tiert ein Linksinverses, als da heifst, eine lineare Abbildung g : W — V
mit go f =idy;
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2. Fiir jede surjektive lineare Abbildung f : V — W existiert ein Rechts-
inverses, als da heift, eine lineare Abbildung g : W — V mit f o g = idyy.

Beweis. Der Beweis beider Aussagen bendtigt im unendlichdimensionalen Fall
das Zorn’sche Lemma. Um Teil 1 zu zeigen, wihlen wir mit 2.10.1 ein Kom-
plement U C W von f(V) und definieren g : W — V durch die Vorschrift
g(u+ f(v)) = v Vu € U,v € V. Das ist erlaubt, da nach unsern Annahmen die
Abbildung (u,v) — u + f(v) eine Bijektion U x V' = W induziert. Um Teil 2
zu zeigen, wihlen wir ein Komplement U C V' von ker f und priifen, dal f einen
einen Isomorphismus U = W induziert. Dessen Inverses liefert unmittelbar das
gesuchte Rechtsinverse von f. 0

Ubungen

Ubung 2.10.3. Jede lineare Abbildung von einem Untervektorraum U eines Vek-
torraums V' in einen weiteren Vektorraum f : U — W 1dBt sich zu einer linearen
Abbildung f : V — W auf den ganzen Raum V fortsetzen. Hinweis: 2.10.2.
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3 Affine Raume

3.1 Affine Riume und affine Abbildungen

Definition 3.1.1. Ein affiner Raum oder kurz Raum iiber einem Korper K ist
ein Tripel .
E=(FE,FE,a)

bestehend aus einer Menge £/, einer abelschen Untergruppe E C Ens*FE der
Gruppe der Permutationen von E sowie einer Abbildung a : K X FF — E derart,
daf gilt:

1. Die Menge E ist nicht leer und das Auswerten liefert fiir alle p € E eine
Bijektion £ = E, ¥ — ¥(p);

2. Mit der Abbildung a : K x E — E als der Multiplikation mit Skalaren
wird E ein K-Vektorraum.

Die Elemente von £ heiflen die Punkte unseres affinen Raums. Die Elemente
von E heiBen Translationen oder Richtungsvektoren unseres affinen Raums.
Den Vektorraum E nennen wir den Richtungsraum unseres affinen Raums und
notieren ihn auch E = Richt(E). Das Resultat der Operation einer Translation
# € E auf einem Punkt p € F notieren wir  + p 1= U(p) oder auch p + .

3.1.2 (Diskussion der Notation und Terminologie). Die leere Menge kann in
unseren Konventionen nie ein affiner Raum sein. Unser Richtungsraum wird in
manchen Quellen der Differenzraum genannt. Vielfach findet man auch die be-
griffliche Variante eines affinen Raums iiber einem vorgegebenen Vektorraum.
Darunter versteht man dann eine Menge E mit einer ,.freien transitiven Wirkung*
des vorgegebenen Vektorraums. Ich ziehe die oben gegebene Definition vor, da sie
jeden Bezug auf einen bereits vorgegebenen Vektorraum vermeidet und den Raum
unserer Anschauung dadurch meines Erachtens iiberzeugender modellieren kann.

Ergdnzung 3.1.3. Die Notation des Richtungsraums mit einem Pfeil steht in Kon-
flikt zu unserer Notation aus [AN2] 9.3.6, nach der das Versehen mit einem Pfeil
bei Mannigfaltigkeiten die Wahl einer Orientierung andeutet. Was im Einzelfall
jeweils gemeint ist, muf} der Leser aus dem Kontext erschlieBen.

3.1.4. Unter der Dimension eines affinen Raums verstehen wir die Dimension
seines Richtungsraums. Ein affiner Raum tiber dem Korper R der reellen Zahlen
heif3t auch ein reeller affiner Raum oder kurz reeller Raum.

3.1.5. Ein affiner Raum hat die Dimension Null genau dann, wenn er aus einem
einzigen Punkt besteht. Affine Ridume der Dimension Eins heiflen affine Gera-
den. Affine Rdume der Dimension Zwei heiflen affine Ebenen.
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3.1.6 (Einige Formeln fiir affine Ridume). Ist £ ein affiner Raum, so liefert nach
Annahme fiir jedes p € E das Anwenden der Rlchtungsvektoren auf besagten
Punkt eine Bijektion E 5 B 0w v + p und es gilt 0+ p = p sowie U +
(T+p) = (@+7) + pfiralle @,7 € E und p € E. Flapsig gesprochen ist also
ein affiner Raum ein ,,Vektorraum, bei dem man den Ursprung vergessen hat*.
Gegeben p, ¢ € E erkldren wir

p—qeE

als denjenigen Richtungsvektor @ € E mit p = U + q. Das erklért auch die
alternative Bezeichnung des Richtungsraums als ,,Differenzraum®.

Erginzung 3.1.7. In Schulbiichern verwendet man fiir die Punkte eines affinen
Raums meist GroBbuchstaben A, B, C, ... und schreibt

AB

fiir den Richtungsvektor, der A nach B schiebt und den wir hier B — A notieren.
In einem didaktischen Kontext mag man statt p — q auch p <— ¢ schreiben wollen.

3.1.8 (Vektorraume als affine Ridume). Jeder Vektorraum V' kann als ein affi-
ner Raum aufgefalit werden, indem wir als Translationen die durch die Addition
von festen Vektoren gegebenen Abbildungen nehmen, so daBl unsere Gruppe von
Translationen das Bild des injektiven Gruppenhomomorphismus V' < Ens™ (1),
v — (v+) wird. Die Vektorraumstruktur auf der Gruppe der Translationen er-
kldren wir dabei dadurch, daB3 dieser Gruppenhomomorphismus einen Vektor-
raumisomorphismus auf sein Bild liefern soll. Insbesondere erhalten wir damit
eine kanonische Identifikation

trans : V = V = Richt(V)

zwischen unserem Vektorraum und dem Richtungsraum des dazu gebildeten af-
finen Raums. Diese Identifikation scheint mir derart kanonisch, dal} ich sie in
Sprache und Notation oft so behandeln werde, als seien diese beiden Vektorrdume
schlicht gleich.

Beispiel 3.1.9 (Der Raum unserer Anschauung als affiner Raum). Es scheint
mir besonders sinnfillig, den schmutzigen ,,Raum unserer Anschauung* mathe-
matisch als einen dreidimensionalen reellen affinen Raum

E

zu modellieren. Dieses Modell werden wir in [LA2] 3.3.2 folgende noch um die
Vorgabe einer ausgezeichneten ,,Bewegungsgruppe® und je nach Kontext einer

104



ausgezeichneten ,,Orientierung* erweitern und so den ,,Anschauungsraum‘ for-
mal als ein Gebilde der Mengenlehre definieren. Die endgiiltige Definition muf3
aber noch auf die Einfithrung dieser Begriffe warten. Der Buchstabe [E soll an das
franzosische Wort ,,espace* fiir ,,Raum‘ erinnern. Unser ,,Raum unserer Anschau-
ung® ist der ,,Raum der klassischen Mechanik®. Manche Punkte dieses Raums
konnen wir uns direkt als Kirchturmspitzen, Zimmerecken und dergleichen den-
ken, die Ubrigen gilt es sich vorzustellen. Die ,,affinen Geraden* entsprechen un-
seren Sichtlinien. Wir ignorieren dabei, da3 die Erde sich um sich selber dreht
und dabei gleichzeitig um die Sonne rast, die sich hinwiederum mit unvorstell-
barer Geschwindigkeit um das Zentrum der Milchstrale bewegt, und ich konnte
noch eine Weile so weitermachen. Den zum Raum unserer Anschauung gehori-
gen Richtungsraum denke ich mir als die Gesamtheit aller ,,Parallelverschiebun-
gen des Raums der Anschauung®. In 3.3.3 werden Sie lernen, in welchem Sinne
die Bedingung, daf unsere Sichtlinien gerade den ,,affinen Geraden* entsprechen
sollen, die Struktur als reeller affiner Raum bereits eindeutig festlegt. Dall wir als
Grundkorper fiir die Modellierung des Raums der Anschauung den Korper der
reellen Zahlen nehmen, hat analytische Griinde: Im Kern liegen sie darin, daf fiir
diesen Korper der Zwischenwertsatz [AN1] 12.3.3.8 gilt. Deshalb modellieren re-
elle Vektorriume, insbesondere wenn es spéter auch um Drehungen, Winkel im
Bogenmall und dergleichen gehen wird, unsere geometrische Anschauung besser
als etwa Vektorriume iiber den rationalen Zahlen. Uberspitzt konnte man sagen,
daB im Gegensatz zu friiher, als die mathematische Modellierung der Ebene mit-
hilfe der euklidischen Axiome an den Anfang gestellt wurde, die Mathematik seit
dem Anfang des 20.-ten Jahrhunderts mit der Modellierung der Gerade beginnt,
genauer mit der Axiomatik des Korpers der reellen Zahlen [AN1] 12.2.4.

Beispiel 3.1.10. Man mag sich die Schreibfliche einer in jeder Richtung unbe-
grenzten Tafel als einen zweidimensionalen reellen affinen Raum denken. Daf3
dieses Beispiel schmutzig ist, versteht sich von selbst.

Beispiel 3.1.11. Die schmutzige Menge aller Zeitpunkte der klassischen Me-
chanik mag man mathematisch als einen eindimensionalen reellen affinen Raum

T

modellieren. Dieses Modell fiir die ,,Zeit* werden wir in 6.5.11 noch durch die
Vorgabe einer ausgezeichneten ,,Orientierung* erweitern. Der Buchstabe T soll
an das lateinische Wort ,,tempus* fiir ,,Zeit* erinnern. Ein Richtungsvektor dieses
affinen Raums wire etwa die Vorschrift: Man warte von einem vorgegebenen Zeit-
punkt sieben Ausschldge eines bestimmten Pendels ab, dann erreicht man den um
besagte Translation verschobenen Zeitpunkt. Die Elemente des Richtungsraums T
dieses affinen Raums mag man sich als Zeitspannen denken, wobei jedoch auch
,negative Zeitspannen‘ zugelassen sind. Die Flugbahn einer Fliege etwa wiirden
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wir durch eine Abbildung T — [E oder genauer, da Fliegen ja sterblich sind, durch
die Abbildung von einer geeigneten Teilmenge I C T nach [E beschreiben.

Beispiel 3.1.12. Ein Vektor des Homomorphismenraums Hom(’]f, IE) vom Vektor-
raum der Zeitspannen in den Richtungsraum des Anschauungsraums modelliert,
was man in der Physik eine vektorielle Geschwindigkeit nennt.

Definition 3.1.13. Eine Abbildung ¢ : FF — F' zwischen affinen Rdumen iiber
demselben Korper heifit eine affine Abbildung, wenn es eine lineare Abbildung
zwischen den zugehorigen Richtungsraumen ¢ : E—F gibt mit

op) — (@) =@Fp—q) Yp,q€E

Diese lineare Abbildung ¢ ist dann durch ¢ eindeutig bestimmt und heif3t der
lineare Anteil oder Richtungsanteil Richt(y) := ¢ unserer affinen Abbildung.
Die Menge aller affinen Abbildungen von einem affinen Raum £ in einen weiteren
affinen Raum F' iiber demselben Grundkorper K notieren wir

Afi(E, F) = Affg(E, F)

Eine bijektive affine Abbildung heif3t ein Isomorphismus von affinen Riumen.
Die Menge aller Isomorphismen von F nach F notieren wir Aff* (E, F'). Ein Iso-
morphismus von einem affinen Raum auf sich selbst heifit ein Automorphismus
oder auch eine Affinitéit des besagten affinen Raums. Die Gruppe aller Affinitédten
eines affinen Raums E notieren wir Aff* (F) := Aff*(E, E).

Beispiel 3.1.14 (Affine Abbildungen zwischen Vektorriumen). Eine Abbildung
¢ : V. — W zwischen Vektorrdumen ist affin als Abbildung zwischen den dazu
gebildeten affinen Rdumen genau dann, wenn es eine lineare Abbildung ¢ : V' —
W und einen Punkt w € T gibt mit

pv) = w+ @(v)

fiir alle v € V. Jede affine Abbildung ¢ : R" — R™ hat also die Gestalt v —
Av + b fir A € Mat(m x n;R) und b € R™. Dabei ist A = [F] die Matrix des
Richtungsanteils und b = ¢(0) das Bild des Ursprungs.

Beispiel 3.1.15 (Affine Selbstabbildungen einer Gerade). Die affinen Abbildun-
gen einer Gerade auf sich selber sind anschaulich gesprochen alle Streckungen
von einem gegebenem Fixpunkt aus, alle Verschiebungen und alle konstanten Ab-
bildungen, die man auch als Streckungen mit Streckfaktor Null auffassen kann. Im
reellen Fall sind im Graphenbild aus der Schule die affinen Abbildungen R — R
genau diejenigen Abbildungen, deren Graph eine Gerade ist und die auf der Schu-
le meist als ,,lineare Abbildungen* bezeichnet werden.
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Ubungen

Ubung 3.1.16. Die Verkniipfung affiner Abbildungen ist affin und der lineare An-
teil einer Verkniipfung affiner Abbildungen ist die Verkniipfung ihrer linearen An-
teile, in Formeln go p= po pE

Ubung 3.1.17. Eine Abbildung ¢ : £ — F zwischen affinen Riumen ist t genau
dann affin, wenn es einen Punkt p € E und eine lineare Abbildung ¢ : E— F
zwischen den zugehorigen Richtungsriumen gibt mit

p(p+0) = p(p) + Fv) VI € E

Ubung 3.1.18 (Affine Abbildungen mit der Identitiit als linearem Anteil). Die
Richtungsvektoren eines affinen Raums sind genau alle seine affinen Selbstabbil-
dungen, deren linearer Anteil die Identitdt ist. In Formeln gilt fiir einen affinen
Raum £ also

E={peAfi(E,E)|g=ids}

Ubung 3.1.19 (Affine Abbildungen mit Null als linearem Anteil). Die affinen
Abbildungen mit verschwindendem linearen Anteil sind genau die konstanten Ab-
bildungen. Gegeben affine Riume F, F' iiber demselben Korper gilt also in For-
meln

{p e AH(E,F) | §=0} = {p € Ens(E, F) | ¢ ist konstant}

Ubung 3.1.20. Gegeben ein affiner Raum F und ein Punkt p € F zeige man, da3
die Abbildung £ — E gegeben durch p + 7 — p — ¢ V& € E affin ist. Sie heiBt
die Punktspiegelung an p. Allgemeiner zeige man, daf fiir alle Skalare \ aus dem
Grundkorper die Abbildung £ — E gegeben durch p 4+ ¢ +— p 4+ Av affin ist. Sie
heifit die Streckung oder auch Homothetie mit Zentrum p und Streckfaktor ).

Ubung 3.1.21. Beschreiben Sie in schmutzigen Worten affine Abbildungen T —
E des affinen Raums der Zeiten in den Anschauungsraum. Natiirlich ist das keine
mathematische Ubung im eigentlichen Sinne!

Ubung 3.1.22 (Produkt affiner Riiume). Gegeben affine Riume X, ..., X,, gibt
es auf ihrem kartesischen Produkt X; x ... X X, genau eine Struktur als affiner
Raum derart, da3 alle Projektionen pr; affin sind. Des weiteren liefern dann die
linearen Anteile der Projektionen einen Isomorphismus

(PTy, ..., PF,) : Richt(X; x ... x X,) 5 X x ... x X,

zwischen dem Richtungsraum des Produkts und dem Produkt der Richtungsriume
der Faktoren.
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Beispiel 3.1.23. Bezeichnet E den Raum unserer Anschauung, mutig gedacht fiir
einen fest auf der Sonne stehenden Beobachter, so mag man jede mogliche Kon-
stellation von Erde und Mond als einen Punkt von E x [E modellieren.

Ubung 3.1.24 (Voriibung fiir affine Teilriume). Gegeben ein injektiver Homo-
morphismus von affinen Rdumen ¢ : F' — E zeige man, daf} sein linearer Anteil
@ einen Vektorraumisomorphismus @ : F = {7 € E | 74 o(F) = o(F)}
induziert.

3.2 Affine Teilraume

Definition 3.2.1. Sei E ein affiner Raum. Eine Teilmenge F' C E heifit ein affiner
Teilraum, wenn £ so mit der Struktur eines affinen Raums (F), F b) versehen wer-
den kann, daB die Einbettung eine affine Abbildung ist. Ubung 3.1.24 zeigt, daB
diese Struktur als affiner Raum auf unserer Teilmenge F' dann eindeutig bestimmt
ist und daf} die Richtungsvektoren von F' genau die Einschrinkungen derjenigen
Richtungsvektoren von E sind, die F' stabilisieren.

3.2.2. Gegeben F' C FE ein affiner Teilraum eines affinen Raums bezeichnen wir
mit £ sowohl den Richtungsraum von F als auch sein Bild in F C E unter dem
Richtungsanteil der Einbettung und nennen auch dieses Bild den Richtungsraum
von [. Offensichtlich gilt dann F' = p + F fiir jeden Punkt p € F'. Umgekehrt ist
auch fiir jeden Punkt p € E und jeden Untervektorraum W C E die Teilmenge
p + W ein affiner Teilraum von F.

Beispiel 3.2.3. Die affinen Teilriume des R? sind genau: Alle einelementigen Teil-
mengen, alle Geraden G = p + R¢ mit ¢ # 0, alle Ebenen P = p + Rv + R mit
7, linear unabhiingig, sowie der ganze R3.

3.2.4. Eine Teilmenge eines affinen Raums heiflt eine Gerade oder genauer ei-
ne affine Gerade, wenn sie ein affiner Teilraum der Dimension Eins ist. Eine
Teilmenge eines affinen Raums heiflt eine Ebene oder genauer eine affine Ebe-
ne, wenn sie ein affiner Teilraum der Dimension Zwei ist. Eine Teilmenge eines
affinen Raums heif3t kollinear, wenn sie in einer Geraden enthalten ist.

3.2.5. Ein nichtleerer Schnitt von affinen Teilrdumen eines affinen Raums ist
stets wieder ein affiner Teilraum. Weiter ist der Richtungsraum des Schnitts der
Schnitt der Richtungsrdaume, wenn wir alle diese Richtungsrdume wie in 3.2.2 als
Teilmengen des Richtungsraums unseres urspriinglichen Raums betrachten. Sie
mogen den Beweis als Ubung 3.2.19 ausschreiben.

Definition 3.2.6. Gegeben eine nichtleere Teilmenge 7' # () eines affinen Raums
gibt es nach 3.2.5 einen kleinsten affinen Teilraum (7').¢, der sie umfafit. Wir
bezeichnen ihn als den von unserer Teilmenge erzeugten affinen Teilraum. Ein
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Erzeugendensystem eines affinen Raums ist eine nichtleere Teilmenge, die ihn
erzeugt.

3.2.7. Man beachte, daf} in unserer Terminologie insbesondere auch in einem ein-
punktigen affinen Raum die leere Teilmenge kein Erzeugendensystem ist.

3.2.8 (Explizite Beschreibung affiner Erzeugnisse). Man mag den von einer
nichtleeren Teilmenge T # () eines affinen Raums F erzeugten affinen Teilraum
(T') ¢ auch beschreiben als

(T)at =T+ (p—q|p,q € T)im

In Worten nehme man also den Untervektorraum des Richtungsraums von E,
der von allen zwei Punkte unserer Teilmenge ineinander iiberfithrenden Vekto-
ren erzeugt wird, und lasse seine Vektoren auf Punkte unserer Teilmenge los: Alle
Punkt, die man so erhalten kann, bilden einen affinen Teilraum, da ja offensicht-
lichgilt T4+ (p—q|p,g €T =t+{p—q|p,q€ Ty, fiirallet € T.

3.2.9 (Anschauliche Interpretation linearer Gleichungssysteme). Wihlen wir
im Anschauungsraum [E einen festen Punkt p als Ursprung und eine angeordnete
Basis v, U, U3 seines Richtungsraums, so erhalten wir eine Bijektion

R®* % E

vermittels der Abbildungsvorschrift (x,y, z) — p + x0; + yv + z3. Die Abbil-
dungen E — R, die jedem Punkt die Komponenten seines Urbilds unter dieser
Identifikation zuordnen, heilen auch Koordinaten und in ihrer Gesamtheit ein
Koordinatensystem auf E. Unter jeder derartigen Identifikation des R* mit dem
Raum unserer Anschauung kann man sich die Losungsmenge einer homogenen li-
nearen Gleichung in drei Unbekannten als eine Ebene durch den Ursprung denken,
wenn man einmal von der ,,Nullgleichungen* absieht, und die Losungsmenge ei-
ner nicht notwendig homogenen linearen Gleichung in drei Unbekannten als eine
affine Ebene, wenn man wieder von dem Fall der ,,Nullgleichung* absieht, bei de-
nen die Koeffizienten von z, y, z alle drei verschwinden. Die Losungsmenge eines
linearen Gleichungssystems ohne Nullgleichung kann man sich demnach veran-
schaulichen als den Schnitt einiger affiner Ebenen, eben der Losungsmengen sei-
ner einzelnen Gleichungen. So sieht man auch anschaulich ein, dafl die Losungs-
menge eines linearen Gleichungssystems ohne Nullgleichung mit zwei Gleichun-
gen in drei Verdnderlichen im Allgemeinen einen eindimensionalen Losungsraum
haben wird, da sich eben zwei Ebenen im Raum im Allgemeinen in einer Gera-
de schneiden, dal aber als Losungsraum auch die leere Menge in Frage kommt,
als Schnitt zweier paralleler Ebenen, und eine Ebene, wenn nidmlich die Losungs-
rdume unserer beiden Gleichungen iibereinstimmen.
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3.2.10. Eine Teilmenge eines affinen Raums heifit eine Hyperebene oder genauer
eine affine Hyperebene, wenn sie ein echter affiner Teilraum ist, der zusammen
mit einem einzigen weiteren Punkt unseren ganzen affinen Raum affin erzeugt.

Definition 3.2.11. Zwei affine Teilrdume 7', S C F eines affinen Raums FE heiflen
parallel, wenn sie disjunkt sind und im Richtungsraum £ gilt 7" C S oder S C T

3.2.12 (Diskussion der Terminologie). Die Konventionen scheinen in der Litera-
tur nicht ganz eindeutig zu sein. Die hier gegebene Definition von Parallelitiit hat
den Vorteil, die iiblichen Definitionen fiir die Parallelitdt von Geraden oder Ebe-
nen im zweidimensionalen wie im dreidimensionalen Raum zu liefern. Allerdings
hat sie den Nachteil, daf} ein Punkt zu jedem Teilraum parallel ist, der ihn nicht
enthélt, was meinem Sprachempfinden eigentlich zuwiderlauft.

Erginzung 3.2.13. Der Begriff ,,parallel* kommt aus dem Griechischen und heif3t
,,nebeneinander®.

Ubungen

Ubung 3.2.14 (Fasern linearer Abbildungen). Gegeben eine lineare Abbildung
f:V — W gilt fiir alle v € V die Identitdt f~!(f(v)) = v + ker f von Teilmen-
gen von V. Fiir alle w € W ist mithin die Faser f~!(w) entweder leer oder aber
ein affiner Teilraum von V.

Ubung 3.2.15 (Urbilder affiner Teilriume). Ist f : V — W eine affine Ab-
bildung, so ist fiir jeden affinen Teilraum A C W sein Urbild f~'(A) entweder
leer oder aber ein affiner Teilraum von V. Das verallgemeinert die vorhergehende
Ubung 3.2.14.

Ubung 3.2.16. Durch je zwei verschiedene Punkte eines affinen Raums geht genau
eine Gerade, als da hei3it, es gibt genau einen affinen Teilraum der Dimension
Eins, der unsere beiden Punkte enthilt. Bringt man also Kimme und Korn in eine
Sichtlinie mit dem Ziel, so ist das Gewehr bereits auf das Ziel ausgerichtet.

Ubung 3.2.17. Durch je drei Punkte eines affinen Raums, die nicht auf einer ge-
meinsamen Geraden liegen, geht genau eine Ebene. Insbesondere wird also ein
dreibeiniger Hocker nie kippeln.

Ubung 3.2.18. Der von einer nichtleeren endlichen Teilmenge T eines affinen
Raums erzeugte Teilraum hat hochstens die Dimension |7 — 1.

Ubung 3.2.19 (Richtungsraum eines Schnitts). Gegeben ein affiner Raum £ und
affine Teilrdume F, G C E mit nichtleerem Schnitt ' N G # () ist der Richtungs-
raum ihres Schnitts der Schnitt ihrer Richtungsrdume, in Formeln

Richt(F N G) = Richt(F) N Richt(G)
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Die Fasern der durch (x,y) — z + y gegebenen linearen Abbildung R? — R zu
den Werten O, 1 und 3.
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Man zeige immer unter der Annahme, daf} besagter Schnitt nicht leer ist, dasselbe
auch allgemeiner fiir den Schnitt eines beliebigen Systems affiner Teilrdume.

Ubung 3.2.20 (Erzwungene Schnitte). Gegeben ein affiner Raum £ und affine
Teilrdume F, G C E gilt

F+G=FE = FNG#0

Ubung 3.2.21 (Dimension eines affinen Erzeugnisses). Gegeben zwei endlich-
dimensionale affine Teilrdume A, B eines affinen Raums £ gilt fiir die Dimension
des affinen Erzeugnisses C' ihrer Vereinigung die Formel

Jim O — dim A 4 dim B — dim(A N B) falls AN B # ()
= { dim A + dim B — dim(A N B) +1 falls AN B = 0.

Ubung 3.2.22 (Kodimension eines Schnitts). Ist £ ein endlichdimensionaler af-
finer Raum und vereinbaren wir die Notation codim(A C F) := dim E — dim A
fiir die Dimensionsdifferenz, die sogenannte Kodimension von A in £, so gilt
unter der Annahme A N B # () die Abschitzung

codim((AN B) C E) < codim(A C F) + codim(B C F)

Die Kodimension des Schnitts ist also hochstens die Summe der Kodimensionen
der sich schneidenden Teilrdaume.

Vorschau 3.2.23. In der kommutativen Algebra [KAG] 5.9.15 konnen Sie ler-
nen, wie man diese Abschitzung fiir die Kodimension eines Schnitts auf Null-
stellenmengen polynomialer Gleichungssysteme verallgemeinern kann, wenn der
Grundkorper algebraisch abgeschlossen ist. So etwas wie zwei Sphédren im Raum,
die sich in einem Punkt beriihren, kann es also im Komplexen nicht geben: Da

kann der Schnitt der Nullstellenmengen zweier Polynome in drei Variablen f, g €
C[X,Y, Z] nie isolierte Punkte haben.

Ubung 3.2.24. Eine Abbildung f : £ — F von affinen Rdumen ist genau dann
affin, wenn ihr Graph I'(f) C E x F ein affiner Teilraum des Produkts unserer
beiden Réume ist.

3.3 Affine Raume und ihre Geraden

Satz 3.3.1 (Charakterisierung affiner Abbildungen im Reellen). Eine injektive
Abbildung von einem mindestens zweidimensionalen reellen affinen Raum in einen
weiteren reellen affinen Raum ist affin genau dann, wenn das Bild jeder Geraden
wieder eine Gerade ist.
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3.3.2. Dieselbe Charakterisierung gilt allgemeiner iiber jedem Grundkérper, des-
sen einziger Korperautomorphismus die Identitét ist. Wir diskutieren mehr dazu
in 3.3.5.

3.3.3 (Bezug zum schmutzigen Raum unserer Anschauung). Die affinen Ge-
raden des Raums unserer Anschauung denke ich mir als Sichtlinien: Drei Punkte
liegen auf einer Geraden genau dann, wenn man sich so hinstellen kann, daf3 man
sie hintereinander sieht. Der vorhergehende Satz 3.3.1 zeigt, dal im Fall reeller
affiner Rdume ab der Dimension Zwei die Kenntnis aller Geraden auch umge-
kehrt bereits die Struktur als reeller affiner Raum festlegt: Haben némlich zwei
Strukturen als affiner reeller Raum auf derselben Menge dieselben Geraden, und
gibt es in besagtem Raum mehr als nur eine Gerade, so ist nach 3.3.1 die Identitit
auf unserer Menge ein Morphismus von affinen Rdumen zwischen unserer Menge
einmal mit der einen Struktur als affiner Raum und ein andermal mit der anderen
Struktur als affiner Raum. Dann aber miissen diese beiden Strukturen bereits iiber-
einstimmen. Anschaulich gesprochen legt also im Raum unserer Anschauung ,.die
Kenntnis der Sichtlinien bereits fest, welche Abbildungen als Parallelverschiebun-
gen anzusehen sind*. Explizit kann man das wie folgt einsehen: Zunichst legt die
Kenntnis der Sichtlinien alias Geraden fest, welche Teilmengen die Bezeichung
als ,,Ebene* verdienen; Dann vereinbart man, zwei Geraden ,,parallel* zu nen-
nen, wenn sie in einer Ebene liegen und sich nicht schneiden; Und schlielich
kann man dann Parallelverschiebungen charakterisieren als diejenigen bijektiven
Abbildungen, die jede Gerade bijektiv auf sich selbst oder aber bijektiv in eine
parallele Gerade iiberfithren. An dieser Stelle mochte ich Sie am liebsten wieder
einmal davon iiberzeugen, dafl das Abstrakte das eigentlich Konkrete ist.

Beweis. Wir zeigen den Satz zunéchst unter der Annahme, dafl sowohl unser Aus-
gangsraum als auch der Raum, in den abgebildet wird, beide die Dimension Zwei
haben. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir dann annehmen, daf3
es sich bei beiden Rdumen um den R? handelt, und indem wir unsere Abbildung
noch mit einer geeigneten Verschiebung verkniipfen, diirfen wir sogar annehmen,
daf sie den Ursprung festhilt. Diesen Fall behandeln wir als eigenstidndiges Lem-
ma.

Lemma 3.3.4. Eine injektive Abbildung ® : R? — R? mit ®(0) = 0, unter der
das Bild jeder affinen Geraden wieder eine affine Gerade ist, muf3 linear sein.

Beweis. Indem wir eine geeignete lineare Abbildung dahinterhalten, diirfen dafl
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf}3 unser ¢ die Vektoren
e; und e, der Standardbasis festhélt. Unter dieser Zusatzannahme zeigen wir nun,
dal ¢ sogar die Identitit ist. Zunichst gibt es sicher Abbildungen 1,5 : R — R
mit ®(ae;) = 1;(a)e;. Da wir ¢ injektiv angenommen haben, miissen unter ¢
parallele alias sich nicht schneidende Geraden parallel bleiben. Die Gerade durch
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aeq, und ae, fiir a # 0, 1 ist parallel zu der durch e; und e,, also ist fiir a # 0,1
auch die Gerade durch ®(ae;) = v (a)e; und ®(aey) = 1h9(a) ey parallel zu der
durch ®(e;) = e; und ®(e2) = eq. Es folgt 1 (a) = ¥y(a) fir a # 0, 1. Fir a =
0, 1 ist das eh klar und wir notieren diese Abbildung nun ¢ := 1)1 = 1),. Natiirlich
gilt ©/(0) = 0 und ¢(1) = 1. Da man die Addition von linear unabhédngigen
Vektoren durch Parallelogramme darstellen kann, gilt (v + w) = ®(v) + ®(w)
falls v und w linear unabhéngig sind. Wir erhalten fiir « € R damit

D(e;taes) = e +y(a)ey

wegen der linearen Unabhéngigkeit im Fall ¢« # 0 und im Fall a« = 0 wegen
1(0) = 0. Daraus folgt sofort die Erste der beiden Gleichungen

Ple; +(a+b)ex) = er+ip(a+b)ey
<I>(el +aeq +b 62> = €1 +w(a) (§))) +w(b) €9

Die Zweite folgt hier, indem wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit b # 0
annehmen und erst den letzten Summanden abspalten. Es folgt sofort ¢)(a + b) =
(a) + ¢(b). Da fir a,b € Rmita # 0und b # 0,1 die Gerade durch e; und
aey parallel ist zu der durch be; und bae, folgt auch v (ba) = (b)) (a) erst fir
alle a,b # 0, 1, dann aber wegen 1(0) = 0 und ¢/(1) = 1 sogar fiir alle a,b € R.
Da nach [AN1] 12.2.4.3 oder besser [AN1] 12.2.4.21 die Identitit der einzige
Korperhomomorphismus ¢ : R — R ist, folgt ¢» = id. Da wie bereits erwihnt
gilt ®(v + w) = ¢(v) + ¢(w) falls v und w linear unabhingig sind, folgt sofort
¢ =id. O

Um nun Satz 3.3.1 zu zeigen, sei & : £ — F unsere injektive Abbildung von
reellen affinen Rdumen, unter der das Bild jeder Geraden eine Gerade ist. Oh-
ne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, da3 £ und F' reelle
Vektorriume sind und daB gilt ®(0) = 0. Unter diesen stirkeren Annahmen zu-
sammen mit der Annahme dim £ > 2 folgern wir nun sogar die Linearitit von
®. Gegeben v, w € E linear unabhingig kann offensichtlich die von v und w auf-
gespannt Ursprungsebene dargestellt werden als die Vereinigung des Ursprungs
mit allen affinen Geraden, die durch einen Punkt von Rv und einen Punkt von Rw
laufen, so dal} also in Formeln ausgedriickt gilt

(v, w) = U (U, T) at

u€ERv, reRw

Gegeben v, w € F linear unabhingig miissen auch ®(v) und ®(w) linear unab-
hingig sein, da sonst die zwei verschiedenen Geraden Rv und Rw bijektiv auf
dieselbe Gerade abgebildet wiirden im Widerspruch zur Injektivitidt von ¢. Da ¢
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Geraden auf Geraden abbildet, folgt ((v,w)) = (®(v), P(w)). Von der mithin
von ¢ induzierten Bijektion

O : (v,w) = (P(v), P(w))

wissen wir aber nun bereits, da3 sie linear sein muf3, da3 also in Formeln ausge-
driickt gilt ®(u + x) = ®(u) + ®(z) und (A\u) = AP (u) fur alle v,z € (v, w)
und A € R. Da aber in einem Vektorraum der Dimension mindestens Zwei je
zweil Vektoren u, z in einem gemeinsamen zweidimensionalen Teilraum liegen,
zeigt das bereits die Linearitdt von ¢ selbst. [

Ergdnzung 3.3.5. Geht man den Beweis von Lemma 3.3.4 nocheinmal durch, so
erkennt man, dal} er auch die folgende feinere Aussage zeigt: Sind K, L Korper
und ist @ : K? — L? eine Injektion mit ®(0) = 0, unter der das Bild jeder affinen
Geraden wieder eine affine Gerade ist, so ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus und
es gibt einen Korperisomorphismus ¢ : K = L mit ®(\) = ¢(\)P(?) fiir alle
A € Kund v € K. Salopp gesprochen ist also unsere Abbildung @ , linear bis auf
einen Korperisomorphismus®. Geht man den Beweis von Lemma 3.3.4 ein drittes
Mal durch, so erkennt man, daf er dasselbe sogar zeigt fiir Schiefkdrper K, L
mit der MaBgabe, da wir unter Geraden in K? Teilmengen der Gestalt p + v K
verstehen fiir p, v € K? mitv # 0.

Ergdnzung 3.3.6 (Von der Geometrie zur Algebra). Geht man den Beweis von
Satz 3.3.1 im Lichte von 3.3.5 nocheinmal durch, so erkennt man, daf3 er auch die
folgende feinere Aussage zeigt: Haben zwei Strukturen (E, E,a) und (E, E’, a')
auf ein- und derselben Menge E als zweidimensionaler affiner Raum iiber Kérpern
K bezichungsweise K’ dieselben Geraden, so gilt E = E'undes gibt genau einen
Korperisomorphismus ¢ : K = K’ mit a(\,¥) = da'(p(N),?) fir alle A € K
und 7 € E. Flapsig gesagt kennt also ein weilles Blatt Papier zusammen mit ei-
nem Lineal bereits den Korper R der reellen Zahlen! Gegeben eine Menge £ von
,Punkten® und eine Teilmenge G C P(FE) ihrer Potenzmenge, deren Elemente
G € G ,,Geraden” heilen, kann man auch eine Liste von geometrisch sinnvollen
Forderungen angeben, die genau dann erfiillt sind, wenn unsere Menge £ so mit
der Struktur eines zweidimensionalen affinen Raums iiber einem Korper versehen
werden kann, daf3 G aus allen zugehorigen affinen Geraden besteht. Die einfachs-
ten dieser Forderungen sind, da3 durch je zwei verschiedene Punkte genau eine
Gerade gehen soll und daB sich je zwei Geraden in hochstens einem Punkt schnei-
den. Die zusitzlichen Forderungen werden in [EL] 5.1.2 besprochen. In dieser
Weise lassen sich die Korperaxiome [GR] 2.4.2 sogar geometrisch rechtfertigen.
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Wie man auf einer Gerade der Papierebene mit zwei verschiedenen als Null und
Eins ausgezeichneten Punkten zwei beliebige Punkte multipliziert, wenn man
nur ein Lineal zur Verfiigung hat, das aber ,,unendlich lang* ist in dem Sinne, daf3
man durch einen gegebenen Punkt die zu einer gegebenen Gerade parallele
Gerade zeichnen kann.
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3.4 Baryzentrische Koordinaten*

3.4.1. Gegeben ein affiner Raum E iiber einem Korper K der Charakteristik Null
char K = 0 und eine nichtleere endliche Teilmenge () # T' C E erklirt man den
Schwerpunkt Bar(7") von T als den eindeutig bestimmten Punkt Bar(7) = s €

E mit .
Z(e—s) =0

eeT
Das ist gleichbedeutend dazu, daB fiir einen und jeden Punkt p € F gilt

Yle=p)=) (e=p) =) (e—s)

eeT ecT ecT

und mit offensichlichen weiteren Umformungen sehen wir, daf3 es auch dquivalent

ist zur Identitét
> (e—p)=IT|(s —p)

eeT
Dal} zeigt einerseits die Eindeutigkeit des Schwerpunkts und andererseits auch
dessen Existenz, da wir ja einen Schwerpunkt s von 7' finden kénnen, indem wir
von einem beliebigen Punkt p € E ausgehen und s := p + |T|7' Y (e — p)
nehmen. Nach griechisch ,,fapvc* fiir ,,schwer* heil3t der Schwerpunkt auch das
Baryzentrum.

3.4.2. Gegeben ein Korper K, ein affiner Raum E iiber K, Punkte eg, ... e, € E
und Skalare Ay, ..., A\, € K mit \g + ...+ A\, # 0 erklédrt man allgemeiner den
Schwerpunkt

s = Bar((ep, \o), - - -, (€nys An))

der Punkte ¢; mit den Gewichten )\; durch die Bedingung Y, A\;(e; — s) = 0.
Ich lasse hier die Indize bei Null beginnen, um besonders deutlich zu machen, daf3
der Fall einer leeren Familie ausgeschlossen ist, auch wenn das unsere Bedingung
> A\ # 0 bereits impliziert. Um die Existenz und Eindeutigkeit des Schwerpunkts
mit Gewichten zu zeigen, priift man wie zuvor fiir jeden Punkt p € E, daB die
Schwerpunkteigenschaft von s € E gleichbedeutend ist zur Identitit

ZAi(ei —p) = (Z Ai) (s—p)

Daraus folgt analog wie im Fall ohne Gewichte die Existenz und Eindeutigkeit.

3.4.3 (Affines Erzeugnis als Menge von Schwerpunkten). Gegeben eine nicht-
leere Teilmenge 7' C FE eines affinen Raums kann ihr affines Erzeugnis offen-
sichtlich beschrieben werden als die Menge aller Schwerpunkte zu gewichteten
endlichen Teilmengen. Man erkennt das besonders leicht, indem man bei der zu-
vor gegebenen Beschreibung des Schwerpunkts p € 7" wihlt.
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3.4.4 (Eigenschaften des Schwerpunkts). Offensichtlich bleibt der Schwerpunkt
derselbe, wenn man alle Gewichte mit demselben von Null verschiedenen Korper-
element o € K™ multipliziert, in Formeln

Bar((eg, Ao), - - -, (én, A\n)) = Bar((eg, aXg), . . ., (en, a\,))

Offensichtlich bleibt der Schwerpunkt derselbe, wenn man Punkte mit Gewicht
Null weglaBt. Offensichtlich hiingt der Schwerpunkt auch im Fall einer nichtleeren
gewichteten Punktfamilie nicht von der Reihenfolge ab. Wir konnen also sinnvoll

Bar((ei, Ai)ier)

erkldren, wann immer (e;, \;);c; eine nichtleere Familie von gewichteten Punkten
ist und nur fiir endlich viele i € I gilt A; # 0 und zusitzlich ) ., A; # 0.

Definition 3.4.5. Eine Teilmenge eines affinen Raums heif3t affin unabhingig,
wenn sie nicht leer ist und sich keiner ihrer Punkte als gewichteter Schwerpunkt
von endlich vielen anderen ihrer Punkte schreiben 146t.

Definition 3.4.6. Eine Familie von Punkten eines affinen Raums heif3t affin un-
abhéngig oder ganz pedantisch affin unabhéngig als Familie, wenn sie nicht leer
ist und wenn sich fiir keinen Index der zugehorige Punkt als gewichteter Schwer-
punkt der Punkte zu endlich vielen anderen Indizes schreiben 146t.

Lemma 3.4.7 (Affine und lineare Unabhingigkeit). Gegeben eine nichtleere
Teilmenge T eines affinen Raums E sind gleichbedeutend.:

1. Die Menge T ist affin unabhdngig;

2. Es gibt einp € T derart, daf3 die Menge der Vektoren {t —p | t € T\p} in
E linear unabhdngig ist;

3. Fiiralle p € T ist die Menge {t — p | t € T\p} in E linear unabhiingig.
Analoges gilt fiir Familien.
Beweis. Ubung. 0

3.4.8. Sind ey, . .., e, paarweise verschiedene Elemente einer endlichen affin un-
abhingigen Teilmenge eines affinen Raums £/, so folgt aus

Bar((eg, Ao), - - -, (én, An)) = Bar((eo, tto), - - -, (€n, fin))

bereits, da es o € K* gibt mit u; = a\; Vi. LaBt sich ein Punkt als gewichteter
Schwerpunkt zu geeigneten Gewichten auf einer affin unabhéngigen Teilmenge
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Zwei fette Punkte der Gewichte 3 und 1 und ihr Schwerpunkt s nebst seiner
Bestimmung mithilfe eines beliebigen weiteren Punktes p.
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darstellen, so ist diese Darstellung mithin eindeutig, wenn wir zusitzlich Gesamt-
gewicht Eins fordern. Ist also in Formeln E ein affiner Raum und 7" C E ein affin
unabhiingiges Erzeugendensystem von £/, so liefert das Bilden der gewichteten
Schwerpunkte eine Bijektion

Hate KT | > e =1}y > E
> aqgt —  Bar((t, a;)ier)

Fiir p = Bar((¢, a;)) heifien die a; dann die baryzentrischen Koordinaten von p
in Bezug auf unser affin unabhingiges Erzeugendensystem 7'.

Ubungen

Ubung 3.4.9. Zeigen Sie, daB sich die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks in
einem Punkt schneiden, dessen baryzentrische Koordinaten in Bezug auf die drei
Ecken des Dreiecks jeweils (1/3) sind, und daB dieser Punkt alle drei Seitenhal-
bierenden in zwei Stiicke teilt, von denen eines doppelt so lang ist wie das Andere.
Kiir: Rechnen Sie nach, da3 dieser Punkt auch der Schwerpunkt des Dreiecks ist,
wenn sie es aus Papier ausschneiden. Das braucht aber eher analytische Fertigkei-
ten.

Ubung 3.4.10. Bestimmen Sie in R? die baryzenrischen Koordinaten des Punktes
(1,1,1) in Bezug auf die drei Vektoren der Standardbasis und den Ursprung.

3.5 Lineare und affine Ungleichungen*

Definition 3.5.1. Gegeben Punkte p, ¢ in einem affinen Raum £ iiber einem an-
geordneten Korper schreiben wir

p, gl ={p+AXg—p)|0<A<1}

und nennen diese Menge im Fall p # ¢ das die Punkte p und ¢ verbindende
Geradensegment.

Definition 3.5.2. Eine Teilmenge eines affinen Raums iiber einem angeordneten
Korper heiflt konvex, wenn sie mit je zwei Punkten auch das ganze diese verbin-
dende Geradensegment enthilt.

Definition 3.5.3. Sei F ein affiner Raum iiber einem angeordneten Korper. Of-
fensichtlich ist der Schnitt einer beliebigen Familie konvexer Teilmengen von £
wieder konvex. Gegeben eine Teilmenge 1 C FE bezeichnet man die kleinste
konvexe Teilmenge des fraglichen affinen Raums, die 7" umfaft, auch als die kon-
vexe Hiille von 7'. Natiirlich existiert solch eine kleinste konvexe Teilmenge, wir
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Eine nicht konvexe Teilmenge der Ebene und eine endliche Teilmenge der
Ebene, dargestellt durch fette Punkte, mit ihrer konvexen Hiille, dargestellt als
schraffierter Bereich.
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konnen sie etwa konstruieren als den Schnitt aller konvexen Teilmengen, die T’
umfassen. Wir verwenden fiir die konvexe Hiille von 7' die Notation

konv(T")

Beispiel 3.5.4. Gegeben zwei Punkte in einem affinen Raum iiber einem angeord-
neten Korper ist ihre konvexe Hiille genau das verbindende Geradensegment, in
Formeln [p, q] = konv(p, q).

Definition 3.5.5. Seien V' ein Vektorraum iiber einem angeordneten Korper und
T C V eine Teilmenge. Wir sagen, ein Vektor v € V lidBt sich aus 7' positiv
linear kombinieren, wenn er eine Darstellung

U:)\lt1++)\ntn

besitzt mit \; > O und ¢; € T und n > 0. Die leere Linearkombination mit
n = 0 verstehen wir hier wie immer als den Nullvektor, der sich also in unseren
Konventionen aus jeder Teilmenge positiv linear kombinieren 1463t. Die Menge
aller positiven Linearkombinationen aus Vektoren von 7" notieren wir (7).

3.5.6. Zum Beispiel ist die Menge der aus der Standardbasis des R? positiv linear
kombinierbaren Vektoren der abgeschlossene positive Quadrant: Die Punkte im
Inneren erhalten wir mit n = 2, die vom Ursprung verschiedenen Punkte auf den
Réndern mit n = 1 und den Ursprung mit n = 0. Statt a;; > 0 hétten wir in der
Definition also gleichbedeutend auch A\; > 0 schreiben kénnen. Wenn wir aber
im folgenden von einer positiven Linearkombination reden, so meinen wir stets
positive und nicht etwa nur nichtnegative Koeffizienten.

Proposition 3.5.7 (Satz von Caratheodory). Seien V' DO T ein Vektorraum iiber
einem angeordneten Korper mit einer ausgezeichneten Teilmenge. Ldfit sich ein
Vektor v € V aus T positiv linear kombinieren, so ldfst er sich bereits aus einer
linear unabhdingigen Teilmenge von 'I' positiv linear kombinieren.

Beweis. Seiv = \jv;+. ..+ \,v, eine Darstellung von v als positive Linearkom-
bination von Elementen von 7. Sie die v; linear abhingig, soist (A,...,\,) € k"
ein Punkt aus dem positiven Quadranten einer ganzen affinen Gerade von Losun-
gen. Der Punkt, an dem diese affine Gerade den positiven Quadranten verlat, ist
dann eine kiirzere Darstellung von v als positive Linearkombination von Elemen-
ten von 7. ]

Satz 3.5.8 (Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen). Ist V' ein Vektorraum iiber
einem angeordneten Korper und T’ C 'V ein endliches Erzeugendensystem, so gilt
fiir jeden Vektor v € V' genau eine der beiden folgenden Aussagen:
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Eine Menge T' = {ey, €2, e3} von drei Vektoren des Richtungsraums der
Papierebene, die bis auf ihre Bezeichnung nichts mit der Standardbasis des R3 zu
tun haben, sowie ein Vektor v auBerhalb der Menge ihrer positiven
Linearkombinationen, der sich nach unserem Satz durch eine Hyperebene ker a,
in diesem Fall die gestrichelt eingezeichnete Gerade, von unserer Menge aller
positiven Linearkombinationen abtrennen 146t.
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1. Der Vektor v ldfit sich aus 'T' positiv linear kombinieren;

2. Es gibt eine Linearform o € V' mit a(t) > 0Vt € T und a(v) < 0 und
der Eigenschaft, daf; ker a von seinem Schnitt mit 'T' erzeugt wird.

3.5.9. Lassen wir in unserem Satz die Forderung fallen, da$ die endliche Teilmen-
ge T' den Vektorraum V' erzeugt, so konnen wir ihn immer noch auf das Erzeugnis
von 7" anwenden und ein so gefundenes o dann irgendwie linear auf ganz V' fort-
setzen. Wir konnen wir dann nur nicht mehr sicherstellen, daf} ker o« von seinem
Schnitt mit 7" erzeugt wird.

3.5.10. Der Satz und der hier gegebene Beweis stammen von Weyl [Wey35]. Im
Fall des Grundkorpers R geht er bereits auf Farkas zuriick und hei3t mancherorts
das Lemma von Farkas. Eine algorithmische Darstellung des Beweises und mehr
zur praktischen Bedeutung unseres Satzes in der linearen Optimierung findet man
in [Sch86].

3.5.11 (Der Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen in Koordinaten). Spezia-
lisieren wir den Satz oder genauer 3.5.9 zu V = R", dessen Elemente wir als
Spaltenvektoren auffassen, und besteht unsere endliche Menge 7" aus den m Spal-
tenvektoren einer Matrix A € Mat(n x m;R), so folgt, daf fiir einen Spaltenvek-
torv=">b= (by,...,b,)" € R" genau eine der folgenden Aussagen gilt:

1. Es gibt einen Spaltenvektor x € (R>o)™ mit b = Ax;
2. Bsgibty = (y1,...,yn)" € R"mity’A € (R59)"undy'b < 0.

Unser « ist in diesem Fall der Zeilenvektor y" = (y1,...,y,).

3.5.12 (Variante zum Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen). Besteht unsere
endliche Menge 7" aus den m Spaltenvektoren einer Matrix C' € Mat(n x m;R)
und ihren Negativen sowie den Vektoren der Standardbasis, so erhalten wir aus
3.5.8, daB fiir einen Spaltenvektor b = (by,...,b,)" € R" genau eine der folgen-
den Aussagen gilt:

1. Es gibt einen Spaltenvektor x € R™ mit Cz < b in dem Sinne, daf} diese
Ungleichung koordinatenweise richtig ist;

2. Bsgibty = (y1,...,yn) € (Rso)"mity'C =0undy'b < 0.

Beispiel 3.5.13. Man denke sich einen Ikosaeder mit einer Ecke im Urprung, und
denke sich E als seine Eckenmenge. In diesem Fall hiitte die Menge der positiven
Linearkombinationen von Vektoren aus 7' die Gestalt eines eckigen Kegels mit
fiinf Flidchen, die iibrigends genau die Kerne der ,.extremen Stiitzen von 7™ aus
dem gleich folgenden Beweis sind.
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Eine Menge von fiinf Vektoren der Ebene, eingezeichnet als Pfeile, nebst der
Menge aller positiven Linearkombinationen von Teilmengen unserer fiinf
Vektoren, eingezeichnet als der kreuzweise schraffierte Bereich, zu dem auch der
gestrichelt eingezeichnete Rand hinzuzurechnen ist. Die beiden gestrichelt
eingezeichneten Geraden sind die Kerne extremer Stiitzen, in diesem Fall gibt es
bis auf Multiplikation mit positiven Skalaren genau zwei extreme Stiitzen.
Einfach schraffiert die Bereiche, auf denen jeweils eine dieser extremen Stiitzen
nichtnegativ ist.
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3.5.14 (Der Fall positiver Linearkombinationen unendlicher Mengen). Ge-
geben eine Gerade in der Ebene R?, die die Menge der Punkte mit rationalen
Koordinaten Q? nur im Nullpunkt trifft, betrachte man in Q? einen der beiden
zugehorigen Halbrdume mitsamt der Null. Dieser durch den Ursprung ergiinzte
Halbraum ist eine konvexe Teilmenge T' von Q?, die von iiberhaupt keinem Punkt
aus ihrem Komplement durch eine Gerade des Q-Vektorraums Q? getrennt wer-
den kann. Unser Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen ist also fiir unendliches 7'
im allgemeinen nicht mehr richtig. Betrachten wir jedoch abgeschlossene konvexe
Kegel 7" im Sinne von 3.6.1 in reellen Banach-Ridumen, so gibt es fiir jeden Vektor
v im Komplement eine stetige Linearform, die auf besagtem Kegel nichtnegativ
ist, auf dem Vektor aber negativ: Dieser Satz ist eine Variante der grundlegenden
Trennungssdtze aus der Funktionalanalysis, der sogenannten ,, Trennungssitze von
Hahn-Banach*.

Beweis. Eine Linearform o € V'\0 mit a(t) > 0 V¢t € T nennen wir eine
Stiitze von 7'. Wird zusitzlich ker « erzeugt von (ker o) NT', so nennen wir « eine
extreme Stiitze von 7. Wir notieren Ex(7") = Exy (7) die Menge der extremen
Stiitzen von 7'. Der Satz behauptet in diesen Notationen

(T)so={veV]aw)>0VaecEx(T)}

Die Inklusion C ist offensichtlich. Um auch D zu zeigen, argumentieren wir mit
vollstindiger Induktion iiber die Dimension. Im Fall dim V' = 0 bestehen beide
Seiten nur aus dem Nullvektor und unsere Aussage gilt. Im allgemeinen betrach-
ten wir einen festen Vektor v € V' und zeigen

(a(v) >0 Va e Ex(T)) =v € (T)so

durch eine Fallunterscheidung mit der Induktionsannahme.

Erster Fall: Es gibt eine extreme Stiitze o« € Ex(T") mit a(v) = 0. In diesem Fall
wenden wir die Induktionsannahme auf (7" N ker o) C ker v an. Dazu zeigen wir
zunichst, daB jede extreme Stiitze 5 € Exye, o(7 M ker o) Restriktion einer extre-
men Stiitze 3 € Ex(T) ist. Sicher LiBt sich ja 8 € (kera)T ausdehnen zu einer
Linearform 3 € V. Dann muf B+ua fiir hinreichend groBes 1 eine Stiitze von T’
sein und eine extreme Stiitze von 7', wenn wir p dabei kleinstmoglich wihlen. Fiir
dieses y ist B =B+ pa die gesuchte Ausdehnung von 3 zu einer extremen Stiitze
von 7T'. Insgesamt folgt mit der Induktionsannahme nun sogar v € (T' N ker o).

Zweiter Fall: Es gibt keine extreme Stiitze o € Ex(7T') mit a(v) = 0, aber es
gibt zumindest iiberhaupt eine extreme Stiitze § € Ex(T'). In diesem Fall finden
wir t € T mit 5(t) > 0 und betrachten das grofite A € k mit a(v — A\t) >
0 Va € Ex(T). Nach unseren Annahmen gibt es solch ein A und es gilt A\ > 0
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und v — At liegt im Kern einer extremen Stiitze. Der bereits behandelte Fall liefert
v — At € (T')~0 und es folgt sofort v € (T")~o.

Dritter Fall: Unsere Menge 7" hat iiberhaupt keine extremen Stiitzen Ex(T") = ().
In diesem Fall miissen wir (T)~o = V' zeigen. Wir diirfen V' # 0 annehmen und
withlen unter allen o € V "\ 0 mit ker o« = (T'Nker «) ein « aus, fiir das die Kardi-
nalitit von 77 = T («) := {t € T | a(t) > 0} groBtmdglich wird. Nach Annah-
me finden wir dennoch ein ¢t~ € 7" mit o(¢~) < 0 und diirfen ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit «(t~) = —1 annehmen. Dann betrachten wir die Projektion
m v v+ av)t” von V auf ker v ldngs ¢~. Hitte w(7") eine extreme Stiitze
B € Exiera(m(TF)), so konnten wir diese durch die Vorschrift 5(t~) = 0 fort-
setzen zu einer Linearform 5 € VT mit |7+ > 0 und 3(t~) = 0. Dann wire
auch ker 3 erzeugt von seinem Schnitt mit 7', im Widerspruch zur Wahl von «.
Also hat 7(7") keine extreme Stiitze und nach Induktionsvoraussetzung ldft sich
jeder Vektor aus ker «v positiv linear aus 7(7") kombinieren. Also 148t sich jedes
v € V schon mal aus 7' linear kombinieren unter der Einschrinkung, da3 nur
der Koeffizient vor ¢~ negativ sein darf. Weiter gibt es aber auch mindestens ein
tT € T mit a(t™) > 0, sonst wire ja —« eine extreme Stiitze von 7'. Schreiben
wir —t" in unserer eingeschriinkten Weise und wenden « an, so erkennen wir, dal
der Koeffizient von ¢~ positiv sein muf}. Nach geeigneter Umformung stellen wir
—t~ dar als positive Linearkombination von Elementen von 7. Damit 18t sich
nun offensichtlich jeder Vektor aus V' positiv linear aus 7, ja sogar aus 7 U {¢~ }
kombinieren. O

Proposition 3.5.15 (Satz von Caratheodory im Affinen). Ist &/ D T ein affiner
Raum iiber einem angeordneten Korper k mit einer ausgezeichneten Teilmenge,
so liegt jeder Punkt aus der konvexen Hiille von T bereits in der konvexen Hiille
einer endlichen affin unabhdngigen Teilmenge von T

Beweis. Jeder Punkt p € konv(7T') der konvexen Hiille von 7" 148t sich schrei-
ben als Schwerpunkt einer nichtleeren endlichen Teilmenge py, . .., p, mit po-
sitiven Gewichten Ag,..., A, und Ao + ... + A\, = 1. Sind unsere Punkte af-
fin abhéngig, so gehort diese Losung sogar zu einer ganzen affinen Gerade von
Losungen (X, ..., \,) € k"™, also von Tupeln mit der Summe Eins und mit

p = Bar((pi, \i))

Die Stelle, an der unsere affine Gerade den positiven Quadranten (k>o)”+1 ver-

1aBt, ist dann eine Darstellung von p als Schwerpunkt einer kleineren endlichen
Teilmenge mit positiven Gewichten. [
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Ein Kegel im Raum mit vier R y-Bahnen von extremen Stiitzen, deren Kerne
von den vier Flachen unseres Kegels erzeugt werden. Die obere viereckige
Fliache habe ich nur eingezeichnet, um das Bild plastischer aussehen zu lassen.
Unser ker v aus dem Beweis ist die Vorderflache.

Ein Schnitt durch obige Figur, der zeigen soll, wie man im Beweis die
fortgesetzte extreme Stiitze 7y in ker o zu einer extremen Stiitze 7’ verwackelt.
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Eine Menge von neun Punkten der affinen Ebene, eingezeichnet als fette Punkte,
nebst ihrer konvexen Hiille, einem unregelmifBigen Fiinfeck, zu dem auch der
gestrichelt eingezeichnete Rand hinzuzurechnen ist. Man erkennt, dal dieses

Fiinfeck wie in 3.5.17 besprochen in der Tat genau der Schnitt derjenigen
»abgeschlossenen Halbebenen* ist, die unsere neun Punkte umfassen und deren
,begrenzende Hyperebene®, in unserem Fall jeweils eine der gestrichelt
eingezeichneten Geraden, von ihrem Schnitt mit 7" affin erzeugt wird.
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[lustration zum Satz von Caratheodory. Die konvexe Hiille der sieben fetten
Punkte 7" ist das schraffierte Siebeneck, und jeder Punkt aus diesem Siebeneck
liegt in der Tat auf einem Dreieck, dessen drei Ecken Ecken unseres Siebenecks

sind.
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Korollar 3.5.16 (Hauptsatz iiber affine Ungleichungen). Ist T' ein endliches
Erzeugendensystem eines affinen Raums E iiber einem angeordneten Korper k,
so gilt fiir jedes p € I/ genau eine der beiden folgenden Aussagen:

1. Der Punkt p liegt in der konvexen Hiille von T';

2. Es gibt eine affine Abbildung o : E — kmit a(e) > 0 Ve € T und a(p) <0
und der Eigenschaft, daf} die Nullstellenmenge von o von ihrem Schnitt mit
T erzeugt wird.

3.5.17. Ist also E ein affiner Raum iiber einem angeordneten Korper und 7' C £
eine endliche Teilmenge, die unseren affinen Raum erzeugt, so ist die konve-
xe Hiille von 7' anschaulich gesprochen genau der Schnitt aller abgeschlosse-
nen Halbrdume, die 7" umfassen und deren begrenzende Hyperebene von ihrem
Schnitt mit 7" erzeugt wird. Diese Formulierung ist meiner Anschauung beson-
ders gut zugédnglich.

3.5.18. Eine Teilmenge eines affinen Raums iiber einem angeordneten Korper, die
die konvexe Hiille einer endlichen Teilmenge ist, heifit ein Polytop oder genauer
ein konvexes Polytop. Eine Teilmenge eines affinen Raums iiber einem angeord-
neten Korper, die man als Schnitt einer endlichen Familie abgeschlossener Halb-
rdume schreiben kann, heilt ein Polyeder oder genauer ein konvexer Polyeder.
In einem endlichdimensionalen affinen Raum iiber einem angeordneten Korper ist
in dieser Terminologie nach unserem Hauptsatz iiber affine Ungleichungen jedes
Polytop ein Polyeder.

3.5.19. Die Terminologie, die bei Wikipedia angegeben wird, ist etwas anders.
Insbesondere wird dort von Polytopen oder Polyedern nicht a priori die Konvexitét
gefordert.

Beweis. Wir identifizieren unseren affinen Raum mit einer affinen nichtlinearen
Hyperebene in einem Vektorraum. Das Korollar folgt dann unmittelbar aus dem
Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen 3.5.8. [l

3.6 Endlich erzeugte Kegel*

Definition 3.6.1. Ein Kegel in einem Vektorraum V' iiber einem angeordneten
Korper £ ist eine Teilmenge C' C V, die den Ursprung enthilt und stabil ist unter
der Multiplikation mit nichtnegativen Skalaren. Einen konvexen Kegel nennen wir
einen Konvexkegel. Ein Kegel, der keine Gerade umfaf3t, heift ein spitzer Kegel.

3.6.2. Auf Englisch sagt man cone fiir ,,Kegel*“ und strongly convex cone fiir
,»spitzer Konvexkegel“.
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3.6.3. Ein Teilmenge C' in einem Vektorraum V' iiber einem angeordneten Korper
k ist genau dann ein Konvexkegel, wenn sie den Ursprung enthilt und stabil ist un-
ter Addition und unter der Multiplikation mit nichtnegativen Skalaren. In Formeln
ausgedriickt kann ein Konvexkegel also charakterisiert werden als eine Teilmen-
ge C' C V mit den Eigenschaften 0 € C'und v,w € C = v+ w € C und
ve U= e CVAcks.

3.6.4. Natiirlich ist jeder Schnitt von Kegeln wieder ein Kegel und jeder Schnitt
von Konvexkegeln wieder ein Konvexkegel. Der kleinste Konvexkegel, der eine
gegebene Menge von Vektoren umfaflt, hei3t der von dieser Menge erzeugte Kon-
vexkegel. Er besteht genau aus allen Vektoren, die sich aus unserer Menge positiv
linear kombinieren lassen.

3.6.5. Man beachte den Unterschied zwischen dem von einer Menge erzeugten
Kegel und dem von derselben Menge erzeugten Konvexkegel.

Definition 3.6.6. Gegeben eine Teilmenge 7" C V eines Vektorraums iiber einem
angeordneten Korper definieren wir im Dualraum V' T unseres Vektorraums ihre
Polarenmenge 7° C V' " durch die Vorschrift

T°:={AeV'|Ae)<1 VeeT}

3.6.7. Die Polarenmenge eines Kegels C' ist offensichtlich ein Konvexkegel und
kann beschrieben werden durch die Formel

C°={AeV | Ac)<0 VeeC}

Die Polarenmenge eines Kegels nennt man auch den dualen Kegel. Dal} diese
Terminologie sinnvoll ist, zeigt der folgende Satz.

Satz 3.6.8 (von Farkas iiber duale Kegel). Ist C' ein endlich erzeugter Kon-
vexkegel in einem endlichdimensionalen Vektorraum V iiber einem angeordneten
Korper, so ist auch seine Polarenmenge C° C V' ein endlich erzeugter Konvex-
kegel und der Auswertungsisomorphismus V= V' 17 induziert eine Bijektion

Cc=C”

3.6.9. Ein Konvexkegel in einem Vektorraum iiber einem angeordneten Korper
heifit ein polyedrischer Konvexkegel, wenn er ein Polyeder ist, wenn er also als
Schnitt endlich vieler abgeschlossener Halbrdume geschrieben werden kann. In
einem endlichdimensionalen Vektorraum iiber einem angeordneten Korper sind
nach dem Satz von Farkas die endlich erzeugten Konvexkegel genau die polyedri-
schen Konvexkegel.
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Ein Konvexkegel und sein dualer Kegel im Richtungsraum P der Papierebene P,
den wir dazu vermittels eines unter allen Kongruenzbewegungen invarianten
Skalarprodukts ( , ) durch can : P = P', v+ (v, ) mit seinem Dualraum

identifiziert haben, so dal} wir erhalten

can” ' (C°) = {v | (v,c) <0 Vc e C}

Ein Punkt der Papierebene stellt dabei denjenigen Richtungsvektor dar, der vom
»Zentrum* unseres Bildes zum entsprechenden Punkt schiebt.

133



Beweis. Wir identifizieren im folgenden V' ' T und V vermittels des Auswertungs-
isomorphismus. Fiir jede Teilmenge 7" C V gilt " C 7°° und fiir einen endlich
erzeugten Konvexkegel C' haben wir nach dem Hauptsatz iiber lineare Unglei-
chungen 3.5.8 auch C' O C°°, mithin C' = C°°. Es bleibt nur zu zeigen, dall auch
C° ein endlich erzeugter Konvexkegel ist. Wir zeigen dazu erst einmal, daf} wir
endlich viele Gleichungen \;,...,\, € V' finden kénnen mit

C={veV |\ >0 Vi}

Sei in der Tat 7" C C ein endliches Erzeugendensystem unseres Konvexkegels
C. Erzeugt T' schon ganz V' als Vektorraum, so folgt unsere Behauptung aus dem
Hauptsatz tiber lineare Ungleichungen 3.5.8, genauer seiner allerletzten Aussa-
ge. Andernfalls gilt es eben, geeignete Linearformen, Ay, ..., A\s auf dem von C
erzeugten Untervektorraum W zu wihlen, diese auf V' fortzusetzen, und noch ge-
niigend auf W verschwindende Linearformen hinzuzunehmen. Die Linearformen
—A1, ..., =\, € VT erzeugen nun per definitionem einen Konvexkegel K C V'
mit K° = C. Wegen K = K°° = C° folgt, daB auch C° endlich erzeugt ist. [l

Korollar 3.6.10 (Charakterisierungen spitzer Konvexkegel). Fiir einen endlich
erzeugten Konvexkegel in einem endlichdimensionalen Vektorraum iiber einem an-
geordneten Korper sind gleichbedeutend:

1. Unser Konvexkegel ist spitz;

2. Es gibt eine Linearform auf unserem Vektorraum, die auf dem Konvexkegel
mit Ausnahme des Ursprungs echt positiv ist;

3. Die Polarenmenge unseres Konvexkegels erzeugt den Dualraum unseres
Vektorraums.

3.6.11. Die Bedingung ,.endlich erzeugt® ist hier wesentlich. Zum Beispiel wire
die Menge aller Punkt in Q? echt unterhalb der z-Achse mitsamt dem Ursprung
ein spitzer Konvexkegel, dessen Polarenmenge nicht den ganzen Dualraum er-
zeugt.

Beweis. Fiir einen beliebigen Kegel C' umfafit C° eine Gerade genau dann, wenn
C nicht den ganzen Raum erzeugt. Mit 3.6.8 folgt (1) < (3). Die Implikation
(2) = (1) ist offensichtlich. Um schlieBlich (3) = (2) zu zeigen wihlen wir nach
3.6.8 ein endliches Erzeugendensystem der Polarenmenge unseres Konvexkegels
und betrachten die Summe seiner Elemente. Verschwindet diese Summe an einem
Punkt des Kegels, so verschwinden dort tiberhaupt alle Linearformen auf unserem
Vektorraum und damit ist besagter Punkt der Ursprung. [
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Ubungen

Ubung 3.6.12 (Konvexe Hiille und Baryzentrum). Gegeben ein affiner Raum
E tiber einem angeordneten Korper und eine Teilmenge 7' C F ist die konvexe
Hiille von 7" genau die Menge aller Schwerpunkte zu nichtleeren endlichen mit
positiven Gewichten versehenen Teilmengen von 7.

Ubung 3.6.13. Man schreibe in Formeln und beweise: Ein System von endlich vie-
len homogenen linearen Ungleichungen iiber einem angeordneten Korper hat ge-
nau dann eine nichttriviale Losung, wenn es keine nichttriviale lineare Abhingig-
keit mit nichtnegativen Koeffizienten zwischen unseren Linearformen gibt.

Ubung 3.6.14 (Lineare Fortsetzung positivlinearer Abbildungen). Gegeben ein
Konvexkegel in einem Vektorraum iiber einem angeordneten Korper C' C V/, der
den ganzen Vektorraum erzeugt, in Formeln V' = (C'), ldft sich jede Abbildung
¢ : C'— W in einen weiteren Vektorraum mit p(v + w) = p(v) + p(w) sowie
o(aw) = ap(v) fir alle v,w € C und a > 0 auf genau eine Weise zu einer
linearen Abbildung V' — W fortsetzen. Wir nennen eine Abbildung ¢ : C — W
mit diesen Eigenschaften positivlinear.

Ergiinzende Ubung 3.6.15 (Duale Kegel unter Korpererweiterung). Seien X D
k ein angeordneter Korper mit einem Teilkorper, den wir mit der induzierten An-
ordnung versehen. Sei V' ein endlichdimensionaler k-Vektorraum, C' C V ein
endlich erzeugter Konvexkegel, und C'x C Vi der davon erzeugte Konvexkegel
im zu Skalaren K erweiterten Vektorraum Vi = V ®; K. So stimmt der duale
Kegel zum Kegel C; unter der kanonischen Identifikation (Vi)™ = (V1) iibe-
rein mit dem Erzeugnis in (V") des dualen Kegels C° C V' von C.. In Formeln
gilt also

(Ck)* = (C7)k

Ubung 3.6.16. Gegeben eine Teilmenge 7T’ eines affinen Raums iiber einem ange-
ordneten Korper k bezeichne konv(7T’) ihre konvexe Hiille. Ist 7" die Standardbasis
des k" und W C k" ein affiner Teilraum, so zeige man, daf} ein Punkt p extrem
ist im Schnitt W N konv(7") genau dann, wenn er fiir mindestens eine Teilmenge
T" C T der einzige Punkt von W N konv(7") ist.

Ubung 3.6.17. Sei k ein angeordneter Korper. Gegeben Kegel C, D in einem k-
Vektorraum gilt fiir die dualen Kegel offensichtlich (C' + D)° = C° n D°. Fir
endlich erzeugte Konvexkegel C', D in einem endlichdimensionalen k- Vektorraum
V' folgere man mit dem Satz 3.6.8 iiber duale Kegel

(CND)° =C°+D°

Gegeben endlich viele Linearformen o, . .., o, € V* hat insbesondere der Kon-
vexkegel C' := {v | a;(v) > 0 Vi} als dualen Kegel C° den Kegel aller negativen
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Linearkombinationen der «;, in Formeln

C° = {Zz LTLL'O[Z'| Z; S 0 VZ}

Ubung 3.6.18 (Starker Dualitiitssatz der linearen Optimierung). Ungleichun-
gen zwischen Vektoren des R™ oder R™ sind im folgenden stets komponenten-
weise zu verstehen. Seien A € Mat(n x m;R) und b € R" und ¢ € R™ gegeben.
Man zeige, daB fiir d € R gleichbedeutend sind:

1.

Unser d ist das Maximum der linearen Funktion z — ¢’z auf der Menge
{z e R™ | Az < b};

Unser d ist das Kleinste aller 6 € R mit
{reR™|c'z <6} D{reR™| Axr < b};

Unser d ist das Kleinste aller 6 € R mit
{(z.8) e R™ [ (cT] = 0)(7) <0} D {(z,t) e R™ | (1) (}) <0k

0 -1

Unser d ist das Kleinste aller 6 € R mit
Rso(—c|6) C {1 ) | (y,7) € R™, (y,7) < 0}

Unser d ist das Kleinste aller ¢ € R, fiir das y > 0 und v > 0 existieren mit
(—c™10) = (=y"Aly"b+7):

. Unser d ist das Minimum der linearen Funktion y +— y'b auf der Menge

{yeR"|y>0undc" =y"A}.

Beim Ubergang zwischen 3 und 4 benstigt man Ubung 3.6.17, die anderen Uber-
ginge sind elementar. Die Aquivalenz von 1 und 6 heift der starke Dualititssatz.
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[lustration zum starken Dualititssatz. Die Frage des Maximums wird iibersetzt
in eine Frage nach dem Enthaltensein von Kegeln und dualisiert durch Ubergang
zu den dualen Kegeln. Der duale Kegel zu einem Halbraum ist dabei ein Strahl.
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4 Zahlen

4.1 Konstruktion der natiirlichen Zahlen*

4.1.1. Im folgenden diskutiere ich die Beschreibung der natiirlichen Zahlen im
Rahmen der naiven Mengenlehre. Eine vollstindig tiberzeugende Diskussion die-
ser Struktur ist meines Erachtens nur im Rahmen der Logik mdglich. Mir féllt es
bei diesem Beweis besonders schwer, ihn an der Tafel zu entwickeln, da mir alle
darin gezeigten Aussagen eh offensichtlich scheinen und ich nie erinnern kann,
was an einer vorgegebenen Stelle des Beweisgangs bereits formal hergeleitet ist.

4.1.2. Fihrt man die Mengenlehre axiomatisch ein, so definiert man eine Menge
als unendlich, wenn es eine injektive aber nicht bijektive Abbildung von unserer
Menge in sich selbst gibt. Eine Menge heifit endlich, wenn sie nicht unendlich
ist. Die Existenz einer unendlichen Menge ist eines der Axiome der Zermelo-
Fraenkel-Mengenlehre, wir nennen es das Unendlichkeitsaxiom. Bei Zermelo
und Fraenkel ist diese Axiomatik noch formaler und priziser, aber so weit gehen
wir hier nicht.

4.1.3. Es ist klar, da} jede Menge mit einer unendlichen Teilmenge auch selbst
unendlich sein muf. Es folgt, daf} jede Teilmenge einer endlichen Menge wieder
endlich ist. Es ist klar, daB eine unendliche Menge unendlich bleibt, wenn wir
ihr ein Element wegnehmen: Wir kdnnen ja unsere injektive aber nicht bijekti-
ve Abbildung leicht so abidndern, daf} ein vorgegebenes Element auf sich selber
abgebildet wird. Es folgt, dal die Vereinigung einer endlichen Menge mit einer
einelementigen Menge wieder endlich ist.

Ergdnzung 4.1.4 (Maximale Elemente endlicher teilgeordneter Mengen). Jede
nichtleere endliche teilgeordnete Menge (£, <) besitzt mindestens ein maximales
Element. Diese Erkenntnis haben wir bereits mehrfach als intuitiv klar verwendet,
etwa im Beweis [AN1] 12.2.4.10 der Tatsache, dal zwischen je zwei verschie-
denen reellen Zahlen immer noch eine rationale Zahl liegt, oder beim Beweis
des Basisexistenzsatzes fiir endlich erzeugte Vektorriume 1.6.16, aber das war
noch vor der Formalisierung des Begriffs einer endlichen Menge. Etwas formaler
konnen wir durch Widerspruch argumentieren. In der Tat konnten wir andernfalls
eine Abbildung f : £ — F finden, die jedem Element ein echt groleres Element
zuordnet. Halten wir dann a € E fest, so erhielten wir eine injektive aber nicht
surjektive Abbildung von {x € E | 2 > a} zu sich selbst, und dieser Widerspruch
zeigt die Behauptung.

Satz 4.1.5 (Die natiirlichen Zahlen). 1. Es gibt Paare (N, s) aus einer Men-
ge N und einer injektiven Abbildung s : N — N derart, daf3 N\s(N) aus
einem einzigen Element o besteht und daf jede s-stabile Teilmenge von N,
die o enthdilt, bereits ganz N sein mufs;
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2. Sei (N, s) solch ein Paar. Ist dann (X, x, f) ein Tripel bestehend aus einer
Menge X, einem Element x € X und einer Abbildung f : X — X, so gibt
es genau eine Abbildung 1 : N — X mit (o) = x und Vs = fi;

3. Ein Paar (N, s) wie im ersten Teil ist im wesentlichen eindeutig bestimmt.
Ist genauer (N',s') ein weiteres derartiges Paar und {0o'} = N'\s'(N’),
so ist die eindeutig bestimmte Abbildung 1) : N — N’ mit ') = 1)s und
(o) = o eine Bijektion.

Versuch der graphischen
Darstellung einer Menge mit einer
injektiven aber nicht surjektiven
Abbildung in sich selbst.

oo —y s Do —3 -
o> > A7 )T

Do e > e t—> .« p—> 'I“—?-[—q T—>....
.\J
« &

4.1.6. Sobald der Satz bewiesen ist, halten wir ein derartiges Paar ein fiir allemal
fest, verwenden dafiir die Notation (N s), erlauben uns aufgrund der Eindeutig-
keit den bestimmten Artikel und nennen N die Menge der natiirlichen Zahlen.
Gegeben a € N heibt s(a) der Nachfolger oder genauer der unmittelbare Nach-
folger von a. Die Notation s steht fiir ,,successor. Wir vereinbaren fiir das ein-

deutig bestimmte Element von N, das kein Nachfolger ist und da3 oben o hieB,
die Notation 0 € N und die Bezeichnung Null.

4.1.7. Gegeben eine Menge X und zwei Abbildungen ¢, ¢ : N — X mit ¢)(0) =
¢(0) und (1 (b) = ¢(b)) = (¥ (s(b)) = ¢(s(b))) folgt ¢ = ¢. In der Tat bedeuten
unsere Annahmen, daf} die Teilmenge {b € N | )(b) = ¢(b)} das Element 0 € N
enthélt und stabil ist unter s und also aufgrund der charakterisierenden Eigenschaft
der natiirlichen Zahlen ganz N sein muf}. Diese Umformulierung der Definition
4.1.6 heif3t das Prinzip der vollstindigen Induktion.
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4.1.8. Die in diesem Satz gegebene Charakterisierung und die im folgenden Be-
welis durchgefiihrte Konstruktion der natiirlichen Zahlen gehen auf einen beriihm-
ten Artikel von Richard Dedekind zuriick mit dem Titel ,,Was sind und was sollen
die Zahlen?*. Eine alternative Charakterisierung besprechen wir in [AL] 5.2.2.

Beweis. 1. Nach dem Unendlichkeitsaxiom 4.1.2 finden wir eine Menge A nebst
einer injektiven Abbildung s : A < A und einem Element o € A\s(A). Unter
allen Teilmengen M C A mito € M und s(M) C M gibt es sicher eine kleinste,
nidmlich den Schnitt /V aller derartigen Teilmengen. Fiir diese gilt dann notwendig
N C {o}Us(N), dadie rechte Seite auch eine mogliche Teilmenge M mit unseren
Eigenschaften ist. Da die andere Inklusion eh klar ist, folgt N = {0} U s(N).
Damit haben wir ein mogliches Paar (V, s) gefunden.

2. Gegeben (X, z, f) wie oben betrachten wir die Gesamtheit aller Teilmengen
G C N x X mit (o,z) € Gund (n,y) € G = (s(n), f(y)) € G. Sicher gibt es
eine kleinste derartige Teilmenge G'1,;, = I', ndmlich den Schnitt aller moglichen
derartigen Teilmengen GG. Wir zeigen nun, dal I' der Graph einer Funktion ist.
Dazu betrachten wir die Teilmenge M aller m &€ N derart, dal es genau ein
y € X gibt mit (m,y) € I'. Sicher gilt o € M, denn gébe es y € X mit z # y und
(0,y) € I, so konnten wir (o, y) ohne Schaden aus I" entfernen im Widerspruch
zur Minimalitdt von I'. Ist dhnlich m € M, so zeigen wir in derselben Weise
s(m) € M. Also gilt M = N und I" ist der Graph einer Funktion f : N — X
mit den gewiinschten Eigenschaften. Finden wir eine weitere Funktion mit den
gewiinschten Eigenschaften, so ist deren Graph auch ein mogliches G und wir
folgernerst G O I'und dann G =T'.

3. Nach Teil 2 gibt es auch genau eine Abbildung ¢ : N' = N mit s = ¢s’ und
¢ : 0" — o. Nach Teil 2, diesmal der Eindeutigkeitsaussage, gilt dann ¢ = id
und ¢ = id. Also ist unser % in der Tat eine Bijektion. [

4.1.9. In unseren natiirlichen Zahlen (N, s) erkldren wir die Eins als den Nach-
folger der Null und setzen in Formeln

1:=5(0)

4.1.10 (Potenzen von Abbildungen). Sei (X, x, f) ein Tripel bestehend aus einer
Menge X, einem Element x € X und einer Abbildung f : X — X. Fiir die Werte
der Abbildung ¢ : N — X aus Teil 2 in 4.1.5 vereinbaren wir die Notation

S (@) = 1(n)

Unser f"(x) wird also in Formeln charakterisiert durch f°(z) = z und f*™(z) =
f(f™(x)). Indem wir es fiir alle z € X betrachten, erhalten wir fiir alle n € N
eine Abbildung

ff: X=X
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Wir nennen f" die n-te Potenz von f. Per definitionem gilt f° = id und f! = f.
Vollstiandige Induktion zeigt id" = id fiir alle n.

Lemma 4.1.11. Fiir alle n € N gilt n = s™(0).

Beweis. Wir argumentieren mit vollstandiger Induktion iiber n. Fiir n = 0 sind
beide Seiten 0 und die Behauptung stimmt. Gilt die Formel fiir ein n, so folgt
s(n) = s(s™(0)) = s*™(0) mit der ersten Gleichung durch Anwenden von s und
der zweiten nach der definitorischen Gleichung f(f"(z)) = f*™(z) fiir Potenzen
4.1.10. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 0

4.1.12 (Funktorialitit von Potenzen). Gegeben eine Abbildung & : X — Y und
Abbildungen f : X — X sowie g : Y — Y mit hf = gh gilt

hf" = g"h

fiir alle n € N. In der Tat reicht es, fiir alle z € X die Identitit b f"(x) = ¢"h(z)
zeigen. Beide Seiten sind aber als Funktionen von n Abbildungen ¢ : N — Y
mit demselben Wert ¢(0) = h(z) fir n = 0 und derselben charakterisierenden
Eigenschaft ¢)s = gi.

4.1.13 (Potenzregeln fiir kommutierende Selbstabbildungen). Gegeben Selbst-
abbildungen f,h : X — X einer Menge mit fh = hf folgern wir aus 4.1.12
unmittelbar i f* = f*h fir alle a € N und durch nochmaliges Anwenden dieser
Erkenntnis weiter f*h® = h® f® fiir alle a, b € N.

Definition 4.1.14. Fiir die Menge der natiirlichen Zahlen mit Nachfolgerabbil-
dung (N, s) aus 4.1.6 erkldren wir die Addition N x N — N, (a, b) — a+ b durch
die Vorschrift

a+b:=s%Db)

4.1.15. Wir finden 0 + b = s°(b) = id(b) = bund 1 + b = s(b) = s(b) fiir alle
b € N. Anderersits finden wir b + 0 = s°(0) = b nach Lemma 4.1.11.

Lemma 4.1.16. Die Addition von natiirlichen Zahlen ist eine kommutative Ver-
kniipfung mit der Null als neutralem Element.

Beweis. Aus der Potenzregel 4.1.13 folgt s%s® = s’s® fiir alle a, b € N. Werten wir
beide Seiten auf 0 aus, so erhalten wir mit 4.1.11 die Kommtativitiit s%(b) = s°(a).
DaB 0 ein neutrales Element ist, daf3 also gilt 0 + b = b = b + 0, das wissen wir
bereits aus 4.1.15. 0

Lemma 4.1.17 (Produkt von Potenzen und Addition). Gegeben eine Menge X
und eine Abbildung f : X — X sowie a,b € N gilt f*+> = fafb,
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4.1.18. Es folgt, daB} die Addition natiirlicher Zahlen assoziativ ist, denn gegeben
a,b,c € N finden wir s(3+9+¢ = (595b)5¢ = 595P5¢ = 59(sPs¢) = s2+(t+¢) und
Auswerten bei 0 liefert die Behauptung.

Beweis. Wir zeigen das durch vollstindige Induktion iiber a. Im Fall a = 0 ist es
klar. Fiir den Induktionsschritt wenden wir f an und finden von der Mitte ausge-
hend

fs(a)—i-b _ fs(a+b) — ffa-l—b _ f(fafb) — (ffa)fb _ fs(a)fb

Hier nutzen wir nach rechts die Assoziativitdt der Verkniipfung von Abbildungen
und nach links die Identitit s(a) + b = s°(@(b) = s(5%(b)) = s(a + b). O

Satz 4.1.19 (Eigenschaften der Addition natiirlicher Zahlen). Die Menge der
natiirlichen Zahlen wird mit der Verkniipfung + ein kommutatives Monoid, in dem
die Kiirzungsregel (a+b = c+b) = (a = ¢) gilt sowie die Regel (a+b = 0) =
(a=0b=0).

Beweis. Kommutativitit, neutrales Element und Assoziativitit haben wir bereits
in4.1.16 und 4.1.18 erledigt. Was unsere Kiirzungsregel angeht, enthilt fiir a # ¢
die Menge aller b mit a + b # ¢+ b sicher b = 0 und ist stabil unter s, enthilt also
alle b € N. Aus a + b = 0 folgt zu guter Letzt a = 0, weil ja sonst die Null gar
nicht im Bild der Abbildung (a+) : N — N liegt, und dann folgt auch b = 0 nach
der Kiirzungsregel. [

Satz 4.1.20 (Anordnung auf den natiirlichen Zahlen). Sei (N, s) die Menge der
natiirlichen Zahlen mit Nachfolgerabbildung aus 4.1.6 und Addition aus 4.1.19.
Die Relation < auf N gegeben durch die Vorschrift

(a <b) < (Ic€ Nmita+c=0b)

ist eine Anordnung auf N. Fiir diese Anordnung ist 0 € N das kleinste Element
und jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes Element.

Beweis. Bis auf die allerletzte Aussage folgt das alles leicht aus den in 4.1.19 ge-
zeigten Eigenschaften der Addition. Ist nun A C N eine Teilmenge ohne kleinstes
Element, so ist {n € N | n < a Va € A} stabil unter s und enthélt die Null, ist
also ganz N, und es folgt A = (). 0

Satz 4.1.21 (Zihlen endlicher Mengen). Eine Menge X ist genau dann endlich,
wenn es ein n € N und eine Bijektion N_,, = X gibt. Dies n ist dann wohlbe-
stimmt, heifst die Kardinalitit von X und wird n = | X| notiert.

Beweis. Das Zorn’sche Lemma liefert fiir jede Menge X ein maximales Paar be-
stehend aus einem a € N U {oco} und einer injektiven Abbildung N_, — X.
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Ist X endlich, so haben wir notwendig a # oo und unsere maximale injektive
Abbildung muf eine Bijektion N_, = X gewesen sein. Dal es eine Injektion
N., = N, nur fiir a < b geben kann, zeigt man leicht durch Induktion. Das
zeigt die Eindeutigkeit von n. Dal umgekehrt auch alle Mengen N_,, endlich sind,
sollen Sie als Ubung 4.1.36 selber zeigen. [

Lemma 4.1.22 (Potenzen einer Verkniipfung kommutierender Abbildungen).
Gegeben Abbildungen f,qg : X — X mit fg = gf gilt fiir alle a € N die Identitiit

(fg)* = fg

Beweis. Durch vollstindige Induktion. Der Fall a = 0 ist offensichtlich. Fiir den
Induktionsschritt verwenden wir die Assoziativitdt der Verkniipfung von Abbil-
dungen implizit, schalten wir fg auf beiden Seiten nach und entwickeln mit der
Funktorialitdt von Potenzen 4.1.12 von der Mitte ausgehend

(f9)*™ = (fo)(f9)" = faf'g" = ffig99" = @ g"® O

Lemma 4.1.23 (Iterierte Potenzen). Gegeben eine Abbildung f : X — X gilt
fiir alle a, b € N die Identitdt

(/)" =)

Beweis. Induktion iiber a. Der Fall a = 0 ist offensichtlich. Fiir den Induktions-
schritt schalten wir auf beiden Seiten f° nach und finden von der Mitte ausgehend

(PO = (£ = () = £ = (1)

Nach links haben wir dabei die Regel 4.1.22 fiir Potenzen einer Verkniipfung kom-
mutierender Abbildungen verwendet. Das Kommutieren von f und f folgt aus
der Funktorialitit 4.1.12 von Potenzen. [

Satz 4.1.24 (Multiplikation natiirlicher Zahlen). Sei (N, s) die Menge der na-
tiirlichen Zahlen mit Nachfolgerabbildung aus 4.1.6 und bezeichne + ihre Additi-
on aus 4.1.19. Die Verkniipfung

(a,b) = ab=a-b:= (b+)*(0)

ist kommutativ mit neutralem Element dem Nachfolger 1 = s(0) der Null. Weiter
folgt aus a # 0 und b # 0 bereits ab # 0.

4.1.25 (Produkt mit Null). Wir folgern a - 0 = (04)*(0) = id*(0) = id(0) = 0
wegen der Neutralitdt von Null fiir die Addition und unseren Erkenntnissen 4.1.10
zu Potenzen der Identitét.
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Beweis. Per definitionem gilt (b+) = s°, also ab = (b+)%(0) = (s°)%(0). Sind
weder a noch b Null, so ist das ein echter Nachfolger der Null und folglich nicht
Null. Die Kommutativitit der Multiplikation erhalten wir, indem wir die Identitéit
(52)° = (s°)® aus 4.1.23 auf 0 anwenden. Um die Eins als neutral zu erkennen,
erinnern wir (14+) = s aus 4.1.15 und rechnen a - 1 = (1+)%(0) = s*(0) = a.
Mit der Kommutativitit der Multiplikation folgt, da3 1 in der Tat neutral ist fiir
die Multiplikation. [

Lemma 4.1.26 (Iterierte Potenzen und Multiplikation). Gegeben eine Abbil-
dung f: X — X und a,b € N gilt (f*)* = f.

Beweis. Induktion iiber a. Im Fall a = 0 ist die Aussage klar wegen unseren Er-
kenntnissen f° = id und id® = id aus 4.1.10 und dem Verschwinden des Produkts
mit Null 4.1.25. Fiir den Induktionsschritt rechnen wir b+ab = (b+)((b+)*(0)) =
(b+)*@(0) = s(a)b und damit

(fs(a)>b _ (ffa)b _ fb(fa)b _ fbfzzb — fb+ab — fs(a)b

nach Definition, der Regel fiir Potenzen von Verkniipfungen 4.1.22, der Induk-
tionsannahme und der Regel fiir Produkte von Potenzen 4.1.17. Wir verwenden
dabei implizit unsere stehende Vereinbarung ,,Punkt vor Strich®. O]

4.1.27 (Assoziativitit der Multiplikation). Gegeben a, b, c € N finden wir mit
unserer Formel fiir iterierte Potenzen 4.1.26 von der Mitte ausgehend die Identitét

Sa(bc) _ (Sa)bc _ ((Sa>b)c _ (Sab)C _ S(ab)c

Wenden wir beide Seiten auf 0 € N an, ergibt sich mit 4.1.11 wie gewiinscht die
Assoziativitdt der Multiplikation a(bc) = (ab)c. Unter der Multiplikation ist N
also ein kommutatives Monoid mit der Eins als neutralem Element.

4.1.28 (Distributivgesetz). Wir finden mit unseren Regeln zum Produkt von Po-
tenzen 4.1.17 beziehungsweise zu iterierten Potenzen 4.1.26 die Identitdten

SabJrac — Sabsac — (Sa)b(sa>c — (Sa)bJrc — Sa(bJrc)

Das Distributivgesetz ab + ac = a(b + c) ergibt sich, indem wir beide Seiten auf
die Null anwenden und 4.1.11 beachten.

4.1.29. Zusammenfassend haben wir so auf unserer Menge mit Nachfolgerabbil-
dung (N, s) ein Element Null ausgezeichnet als das einzige Element, das kein
Nachfolger ist, und ein Element Eins als dessen Nachfolger. Wir haben weiter auf
N eine Addition und Multiplikation eingefiihrt und gezeigt, da} beide assoziative
und kommutative Verkniipfungen sind mit neutralen Elementen Null beziehungs-
weise Eins und daf} das Distributivgesetz gilt.
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4.1.30 (Potenzgesetze). Gegeben ein multiplikativ notiertes Monoid M und a €
N erkldren wir fiir jedes m € M seine a-te Potenz

ma = (m-)“(lM)

als den Wert der a-ten Potenz der Linksmultiplikation mit m auf dem neutralen
Element. Sie diirfen als Ubung zeigen, daB es am Ergebnis nichts #ndert, wenn
wir stattdessen mit der Rechtsmultiplikation arbeiten. Im Spezialfall des Monoids
Ens(X) aller Selbstabbildungen einer Menge erhalten wir unsere Potenzen von
Selbstabbildungen aus 4.1.6 zuriick. Gegeben ein multiplikativ notiertes Monoid
M {bersetzen sich unsere Regeln fiir das Potenzieren von Selbstabbildungen in
die Regeln m® = 1, m* = m, m**® = m*m?®, (m*)®* = m? und, im Fall von
kommutierenden m, n € M, die Zusatzregel (mn)® = m®n® in unserem Monoid.
Im Fall eines additiv notierten Monoids, das nach unseren Konventionen stets als
kommutativ angenommen wird, erhalten wir dahingegen die Regeln Om = 0,,,
Im = m, (a + b)m = am + bm, b(am) = (ab)m und a(m + n) = am + an.
All diese Regeln gelten insbesondere auch fiir N selbst, auf dem wir ja sogar zwei
Strukturen als kommutatives Monoid erklirt hatten, die additive und die multi-
plikative Struktur. Letztere Formeln hatten wir in diesem Fall auch bereits zuvor
bereits gezeigt.

Satz 4.1.31 (Teilen mit Rest). Sei (N, s) die Menge der natiirlichen Zahlen mit
Nachfolgerabbildung und Addition, Multiplikation und Anordnung wie in 4.1.24
und 4.1.20. Gegeben a,b € N mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte c,d € N mit
a=bc+dundd <b.

Beweis. Ubung. O

4.1.32. Sei (N, s) die Menge der natiirlichen Zahlen mit Nachfolgerabbildung und
0 wie vereinbart das eindeutig bestimmte Element, das kein Nachfolger ist. Die
Nachfolger von 0 notieren wir der Reihe nach 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 und nennen sie
Eins, Zwei, Drei, Vier, Fiinf, Sechs, Sieben, Acht, Neun. Den Nachfolger von
Neun nennen wir Zehn und notieren ihn vorerst Z € N. Dann vereinbaren wir fiir
ap,ay,...,a, €{0,1,...,9} die Dezimaldarstellung

Q. ..a1a9 = a, 2" + ...+ a1 Zt + agZ°

So erhalten wir insbesondere fiir unsere natiirliche Zahl Zehn die Dezimaldar-
stellung Z = 10 = 1Z' + 0Z°. Wenn ganz allgemein eine endliche Folge der
Symbole 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9 ohne Punkt und Komma nebeneinandersteht und
nichts anderes gesagt wird, ist davon auszugehen, daf} eine natiirliche Zahl in De-
zimaldarstellung gemeint ist. In diesem Kontext diirfen Multiplikationssymbole
natiirlich nicht, wie sonst tiblich, einfach weggelassen werden. SchlieBlich gilt es
zu zeigen, daf jede natiirliche Zahl eine eindeutig bestimmte Dezimaldarstellung
hat mit » > 0 = a, # 0, was wieder dem Leser zur Ubung iiberlassen sei.
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4.1.33 (Zahldarstellungen). Gegeben eine beliebige natiirliche Zahl b > 1 hat
jede natiirliche Zahl n genau eine Darstellung der Form

n=ab" +...4+ab" + agh®

mit ag, ay,...,a, € {0,1,...,b—1}und r > 0 = a, # 0. Wenn wir Symbole
alias Ziffern fiir die Elemente dieser Menge vereinbaren, so konnen wir die Se-
quenz von Ziffern a, ... aq als Darstellung der Zahl n interpretieren. Wir sagen
dann auch, sie stelle n im b-adischen System dar und schreiben

Q... a9 = [ap,... a0y =n

Wenn aber ganz links nicht eine Darstellung zur Basis zehn gemeint sein sollte,
muf man das deutlich dazusagen. Das zehnadische Sytem heifit das Dezimalsys-
tem und man spricht dann auch von der Dezimaldarstellung einer natiirlichen
Zahl und wir haben etwa

2,5, 5]10 = 255

Bei b < 10 wihlt man als Ziffern meist die ersten b iiblichen Ziffern des Dezimal-
systems. Das 2-adische Sytem heillit das Dualsystem und man spricht dann auch
von der Binidrdarstellung einer natiirlichen Zahl. So wire

1010 = [1,0,1,0], = 2° + 2 = 10

die Darstellung der Zahl Zehn im Dualsystem, wo ganz links dazugesagt wer-
den muB, daf} 1010 als Bindrdarstellung gemeint ist. Gebriduchlich sind auch Dar-
stellungen im 16-adischen Sytem alias Hexadezimalsystem mit den iiblicherwei-
se verwendten Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A, B, C, D, E, F. So hitten wir zum
Beispiel

FF = [F,F]ig = 15- 16 + 15 = 255

und miissen ganz links dazusagen, dal F'F' als Hexadesimaldarstellung gemeint
ist. Wenn aber in so einer Ziffernfolge die ersten sechs Buchstaben des Alphabets
als GroBbuchstaben auftauchen, liegt der Verdacht einer Zahl in Hexadesimaldar-
stellung nahe.

Ubungen

Ubung 4.1.34. Man zeige, daB gilt s(a) # a fiir alle a € N.
Ubung 4.1.35. Man fiihre den Beweis fiir das Teilen mit Rest 4.1.31 aus.

Ubung 4.1.36. Man zeige, daB die Vereinigung einer endlichen Menge mit einer
einelementigen Menge wieder endlich ist. Man zeige durch vollstindige Induktion
iiber a, daB fiir alle a € N die Menge N_, := {n € N | n < a} endlich ist. Das
vervollstidndigt den Beweis von Satz 4.1.21 tiber das Zihlen endlicher Mengen.
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Ubung 4.1.37. Gegeben eine endliche Menge X und eine Abbildung f : X — X
und z € X zeige man, daB es natiirliche Zahlen n # m gibt mit f"(z) = f™(x).
Ist also X eine nichtleere endliche Menge und f : X — X eine Abbildung, so
gibtesy € X und r > 1 mit " (y) = y.

Ubung 4.1.38. Gegeben eine Menge X und eine Abbildung f : N x X — X und

ein Element ¢ € X gibt es genau eine Folge N — X, n — =z, mit xg = a und
Tpi1 = f(n,x,) Yn € N.

Ubung 4.1.39. Gegeben ein multiplikativ notiertes Monoid M und a € N zeige
man (m-)*(1y) = (+m)*(1p)-

Ubung 4.1.40. Man zeige die Iterationsregeln [GR] 2.1.17 fiir Mengen mit einer
assoziativen Verkniipfung.

4.2 Aquivalenzrelationen und ganze Zahlen

4.2.1. Unter einer Relation R auf einer Menge X verstehen wir wie in 1.4.2 eine
Teilmenge R C X x X des kartesischen Produkts von X mit sich selbst, also
eine Menge von Paaren von Elementen von X. Statt (x,y) € R schreiben wir in
diesem Zusammenhang meist z Ry.

Definition 4.2.2. Eine Relation R C X x X auf einer Menge X heiBt eine Aqui-
valenzrelation, wenn fiir alle Elemente x, y, z € X gilt:

1. Transitivitit: (r Ry und yRz) = xRz;
2. Symmetrie: xRy < yRx;
3. Reflexivitit: zRx.

4.2.3. Ist eine Relation symmetrisch und transitiv und ist jedes Element in Relati-
on zu mindestens einem weiteren Element, so ist unsere Relation bereits reflexiv.
Ein Beispiel fiir eine Relation, die symmetrisch und transitiv ist, aber nicht refle-
xiv, wiire etwa die ,,leere Relation* R = () auf einer nichtleeren Menge X # ().

Beispiel 4.2.4. Gegeben eine Abbildung f : X — Z erhalten wir eine Aquiva-
lenzrelation auf X durch die Vorschrift (z ~ y) < (f(x) = f(y)). Die Aquiva-
lenzlassen sind dann genau die nichtleeren Fasern von f. Wir werden demnichst
zeigen, daB jede Aquivalenzrelation auf diese Weise beschrieben werden kann.

4.2.5. Gegeben eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X betrachtet man fiir
r € X die Menge A(x) := {# € X | z ~ z} und nennt sie die Aquivalenz-
klasse von z. Eine Teilmenge A C X heiBt eine Aquivalenzklasse fiir unsere
Aquivalenzrelation genau dann, wenn es ein € X gibt derart, daB A = A(z)
die Aquivalenzklasse von z ist. Ein Element einer Aquivalenzklasse nennt man
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auch einen Reprisentanten der Klasse. Eine Teilmenge Z C X, die aus jeder
Aquivalenzklasse genau ein Element enthiilt, heiBt ein Repriisentantensystem.
Aufgrund der Reflexivitit gilt z € A(z), und man sieht leicht, daf fiir z,y € X
die folgenden drei Aussagen gleichbedeutend sind:

1. z ~y;
2. Alz) = Aly);
3. A(z) N A(y) # 0.

4.2.6. Gegeben eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X bezeichnen wir die
Menge aller Aquivalenzklassen, eine Teilmenge der Potenzmenge P (X ), mit

(X/~) = {A(z) |z € X}

und haben eine kanonische Abbildung can : X — (X/~), z — A(zx). Diese
kanonische Abbildung ist eine Surjektion und ihre Fasern sind genau die Aquiva-
lenzklassen unserer Aquivalenzrelation.

427. Ist f : X — Z eine Abbildung mit z ~ y = f(z) = f(y), so gibt es nach
der universellen Eigenschaft von Surjektionen [GR] 1.5.11 genau eine Abbildung
f:(X/~) — Zmit f = f ocan. Wir zitieren diese Eigenschaft manchmal als
die universelle Eigenschaft des Raums der Aquivalenzklassen. Sagt man, eine
Abbildung ¢ : (X/~) — Z sei wohldefiniert durch eine Abbildung f : X — Z,
so ist gemeint, daB f die Eigenschaft + ~ y = f(z) = f(y) hat und daB man
g = f setzt.

4.2.8. Gegeben auf einer Menge X eine Relation & C X x X gibt es eine kleins-
te Aquivalenzrelation T C X x X, die R umfaBt. Man kann diese Aquivalenz-
relation entweder beschreiben als den Schnitt aller Aquivalenzrelationen, die R
umfassen, oder auch als die Menge 7" aller Paare (z,y) derart, daB es einn > 0
gibt und Elemente ©z = x¢,x1,...,2, = y von X mit x, Rz, | oder x, iRz,
fiir alle » mit 1 < v < n. Wir nennen 7" auch die von der Relation R erzeugte
Aquivalenzrelation auf X .

Beispiel 4.2.9. Denken wir uns die Menge X als die ,,Menge aller Tiere* und
R als die Relation ,.kénnten im Prinzip miteinander fruchtbaren Nachwuchs zeu-
gen®, so wiren die Aquivalenzklassen unter der von dieser Relation erzeugten
Aquivalenzrelation eine mathematische Fassung dessen, was Biologen unter einer
,,Tierart® verstehen wiirden.

Beispiel 4.2.10. Gegeben eine Menge X und eine Abbildung f : X — X be-
trachten wir die von der Relation f(z) ~ z erzeugte Aquivalenzrelation. Man
zeigt unschwer, daB sie explizit beschrieben werden kann durch

(z ~y) < (Fm,n € Nmit f*(z) = f"(y)).
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Beispiel 4.2.11. Gegeben M D N ein kommutatives Monoid mit einem Unter-
monoid erhilt man eine Aquivalenzrelation auf der Menge M x N durch die
Vorschrift

(a,s) ~ (b,t) < (Ir € N mit atx = bsx)

Hier sind Symmetrie und Reflexivitit offensichtlich. Um die Transitivitét zu priifen,
miissen wir etwas rechnen: Gilt auBerdem (b,t) ~ (c,r), also bry = cty fiir ein
y € N, so folgt atzry = bsxry = ctysx und damit in der Tat (a, s) ~ (¢, 7). Die
Menge der Aquivalenzklassen notieren wir

N'M:=(M x N)/~

und notieren s\a die Aquivalenzklasse von (a, s). Man priift, daB es auf N~1\/
eine Verkniipfung gibt mit (s\a)(t\b) = (st\ab) und daB N~'M mit dieser Ver-
kniipfung ein kommutatives Monoid wird und can : M — N~ M gegeben durch
a — 1\a ein Monoidhomomorphismus, unter dem jedes s € N auf ein inver-
tierbares Element von N 1M abgebildet wird. Offensichtlich ist can genau dann
ein Injektion M < N~'M, wenn N aus kiirzbaren Elementen von M besteht.
SchlieBlich induziert das Vorschalten von can fiir jedes weitere Monoid L eine
Bijektion

Mon(N~'M, L) = {¢ € Mon(M, L) | o(N) C L*}

wir sagen, das Monoid N~'M ,gehe aus M durch formales Invertieren der Ele-
mente von N hervor®. Im Spezialfall N = M ist insbesondere M~ M stets eine
Gruppe. Sie hei3it die einhiillende Gruppe des kommutativen Monoids M.

4.2.12 (Konstruktion des Rings der ganzen Zahlen). Die einhiillende Grup-
pe unseres Monoids (N, +) der natiirlichen Zahlen aus 4.1.19 heif3it die additive
Gruppe

Z

der ganzen Zahlen. Aufgrund der Kiirzungsregel 4.1.19 ist die kanonische Abbil-
dung in diesem Fall eine Injektion N — Z. Man priift leicht, dal wir auf Z eine
Anordnung erhalten durch die Vorschrift (a < b) < (Es gibt ¢ € N mit a+c = b).
Diese Anordnung hat die Eigenschaft (¢ < b) = (a +2 < b+ z) und N = Z>,.
Nach 4.1.24 induziert unsere Multiplikation auf Z> eine Multiplikation auf Z-
und diese ist nach 4.1.28 distributiv iiber der Addition. Aus [AN1] 12.2.4.6 folgt
dann schlieBlich, daf} sich unsere Multiplikation auf Z-, aus 4.1.24 auf eine und
nur eine Weise zu einer kommutativen und iiber + distributiven Multiplikation
auf Z fortsetzen lat. Von dieser Multiplikation ist a posteriori dann auch klar,
dal} sie unsere Multiplikation auf N D Z., fortsetzt. Wenn wir in 5.1.1 lernen,
was ein ,,Ring* ist, werden sich unsere ganzen Zahlen mit dieser Addition und
Multiplikation als eines der ersten Beispiele fiir einen Ring erweisen.
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Erginzung 4.2.13. Gegeben Relationen R C X x X und S C Y x Y ist auch das
Bild von (R x S) C (X x X)X (Y xY") unter der durch Vertauschen der mittleren
Eintrige gegebenen Identifikation (X x X) x (Y xY) 5 (X xY) x (X xY)
eine Relation. Wir notieren diese Relation auf dem Produkt kurz R x S. Sind R
und S Aquivalenrelationen, so auch R x S.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 4.2.14. Ist G eine Gruppe und H C G x G eine Untergruppe,
die die Diagonale umfaBt, so ist H eine Aquivalenzrelation.

4.3 Untergruppen der Gruppe der ganzen Zahlen

Definition 4.3.1. Eine Teilmenge einer Gruppe heifit eine Untergruppe, wenn sie
abgeschlossen ist unter der Verkniipfung und der Inversenbildung und zusitzlich
das neutrale Element enthilt. Ist G' eine multiplikativ geschriebene Gruppe, so ist
eine Teilmenge U C G also eine Untergruppe, wenn in Formeln gilt: a,b € U =
abeU,acU =a'eUsowiel eU.

Ergdnzung 4.3.2. Nach der reinen Lehre sollte eine Teilmenge einer Gruppe eine
,Untergruppe‘ heilen, wenn sie so mit der Struktur einer Gruppe versehen werden
kann, daf die Einbettung ein Gruppenhomomorphismus wird. Da diese Definition
jedoch fiir Anwendungen erst aufgeschliisselt werden muf}, haben wir gleich die
aufgeschliisselte Fassung als Definition genommen und iiberlassen den Nachweis
der Aquivalenz zur Definition nach der reinen Lehre dem Leser zur Ubung.

Beispiele 4.3.3. In jeder Gruppe ist die einelementige Teilmenge, die nur aus dem
neutralen Element besteht, eine Untergruppe. Wir nennen sie die triviale Unter-
gruppe. Ebenso ist natiirlich die ganze Gruppe stets eine Untergruppe von sich
selber. Gegeben ein Vektorraum V' ist die Menge aller Automorphismen eine Un-
tergruppe Aut(V') C Ens™ (V') der Gruppe aller Permutationen der zugrundelie-
genden Menge.

Satz 4.3.4 (Untergruppen der additiven Gruppe Z der ganzen Zahlen). Jede
Untergruppe H C Z ist von der Form H = mZ fiir genau ein m € N. Die
Abbildungsvorschrift m — mZ liefert mithin eine Bijektion

N 5 {H CZ| H ist Untergruppe von 7.}

Beweis. Im Fall H = {0} ist m = 0 die einzige natiirliche Zahl mit H = mZ.
Gilt H # {0}, so enthélt H echt positive Elemente. Sei dann m € H das kleinste
echt positive Element von H. Wir behaupten // = mZ. Die Inklusion H D mZ
ist hier offensichtlich. Aber gibe es n € H \ mZ, so konnten wir n mit Rest teilen
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durch m und also schreiben n = ms + r fiir geeignete s,7 € Zmit 0 < r < m.
Es folgte r = n — ms € H im Widerspruch zur Minimalitit von m. Das zeigt die
Surjektivitit unserer Abbildung. Die Injektivitit ist offensichtlich. O

4.3.5. Der Schnitt iiber eine beliebige Familie von Untergruppen einer gegebenen
Gruppe ist selbst wieder eine Untergruppe. Fiir eine Teilmenge 7' einer Gruppe G
definieren wir die von 7' erzeugte Untergruppe

(T)c G

als die kleinste Untergruppe von G, die 7" umfaf3t. Natiirlich gibt es so eine kleinste
Untergruppe, ndmlich den Schnitt iiber alle Untergruppen von G, die 7" umfassen.
Fiir T # () konnen wir (T') konkret beschreiben als die Menge aller endlichen Pro-
dukte von Elementen aus 7" und deren Inversen. Fiir 7' = () besteht (") dahingegen
nur aus dem neutralen Element. Ist 7" durch einen Ausdruck in Mengenklammern
gegeben, so lassen wir diese meist weg und schreiben also zum Beispiel kiirzer
(ay,...,ay) statt ({aq,...,a,}). Ob der Ausdruck (T') in einem speziellen Fall
die von einer Menge 7' erzeugte Untergruppe oder vielmehr die von der einele-
mentigen Menge mit einzigem Element 7' erzeugte Untergruppe meint, muf3 der
Leser meist selbst aus dem Kontext erschlieBen. Schreiben wir jedoch (), so ist
stets zu verstehen, dafl 7" eine Menge von Erzeugern und nicht einen einzelnen
Erzeuger meint.

4.3.6. Ist V ein k-Vektorraum und 7' C V eine Teilmenge, so muf} der Leser von
nun an aus dem Kontext erschlieBen, ob mit (7") die von T erzeugte Untergruppe
oder der von 7" erzeugte Untervektorraum gemeint ist. Zur Unterscheidung schrei-
ben wir manchmal (7T")7 fiir die von 7" erzeugte Untergruppe und (7'), fiir den von
T erzeugten Untervektorraum.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 4.3.7. Eine endliche nichtleere Teilmenge einer Gruppe, die
mit je zwei Elementen auch die Verkniipfung der beiden enthilt, ist notwendig
bereits eine Untergruppe.

Ubung 4.3.8. Sind H, K C G zwei Untergruppen einer Gruppe mit H N K = 1,
so induziert die Verkniipfung eine Injektion H x K — G.

Ubung 4.3.9. Wieviele Untergruppen hat die additive Gruppe eines zweidimensio-
nalen Vektorraums tiber dem Korper mit zwei Elementen? Wieviele Untergruppen
hat die additive Gruppe eines n-dimensionalen Vektorraums iiber dem Korper mit
zwel Elementen?

Ergiinzende Ubung 4.3.10. Sei G eine Gruppe und ¢ : G — G ein Gruppenho-

momorphismus. Man zeige: Gilt fiir ein n € N die Geichheit ker ¢" = ker "1,

so folgt ker " = ker "1 = ker o"*% = ...
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Ubung 4.3.11. Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt die Formel
|G| = |im ¢| - | ker ¢|. Man bemerke, daB diese Formel im Fall linearer Abbildun-
gen von Vektorrdumen iiber endlichen Korpern dquivalent ist zur Dimensionsfor-
mel.

4.4 Primfaktorzerlegung

Definition 4.4.1. Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl > 2, die sich nicht als
das Produkt von zwei echt kleineren natiirlichen Zahlen erhalten 1403t.

Beispiel 4.4.2. Die Primzahlen unterhalb von 50 sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47.

4.4.3. Eine Moglichkeit, alle Primzahlen zu finden, ist das sogenannte Sieb des
Eratosthenes: Man beginnt mit der kleinsten Primzahl, der Zwei. Streicht man al-
le Vielfachen der Zwei, als da heil3t, alle geraden Zahlen, so ist die erste Zahl unter
den Ubrigen die niachste Primzahl, die Drei. Streicht man nun auch noch alle Viel-
fachen der Drei, so ist die erste Zahl unter den Ubrigen die nichste Primzahl, die
Fiinf, und so weiter. ,,Der Erste* heif3t auf lateinisch ,,Primus* und auf griechisch
dhnlich und es konnte sein, da3 die Bezeichnung ,,Primzahl* daher riihrt.

Satz 4.4.4 (Existenz einer Primfaktorzerlegung). Jede natiirliche Zahl n > 2
kann als ein Produkt von Primzahlen n = p1ps . .. p, dargestellt werden.

4.4.5. Der Satz gilt in unserer Terminologie auch fiir die Zahl n = 1, wenn wir
auch Produkte der Linge » = 0 erlauben und erinnern, dafl nach unseren Kon-
ventionen die Eins durch das ,leere Produkt mit » = 0 dargestellt wird. Eine
Primzahl p ist darin als das Produkt p = p; mit nur einem Faktor zu verstehen.

Beweis. Das ist klar mit vollstindiger Induktion: Ist eine Zahl nicht bereits selbst
prim, so kann sie als Produkt echt kleinerer Faktoren geschrieben werden, von
denen nach Induktionsannahme bereits bekannt ist, daf sie Primfaktorzerlegungen
besitzen. [

Satz 4.4.6. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Durch Widerspruch. Gibe es nur endlich viele Primzahlen, so konnten
wir deren Produkt betrachten und dazu Eins hinzuzihlen. Die so neu entstehende
Zahl miilte dann wie jede von Null verschiedene natiirliche Zahl nach 4.4.4 eine
Primfaktorzerlegung besitzen, aber keine unserer endlich vielen Primzahlen kiime
als Primfaktor in Frage. [

Erginzung 4.4.77. Noch offen (2019) ist die Frage, ob es auch unendlich viele
Primzahlzwillinge gibt, als da heit, Paare von Primzahlen mit der Differenz
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Zwei, wie zum Beispiel 5, 7 oder 11, 13 oder 17, 19. Ebenso offen ist die Frage, ob
jede gerade Zahl n > 2 die Summe von zwei Primzahlen ist. Die Vermutung, daf3
das richtig sein sollte, ist bekannt als Goldbach-Vermutung. Bekannt ist, dal} es
unendlich viele Paare von Primzahlen mit einem Abstand < 246 gibt.

Satz 4.4.8 (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung). Die Darstellung einer na-
tiirlichen Zahl n > 1 als ein Produkt von Primzahlen n = pips . .. p, ist eindeutig
bis auf die Reihenfolge der Faktoren. Nehmen wir zusdtzlichp, < ps < ... < p,
an, so ist unsere Darstellung mithin eindeutig.

4.4.9. Dieser Satz ist einer von vielen Griinden, aus denen man bei der Defini-
tion des Begriffs einer Primzahl die Eins ausschlie3t, obwohl das die Definition
verldngert: Hétten wir der Eins erlaubt, zu unseren Primzahlen dazuzugehoren, so
wire der vorhergehende Satz in dieser Formulierung falsch. In obigem Satz ist
r > 0 gemeint, genauer ist die Eins das leere Produkt und Primzahlen werden
durch ein Produkt mit nur einem Faktor dargestellt.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes braucht einige Vorbereitungen. Ich bitte Sie,
gut aufzupassen, dall wir bei diesen Vorbereitungen den Satz iiber die Eindeu-
tigkeit der Primfaktorzerlegung nirgends verwenden, bis er dann im Anschlufl an
Lemma 4.4.15 endlich bewiesen werden kann. 0

Definition 4.4.10. Seien a,b € Z ganze Zahlen. Wir sagen a teilt b oder « ist ein
Teiler von b und schreiben a|b, wenn es ¢ € Z gibt mit ac = b.

Definition 4.4.11. Sind ganze Zahlen a,b € Z nicht beide Null, so gibt es eine
grofte ganze Zahl ¢ € 7Z, die sie beide teilt. Diese Zahl heifit der grofite gemein-
same Teiler von a und b. Ganze Zahlen a und b heiflen teilerfremd, wenn sie
auler +1 keine gemeinsamen Teiler besitzen. Insbesondere sind also a = 0 und
b = 0 nicht teilerfremd.

Satz 4.4.12 (iiber den groBten gemeinsamen Teiler). Gegeben zwei ganze Zah-
len a,b € 7Z, die nicht beide Null sind, kann ihr grofster gemeinsamer Teiler c als
eine ganzzahlige Linearkombination unserer beiden Zahlen dargestellt werden.
Es gibt also in Formeln r, s € 7. mit

c=ra-+ sb

Teilt weiter d € 7 sowohl a als auch b, so teilt d auch den grofiten gemeinsamen
Teiler von a und b.

4.4.13. Der letzte Teil dieses Satzes ist einigermallen offensichtlich, wenn man
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt voraussetzt. Da wir besag-
te Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung jedoch erst aus besagtem zweiten Teil
ableiten werden, ist es wichtig, auch fiir den zweiten Teil dieses Satzes einen ei-
genstiandigen Beweis zu geben.
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Beweis. Man betrachte die Teilmenge aZ + bZ = {ar + bs | r,s € Z} C Z. Sie
ist offensichtlich eine von Null verschiedene Untergruppe von Z. Also ist sie nach
unserer Klassifikation 4.3.4 der Untergruppen von Z von der Form aZ + bZ = ¢Z
fiir genau ein ¢ > 0 und es gilt:

i. cteilt a und b. In der Tat haben wir ja a, b € ¢Z;
il. ¢ =ra + sb fiir geeignete 7, s € Z. In der Tat haben wir ja ¢ € aZ + bZ;
iii. (dteilt @ und b) = (d teilt ¢).

Daraus folgt sofort, daf3 ¢ der groBte gemeinsame Teiler von a und b ist, und damit
folgt dann der Satz. [

4.4.14 (Notation fiir groBte gemeinsame Teiler). Gegeben a4, ..., a, € Z kon-
nen wir mit der Notation 4.3.5 kiirzer schreiben

aZ+ ...+ a,Z = (ay,...,a,)

Ublich ist hier auch die Notation (ay, ..., a,), die jedoch oft auch n-Tupel von
ganzen Zahlen bezeichnet, also Elemente von Z", und in der Analysis im Fall n =
2 meist ein offenes Intervall. Es gilt dann aus dem Kontext zu erschlieBen, was
jeweils gemeint ist. Sind @ und b nicht beide Null und ist c ihr grofiter gemeinsamer
Teiler, so haben wir nach dem Vorhergehenden (a,b) = (c). Wir benutzen von
nun an diese Notation. Uber die Tintenersparnis hinaus hat sie den Vorteil, auch
im Fall a = b = 0 sinnvoll zu bleiben.

Lemma 4.4.15 (von Euklid). Teilt eine Primzahl ein Produkt von zwei ganzen
Zahlen, so teilt sie einen der Faktoren.

4.4.16 (Diskussion der Terminologie). Dies Lemma findet sich bereits in Eu-
klid’s Elementen in Buch VII als Proposition 30.

4.4.17. Wenn wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt voraus-
setzen, so ist dies Lemma offensichtlich. Diese Argumentation hilft aber hier nicht
weiter, da sie voraussetzt, was wir gerade erst beweisen wollen. Sicher ist Ihnen
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung aus der Schule und ihrer Rechenerfah-
rung wohlvertraut. Um die Schwierigkeit zu sehen, sollten Sie vielleicht selbst
einmal versuchen, einen Beweis dafiir anzugeben. Im tibrigen werden wir in [AL]
2.4.8 sehen, daB etwa im Ring Z[/—5] das Analogon zur Eindeutigkeit der Prim-
faktorzerlegung nicht mehr richtig ist.

Beweis. Sei p unsere Primzahl und seien a, b € Z gegeben mit p|ab. Teilt p nicht
a, so folgt fiir den groBten gemeinsamen Teiler (p,a) = (1), denn die Primzahl
p hat nur die Teiler +£1 und £p. Der groBte gemeinsame Teiler von p und a kann
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aber nicht p sein und muf folglich 1 sein. Nach 4.4.12 gibt es also r, s € Z mit
1 = rp + sa. Es folgt b = rpb + sab und damit p|b, denn p teilt natiirlich rpb und
teilt nach Annahme auch sab. ]

Beweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung 4.4.8. Zunichst bemerken wir,
daB aus Lemma 4.4.15 per Induktion dieselbe Aussage auch fiir Produkte belie-
biger Linge folgt: Teilt eine Primzahl ein Produkt, so teilt sie einen der Faktoren.
Seien n = pips...pr = q1Q2 - - . ¢s zwei Primfaktorzerlegungen derselben Zahl
n > 1. Da p; unser n teilt, muf} es damit eines der g; teilen. Da auch dies ¢; prim
ist, folgt p; = ¢;. Wir kiirzen den gemeinsamen Primfaktor und sind fertig per
Induktion. 0

4.4.18. Ich erkldre am Beispiel a = 160, b = 625 den sogenannten euklidischen
Algorithmus, mit dem man den grofiten gemeinsamen Teiler ¢ zweier positiver
natiirlicher Zahlen a, b bestimmen kann nebst einer Darstellung ¢ = ra + rb. In
unseren Gleichungen wird jeweils geteilt mit Rest.

160 =1- 145 + 15
145=9- 15 + 10
15=1- 10 + 5
10=2- 5 4+ 0

Daraus folgt fiir den groften gemeinsamen Teiler (625,160) = (160, 145) =
(145,15) = (15,10) = (10,5) = (5,0) = (5). Die vorletzte Zeile liefert eine Dar-
stellung 5 = - 10 + y - 15 unseres groBten gemeinsamen Teilers 5 = ggT(10, 15)
als ganzzahlige Linearkombination von 10 und 15. Die vorvorletzte Zeile eine
Darstellung 10 = 2’ - 15 + 3/ - 145 und nach Einsetzen in die vorherige Gleichung
eine Darstellung 5 = z(z' - 15 + ¢’ - 145) + y - 15 unseres grofiten gemeinsa-
men Teilers 5 = ggT(15,145) als ganzzahlige Linearkombination von 15 und
145. Indem wir so induktiv hochsteigen, erhalten wir schlieBlich fiir den groften
gemeinsamen Teiler die Darstellung 5 = —11 - 625 4 43 - 160.

Erginzung 4.4.19. Gegeben eine positive natiirliche Zahl n bezeichne rad(n) das
Produkt ohne Vielfachheiten aller Primzahlen, die n teilen. Die ABC-Vermutung
besagt, daf es fiir jedes € > 0 nur endlich viele Tripel von paarweise teilerfremden
positiven natiirlichen Zahlen a, b, ¢ geben soll mit a + b = c und

¢ > (rad(abc))'*e

Es soll also salopp gesprochen sehr selten sein, daf fiir teilerfremde positive na-
tiirliche Zahlen a, b mit vergleichsweise kleinen Primfaktoren ihre Summe auch
nur kleine Primfaktoren hat. Der Status der Vermutung ist zur Zeit (2019) noch un-
geklirt. Man kann zeigen, da3 es unendlich viele Tripel von paarweise teilerfrem-
den positiven natiirlichen Zahlen a < b < ¢ gibt mit a + b = ¢ und ¢ > rad(abc).
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Diese sind jedoch bereits vergleichsweise selten, so gibt es etwa nur 120 mogliche
Tripel mit ¢ < 10000.

Ubungen

Ubung 4.4.20. Man berechne den groBten gemeinsamen Teiler von 3456 und 436
und eine Darstellung desselben als ganzzahlige Linearkombination unserer beiden
Zahlen.

Ubung 4.4.21. Gegeben zwei von Null verschiedene natiirliche Zahlen a, b nennt
man die kleinste von Null verschiedene natiirliche Zahl, die sowohl ein Vielfa-
ches von a als auch ein Vielfaches von b ist, das kleinste gemeinsame Vielfache
von a und b und notiert sie kgV(a,b). Man zeige in dieser Notation die Formel
kgV(a,b) ggT(a,b) = ab.

Ergiinzende Ubung 4.4.22. Beim sogenannten ,,Spirographen®, einem Zeichen-
spiel fiir Kinder, kann man an einem innen mit 105 Zdhnen versehenen Ring ein
Zahnrad mit 24 Zihnen entlanglaufen lassen. Steckt man dabei einen Stift durch
ein Loch auBlerhalb des Zentrums des Zahnrads, so entstehen dabei die kostlich-
sten Figuren. Wie oft muf3 das Zahnrad auf dem inneren Zahnkranz umlaufen,
bevor solch eine Figur fertig gemalt ist?

Erginzende Ubung 4.4.23. Berechnen Sie, wieviele verschiedene Strophen das
schone Lied hat, dessen erste Strophe lautet:

Tomatensalat Tomatensalat Tooo-
-matensalat Tomatensaaaaaaaa-
-lat Tomatensalat Tomatensalat
Tomatensalat Tomatensaaaaaaa-
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Der Spirograph aus Ubung 4.4.22
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S Ringe und Polynome

5.1 Ringe

Definition 5.1.1. Ein Ring, franzosisch anneau, ist eine Menge mit zwei Ver-
kniipfungen (R, +, -) derart, daB gilt:

1. (R,+) ist eine kommutative Gruppe;

2. (R,-) ist ein Monoid; ausgeschrieben heifit das nach [GR] 2.1.20, daB auch
die Verkniipfung - assoziativ ist und daB} es ein Element 1 = 1z € R mit der
Eigenschaft 1 -a = a-1 =a Va € R gibt, das Eins-Element oder kurz
die Eins unseres Rings;

3. Es gelten die Distributivgesetze, als da heift, fiir alle a, b, c € R gilt

a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
(a+b)-c = (a-¢)+(b-c)

Die beiden Verkniipfungen heilen die Addition und die Multiplikation in un-
serem Ring. Das Element 1 € R aus unserer Definition ist wohlbestimmt als
das neutrale Element des Monoids (R, ), vergleiche [GR] 2.1.19. Ein Ring, des-
sen Multiplikation kommutativ ist, heilt ein kommutativer Ring und bei uns in
uniiblicher Verkiirzung ein Kring.

5.1.2. Wir schreiben meist kiirzer a - b = ab und vereinbaren die Regel ,,Punkt
vor Strich®, so dall zum Beispiel das erste Distributivgesetz auch iibersichtlicher
in der Form a(b + ¢) = ab + ac geschrieben werden kann.

Beispiel 5.1.3. Die ganzen Zahlen Z bilden mit der iiblichen Multiplikation und
Addition nach 4.2.12 einen kommutativen Ring.

5.1.4 (Ursprung der Terminologie). Der Begriff ,,Ring* soll zum Ausdruck brin-
gen, daB} diese Struktur nicht in demselben Maf3e ,,geschlossen* ist wie ein Korper,
da wir ndmlich nicht die Existenz von multiplikativen Inversen fordern. Er wird
auch im juristischen Sinne fiir gewisse Arten weniger geschlossenener Korper-
schaften verwendet. So gibt es etwa den ,,Ring deutscher Makler* oder den ,,Ring
deutscher Bergingenieure*.

5.1.5 (Diskussion der Terminologie). Eine Struktur wie in der vorhergehenden
Definition, bei der nur die Existenz eines Einselements nicht gefordert wird, be-
zeichnen wir im Vorgriff auf [KAG] 1.5.7 als eine assoziative Z-Algebra. In der
Literatur wird jedoch auch diese Struktur oft als ,,Ring* bezeichnet, sogar bei der
von mir hochgeschitzten Quelle Bourbaki. Die Ringe, die eine Eins besitzen, hei-
Ben in dieser Terminologie ,,unitire Ringe®.
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Ergdnzung 5.1.6. Allgemeiner als in 2.6.15 erklirt heifit ein Element a eines be-
liebigen Ringes, ja einer beliebigen assoziativen 7Z-Algebra nilpotent, wenn es
d € N gibt mit a¢ = 0.

Beispiele 5.1.77. Die einelementige Menge mit der offensichtlichen Addition und
Multiplikation ist ein Ring, der Nullring. Jeder Korper ist ein Ring. Die ganzen
Zahlen Z bilden einen Ring. Ist R ein Ring und X eine Menge, so ist die Menge
Ens(X, R) aller Abbildungen von X nach R ein Ring unter punktweiser Multipli-
kation und Addition. Ist R ein Ring und n € N, so bilden die (n x n)-Matrizen mit
Eintrigen in R einen Ring Mat(n; R) unter der tiblichen Addition und Multipli-
kation von Matrizen; im Fall n = 0 erhalten wir den Nullring, im Fall n = 1 ergibt
sich R selbst. Ist A eine abelsche Gruppe, so bilden die Gruppenhomomorphis-
men von A in sich selbst, die sogenannten Endomorphismen von A, einen Ring
mit der Verkniipfung von Abbildungen als Multiplikation und der punktweisen
Summe als Addition. Man notiert diesen Ring

EndA

und nennt ihn den Endomorphismenring der abelschen Gruppe A. Ahnlich bil-
den auch die Endomorphismen eines Vektorraums V' iiber einem Korper & einen
Ring End;V, den sogenannten Endomorphismenring von V. Oft notiert man
auch den Endomorphismenring eines Vektorraums abkiirzend EndV in der Hoft-
nung, daf} aus dem Kontext klar wird, dal die Endomorphismen von V" als Vek-
torraum gemeint sind und nicht die Endomorphismen der V' zugrundeliegenden
abelschen Gruppe. Will man besonders betonen, da3 die Endomorphismen als
Gruppe gemeint sind, so schreibt man manchmal auch End; A aus Griinden, die
erst in [KAG] 1.3.4 erklirt werden. Ich verwende fiir diesen Ring zur Vermeidung
von Indizes lieber die Notation EndzA = AbA, die sich aus den allgemeinen
kategorientheoretischen Konventionen [LLA2] 9.1.6 ergibt.

Definition 5.1.8. Eine Abbildung ¢ : R — S von einem Ring in einen weite-
ren Ring heiit ein Ringhomomorphismus, wenn gilt (1) = 1 und p(a + b) =
(a) + ¢(b) sowie p(ab) = ¢(a)p(b) fiir alle a,b € R. In anderen Worten ist ein
Ringhomomorphismus also eine Abbildung, die sowohl fiir die Addition als auch
fiir die Multiplikation ein Monoidhomomorphismus ist. Die Menge aller Ringho-
momorphismen von einem Ring R in einen Ring S notieren wir

Ring(R, S)

Ergdnzung 5.1.9. Von Homomorphismen zwischen Z-Algebren kdnnen wir na-
turlich nicht fordern, daB sie das Einselement auf das Einselement abbilden. Wir
sprechen dann von Algebrenhomomorphismen. In der Terminologie, in der un-
sere assoziativen Z-Algebren als Ringe bezeichnet werden, werden unsere Ring-
homomorphismen ,,unitdre Ringhomomorphismen* genannt.
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Proposition 5.1.10. Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus
Z — R, in Formeln | Ring(Z, R)| = 1.

Beweis. Nach [GR] 2.3.31 gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus von
additiven Gruppen ¢ : Z — R, derdie 1 € Z auf 13 € R abbildet. Wir miissen nur
noch zeigen, daB er mit der Multiplikation vertréglich ist, in Formeln ¢(nm) =
w(n)p(m) fir alle n, m € Z. Mit 5.1.15 zieht man sich leicht auf den Fall n, m >
0 zuriick. In diesem Fall beginnt man mit der Erkenntnis ¢(1-1) = p(1) = 1z =
1z 1r = ¢©(1)p(1) und argumentiert von da aus mit vollstidndiger Induktion und
dem Distributivgesetz. [

5.1.11 (Ganze Zahlen und allgemeine Ringe). Gegeben ein Ring R notieren
wir den Ringhomomorphismus Z — R aus 5.1.10 manchmal n — npz und meist
n +— n. Ich will kurz diskutieren, warum das ungefihrlich ist. Gegeben r € R und
n € 7 gilt ndmlich stets nr = ngr = rng, wobei nr in Bezug auf die Struktur
von R als additive abelsche Gruppe verstehen, also nr = n™r = r4+r... +r
mit n Summanden falls n > 1 und so weiter, wie in der Tabelle [GR] 2.2.13
und in [GR] 2.2.11 ausgefiihrt wird. Unsere Gleichung nr = ngzr = rny bedeutet
dann hinwiederum, daf} es auf den Unterschied zwischen n und n meist gar nicht
ankommt. Deshalb fiihrt es auch selten zu Mif3vertindnissen, wenn wir statt ng
nur kurz n schreiben.

5.1.12. Eine Teilmenge eines Rings heifit ein Teilring, wenn sie eine additive
Untergruppe und ein multiplikatives Untermonoid ist. Ist also R unser Ring, so ist
eine Teilmenge 7' C R genau dann ein Teilring, wenn gilt Og, 1z € T, a € T =
(—a) € T sowie a,b € T'= a + b,ab € T. Wir diskutieren diesen Begriff hier
nur im Vorbeigehen, da er in dieser Vorlesung nur eine Nebenrolle spielt.

Ubungen

Ubung 5.1.13 (Quotientenring). Gegeben ein Ring R und eine Surjektion R —»
@ von R auf eine Menge (), die an die Multiplikation und Addition von R an-
gepaBit ist im Sinne von [GR] 2.3.28, ist () mit der koinduzierten Addition und
Multiplikation auch wieder ein Ring.

Ergiinzende Ubung 5.1.14. Auf der abelschen Gruppe Z gibt es genau zwei Ver-
kniipfungen, die als Multiplikation genommen die Addition zu einer Ringstruktur
erganzen.

Ubung 5.1.15. Man zeige, daB in jedem Ring R gilt 0o = 0 Va € R; —a =
(—=)aVa e R; (—1)(—1) =1; (—a)(—b) = ab Va,b € R.
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Ubung 5.1.16. Gegeben eine Uberdeckung einer endlichen Menge X durch Teil-
mengen X = X; U...U X, zeige man die EinschluB8-Ausschlu3-Formel

0= Z (_1)u|mieIXi‘

mit der Interpretation des leeren Schnitts als X. Im Fall n = 3 etwa konnen wir
das ausschreiben zu

IXUuYUZ|=|X|+ Y|+ |Z] - |XUY|—-|XUZ|-|YUZ|l+|XUYUZ|

Hinweis: Sogar im Fall einer beliebigen Menge X mit beliebigen Teilmengen X;
mag man deren charakteristische Funktionen mit yx; bezeichnen und im Ring der
Z-wertigen Funktionen auf X das Produkt (1 —x1) ... (1—y,) ausmultiplizieren.

Ubung 5.1.17. Fiir jeden Ring R gibt es hochstens einen Ringhomomorphismus
Q — R, in Formeln | Ring(Q, R)| < 1.

5.2 Restklassenringe des Rings der ganzen Zahlen

Definition 5.2.1. Gegeben G O H eine Gruppe mit einer Untergruppe definieren
wir den Quotienten G/ H, eine Teilmenge G/H C P(G), durch die Vorschrift

G/H:={LCG|3dgeGmitL =gH}

Die Teilmenge gH C G heif3it die H-Linksnebenklasse von g in GG. Unser Quo-
tient ist also die Menge aller H-Linksnebenklassen in GG. Jedes Element einer
Linksnebenklasse heillt auch ein Reprisentant besagter Linksnebenklasse. Eine
Teilmenge R C G derart, daB die Vorschrift g — ¢gH eine Bijektion R = G/H
induziert, heilt ein Reprisentantensystem fiir die Menge der Linksnebenklas-
sen.

Vorschau 5.2.2. Diese Konstruktion wird in [LA2] 6.1.2 noch sehr viel ausfiihrli-
cher diskutiert werden.

Beispiel 5.2.3. Im Fall der additiven Gruppe Z mit der Untergruppe mZ haben
wir speziell Z/mZ = {L C Z | Ja € Z mit L = a+mZ}. Die Linksnebenklasse
von a heiflt in diesem Fall auch die Restklasse von ¢ modulo m, da zumindest
im Fall @ > 0 und m > 0 ihre nichtnegativen Elemente genau alle natiirlichen
Zahlen sind, die beim Teilen durch m denselben Rest lassen wie a. Wir notieren
diese Restklasse auch a. Natiirlich ist @ = b gleichbedeutend zu a — b € mZ.
Gehoren a und b zur selben Restklasse, in Formeln a + mZ = b+ mZ, so nennen
wir sie kongruent modulo m und schreiben

a=0b (modm)
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Offensichtlich gibt es fiir m > 0 genau m Restklassen modulo m, in Formeln
|Z/mZ| = m, und wir haben genauer

Z/mZ={0,1,...,m —1}

Da in dieser Aufzdhlung keine Nebenklassen mehrfach genannt werden, ist die
Teilmenge {0, 1,...,m — 1} also ein Reprisentantensystem fiir die Menge von
Nebenklassen Z/mZ. Ein anderes Reprisentantensystem wire {1,...,m}, ein
Drittes {1,...,m — 1, 7m}.

Satz 5.2.4 (Restklassenring). Fiir alle m € Z gibt es auf der Menge Z/mZ
genau eine Struktur als Ring derart, dafy die Abbildung 7. — 7Z/mZ mit a — a
ein Ringhomomorphismus ist.

5.2.5. Das ist dann natiirlich die Struktur als Quotientenring im Sinne unserer
Ubung 5.1.13.

Beweis. DaB} es hochstens eine derartige Ringstruktur gibt, es eh klar. Zu zeigen
bleibt nur deren Existenz. Nach [GR] 2.1.3 induziert jede Verkniipfung auf einer
Menge A eine Verkniipfung auf ihrer Potenzmenge P(A). Fiir die so von der
Verkniipfung + auf Z induzierte Verkniipfung + auf P(7Z) gilt offensichtlich

a+b=(a+mZ)+(b+mZ)=(a+b+mZ=a+b Va,bcZ

Insbesondere induziert unsere Verkniipfung + auf P(Z) eine Verkniipfung + auf
Z/mZ und a — a ist fir diese Verkniipfungen ein Morphismus von Magmas
alias Mengen mit Verkniipfung. Ebenso konnen wir auf P(Z) eine Verkniipfung
® = ©,, einfithren durch die Vorschrift

TOS:=T-S+mZ:={ab+mr|acT,beSrel}
Wieder priift man fiir die so erklirte Multiplikation miihelos die Formel
a®b=ab

Dal Z/mZ mit unseren beiden Verkniipfungen ein Ring wird und a — a ein
Ringhomomorphismus, folgt ohne weitere Schwierigkeiten aus der Surjektivitit
der natiirlichen Abbildung Z — Z/mZ alias Ubung 5.1.13. [

5.2.6. Wir geben wir die komische Notation © nun auch gleich wieder auf und
schreiben stattdessen a - b oder noch kiirzer ab. Auch die Notation a werden wir
meist zu a vereinfachen, wie wir es jain 5.1.11 eh schon vereinbart hatten.
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Beispiel 5.2.77. Modulo m = 2 gibt es genau zwei Restklassen: Die Elemente der
Restklasse von 0 bezeichnet man iiblicherweise als gerade Zahlen, die Elemente
der Restklasse von 1 als ungerade Zahlen. Der Ring Z/27 mit diesen beiden
Elementen 0 und 1 ist offensichtlich sogar ein Korper.

Beispiel 5.2.8 (Der Ring Z /127 der Uhrzeiten). Den Ring Z /127 konnte man
als ,,Ring von Uhrzeiten“ ansehen. Er hat die zwolf Elemente {0, 1,...,11} und
wir haben 11 + 5 = 16 = 4 alias ,,5 Stunden nach 11 Uhr ist es 4 Uhr*. Weiter
haben wir in Z /127 etwa auch 3-8 = 24 = 0. In einem Ring kann es also durchaus
passieren, daf} ein Produkt von zwei von Null verschiedenen Faktoren Null ist.

Vorschau 5.2.9. Sei m > 1 eine natirliche Zahl. Eine Restklasse modulo m heif3t
eine prime Restklasse, wenn sie aus zu m teilerfremden Zahlen besteht. Wir zei-
gen in [FT1] 16.6.2.1, daB} es in jeder primen Restklasse unendlich viele Prim-
zahlen gibt. Im Fall m = 10 bedeutet das zum Beispiel, dal} es jeweils unendlich
viele Primzahlen gibt, deren Dezimaldarstellung mit einer der Ziffern 1, 3, 7 und
9 endet.

Proposition 5.2.10 (Teilbarkeitskriterien iiber Quersummen). Eine natiirliche
Zahl ist genau dann durch Drei beziehungsweise durch Neun teilbar, wenn ihre
Quersumme durch Drei beziehungsweise durch Neun teilbar ist.

Beweis. Wir erkldren das Argument nur an einem Beispiel. Das ist natiirlich im
Sinne der Logik kein Beweis. Dies Vorgehen schien mir aber in diesem Fall be-
sonders gut geeignet, dem Leser den Grund dafiir klarzumachen, aus dem unsere
Aussage im Allgemeinen gilt. Und das ist es ja genau, was ein Beweis in unserem
mehr umgangssprachlichen Sinne leisten soll! Also frisch ans Werk. Per definitio-
nem gilt

1258 =1-10+2-10°+5-10 + 8

Offensichtlich folgt
1258 =1-10° +2-10* +5-10+8 (mod 3)
Da 10 kongruent ist zu 1 modulo 3 erhalten wir daraus
1258=1+2+5+8 (mod 3)

Insbesondere ist die rechte Seite durch Drei teilbar genau dann, wenn die linke
Seite durch Drei teilbar ist. Das Argument fiir Neun statt Drei geht genauso. [

5.2.11. In Z/127Z gilt zum Beispiel 3 - 5 = 3 - 1. In allgemeinen Ringen diirfen
wir also nicht kiirzen. Dies Phanomen werden wir nun begrifflich fassen. Dazu
vereinbaren wir, dal bei Ringen unsere allgemeinen Konventionen [GR] 2.1.4 zu
Kiirzbarkeit und Teilen stets in Bezug auf die Multiplikation zu verstehen sein
sollen. Wir schreiben das auch noch aus.
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Definition 5.2.12. 1. Gegeben ein Ring R und Elemente a,b € R sagen wir,
a teilt b oder auch a ist ein Teiler von b und schreiben a|b, wennes d € R
gibt mit ad = b. Ist unser Ring nicht kommutativ, so nennen wir a genauer
einen Linksteiler von b und erkldren analog Rechtsteiler;

2. Ein Element a € R eines Rings heif3it linkskiirzbar, wenn die Multipli-
kation mit a eine Injektion (a-) : R < R liefert. Analog erkldren wir
die Eigenschaft rechtskiirzbar. Ein Element, das linkskiirzbar und rechts-
kiirzbar ist, nennen wir kiirzbar. Ein nicht kiirzbares Element nennen wir
nichtkiirzbar;

3. Ein Ring heif}t ein Integrititsring oder Integrititsbereich, wenn er nicht
der Nullring ist und das Produkt von je zwei von Null verschiedenen Ele-
menten von Null verschieden ist. Einen kommutativen Integritdtsring nen-
nen wir auch einen Integrititskring.

Beispiel 5.2.13. Die nichtkiirzbaren Elemente in Z /127 sind 0, 2, 3,4, 6, 8, 9, 10.

5.2.14 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heiflen die nichtkiirzbaren
Elemente eines Rings meist die ,,Nullteiler*. Mir gefiel diese Terminologie nicht,
da ja nach unseren sonstigen Definitionen alle Elemente eines Rings Teiler der
Null sind.

5.2.15 (Kiirzen in Ringen). Sei R ein Ring. Natiirlich ist der Gruppenhomomor-
phismus (a-) : R — R genau dann injektiv, wenn sein Kern Null ist, wenn also
giltar =0= 2 =0.

Definition 5.2.16. Ein Element a eines Rings R heift invertierbar oder genauer
invertierbar in R oder auch eine Einheit von R, wenn es beziiglich der Multi-
plikation invertierbar ist im Sinne von [GR] 2.2.2, wenn es also b € R gibt mit
ab = ba = 1. Die Menge der invertierbaren Elemente eines Rings bildet unter der
Multiplikation eine Gruppe, die man die Gruppe der Einheiten von R nennt und
gemil unserer allgemeinen Konventionen [GR] 2.2.13 mit R* bezeichnet.

Beispiel 5.2.17. Der Ring Z der ganzen Zahlen hat genau zwei Einheiten, nimlich
1 und (—1). In Formeln haben wir also Z* = {1, —1}. Dahingegen sind die Ein-
heiten im Ring Q der rationalen Zahlen genau alle von Null verschiedenen Ele-
mente, in Formeln Q* = Q\0.

5.2.18. Eine Einheit eines Krings teilt alle Elemente unseres Krings und ist sogar
dasselbe wie ein Teiler der Eins.

Definition 5.2.19. Zwei Elemente eines Krings heiflen teilerfremd, wenn sie au-
Ber Einheiten keine gemeinsamen Teiler haben.

164



5.2.20. Allgemeiner mag man eine Teilmenge eines Krings teilerfremd nennen,
wenn es keine Nichteinheit unseres Krings gibt, die alle Elemente unserer Teil-
menge teilt.

5.2.21 (Kirzbare Elemente endlicher Kringe). In einem endlichen Kring R
sind die Einheiten genau die kiirzbaren Elemente. In der Tat ist in diesem Fall die
Multiplikation (a-) : R — R genau dann injektiv, wenn sie bijektiv ist.

Beispiel 5.2.22. Die Einheiten von Z /127 sind mithin genau 1,5, 7, 11. Man priift
unschwer, da3 sogar jedes dieser Elemente sein eigenes Inverses ist. Mithin ist die
Einheitengruppe (7Z/127)* des Uhrzeitenrings gerade unsere Klein’sche Vierer-
gruppe. Im allgemeinen ein Inverses zu a in Z/mZ zu finden, lduft auf die Losung
der Gleichung ax = 1 + my hinaus, von der wir bereits gesehen hatten, dafl der
euklidische Algorithmus das leisten kann.

5.2.23 (Ursprung der Terminologie). A priori meint eine Einheit in der Physik
das, was ein Mathematiker eine Basis eines eindimensionalen Vektorraums nen-
nen wiirde. So wiire etwa die Sekunde s eine Basis des reellen Vektorraums T
aller Zeitspannen aus 3.1.11. In Formeln ausgedriickt bedeutet das gerade, daf}
das Daranmultiplizieren von s eine Bijektion R = T liefert. Mit den Einheiten
eines kommutativen Ringes 1 verhilt es sich nun genauso: Genau dann ist uw € R
eine Einheit, wenn das Daranmultiplizieren von u eine Bijektion R — R liefert.
Daher riithrt dann wohl auch die Terminologie.

Erginzung 5.2.24. In der Chemie rechnet man oft mit mol und versteht darunter
seit 2019 genau 6,02214076 - 10** und verwendet das als eine Einheit. Mathe-
matisch gesehen sollte man das eigentlich eine Zahl nennen, aber natiirlich ist
R auch ein eindimensionaler reeller Vektorraum und in diesem Sinne mag man
auch alle von Null verschiedenen Elemente von R Einheiten. Diese Konvention
war frither noch sinnvoller, als man ein Mol als die Zahl der Kohlenstoffatome in
einem Gramm des Standardisotops von Kohlenstoff erklirte und nicht so genau
sagen konnte, wie viele Atome das nun genau sind.

5.2.25. Ein Korper kann in dieser Begrifflichkeit definiert werden als ein Integri-
tatsring, in dem jedes von Null verschiedene Element eine Einheit ist.

Proposition 5.2.26 (Endliche Primkorper). Sei m € N. Genau dann ist der
Restklassenring 7./ mZ ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit m > 2. Ist m keine Primzahl,
so gibt es a,b € N mita < mund b < m aber ab = m. Dann gilt in Z/mZ
offensichtlich @ # 0 und b # 0, aber ebenso offensichtlich gilt @b = 0 und
7. /mZ hat von Null verschiedene nicht invertierbare Elemente. Damit kann Z/mZ
kein Korper sein. Ist dahingegen m = p eine Primzahl, so folgt aus dem Satz
von Euklid 4.4.15, daB Z/pZ ein Integritétsring ist. Dann aber sind nach 5.2.21
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alle seine von Null verschiedenen Elemente Einheiten und Z/pZ ist folglich ein
Korper. [

5.2.27 (Terminologie und Notation). Die Korper Z/pZ fiir Primzahlen p so-
wie der Korper Q sind die ,,kleinstmoglichen Korper* in einem Sinne, der in [AL]
3.1.6 prazisiert wird. Man nennt diese Korper deshalb auch Primkorper. Die end-
lichen Primkorper werden meist

F, :=Z/pZ

notiert, mit einem F fiir ,field“ oder ,.finite*. Die Notation I, verwendet man
allerdings auch allgemeiner mit einer echten Primzahlpotenz ¢ im Index als Be-
zeichnung fiir ,,den endlichen Korper mit ¢ Elementen®, den wir erst in [AL] 3.7.1
kennenlernen werden, und der weder als Ring noch als abelsche Gruppe isomorph
ist zu Z/qZ.

Erginzung 5.2.28. Ich bespreche kurz das Verfahren von Diffie-Hellman zum
offentlichen Vereinbaren geheimer Schliissel. Wir betrachten dazu das des folgen-
de Schema:

Offentlicher Bereich
Bekanntgemacht wird
eine Gruppe G und ein
Element g € G.

Geheimbereich Alice Geheimbereich Bob

Alice wihlt a € N, be-
rechnet g* und macht es
offentlich.

Bob wihlt b € N, be-
rechnet g® und macht es
offentlich.

Nach dem offentlichen
Austausch berechnet
Alice (g°)* = ¢g** = ¢g*.

Nach dem offentlichen
Austauch berechnet
BOb (ga)b — gab — gba.

Das Gruppenelement g** = ¢ ist der gemeinsame hoffentlich geheime Schliissel.
Der Trick hierbei besteht darin, geeignete Paare (G, g) und eine geeignete Zahl
a so zu finden, dal} die Berechnung von g“ unproblematisch ist, daf} jedoch kein
schneller Algorithmus bekannt ist, der aus der Kenntnis von G, g und ¢® ein mogli-
ches a bestimmt, der also, wie man auch sagt, einen diskreten Logarithmus von
g® zur Basis g findet. Dann kann Alice g veroffentlichen und dennoch a geheim
halten und ebenso kann Bob ¢° versffentlichen und dennoch b geheim halten. Zum
Beispiel kann man fiir G die Einheitengruppe G = (Z/pZ)* des Primkorpers zu
einer grofen Primzahl p nehmen. Nun ist es natiirlich denkbar, da3 man aus der
Kenntnis von ¢® und ¢° direkt g®® berechnen kann, ohne zuvor a zu bestimmen,
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aber auch fiir die Losung dieses sogenannten Diffie-Hellman-Problems ist in die-
sem Fall kein schneller Algorithmus bekannt. Mit den derzeitig verfiigbaren Re-
chenmaschinen kénnen also Alice und Bob mit einer Rechenzeit von unter einer
Minute einen geheimen Schliissel vereinbaren, dessen Entschliisselung auf dersel-
ben Maschine beim gegenwirtigen Stand der verdffentlichten Forschung Millio-
nen von Jahren briuchte. Allerdings ist auch wieder nicht bewiesen, dal es etwa
Fall der Einheitengruppe eines groBen Primkorpers nicht doch einen effizienten
Algorithmus zur Losung des Diffie-Hellman-Problems geben konnte. Wenn wir
Pech haben, sind die mathematischen Abteilungen irgendwelcher Geheimdienste
schon ldngst so weit.

Vorschau 5.2.29. Statt mit der Einheitengruppe endlicher Korper arbeitet man in
der Praxis auch oft mit sogenannten ,.elliptischen Kurven alias Losungsmengen
kubischer Gleichungen, deren Gruppengesetz Sie in einer Vorlesung iiber alge-
braische Geometrie kennenlernen konnen.

Definition 5.2.30. Gegeben ein Ring R gibt es nach 5.1.10 genau einen Ring-
homomorphismus Z — R. Dessen Kern alias das Urbild der Null ist nach [GR]
2.3.24 eine Untergruppe von Z und hat nach 4.3.4 folglich die Gestalt mZ fiir
genau ein m € N. Diese natiirliche Zahl m nennt man die Charakteristik des
Rings R und notiert sie m = char R.

5.2.31 (Bestimmung der Charakteristik eines Rings). Um die Charakteristik
eines Rings R zu bestimmen, miissen wir anders gesagt sein Einselement 1 € R
nehmen und bestimmen, wiewiele Summanden wir mindestens brauchen, damit
gilt1 +1+...4 1= 0 mit einer positiven Zahl von Summanden links. Kriegen
wir da iliberhaupt nie Null heraus, so ist die Charakteristik Null, wir haben also
etwa charZ = char@Q = charR = charC = 0. Gilt bereits 1 = 0, so ist die
Charakteristik 1 und wir haben den Nullring vor uns. Fiir p € N gilt allgemein
char(Z/pZ) = p.

5.2.32 (Die Charakteristik eines Korpers ist stets prim). Es ist leicht zu sehen,
dafB die Charakteristik eines Korpers, wenn sie nicht Null ist, stets eine Primzahl
sein muf3: Da der Nullring kein Korper ist, kann die Charakteristik nicht 1 sein.
Hitten wir aber einen Korper der Charakteristik m = ab > 0 mit natiirlichen
Zahlen a < m und b < m, so wiren die Bilder von a und b in unserem Korper
von Null verschiedene Elemente mit Produkt Null. Widerspruch!

Ergdnzung 5.2.33. Im Korper F7 ist (—1) kein Quadrat, wie man durch Auspro-
bieren schnell priift. Einen Korper mit 49 Elementen kann man deshalb nach [GR]
2.4.15 zum Beispiel erhalten, indem man analog wie bei der Konstruktion der
komplexen Zahlen aus den reellen Zahlen formal eine Wurzel aus (—1) adjun-
giert.
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 5.2.34. Gegeben eine abelsche Gruppe V' und ein Korper K
induziert die kanonische Identifikation Ens(K x V, V') & Ens(K, Ens(V, V')) aus
[GR] 1.6.5 eine Bijektion

Strukturen als K -Vektorraum ~ Ringhomomorphismen
auf der abelschen Gruppe V' K — AbV

Wir verwenden hier unsere alternative Notation Ab V' fiir den Endomorphismen-
ring der abelschen Gruppe V', um jede Verwechslung mit dem Endomorphismen-
ring als Vektorraum auszuschlieBen.

Ubung 5.2.35. Man finde das multiplikative Inverse der Nebenklasse von 22 im
Korper F3;. Hinweis: Euklidischer Algorithmus.

Ergiinzende Ubung 5.2.36. Man konstruiere einen Korper mit 49 Elementen und
einen Korper mit 25 Elementen. Hinweis: [GR] 2.4.14 und [GR] 2.4.15.

Erginzende Ubung 5.2.37. Sei R ein Kring, dessen Charakteristik eine Primzahl
p ist, fiir den es also einen Ringhomomorphismus Z/pZ — R gibt. Man zeige,
daf} dann der sogenannte Frobenius-Homomorphismus 7' : R — R, a — a” ein
Ringhomomorphismus von R in sich selber ist. Hinweis: Man verwende, daf3 die
binomische Formel [GR] 2.4.9 offensichtlich in jedem Kring gilt, ja sogar fiir je
zwei Elemente a, b eines beliebigen Rings mit ab = ba.

Ergiinzende Ubung 5.2.38. Wieviele Untergruppen hat die abelsche Gruppe 7Z /472
Wieviele Untergruppen hat die abelsche Gruppe Z /27 x Z/27.?

Erginzende Ubung 5.2.39. Eine natiirliche Zahl ist durch 11 teilbar genau dann,
wenn ihre ,,alternierende Quersumme* durch 11 teilbar ist.

Erginzende Ubung 5.2.40. Eine natiirliche Zahl, die kongruent zu sieben ist mo-
dulo acht, kann nicht eine Summe von drei Quadraten sein.

Ergiinzende Ubung 5.2.41. Eine Zahl mit einer Dezimaldarstellung der Gestalt
abcabc wie zum Beispiel 349349 ist stets durch 7 teilbar.

Ergiinzende Ubung 5.2.42. Es kann in Ringen durchaus Elemente a geben, fiir
die es zwar ein b gibt mit ba = 1 aber kein ¢ mit ac = 1: Man denke etwa an
Endomorphismenringe unendlichdimensionaler Vektorrdaume. Wenn es jedoch b
und c gibt mit ba = 1 und ac = 1, so folgt bereits b = c und a ist eine Einheit.

Ubung 5.2.43. Jeder Ringhomomorphismus macht Einheiten zu Einheiten. Jeder
Ringhomomorphismus von einem Korper in einen vom Nullring verschiedenen
Ring ist injektiv.
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Ubung 5.2.44. Sei p eine Primzahl. Eine abelsche Gruppe G kann genau dann mit
der Struktur eines I,-Vektorraums versehen werden, wenn in additiver Notation
gilt pg = 0 fiir alle g € G, und die fragliche Vektorraumstruktur ist dann durch
die Gruppenstruktur eindeutig bestimmt.

Erginzende Ubung 5.2.45. Wieviele Untervektorriume hat ein zweidimensiona-
ler Vektorraum iiber einem Korper mit fiinf Elementen? Wieviele angeordnete
Basen?

Ergiinzende Ubung 5.2.46. Gegeben ein Vektorraum iiber einem endlichen Prim-
korper sind seine Untervektorraume genau die Untergruppen der zugrundeliegen-
den abelschen Gruppe.

Ergiinzende Ubung 5.2.47. Man zeige: In jedem endlichen Korper ist das Produkt
aller von Null verschiedenen Elemente (—1). Hinweis: Man zeige zunichst, dal3
nur die Elemente +1 ihre eigenen Inversen sind. Als Spezialfall erhdlt man die
Kongruenz (p — 1)! = —1 (mod p) fiir jede Primzahl p. Diese Aussage wird
manchmal auch als Satz von Wilson zitiert. Ist n € N> keine Primzahl, so zeigt
man im iibrigen leicht (n — 1)! = 0 (mod n).

Ubung 5.2.48. Gegeben m > 1 sind die Einheiten des Restklassenrings Z/mZ
genau die Restklassen derjenigen Zahlen @ mit 0 < a < m, die zu m teiler-
fremd sind, in anderen Worten die primen Restklassen. In Formeln haben wir also

(Z/mZ)* ={a|0<a<m, (ma)= (1)} Hinweis: 4.4.12.
Ubung 5.2.49. Man zeige fiir Binomialkoeffizienten im Korper F,, die Identitéit

(7 =1

5.3 Polynome

5.3.1. Ist R ein Ring, so bildet die Menge R[X] aller ,,formalen Ausdriicke der
Gestalt a, X" + ... 4+ a1 X + ag mit a; € R unter der offensichtlichen Addition
und Multiplikation einen Ring, den Polynomring iiber R in einer Variablen X,
und wir haben eine offensichtliche Einbettung can : R — R[X]|. Die Herkunft
der Bezeichnung diskutieren wir in [AN1] 12.3.2.37. Die a, heiflen in diesem
Zusammenhang die Koeffizienten unseres Polynoms, genauer heif3t a,, der Koef-
fizient von X”. Das X heifit die Variable unseres Polynoms und kann auch schon
mal mit einem anderen Buchstaben bezeichnet werden. Besonders gebriuchlich
sind hierbei GroBbuchstaben vom Ende des Alphabets. Diese Beschreibung des
Polynomrings ist hoffentlich verstindlich, sie ist aber nicht so exakt, wie eine De-
finition es sein sollte. Deshalb geben wir auch noch eine exakte Variante.

Definition 5.3.2. Sei R ein Ring. Wir bezeichnen mit R[X | die Menge aller Ab-
bildungen ¢ : N — R, die nur an endlich vielen Stellen von Null verschiedene
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Werte annehmen, und definieren auf R[X] eine Addition und eine Multiplikation
durch die Regeln

(o +v)(n) p(n) +(n)
(e 9)(n) = Xipmn (DY)

Mit diesen Verkniipfungen wird R[X] ein Ring, der Polynomring iiber R. Ord-
nen wir jedem a € R die Abbildung N — R zu, die bei 0 den Wert ¢ annimmt und
sonst den Wert Null, so erhalten wir eine Einbettung, ja einen injektiven Ringho-
momorphismus

can : R — R[X]

Wir notieren ihn schlicht @ — a und nennen die Polynome im Bild dieser Einbet-
tung konstante Polynome. Bezeichnen wir weiter mit X die Abbildung N — R,
die bei 1 den Wert 1 annimmt und sonst nur den Wert Null, so konnen wir jede
Abbildung ¢ € R[X] eindeutig schreiben in der Form ¢ = > () X" und sind
auf einem etwas formaleren Weg wieder am selben Punkt angelangt.

Ergdnzung 5.3.3. Im Fall eines Korpers K ist insbesondere K[X] als Gruppe
per definitionem der freie K -Vektorraum K[X] := K(N) iiber der Menge N der
natiirlichen Zahlen.

5.3.4. Die wichtigste Eigenschaft eines Polynomrings ist, da3 man , fiir die Varia-
ble etwas einsetzen darf*“. Das wollen wir nun formal aufschreiben.

Proposition 5.3.5 (Einsetzen in Polynome). Seien R ein Kring und b € R ein
Element. So gibt es genau einen Ringhomomorphismus

E,: R[X] = R

mit Ey(X) = b und E, o can = idg. Wir nennen E;, den Einsetzungshomomor-
phismus zu b.

Beweis. Dieser eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus E; ist eben gegeben
durch die Vorschrift Ey(a, X™ + ...+ a1 X + ap) = a,b" + ...+ a1b+ay. O

5.3.6. Es ist iiblich, das Bild unter dem Einsetzungshomomorphismus E; eines
Polynoms P € R[X] abzukiirzen als

P(b) == Ey(P)

Ich verwende spiter meist die Notation E;, = ¢, die die Interpretation als ,,Dirac-
MalB* anklingen 146t.
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5.3.7. Unsere iibliche Darstellung einer Zahl in Ziffernschreibweise lduft darauf
hinaus, die Koeffizienten eines Polynoms anzugeben, das an der Stelle 10 die be-
sagte Zahl als Wert ausgibt, also etwa 7258 = P(10) fir P(X) das Polynom
TX?+2X? +5X +8.

5.3.8. Es geht auch noch allgemeiner, man darf etwa iiber einem Korper auch qua-
dratische Matrizen in Polynome einsetzen. Um das zu prézisieren, vereinbaren wir
die Sprechweise, dall zwei Elemente b und c eines Rings kommutieren, wenn gilt
bc = cb. Das bedeutet also, daf sie in Bezug auf die Multiplikation kommutieren
im Sinne von [GR] 2.1.7.

Proposition 5.3.9 (Einsetzen in Polynome, Variante). Seien ¢ : R — S ein
Ringhomomorphismus und b € S ein Element derart, daf3 b fiir alle a € R mit
©(a) kommutiert. So gibt es genau einen Ringhomomorphismus

E%b =E,;: R[X] — S

mit Ey(X) = b und E, o can = ¢. Wir nennen E,, ;, den Einsetzungshomomor-
phismus zu b iiber .

Beweis. Dieser eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus E; ist gegeben durch
die Vorschrift Ey(a, X" +...+ a1 X +ag) = @(a,)b"+. ..+ p(a1)b+p(ap). O

5.3.10. Es ist auch in dieser Allgemeinheit iiblich, das Bild unter dem Einset-
zungshomomorphismus E,, , eines Polynoms P € R[X| abzukiirzen als

P(b) := E,,(P)

So schreiben wir im Fall eines Krings R zum Beispiel P(A) fiir die Matrix, die
beim Einsetzen einer quadratischen Matrix A € Mat(n; R) in das Polynom P
ensteht. In diesem Fall hitten wir S = Mat(n; R) und ¢ wire der Ringhomomor-
phismus, der jedem a € R das a-fache der Einheitsmatrix zuordnet.

5.3.11 (Wechsel der Koeffizienten). Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus,
so erhalten wir einen Ringhomomorphismus ¢ = ¢y : R[X] — S[X] der zu-
gehorigen Polynomringe durch das ,,Anwenden von ¢ auf die Koeffizienten*. For-
mal konnen wir ihn als das ,,Einsetzen von X fiir X {iber ¢* beschreiben, also als
den Ringhomomorphismus ¢x] = E, x.

Definition 5.3.12. Seien R ein Kring und P € R[X] ein Polynom. Ein Element
a € R heifit eine Nullstelle oder auch eine Wurzel von P, wenn gilt P(a) = 0.

Definition 5.3.13. Sei R ein Ring. Jedem Polynom P € R[X] ordnen wir sei-
nen Grad grad P € N U {—oo} (englisch degree, franzosisch degré) durch die
Vorschrift

grad P=n fir P=a, X"+ ...+ a1 X + ag mit a,, # 0;

grad P = —oo fiir P das Nullpolynom.
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Fiir ein von Null verschiedenes Polynom P = a, X" + ... + a1 X + ap mit
n = grad P nennt man a, € R\0 seinen Leitkoeffizienten. Den Leitkoeffizi-
enten des Nullpolynoms erkldren wir als die Null von R. Ein Polynom heif3t nor-
miert, wenn sein Leitkoeffizient 1 ist. Das Nullpolynom ist demnach nur iiber
dem Nullring normiert, hat aber auch dort den Grad —oo. Auf Englisch heiflen
unsere normierten Polynome monic polynomials. Ein Polynom vom Grad Eins
heifit linear, ein Polynom vom Grad Zwei quadratisch, ein Polynom vom Grad
Drei kubisch.

Lemma 5.3.14 (Grad eines Produkts). Ist R ein Integritdtsring, so ist auch der
Polynomring R|X| ein Integritditsring und der Grad eines Produkts ist die Summe
der Grade der Faktoren, in Formeln

grad(PQ) = grad P + grad

Beweis. Ist R ein Integritétsring, so ist offensichtlich der Leitkoeffizient von P()
das Produkt der Leitkoeffizienten von P und von (). []

Lemma 5.3.15 (Polynomdivision mit Rest). Sei R ein Ring. Gegeben Polynome
P,Q € R[X] mit QQ normiert gibt es eindeutig bestimmte Polynome A, B mit
P = AQ + B und grad B < (grad Q) — 1.

Beispiel 5.3.16. Die Polynomdivision mit Rest des Polynoms X* + 2X? durch
X2 4+ 2X + 1 liefert

X1+2X?2 = X3(X?+2X +1)—2X3 + X?
= X2(X24+2X +1)—2X(X2+2X +1)+5X2 42X
= (X?2—-2X+5)(X?+2X +1)—-8X -5

Beweis. Ich habe mir bei der Formulierung des Lemmas Miihe gegeben, dal} es
auch im Fall des Nullrings R = 0 richtig ist, wenn wir —oo — 1 = —oo verste-
hen. Fiir den Beweis diirfen wir damit annehmen, da3 R nicht der Nullring ist.
Wir suchen ein Polynom A mit grad(P — AQ) kleinstmoglich. Gélte dennoch
grad(P — AQ) > (grad(Q)), sagen wir B := P — AQ = aX" + ... + ¢ mit
a # 0und r > d = grad(Q), so hitte P — (A + aX"~%)Q echt kleineren Grad
als B, im Widerspruch zur Wahl von A. Das zeigt die Existenz. Fiir den Nachweis
der Eindeutigkeit gehen wir aus von einer weiteren Gleichung P = A'Q) + B’ mit
grad B’ < d. Es folgt zundchst (A — A")Q) = B’ — B und wegen der offensicht-
lichen Formel fiir den Grad des Produkts eines beliebigen Polynoms mit einem
normierten Polynom weiter A — A’ = 0 und dann auch B’ — B = 0. O

Korollar 5.3.17 (Abspalten von Linearfaktoren bei Nullstellen). Sei R ein Ring
und P € R[X] ein Polynom. Genau dann ist \ € R eine Nullstelle von P, wenn
das Polynom (X — \) das Polynom P teilt, in Formeln

PO) =0 < (X —\)|P
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Beweis. Nach Lemma 5.3.15 tiber die Division mit Rest finden wir ein Polynom
A € R[X] und eine Konstante b € R mit P = A(X — \) + b. Einsetzen von \ fiir
X liefert dann b = 0. [l

5.3.18. Der im Sinne von 5.3.13 lineare Faktor (X — \) unseres Polynoms heif3t
auch ein Linearfaktor, daher der Name des Korollars.

Satz 5.3.19 (Zahl der Nullstellen eines Polynoms). Ist K ein Korper oder all-
gemeiner ein kommutativer Integritditsring, so hat ein von Null verschiedenes Po-
lynom P € K|[X| hochstens grad P Nullstellen in K.

Beweis. Ist A € K eine Nullstelle, so finden wir nach 5.3.17 eine Darstellung
P = A(X — \) mit grad A = grad P — 1. Eine von A verschiedene Nullstelle von
P ist fiir K ein Integritétsring notwendig eine Nullstelle von A und der Satz folgt
mit Induktion. O

Beispiel 5.3.20. In einem Korper K oder allgemeiner einem kommutativer Inte-
gritdtsring gibt es zu jedem Element b € K hochstens zwei Elemente ¢ € K
mit a®> = b. Ist nimlich a eine Losung dieser Gleichung, so gilt X2 — b =
(X — a)(X + a), und wenn wir da fiir X etwas von +a Verschiedenes einset-
zen, kommt sicher nicht Null heraus.

Erginzung 5.3.21. Die Kommutativitit ist hierbei wesentlich. In 5.6.4 werden
wir den sogenannten ,,Schiefkorper der Quaternionen‘ einfiihren, einen Ring, der
auBler der Kommutativitit der Multiplikation alle unsere Korperaxiome erfiillt. In
diesem Ring hat die Gleichung X? = —1 dann offensichtlich die sechs Lésungen
+1, £j, £k und nicht ganz so offensichtlich [ML] 1.6.9 sogar unendlich viele
Losungen.

5.3.22. Ist K ein Korper oder allgemeiner ein Kring, P € K[X] ein Polynom
und A € K eine Nullstelle von P, so nennen wir das Supremum {iiber alle n € N
mit (X — \)"| P die Vielfachheit der Nullstelle A oder auch ihre Ordnung. Das
Nullpolynom hat insbesondere an jeder Stelle eine Nullstelle der Vielfachheit co
und gar keine Nullstelle bei A ist dasselbe wie eine ,,Nullstelle der Vielfachheit
Null®. Durch Abspalten von Nullstellen wie in 5.3.17 zeigt man, dal im Fall ei-
nes Korpers oder allgemeiner eines kommutativen Integrititsrings auch die Zahl
der mit ihren Vielfachheiten gezihlten Nullstellen eines von Null verschiedenen
Polynoms beschrinkt ist durch seinen Grad.

Definition 5.3.23. Ein Korper /K heillt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nichtkonstante Polynom P € K[X]\K mit Koeffizienten in unserem Korper K
eine Nullstelle in unserem Korper K hat.

Beispiel 5.3.24. Der Korper K = R ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn das
Polynom X? + 1 hat keine reelle Nullstelle.
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Vorschau 5.3.25. Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlos-
sen. Das ist die Aussage des sogenannten Fundamentalsatzes der Algebra, fiir
den wir mehrere Beweise geben werden: Einen besonders elementaren Beweis
nach Argand in der Analysis in [AN1] 12.5.1.7, einen sehr eleganten mit den Me-
thoden der Funktionentheorie in [FT1] 16.3.1.14, und einen mehr algebraischen
Beweis, bei dem die Analysis nur iiber den Zwischenwertsatz eingeht, in [AL]
4.3.8. Mir selbst gefillt der noch wieder andere Beweis mit den Mitteln der Topo-
logie [TF] 2.1.7.16 am besten, da er meine Anschauung am meisten anspricht. Er
wird in analytischer Verkleidung bereits in [AN2] 8.8.17 vorgefiihrt. Eine heuris-
tische Begriindung wird in nebenstehendem Bild gegeben.

Satz 5.3.26. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so hat jedes von Null
verschiedene Polynom P € K|[X]\0 eine Zerlegung in Linearfaktoren der Ge-
stalt

P=cX—=X\)...(X =\

mitn > 0,c € K*und \,...,\, € K. Dariiber hinaus ist diese Zerlegung
eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

5.3.27. Gegeben eine Nullstelle ;1 von P ist in diesem Fall die Zahl der Indizes
¢ mit \; = p die Vielfachheit der Nullstelle . In der Sprache der Multimengen
aus [GR] 1.6.8 erhalten wir fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Korper K eine
Bijektion zwischen der Menge aller ,,endlichen Multimengen von Elementen von
K* und der Menge aller normierten Polynome mit Koeffizienten in /', indem wir
einer Multimenge ,{\1, ..., A, } das Polynom (X — A\;)... (X — \,) zuordnen.

Beweis. Ist P ein konstantes Polynom, so ist nichts zu zeigen. Ist P nicht kon-
stant, so gibt es nach Annahme eine Nullstelle A € K von P und wir finden genau
ein Polynom P mit P = (X — \)P. Der Satz folgt durch vollstindige Induktion
iiber den Grad von P. ]

Korollar 5.3.28 (Faktorisierung reeller Polynome). Jedes von Null verschie-
dene Polynom P mit reellen Koeffizienten besitzt eine Zerlegung in Faktoren der
Gestalt

P=c(X-X)...(X = A)(X?+mX +v1). . (X4 X +v)

mit C, A1, Ay 1y ey sy V1, ., Vs € R derart, dafs die quadratischen Fak-
toren keine reellen Nullstellen haben. Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf die
Reihenfolge der Faktoren.

Beweis. Da unser Polynom invariant ist unter der komplexen Konjugation, miis-
sen sich seine mit ihren Vielfachheiten genommenen komplexen Nullstellen so
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Heuristische Begriindung fiir den Fundamentalsatz der Algebra. Ein Polynom
n-ten Grades wird eine sehr gro3e Kreislinie in der komplexen Zahlenebene mit
Zentrum im Ursprung abbilden auf einen Weg in der komplexen Zahlenebene,
der ,,den Ursprung n-mal umléduft”. Angedeutet ist etwa das Bild einer sehr
groBen Kreislinie unter einem Polynom vom Grad Zwei. Schrumpfen wir nun
unsere sehr groBBe Kreislinie zu immer kleineren Kreislinien bis auf einen Punkt,
so schrumpfen auch diese Wege zu einem konstanten Weg zusammen. Unsere
n-fach um einen etwa am Ursprung aufgestellten Pfahl laufende Seilschlinge
kann jedoch offensichtlich nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden,
ohne dal} wir sie tiber den Pfahl heben, anders gesagt: Mindestens eines der
Bilder dieser kleineren Kreislinien muf3 durch den Ursprung laufen, als da heif3t,
unser Polynom muf} auf mindestens einer dieser kleineren Kreislinien eine
Nullstelle habe. In [AN2] 8.8.20 oder besser [TF] 2.1.7.16 werden wir diese
Heuristik zu einem formalen Beweis ausbauen.
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durchnummerieren lassen, daB A, ..., A\, reell sind und daf} eine gerade Zahl
nicht reeller Nullstellen iibrigbleibt mit A\, o, 1 = /_\T+2t firl <t < sund
r,s > 0. Die Produkte (X — A, 19;-1)(X — A.12:) haben dann reelle Koeffizien-
ten, da sie ja invariant sind unter der komplexen Konjugation, haben jedoch keine
reellen Nullstellen. ]

Vorschau 5.3.29. In der Algebra [AL] 2.4.1 konnen Sie lernen, inwiefern sowohl
die vorhergehenden Aussagen iiber die Faktorisierung von Polynomen als auch
die Primfaktorzerlegung natiirlicher Zahlen Spezialfille eines allgemeinen Satzes
iber die ,,Faktorialitit euklidischer Ringe* sind.

5.3.30 (Polynomringe in mehreren Variablen). Ahnlich wie den Polynomring
in einer Variablen 5.3.2 konstruiert man auch Polynomringe in mehr Variablen
iiber einem gegebenen Grundring RR. Ist die Zahl der Variablen endlich, so kann
man induktiv definieren

R[X1,...,X,] = (R[X1,..., X0 1))[Xn]

Man kann aber auch fiir eine beliebige Menge I den Polynomring R[X;];c; bilden
als die Menge aller ,,endlichen formalen Linearkombinationen mit Koeffizienten
aus R von endlichen Monomen in den X;“. Ich verzichte an dieser Stelle auf eine
formale Definition.

Ergdnzung 5.3.31. Bei Hochster kann man ein Beispiel fiir nichtisomorphe kom-
mutative Ringe A 2 B finden, deren Polynomringe in einer Variablen doch iso-
morph sind, A[T| = B[T]. Die Konstruktion eines derartigen Beispiels ist aber
bereits hohere Mathematik und fiir uns an dieser Stelle nicht relevant.

Ubungen

Ubbmg 5.3.32. Welche Matrix entsteht beim Einsetzen der quadratischen Matrix
(9 §) in das Polynom X2 + 1 ?

Ergiinzende Ubung 5.3.33. Man zeige, daB jede Nullstelle o € C eines normier-
ten Polynoms mit komplexen Koeffizienten X" + a,,_; X" ! + ... + ag die Ab-
schitzung || < 14 |a,_1|+. ..+ |ag| erfiillt. Hinweis: Sonst gilt erst |a| > 1 und
dann |a|" > |a,_1a" Y +. ..+ |ag|. Umgekehrt zeige man auch, daB aus der Ab-
schitzung |« < C fiir alle komplexen Wurzeln die Abschitzung |ay| < (})C™™*
fiir die Koeffizienten folgt.

Ubung 5.3.34. Ist P € R[X] ein Polynom mit reellen Koeffizienten und y € C
eine komplexe Zahl, so gilt P(u) = 0 = P(i) = 0. Ist also eine komplexe Zahl
Nullstelle eines Polynoms mit reellen Koeffizienten, so ist auch die konjugiert
komplexe Zahl eine Nullstelle desselben Polynoms.
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Die komplexen Nullstellen eines Polynoms mit reellen Koeffizienten, die nicht
reell sind, tauchen immer in Paaren aus einer Wurzel und ihrer komplex
Konjugierten auf, vergleiche auch Ubung 5.3.34.
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Ergiinzende Ubung 5.3.35. Seien k, K kommutative Ringe, i : k¥ — K ein Ring-
homomorphismus und ¢ : k[X]| — K[X] der induzierten Ringhomomorphismus
zwischen den zugehorigen Polynomringen. Man zeige: Ist A € k eine Nullstelle
eines Polynoms P € k[X], soisti(\) € K eine Nullstelle des Polynoms i(P).

Erginzende Ubung 5.3.36. Ist K ein Integrititsbereich, so induziert die kanoni-
sche Einbettung K — K[X]| auf den Einheitengruppen eine Bijektion K* —
K|[X]*.Im Ring (Z/4Z)[X] aber ist etwa auch 1 + 2X eine Einheit.

Ubung 5.3.37. Man zeige, daB es in einem endlichen Korper F einer von 2 ver-
schiedenen Charakteristik genau (|F| 4 1)/2 Quadrate gibt, wohingegen in einem
endlichen Korper der Charakteristik 2 jedes Element das Quadrat eines weiteren
Elements ist.

Ubung 5.3.38. Man zerlege das Polynom X* + 2 in R[X] in der in 5.3.28 be-
schriebenen Weise in ein Produkt quadratischer Faktoren ohne Nullstelle.

Erginzende Ubung 5.3.39. Ein reelles Polynom hat bei A € R eine mehrfache
Nullstelle genau dann, wenn auch seine Ableitung bei A verschwindet.

Erginzende Ubung 5.3.40. Gegeben ein reelles Polynom, dessen komplexe Null-
stellen bereits sdmtlich reell sind, ist jede Nullstelle seiner Ableitung reell und
wenn sie keine Nullstelle der Funktion selbst ist, eine einfache Nullstelle der Ab-
leitung. Hinweis: Zwischen je zwei Nullstellen unserer Funktion mufl mindestens
eine Nullstelle ihrer Ableitung liegen.

Ergiinzende Ubung 5.3.41. Man zeige: Die rationalen Nullstellen eines normier-
ten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten P € Z[X| sind bereits alle ganz. In
Formeln folgt aus P(A) = 0 fiir A € Q also bereits A € Z.

Erginzende Ubung 5.3.42. Gegeben ein Ring R bilden auch die formalen Po-
tenzreihen mit Koeffizienten in R der Gestalt ) ., a, X" mit a, € R einen
Ring, der meist R[X] notiert wird. Man gebe eine exakte Definition dieses Rings
und zeige, da} seine Einheiten genau diejenigen Potenzreihen sind, deren kon-
stanter Term eine Einheit in R ist, in Formeln

R[X]* = R* + XR[X]

Man verallgemeinere die Definition und Beschreibung der Einheiten auf Potenz-
reihenringe R[X},...,X,] in mehreren Variablen und konstruiere einen Ring-
isomorphismus

(R[X1,. ... XuD[Xoir] = R[X1 -, Xy Xosi]

Ergiinzende Ubung 5.3.43. Gegeben ein Ring R bilden auch die formalen Lau-
rentreihen mit Koeffizienten in R der Gestalt an— N @ X" mit a, € R und
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N € N einen Ring, der meist R((X)) notiert wird. Man gebe eine exakte Defini-
tion dieses Rings und zeige, dafl im Fall R # 0 seine Einheiten genau diejenigen
von Null verschiedenen Reihen sind, bei denen der Koeffizient der kleinsten mit
von Null verschiedenem Koeffizienten auftauchenden Potenz von X eine Einheit

in R ist, in Formeln
= |J X"R[X]"
neZ

Insbesondere ist im Fall eines Korpers K auch K (X)) ein Korper.

Erginzung 5.3.44. Wir verwenden hier die Terminologie, nach der bei formalen
Laurentreihen im Gegensatz zu den Laurentreihen der Funktionentheorie nur
endlich viele Terme mit negativen Exponenten erlaubt sind.

5.4 Polynome als Funktionen*

Lemma 5.4.1 (Interpolation durch Polynome). Seien K ein Korper und x,
., Tn € K paarweise verschiedene Stiitzstellen und vy, . ..,y, € K beliebig
vorgegebene Werte. So gibt es genau ein Polynom P € K[X| vom Grad < n mit

P(x9) = vo,..., P(x,) = yn.

Beweis. Zunidchst ist sicher (X — z1)... (X — z,) =: Ag(X) ein Polynom vom
Grad n, das bei x4, ..., x, verschwindet und an allen anderen Stellen von Null
verschieden ist, insbesondere auch bei xy. Dann ist Lo(X) := Ay(X)/Ag(x) ein
Polynom vom Grad n, das bei xy den Wert Eins annimmt und bei x4, . . ., z,, ver-
schwindet. In derselben Weise konstruieren wir auch Polynome L, (X), ..., L, (X)
und erhalten ein mégliches Interpolationspolynom als

P(X) = yoLo(X) + ...+ ynLn( Z Hjj ji

Das zeigt die Existenz. Ist () eine weitere Losung derselben Interpolationsaufgabe
vom Grad < n, so ist P — () ein Polynom vom Grad < n mit n + 1 Nullstellen,
eben bei den Stiitzstellen x, ..., x,. Wegen 5.3.19 muf} dann aber P — () das
Nullpolynom sein, und das zeigt die Eindeutigkeit. U

5.4.2. Um die bisher eingefiihrten algebraischen Konzepte anschaulicher zu ma-
chen, will ich sie in Bezug setzen zu geometrischen Konzepten. Ist K ein Kring,
so kénnen wir jedem Polynom f € K[Xj, ..., X,] die Funktion f : K" — K,
(x1,...,2,) — f(x1,...,2,) zuordnen. Wir erhalten so einen Ringhomomor-

phismus
K[Xy,...,X,] — Ens(K", K)
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Das Polynom P(X) = 2X? — 2X — 1 mit reellen Koeffizienten, das die an den
Stiitzstellen —1, 1, 2 vorgegebenen Werte 3, —1, 3 interpoliert.
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Dieser Homomorphismus ist im Allgemeinen weder injektiv noch surjektiv. Schon
fiir n = 1, K = R 146t sich ja keineswegs jede Abbildung R — R durch ein Poly-
nom beschreiben, also ist sie in diesem Fall nicht surjektiv. Im Fall eines endlichen
Korpers K kann weiter fiir n > 1 unsere K -lineare Auswertungsabbildung vom
unendlichdimensionalen K -Vektorraum K[X7, ..., X,] in den endlichdimensio-
nalen K'-Vektorraum Ens(K™, K') unméglich injektiv sein. Wir haben jedoch den
folgenden Satz.

Satz 5.4.3 (Polynome als Funktionen). /. Ist K ein unendlicher Korper, ja
allgemeiner ein unendlicher Integritditskring, so ist fiir alle n € N die Aus-
wertungsabbildung eine Injektion K[X1, ..., X,] — Ens(K", K);

2. Ist K ein endlicher Korper, so ist fiir alle n € N die Auswertungsabbildung
eine Surjektion K[X1,...,X,] — Ens(K", K). Den Kern dieser Surjekti-
on beschreibt Ubung [LA2] 6.3.19.

Beweis. 1. Durch Induktion iiber n. Der Fall n = 0 ist eh klar. Fiir n = 1 folgt
die Behauptung aus der Erkenntnis, das jedes von Null verschiedene Polynom in
K[X] nur endlich viele Nullstellen in K haben kann. Der Kern der Abbildung

K[X] — Ens(K, K)

besteht also nur aus dem Nullpolynom. Fiir den Induktionsschritt setzen wir X,, =
Y und schreiben unser Polynom in der Gestalt

P=a,Y%+ ... +a1Y + ag

mit a; € K[X,...,X,_1]. Halten wir (zy,...,2,.1) = v € K"! fest, so ist
ag(x)Y4+ ...+ a1(z)Y +ao(z) € K[Y] das Nullpolynom nach dem Fall n = 1.
Also verschwinden ay(), . .., ai(x), ao(z) fir alle z € K™, mit Induktion sind
somit alle a; schon das Nullpolynom und wir haben P = 0.

2. Das bleibt dem Leser iiberlassen. Man mag sich beim Beweis an 5.4.1 orien-
tieren. Wir folgern in [AL] 2.3.8 eine allgemeinere Aussage aus dem abstrakten
chinesischen Restsatz. O

Ubungen

Ergiinzende Ubung 5.4.4. Man zeige, daB jeder algebraisch abgeschlossene Korper
unendlich ist. Hinweis: Im Fall 1 # —1 reicht es, Quadratwurzeln zu suchen.
Man zeige, daf3 jedes nichtkonstante Polynom P € K[X, Y] in zwei Verdnderli-
chen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper unendlich viele Nullstellen
in K2 hat.
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Ergiinzende Ubung 5.4.5 (Nullstellensatz fiir Hyperebenen). Sei K ein unend-
licher Korper. Verschwindet ein Polynom im Polynomring in d Variablen iiber /'
auf einer affinen Hyperebene in K¢, so wird es von jeder linearen Gleichung be-
sagter Hyperebene geteilt. Hinweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit mag
man unsere Hyperebene als eine der Koordinatenhyperebenen annehmen. Man
zeige auch allgemeiner: Verschwindet ein Polynom in d Veridnderlichen iiber ei-
nem unendlichen Korper auf der Vereinigung der paarweise verschiedenen affinen
Hyperebenen Hy, ..., H, C K<, so wird es vom Produkt der linearen Gleichun-
gen unserer Hyperebenen geteilt.

Ergiinzende Ubung 5.4.6 (Pythagoreische Zahlen). Man zeige: Stellen wir ei-
ne Lampe oben auf den Einheitskreis und bilden jeden von (0, 1) verschiedenen
Punkt des Einheitskreises ab auf denjenigen Punkt der Parallelen zur z-Achse
durch (0, —1), auf den sein Schatten fillt, so entsprechen die Punkte mit ratio-
nalen Koordinaten auf dem Einheitskreis genau den Punkten mit rationalen Ko-
ordinaten auf unserer Parallelen. Hinweis: Hat ein Polynom in Q[X] vom Grad
drei zwei rationale Nullstellen, so ist auch seine dritte Nullstelle rational. Geben
wir das Bild vom Schattenwurf auf und nehmen den Schnitt des Lichtstrahls mit
der z-Achse, so steht eine explizite Formel fiir die Umkehrabbildung in [AN1]
12.5.8.20.

Erginzung 5.4.7. Unter einem pythagoreischen Zahlentripel versteht man ein
Tripel (a,b, ¢) von positiven natiirlichen Zahlen mit a® + b* = ¢?, die also als
Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks auftreten konnen. Es scheint mir of-
fensichtlich, da3 die Bestimmung aller pythagoreischen Zahlentripel im wesent-
lichen dquivalent ist zur Bestimmung aller Punkte mit rationalen Koordinaten auf
dem Einheitskreis, also aller Punkte (z,y) € Q* mit 22 + y* = 1.

Ubung 5.4.8. Man zeige, daB die Menge der Polynome in Q[X], die an allen
Punkten aus N ganzzahlige Werte annehmen, iibereinstimmt mit der Menge aller
Linearkombinationen mit ganzzahligen Koeffizienten der mithilfe der Binomial-
koeffizienten gebildeten Polynome

X\ XX -1)...(X—k+1)
(k) B k(k—1)...1

X
falls kK > 1 und (0) = 1.

Hinweis: Man berechne die Werte unserer Polynome bei X = 0,1,2,... Die
Ubung zeigt, daB diejenigen Polynome in Q[X], die an allen Punkten aus N ganz-
zahlige Werte annehmen, sogar an allen Punkten aus Z ganzzahlige Werte anneh-
men miissen. Sie heilen ganzwertige oder numerische Polynome. Man zeige
weiter fiir jedes Polynom in Q[X] vom Grad d > 0, das an fast allen Punkten aus
N ganzzahlige Werte annimmt, da3 es ein ganzwertiges Polynom sein muf} und
daB das (d!)-fache seines Leitkoeffizienten mithin eine ganze Zahl sein muf.
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Wir stellen eine Lampe oben auf den Einheitskreis und bilden jeden von (0, 1)
verschiedenen Punkt des Einheitskreises ab auf denjenigen Punkt der Parallelen
zur z-Achse durch (0, —1), auf den sein Schatten fillt. So entsprechen nach
Ubung 5.4.6 die Punkte mit rationalen Koordinaten auf dem Einheitskreis genau
den Punkten mit rationalen Koordinaten auf unserer Parallelen. Ein Tripel
a,b,c € Zmit a® + b* = ¢? heibt ein pythagoreisches Zahlentripel. Die
pythagoreischen Zahlentripel mit grotem gemeinsamen Teiler (a, b, c) = (1)
und ¢ > 0 entsprechen nun offensichtlich eineindeutig den Punkten mit
rationalen Koordinaten auf dem Einheitskreis vermittels der Vorschrift
(a,b,c) — (a/c,b/c). In dieser Weise liefert unser Bild also einen geometrischen
Zugang zur Klassifikation der pythagoreischen Zahlentripel.
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Ergiinzende Ubung 5.4.9. Man zeige, da3 die Menge aller Polynome mit ratio-
nalen Koeffizienten in Q[X1, ..., X,], die an allen Punkten aus N" ganzzahlige
Werte annehmen, iibereinstimmt mit der Menge aller Linearkombinationen mit
ganzzahligen Koeffizienten von Produkten der Gestalt

X X,
k)
mit kq, ..., k. > 0. Hinweis: Man argumentiere wie in 5.4.8.

Ubung 5.4.10. Ein Polynom iiber einem unendlichen Korper k, das eine injektive
Abbildung k£ — £ liefert, hat den Grad Eins.

5.5 Quotientenkorper und Partialbruchzerlegung

5.5.1. Die Konstruktion des Korpers Q der Bruchzahlen aus dem Integritétsbe-
reich Z der ganzen Zahlen hatten wir bisher noch nicht formal besprochen. Hier
holen wir das gleich in groerer Allgemeinheit nach und zeigen, wie man zu je-
dem Integritétsbereich seinen ,,Quotientenkorper* konstruieren kann.

Definition 5.5.2. Gegeben ein kommutativer Integritdtsbereich R konstruieren
wir seinen Quotientenkorper

Quot(R)

wie folgt: Wir betrachten die Menge R x (R\0) und definieren darauf eine Rela-
tion ~ durch die Vorschrift

(a,s) ~ (b,t) genau dann, wenn gilt at = bs.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, wie man leicht priift. Wir bezeichnen
die Menge der Aquivalenzklassen mit Quot(R) und die Aquivalenzklasse von
(a,s) mit ¢ oder a/s. Dann definieren wir auf Quot(R2) Verkniipfungen + und -

durch die Regeln

a b at+bs a b ab

-4 - = und — - - = —

s t st s 1 st
und iiberlassen dem Leser den Nachweis, daf diese Verkniipfungen wohldefiniert
sind und Quot(R) zu einem Korper machen und dal die Abbildung can : R —
Quot(R), r +— r/1 ein injektiver Ringhomomorphismus ist. Er heift die kanoni-

sche Einbettung unseres Integritidtsbereichs in seinen Quotientenkorper.

Erginzung 5.5.3. Auf Englisch bezeichnet man den Quotientenkorper als fracti-
on field und auf Franzosisch als corps de fractions. Dort verwendet man folge-
richtig statt unserer Notation Quot(R) die Notation Frac(R). Die noch allgemei-
nere Konstruktion der ,,Lokalisierung® lernen wir erst in [KAG] 4.4 kennen.
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Beispiel 5.5.4. Der Korper der rationalen Zahlen Q wird formal definiert als der
Quotientenkorper des Rings der ganzen Zahlen, in Formeln

Q = QuotZ

Sicher wire es unter formalen Aspekten betrachtet eigentlich richtig gewesen,
diese Definition schon viel frither zu geben. Es schien mir jedoch didaktisch un-
geschickt, gleich am Anfang derart viel Zeit und Formeln auf die exakte Kon-
struktion einer Struktur zu verwenden, die Ihnen bereits zu Beginn ihres Studiums
hinreichend vertraut sein sollte. Wie bereits bei rationalen Zahlen nennt man auch
im allgemeinen bei einem Bruch g/h das g den Zihler und das i den Nenner des
Bruchs.

Satz 5.5.5 (Universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers). Sei R ein kom-
mutativer Integrititsbereich. Ist ¢ : R — A ein Ringhomomorphismus, unter
dem jedes von Null verschiedene Element von R auf eine Einheit von A abgebil-
det wird, so faktorisiert @ eindeutig iiber Quot R, es gibt also in Formeln genau
einen Ringhomomorphismus ¢ : Quot R — A mit p(r) = o(r/1) Vr € R.

Beweis. Fiir jedes mogliche ¢ muB gelten ¢(r/s) = o(r)p(s)~L. Das zeigt be-
reits die Eindeutigkeit von ¢. Um auch seine Existenz zu zeigen, betrachten wir
die Abbildung ¢ : R x (R\0) — A gegeben durch ¢(r,s) = ¢(r)e(s)~! und
priifen, daB sie konstant ist auf Aquivalenzklassen. Dann muB sie nach 4.2.6 ei-
ne wohlbestimmte Abbildung Quot R — A induzieren, von der der Leser leicht
selbst priifen wird, daf sie ein Ringhomomorphismus ist. 0

5.5.6 (Briiche mit kontrollierten Nennern). Gegeben ein kommutativer Integri-
tatsbereich R und eine Teilmenge S C R\0 betrachten wir im Quotientenkdrper
von R den Teilring

S™'R:={(r/s) € Quot R | s ist ein Produkt von Elementen von S}

Hierbei ist die Eins auch als Produkt von Elementen von S zu verstehen, eben
als das leere Produkt. Insbesondere erhalten wir eine Einbettung R — S™'R
durch r — (r/1). Ist nun ¢ : R — A ein Ringhomomorphismus, unter dem
jedes Element von S auf eine Einheit von A abgebildet wird, so faktorisiert ¢ mit
demselben Beweis wie zuvor eindeutig iiber S~ R, es gibt also in Formeln genau
einen Ringhomomorphismus ¢ : S™'R — A mit o(r) = @(r/1) Vr € R.

Beispiel 5.5.7 (Auswerten rationaler Funktionen). Ist K ein Korper, so bezeich-
net man den Quotientenkdrper des Polynomrings mit £ (X) := Quot K[X] und
nennt ihn den Funktionenkorper zu K und seine Elemente rationale Funk-
tionen. Man lasse sich durch die Terminologie nicht verwirren, Elemente dieses
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Korpers sind per definitionem formale Ausdriicke und eben gerade keine Funk-
tionen. Inwiefern man sie zumindest fiir unendliches K doch als Funktionen ver-
stehen darf, soll nun ausgefiihrt werden. Gegeben A\ € K betrachten wir dazu die
Menge Sy := {P | P(\) # 0} aller Polynome, die bei A keine Nullstelle haben,
und bezeichnen mit

K[X]y = Sy 'K[X] Cc K(X)

der Teilring aller Quotienten von Polynomen, die sich darstellen lassen als ein
Bruch, dessen Nenner bei A keine Nullstelle hat. Auf diesem Teilring ist das Aus-
werten bei A nach 5.5.6 ein wohlbestimmter Ringhomomorphismus K[ X], — K,
den wir notieren als f — f()). Er ist der einzige derartige Ringhomomorphismus
mit X — A. Gegeben f € K(X) heilen die Punkte A € K mit f ¢ K[X], die
Polstellen von f und das kleinste n mit (X — \)" f € K[X], heifit die Polstellen-
ordnung von f bei ). Natiirlich hat jedes Element f € K (X)) hochstens endlich
viele Polstellen. Fiir jede rationale Funktion f € K (X) erkldrt man ihren Defini-
tionsbereich D(f) C K als die Menge aller Punkte a € K, die keine Polstellen
von f sind. Durch ,,Kiirzen von Nullstellen iiberzeugt man sich leicht, daf} jede
rationale Funktion so als Quotient f = g/h geschrieben werden kann, dal Zéhler
und Nenner keine gemeinsamen Nullstellen in A haben, und da3 dann die Polstel-
len gerade die Nullstellen des Nenners sind. Vereinbart man, daf3 f diesen Stellen
als Wert ein neues Symbol oo zuweisen soll, so erhélt man fiir jeden unendlichen
Korper K sogar eine wohlbestimmte Injektion K (X) < Ens(K, K U {oco}).

5.5.8. In der Schule mogen Sie gelernt haben, dafl etwa die Funktion z/z bei
x = 0 nicht definiert ist. Von unserem Standpunkt aus ist das nicht so klar. Es
gibt einerseits den Begriff einer Funktion als einer Abbildung, und um eine Ab-
bildung anzugeben miissen bei uns im Prinzip Definitionsbereich, Wertebereich
und Abbildungsvorschrift gleich mit angegeben werden, und die Abbildungsvor-
schrift x — z/x kann in der Tat bei = 0 nicht sinnvoll in der Art ,setze erst
2 = 0 fiir die Variable ein und fiihre dann die vorgeschriebenen Operationen im
Korper R aus* ausgewertet werden. Im Sinne unserer obigen Definition gilt im
Funktionenkdper R(X') dahingegen 1 = X/X und die Null gehort durchaus zum
Defintionsbereich dieser rationalen Funktion im in 5.5.7 erklirten Sinne.

Ergdnzung 5.5.9. Es ist sogar richtig, daB} jede rationale Funktion eine eindeutige
maximal gekiirzte Darstellung mit normiertem Nenner hat. Um das einzusehen,
benotigt man ein Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung fiir Polynomrin-
ge, das wir fiir allgemeines K erstin [AL] 2.4.19 zeigen.

5.5.10. Wir erinnern aus 5.3.42 und 5.3.43 die Ringe der Potenzreihen und der
Laurentreihen. Gegeben ein Korper K liefert die Verkniipfung von Einbettungen
K[X] — K[X] — K((X)) offensichtlich einen Ringhomomorphismus und nach
der universellen Eigenschaft 5.5.5 mithin eine Einbettung K (X) — K ((X)). Das
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Bild von (1 — X )_1 unter dieser Einbettung wire etwa die ,,formale geometrische
Reihe“ 1+ X + X2 + X3 + ...

Ergcnzung 5.5.11. Sei K ein Korper. Ist p € K fest gewéhlt und K (7)) = K(X)
der durch 7' — (X + p) gegebene Isomorphismus, so bezeichnet man das Bild
von f € K(T) unter der Komposition K (7') = K(X) — K((X)) auch als die
Laurententwicklung von f um den Entwicklungspunkt p. Meist schreibt man
in einer Laurententwicklung statt X auch (7" — p). So wire die Laurententwick-
lung von f = T?/(T — 1) um den Entwicklungspunkt 7' = 1 etwa die endliche
Laurentreihe (T'— 1)~ + 2+ (T — 1).

Satz 5.5.12 (Partialbruchzerlegung). Gegeben ein algebraisch abgeschlossener
Korper K wird eine K -Basis des Funktionenkorpers K (X)) gebildet von erstens
den Potenzen der Variablen (X"),>1 mitsamt zweitens den Potenzen der Inversen
der Linearfaktoren ((X — a)™")n>1, aek zuziiglich drittens der Eins 1 € K(X).

5.5.13. Eine Darstellung einer rationalen Funktion als Linearkombination der
Elemente dieser Basis nennt man eine Partialbruchzerlegung unserer rationa-
len Funktion. Anschaulich scheint mir zumindest die lineare Unabhéngigkeit der
behaupteten Basis recht einsichtig: Polstellen an verschiedenen Punkten kénnen
sich ebensowenig gegenseitig auftheben wie Polstellen verschiedener Ordnung an
einem vorgegebenen Punkt. Alle rationalen Funktionen mag man auffassen als
Funktionen auf der projektiven Gerade P'K aus [EL] 5.1.4.18 und die (X™)n>1
als Funktionen, die ,,eine Polstelle der Ordnung n im Unendlichen haben®. Das ist
auch der Grund dafiir, da3 ich die 1 im Satz oben extra aufgefiihrt habe und nicht
stattdessen einfach kiirzer (X™),>( schreibe.

5.5.14. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so sind die Polstellen eines
Elements f € K(X) im Sinne von 5.5.7 genau die Elemente « € K mit der
Eigenschaft, daf fiir ein n > 1 der Term (X — a)~" mit von Null verschiedenem
Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung von f auftritt.

Ergdnzung 5.5.15. In Biichern zur Analysis findet man oft eine Variante dieses
Satzes fiir den Korper X' = R : In diesem Fall werden die im Satz beschriebenen
Elemente erginzt zu einer Basis durch die Elemente 1/((X —\)(X —\))™ und die
Elemente X/((X — A\)(X — \))" fir A € C mit positivem Imaginérteil und n > 1
beliebig, wie der Leser zur Ubung selbst zeigen mag. Eine Verallgemeinerung auf
den Fall eines beliebigen Korpers K wird in [AL] 3.7.16 diskutiert.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dal unsere Familie den Funktionenkorper als K-
Vektorraum erzeugt. Sei also f € K(X) dargestellt als Quotient von zwei Poly-
nomen f = P/Q mit ) # 0. Wir argumentieren mit Induktion iiber den Grad
von (. Ist () konstant, so haben wir schon gewonnen. Sonst besitzt () eine Null-
stelle 1 € K und wir konnen schreiben Q(x) = (X — )"Q(x) mit m > 1 und
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Q(x) # 0. Dann nehmen wir ¢ = P(;)/Q (1) und betrachten die Funktion
P c P — CQ

Q X—pm (X-pmQ

Aufgrund unserer Wahl von c hat der Zihler auf der rechten Seite eine Nullstelle
bei X = p, wir kénnen im Bruch also (X — pu) kiirzen, und eine offensichtliche
Induktion iiber dem Grad des Polynoms () beendet den Beweis. Zum Beweis der
linearen Unabhiéngigkeit betrachten wir eine Linearkombination unserer Basis in
spe, die die Nullfunktion darstellt. Sei ¢(X — a)~" ein Summand darin mitn > 1
groBtmoglich fiir die gewihlte Polstelle a. So multiplizieren wir mit (X — a)”
und werten aus bei a im Sinne von 5.5.6 und finden, da} schon ¢ = 0 gegolten
haben muf}. So argumentieren wir alle Polstellen weg, und daf die nichtnegati-
ven Potenzen von X linear unabhingig sind folgt ja schon aus der Definition des
Polynomrings. ]

5.5.16 (Berechnung einer Partialbruchzerlegung). Will man konkret eine Par-
tialbruchzerlegung bestimmen, so rate ich dazu, mit einer Polynomdivision zu
beginnen und P = AQ) + R zu schreiben mit Polynomen A und R derart, daf} der
Grad von R echt kleiner ist als der Grad von (). Wir erhalten P/Q = A+ R/Q,
und in der Partialbruchzerlegung von R /() tritt dann kein polynomialer Summand
mehr auf. Die Polstellen-Summanden gehoren dann alle zu Nullstellen von () und
ihr Grad ist beschrinkt durch die Vielfachheit der entsprechenden Nullstelle von
(). Nun setzen wir die Koeffizienten unserer Linearkombination als Unbestimm-
te an, fiir die wir dann ein lineares Gleichungssystem erhalten, das wir mit den
iblichen Verfahren 16sen.

Beispiel 5.5.17. Wir bestimmen von (X* + 2X?)/(X? + 2X + 1) die Partial-
bruchzerlegung. Die Polynomdivision haben wir bereits in 5.3.16 durchgefiihrt
und X4 4+ 2X?% = (X? — 2X +5)(X? +2X + 1) — 8X — 5 erhalten, so daB sich
unser Bruch vereinfacht zu
Xt 4+2X? 8X +5
—_— = X?-2X45 -
X?2+2X+1 * X?2+2X+1
Jetzt zerlegen wir den Nenner in Linearfaktoren X2 + 2X + 1 = (X + 1)? und
diirfen nach unserem Satz iiber die Partialbruchzerlegung
8X+5  a n b
(X+1)2 X+1 (X+1)2
ansetzen, woraus sich ergibt 8X + 5 = aX + a + b und damita = 8und b = —3.
Die Partialbruchzerlegung unserer urspriinglichen Funktion hat also die Gestalt

X4 4 2X? 8 3
A X _ox 45—
X2 12X 11 T Y T
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5.5.18 (Geschlossene Darstellung der Fibonacci-Zahlen). Wir bilden die soge-
nannte erzeugende Funktion der Fibonacci-Folge alias die formale Potenzreihe
f(xz) =3, 50 fnx™ mit den Fibonacci-Zahlen aus [EIN] 1.1.2.2 als Koeffizienten.
Die Rekursionsformel fiir Fibonacci-Zahlen fnio = fne1 + fn liefert unmittelbar
rf(x) + 2*f(x) = f(x) — z. Wir folgern (1 — z — 2?) f(z) = x. Umgekehrt
hat jede formale Potenzreihe, die diese Identitit erfiillt, die Fibonacci-Zahlen als
Koeffizienten. Es gilt also, die Funktion z/(1 — 2 — x?) in eine Potenzreihe zu
entwickeln. Dazu erinnern wir Satz 5.5.12 iiber die Partialbruchzerlegung, schrei-
benz?+z—1=(z+a)(z+B)mta =3%+1/5und3 =1—-15und

2 T 2
diirfen /(1 — x — 2%) = a/(z + a) + b/(x + ) ansetzen. Zur Vereinfachung
der weiteren Rechnungen erinnern wir o5 = —1 und variieren unseren Ansatz

zuzx/(1—z—12% =c/(1 —za)+d/(1 —x8). Das fihrt zu ¢ + d = 0 alias
¢ = —dund ac + Bd = —1 alias ¢ = 1/(8 — a) = 1//5. Die Entwicklung
unserer Briiche in eine geometrische Reihe nach 5.5.10 liefert damit im Ring der
formalen Potenzreihen die Identitit

B 0
2

l-—w—a? & V5 NG

und fiir den Koeffizienten von x alias die i-te Fibonacci-Zahl f; ergibt sich wie in

[EIN] 1.1.2.2 die Darstellung

oL 1+5 i_i 15\
V5 2 NG 2

Ubung 5.5.19. Man zeige: Besitzt ein kommutativer Integrititsbereich R eine An-
ordnung <, unter der er im Sinne von [AN1] 12.2.2.8 ein angeordneter Ring wird,
so besitzt sein Quotientenkorper Quot R genau eine Struktur als angeordneter
Korper, fiir die die kanonische Einbettung R — Quot R mit der Anordnung ver-
triaglich alias monoton wachsend ist. Speziell erhalten wir so die iibliche Anord-
nung auf Q = Quot Z.

Erginzende Ubung 5.5.20. Gegeben ein unendlicher Kérper K und eine von Null
verschiedene rationale Funktion f € K(X)* sind die Polstellen von f genau
die Nullstellen von (1/f), als da heiBt, die Stellen aus dem Definitionsbereich
von (1/f), an denen diese Funktion den Wert Null annimmt. Fassen wir genauer
f als Abbildung f : K — K U {oco} auf, so entspricht (1/f) der Abbildung
a+ f(a)™, wenn wir 07! = oo und co™! = 0 vereinbaren.

Ubungen

Ubung 5.5.21. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so nimmt eine von
Null verschiedene rationale Funktion f € K(X)* auf ihrem Definitionsbereich
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fast jeden Wert an gleichviel Stellen an, genauer an n = max(grad g, grad h)
Stellen fiir f = g/h eine unkiirzbare Darstellung als Quotient zweier Polynome.
In anderen Worten haben unter f : D(f) — K fast alle Punkte a € K genau n
Urbilder.

Ubung 5.5.22. Sei P € Q(X) gegeben. Man zeige: Gibt es eine Folge ganzer
Zahlen aus dem Definitionsbereich unserer rationalen Funktion a,, € Z N D(P)
mit a,, — oo und P(a,) € Z fiir alle n, so ist P bereits ein Polynom P € Q[X].

Ubung 5.5.23. Sei K ein Koper und seien f, g € K(X) gegeben. Man zeige: Gibt
es unendlich viele Punkte aus dem gemeinsamen Definitionsbereich D(f)ND(g),
an denen f und g denselben Wert annehmen, so gilt bereits f = ¢ in K (X).

Ergiinzende Ubung 5.5.24. Man zeige, daB im Koérper Q((X)) jede formale Po-
tenzreihe mit konstantem Koeffizienten Eins eine Quadratwurzel besitzt. Die Qua-
dratwurzel von (1 + X) kann sogar durch die binomische Reihe [AN1] 12.6.1.23
explizit angegeben werden, aber das sieht man leichter mit den Methoden der
Analysis.

Ubung 5.5.25. Man bestimme die Partialbruchzerlegung von 1/(14+X*) in C(X).

Ubung 5.5.26. Man zeige, daB bei einem Bruch P(T)/(T™(T — 1)™) mit Zihler
P(T') € Z|T] auch alle Koeffizienten bei der Partialbruchzerlegung ganze Zahlen
sind.

Ubung 5.5.27. Man bearbeite nocheinmal die Ubungen [EIN] 1.1.2.10 und [EIN]
1.1.2.11.

Ubung 5.5.28 (Verkniipfung rationaler Funktionen). Ist K ein Kérper und P €
K[X] ein von Null verschiedenes Polynom, so liegt jede Nullstelle von P im
groBeren Korper K (Y') D K bereits im Teilkorper K. Gegeben f € K (X)) gehort
mithin jedes g € K(Y)\ K zum Definitionsbereich von f und wir konnen mithin
setzen
fogi=f(g) e K(Y)

Man zeige, daf3 die K -linearen Kérperhomomorphismen ¢ : K(X) — K(Y') alle
die Gestalt ¢ : f — f o g haben fiir g = p(X) € K(Y)\K. Sind f und g beide
nicht konstant, so ist auch f o g nicht konstant. Gegeben f, g, h € K(X)\K zeige
man die Assoziativitit (f o g) o h = f o (g o h). Unsere Abbildung K(X) —
Ens(K, K U{oco}) kann zu einer Abbildung K (X) — Ens(K U{oo}) fortgesetzt
werden, indem wir fiir f = P/ den Wert f(co) erkldren als den Quotienten
a, /by, der Leitkoeffizienten, falls P und () denselben Grad n haben, und oo falls
der Grad von P grof3er ist als der von (), und 0 falls er kleiner ist. So erhalten wir
einen Monoidhomomorphismus (K (X),0) — (Ens(K U {oo}), o), der im Fall
eines unendlichen Korpers A injektiv ist.
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Ubung 5.5.29 (Quotientenkorper von Ringen formaler Potenzreihen). Gege-
ben ein kommutativer Integrititsbereich R zeige man, da3 die universelle Eigen-
schaft des Quotientenkorpers einen Korperisomorphismus

Quot(R[X]) = (Quot R)((X))

induziert. Induktiv erhalten wir so etwa fiir jeden Korper K einen Korperisomor-

phismus
(K(XD)(¥) = (K(Y))(X)

Zum Beispiel ist (X —Y)™' = X~ '(1 - V/X)™" = > X" 'Y" die Dar-
stellung eines Elements auf der linken Seite, das auf der rechten Seite auf den
Ausdruck Y~ .o —Y "1 X" abgebildet wird.

5.6 Quaternionen*

5.6.1. Dieser Abschnitt ist fiir den Rest der Vorlesung unerheblich. Allerdings
gehoren die Quaternionen zur mathematischen Allgemeinbildung.

Definition 5.6.2. Ein Schiefkorper ist ein Ring R, der nicht der Nullring ist und
in dem alle von Null verschiedenen Elemente Einheiten sind. Auf englisch sagt
man skew field, auf franzosisch corps gauche. Gleichbedeutend spricht man auch
von einem Divisionsring.

Satz 5.6.3 (Quaternionen). Es gibt Fiinftupel (H, 1, ], k, k) bestehend aus einem
Ring H, Elementen i,j,k € H und einem Ringhomomorphismus r : R — H
derart, daf; gilt

==K =ijk=—1

und k(a)q = qr(a) Ya € R, ¢ € H und daf 1,1, ],k eine Basis von H bilden fiir
die durch die Vorschrift R x H — H, (a,q) — k(a)q auf H gegebene Struktur
als R-Vektorraum. Des weiteren ist in einem derartigem Fiinftupel der Ring H ein
Schiefkorper.

5.6.4. Ein derartiges Fiinftupel ist im wesentlichen eindeutig bestimmt in der of-
fensichtlichen Weise. Um das zu sehen beachten wir, dal durch Multiplikation
der letzten Gleichung von rechts mit k folgt ij = k und durch Invertieren beider
Seiten weiter ji = — k. Von da ausgehend erhalten wir unmittelbar die Formeln

ij=k=—ji, jk=i=-kj, ki=j=-ik

und so die Eindeutigkeit. Wegen dieser Eindeutigkeit erlauben wir uns den be-
stimmten Artikel und nennen H den Schiefkorper der Quaternionen, da er nimlich
als Vektorraum iiber den reellen Zahlen die Dimension Vier hat, oder auch den
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Schietkorper der Hamilton’schen Zahlen nach seinem Erfinder Hamilton. Wei-
ter kiirzen wir fiir reelle Zahlen a € R meist x(a) = a ab. Jedes Element ¢ € H
hat also die Gestalt

g=a+bi+cj+dk

mit wohlbestimmten a, b, ¢, d € R. Die Abbildung C — H mit a + bic + a + bi
ist ein Ringhomomorphismus und wir machen auch fiir komplexe Zahlen meist
in der Notation keinen Unterschied zwischen unserer Zahl und ihrem Bild in H
unter obiger Einbettung. In [AL] 3.12.2 diskutieren wir, warum und in welcher
Weise R, C und H bis auf Isomorphismus die einzigen Schiefkorper endlicher
Dimension ,,iiber dem Korper R* sind.

5.6.5. Auchdie Abbildungen C — H mit a+bic — a+bj oder mit a+bic — a+bk
sind Ringhomomorphismen, und wir werden bald sehen, daf} es sogar unendlich
viele R-lineare Ringhomomorphismen, ja eine ganze 3-Sphire von R-linearen
Ringhomomorphismen C — H gibt.

5.6.6. Hamilton war von seiner Entdeckung so begeistert, daf er eine Gedenktafel
an der Dubliner Broom Bridge anbringen liel3, auf der zu lesen ist: ,,Here as he
walked by on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a flash
of genius discovered the fundamental formula for quaternion multiplication i* =
j?=k* =ijk = —1 & cut it on a stone of this bridge*.

Beweis. Bezeichne H die Menge aller komplexen (2 x 2)-Matrizen der Gestalt

={G7)

Die Addition und Multiplikation von Matrizen induziert offensichtlich eine Addi-
tion und Multiplikation auf H und wir erhalten eine Einbettung C — H vermittels
z — diag(z, ). Das Bilden der konjugierten transponierten Matrix definiert einen
Antiautomorphismus ¢ — ¢ von H, in Formeln qw = wq, und qq ist fiir ¢ # 0
stets positiv und reell. Folglich ist H ein Schiefkorper. Wir fassen C meist als
Teilmenge von H auf vermittels der eben erkldrten Einbettung, aber vorerst un-
terscheiden wir noch zwischen den komplexen Zahlen 1¢, ic und den Matrizen
1 = diag(1c, 1¢), i = diag(ic, —ic). Unser H hat dann iiber R die Basis 1,1, j, k
mit i := diag(ic, —ic) und

1 .
ji= 0 und k := O '
-1 0 1c 0

2,y € (C} C Mat(2;C)

und es gilt
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5.6.7. Jede zyklische Vertauschung von i, j, k liefert einen Automorphismus der
Quaternionen. Die Konjugation ¢ — ¢ aus der im Beweis gegebenen Konstruktion
hat in der Basis 1,1, j, k die Gestalt

a+bit+cj+dk=a—-bi—cj—dk

und hat wie bereits erwédhnt die Eigenschaft gw = wqg. Gegeben ein Quaterni-
onq = a+ bi+cj+dk nennt man a = (q + ¢q)/2 seinen Realteil und schreibt
a = Re(q). Fir ¢ = a + bi+cj+dkist ¢q¢ = qq¢ = a* + b* + ¢* + d* und
man setzt |¢| = /qq und nennt diese reelle Zahl den Betrag unseres Quaterni-
ons. Offensichtlich kann fiir ¢ # 0 sein Inverses durch die Formel ¢~! = /|q|?
angegeben werden. Offensichtlich gilt dann |qw| = |g||w| fiir alle ¢, w € H und
die Gruppe aller Quaternionen der Lange Eins besteht genau aus allen unitiren
(2 x 2)-Matrizen mit Determinante Eins. Darin enthalten ist die Untergruppe der
acht Quaternionen {41, £1, £+ j, & k}, die sogenannte Quaternionengruppe, von
deren Multiplikationstabelle Hamilton bei seiner Konstruktion ausgegangen war.

Vorschau 5.6.8. Gegeben ein Kring R mitsamt einem selbstinversen Ringhomo-
morphismus R — R, r — 7 und einem Element v € R mit v = v bildet allge-
meiner die Menge aller (2 x 2)-Matrizen der Gestalt

a={(; ")

einen Teilring des Matrizenrings. Derartige Ringe heilen Quaternionenringe.

2,y € R} C Mat(2; R)

5.6.9. Es gibt auBer der Identitdt nur einen R-linearen K&rperhomomorphismus
C — C, nidmlich die komplexe Konjugation. Im Fall der Quaternionen liefert da-
hingegen jede von Null verschiedene Quaternion ¢ € H* einen R-linearen Ring-
homomorphismus intq : H — H, w — qwq™', und intq = int ¢ impliziert
bereits Rg = Rq'.

Ubungen

Ubung 5.6.10. Man zeige, daB es fiir jedes Quaternion ¢ mit Realteil Re ¢ = 0 und
Betrag |¢| = 1 einen R-linearen Ringhomomorphismus C — H gibt mit ic + g.

Ergiinzende Ubung 5.6.11. Man zeige: Sind zwei natiirliche Zahlen jeweils eine
Summe von vier Quadraten, so auch ihr Produkt. Diese Erkenntnis ist ein wich-
tiger Schritt bei einem Beweis des sogenannten Vier-Quadrate-Satzes von La-
grange, nach dem jede natiirliche Zahl eine Summe von vier Quadratzahlen ist,
etwa 3 = 17 4+ 17 + 17 + 0? oder 23 = 3% 4+ 3% 4+ 22 4 1%

193



6 Determinanten und Eigenwerte

6.1 Das Signum einer Permutation

6.1.1. Wir beginnen hier mit dem Studium der sogenannten ,,symmetrischen Grup-
pen‘‘. Mehr dazu konnen Sie spiter in [AL] 1.5 lernen.

Definition 6.1.2. Die Gruppe aller Permutationen alias bijektiven Selbstabbildun-
gen der Menge {1,2,...,n} notieren wir

S, = Ens™{1,2,... n}

Sie heiB3t auch die n-te symmetrische Gruppe. Nach [GR] 1.5.15 hat diese Grup-
pe |S.| = n! Elemente. Viele Autoren verwenden statt S,, auch die alternative
Notation Y,,. Eine Permutation, die zwei Elemente unserer Menge vertauscht und
alle anderen Elemente festhilt, heif3t eine Transposition.

Definition 6.1.3. Ein Fehlstand einer Permutation o € S, ist ein Paar (¢, j) mit
1 <i< j<mnabero(i) > o(j). Die Zahl der Fehlstinde heifit die Léinge /(o)
unserer Permutation, in Formeln

lo) == [{(i,4) [ i < jabero(i) > o(j)}|

Das Signum einer Permutation ist definiert als die Paritit der Zahl ihrer Fehl-
stinde, in Formeln

sgn(o) = (=1)'”)

Eine Permutation mit Signum +-1 alias gerader Lénge heif}t eine gerade Permu-
tation, eine Permutation mit Signum —1 alias ungerader Linge eine ungerade
Permutation.

Beispiel 6.1.4. Die Identitidt von S,, ist jeweils die einzige Permutation der Menge
{1,...,n} der Lange Null. Die Transposition, die die Zahlen i und j vertauscht,
hat die Lange 2|i— j|—1, wie auch nebenstehendes Bild zeigt, und ist insbesondere
stets ungerade.

Lemma 6.1.5 (Multiplikativitit des Signums). Fiir jede natiirliche Zahl n ist
unser Signum ein Gruppenhomomorphismus sgn : S, — {1, —1} von der sym-
metrischen Gruppe S,, in die zweielementige Gruppe der Vorzeichen, in Formeln
gilt also

sgn(or) = sgn(o)sgn(r) Vo,7 €S,
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Diese Bilder illustrieren zwei mogliche Anschauungen fiir die Linge einer
Permutation, in diesem Fall der Permutation o € Sg mit 1 — 2, 2 +— 4, 3 +— 1,
4+ 5,5 3und 6 — 6 : Im oberen Bild ist die Linge ganz offensichtlich die
»Zahl der Kreuzungen von Abbildungspfeilen®, in unserem Fall haben wir also
[(c) = 4. Im unteren Bild habe ich unter jede Zahl n jeweils o(n) geschrieben

und dann gleiche Zahlen verbunden, und hier ist dhnlich /(o) = 4 gerade die
»Zahl der Kreuzungen solcher Verbindungslinien. Der Leser sei ermutigt, sich
auch die Produktformel fiir das Signum 6.1.5 mithilfe dieser Bilder anschaulich
zu machen.
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Die Transposition, die ¢ und j vertauscht, hat genau 2|i — j| — 1 Fehlstiinde.

Insbesondere ist jede Transposition ungerade.

ﬁ‘
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Gar kein Beweis. Wir interpretieren Fehlstdnde als ,,Kreuzungspunkte®. Hangen
wir zwel unserer Bilder aneinander, so ist anschaulich klar, daf} sich die Zahl der
Fehlstande der Komposition alias die ,,Zahl Kreuzungspunkte nach dem Glatt-
ziehen® von der Summe der Zahlen der Fehlstinde der Faktoren alias der ,,Zahl
Kreuzungspunkte vor dem Glattziehen* nur um eine gerade Zahl unterscheiden
kann. [

Erster Beweis. Wir vereinbaren speziell fiir diesen Beweis fiir das Vorzeichen ei-
ner von Null verschiedenen ganzen Zahl a € Z\0 die Notation [a] := a/|a| €
{1, —1}. Damit kénnen wir das Signum einer Permutation o dann auch schreiben

als
sgn(o) = [Tlo) — o()
Fiir eine beliebige weitere Permutation ; finden wir dann
o - TG = o
[Tor) = ot =TT 207 —25 7 i) - +60

Da nun aber fiir eine beliebige weitere Permutation 7 auch die {7(j),7(4)} fir
i < j genau die zweielementigen Teilmengen von {1, ..., n} durchlaufen, gilt fiir
eine beliebige weitere Permutation 7 auch die Formel

1 o) — o)
i) = 11 =

Das zeigt die Behauptung. [

1<J

Zweiter Beweis. Wir betrachten den Polynomring Z[ X1, ..., X,,] aus 5.3.30. Fir
jede Permutation o € §,, erkldren wir fiir diesen Ring einen Ringhomomorphis-
mus o : Z[Xy,...,X,] = Z[X1,...,X,] zu sich selber vermittels der Vertau-
schung der Variablen, in Formeln o : X; — X, ;). Dann gilt fiir jedes Polynom P
sicher 7(0 P) = (70)P. Betrachten wir nun speziell das Polynom

P=1[(X: - X))
i<j
Offensichtlich gilt o P = sgn (o) P. Damit folgt aber unmittelbar die von der Mitte
aus zu entwickelnde Gleichungskette

sgn(7)sgn(o)P = 7(cP) = (t0)P = sgn(ro)P
Daraus folgt dann die Behauptung. 0

Erginzung 6.1.6. Fiir jedes n bilden die geraden Permutationen als Kern eines
Gruppenhomomorphismus nach [GR] 2.3.21 eine Untergruppe von S,,. Diese Grup-
pe heif3t die alternierende Gruppe und wird A,, notiert.

197



Ubungen

Ubung 6.1.7. Die Permutation 0 € S, die ¢ ganz nach vorne schiebt ohne die
Reihenfolge der iibrigen Elemente zu dndern, hat (i — 1) Fehlstéinde und folglich
das Signum sgn(c) = (—1)""1.

Ubung 6.1.8. Jede Permutation einer endlichen angeordneten Menge 148t sich dar-
stellen als eine Verkniipfung von Transpositionen benachbarter Elemente.

Ergiinzende Ubung 6.1.9. Ist T eine endliche Menge, so gibt es genau einen Grup-
penhomomorphismus
sign : Ens™(T) — {1, -1}

derart, von der Gruppe der Permutationen von 7' in die zweielementige Gruppe
der Vorzeichen derart, daB jede Transposition auf (—1) abgebildet wird. Im Fall
|T'| > 2 ist das sogar der einzige surjektive Gruppenhomomorphismus zwischen
besagten Gruppen. Wir nennen unseren Gruppenhomomorphismus auch in dieser
Allgemeinheit das Signum und kiirzen ihn wieder mit sign = sgn ab. Auch in
dieser Allgemeinheit nennen wir eine Permutation mit Signum +1 gerade, und
eine Permutation mit Signum —1 ungerade. Es ist allerdings nicht mehr sinnvoll,
in dieser Allgemeinheit von der ,,Linge* einer Permutation zu reden.

Ubung 6.1.10. Die symmetrische Gruppe S,, wird erzeugt von der Transposition 7
der Elemente 1 und 2 zusammen mit der ,,zyklischen Vertauschung“ o : 7 — 741
fir 1l <7 < nund n — 1. Die symmetrische Gruppe S5 wird sogar erzeugt
von der ,,zyklischen Vertauschung* und einer beliebigen weiteren Transposition
7. Mutige zeigen stirker: Die symmetrische Gruppe S, fiir eine beliebige Primzahl
p wird erzeugt von der ,,zyklischen Vertauschung® und einer beliebigen weiteren
Transposition 7.

Ubung 6.1.11. Man gebe einen Gruppenisomorphismus S; — GL(2;F5) an.

Ubung 6.1.12. Eine Permutation einer Menge, die ,,von vier Elementen unserer
Menge erst Zwei vertauscht und dann auch noch die anderen beiden vertauscht®,
hei3t eine Doppeltranspositionen. Man zeige, da3 in der symmetrischen Grup-
pe S, die drei Doppeltranspositionen zusammen mit dem neutralen Element eine
Untergruppe bilden, die isomorph ist zur Klein’schen Vierergruppe Z /27 x 7./ 27.

6.2 Determinante und ihre Bedeutung

Definition 6.2.1. Seien K ein Kring und n € N. Die Determinante ist die Ab-
bildung det : Mat(n; K') — K von den quadratischen Matrizen mit Eintrigen in
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unserem Kring in besagten Kring selbst, die gegeben wird durch die Vorschrift

ayy ... QAip
A= : : —  det A= Z sgn(0)a15(1) - - - Ano(n)
apl  --. Gpp oESn
Summiert wird tiber alle Permutationen von n und der Vorfaktor sgn (o) meint das
Signum der Permutation o nach 6.1.3. Unsere Formel heif3t die Leibniz-Formel.
Fiir den Extremfall n = 0 der ,,Jeeren Matrix‘ ist zu verstehen, daf} ihr die De-
terminante 1 zugeordnet wird: Formal gibt es genau eine Permutation der leeren
Menge, deren Signum ist Eins, und dies Signum wird multipliziert mit dem leeren
Produkt, das nach unseren Konventionen auch den Wert Eins hat.

6.2.2 (Herkunft der Terminologie). Wie wir in 6.4.2 sehen werden, bestimmt
alias determiniert die Determinante, ob ein quadratisches lineares Gleichungssys-
tem eindeutig 19sbar ist. Daher riihrt die Terminologie.

Beispiele 6.2.3. Wir erhalten etwa

det(a) = a

a b
det (c d) = ad—cb

ailz aig Aais

(11022033 + G12G23031 + A13021032
det 21 Q929 (a23 =

431 Gsy Qs 31022013 — (32023011 — A33021012
Im Fall der (3 x 3)-Matrizen heifit das manchmal die Jégerzaunformel aus einem
Grund, den die nebenstehende Abbildung illustriert. Fiir n > 4 macht die Be-
rechnung der Determinante anhand der Leibniz-Formel als Summe von n! > 24
Termen keinen Spall mehr. Wir besprechen in 6.3.9, wie man in diesen Fillen
geschickter vorgehen kann.

Beispiel 6.2.4 (Determinanten von Dreiecksmatrizen). Die Determinante einer
oberen Dreiecksmatrix ist das Produkt ihrer Diagonaleintrdge. In der Tat ist die
Identitit die einzige Permutation o mit o (i) < 1 fiir alle 4, folglich trigt im Fall
einer oberen Dreiecksmatrix in der Leibniz-Formel nur der Summand mit o = id
zur Determinante bei. Dasselbe gilt fiir untere Dreiecksmatrizen.

Lemma 6.2.5. Die Determinante einer Matrix dndert sich nicht beim Transponie-
ren, in Formeln

det AT =det A

199



a"“ a:’l. /a:'s /a'fu . a(f:,
NOXO N
/ S INL T
azq au. ,azs ,a’u a’u
L7 X \ < \
s 7 ‘ ’ ’
Ay a’sa d.“ &31 12

Um die Determinante einer (3 x 3)-Matrix zu berechnen mag man die erste und
zweite Spalte danebenschreiben und dann die Produkte der drei Dreierdiagonalen
nach rechts unten addieren und davon die Produkte der drei Dreierdiagonalen
nach rechts oben abziehen. Diese Eselsbriicke heifit auch die ,,Jdgerzaunformel*.
Fiir (4 x 4)-Matrizen liefert aber die analoge Regel nicht mehr die Determinante!
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Beweis. Per definitionem gilt det AT = Y o sgn(0)ao()1 - - - Go(n),. Ist nun
7 = o ! die inverse Permutation, so haben wir sgn(7) = sgn(o) und dariiber

hinaus ay-(1) . .. Gur(n) = Ao(1)1 - - - Go(n)n»> denn diese Produkte unterscheiden sich
nur in der Reihenfolge ihrer Faktoren. Damit ergibt sich dann wie behauptet
det AT = Z sgn(7)a1r(1) - - - Gnr(n) O
TGSn

6.2.6 (Schmutzige Anschauung: Betrag der Determinante und Volumen). Vor
der weiteren Entwicklung der Theorie will ich nun zunichst die anschauliche Be-
deutung der Determinante einer Matrix mit reellen Eintrigen diskutieren. Ich be-
ginne mit der anschaulichen Bedeutung des Betrags der Determinante und be-
schrianke mich dazu erst einmal auf den Fall n = 2. Hoffentlich ist anschaulich
klar, daB jede lineare Abbildung L : R? — R? einen ,,Flichenverinderungsfaktor
c(L) haben sollte, daB§ es also dazu eine reelle Konstante ¢(L) > 0 geben sollte
derart, daB ,,das Bild unter L eines Fldchenstiicks U der Fliche vol(U) die Fliache
vol(LU) = ¢(L) vol(U) hat*. Formal zeigt das die Transformationsformel [AN3]
15.1.8.1, die fiir besagte Konstante auch gleich die Formel

¢(L) = |det L|

liefert. Ich will diese Formel im folgenden heuristisch begriinden. Anschaulich ist
hoffentlich klar, daB unsere durch die Vorschrift L — ¢(L) gegebene ,,Flichen-
verdnderungsfaktorabbildung® ¢ : Mat(2; R) — R die folgenden Eigenschaften
haben sollte:

1. Sie sollte ,,multiplikativ** sein, in Formeln ¢(LM) = ¢(L)c(M);

2. Die Streckung einer Achse sollte die Fliche eines Flichenstiicks genau
durch Multiplikation mit dem Betrag des Streckfaktors dndern, in Formeln
c(diag(a, 1)) = c¢(diag(1,a)) = [al;

3. Scherungen sollten Flichen unveréndert lassen, in Formeln ¢(D) = 1 fiir D
eine obere oder untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonale.

Da sich nun nach 2.5.10 jede Matrix als Produkt von Elementarmatrizen darstel-
len 148t, kann es hochstens eine Abbildung ¢ : Mat(2; R) — R geben, die diese
drei Eigenschaften hat. In 6.4.1 werden wir fiir unsere Determinante die ,,Multi-
plikationsformel“ det(L M) = det(L) det(M ) zeigen, und zusammen mit unserer
Formel 6.2.4 fiir die Determinante einer oberen oder unteren Dreiecksmatrix wird
dann auch umgekehrt klar, daB M +— |det M| eine Abbildung mit unseren drei
Eigenschaften ist. Das beendet unsere heuristische Argumentation fiir die Stich-
haltigkeit der Anschauung als Fldchenveridnderungsfaktor fiir den Betrag der De-
terminante von reellen (2 x 2)-Matrizen. In héheren Dimensionen liefert dieselbe
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Die Determinante einer block-oberen Dreiecksmatrix ist, wie Sie in Ubung 6.2.9
zeigen, das Produkt der Determinanten ihrer Blocke auf der Diagonalen. Dieses
Bild illustriert den Fall von nur zwei Blocken auf der Diagonalen. Das Symbol

unten links ist eine Null, das Symbol * deutet an, daf} unerheblich ist, was da
steht.
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Argumentation analoge Resultate, insbesondere kann der Betrag der Determinan-
te einer (3 x 3)-Matrix aufgefaBt werden als der Faktor, um den die zugehorige
lineare Abbildung Volumina dndert. Damit sollte auch anschaulich klar werden,
warum det L # 0 gleichbedeutend ist zur Invertierbarkeit von L, was wir im all-
gemeinen als 6.4.2 zeigen.

6.2.7 (Schmutzige Anschauung: Determinantenvorzeichen und Drehsinn). Das
Vorzeichen der Determinante einer invertierbaren reellen (2 x 2)-Matrix zeigt
anschaulich gesprochen an, ,,0b die dadurch gegebene lineare Selbstabbildung
der Ebene R? den Drehsinn erhilt oder umkehrt*“. Formal priift man leicht, dal
GL(2;R) genau zwei ,,Wegzusammenhangskomponenten* hat, ndmlich die Ma-
trizen mit positiver Determinante und die mit negativer Determinante. Dasselbe
gilt fiir GL(n; R) und n > 1 beliebig, vergleiche [AN2] 8.5.19. Im Fall allgemei-
ner angeordneter Korper wird diese anschauliche Erkenntnis ihrerseits unsere De-
finition 6.5.2 einer ,,Orientierung* auf einem Vektorraum iiber einem angeordne-
ten Korper motivieren. Um die Beziehung zwischen Drehsinn und Determinante
heuristisch zu begriinden, konnen wir dhnlich argumentieren wie zuvor: Zunéchst
einmal fiihren wir ganz heuristisch eine angepafite Notation ein und erkléren fiir
eine invertierbare lineare Abbildung L : R? = R? ein Vorzeichen (L) durch die
Vorschrift
S(L) = { 1 L erhilt den Drehsinn;
—1 L kehrt den Drehsinn um.

In Formeln ausgedriickt behaupten wir dann also
e(L) =det L/|det L]

Diese Formel will ich im folgenden heuristisch begriinden. Anschaulich ist hof-
fentlich klar, daB unser ¢ : GL(2;R) — {1,—1} die folgenden Eigenschaften
haben sollte:

1. Es sollte ,,multiplikativ sein, in Formeln (LM ) = ¢(L)e(M);

2. Die Streckung einer Achse sollte den Drehsinn genau durch die Multipli-
kation mit dem Vorzeichen des Streckfaktors dndern, in Formeln sollte fiir
a € R* also gelten ¢(diag(a, 1)) = e(diag(1,a)) = a/|al;

3. Scherungen sollten den Drehsinn nicht dndern, in Formeln sollte also gelten
e(D) = 1 fir D eine obere oder untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der
Diagonale.

Da sich nun nach 2.5.10 jede invertierbare Matrix als Produkt von invertierba-
ren Elementarmatrizen darstellen 146t, kann es hochstens eine Abbildung ¢ :
GL(2;R) — {1,—1} geben, die diese drei Eigenschaften hat. In 6.4.1 werden
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wir die ,Multiplikationsformel“ det(LM) = det(L)det(M) fiir unsere Deter-
minante zeigen, und zusammen mit unserer Formel 6.2.4 fiir die Determinante
einer oberen oder unteren Dreiecksmatrix wird dann umgekehrt auch klar, daf3
M +— det M /| det M| eine Abbildung mit unseren drei Eigenschaften ist. Das be-
endet unsere heuristische Argumentation fiir die Stichhaltigkeit der Anschauung
det M/|det M| = (L) fiir das Vorzeichen der Determinante von invertierbaren
(2 x 2)-Matrizen. In hoheren Dimensionen liefert eine analoge Argumentation
analoge Resultate. So zeigt etwa das Vorzeichen der Determinante einer invertier-
baren Abbildung L : R®> — R? an, ob sie die ,,Hiindigkeit* erhilt oder vielmehr
,Rechtsgewinde und Linksgewinde vertauscht®.

Erginzung 6.2.8 (Handigkeit und Spiegel). Amiisant ist in diesem Zusammen-
hang die naive Frage, warum ein Spiegel ,,rechts und links vertauscht, aber nicht
oben und unten®. Die Antwort lautet, daf} ein Spiegel ebensowenig rechts und
links vertauscht wie oben und unten, sondern vielmehr vorne und hinten. Wir ver-
suchen nur unbewuft, uns so gut wie moglich mit unserem Spiegelbild zu iden-
tifizieren, indem wir hinter den Spiegel treten, in Formeln also durch eine 180°-
Drehung im Raum um eine geeignete vertikale Achse im Spiegel. Dann stellen
wir fest, dal das zwar fast gelingt aber nicht ganz, und dal3 genauer die Verk-
niipfung der Spiegelung am Spiegel mit dieser Drehung gerade eine Spiegelung
ist, die rechts und links vertauscht.

Ubungen

Ubung 6.2.9. Die Determinante einer block-oberen Dreiecksmatrix ist das Pro-
dukt der Determinanten ihrer Blocke auf der Diagonalen. Hinweis: Man variiere
das Argument fiir 6.2.4.

Ubung 6.2.10. Man betrachte die (n x n)-Matrix mit Eintréigen (—1) oberhalb der
Diagonalen und 1 auf und unterhalb der Diagonalen und zeige, da} ihre Determi-
nante n! ist.

6.3 Charakterisierung der Determinante

Definition 6.3.1. Seien V, U Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine bilineare
Abbildung F': V' x V' — U heifit symmetrisch, wenn gilt

Fv,w) = F(w,v) Yo,weV
Eine bilineare Abbildung F': V' x V' — U heif}t alternierend, wenn gilt

Fv,v)=0 YveV
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6.3.2 (Herkunft der Bezeichnung ,,alternierend‘). Gegeben eine bilineare Ab-
bildung F': V' x V — U mit der Eigenschaft F'(v,v) =0 Vv € V, die also im
Sinne unserer Definition 6.3.1 alternierend ist, gilt stets

Fv,w)=—-F(w,v) Yv,weV
In der Tat haben wir

0 = Flo+w,v+w)
= F
= F
= F(v,w)+ F(w,v)

Gilt umgekehrt F'(v,w) = —F(w,v) Yv,w € V, so folgt F(v,v) = —F(v,v)
alias (1x + 1x)F(v,v) = Ok fiir alle v € V, und haben wir 1x + 1x # O alias
char K # 2, so folgt daraus auch wieder F'(v,v) = 0.

6.3.3. Man mag eine bilineare Abbildung F' : V' x V — U antisymmetrisch
nennen, wenn gilt F'(v,w) = —F(w,v) fir alle v, w. Damit sind allerdings in
Charakteristik Zwei symmetrische Bilinearformen dasselbe wie antisymmetrische
Bilinearformen.

Definition 6.3.4. Seien Vi, ..., V,, W Vektorrdume iiber einem Koérper K. Eine
Abbildung F': V} x ... x V, — W alias Multiabbildung F' : V; Y ... Y V,, = W
heiflt multilinear, wenn fiir alle j und alle fiir ¢ # j beliebig aber fest gewéhl-
ten v; € V; die Abbildung V; — W, v; — F(vq,...,v;,...,v,) linear ist. Fir
die Menge aller derartigen multilinearen Abbildungen verwenden wir analog zum
Fall bilinearer Abbildungen die beiden Notationen

Homg (Vi Y Vo Y ... Y V., W) = Hom™ (V; x V3 x ... x V,,, W)

Im Fall n = 2 erhalten wir unsere bilinearen Abbildungen aus 2.3.8. ImFalln =1
erhalten wir unsere linearen Abbildungen. Im Fall n = 0 verwenden wir die No-
tationen Homg (Y, W) = Homg)({*}, W) fir die Menge aller O-multilinearen
Abbildungen vom leeren Produkt nach W alias aller beliebigen Abbildungen von
der einelementigen Menge ens = {x} nach W. Das Auswerten bei * liefert da-
mit eine Bijektion Homg (Y, W) = W. Wir werden sie in der Notation oft so
behandeln, als seien diese Mengen schlicht gleich.

Definition 6.3.5. Seien V| W Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine multili-
neare Abbildung F': V x ... x V — W heil}t alternierend, wenn sie auf jedem
n-Tupel verschwindet, in dem zwei Eintrige iibereinstimmen, wenn also in For-
meln gilt

(Hl%jmltUZ:U]) = F(vl,...,vi,...,vj,...vn):0

205



Wir verwenden fiir den Raum aller derartigen alternierenden multilinearen Ab-
bildungen die Notation Alt"(V,W). Ist W = K der Grundkéorper, so sprechen
wir von Multilinearformen und verwenden die abkiirzende Notation Alt" (V') :=
Alt"(V, K).

6.3.6. Sei F': V x ... x V — IV eine alternierende multilineare Abbildung. Mit
6.3.2 folgt, daB sich das Vorzeichen von F' dndert, wann immer man zwei Eintrige
vertauscht, in Formeln

F(uog, ... v, .0,05,0.0,0,) = —F(vg, .05, 05,000, 0p)

Im Fall eines Grundkorpers einer von Zwei verschiedenen Charakteristik erhélt
man wieder mit 6.3.2 auch die umgekehrte Implikation.

Satz 6.3.7 (Charakterisierung der Determinante). Ist K ein Korper, so ist die
Determinante die einzige Abbildung det : Mat(n; K) — K, die multilinear und
alternierend ist als Funktion der n Spaltenvektoren und die der Einheitsmatrix die
Eins zuordnet.

Beweis. Dal} unsere in 6.2.1 durch die Leibniz-Formel definierte Determinan-
te multilinear ist und der Einheitsmatrix die Eins zuordnet, scheint mir offen-
sichtlich. Stimmen weiter zwei Spalten einer Matrix iiberein, so verschwindet
ihre Determinante, denn fiir 7 € §,, die Transposition der entsprechenden In-
dizes gilt a1,(1) - . . Gno(n) = G1re(1) - - - Gnro(n) UNd sgn(o) = —sgn(ro), so dal
sich in der Leibniz-Formel die entsprechenden Terme gerade wegheben. Unse-
re durch die Leibniz-Formel gegebene Abbildung hat also die geforderten Ei-
genschaften, und es gilt nur noch zu zeigen, da} es keine weiteren Abbildungen
d : Mat(n; K) — K mit den besagten Eigenschaften gibt. Nach 6.3.10 ist nun
eine multilineare Abbildung festgelegt und festlegbar durch ihre Werte auf Tupeln
von Basisvektoren. Insbesondere kennen wir aber unsere multilineare Abbildung
d bereits, wenn wir ihre Werte

d(eon)| - - [eo(m))
kennen fiir alle Abbildungen o : {1,...,n} — {1,...,n}. Ist d zusitzlich al-
ternierend, so gilt d(e, )| ... |esm)) = 0, falls o nicht injektiv ist, und fiir jede
Transposition 7 haben wir d(e,-(1)] - - . |€sr(n)) = —d(esa)|- - |€s(n)). Da nach

6.1.8 die Transpositionen die symmetrische Gruppe erzeugen, folgt daraus

sgn(o)d(er|...le,) o € Sy;

0 sonst.

d(es)] - - - [eo(m)) = {

Erfiillt d dann auch noch unsere Bedingung d(e;| . .. |e,) = 1 fiir die Determinante
der Einheitsmatrix, so folgt sofort d = det. [
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6.3.8 (Multilineare alternierende Funktionen auf Matrizen). Im allgemeinen
folgt tiber einem beliebigen Korper K mit den Argumenten des vorhergehenden
Beweises fiir jede Abbildung d : Mat(n; K) — K, die multilinear und alternie-
rend ist als Funktion der n Spaltenvektoren, die Formel

d=d(e]...le,)det

Das brauchen wir fiir den vorhergehenden Beweis zwar schon gar nicht mehr zu
wissen, es wird sich aber beim Beweis der Multiplikativitdt der Determinante als
hilfreich erweisen.

6.3.9 (Berechnung der Determinante). Will man die Determinante einer Matrix
explizit ausrechnen, so empfiehlt es sich bei groleren Matrizen, sie zunédchst mit
dem GauB-Algorithmus in Zeilenstufenform zu bringen: Addieren wir ein Viel-
faches einer Zeile zu einer anderen, dndert sich die Determinante nach 6.3.7 ja
nicht, und vertauschen wir zwei Zeilen, so dndert sich nur ithr Vorzeichen. Bei ei-
ner Matrix in Zeilenstufenform ist dann nach 6.2.4 die Determinante schlicht das
Produkt der Diagonaleintrége.

Ubungen

Ubung 6.3.10. Gegeben Vektorriume V;, Vs, ..., V,,, W iiber einem festen Korper
und B; C V; jeweils eine Basis liefert die Restriktion eine Bijektion

Hom{” (Vi x ... x Vy,, W) = Ens(By x ... x By, W)

oder in unseren Notationen fiir multilineare Abbildungen und Multiabbildungen
gleichbedeutend

Homg(Vi Y ... Y V,, W) = Ens(B, Y ...Y B,, W)

Jede multilineare Abbildung ist also festgelegt und festlegbar durch die Bilder von
Tupeln von Basisvektoren. Den Spezialfall n = 1 kennen wir bereits aus 2.3.2,
den Spezialfall n = 2 aus 2.3.9, im Fall n = 0 ist die Aussage eh tautologisch.

Ubung 6.3.11. Gegeben ein Korper K und ein K-Vektorraum der endlichen Di-
mension dim V' = n > 0 ist der Raum der alternierenden multilinearen Abbildun-
gen V" — K eindimensional.

Ubung 6.3.12 (Multiverkniipfung multilinearer Abbildungen). Man zeige: Ge-
geben ein Korper K und natiirliche Zahlen n > 0 und m(1),...,m(n) > 0 und
K-Vektorraume W, Vi, ..., Vy,, Ui, ... Uim@), - - - s Unm(n) und multilineare Ab-
bildungen f : Vi x ... x V,, — W sowie g; : Uj1 X ... X Ujpmuy — Vst
auch die Abbildung f o (g; X ... X g,) vom Produkt der U; ; nach W multilinear.
Oder nein, das ist scheuBllich auszuschreiben: Man behandle nur den Fall n = 3,
m(1) =m(2) =2, m(3) = 0.
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6.4 Rechenregeln fiir Determinanten

Satz 6.4.1 (Multiplikativitit der Determinante). Sei K ein Kring. Gegeben qua-
dratische Matrizen A, B € Mat(n; K) gilt

det(AB) = (det A)(det B)

Erster Beweis. Wir notieren 7, :== Ens({1, ..., n}) die Menge aller Abbildungen
k:{l,...,n} = {1,...,n} und rechnen

det(AB) = Y _sgn(o)[[,(AB)is)
= >_,seu(0) [[; 25 aijbjon)
= D vesn, neTn SB(0)A1k(1)br()a(1) - - - Anr(n) Dr(n)o(n)
2oneT, Mn(1) + - Gns(n) Dges, SET)Da(1)o(1) - - - Dsmyo(n)
= D e, Mn(1) - - - Gnr(n) det(By)

mit der Vereinbarung, da3 B,; diejenige Matrix bezeichnet, deren Zeilen der Reihe
nach die Zeilen mit den Indizes (1), ..., x(n) der Matrix B sind. Aus 6.3.7 folgt
aber det B, = 0 falls k € S,, und (det B,) = sgn(k)(det B) falls k € S,,. Damit
erhalten wir dann det(AB) = (det A)(det B) wie gewiinscht. O

Zweiter Beweis im Korperfall. Die Formel ist klar, wenn die Zweite der beiden
Matrizen eine Elementarmatrix ist, also eine Matrix, die sich von der Einheits-
matrix in hochstens einem Eintrag unterscheidet. In der Tat entspricht in diesem
Fall die Rechtsmultiplikation mit besagter Matrix einer Spaltenoperation. Unsere
Formel folgt im allgemeinen, da nach 2.5.10 jede Matrix ein Produkt von Ele-
mentarmatrizen ist. ]

Dritter Beweis im Korperfall. Man hilt die Matrix A fest und betrachtet die bei-
den Abbildungen Mat(n; K) — K gegeben durch B — det(A)det(B) und
B +— det(AB). Beide sind multilinear und alternierend als Funktion der Spalten
von B, und beide ordnen der Einheitsmatrix B = I den Wert det(A) zu. Aus 6.3.8
folgt damit unmittelbar, da} unsere beiden Abbildungen iibereinstimmen. Dieser
Beweis funktioniert auch fiir beliebige Kringe, sobald wir die Theorie linearer und
multilinearer Abbildungen entsprechend verallgemeinert haben. 0

Vierter Beweis im Korperfall. Im Rahmen der allgemeinen Theorie der Multili-
nearformen geben wir einen alternativen Beweis in [AN2] 9.1.16 sowie dhnlich
aber in einem noch groBeren Rahmen in [LA2] 8.5.16. ]

Ableitung des Falls beliebiger Kringe aus dem Fall eines Korpers. Man betrach-
te die (n x n)-Matrizen mit Eintrigen X;; und Y;; im Polynomring Z[X;;, Y]
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iiber Z in 2n? Verinderlichen. Als kommutativer Integrititsbereich liegt dieser Po-
lynomring in einem Korper, eben in seinem Quotientenkorper, weshalb man aus
dem Korperfall folgern kann, daf3 die Multiplikationsformel auch fiir Matrizen mit
Eintrdgen in diesem Ring gelten muf3, und insbesondere fiir die eben beschriebe-
nen Matrizen. Dann aber gilt sie auch, wenn wir fiir die Variablen irgendwelche
Elemente irgendeines Krings einsetzen. [

Satz 6.4.2 (Determinantenkriterium fiir Invertierbarkeit). Die Determinante
einer quadratischen Matrix mit Eintrigen in einem Korper ist von Null verschie-
den genau dann, wenn unsere Matrix invertierbar ist.

Beweis. In Formeln behaupten wir fiir einen Kérper K und eine beliebige qua-
dratische Matrix A € Mat(n; K) also

det A#0 < A invertierbar

Ist A invertierbar, so gibt es eine Matrix B = A~! mit AB = I. Mit der Multi-
plikationsformel folgt (det A)(det B) = det I = 1 und folglich det A # 0. Das
zeigt die Implikation <. Ist A nicht invertierbar, so hat A nicht vollen Rang, die
Familie der Spaltenvektoren von A ist demnach linear abhéngig. Wir konnen al-
so einen Spaltenvektor, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit den Ersten, durch
die Anderen ausdriicken, etwa a,; = Ao + ... + A\, ay,. Dann folgt mit den
Eigenschaften multilinear und alternierend jedoch

det A = det(Aoauo + ... + Aytunlasa| . . . |asn)
= Aodet(as|as|. . |am) + ...+ Apdet(au|aw ... |awm)

= 0+...+X2,0
=0
Damit ist auch die andere Implikation = gezeigt. [l

6.4.3 (Determinante eines Endomorphismus). Aus der Multiplikationsformel
folgt sofort det(7~1) = (det T')~! fiir jede invertierbare Matrix 7" und damit er-
gibt sich fiir jede weitere quadratische Matrix M die Identitit det(T—'MT) =
det M. Nach 2.6.10 gilt fiir einen Endomorphismus f : V' — V eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums tiber einem Korper K und N = g[f]z und M = 4[f]4
die darstellenden Matrizen beziiglich zwei angeordneten Basen und 7" = 4[id]z
die Basiswechselmatrix nun
N=T"'MT

Folglich hingt die Determinante einer darstellenden Matrix von f nicht von der
Wahl der zur Darstellung gewihlten angeordneten Basis ab, in Formeln gilt also

209



det(s[f]s) = det(4[f]a) fiir je zwei angeordnete Basen A und 55 von V. Diesen
Skalar notieren wir von nun an

det f = det(f|V) = detg(f|V)

und nennen ihn die Determinante des Endomorphismus f. Dem einzigen Au-
tomorphismus des Nullraums ist insbesondere die Determinante 1 zuzuordnen.

Satz 6.4.4 (Laplace’scher Entwicklungssatz). Gegeben eine (nxn)-Matrix A =
(a;j) und feste k, 1 bezeichne A(k,l) die Streichmatrix, die aus A durch Streichen
der k-ten Zeile und l-ten Spalte entsteht. So gilt fiir jedes feste i die Entwicklung
der Determinante nach der :-ten Zeile

det A = (~1)"ay; det Ali, j)
j=1
und fiir jedes feste j die Entwicklung nach der j-ten Spalte
det A = (—1)"ay; det Ali, j)
i=1

6.4.5. Der folgende Beweis verwendet zwar die Sprache der Vektorrdume, das
Argument funktioniert jedoch ganz genauso statt fiir Matrizen mit Eintrigen in
einem Korper auch fiir Matrizen mit Eintrdgen in einem Kring.

Beweis. Wegen det A = det AT reicht es, die erste unserer beiden Formeln zu
zeigen. Wir wissen bereits, daf} sich die Determinante einer quadratischen Ma-
trix nur um den Faktor (—1)7~! #indert, wenn wir die j-te Spalte ganz nach vorne
schieben, ohne die Reihenfolge der iibrigen Spalten zu dndern. Es reicht also, un-
sere Formel fiir die Entwicklung nach der ersten Spalte zu zeigen, was im folgen-
den Beweis insbesondere die Notation vereinfacht. Wir schreiben unsere Matrix
als Tupel von Spaltenvektoren A = (a.|as|. .. |as«) und schreiben den ersten
Spaltenvektor als Linearkombination der Standardbasisvektoren

Ay1 = a11€1 + ...+ ap1€y

Die Multilinearitidt der Determinante liefert sofort die erste Gleichung der Glei-
chungskette
det A= aj det(ei|as| ... |am) =Y an(—1)"" det Ai, 1)
i=1 =1

Die zweite Gleichung sehen wir ein, indem wir in der Matrix (e;|a.z| . . . Gy,)
die i-te Zeile ganz nach oben schieben, ohne die Reihenfolge der librigen Zei-
len zu dndern, um dann die Formel 6.2.9 fiir die Determinante von Block-oberen-
Dreiecksmatrizen anzuwenden. ]
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Satz 6.4.6 (Cramer’sche Regel). Bildet man zu einer quadratischen Matrix A mit
Eintriigen in einem Kring die sogenannte adjunkte Matrix A* mit den Eintrigen
Ay = (1) det A(j, 1) fiir A(j,i) die entsprechende Streichmatrix nach 6.4.4,
so gilt

Ao A' = (det A) -1

6.4.7 (Diskussion der Terminologie). Diese adjunkte Matrix ist nicht zu ver-
wechseln mit der adjungierten Abbildung aus [LA2] 2.6.5, mit der sie auller der
Bezeichnung rein gar nichts zu tun hat. Man beachte auch die Indexvertauschung:
In der i-ten Zeile und j-ten Spalte der adjungierten Matrix steht bis auf ein ,,schach-
brettartig verteiltes Vorzeichen* die Determinante der Matrix, die entsteht, wenn
man die j-te Zeile und i-te Spalte der urspriinglichen Matrix streicht.

6.4.8. Meist versteht man unter der Cramer’schen Regel die Formel

o det(as| ... |bi| ... |aswn)
Y odet(ag] - @ - |aen)

fiir die Losung des Gleichungssystems x1a.1 + ... + TiGsi ... + Tpsyn = by,
wenn es denn eindeutig 16sbar ist. Hier ist im Zédhler wie angedeutet die i-te Spal-
te a,; der Koeffizientenmatrix durch den Vektor b, zu ersetzen. Besagte Formel
ergibt sich unmittelbar durch Einsetzen der alternativen Darstellung von b, als Li-
nearkombination der Spalten in die Determinante im Zahler. Setzen wir in dieser
Formel fiir b, die Vektoren der Standardbasis ein, so erhalten wir die Eintrige der
inversen Matrix in der Form, in der sie auch im Satz beschrieben werden. Diese
Formel wirkt zwar explizit, ist jedoch in der Praxis vollig unbrauchbar.

Beweis. Es gilt zu zeigen

Z(—l)”jaki det A(j, 1) = ox;(det A)

)

Im Fall k£ = j folgt das direkt aus unserer Entwicklung der Determinante nach der
j-ten Zeile 6.4.4. Im Fall k # j steht die Formel fiir die Entwicklung nach der
j-ten Zeile der Determinante der Matrix A da, die aus A entsteht beim Ersetzen
der j-ten Zeile durch die k-te Zeile. Da diese Matrix jedoch zwei gleiche Zeilen
hat und damit Determinante Null, gilt unsere Formel auch in diesem Fall. O]

Korollar 6.4.9 (Invertierbarkeit ganzzahliger Matrizen). Eine quadratische
Matrix mit Eintrdgen in einem Kring besitzt genau dann eine Inverse mit Ein-
triigen in besagtem Kring, wenn ihre Determinante eine Einheit ist.

6.4.10. Eine quadratische Matrix mit ganzzahligen Eintrégen besitzt insbesondere
genau dann eine Inverse mit ganzzahligen Eintrdgen, wenn ihre Determinante 1
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oder —1 ist, und eine quadratische Matrix mit Eintrdgen im Polynomring tiber
einem Korper besitzt genau dann eine Inverse mit polynomialen Eintrdgen, wenn
ihre Determinante ein von Null verschiedenes konstantes Polynom ist.

Beweis. Sei K unser Kring. Gegeben Matrizen A, B € Mat(n; K) mit AB = I
gilt natiirlich (det A)(det B) = det I = 1 und damit ist det A eine Einheit in K.
Ist umgekehrt det A eine Einheit in K, so liefert nach der Cramer’schen Regel
6.4.6 die Formel B = (det A)~!A* eine Matrix B € Mat(n; K) mit AB = I. In-
dem wir dies Argument auf die transponierte Matrix anwenden und das Resultat
wieder transponieren, finden wir auch C' € Mat(n; K') mit CA = I. Durch Mul-
tiplizieren der zweiten Gleichung mit B von rechts folgt sofort B = C, folglich
ist A in der Tat invertierbar in Mat(n; K') im Sinne von [GR] 2.2.2. O]

Ubungen

Ubung 6.4.11. Gegeben Endomorphismen f, g eines endlichdimensionalen Vek-
torraums gilt det(fg) = (det f)(det g).

Ergiinzende Ubung 6.4.12. Man zeige die Formel fiir die Vandermonde-Deter-
minante

1 Xy X2 ... Xp

det | : : — H (X; — X;)
1 X, X2 ... xr | osi<izn

Hinweis: Ich empfehle, vom Nullstellensatz fiir Hyperebenen 5.4.5 und dem Fall
des Grundkorpers Q auszugehen.

Ubung 6.4.13. Sei K ein Korper. Fiir jedes r versteht man unter den r-Minoren
unserer Matrix die Determinanten aller derjenigen (r x r)-Matrizen, die wir aus
unserer Matrix durch das Streichen von Zeilen und Spalten erhalten konnen. Man
zeige: Die Matrizen vom Rang < r in Mat(m x n; K) sind genau diejenigen
Matrizen, bei denen alle »-Minoren verschwinden.

Erginzende Ubung 6.4.14. Jeder komplexe Vektorraum V' kann auch als reel-
ler Vektorraum aufgefat werden. Man zeige im endlichdimensionalen Fall die
Formel detg(f|V) = |detc(f|V)|. Eine Verallgemeinerung auf allgemeinere
Korpererweiterungen wird in [KAG] 8.3.12 diskutiert.

Ergiinzende Ubung 6.4.15 (Determinante geeignet geblockter Matrizen). Es

seien n? paarweise kommutierende Matrizen A, . . ., A, mit m Zeilen und Spal-
ten und Eintrdgen in einem Kring R gegeben. Wir bilden die (mn x mn)-Matrix
Ay . A
B = :
Anl . Ann



Man zeige, daf gilt

det B = det <Z sgn(o)Aiq) - - - Ancr(n))

O’ES’n

Hinweis: Ist A;; die Einheitsmatrix, so folgt die Behauptung durch Nullen der ers-
ten Blockspalte und Induktion. Ist det(A;;) kiirzbar, so folgt die Aussage durch
Multiplizieren mit diag(A*,, I, ..., I) fiir A%, die adjunkte Matrix zu A;;. Im all-
gemeinen kann man eine weitere Variable X einfiihren und A;; durch die Matrix
Aj; + XTI ersetzen, deren Determinante ein normiertes Polynom in R[X] und
deshalb kiirzbar ist. Nachher setze man dann X = 0.

Ubung 6.4.16 (Determinante geeignet geblockter Matrizen, Variante). Man
zeige dieselbe Formel wie in 6.4.15 auch fiir den Fall, daB} die Matrizen A;; alle
obere Dreiecksmatrizen sind. Hinweis: Wir betrachten diejenige Abbildung

fAL ... omn} = {1,...,m}

die vertriglich ist mit der Restklassenabbildung beider Mengen auf Z/mZ, und
beachten, daB fiir eine Permutation o € S,,,, mit f(o(i)) < f(i) Vi notwendig
Gleichheit gilt fiir alle .

Ergiinzende Ubung 6.4.17 (Satz von Hensel). Seien ein Korper K und ein Grup-
penhomomorphismus ¢ : GL(n; K) — K* gegeben. Man zeige, da} es einen
Gruppenhomomorphismus o : K* — K* gibt mit ¢ = « o det. Hinweis: Je
zwei Elementarmatrizen A, B mit genau einem von Null verschiedenen Eintrag
an derselben Stelle auBBerhalb der Diagonalen sind zueinander konjugiert, als da
heiBt, es gibt eine invertierbare Matrix C' mit CAC~! = B.

6.5 Orientierung

6.5.1. Wir verwandeln nun unsere anschauliche Interpretation 6.2.7 des Vorzei-
chens der Determinante in eine formale Definition. Gegeben ein Element a # 0
eines angeordneten Korpers K bezeichne sign(a) € {1, —1} das Vorzeichen von
a, also sign(a) = 1 fir a > 0 und sign(a) = —1 fiira < 0.

Definition 6.5.2. Eine Orientierung eines endlichdimensionalen Vektorraums V'
iber einem angeordneten Korper ist eine Vorschrift ¢, die jeder angeordneten Ba-
sis A unseres Vektorraums ein Vorzeichen £(A) € {+1, —1} zuordnet und zwar
so, daf fiir je zwei angeordnete Basen A, 3 die Determinante der Basiswechsel-
matrix das Vorzeichen ¢(.A)e(B) hat, in Formeln

e(A)e(B) = sign(det 4[id]g)
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Das Vorzeichen ¢(.A) nennen wir die Orientierung der angeordneten Basis .4
unseres orientierten Vektorraums. Eine angeordnete Basis der Orientierung +1
in einem orientierten Vektorraum nennen wir eine vertriglich orientierte Ba-
sis, eine angeordnete Basis der Orientierung —1 eine unvertriglich orientierte
Basis. Sprechen wir von der durch eine angeordnete Basis gegebenen Orien-
tierung, so meinen wir diejenige Orientierung, die besagter Basis das Vorzeichen
+1 zuordnet. Gegeben ein angeordneter Korper K bezeichnen wir diejenige Ori-
entierung des K" als die Standardorientierung, die der Standardbasis mit ihrer
Standardanordnung das Vorzeichen +1 zuordnet. Unter der Standardorientie-
rung des Nullraums verstehen wir diejenige Orientierung, die der einzigen an-
geordneten Basis () das Vorzeichen +1 zuordnet.

6.5.3. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V' iiber einem angeordneten
Korper erkldren wir seine Orientierungsmenge

or(V)

als die zweielementige Menge seiner beiden Orientierungen nach 6.5.2. Jeder
Vektorraumisomorphismus f : V' = W liefert eine Bijektion or(f) : or(V) =
or(WW) vermittels der von f zwischen den Mengen der angeordneten Basen bei-
der Rdume induzierten Bijektion. Es gilt dann or(f o g) = or(f) o or(g) und
or(id) = id. Weiter gilt fiir jeden Automorphismus f : V' = V offensichtlich

or(f) = idervy € (det f) >0

In Worten sind also die orientierungserhaltenden Automorphismen genau die mit
positiver Determinante und entsprechend die orientierungsumkehrenden Auto-
morphismen genau die mit negativer Determinante.

6.5.4. Unter einer Orientierung eines endlichdimensionalen affinen Raums F
iber einem angeordneten Korper verstehen wir eine Orientierung seines Rich-
tungsraums und setzen or(FE) = or(E) sowie or(y) := or(¢) fir jeden Isomor-
phismus ¢ : F = F endlichdimensionaler affiner Riume iiber unserem angeord-

neten Korper.

Vorschau 6.5.5. In der Topologie werden wir jedem endlichdimensionalen reel-
len Vektorraum V' auch seine ,,topologische Orientierungsmenge® zuordnen als
die Menge or*P(V') der beiden Erzeuger der relativen Homologie H(V, V\0).
Ahnlich werden wir auch jedem endlichdimensionalen reellen affinen Raum seine
,topologische Orientierungsmenge‘ zuordnen. In diesem Kontext nennen wir die
hier eingefiihrten Begriffe priziser die algebraischen Orientierungsmengen und
verwenden dafiir die Notation or®.

Bemerkung 6.5.6 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur findet man
vielfach eine Definition, bei der eine Orientierung eines reellen Vektorraums als
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eine Aquivalenzklasse von Basen unter einer geeigneten Aquivalenzrelation er-
klart wird. Diese Definition liefert dasselbe aufler im Fall des Nullraums. In die-
sem Fall scheint mir die hier gegebene Definition, die auch dem Nullraum zwei
verschiedene Orientierungen erlaubt, das sinnvollere Konzept.

Beispiel 6.5.7. Eine Orientierung einer reellen Gerade anzugeben bedeutet an-
schaulich, auf dieser Gerade eine ,,Richtung® auszuwihlen, eben die Richtung, in
die diejenigen Vektoren zeigen, die vertrdglich orientierte Basen ihres Richtungs-
raums bilden. Wir nennen diese Vektoren dann kurzerhand positive Vektoren und
denken uns unsere Gerade mit derjenigen Anordnung versehen, fiir die die Additi-
on positiver Vektoren Elemente vergroBert. Mit diesen Konventionen kdnnen wir
fiir einen orientierten eindimensionalen Vektorraum L die Menge der positiven
Vektoren mit L~ bezeichnen. Analog vereinbaren wir fiir die Elemente von L
die Bezeichnung negative Vektoren und nennen die Elemente von L die nicht-
negativen Vektoren.

Beispiel 6.5.8. Der schmutzige Raum unserer Anschauung aus 3.1.9 besitzt die
Rechte-Hand-Orientierung, in der Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der
entspannten rechten Hand als schmutzige angeordnete Basis des Richtungsraums
aufgefallt eine vertrigliche angeordnete Basis bilden. Mit der linken Hand erhalten
wir in derselben Weise die andere Orientierung, die Linke-Hand-Orientierung.
Dal diese Orientierungen sich nicht dndern, egal wie wir uns drehen und wenden
und auf den Kopf stellen, mag man als Illustration oder Konsequenz unserer Er-
kenntnis 6.5.16 sehen, dal zwei angeordnete Basen eines endlichdimensionalen
reellen Vektorraums dieselbe Orientierung liefern genau dann, wenn sie sich ,,im
Raum der Basen stetig ineinander deformieren lassen®.

Beispiel 6.5.9. Denken wir uns die Tafelebene als einen schmutzigen zweidimen-
sionalen reellen affinen Raum, so diirfen wir uns eine Orientierung der Tafelebene
anschaulich als die Auszeichnung eines Drehsinns denken, namlich den Drehsinn
mit der Eigenschaft, da} bei Drehung in diesem Drehsinn der erste Vektor einer
positiv orientierten angeordneten Basis ihres Richtungsraums zuerst in ein posi-
tives Vielfaches des zweiten Vektors gedreht wird und erst dann in ein negatives
Vielfaches. Wenn, wie etwa bei der Tafelebene oder bei einem vor uns liegenden
Blatt Papier, zusitzlich klar ist, ,,von welcher Seite man auf die Ebene gucken
soll*, so mag man diese beiden Orientierungen als im Uhrzeigersinn und im Ge-
genuhrzeigersinn ansprechen. Ist unsere Ebene dahingegen eine Glasscheibe und
die Betrachter stehen auf beiden Seiten, so legt man eine Orientierung besser fest,
indem man einen Drehsinn als Kreispfeil mit einem Wachsstift einzeichnet.

Vorschau 6.5.10. In [TF] 2.1.8.5 werden wir einen Drehsinn formal definieren
als die ,,Auswahl eines Erzeugers der Fundamentalgruppe vom Komplement des
Ursprungs®. Man kann dann trefflich dariiber streiten, wie natiirlich die hier skiz-
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Angeordnete Basen des Raums der Richtungsvektoren der Papierebene mit den
Vorzeichen, die der Orientierung ,,im Gegenuhrzeigersinn* entsprechen
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zierte Identifikation zwischen Drehsinn und Orientierung ist und ob nicht die ent-
gegengesetzte Identifikation genauso natiirlich wére, aber alles zu seiner Zeit.

Definition 6.5.11. Wir fixieren von nun an ein fiir allemal einen eindimensionalen
orientierten reellen affinen Raum
T

und nennen ihn die mathematische Zeit oder kurz Zeit.

6.5.12 (Die schmutzige Anschauung). Ich denke mir T als die Menge aller Zeit-
punkte und denke mir die ausgezeichnete Orientierung in der Weise, dal} jeder
Richtungsvektor, der einen Zeitpunkt auf einen ,,spiteren* Zeitpunkt schiebt, eine
positiv orientierte Basis bildet. Das mag aber jeder halten wie er will, Sie diirfen
etwa bei den Elementen von T etwa auch an unendlich viele verschiedene Gemiise
denken, oder an was auch immer. Den Richtungsraum T bezeichnen wir als den
Raum aller Zeitspannen, seine positiv orientierten Vektoren nennen wir Zeitein-
heiten. Sie modellieren die Zeiteinheiten der Physik wie etwa die Sekunde s € T.

6.5.13 (Herkunft der Zeiteinheiten). Die Einteilung eines Tages in vierund-
zwanzig Stunden und die Einteilung dieser Stunden in je sechzig Minuten geht
wohl auf die Babylonier zuriick, die angeblich mit ihren Hinden bis 60 zdhlten,
indem sie mit jedem der 5 Finger der rechten Hand der Reihe nach die 12 Finger-
glieder der linken Hand an den Fingern mit Ausnahme des Daumens beriihrten.
Die Einteilung jeder Minute in wiederum 60 Sekunden bot sich dann als natiirliche
Verfeinerung an.

6.5.14 (Orientierung des Dualraums). Jede Orientierung auf einem Vektorraum
induziert eine Orientierung auf seinem Dualraum vermittels der Vorschrift, daf3
die Duale einer orientierten angeordneten Basis eine orientierte angeordnete Basis
des Dualraums sein soll. Die Elemente des positiven Teils Tlo des Dualraums des
Raums T der Zeitspannen nennt man Frequenzen. Eine solche Frequenz ist etwa
der einzige Vektor s' der dualen Basis zur orientierten Basis der Sekunde s € T.
Statt s schreibt man meist s~ oder Hz und nennt diese Frequenz ein Hertz nach
dem Physiker Heinrich Rudolf Hertz.

Ergdnzung 6.5.15. Die hier getroffene Wahl fiir die Orientierung des Dualraums
ist im Fall hoherer Dimension nicht vollstdndig kanonisch, aber ich sehe keine
andere Moglichkeit, als sich auf eine Wahl festzulegen. Es ist jedoch wichtig,
diese Wahl passend zu gewissen weiteren ebenso unkanonischen Wahlen im Zu-
sammenhang mit den sogenannten ,,dulleren Potenzen* zu treffen, die Sie spiter
kennen lernen werden. Wir diskutieren das in [LA2] 8.5.18 noch ausfiihrlich. Un-
sere Wahl wird im eindimensionalen Fall durch die in [LA2] 8.1.15 fiir die Ori-
entierung von Tensorpotenzen orientierter eindimensionaler Rdume getroffenen
Wahlen verallgemeinert.
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Vorschau 6.5.16 (Orientierung und Stetigkeit). Zwei angeordnete Basen eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums liefern dieselbe Orientierung genau
dann, wenn sie sich ,,stetig ineinander deformieren lassen* alias in derselben
»Wegzusammenhangskomponente im Sinne von [AN2] 8.5.14 des Raums al-
ler angeordneten Basen liegen. Man kann sich davon etwa mithilfe der Iwasawa-
Zerlegung [LA2] 2.5.9 iiberzeugen. Auch die prizise Formulierung und der for-
male Beweis wird Thnen davon ausgehend leicht gelingen, sobald Sie in der Ana-
lysis die Grundtatsachen iiber Stetigkeit in mehreren Verédnderlichen kennenge-
lernt haben. Eine #iquivalente Aussage diirfen Sie in der Analysis als Ubung [AN2]
8.5.19 zeigen. Der in meinen Augen natiirlichste Zugang zu diesem Resultat ver-
wendet Methoden der Topologie und wird in [TM] 1.2.3.14 diskutiert.

6.5.17 (Zusammengesetzte Orientierung). Sei f : V. — W eine surjektive
lineare Abbildung endlichdimensionaler Vektorrdume iiber einem angeordneten
Korper und sei U := ker f C V ihr Kern. So gibt es genau eine Abbildung
or(U) x or(W) — or(V), (¢,n) — en mit der Eigenschaft, dal gegeben eine
angeordnete Basis .4 des Kerns U und eine angeordnete Basis 55 des Bildes W
und eine Wahl B von Urbildern letzterer Basisvektoren in V fiir die durch Hinter-
einanderschreiben erhaltene angeordnete Basis (A, B) von V gilt

(en)(A, B) = (A)n(B)

Diese 2-Multiabbildung alias ,,Funktion in zwei Variablen* ist antikonstant in
dem Sinne, daB sich der Wert dndert, wann immer wir einen Eintrag in einem
der beiden Faktoren ihres Definitionsbereichs dndern. Wir nennen Orientierungen
e,n, 6 auf U, W,V vertraglich, wenn gilt e = 6, und nennen 6 die zusammen-
gesetzte Orientierung. Wenn wir hier von unseren drei Orientierungen beliebige
Zwei festlegen, gibt es mithin stets genau eine Moglichkeit, die Dritte vertraglich
zu wihlen. Die so durch Orientierungen auf U und V' festgelegte Orientierung auf
W nennen wir die Quotientenorientierung. Gegeben Orientierungen auf zwei
endlichdimensionalen Vektorrdaumen U, W erhalten wir auch auf U & W eine Ori-
entierung als die zusammengesetzte Orientierung fiir die offensichtliche kurze ex-
akte Sequenz U — U & W — W. Wir nennen sie die Produktorientierung.

Beispiel 6.5.18 (Orientierungsvertriglichkeiten im Anschauungsraum). Wir
denken uns im schmutzigen Raum der Anschauung von einer schmutzigen Tafel
und betrachten die orthogonale Projektion des Raums auf unsere Tafel. Der Kern
ihres linearen Anteils ist der eindimensionale Raum aller Richtungsvektoren, die
auf der Tafel senkrecht stehen. Geben wir ihm die Nach-vorne-Orientierung,
in der die uns entgegenkommenden Richtungsvektoren positiv sind, so sind die-
se Nach-vorne-Orientierung, die Rechte-Hand-Orientierung des Raums und die
Gegenuhrzeigersinn-Orientierung der Tafelebene vertrédglich im Sinne von 6.5.17.
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Vorschau 6.5.19. In [TSF] ?? vereinbaren wir auch eine Konvention fiir die ,,Schnit-
torientierung® auf dem Schnitt eines angeordneten Paars zweier orientierter Teil-
rdume eines orientierten Raums unter der Voraussetzung, dall die Summe unserer
Teilrdume der ganze Raum ist.

6.5.20. Unsere Definition der zusammengesetzten Orientierung ist in der Weise
willkiirlich, als es nicht mehr und nicht weniger natiirlich gewesen wire, die Ab-
bildung or(W) x or(U) — or(V), (n,€) — ne zu betrachten mit der Eigenschaft
(ne)(B,.A) = n(B)e(.A) und sie zu benutzen, um die Vertriglichkeit zu definie-
ren. Ich sehe an dieser Stelle keine andere Mdglichkeit, als einmal willkiirlich
eine Wahl zu treffen. Unsere Wahl mag man salopp ,,Kern vorne nennen. Es ist
jedoch wichtig, diese Wahl passend zu gewissen ebenso unkanonischen Wahlen
im Zusammenhang mit den sogenannten ,,duleren Potenzen zu treffen, die Sie
spiter kennen lernen werden. Das wird in [LA2] 8.5.18 diskutiert.

Ubungen

Ubung 6.5.21 (Orientierung affiner Riiume durch Erzeugendensysteme). Ge-
geben ein endlichdimensionaler affiner Raum £ iiber einem angeordneten Korper
und ein minimales affines Erzeugendensystem py, ..., p, von E vereinbaren wir,
daB} wir unter der zu py, ..., p, gehorigen Orientierung von £ die durch die
angeordnete Basis po — p1,...,p, — p1 des Richtungsraums gegebene Orientie-
rung verstehen wollen. Man zeige, dal} sich fiir jede Permutation o € §,, die zu
Po(1)s - - - » Po(n) gehorigen Orientierung von E nur um das Vorzeichen sgn (o) von
der zu py, . .., p, gehorigen Orientierung unterscheidet.

6.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 6.6.1. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums iiber
einem Korper K. Ein Skalar A € K heilit ein Eigenwert von f, wenn es einen
von Null verschiedenen Vektor v # 0 aus V' gibt mit

flv) =Xv
Jeder derartige von Null verschiedene Vektor heif3it ein Eigenvektor von f zum
Eigenwert )\. Die Menge aller Eigenvektoren zum Eigenwert A bildet zusammen

mit dem Nullvektor einen Untervektorraum von V', den Eigenraum Eig(f; \) von
f zum Eigenwert \.

Beispiel 6.6.2 (Eigenvektoren zu den Eigenwerten Null und Eins). Ein Eigen-
vektor zum Eigenwert Eins einer linearen Abbildung ist dasselbe wie ein vom
Nullvektor verschiedener Fixvektor unserer Abbildung. Ein Eigenvektor zum Ei-
genwert Null einer linearen Abbildung ist dasselbe wie ein vom Nullvektor ver-
schiedenes Element des Kerns unserer Abbildung.
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Beispiel 6.6.3 (Die schmutzige Anschauung). Zunichst zwei nicht ganz ma-
thematisch ausformulierte Beispiele: Die Drehung des Richtungsraums der Pa-
pierebene um den rechten Winkel im Uhrzeigersinn besitzt keinen reellen Eigen-
wert. Eine Spiegelung des Richtungsraums der Papierebene an einer Geraden be-
sitzt stets Eigenvektoren zum Eigenwert Eins, nimlich alle Richtungsvektoren der
Spiegelachse, und Eigenvektoren zum Eigenwert (—1), die der Leser selbst finden
mag. Fiir das Ableiten, aufgefalit als Endomorphismus des Raums aller reellen
polynomialen Funktionen, ist der einzige Eigenwert die Null und die zugehorigen
Eigenvektoren sind genau die von Null verschiedenen konstanten Polynome.

Satz 6.6.4 (Existenz von Eigenwerten). Jeder Endomorphismus eines von Null
verschiedenen endlichdimensionalen Vektorraums iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper besitzt einen Eigenwert.

6.6.5. Auf dem C-Vektorraum C[T] der Polynome besitzt der Endomorphimus
,~Multipliziere mit 7 keine Eigenwerte. Die Annahme endlicher Dimension ist
also wesentlich fiir die Giiltigkeit unseres Satzes. Die Drehung des Richtungs-
raums der Papierebene um einen von 0° und 180° verschiedenen Winkel — hier
noch nicht formal eingefiihrt aber doch wohl anschaulich klar gesagt — besitzt
auch keinen reellen Eigenwert. Die Annahme eines algebraisch abgeschlossenen
Grundkorpers ist also auch wesentlich. Fiir den Beweis entwickeln wir zunichst
unsere Theorie etwas weiter und geben dann den Beweis im Anschluf} an 6.6.9.

Definition 6.6.6. Seien K ein Korper und A € Mat(n; K) eine quadratische
Matrix mit Koeffizienten in K. Bezeichne I € Mat(n; K) die Einheitsmatrix. Das
Polynom det(A — T'T) aus dem Polynomring K [T heifit das charakteristische
Polynom der Matrix A. Es wird mit einem griechischen x notiert in der Form

Xa(T) :=det(A —TT)

Satz 6.6.7 (Eigenwerte und charakteristisches Polynom). Seien K ein Korper
und A € Mat(n; K) eine quadratische Matrix mit Koeffizienten in K. So sind die
Eigenwerte des durch unsere Matrix gegebenen Homomorphismus A : K™ — K"
genau die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms x .

Beweis. Bezeichnet I € Mat(n; K) die Einheitsmatrix, so haben wir fiir A € K
die Aquivalenzen

(A ist Eigenwert von A) < Jv # 0 mit Av = \v

& Fu#0mit (A—-AN)v=0

< ker(A— M) #0

& det(A—A)=0

= XA(A) =0 [
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Die anschauliche Spiegelung s an der gestrichelt einegezeichneten Achse ist eine
lineare Abbildung s : R?> — R? mit den Eigenwerten +1. Eigenvektoren zum
Eigenwert 1 sind alle von Null verschiedenen Vektoren der Spiegelachse,
Eigenvektoren zum Eigenwert —1 sind alle von Null verschiedenen Vektoren, die
auf der Spiegelachse senkrecht stehen. Die Matrix unserer Abbildung in
Standardbasis ist nach dem Bild bei 2.6.4 die Matrix

cos2a  sin 2«
A=1".
sin2a  — cos 2«

mit charakteristischem Polynom
xa(T) = (T — cos2a)(T + cos2a) — sin® 2 = T? — 1.
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6.6.8. Es ist iiblich, bei charakteristischen Polynomen die Variable mit A\ zu be-
zeichen. Ich werde dieser Konvention von hier an meist folgen.

6.6.9. Sei K ein Korper und f : V — V ein Endomorphismus eines end-
lichdimensionalen K-Vektorraums. Mit demselben Argument wie in 6.4.3 se-
hen wir, daB} beziiglich jeder angeordneten Basis von V' die darstellende Matrix
von f dasselbe charakteristische Polynom hat, in Formeln det(g[f]g — Aid) =
det(4[f]a — Aid) fiir je zwei angeordnete Basen .A und 5 von V. Dies Polynom
notieren wir dann

Xy = Xf(A) = char(f[V)

und nennen es das charakteristische Polynom des Endomorphismus f. Die
Eigenwerte von f sind nach 6.6.6 genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms s von f.

Beweis von Satz 6.6.4. Satz 6.6.4 besagt, daB} jeder Endomorphismus eines end-
lichdimensionalen von Null verschiedenen Vektorraums iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper einen Eigenwert besitzt. Um das zu zeigen, miissen wir
nur bemerken, daf das charakteristische Polynom unseres Endomorphismus nicht
konstant ist, da unser Raum namlich nach Annahme nicht der Nullraum ist. Im
Fall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers besitzt es also stets eine Nullstel-
le, und die ist dann nach 6.6.9 auch bereits der gesuchte Eigenwert. U

6.6.10. Das charakteristische Polynom einer Block-oberen-Dreiecksmatrix ist nach
6.2.9 das Produkt der charakteristischen Polynome ihrer Blocke auf der Diagona-
len.

Proposition 6.6.11 (Trigonalisierbarkeit). Gegeben ein Endomorphismus eines
endlichdimensionalen Vektorraums f : V. — V iiber einem Korper K sind gleich-
bedeutend:

1. Der Vektorraum V besitzt eine angeordnete Basis B, beziiglich derer die
Matrix g[f]s von f obere Dreiecksgestalt hat. Man sagt dann auch, [ sei
trigonalisierbar;

2. Das charakteristische Polynom x ¢ von f zerfiillt bereits im Polynomring
K[\ vollstindig in Linearfaktoren.

Beweis. 1 = 2 ist klar nach unserer Formel 6.2.4 fiir die Determinante einer
oberen Dreiecksmatrix: Hat 5[f]|s obere Dreiecksgestalt mit Diagonaleintrigen
Ay ...y Ap, s0 haben wir ja x p(A) = (A — A) ... (A, — A). Um 2 = 1 zu zeigen,
diirfen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit V' = K™ annehmen, so daf
f durch die Multiplikation mit einer Matrix A gegeben ist. Zu zeigen ist dann
die Existenz von B € GL(n; K) mit B"'AB = D von oberer Dreiecksgestalt:
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Die Spaltenvektoren der Matrix B bilden dann nidmlich die gesuchte Basis B.
Wir argumentieren mit vollstindiger Induktion tiber n. Fir n > 1 gibt es nach
Voraussetzung eine Nullstelle A; von y4 und dann nach 6.6.7 ein ¢; € K™\0

mit Ac; = Ajc;. Ergénzen wir ¢; durch cs, ..., ¢, zu einer Basis von K" und
betrachten die Matrix C' = (¢4 ... |¢c,), so gilt
/\1 *
AC =C
0 H

mit H € Mat((n — 1) x (n — 1); K). Nach unseren Erkenntnissen 6.2.9 zur
Determinante von Block-oberen-Dreiecksmatrizen haben wir dann xz = (\s —
A) ... (A, — A) und per Induktion finden wir F' € GL(n — 1; K) mit '~ HF von
oberer Dreiecksgestalt. Bilden wir nun F' = diag(1, F), so ist offensichtlich auch
F~1(C~*AC)F von oberer Dreiecksgestalt und die Matrix B = C'F' Iost unser
Problem. ]

Proposition 6.6.12 (Charakterisierung nilpotenter Matrizen). Eine Matrix mit
Koeffizienten in einem Korper ist nilpotent genau dann, wenn ihr charakteristi-
sches Polynom nur aus dem Leitterm besteht. In Formeln ist also A € Mat(n; K)
nilpotent genau dann, wenn gilt x A(\) = (=)™

Beweis. Istunsere Matrix nilpotent, so ist sie nach 2.6.15 konjugiert zu einer obe-
ren Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen und unsere Behauptung folgt
aus 6.6.10. Besteht umgekehrt das charakteristische Polynom nur aus dem Leit-
term, so existiert nach 6.6.11 oder zumindest seinem Bewelis eine invertierbare
Matrix B € GL(n; K) mit B~'AB von oberer Dreiecksgestalt mit Nullen auf
der Diagonale. Daraus folgt jedoch unmittelbar erst (B~'AB)" = 0 und dann
A" =0. [

Ergdnzung 6.6.13. Alternative Argumente fiir die Riickrichtung beim Beweis der
Proposition liefern der Satz von Cayley-Hamilton 6.6.20 und der Satz iiber die
Hauptraumzerlegung [LA2] 5.2.13.

Definition 6.6.14. Seien K ein Korper und n € N. Eine quadratische Matrix
A € Mat(n; K) heif3it diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S €
GL(n; K) gibt mit S~1AS = diag(\y, ..., \,) diagonal.

Definition 6.6.15. Ein Endomorphismus eines Vektorraums heif3t diagonalisier-
bar, wenn unser Vektorraum von den Eigenvektoren des besagten Endomorphis-
mus erzeugt wird. Im Fall eines endlichdimensionalen Vektorraums ist das gleich-
bedeutend dazu, daBl unser Vektorraum V' eine angeordnete Basis B = (v, ..., v,)
besitzt, fiir die die Matrix unserer Abbildung Diagonalgestalt hat, in Formeln
slfls = diag(A1, ..., Ay). In der Tat bedeutet das ja gerade f(v;) = A\;v;.
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6.6.16 (Diagonalisierbare Endomorphismen und ihre Matrizen). Sei K ein
Korper und n € N. Der durch Multiplikation mit einer Matrix A € Mat(n; K)
gegebene Endomorphismus des K™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn die Ma-
trix A diagonalisierbar ist. In der Tat, genau dann ist v, . . . , v,, eine Basis des K"
aus Eigenvektoren Av; = \;v;, wenn die Matrix S = (v1|...|v,) mit den v; in
den Spalten invertierbar ist mit S~'AS = diag(\y, ..., \,) diagonal.

Beispiel 6.6.17. Eine nilpotente Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie
die Nullmatrix ist. Die folgende Proposition zeigt unter anderem, daB jede (n xn)-
Matrix, deren charakteristisches Polynom n paarweise verschiedene Nullstellen
hat, diagonalisierbar sein muf3. Salopp gesprochen sind also ,.komplexe quadrati-
sche Matrizen fiir gewohnlich diagonalisierbar®.

Proposition 6.6.18 (Lineare Unabhéingigkeit von Eigenvektoren). Sei f ein
Endomorphismus eines Vektorraums und seien vy, . . . , v, Eigenvektoren von f zu
paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, ..., \,. So sind unsere Eigenvektoren
linear unabhdingig.

Beweis. Der Endomorphismus (f — Agid)...(f — A, id) macht vy, ..., v, zu
Null, nicht aber v,. Gegeben x1,...,z, € K mit z;v; + ... + x,v, = 0 folgt
demnach durch Anwenden unseres Endomorphismus z; = 0. Ebenso zeigt man
To=...=x,=0. ]

Variante des Beweises. Durch Widerspruch. Sei sonst vy, v9, ..., v, ein Gegen-
beispiel mit der kleinstmdglichen Anzahl von Vektoren. So gilt sicher n > 2 und
gegeben eine lineare Abhingigkeit x1v; +. ..+ z,v, = 0 miissen alle z; verschie-
den sein von Null. Dann aber folgte durch Anwenden von (f — A; id) die lineare
Abhingigkeit der Vektoren v, . . ., v, im Widerspruch zu unserer Annahme. [

Lemma 6.6.19 (Restriktion diagonalisierbarer Endomorphismen). Die Re-
striktion eines diagonalisierbaren Endomorphismus auf einen unter besagtem En-
domorphismus stabilen Teilraum ist stets wieder diagonalisierbar.

Beweis. Sei f : V — V unser Endomorphismus und W C V ein unter f
stabiler Teilraum. Gegeben v € W haben wir nach Annahme eine Darstellung
v =11+ ...+ v, mitv; €V Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten Aj, ..., A\, € K. Dann gilt wegen (f — \;id)v; = 0 aber

(f—)qld)(f—)\nld)vz ()\1 —)\2)...(>\1 _)\n)vl eWw

und folglich v; € W. Ebenso zeigt man auch v, ..., v, € W. Mithin wird auch
W von Eigenvektoren erzeugt. [

Satz 6.6.20 (Cayley-Hamilton). Setzt man eine quadratische Matrix in ihr eige-
nes charakteristisches Polynom ein, so erhdlt man die Nullmatrix.
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6.6.21. Ich gebe zwei Beweise. Der Erste baut auf der algebraischen Abgeschlos-
senheit des Korpers der komplexen Zahlen auf und damit auf noch unbewiesenen
Tatsachen. Der Zweite ist in gewisser Weise elementarer, scheint mir aber wenig
transparent. Ein alternativer Beweis, der in meinen Augen mehr Einsicht vermit-
telt, wird in [KAG] 2.4.15 angedeutet.

Beweis mit dem Fundamentalsatz der Algebra. Wir beginnen mit dem Fall einer
komplexen Matrix £. Nach 6.6.11 ist sie trigonalisierbar. Ohne Beschridnkung der
Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf sie bereits obere Dreiecksgestalt hat.
Sind dann A4, ..., )\, ihre Diagonaleintrige und betrachten wir die von den ersten
k Vektoren der Standardbasis aufgespannten Untervektorrdume C* x 0 C C", so
gilt (£ — X\)(CF x 0) € C*F! x 0 fiir alle k. Damit ist klar, daB das Produkt
aller (E — \g) alias xg(F) den ganzen Vektorraum C" annulliert. Jetzt betrachten
wir den Fall der Matrix E iiber dem Polynomring Z[X,;| in n? Variablen mit
Eintrdgen den Variablen, in Formeln E;; = X;;. Setzen wir diese Matrix in ihr
eigenes charakteristisches Polynom ein, so erhalten wir ein Polynom aus Z[X;],
das nach dem vorhergehenden die Nullfunktion auf C™ liefert. Nach 5.4.3 ist es
also schon selbst das Nullpolynom und der Satz folgt. [

Beweis ohne den Fundamentalsatz der Algebra. Gegeben eine quadratische Ma-
trix A mit Koeffizienten in einem Kring gibt es nach 6.4.6 eine weitere Matrix
A* mit Koeffizienten in demselben Kring derart, daB im Ring der quadratischen
Matrizen mit Eintrdgen in unserem Kring gilt

APA = (det A) - 1

fiir I die Einheitsmatrix. Nehmen wir speziell den Kring K [t] und die Matrix
A = F — tl fur eine vorgegebene Matrix F' € Mat(n; K), so erhalten wir in
Mat(n; K[t]) die Gleichung

AHF —t1) = xp(t) - 1

Bezeichne nun f : K™ — K™ die durch Multiplikation von Spaltenvektoren mit
der zu F transponierten Matrix F'' gegebene lineare Abbildung. Wenden wir auf
beide Seiten unserer Gleichung von Matrizen den Ringhomomorphismus K[t] —
Endg K™ mit ¢ — f an, so erhalten wir in Mat(n; Endx K™) alias Mat(n?; K)
die Gleichung

AF — [1) = xo(f) -1

Betrachten wir nun die Standardbasis e, . . ., e, aus Spaltenvektoren des K™ und
wenden beide Seiten dieser Gleichung an auf den Vektor (e, ... e )", aufgefat

rn
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(F— fE)(e{,...,e!)" = 0 am Beispiel einer Matrix F' mit drei Zeilen und

Spalten. Alle nicht ausgeschriebenen Eintrige der obigen Matrizen sind als Null
zu verstehen.
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als Spaltenvektor in K "* 50 ergibt auf der linken Seite schon die Multiplikation
mit (£ — fI) den Nullvektor, denn bei
(F = fDef, .. e,)"

’vn

steht im i-ten Block von K™ genau Fjye;+...+ Fy, e, —f(e;) = 0. Also wird
die rechte Seite auch Null und es folgt xr(f)e1 = ... = x#(f)e, = 0. Hier ist
zwar X a priori das charakteristische Polynom der zu einer Matrix von f trans-
ponierten Matrix, aber das stimmt nach 6.2.5 mit dem charakteristischen Polynom
von f iiberein. ]

Proposition* 6.6.22. Seien f ein Endomorphismus eines Vektorraums V iiber ei-
nem Korper K und P € K|[X]| ein normiertes Polynom ohne mehrfache Nullstel-
len, das in K vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt und f annulliert, in Formeln
P(f) = 0. So ist f diagonalisierbar und seine Eigenwerte sind Nullstellen von P.

Beweis. Man wihle einen festen Vektor v € V und suche dazu einen normier-
ten Teiler @ = (X — A1)...(X — \,) von P kleinstmoglichen Grades r mit
Q(f) : v+~ 0.Dann ist £ := (v, f(v), f2(v),... f7'(v)) ein unter f stabiler
Untervektorraum von V. Andererseits ist (f — A\2)...(f — A,.)v nach Annahme
nicht Null und folglich ein Eigenvektor von f zum Eigenwert \; in E. In der-
selben Weise finden wir auch Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ao, ..., A,.. Da
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten linear unabhiingig sind
nach 6.6.18, ist damit f|g diagonalisierbar und v eine Summe von Eigenvektoren
von f. Die Proposition folgt. [

Ubungen

Ubung 6.6.23. Seien K ein Korper und A € Mat(n; K) eine quadratische Matrix
mit Koeffizienten in /K. Man zeige, daf} das charakteristische Polynom von A die
Gestalt

xa(T) = (=T)" +tr(A)(=T)"' 4 ... + det(A)

hat, in Worten also den Leitkoeffizienten (—1)", als nidchsten Koeffizienten bis auf
ein Vorzeichen die Spur von A, und als konstanten Term die Determinante von A.

Ubung 6.6.24. Jeder Endomorphismus eines endlichdimensionalen reellen Vek-
torraums mit negativer Determinante besitzt einen negativen reellen Eigenwert.
Hinweis: Zwischenwertsatz. Man zeige weiter, daf} er im zweidimensionalen Fall
zusitzlich auch noch einen positiven reellen Eigenwert besitzt.

Ergiinzende Ubung 6.6.25. Jeder Endomorphismus eines endlichdimensionalen
reellen Vektorraums ungerader Dimension besitzt einen reellen Eigenwert. Ist die
Determinante unseres Endomorphismus positiv, so besitzt er sogar einen positiven
reellen Eigenwert.
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Ergiinzende Ubung 6.6.26. Sind k C K Korper und ist k algebraisch abgeschlos-
sen und gilt dimy K’ < oo, so folgt K = k. Hinweis: Man betrachte fiir alle a € K
die durch Multiplikation mit a gegebene k-lineare Abbildung (a-) : K — K und
deren Eigenwerte.

Ergiinzende Ubung 6.6.27. Gegeben ein Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen reellen Vektorraums gibt es stets eine Basis derart, dafl die zugehori-
ge Matrix Block-obere Dreiecksgestalt hat mit hochstens Zweierblocken auf der
Diagonalen.

Ubung 6.6.28. Sei ein diagonalisierbarer Endomorphismus eines vierdimensiona-
len Vektorraums gegeben, dessen Eigenwerte paarweise verschieden sind. Wievie-
le unter unserem Endomorphismus stabile Untervektorraume besitzt unser Vektor-
raum?

Ubung 6.6.29 (Endomorphismen, deren Quadrat die Identitiit ist). Sei |/ ein
Vektorraum iiber einem Korper einer von Zwei verschiedenen Charakteristik und
r : V — V eine lineare Abbildung mit ? = idy . So ist r diagonalisierbar und
alle seine Eigenwerte sind £1. Fordern wir zusétzlich dim V' = 2 und r # idy,
so hat r die Eigenwerte 1 und (—1) und die Determinante det(r) = —1. Hinweis:
v=(v+7rw)/24+ (v—r(v))/2.

Ergiinzende Ubung 6.6.30 (Jordanform fiir (2 x 2)-Matrizen). Sei K ein alge-
braisch abgeschlossener Korper. Man zeige, dal} es fiir jede quadratische Matrix
A € Mat(2; K) eine invertierbare Matrix P € GL(2; K) gibt derart, daB P~' AP
eine der beiden Gestalten

A0 Al
(0 M) oder (0 )\) hat.

Ubung 6.6.31. Gegeben zwei quadratische Matrizen A, B derselben GroBe gilt
XAB = XBA- Hinweis: Man erinnere beim Beweis der Multiplikativitit der Deter-
minante 6.4.1 das Argument zur Herleitung des Falls eines beliebigen Krings aus
dem Korperfall.

Ubung 6.6.32. Ein Automorphismus eines Vektorraums, der jede Ursprungsgera-
de stabilisiert, muf} die Multiplikation mit einem Skalar sein.
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8 Die Vorlesung LA1 im Wintersemester 14/15

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4 x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen. Fiir die Darstellung der Grundlagen fand keine Abstim-
mung mit anderen Grundvorlesungen statt.

20.10

23.10

27.10

30.10

3.11

6.11

10.11

13.11

17.11

20.11

Fibonnacci-Folge und Vektorraumbegriff; Mengen; Keine Diskussion von
Binomial-Koeffizienten; Keine Diskussion der vollstdndigen Induktion.

Abbildungen, Beginn der Diskussion von Verkniipfungen, Beispiele fiir Ver-
kniipfungen;

Assoziativitit macht Klammern iiberfliissig. Monoide, Gruppen. Korper be-
gonnen. Keine Diskussion von Homomorphismen.

Korper fertig. Lineare Gleichungssysteme, Losungsmenge, Gaul3-Algorith-
mus; Definition abstrakter Vektorrdume, Beispiele; Endliche kartesische Pro
dukte, der Vektorraum der Tupel.

Untervektorraume, Erzeugung, Linearkombinationen, lineare Unabhéngig-
keit; Basis, Extremalcharakterisierung von Basen, noch ohne Beweis.

Extremalcharakterisierung von Basen, Beweis, dauerte etwa eine Stunde.
Dann Hauptabschitzung der linearen Algebra, Korollare, Dimension, Di-
mensionssatz noch ohne Beweis.

Beweis Dimensionssatz, Steinitz weggelassen, freier Vektorraum iiber Men-
ge, freier Vektorraum iiber Basis in Bijektion zu Vektorraum, Zorn fiir Men-
gensysteme 1.9.18, Basisexistenzsatz mit Variante, Homomorphismen von
Magmas, Monoiden, Gruppen, Korpern, Vektorrdaumen, Beispiele fiir linea-
re Abbildungen, Endo, Iso, Auto, isomorphe Vektorrdume haben dieselbe
Dimension noch ohne Beweis;

Beweis isomorphe Vektorrdume haben dieselbe Dimension; Stufenzahl nach
GauB-Algorithmus als Dimension des Losungsraums. Kern, Bild, Injektiv
bedeutet Kern Null. Dimensionsformel, zweiter Beweis des Dimensionssat-
zes. Komplemente.

Lineare Abbildung festgelegt und festlegbar durch Werte auf Basis. Exis-
tenz komplementéirer Unterrdume, Halbinverser zu linearen Surjektionen
und Injektionen. Affine Riume, affine Abbildungen, affine Teilrdume.

Schnitt affiner Teilriume, Bezug zu Losungsmengen linearer Gleichungs-
systeme. Erzeugen affiner Teilrdume, affine Abbildungen im Fall reeller af-
finer Rdume charakterisiert durch Erhaltung von Geraden. Matrizen linearer
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24.11

27.11

1.12

4.12

8.12

11.12

15.12

18.12

22.12

Abbildungen K™ — K™, Produkt von Matrizen, Zusammenhang mit Ver-
kniipfung linearer Abbildungen noch ohne Beweis.

Produkt von Matrizen, Zusammenhang mit Verkniipfung linearer Abbildun-
gen, Rechenregeln fiir Matrizen, Zusammenhang mit linearen Gleichungs-
systemen, invertierbare Matrizen, Elementarmatrizen, Darstellung jeder Ma-
trix als Produkt von solchen noch ohne Beweis.

Darstellung jeder Matrix als Produkt von Elementarmatrizen mit Beweis,
Smith-Normalform, Rang einer Matrix, Zeilenrang ist Spaltenrang, Berech-
nung der inversen Matrix. Matrizen beliebiger linearer Abbildungen in Be-
zug auf Basen, Basiswechsel. Nicht Spur, das soll in die Ubungen. Noch
nicht: Notation fiir Darstellung eines Vektors in Basis.

Anwenden einer linearen Abbildung auf Darstellung eines Vektors in ent-
sprechender Basis. Alternativer Beweis fiir die Smith-Normalform. Dual-
raum, transponierte Abbildung und duale Basis. Matrix der transponierten
Abbildung noch ohne Beweis.

Matrix der transponierten Abbildung: Beweis. Bidualraum und bitranspo-
nierte Abbildung. Kovektoren als Zeilenmatrizen. Realisierung der kom-
plexen Zahlen als Drehstreckungen; Konjugation, Inverse, geometrische In-
terpretation des Quadrierens.

Aquivalenzrelationen. Primzahlen, Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
noch ohne Beweis. Auch Satz iiber den gro3ten gemeinsamen Teiler noch
ohne Beweis.

Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung mit Beweis. Satz iiber den groBten
gemeinsamen Teiler mit Beweis. Euklidischer Algorithmus. Restklassen-
ringe. Ringhomomorphismen. Quersummenkriterien.

Integritétsbereiche. Kiirzen, Einheiten. Primkorper. Verschliisselung. Poly-
nomringe, Einsetzen, Wurzeln, Grad. Grad Schranke fiir Zahl der Wurzeln
ohne Beweis. Teilen mit Rest ohne Beweis.

Teilen mit Rest fiir Polynome. Grad Schranke fiir Zahl der Wurzeln mit Be-
weis. Polynome als Funktionen, iiber endlichen und unendlichen Korpern.
Algebraisch abgeschlossene Korper, Faktorisierung im Komplexen und im
Reellen, anschauliche Begriindung fiir den Fundamentalsatz der Algebra.
Quotientenkorper, rationale Funktionen, Partialbruchzerlegung.

Projektive Raume, Hamilton’sche Zahlen, Inzidenzgeometrie, Pappus-Ei-
genschaft und Koordinatisierbarkeit.
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8.1

12.1

15.1

19.1

22.1

26.1

29.1

22

5.2

9.2

Signum einer Permutation, Leibnizformel, Charakterisierung der Determi-
nante, noch ohne Beweis der Einzigkeit.

Beweis der Einzigkeit. Determinantenmultiplikationssatz, Invertierbarkeits-
kriterium, Laplace’scher Entwicklungssatz, Cramer’sche Regel, Invertier-
barkeitskriterium tiber kommutativen Ringen.

Orientierung endlichdimensionaler Rdume iiber angeordneten Korpern. Be-
sprechung der Evaluation der Vorlesung. Eigenwerte, Eigenvektoren, cha-
rakteristisches Polynom von quadratischer Matrix und Endomorphismus,
Nullstellen des charakteristischen Polynoms und Eigenwerte. Trigonalisier-
barkeit gleichbedeutend zur Zerfillung des charakteristischen Polynoms for-
muliert, nur einfache Richtung gezeigt.

Trigonalisierbarkeit gleichbedeutend zur Zerfillung des charakteristischen
Polynoms, schwierige Richtung gezeigt. Charakteristisches Polynom nil-
potenter Endomorphismen. Diagonalisierbarkeit. Lineare Unabhéngigkeit
der Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten. Theorem von
Cayley-Hamilton mit Beweis.

Bemerkungen zum Theorem von Cayley-Hamilton und zur Evaluation von
Polynomen. Beispiel. Einfacherer Beweis des Theorems von Cayley-Hamil-
ton iiber die komplexen Zahlen. Beispiel: Diagonalisierung einer Matrix.

Kongruenzebenen, Beweis der Existenz invarianter Skalarprodukte noch
nicht ganz fertig, Eindeutigkeit noch nicht gemacht.

Beweis der Existenz und Eindeutigkeit invarianter Skalarprodukte fiir Kon-
gruenzebenen. Tensorprodukt mit eindimensionalem Raum, Lingengera-
de, kanonisches Skalarprodukt. Bewegungsriaume werden in der Vorlesung
nicht behandelt werden.

Reelle und komplexe Skalarproduktraume. Orthonormalsysteme und Or-
thonormalbasen. Deren Existenz. Orthogonale Projektion und orthogonales
Komplement. Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung mit Beweis. Dreiecksun-
gleichung noch ohne Beweis.

Beweis Dreiecksungleichung und Bessel’sche Ungleichung. Orthogonale
und unitidre Abbildungen und deren Matrizen, Determinanten, Eigenwerte.
Vorgezogen: Charakterisierung orthogonaler Abbildungen als nicht notwen-
dig lineare Abbildungen, die den Nullvektor festhalten und alle Abstinde
zwischen Vektoren erhalten. Satz vom Fuf3ball.

Sartori rechnet Beispiele.

232



12.2 Besprechung des Formats der Klausur, Wiederholung der groben Struktur
der Vorlesung. Spektralsatz fiir unitire Automorphismen, Normalform fiir
orthogonale Automorphismen.

Grofe Themen:
1. Mengen, Abbildungen, Verkniipfungen, Monoide, Gruppen, Korper.

2. Lineare Gleichungssysteme, Gauf3-Algorithmus, Vektorraume, Untervek-
torrdaume, Erzeugung, lineare Unabhéngigkeit, Basis, Dimension, Hauptab-
schitzung.

3. Homomorphismen, lineare Abbildungen, Injektivitit, Kern, Bild, Dimensi-
onsformel.

4. Affine Rdaume, affine Teilrdume, affine Abbildungen.

5. Lineare Abbildungen und Matrizen, Rechnen mit Matrizen, Inverse, Trans-
ponierte, Basiswechsel, Smith-Normalform.

6. Dualraum, Bidualraum, Zusammenhang mit dem Transponieren.
7. Rechnen mit komplexen Zahlen.

8. Primzahlen, Primfaktorzerlegung, euklidischer Algorithmus, Ringe, Rest-
klassenringe.

9. Polynomringe, Abfaktorisieren von Wurzeln, Quotientenkdrper, Partialbruch-
zerlegung.

10. Signum, Determinante, Multiplikationsformel, Entwicklungssatz, Cramer’sche
Regel.

11. Eigenwerte, Eigenvektoren, charakteristisches Polynom, Trigonalisierbar-
keit, Diagonalisierbarkeit, Cayley-Hamilton.
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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Index

0 einelementige Gruppe, 19
Nullvektorraum, 19
0 neutrales Element fiir +
Ox Null des Korpers /K, 5
natiirliche Zahl, 139
1 Nachfolger der Null, 140
1 neutrales Element fiir -
1 Eins eines Rings, 158
natiirliche Zahl, 145
2,3,4,5,6,7,8,9 € N, 145
| ist Teiler von, 164
/ Quotient, 161
K (X) Funktionenkérper, 185
R((X)) formale Laurentreihen, 179
(T') Untervektorraum-Erzeugnis, 29
(A, v) Auswerten einer Linearform, 100
R[X] Polynomring, 170
R[X1,...,X,] Polynomring, 176
[f] Matrix von f, 64
k[T] formale Potenzreihen, 178

/@ Richtungsvektor, 104
S~ Lokalisierung
SR eines Integrititsbereichs, 185
b* Vektoren der dualen Basis, 94
f* transponierte Abbildung, 96
t A transponierte Matrix, 69
' transponierte Abbildung, 96
AT transponierte Matrix, 69
b" Vektoren der dualen Basis, 94
fT transponierte Abbildung, 95
x einziges Element von ens, 23
o Verkniipfung
Matrixprodukt, 65
Y Trenner
bei multilinearen Abbildungen, 205
@ direkte Summe
von Vektorrdumen, 24
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p — q bei affinem Raum, 104
VE Reellifizierung von V, 41
X™ fiir n-Tupel in X, 23
X" fiir n-Tupel in X, 23
>, >, <, < bei Ordnungsrelation, 25
M Schnitt
() von Mengensystem, 30
U Vereinigung
|J von Mengensystem, 30
X
Kartesisches Produkt von Abbil-
dungen, 21
+ Verschieben von Punkt um Richtungs-
vektor, 103

Abbildung

Projektionsabbildung, 20
ABC-Vermutung, 155
abgeschlossen

algebraisch, 173
Abspalten von Linearfaktoren, 172
Acht als natiirliche Zahl, 145
Addition

in Ring, 158

natirlicher Zahlen, 141
adjunkte Matrix, 211
Aquivalenzklasse, 147
Aquivalenzrelation

auf einer Menge, 147

erzeugt von Relation, 148
Aff affine Abbildungen, 106
Aff* Affinititen, 106
affin

Abbildung, 106

Raum, 103

Raum, iiber Vektorraum, 103

Teilraum, 108
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als Familie, 118
als Teilmenge, 118
Affinitét, 106
Algebra
assoziative Z-Algebra, 158
algebraisch
abgeschlossen, Korper, 173
Algebrenhomomorphismus, 159
allgemeine lineare Gruppe, 50, 72
Alt"(V) alternierende Multilinearfor-
men, 206
Alt"(V, W) alternierende multilineare
Abbildungen, 206
alternierend
bilineare Abbildung, 204
multilineare Abbildung, 205
alternierende Gruppe, 197
Amplitude, 36
anneau, 158
Anordnung, 25
anschaulich, 16
antisymmetrisch
bilineare Abbildung, 205
Relation, 25
Assoziativgesetz
bei Vektorraum, 15
aufgespannt
Untervektorraum, 29
aufsteigende Vereinigung, 48
Auswahlaxiom, 46
Auswahlaxiom, Variante, 46
Auswahlfunktion, 46
Auswertungsabbildung, 95
Automorphismengruppe
eines Vektorraums, 50
Automorphismus
eines Vektorraums, 50
von affinem Raum, 106

baryzentrisch
Koordinaten, 120

Baryzentrum, 117
Basis, 32

angeordnete, 32

duale, 95

indizierte, 32

unvertrdglich orientierte, 214

vertriaglich orientierte, 214

von Vektorraum, 32
Basisexistenzsatz, 34
Basismatrix, 73
Basiswechselmatrix, 80
Betrag

bei Quaternionen, 193
Bidualraum, 99
Bil(V) Bilinearformen auf V, 62
Bild

von linearer Abbildung, 55
bilinear

bei Vektorraumen, 62
Bilinearform, 62
Binérdarstellung, 146

C komplexe Zahlen, 85
Caratheodory, Satz von
im Affinen, 127
lineare Version, 122
Cayley-Hamilton, 224
char Charakteristik, 167
char charakteristisches Polynom, 222
Charakteristik
eines Rings, 167
charakteristisches Polynom, 220
von Endomorphismus, 222
X 4 charakteristisches Polynom, 220
X s charakteristisches Polynom, 222
codim Kodimension
bei affinen Rdumen, 112
cone
englisch fiir Kegel, 131
strongly convex, 131
corps gauche, 191



Cramer’sche Regel, 211

D(f) Definitionsbereich von f, 186
A Diagonale, 21
darstellende Matrix, 64, 77
Definitionsbereich, 186
degré, 171
degree, 171
det Determinante

einer Matrix, 198

von Endomorphismus, 210
detx Determinante

von Endomorphismus, 210
Determinante

einer Matrix, 198

von Endomorphismus, 210
Dezimaldarstellung, 146
Dezimalsystem, 146
diag(A, . .., A,) Diagonalmatrix, 75
Diagonale, 21
diagonalisierbar

Endomorphismus, 223

Matrix, 223
Diagonalmatrix, 75
Differenzraum, von affinem Raum, 103
Diffie-Hellman, 166
Diffie-Hellman-Problem, 167
dim Dimension eines Vektorraums, 38
Dimension

eines affinen Raums, 103

eines Vektorraums, 38

physikalische, 38
Dimensionsformel

fiir lineare Abbildungen, 56
direkte Summe

von Vektorrdaumen, 24
diskret

Logarithmus, 166
Distributivgesetz, 158

bei Korper, 5

bei Vektorraum, 15

Divisionsring, 191
Doppeltransposition, 198
Drei als natiirliche Zahl, 145
Dreiecksungleichung

fiir komplexen Absolutbetrag, 90
dual

Basis, 95
duale Abbildung, 95
dualer Kegel, 132
Dualitétssatz

der linearen Optimierung, 136
Dualraum, 92
Dualsystem, 146

E;; Basismatrizen, 73
E Anschauungsraum, 104
Ebene

affine, 103, 108
Eig Eigenraum, 219
Eigenraum, 219
Eigenvektor, 219
Eigenwert, 219
Einheit

von Ring, 164
Einheitsmatrix, 64
einhiillende Gruppe, 149
Eins als natiirliche Zahl, 145
Eins in N, 140
Eins-Element

in Ring, 158
EinschluB3-Ausschlu3-Formel, 161
Einsetzungshomomorphismus, 170
Eintrag von Matrix, 11
Elementarmatrix, 73

spezielle, 73
End

Endomorphismenring

von abelscher Gruppe, 159

Endk

Endomorphismenring

von k-Vektorraum, 159
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endlich
Menge, 138
endlich erzeugbar, 29
endlich erzeugt
Vektorraum, 29
endliche Primkorper, 165
Endomorphismenring
von abelscher Gruppe, 159
von Vektorraum, 159
Endomorphismus
von abelscher Gruppe, 159
von Vektorraumen, 50
ens einelementige Menge, 23

Ens(X,Y) Abbildungsmenge, 11

erzeugende Funktion
der Fibonacci-Folge, 189
Erzeugendensystem, 29
von affinem Raum, 109
Erzeugnis
in Vektorraum, 29
erzeugt
Aquivalenzrelation, 148
affiner Teilraum, 108
Untergruppe, 151
Untervektorraum, 29
erzeugt, endlich
Vektorraum, 29
Euklid
Lemma von, 154
ev Evaluation, 99
Evaluationsabbildung, 99

Faktor, 20
Familie, 32
Farkas, Lemma von, 124
Farkas, Satz von, 132
Fehlstand, 194
Fixpunkt, 53
Fixvektor, 53
Form

allgemein, 92
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Fortsetzung

lineare, 60
Frac Quotientenkorper, 184
fraction field, 184
frei

Vektorraum, 60
Frequenz, 217
Frobenius-Homomorphismus, 168
Fiinf als natiirliche Zahl, 145
Fundamentalsatz der Algebra, 174
Funktion

rationale, 185
Funktionenkorper, 185

ganze Zahlen, 149
ganzwertig

Polynom, 182
GauB-Algorithmus, 9
general linear group, 50, 72
geordnet

induktiv, 43

streng induktiv, 43
gerade

Permutation, 194, 198

Zahl, 163
Gerade

affine, 103, 108
Geradensegment, 120
Geschwindigkeit

vektorielle, 106
Gewichtsprozent, 19
GL(V) allgemeine lineare Gruppe, 50
GL(n; K) allgemeine lineare Gruppe,

72

Gleichungssystem, 7

lineares, 7
Goldbach-Vermutung, 153
grad

Grad

eines Polynoms, 171

Grad



eines Polynoms, 171
grofter gemeinsamer Teiler, 153
grofites Element, 27, 42
Grundkorper, 15
Gruppe

einhiillende, 149
Gruppe der Einheiten, 164

Halbordnung, 25
Hamilton’sche Zahlen, 192
Hauptsatz

iiber lineare Ungleichungen, 122
Hertz, 217
Hexadezimalsystem, 146
Hom'® bilineare Abbildungen, 62
Hom™ multilineare Abbildungen, 205
homogen, homogenisieren

lineares Gleichungssystem, 7
Homomorphismus

von Vektorrdaumen, 50
Homothetie, 107
Hiille

konvexe, 120

lineare, 29
Hyperebene

affine, 110

lineare, 31

1 Wurzel aus —1 in C, 85
I = I,, Einheitsmatrix, 64
Idempotent

in Magma, 58
im

Bild von linearer Abbildung, 55
image, 55
Imaginirteil

bei komplexen Zahlen, 88
in;

Injektionen bei Summen, 52
Injektion

kanonische, 52
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Integritétsbereich, 164
Integritédtskring, 164
Integritétsring, 164
invers
Matrix, 72
Inverse
Matrix, 71
Inversion, 90
invertierbar
in Ring, 164
Matrix, 71
isomorph
Vektorraume, 50
Isomorphismus
von affinen Riaumen, 106
von Vektorrdumen, 50

Jagerzaunformel, 199

kanonisch

Injektion, 52
Kardinalitét, 142
kartesisch

Produkt

endlich vieler Mengen, 20

Kegel, 131

dualer, 132

spitzer, 131
ker

Kern von linearer Abbildung, 55
Kern

von linearer Abbildung, 55
Kette

in teilgeordneter Menge, 43
kgV kleinstes gemeinsames Vielfaches,

156

kleinstes

Element, 27
kleinstes gemeinsames Vielfaches, 156
Kodimension

bei affinen Rdumen, 112



Koeffizient, 7
von Polynom, 169
Koeffizientenmatrix, 9
erweiterte, 9
Korper, 5
kollinear, 108
kommutativ
Rechteck, 100
Ring, 158
kommutieren, 171
komplementér
Untervektorraume, 57
komplexe Zahlen, 85
vergeBliche, 86
Komponente
eines Tupels, 20
kongruent modulo, 161

konjugierte komplexe Zahl, 88

konstant
Polynom, 170
konv konvexe Hiille, 135

konv(T") konvexe Hiille von T, 120

konvex

in affinem Raum, 120
konvexe Hiille, 120
Konvexkegel, 131

erzeugt von, 132

polyedrischer, 132
Koordinaten, 94

affine, 109
Koordinatenfunktionen, 94
Koordinatensystem

affines, 109
Korrespondenz, 25
Kovektor, 92
Kreis

verallgemeinerter, 90
Kreisgruppe, 90
Kring

kommutativer Ring, 158
Kroneckerdelta, 64
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kubisch

Polynom, 172

kiirzbar, 164
Kiirzen in Ringen, 164

[(o) Lange von Permutation, 194
Léange

von Permutation, 194

Laurententwicklung

algebraische, 187

Laurentreihe

formale, 178, 179

Familie, 32

Leibniz-Formel, 199
Leitkoeffizient, 172
lin Spann, 29

linear

Abbildung, 50
Funktion, 52
Polynom, 172

linear abhiingig

Familie, 32
Teilmenge, 31

linear unabhiéngig

Familie, 32
Teilmenge, 31, 35

lineare Abbildung

schulische Konvention, 106

lineare Anteil, 106
lineare Gruppe

allgemeine, 50

lineare Hiille, 29
Linearfaktor, 173
Linearfaktoren

Zerlegung in, 174

Linearform, 92
Linearkombination, 29
Linksinverses, 101
linkskiirzbar, 164
Linksnebenklasse, 161



Linksteiler, 164

Losungsmenge, 7

Logarithmus
diskreter, 166

M( f) Matrix von f, 64
Mat(n x m; Z) Matrizenmenge, 11
Matrix, 11

quadratische, 11
Matrixmultiplikation, 65
max, 25
maximal

Element, 27
min, 25
minimales

Element, 27
Minor einer Matrix, 212

Mod g (U Y V, W) bilineare Abbildun-

gen, 62

modular

Verband, 58
Mobiusfunktion

allgemeine, 91

der Zahlentheorie, 91
mol, 165
monic polynomial, 172
Multiabbildung, 21
multilinear, 205
Multilinearform, 206
Multiplikation

in Ring, 158

Nachfolger, 139
natiirliche Zahlen, 138, 139
negativ

Vektor, 215
Neun als natiirliche Zahl, 145
nichtkiirzbar, 164
nichtnegativ

Vektor, 215
nilpotent
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Element, 159

Endomorphismus, 82
Norm

einer komplexen Zahl, 88
normiert

Polynom, 172
Null, 139
Nullring, 159
Nullstelle, 171
Nullteiler, 164
Nullvektor, 16
Nullvektorraum, 19
numerisch

Polynom, 182

Operation
von Grundkorper auf Vektorraum,
15
or(V') Orientierungsmenge
eines Vektorraums, 214
or®® algebraische Orientierungsmen-
ge, 214
Ordnung, 25
fiir Teilordnung, 25
einer Nullstelle, 173
lineare, 25
partielle, 25
totale, 25
Ordnungsrelation, 25
Orientierung
von affinem Raum
durch Erzeugendensystem, 219
von Vektorraum, 213
Orientierungsmenge
algebraische, 214
eines Vektorraums, 214

Paarung

kanonische, 95
parallel

affine Teilrdume, 110



Partialbruchzerlegung, 187
partiell

Ordnung, 25
Permutationsmatrix, 77
Phase, 36
Polarenmenge, 132
Polstelle

von rationaler Funktion, 186
Polstellenordnung, 186
Polyeder

konvexer, 131
Polynom

ganzwertiges, 182

konstantes, 170

numerisches, 182
Polynomring, 169, 170
Polytop

konvexes, 131
poset, 25
positiv

Vektor, 215
positivlinear, 135
Potenz

in Monoid, 145
Potenzmenge, 30
Potenzreihe

formale, 178
pr;

Projektion, 20
prim

Restklasse, 163
Primfaktorzerlegung

Existenz, 152
Primkorper, 166
Primzahl, 152
Primzahlzwillinge, 152
Produkt

von Matrizen, 65

von Vektorrdumen

endliches, 24

Produktorientierung, 218

Projektion

langs Teilraum, 59

von kartesischem Produkt, 20
Punkt

von affinem Raum, 103
Punktspiegelung, 107
pythagoreische Zahlentripel, 183

quadratisch
Matrix, 11, 71
Polynom, 172
Quaternionen, 191
Quaternionengruppe, 193
Quaternionenring, 193
Quersumme, 163
Quot Quotientenkorper, 184
Quotient, 161
Quotientenkorper, 184
Quotientenorientierung, 218

Rang
einer linearen Abbildung, 76
einer Matrix, 76
rank, 76
rationale Funktion, 185
Raum
affiner, 103
reeller, 103
Realteil
bei komplexen Zahlen, 88
bei Quaternionen, 193
Rechtsinverses, 46, 102
rechtskiirzbar, 164
Rechtsteiler, 164
redundant, 31
reell
Raum, 103
Reellifizierung, 41
reflexiv
Relation, 25
regulér



Matrix, 71
Relation

auf einer Menge, 25, 147

mehrstellige, 25

zwischen zwei Mengen, 25
Reprisentant, 148, 161
Reprisentantensystem, 148, 161
Restklasse, 161

prime, 163
rg Rang einer Matrix, 76
Richt Richtungsraum, 103
Richtungsanteil, 106
Richtungsraum, 103

eines affinen Teilraums, 108

schmutziger, 16
Richtungsvektor, 103
Ring, 158

Ring Ringhomomorphismen, 159

Ringhomomorphismus, 159

S Einheitskreis, 90
St versus U(1), 90
>, symmetrische Gruppe, 194
S, symmetrische Gruppe, 194
S(n) Standardbasis des K", 33
Schieftkorper, 5, 191
Schnitt, 46

von Mengensystem, 30
Schwerpunkt, 117
Sechs als natiirliche Zahl, 145
Sekunde, 217
Sieb des Eratosthenes, 152
Sieben als natiirliche Zahl, 145
sign(a) Vorzeichen von a, 213
Signum, 198
Signum einer Permutation, 194
Skalar, 15
skew field, 191
Smith-Normalform, 73, 81
Spaltenindex, 11
Spaltenrang, 76

span Spann, 29
Spann

in Vektorraum, 29
Spur

einer Matrix, 81

eines Endomorphismus, 82

endlichen Ranges, 82

stabil

unter aufsteigenden Vereinigungen,

48

Standardbasis, 33
Standardorientierung, 214
Standardorientierung des Nullraums, 214
Streckung, 107
Streichmatrix, 210
Symmetrie

fiir Relation, 147
symmetrisch

bilineare Abbildung, 204
symmetrische Gruppe, 194
System von Teilmengen, 30

T Zeit, 105, 217
Teilen in Polynomringen, 172
Teiler, 153, 164
teilerfremd
Elemente eines Krings, 164
ganze Zahlen, 153
teilgeordnet
induktiv, 43
streng induktiv, 43
Teilordnung, 25
Teilraum, 27
Teilring, 160
teilt, 153, 164
Totalitit
fiir Relation, 25
tr Spur
trx bei Grundkorper K, 82
einer Matrix, 81
eines Endomorphismus, 82



trace, deutsch Spur, 81
trans, 104
transitiv

Relation, 25
Translation

von affinem Raum, 103
transponiert

Abbildung

bei Vektorraumen, 95

Matrix, 69
Transposition, 194
trigonalisierbar, 222
Tripel, 20
Tupel, 20

U(1) versus S*, 90
Umin, 95
unendlich
Menge, 138
Unendlichkeitsaxiom, 138
ungerade
Permutation, 194, 198
Zahl, 163
Universelle Eigenschaft
des Raums der Aquivalenzklassen,
148
Untergruppe, 150
erzeugt von Teilmenge, 151
triviale, 150
Untervektorraum, 27
unverkiirzbar
Erzeugendensystem, 34
unverldngerbar
linear unabhéngige Teilmenge, 34

Vandermonde-Determinante, 212
Variable

von Polynom, 169
Vektor

Element eines Vektorraums, 15
Vektorraum, 15
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Verband

modularer, 58
Vereinigung

aufsteigende, 48

von Mengensystem, 30
vergeBliche komplexe Zahlen, 86
verkiirzbar

Erzeugendensystem, 34
verldngerbar

linear unabhéngige Teilmenge, 34
Verschliisselung

Diffie-Hellman, 166
vertrdglich

Orientierungen, 218
Vielfachheit

einer Nullstelle, 173
Vier als natiirliche Zahl, 145
voll

Rang, 76
vollstindige Induktion, 139
Volumenprozent, 19

Wilson

Satz von, 169
wohldefiniert, 148
Wurzel

von Polynom, 171

7 ganze Zahlen, 149
Zahl
gerade, 163
Hamilton’sche, 192
komplexe, 85
ungerade, 163
Zahldarstellungen, 146
Zahlenebene, 86
Zehn als natiirliche Zahl, 145
Zeilenindex, 11
Zeilenrang, 76
Zeilenstufenform, 9
Zeilenvektor, 69



Zeit, 217

Zeiteinheit
nichtrelativistische, 217

Zeitpunkt, 105

Zeitspanne, 105, 217

Zorn’sches Lemma, 47

Zweli als natiirliche Zahl, 145
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