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Kapitel 1

Einstimmung und Grundbegriffe

In diesen Abschnitten habe ich Notationen und Begriffsbildungen zusammenge-
faBt, von denen ich mir vorstelle, dal3 sie zu Beginn des Studiums in enger Ab-
stimmung zwischen den beiden Grundvorlesungen erklidrt werden konnten.
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1.1 Einstimmung

1.1.1 Vollstandige Induktion und binomische Formel

Satz 1.1.1.1. Fiir jede natiirliche Zahln > 1 gilt 1 +2+ ... +n = @

Beispiel 1.1.1.2. Im Fall n = 5 behauptet unser Satz etwa 1 + 2 + 3 + 4 +
5 = 5 x 6/2 und in diesem Fall stimmt das schon mal: Beide Seiten sind 15.
Man bemerke hier, dal wir beim Rechnen mit Symbolen wie etwa n(n + 1) die
Multiplikationssymbole weggelassen haben, die beim Rechnen mit durch Ziffern
dargestellten Zahlen so wesentlich sind.

Beweis. Bei diesem Beweis sollen Sie gleichzeitig das Beweisprinzip der voll-
stindigen Induktion lernen. Wir bezeichnen mit A(n) die Aussage, daB die For-
mel im Satz fiir ein gegebenes n gilt, und zeigen:

Induktionsbasis: Die Aussage A(1) ist richtig. In der Tat gilt die Formel 1 =
1(1+1)

5 -

Induktionsschritt: Aus der Aussage A(n) folgt die Aussage A(n + 1). In der
Tat, unter der Annahme, dal3 unsere Formel fiir ein gegebenes n gilt, der so-
genannten Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung, rechnen

WIr
1424 +n+(n+1) = 2oty 2l
_ (n+2)(n+1)
2
(n+1)((n+1)+1)

2
und folgern so, da3 die Formel auch fiir n 4 1 gilt.

Es ist damit klar, daB} unsere Aussage A(n) richtig ist alias daB} unsere Formel gilt
firallen =1,2,3,.... [

1.1.1.3. Das Zeichen [] deutet in diesem Text das Ende eines Beweises an und ist
in der neueren Literatur weit verbreitet. Buchstaben in Formeln werden in der Ma-
thematik iiblicherweise kursiv notiert, so wie etwa das n oder auch das A im vor-
hergehenden Beweis. Nur Buchstaben oder Buchstabenkombinationen, die stets
dasselbe bedeuten sollen, schreibt man nicht kursiv, wie etwa sin fiir den Sinus
oder log fiir den Logarithmus.

1.1.1.4. Der vorhergehende Beweis stiitzt sich auf unser intuitives Verstiandnis der
natiirlichen Zahlen. Man kann das Konzept der natiirlichen Zahlen auch formal
einfithren und so die natiirlichen Zahlen in gewisser Weise ,,besser* verstehen.
Das wird in 1.2.3.38 und ausfiihrlicher in 2.4.2.5 diskutiert. Das Wort ,,Indukti-
on‘ meint eigentlich ,,Hervorrufen®, so wie etwa das Betrachten einer Wurst die
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Ausschiittung von Spucke induziert alias uns den Mund wissrig macht. Im Zu-
sammenhang der vollstdndigen Induktion ist es dahingehend zu verstehen, daf3 die
Richtigkeit unserer Aussage A(1) die Richtigkeit von A(2) induziert, die Richtig-
keit von A(2) hinwiederum die Richtigkeit von A(3), die Richtigkeit von A(3) die
Richtigkeit von A(4), und immer so weiter.

1.1.1.5. Es herrscht keine Einigkeit in der Frage, ob man die Null eine natiirliche
Zahl nennen soll. In diesem Text ist stets die Null mit gemeint, wenn von natiirli-
chen Zahlen die Rede ist. Wollen wir die Null dennoch ausschlieB3en, so sprechen
wir wie oben von einer ,,natiirlichen Zahl n > 1%,

1.1.1.6. Ich will kurz begriinden, warum es mir natiirlich scheint, auch die Null
eine natiirliche Zahl zu nennen: Hat bildlich gesprochen jedes Kind einer Klasse
einen Korb mit Apfeln vor sich und soll seine Apfel ziihlen, so kann es ja durch-
aus vorkommen, daf} in seinem Korb gar kein Apfel liegt, weil es zum Beispiel
alle seine Apfel bereits gegessen hat. In der Begrifflichkeit der Mengenlehre aus-
gedriickt, die wir in 1.2.1 einfithren werden, mufl man die leere Menge endlich
nennen, wenn man erreichen will, da3 jede Teilmenge einer endlichen Menge
wieder endlich ist. Will man dann zusétzlich erreichen, daf} die Kardinalitét je-
der endlichen Menge eine natiirliche Zahl ist, so darf man die Null nicht aus den
natiirlichen Zahlen herauslassen.

1.1.1.7. Man kann sich den Satz anschaulich klar machen als eine Formel fiir die
Fliache eines Querschnitts fiir eine Treppe der Lidnge n mit Stufenabstand und
Stufenhohe eins. In der Tat bedeckt ein derartiger Querschnitt ja offensichtlich
ein halbes Quadrat der Kantenlédnge n nebst n halben Quadraten der Kantenlédnge
Eins. Ein weiterer Beweis geht so:

1+2+...4n = 1/2 + 2/2 +... +n/2
+n/2 +(n—-1)/2 +... +1/2
- o g

= nn+1)/2

Ich will diesen Beweis benutzen, um eine neue Notation einzufiihren.

Definition 1.1.1.8. Gegeben ay, as, ..., a, schreiben wir
Zai =ay+ay+ ...+ ay,
i=1

Das Symbol ) ist ein groBes griechisches S und steht fiir ,,Summe*. Das Sym-
bol := deutet an, dal die Bedeutung der Symbole auf der doppelpunktbehafteten
Seite des Gleichheitszeichens durch den Ausdruck auf der anderen Seite unseres
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1/2 \

1y

Aly

1/

o
A

Die Gesamtfliche dieses Treppenquerschnitts ist offensichtlich
42/2 4+ 4/2 =4-5/2
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Gleichheitszeichens definiert ist. Im obigen und @hnlichen Zusammenhéngen hei-
Benay,...,a, die Summanden und ; der Laufindex, da er eben etwa in unserem
Fall von 1 bis n lduft und anzeigt alias ,,indiziert", welcher Summand gemeint ist.

1.1.1.9 (Zur Sprache in der Mathematik). Das Wort ,,Definition” kommt aus
dem Lateinischen und bedeutet ,,Abgrenzung®. In Definitionen versuchen wir, die
Bedeutung von Symbolen und Begriffen so klar wie moglich festzulegen. Sie wer-
den merken, dal man in der Mathematik die Angwohnheit hat, in Definitionen
Worte der Umgangssprache wie Menge, Gruppe, Korper, Unterkorper, Abbildung
etc. ,,umzuwidmen* und ihnen ganz spezielle und meist nur noch entfernt mit der
umgangssprachlichen Bedeutung verwandte neue Bedeutungen zu geben. In ma-
thematischen Texten sind dann iiberwiegend diese umgewidmeten Bedeutungen
gemeint. In dieser Weise baut die Mathematik also wirklich ihre eigene Sprache
auf, bei der jedoch die Grammatik und auch nicht ganz wenige Worter doch wie-
der von den uns geldufigen Sprachen iibernommen werden. Das muf} insbesonde-
re fiir den Anfénger verwirrend sein, der sich auch bei ganz harmlos daherkom-
menden Wortern stets wird fragen miissen, ob sie denn nun umgangssprachlich
gemeint sind oder vielmehr bereits durch eine Definition festgelegt wurden. Um
hier zu helfen, habe ich mir gro3e Miihe mit dem Index gegeben, den Sie ganz
am Schluf} dieses Skriptums finden, und in dem alle an verschiedenen Stellen ein-
gefiihrten oder umgewidmeten und dort fett gedruckten Begriffe verzeichnet sein
sollten. Und an dieser Stelle muf3 ich Sie schon bitten, das Wort ,,Index* nicht als
Laufindex mifzuverstehen. . .

Beispiel 1.1.1.10. In der > -Notation liest sich der in 1.1.1.7 gegebene Beweis so:

Zi:l = Zi:l 5t Zi:l 2
und nach Indexwechsel ¢ = n + 1 — k hinten
_ n 7 n n+1—k
- ZZ‘:1 2 + Zk:l 2
dann mache k zu 7 in der zweiten Summe
_ noq n opdl—ig
- Zz‘:1 2 + Zizl 2
und nach Zusammenfassen beider Summen
_ Zn nt1
- =1 2

ergibt sich offensichtlich
= ()

Beispiel 1.1.1.11. Einen anderen Beweis derselben Formel liefert die folgende
von der Mitte ausgehend zu entwickelnde Gleichungskette:

n

(n+1)2:Z(i+1)2—i2:i2i+1:2ii+i1:n+l+2ii
=0 =0 =0 =0

1=0
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Definition 1.1.1.12. In einer dhnlichen Bedeutung wie > verwendet man auch
das Symbol [, ein groBes griechisches P, fiir ,,Produkt” und schreibt

n

||Cli =a1ag...0ay

=1

Die ay, ..., a, heilen in diesem und dhnlichen Zusammenhingen die Faktoren
des Produkts.

Definition 1.1.1.13. Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 definieren wir die Zahl n!
(sprich: n Fakultit) durch die Formel

Wir treffen zusitzlich die Vereinbarung 0! := 1 und haben also 0! = 1, 1! = 1,
2! =2, 31 = 6, 4! = 24 und so weiter.

Ergdnzung 1.1.1.14 (Leere Summen und Produkte). Wir werden in Zukunft
noch ofter Produkte mit tiberhaupt keinem Faktor zu betrachten haben und ver-
einbaren deshalb gleich hier schon, dal Produkten, bei denen die obere Grenze
des Laufindex um Eins kleiner ist als seine untere Grenze, der Wert 1 zugewiesen
werden soll, also etwa 1 = H?:1 1 = 0!. Ebenso vereinbaren wir auch, dafl Sum-
men, bei denen die obere Grenze des Laufindex um Eins kleiner ist als seine unte-
re Grenze, der Wert 0 zugewiesen werden soll, so dal wir in Erweiterung unserer
Formel 1.1.1.1 etwa schreiben konnten 0 = 2?21 ¢. Der Sinn dieser Erweiterun-
gen zeigt sich darin, dal damit Formeln wie Zi:k a = Y, a; + Zizm 41
auch fiir m = k — 1 richtig bleiben. Man mag sogar noch weiter gehen und die
Definition von Summen auf beliebige untere und obere Grenzen so erweitern, daf3
diese Formeln richtig bleiben. In dieser Allgemeinheit ist die fragliche Notation
jedoch nur beim kontinuierlichen Analogon [ des Summenzeichens iiblich, wie

in ?? ausgefiihrt werden wird.

Satz 1.1.1.15 (Bedeutung der Fakultit). Es gibt genau n! Moglichkeiten, n von-
einander verschiedene Objekte in eine Reihenfolge zu bringen.

Beispiel 1.1.1.16. Es gibt genau 3! = 6 Moglichkeiten, die drei Buchstaben a, b
und c in eine Reihenfolge zu bringen, ndmlich

abc bac cab
acb bea cba

In gewisser Weise stimmt unser Satz sogar fiir n = 0: In der Terminologie, die
wir in ?? einfiihren, gibt es in der Tat genau eine Anordnung der leeren Menge.
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Beweis. Hat man n voneinander verschiedene Objekte, so hat man n Mdoglichkei-
ten, ein Erstes auszusuchen, dann (n — 1) Moglichkeiten, ein Zweites auszusu-
chen und so weiter, bis schlieBlich nur noch eine Mdoglichkeit bleibt, ein Letztes
auszusuchen. Insgesamt haben wir also in der Tat wie behauptet n! mogliche Rei-
henfolgen. []

Definition 1.1.1.17. Wir definieren fiir beliebiges n und jede natiirliche Zahl &
den Binomialkoeffizienten (}) (sprich: n iiber k) durch die Regeln

()~ T2 =g v () -

Der Sonderfall £ = 0 wird im Ubrigen auch durch unsere allgemeine Formel ge-
deckt, wenn wir unsere Konvention 1.1.1.14 beherzigen. Im Lichte des folgenden
Satzes schlage ich vor, die Binomialkoeffizienten (Z) statt ,,n iiber k° inhaltsrei-
cher ,,k aus n* zu sprechen.

1.1.1.18. Die Bezeichnung als Binomialkoeffizienten leitet sich von dem Auftre-
ten dieser Zahlen als Koeffizienten in der ,,binomischen Formel* 1.1.1.23 ab.

Satz 1.1.1.19 (Bedeutung der Binomialkoeffizienten). Gegeben natiirliche Zah-
len n und k gibt es genau (Z) Moglichkeiten, aus n voneinander verschiedenen
Objekten k Objekte auszuwdhlen.

Beispiel 1.1.1.20. Es gibt genau (3) = % = 6 Moglichkeiten, aus den vier Buch-

staben a, b, ¢, d zwei auszuwihlen, namlich

a,b b,c c,d
a,c b,d
a,d

Beweis. Wir haben n Moglichkeiten, ein erstes Objekt auszuwéhlen, dann n — 1
Moglichkeiten, ein zweites Objekt auszuwihlen, und so weiter, also insgesamt
n(n—1)...(n — k + 1) Moglichkeiten, k£ Objekte der Reihe nach auszuwihlen.
Auf die Reihenfolge, in der wir ausgewihlt haben, kommt es uns aber gar nicht an,
jeweils genau k! von unseren n(n — 1) ... (n — k + 1) Moglichkeiten fithren nach
1.1.1.15 also zur Auswahl derselben £ Objekte. Man bemerke, daf} unser Satz
auch im Extremfall £ = 0 noch stimmt, wenn wir ihn geeignet interpretieren: In
der Terminologie, die wir gleich einfithren werden, besitzt in der Tat jede Menge
genau eine nullelementige Teilmenge, ndmlich die leere Menge. [



14 KAPITEL 1. EINSTIMMUNG UND GRUNDBEGRIFFE

1.1.1.21. Offensichtlich gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n > k die Formel

() = mem = ()

Das folgt einerseits sofort aus der formalen Definition und ist andererseits auch
klar nach der oben erkldrten Bedeutung der Binomialkoeffizienten: Wenn wir aus
n Objekten k Objekte auswihlen, so bleiben n — k Objekte iibrig. Es gibt demnach
gleichviele Moglichkeiten, £ Objekte auszuwihlen, wie es Moglichkeiten gibt,
n — k Objekte auszuwihlen. Wir haben weiter (") = (7) = 1 fiir jede natiirliche
Zahl n > 0 sowie (’11) = ( " ) = n fiir jede natiirliche Zahl n > 1.

n—1

Definition 1.1.1.22. Wie in der Schule setzen wir a* := Hle a. In Worten ist also

gemeint ,,das Produkt von £-mal dem Faktor a“Im Lichte von 1.1.1.14 verstehen
wir insbesondere a’ := 1.

Satz 1.1.1.23. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt die binomische Formel

(a+b)" = i (Z) a*o"k

k=0

1.1.1.24. Man beachte, wie wichtig unsere Konvention a” = 1 und insbesondere
auch 0° = 1 fiir die Giiltigkeit dieser Formel ist.

1.1.1.25. Die Bezeichung ,.binomische Formel leitet sich ab von der Vorsilbe
,bi“ fiir Zwei, wie etwa in englisch ,,bicycle* fiir ,,Zweirad* alias ,,Fahrrad*, und
dem lateinischen Wort ,,nomen‘* fiir ,,Namen‘‘. Mit den beiden ,,Namen‘ sind hier
a und b gemeint. Mehr dazu wird in ?? erklirt.

Erster Beweis. Beim Ausmultiplizieren erhalten wir so oft a*b" %, wie es Mog-
lichkeiten gibt, aus unseren n Faktoren (a + b) die k Faktoren auszusuchen, ,,in
denen wir beim Ausmultiplizieren das b nehmen®. Dieses Argument werden wir
in 1.2.2.16 noch besser formulieren. [

Zweiter Beweis. Dieser Beweis ist eine ausgezeichnete Ubung im Umgang mit
unseren Symbolen und mit der vollstindigen Induktion. Er scheint mir jedoch
auch in einer fiir Beweise durch vollstindige Induktion typischen Weise wenig
durchsichtig. Zunichst priifen wir fiir beliebiges n und jede natiirliche Zahl £ > 1

die Formel
n n ny n+1
E—1 k) \ k

durch explizites Nachrechnen. Dann geben wir unserer Formel im Satz den Na-
men A(n) und priifen die Formel A(0) und zur Sicherheit auch noch A(1) durch
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Hinsehen. SchlieBlich gilt es, den Induktionsschritt durchzufiihren, als da heif}t,
A(n + 1) aus A(n) zu folgern. Dazu rechnen wir

(a+b)" = (a+0b)(a+b)"
und mit der Induktionsvoraussetzung
= (a+b) 34, (p)a"b""
und durch Ausmultiplizieren
= oo (a0 + 300 (R et
und Indexwechsel k£ = i — 1 in der ersten Summe
= 2 (L)@t T (R et
dann mit £ statt 7 und Absondern von Summanden
= a0+ 3T () dh T

+ZZ:1 (Z) akbn—k—H +a0bn+1

und nach Zusammenfassen der mittleren Summen

= a0+ 300 (M) abn R 4 a0t

und Einbeziehen der abgesonderten Summanden

= S (e

und folgern so tatséchlich A(n + 1) aus A(n). O

1.1.1.26. Die Formel (kL) + (Z) = (”zl) fiir £ > 1 kann man zur effektiven Be-
rechnung der Binomialkoeffizienten mit dem sogenannten Pascal’schen Dreieck

benutzen: Im Schema

1 4 6 4 1

seien die Einsen an den Réindern vorgegeben und eine Zahl in der Mitte berechne
sich als die Summe ihrer beiden oberen ,,Nachbarn®. Dann stehen in der (n + 1)-
ten Zeile der Reihe nach die Binomialkoeffizienten (8) =1, (’1‘) =n,... bis
(,",) =n, () = 1. Wir haben also zum Beispiel

n—1
(a+0b)* = a* + 4ab + 6a*V? + 4ab® + b*

Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.1.1.27. Man zeige: Ist p eine Primzahl und n nicht durch p
teilbar und e > 0 eine natiirliche Zahl, so ist (p;f) auch nicht durch p teilbar. Hin-
weis: Man moge bei der Losung dieser Ubung bereits die Erkenntnis verwenden,
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dal} eine Primzahl ein Produkt nur teilen kann, wenn sie einen der Faktoren teilt.
Ein Beweis dieser Tatsache wird in 2.4.4.15 nachgeholt werden.

Ubung 1.1.1.28. Man finde und beweise eine Formel fiir >, 7%. Hinweis: Man
suche zunichst eine Formel fiir 7> — (¢ — 1)® und beachte i* — (i — 1)* =
3i% — 3i + 1.

Ergiinzende Ubung 1.1.1.29. Man zeige, da fiir jedes k¥ € N eine Formel der

Gestalt Y " | i* = %ﬂ"kﬂ +apn® + ...+ an + ap gilt mit a,, € Q.

1.1.2 Fibonacci-Folge und Vektorraumbegriff

1.1.2.1. Ich beginne mit einigen Beispielen fiir eine mathematische Struktur, die
ihnen im weiteren Verlauf des Studiums ,,Vektorraum* geldufig werden wird.

Beispiel 1.1.2.2. Die Fibonacci-Folge
0,1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21,...

entsteht, indem man mit f, = 0 und f; = 1 beginnt und dann jedes weitere Fol-
genglied als die Summe seiner beiden Vorgéinger bildet. Wir suchen nun fiir die
Glieder f; dieser Folge eine geschlossene Darstellung. Dazu vereinbaren wir, daf3
wir Folgen x, 1, zo, . . . mit der Eigenschaft x,, = z, 14z, o flirn =2,3,4,...
Folgen vom Fibonacci-Typ nennen wollen. Kennen wir die beiden ersten Glie-
der einer Folge vom Fibonacci-Typ, so liegt natiirlich bereits die gesamte Folge
fest. Nun bemerken wir, daB fiir jede Folge x, x1, x2, ... vom Fibonacci-Typ und
jedes a auch die Folge axg, axq, axs, ... vom Fibonacci-Typ ist, und daB fiir je-
de weitere Folge v, y1,y2, ... vom Fibonacci-Typ auch die gliedweise Summe
(xo+ o), (x1+y1), (x2+y2), . . . eine Folge vom Fibonacci-Typ ist. Der Trick ist
dann, danach zu fragen, fiir welche 3 die Folge z; = 3 vom Fibonacci-Typ ist.
Das ist ja offensichtlich genau dann der Fall, wenn gilt 5* = 5 + 1, als da heiBt
fiir B, = £(1 & V/5). Fiir beliebige c, d ist mithin die Folge

z; = cf} + dp"

vom Fibonacci-Typ, und wenn wir ¢ und d bestimmen mit o = O und z; = 1, so
ergibt sich eine explizite Darstellung unserer Fibonacci-Folge. Wir suchen also ¢

und d mit
= c+d

0
1 = ¢(3(14V5)) +d(3(1-V5))

und folgern leicht ¢ = —d und 1 = ¢/5 alias ¢ = 1//5 = —d. Damit ergibt sich
schlieBlich fiir unsere urspriingliche Fibonacci-Folge die explizite Darstellung

fﬂil+ﬁimil—ﬁi
V5 2 NG 2
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Im iibrigen ist der zweite Summand hier immer kleiner als 1/2, so daB wir f;
auch beschreiben konnen als diejenige ganze Zahl, die am nichstem am ersten
Summanden liegt. Es wire riickblickend natiirlich ein Leichtes gewesen, diese
Formel einfach zu ,,raten* um sie dann mit vollstandiger Induktion 1.1.1.1 zu be-
weisen. Diese Art mathematischer Zaubertricks halte ich jedoch fiir unehrenhaft.
Ich werde deshalb stets nach Kriften versuchen, das Tricksen zu vermeiden, auch
wenn die Beweise dadurch manchmal etwas lidnger werden sollten. Eine Mog-
lichkeit, auch den letzten verbleibenden Trick aus den vorhergehenden Uberle-
gungen zu eliminieren, zeigt 2.5.6.17. Die bei unserer Losung auftretende reelle
Zahl %(1 + /5) ist im Ubrigen auch bekannt als ,,goldener Schnitt* aus Griin-
den, die in nebenstehendem Bild diskutiert werden. In ?? diirfen Sie dann zur
Ubung zeigen, daB der Quotient zweier aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen
gegen den goldenen Schnitt strebt, da3 also genauer und in Formeln fiir unsere
Fibonacci-Folge fy, f1, f2, ... von oben gilt

I fin 1++5
im =

Beispiel 1.1.2.3. Wir betrachten das Gleichungssystem

r+3y+7z = 0
dr+ y+52 = 0

Wie man die Menge L aller Losungen (z, y, z) ermittelt, sollen sie spéter in dieser
Vorlesung lernen. Zwei Dinge aber sind a priori klar:

1. Sind (z,y, z) und (2/,y’, z’) Losungen, so ist auch ihre komponentenweise
Summe (z + ',y + v/, z + 2’) eine Losung;

2. Ist (x,y, z) eine Losung und « eine reelle Zahl, so ist auch das komponen-
tenweise Produkt (ax, ay, az) eine Losung.

Beispiel 1.1.2.4. Wir betrachten die Menge aller Funktionen f : R — R, die
zweimal differenzierbar sind und der Differentialgleichung

//:_f

geniigen. Losungen sind zum Beispiel die Funktionen sin, cos, die Nullfunktion
oder auch die Funktionen f(x) = sin(x +a) fiir konstantes a. Wie man die Menge
L aller Losungen beschreiben kann, sollen Sie nicht hier lernen. Zwei Dinge aber
sind a priori klar:

1. Mit f und g ist auch die Funktion f + g eine Losung;
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——A—
\._-———"\(—‘\_J

a

1

—r

Der goldene Schnitt ist das Verhiltnis, in dem eine Strecke geteilt werden muf,
damit das Verhiltnis vom groBeren zum kleineren Stiick gleich dem Verhiltnis
des Ganzen zum groBeren Stiick ist, also die positive Losung der Gleichung
a/l1=(1+a)/aaliasa® —a—1=0,alsoa = (1 ++/5)/2.
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2. Ist f eine Losung und « eine reelle Zahl, so ist auch « f eine Losung.

Beispiel 1.1.2.5. Wir betrachten die Gesamtheit aller Parallelverschiebungen der
Tafelebene. Graphisch stellen wir solch eine Parallelverschiebung dar durch einen
Pfeil von irgendeinem Punkt zu seinem Bild unter der Verschiebung. Im neben-
stehenden Bild stellen etwa alle gepunktelten Pfeile dieselbe Parallelverschiebung
dar. Was fiir ein Ding diese Gesamtheit P aller Parallelverschiebungen eigentlich
ist, scheint mir recht undurchsichtig, aber einiges ist a priori klar:

1. Sind p und ¢ Parallelverschiebungen, so ist auch ihre ,,Hintereinanderaus-
fithrung® p o g, sprich ,,p nach ¢*, eine Parallelverschiebung.

2. Ist « eine reelle Zahl und p eine Parallelverschiebung, so kénnen wir eine
neue Parallelverschiebung ap bilden, das ,,a-fache von p*“. Bei negativen
Vielfachen vereinbaren wir hierzu, dafl eine entsprechende Verschiebung in
die Gegenrichtung gemeint ist.

3. Fiihren wir eine neue Notation ein und schreiben fiir die Hintereinanderaus-
fithrung p + ¢ := pog, so gelten fiir beliebige Parallelverschiebungen p, ¢, r
der Tafelebene und beliebige reelle Zahlen «, [ die Formeln

(p+q)+r = pF+(g+r)

p+tqg = q+p

a(fp) = (aB)p
(a+B)p = (ap)+(Bp)
alpt+q) = (ap)+ (ag)

Will man sich die Gesamtheit aller Parallelverschiebungen der Tafelebene an-
schaulich machen, so tut man im Ubrigen gut daran, einen Punkt als ,,Ursprung*
auszuzeichnen und jede Parallelverschiebung mit dem Punkt der Tafelebene zu
identifizieren, auf den unsere Parallelverschiebung diesen Ursprung abbildet.

Beispiel 1.1.2.6. Analoges gilt fiir die Gesamtheit der Parallelverschiebung des
Raums unserer Anschauung und auch fiir die Gesamtheit aller Verschiebungen
einer Geraden und, mit noch mehr Mut, fiir die Gesamtheit aller Zeitspannen.

1.1.2.7. Die Formeln unserer kleinen Formelsammlung von 1.1.2.5.3 gelten ganz
genauso auch fiir die Losungsmenge unserer Differentialgleichung f” = —f,
wenn wir f + ¢ = f + g verstehen, fiir die Losungsmenge unseres linearen
Gleichungssystems, wenn wir

(@,y,2) + @y, 2) =@+, y+y,2+72)
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Die Hintereinanderausfiihrung der beiden Parallelverschiebungen der Tafel- oder
hier vielmehr der Papierebene, die durch die durchgezogenen Pfeile dargestellt
werden, wird die durch die gepunktelten Feile dargestellt.
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als ,,komponentenweise Addition* verstehen, und fiir die Menge aller Folgen vom
Fibonacci-Typ, wenn wir dhnlich die Summe + zweier Folgen erkliren. Ein we-
sentliches Ziel der Vorlesungen iiber lineare Algebra ist es, einen abstrakten For-
malismus aufzubauen, dem sich alle diese Beispiele unterordnen. Dadurch soll
zweierlei erreicht werden:

1. Unser abstrakter Formalismus soll uns dazu verhelfen, die uns als Augentieren
und Nachkommen von Astehiipfern angeborene riumliche Anschauung nutzbar
zu machen zum Verstindnis der bis jetzt gegebenen Beispiele und der vielen wei-
teren Beispiele von Vektorrdumen, denen Sie im Verlauf Ihres Studiums noch be-
gegnen werden. So werden sie etwa lernen, dafl man sich die Menge aller Folgen
vom Fibonacci-Typ durchaus als Ebene vorstellen darf und die Menge aller Fol-
gen mit vorgegebenem Folgenglied an einer vorgegebenen Stelle als eine Gerade
in dieser Ebene. Suchen wir also alle Folgen vom Fibonacci-Typ mit zwei vorge-
gebenen Folgengliedern, so werden wir im allgemeinen genau eine derartige Lo-
sung finden, da sich eben zwei Geraden aus einer Ebene im allgemeinen in genau
einem Punkt schneiden. In diesem Licht betrachtet soll der abstrakte Formalismus
uns also helfen, a priori unanschauliche Fragestellungen der Anschauung zugéng-
lich zu machen. Ich denke, diese Nédhe zur Anschauung ist auch der Grund dafiir,
daB die lineare Algebra meist an den Anfang des Studiums gestellt wird: Von der
Schwierigkeit des Formalismus her gesehen gehort sie ndmlich keineswegs zu den
einfachsten Gebieten der Mathematik, hier wiirde ich eher an Gruppentheorie oder
Graphentheorie oder dergleichen denken.

2. Unser abstrakter Formalismus soll so unmif3versténdlich sein und seine Spielre-
geln so klar, daB3 Sie in die Lage versetzt werden, alles nachzuvollziehen und mir
im Prinzip und vermutlich auch in der Realitdt Fehler nachzuweisen. Schwam-
mige Begriffe wie ,,Tafelebene‘ oder ,,Parallelverschiebung des Raums* haben in
einem solchen Formalismus keinen Platz mehr. In diesem Licht betrachtet verfol-
gen wir mit dem Aufbau des abstrakten Formalismus auch das Ziel einer gro3en
Vereinfachung durch die Reduktion auf die Beschreibung einiger weniger Aspek-
te der uns umgebenden in ihrer Komplexitit kaum prizise faBbaren Wirklichkeit.

Die lineare Algebra hat in meinen Augen mindestens drei wesentliche Aspekte:
Einen geometrischen Aspekt, wie ihn das Beispiel 1.1.2.5 der Gesamtheit aller
Parallelverschiebungen illustriert; einen algorithmischen Aspekt, unter den ich
das Beispiel 1.1.2.3 der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems und ins-
besondere explizite Verfahren zur Bestimmung dieser Losungsmenge einordnen
wiirde; und einen abstrakt-algebraischen Aspekt, zu dem etwa die folgende De-
finition 1.1.2.8 gehort, eine Art gedankliches Skelett, das Algorithmik und Geo-
metrie verbindet und Briicken zu vielen weiteren Anwendungen schafft, die man
dann auch als das Fleisch auf diesem Gerippe ansehen mag. Ich will im Verlauf
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meiner Vorlesungen zur linearen Algebra versuchen, diese drei Aspekte zu einer
Einheit zu fiigen. Ich hoffe, da3 Sie dadurch in die Lage versetzt werden, eine
Vielzahl von Problemen mit den verbundenen Kriften Ihrer riumlichen Anschau-
ung, Threr algorithmischen Rechenfihigkeiten und Ihres abstrakt-logischen Den-
kens anzugehen. Als Motivation fiir den weiteren Fortgang der Vorlesungen iiber
lineare Algebra beschreibe ich nun das ,,Riickgrat unseres Skeletts* und formu-
liere ohne Riicksicht auf noch unbekannte Begriffe und Notationen die abstrakte
Definition eines reellen Vektorraums.

Definition 1.1.2.8. Ein reeller Vektorraum ist ein Tripel bestehend aus den fol-
genden drei Dingen:

1. Einer Menge V;

2. Einer Verkniipfung V x V — V, (v, w) — v+ w, die die Menge V' zu einer
abelschen Gruppe macht;

3. Einer Abbildung R x V' — V, (a,v) — aw,

derart, daB fiir alle o, 5 € R und alle v, w € V gilt:

a@) = (aP
(@+Bo = (aw) +(Bv)
oz(vﬁ— w) = (aw)+ (aw)

Hier ist nun viel zu kldren: Was ist eine Menge? Eine Verkniipfung? Eine abelsche
Gruppe? Eine Abbildung? Was bedeuten die Symbole x, —, —, €, R? Wir be-
ginnen in der néchsten Vorlesung mit der Kldrung dieser Begriffe und Notationen.

1.1.2.9. Bereits hier will ich jedoch die Symbole v und 3 erklidren: Sie heiflen
,»Alpha“ und ,.Beta” und sind die beiden ersten Buchstaben des griechischen Al-
phabets, das ja auch nach ihnen benannt ist. Bei der Darstellung von Mathema-
tik hilft es, viele verschiedene Symbole und Symbolfamilien zur Verfiigung zu
haben. Insbesondere werden die griechischen Buchstaben oft und gerne verwen-
det. Ich schreibe deshalb hier zum Nachschlagen einmal das griechische Alphabet
auf. In der ersten Spalte stehen der Reihe nach die griechischen Kleinbuchstaben,
dahinter die zugehorigen Grof8buchstaben, dann ihr lateinisches Analogon soweit
vorhanden, und schlieBlich, wie man diesen griechischen Buchstaben auf Deutsch
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benennt und spricht.
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alpha
beta
gamma
delta
epsilon
zeta

eta
theta
iota
kappa
lambda
my, sprich ,,mii*
ny, sprich ,,nii*
X1
omikron
pi

rho
sigma
tau
ypsilon
phi

chi

psi

oh omega

Ubung 1.1.2.10. Ein Kredit von 10000 Euro wird am Ende jeden Jahres mit ei-
nem jdhrlichen Zinssatz von 5% auf die jeweilige Restschuld verzinst und der
Kreditnehmer zahlt zu Beginn jeden Jahres 1000 Euro zuriick. Man finde eine ge-
schlossene Formel fiir die Restschuld am Ende des n-ten Jahres. Hinweis: Man
mag es mit dem Ansatz z,, = c¢3" + « versuchen.

Ubung 1.1.2.11. Kann man fiir jede Folge x¢, 71, . .

. vom Fibonacci-Typ Zahlen

¢, d finden mit x; = cﬁi—i—dﬁi fiir alle +? Finden Sie eine geschlossene Darstellung
fiir die Glieder der Folge, die mit 0, 0, 1 beginnt und dem Bildungsgesetz z,, =

2Tp_1 + T, — 22,3 gehorcht.

Ubung 1.1.2.12.
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Wer mit ¢l p karrt, hat eine gpBnt gnn.
Wer gevgend korrt, steht am Pp/Sg hintan.

Gestern standen wir noch vor einem tiefen Abgrund,
aber heute haben wir einen gpBen Schritt nach vorne gnn

Liebe ist, wenn sich der 7sendste Kuss noch wie der erste anyplt.
Nach dem Takt, den man tpmmelt, wird auch gnnzt.

Vorgnn und nach/cht
hat manchem schon gp8 Leid gebracht.

Was mit wenigem abgnn werden kann,
muss nicht mit plem gnn werden.

Als ich eine pse brach,
und mir in den @nger stach. ..

7send Freunde sind zu wenig,
ein Feind jedoch ist zu ¢l
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1.2 Naive Mengenlehre und Kombinatorik

1.2.1 Mengen

1.2.1.1. Beim Arbeiten mit reellen Zahlen oder rdumlichen Gebilden reicht auf
der Schule ein intuitives Verstdndnis meist aus, und wenn die Intuition in die Irre
fiihrt, ist ein Lehrer zur Stelle. Wenn Sie jedoch selbst unterrichten oder etwas
beweisen wollen, reicht dieses intuitive Verstdndnis nicht mehr aus. Im folgen-
den werden deshalb zundichst der Begriff der reellen Zahlen und der Begriff des
Raums zuriickgefiihrt auf Grundbegriffe der Mengenlehre, den Begriff der ratio-
nalen Zahlen, und elementare Logik. Bei der Arbeit mit diesen Begriffen fiihrt
uns die Intuition nicht so leicht in die Irre, wir geben uns deshalb mit einem in-
tuitiven Verstindnis zufrieden und verweisen jeden, der es noch genauer wissen
will, auf eine Vorlesung iiber Logik. Wir beginnen mit etwas naiver Mengenleh-
re, wie sie von Georg Cantor in den Jahren 1874 bis 1897 begriindet wurde, und
von der der beriihmte Mathematiker David Hilbert einmal sagte: ,,Aus dem Para-
dies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben konnen*. Natiirlich
gab es auch vor der Mengenlehre schon hoch entwickelte Mathematik: Beim Tod
von Carl Friedrich Gaull im Jahre 1855 gab es diese Theorie noch gar nicht und
Fourier fand seine ,,Fourierentwicklung* sogar bereits zu Beginn des 19.-ten Jahr-
hunderts. Er behauptete auch gleich in seiner ,,Théorie analytique de la chaleur®,
daB sich jede beliebige periodische Funktion durch eine Fouriereihe darstellen
lasse, aber diese Behauptung stie3 bei anderen berithmten Mathematikern seiner
Zeit auf Ablehnung und es entstand dariiber ein heftiger Disput. Erst in besagtem
,Paradies der Mengenlehre* konnten die Fourier’s Behauptung zugrundeliegen-
den Begriffe soweit geklirt werden, da3 dieser Disput nun endgiiltig beigelegt ist.
Ahnlich verhilt es sich auch mit vielen anderen Fragestellungen. Da die Men-
genlehre dariiber hinaus auch vom didaktischen Standpunkt aus eine duf3erst klare
und durchsichtige Darstellung mathematischer Sachverhalte ermoglicht, hat sie
sich als Grundlage der hoheren Mathematik und der Ausbildung von Mathema-
tikern an Universitidten schnell durchgesetzt und ist nun weltweit das ,,Alphabet
der Sprache der Mathematik®. Man wird an Universitidten sogar geradezu dazu
erzogen, alle Mathematik in der Sprache der Mengenlehre zu fasen und geometri-
schen Argumenten keine Beweiskraft zuzugestehen. Ich halte das bei der Ausbil-
dung von Mathematikern auch fiir angemessen. Bei der Mathematik-Ausbildung
im allgemeinen scheint mir dieses Vorgehen dahingegen nicht zielfithrend: In die-
sem Kontext sollte man meines Erachtens nicht mit demselben Maf} messen, ohne
alle Mengenlehre geometrisch erklérte Begriffe wie Gerade und Kreis, Ebene und
Raum, als wohldefinierte Objekte der Mathematik zulassen, und geometrischen
Argumenten Beweiskraft zugestehen.

1.2.1.2. Im Wortlaut der ersten Zeilen des Artikels ,,Beitrdge zur Begriindung der
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transfiniten Mengenlehre (Erster Aufsatz)“ von Georg Cantor, erschienen im Jahre
1895, hort sich die Definition einer Menge so an:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung )/ von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die Elemente von )M genannt werden) zu
einem Ganzen.

Verbinden wir mit einer Menge eine geometrische Vorstellung, so nennen wir ihre
Elemente auch Punkte und die Menge selbst einen Raum. Ein derartiges Her-
umgerede ist natiirlich keine formale Definition und birgt durchaus verschiedene
Fallstricke, vergleiche 1.2.2.17. Das Ziel dieser Vorlesung ist aber auch nicht eine
formale Begriindung der Mengenlehre, wie Sie sie spiter in der Logik kennen-
lernen konnen. Sie sollen vielmehr die Bedeutung dieser Worte intuitiv erfassen
wie ein Kleinkind, das Sprechen lernt: Indem sie mir und anderen Mathematikern
zuhoOren, wie wir mit diesen Worten sinnvolle Sétze bilden, uns nachahmen, und
beobachten, welchen Effekt Sie damit hervorrufen. Unter anderem dazu sind die
Ubungsgruppen da.

Ergdnzung 1.2.1.3. Bei der Entwicklung der Mathematik aus der Umgangsspra-
che durch fortgesetztes Zuspitzen und Umwidmen des Wortschatzes muf3 ich an
den Baron von Miinchhausen denken, wie er sich an seinen eigenen Haaren aus
dem Sumpf zieht. Schon verbliiffend, da3 es klappt. Aber bei Kleinkindern, die
Sprechen lernen, ist es ja noch viel verbliiffender, wie sie die Bedeutung von Wor-
ten erfassen, ohne da3 man sie ithnen in Worten erkliaren kann!

Beispiele 1.2.1.4. Endliche Mengen kann man durch eine vollstindige Liste ih-
rer Elemente in geschweiften Klammern angeben, zum Beispiel in der Form X =
{z1, 9, ..., x,}. Diese geschweiften Klammern heilen auch Mengenklammern.
Die Elemente diirfen mehrfach genannt werden, und es kommt nicht auf die Rei-
henfolge an, in der sie genannt werden. So haben wir also {1, 1,2} = {2,1}. Die
Aussage ,,x ist Element von X* wird mit x € X abgekiirzt, ihre Verneinung ,,x ist
nicht Element von X“ mit z ¢ X. Zum Beispiel gilt 1 € {2,1} und 3 & {2,1}.
Es gibt auch die sogenannte leere Menge () = { }, die gar kein Element enthilt.
Andere Beispiele sind die Mengen

N :={0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen,
7Z =4{0,1,—1,2,—2,...} der ganzen Zahlen und
Q :={p/q|p,q€Z, q+# 0} der rationalen Zahlen.

Der Name letzterer Menge kommt von lateinisch ,ratio® fiir ,,Verhéltnis®, der
Buchstabe Q steht fiir ,,Quotient”. Man beachte, dall wir auch hier Elemente mehr-
fach genannt haben, es gilt ja p/q = p’/q¢’ genau dann, wenn pg’ = p'q. Auf
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Deutsch bezeichnet man die rationalen Zahlen auch als Bruchzahlen, da man
sich etwa ein Viertel eines Kekses als den Anteil denken kann, der entsteht, wenn
man besagten Keks in vier gleiche Teile zerbricht. Einen Leitfaden zu einem for-
maleren Aufbau des Zahlensystems konnen Sie in 1.3.5.1 finden.

1.2.1.5 (Mehrdeutigkeiten mit dem Komma als Trenner). Die Verwendung des
Kommas als Trenner zwischen den Elementen einer Menge ist insofern problema-
tisch, als {1, 2} nun einerseits als die Menge mit den beiden Elementen 1 und 2
verstanden werden kann, andererseits aber auch als die Menge mit dem Dezi-
malbruch 1,2 als einzigem Element. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es durch
genaues Priifen des Freiraums nach dem Komma zu erschlie3en, oder noch besser
aus dem Kontext. In diesem Text werden Dezimalbriiche nur selten vorkommen.
Es wird dahingegen oft vorkommen, daf sich die Bedeutung einer Formel erst aus
dem Kontext erschlief3t.

Erginzung 1.2.1.6 (Herkunft des Gleichheitszeichens). Das Gleichheitszeichen
= scheint auf ein 1557 von Robert Recorde publiziertes Buch zuriickzugehen
und soll andeuten, daf3 das, was auf der linken und rechten Seite dieses Zeichens
steht, so gleich ist wie die beiden Strichlein, die das uns heute so selbstverstdndli-
che Gleichheitszeichen bilden. Davor schrieb man statt einem Gleichheitszeichen
meist ae fiir ,,dquivalent®.

Ergdnzung 1.2.1.7 (Diskussion der Notation). In Texten, in deren Konventionen
die Null keine natiirliche Zahl ist, verwendet man meist die abweichenden No-
tationen N fiir die Menge {1,2,...} und Ny fiir die Menge {0, 1,2,...}. Die in
diesem Text verwendete Notation N = {0, 1,2, ...} stimmt mit der internationa-
len Norm ISO 31-11 {iberein.

1.2.1.8. Die Bedeutung der Symbole N, Z und Q ist in der Mathematik weitge-
hend einheitlich. Man verwendet diesen Schrifttypus auch sonst gerne fiir Sym-
bole, die in ihrer Bedeutung iiber grofle Teile der Mathematik hinweg einheitlich
verwendet werden.

1.2.2 Teilmengen und Mengenoperationen

Definition 1.2.2.1. Eine Menge Y heifit Teilmenge einer Menge X, wenn jedes
Element von Y auch ein Element von X ist. Man schreibt dafiir Y C X oder
X D Y. Zum Beispiel ist die leere Menge Teilmenge jeder Menge, in Formeln
) C X,und {z} C X ist gleichbedeutend zu = € X. Zwei Teilmengen einer
gegebenen Menge, die kein gemeinsames Element haben, hei3en disjunkt.

1.2.2.2. Gegeben eine Menge X mit einer Teilmenge Y C X sage ich auch, X
umfaBt Y. Gegeben ein Element z € X sage ich, x gehort zu X . Andere Sprech-
weise mochte ich ungern auf eine Bedeutung festlegen. Gegeben eine Teilmenge
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Y C X kann man sagen, ,,Y sei enthalten in X* oder ,,}Y" liege in X*, und gege-
ben ein Element x € X kann auch sagen, ,,x sei enthalten in X* oder ,,x liege in
X*“. Was genau gemeint ist, gilt es dann aus dem Kontext zu erschlieen.

Beispiel 1.2.2.3. Es gilt ) C {2,1} C Z C Q.

1.2.2.4 (Diskussion der Notation). Unsere Notation C weicht von der interna-
tionalen Norm ISO 31-11 ab, die statt unserem C das Symbol C vorschlégt. In
der Norm ISO 31-11 hat das Symbol C abweichend die Bedeutung einer echten,
als da hei3t von der ganzen Menge verschiedenen Teilmenge, fiir die wir hinwie-
derum die Bezeichnungen C oder ;Cé verwenden werden. Meine Motivation fiir
diese Abweichung ist, dafl das Symbol fiir beliebige Teilmengen sehr hiufig und
das fiir echte Teilmengen nur sehr selten vorkommt. Die hier verwendete Notation
ist auch ihrerseits weit verbreitet und schon sehr viel linger in Gebrauch und das
Symbol C eine vergleichsweise neue Konvention. Ich muf} jedoch zugeben, daf}
die hier gewihlte Notation mit den iiblichen und auch in diesem Text verwende-
ten Notationen < und < weniger gut zusammenpalt als die Konvention nach ISO
31-11.

1.2.2.5. Eine Menge, die nur endlich viele Elemente hat, nennen wir eine endli-
che Menge. Eine prizisere Definition dieses Konzepts wird in 2.4.2.1 gegeben.
Wir vereinbaren bereits hier, da3 wir die leere Menge endlich nennen wollen. Mit
dieser Konvention ist jede Teilmenge einer endlichen Menge auch wieder endlich.
Die Zahl der Elemente einer endlichen Menge X nennen wir ihre Kardinalitéit
oder Michtigkeit und notieren sie | X | oder card(X). In der Literatur findet man
auch die Notation #.X . Fiir endliche Mengen X ist demnach ihre Kardinalitit stets
eine natiirliche Zahl | X| € N und |X| = 0 ist gleichbedeutend zu X = (). Ist X
unendlich, so schreiben wir bis auf weiteres kurzerhand | X'| = oo und ignorieren
in unserer Notation, dal auch unendliche Mengen ,,verschieden grof3* sein kon-
nen. Fiir ein Beispiel siehe ?? und fiir eine genauere Diskussion des Begriffs der
Kardinalitit ??.

1.2.2.6. Oft bildet man neue Mengen als Teilmengen bestehender Mengen. Ge-
brauchlich ist dazu die Notation

{z € X | x hat eine gewisse Eigenschaft}
Zum Beispiel gilt N={a € Z | a > 0} und {0,1} = {a € N | a* = a}.

Definition 1.2.2.7. Es ist auch erlaubt, die ,,Menge aller Teilmengen* einer ge-
gebenen Menge X zu bilden. Sie heifit die Potenzmenge von X und wird P(X)
oder Pot(X) notiert.

1.2.2.8. Ist X eine endliche Menge, so ist auch ihre Potenzmenge endlich und es
gilt [P(X)| = 21, Fiir die drei-elementige Menge X = {1,2,3} besteht ihre
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Potenzmenge P (X ) zum Beispiel aus 8 = 23 Elementen, wir haben ndmlich

PX) =10, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3},{2,3},{1,2,3}}

Definition 1.2.2.9. Gegeben zwei Mengen X, Y konnen wir auf unter anderem
auf folgende Weisen neue Mengen bilden:

1. Die Vereinigung X UY := {z | z € X oder z € Y}, zum Beispiel ist
{1’ 2} U {2’ 3} = {L 2, 3}§

2. Den Schnitt oder auch Durchschnitt X NY := {2z | z € Xund z € Y},
zum Beispiel ist {1,2} N {2,3} = {2}. Zwei Mengen sind also disjunkt
genau dann, wenn ihr Schnitt die leere Menge ist;

3. Die Differenz X\Y = {z € X | z € Y}, zum Beispiel haben wir
{1,2}\{2,3} = {1}. Man schreibt statt X\Y auch X —Y. Ist Y eine Teil-
menge von X, so heiit X'\ Y das Komplement von Y in X oder auch aus-
fiihrlicher die Komplementmenge;

4. Das kartesische Produkt X x Y := {(z,y) | z € X, y € Y}, als da heiBt
die Menge aller angeordneten Paare von Elementen von X. Es gilt also
(x,y) = (2/,vy') genau dann, wenn gilt x = 2’ und y = y'. Zum Beispiel
haben wir

{1,2} x {1,2,3} ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}

Oft benutzt man fiir das kartesische Produkt X x X einer Menge X mit sich
selbst die Abkiirzung X x X =: X2

1.2.2.10 (Weitere Mehrdeutigkeiten mit dem Komma als Trenner). Die Ver-
wendung des Kommas als Trenner ist hier wieder problematisch, da (1,2) nun
zweierlei bedeuten kann: Zum einen ein Element des kartesischen Produkts N x N,
zum anderen auch den eingeklammerten Dezimalbruch 1,2. Was im Einzelfall ge-
meint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschlieen. In diesem Text werden Dezi-
malbriiche nur selten vorkommen. In deutschen Schulbiichern verwendet man fiir
geordnete Paare meist die abweichende Notation (z|y), um auch Paare von Dezi-
malbriichen unmifversténdlich notieren zu konnen.

1.2.2.11 (Mengenlehre und das Bilden von Begriffen). Wir werden in unse-
rer naiven Mengenlehre die ersten drei Operationen ,,Vereinigung®, ,,Schnitt* und
,wDifferenz* aus 1.2.2.9 nur auf Teilmengen einer gemeinsamen Obermenge an-
wenden, die uns in der einen oder anderen Weise bereits zur Verfiigung steht. Die
Potenzmenge und das kartesische Produkt dahingegen benutzen wir, um dariiber
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Xvy XY XA\ Y

Eine gute Anschauung fiir die ersten drei Operationen liefern die sogenannten
van-de-Ven-Diagramme wie sie die obenstehenden Bilder zeigen. Sie sind
allerdings nicht zu genau zu hinterfragen, denn ob die Punkte auf einem Blatt
Papier im Sinne von Cantor ,,bestimmte wohlunterschiedene Objekte unserer
Anschauung® sind, scheint mir sehr fraglich. Wenn man jedoch jedes der
schraffierten Gebiete im Bild auffasst als die Menge aller darin liegenden
Kreuzungspunkte auf einem dazugedachten Millimeterpapier und keine dieser
Kreuzungspunkte auf den Begrenzungslinien liegen, so konnen sie wohl schon
als eine Menge im Cantor’schen Sinne angesehen werden.

/{{/ ® L] » . . . :-" X‘ X U
\J UH * L] . - f {
;"/ . » v . . h"
A e

Anschauliche Darstellung des Produkts einer Menge mit fiinf und einer Menge
mit drei Elementen. Hier wird ein Paar (x, y) dargestellt durch einen fetten
Punkt, der iiber x und neben y liegt.
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Dies Bild muf} anders interpretiert werden als das Vorherige. Die Mengen X und
Y sind nun zu verstehen als die Mengen der Punkte der vertikalen und
horizontalen Geradensegmente und ein Punkt des Quadrats meint das Element
(z,y) € X x Y, das in derselben Hohe wie y € Y senkrecht iiber x € X liegt.
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hinaus neue Mengen zu erschaffen. Diese Konstruktionen erlauben es, im Rah-
men der Mengenlehre so etwas wie Abstraktionen zu bilden: Wenn wir uns etwa
die Menge 7' aller an mindestens einem Tag der Weltgeschichte lebenden oder
gelebt habenden Tiere als eine Menge im Cantor’schen Sinne denken, so wiirden
wir Konzepte wie ,,mannlich* oder ,,Hund* oder ,,Fleischfresser formal als Teil-
mengen dieser Menge alias Elemente von P (7T') definieren. Das Konzept ,,ist Kind
von‘ wiirde dahingegen formalisiert als eine Teilmenge des kartesischen Produkts
unserer Menge 7' mit sich selbst alias ein Element von P(T" x T').

1.2.2.12. Fiir das Rechnen mit Mengen iiberlegt man sich die folgenden Regeln:

XNniYnz) = (XnY)nZ

XU(Yuz) = (Xuy)uz

Xul¥nz) = (XUuY)n(Xuz)

XN(Yuz) = (XNnY)u(XnZz)
X\(YuZz) = (X\Y)n(X\2)
X\¥Ynz) = (X\Y)U(X\2)
X\(X\Y) = XnY

Eine gute Anschauung fiir diese Regeln liefern die van-de-Ven-Diagramme, wie
sie die nebenstehenden Bilder zeigen. Die vorletzte und vorvorletzte Gleichung
fa3t man auch unter der Bezeichnung de Morgan’sche Regeln zusammen.

1.2.2.13. Ich zeige beispielhaft die Regel X U(Y NZ) = (X UY)N(XUZ).Es
reicht, statt der Gleichheit die beiden Inklusionen C und D zu zeigen. Ich beginne
mit C. Sicher gilt (Y N Z) C Y, also auch X U (Y N Z) C X UY. Ebenso
zeigt man X U (Y N Z) C X U Z und damit folgt schon mal X U (Y N Z) C
(XUY)N (X UZ).Bleibt noch D zu zeigen. Das will mir nur durch Betrachtung
von Elementen gelingen. Gegeben ¢ € (X UY) N (X U Z) gilt entweder a € X
oder a ¢ X. Im ersten Fall haben wireh a € X U (Y N Z). Im zweiten Fall folgt
ausa € (XUY)N(XUZ)ersta € (X UY)und dann a € Y und weiter erst
a€ (XUZ)unddanna € Z,alsoa c Y NZC XU((YNZ).

Satz 1.2.2.14 (Bedeutung der Binomialkoeffizienten). Gegeben natiirliche Zah-
len n, k € N gibt der Binomialkoeffizient (Z) die Zahl der k-elementigen Teilmen-
gen einer n-elementigen Menge an, in Formeln:

| X| =n impliziert {Y C X ||Y]| =k} = (Z)

Beweis. Vollstindige Induktion iiber n. Fir n = 0 gilt die Aussage, denn eine
nullelementige Menge hat genau eine k-elementige Teilmenge falls £ = 0 und
keine k-elementige Teilmenge falls £ > 1. Nehmen wir nun an, die Aussage sei
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N

XN(YUuzZ)=(XNY)U(XNnZ)

i

X\ Nn2z)=X\Y)u(X\2)

33
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fiir ein n schon bewiesen. Eine (n + 1)-elementige Menge X schreiben wir als
X = M U{x}, wo M eine n-elementige Menge ist und x ¢ M. Ist k = 0, so gibt
es genau eine k-elementige Teilmenge von M U {x}, ndmlich die leere Menge. Ist
k > 1, so gibt es in M U {z} nach Induktionsannahme genau () k-elementige
Teilmengen, die = nicht enthalten. Die k-elementigen Teilmengen dahingegen, die
x enthalten, ergeben sich durch Hinzunehmen von x aus den (k — 1)-elementigen
Teilmengen von M, von denen es gerade ( kfl) gibt. Insgesamt hat M U{z} damit

also genau (}) + (,",) = ("}

1) k-elementige Teilmengen. O

Bemerkung 1.2.2.15. Wieder scheint mir dieser Beweis in der fiir vollstindige In-
duktion typischen Weise undurchsichtig. Ich ziehe deshalb den in 1.1.1.19 gege-
benen weniger formellen Beweis vor. Man kann auch diesen Beweis formalisieren
und verstehen als Spezialfall der sogenannten ,,Bahnformel®, vergleiche 2?.

1.2.2.16 (Variante zur binomischen Formel). Wir geben nun die versprochene
prizise Formulierung unseres ersten Beweises der binomischen Formel 1.1.1.23.

Wir rechnen dazu
(a+b)" = Z al¥ g
Yc{1,2,..,n}

Die rechte Seite soll hier in Verallgemeinerung der in Abschnitt 1.1.1 eingefiihrten
Notation bedeuten, da} wir fiir jede Teilmenge Y von {1,2,...,n} den angegebe-
nen Ausdruck a/¥16"~1¥'! nehmen und alle diese Ausdriicke aufsummieren. Dann
fassen wir gleiche Summanden zusammen und erhalten mit 1.2.2.14 die binomi-
sche Formel.

Ergdnzung 1.2.2.17 (Das Russell’sche Paradoxon). Ich will nicht verschweigen,
daB der in diesem Abschnitt dargestellte naive Zugang zur Mengenlehre durchaus
begriffliche Schwierigkeiten mit sich bringt: Zum Beispiel darf die Gesamtheit M
aller Mengen nicht als Menge angesehen werden, da wir sonst die ,,Menge aller
Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten®, gegeben durch die formel-
hafte Beschreibung N’ = {A € M | A ¢ A}, bilden konnten. Fiir diese Menge
kann aber weder NV € N noch N' ¢ N gelten. Diese Art von Schwierigkeiten
kann erst ein formalerer Zugang kliren und auflosen, bei dem man unsere naiven
Vorstellungen durch Ketten von Zeichen aus einem wohlbestimmten endlichen
Alphabet ersetzt und unsere Vorstellung von Wahrheit durch die Verifizierbarkeit
vermittels rein algebraischer ,.erlaubter Manipulationen solcher Zeichenketten,
die in ,,Axiomen‘ festgelegt werden. Diese Verifikationen kann man dann durch-
aus auch einer Rechenmaschine iiberlassen, so da3 wirklich auf ,,objektivem* We-
ge entschieden werden kann, ob ein ,,.Beweis* fiir die ,,Richtigkeit* einer unserer
Zeichenketten in einem vorgegebenen axiomatischen Rahmen stichhaltig ist. Al-
lerdings kann in derartigen Systemen von einer Zeichenkette algorithmisch nur
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Aus X = X; U Xy und Y = Y] UY; folgt noch lange nicht
XxY =X xY)U (X3 xYs)
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entschieden werden, ob sie eine ,,sinnvolle Aussage* ist, nicht aber, ob sie ,,bewie-
sen“ werden kann. Noch viel stirker zeigt der Unvollstindigkeitssatz von Godel,
daf} es in einem derartigen axiomatischen Rahmen, sobald er reichhaltig genug
ist fiir eine Beschreibung des Rechnens mit natiirlichen Zahlen, stets sinnvolle
Aussagen gibt derart, daf} entweder sowohl die Aussage als auch ihre Verneinung
oder aber weder die Aussage noch ihre Verneinung bewiesen werden konnen. Mit
diesen und dhnlichen Fragestellungen beschiftigt sich die Logik.

1.2.2.18 (Weitere Konstruktionen der Mengenlehre). Um mich nicht dem Vor-
wurf auszusetzen, wihrend des Spiels die Spielregeln @ndern zu wollen, sei bereits
hier erwihnt, was noch hinzukommen soll. Die einzigen grundlegenden Konstruk-
tionen, die noch fehlen, sind das Bilden der ,,disjunkten Vereinigung* und des
,kartesischen Produkts® zu einer ,,beliebigen Mengenfamilie” in ??. In ?? be-
sprechen wir weiter Schnitt und Vereinigung einer ,,beliebigen Familie von Teil-
mengen einer gegebenen Menge*. In 2.1.9 werden einige weniger offensichtliche
Argumentationen im Zusammenhang mit dem sogenannten ,,Zorn’schen Lemma*“
erldautert, die meines Erachtens bereits an den Rand dessen gehen, was man in
unserem informellen Rahmen der naiven Mengenlehre als Argumentation noch
vertreten kann. In 2.4.2 wird die Konstruktion der natiirlichen Zahlen im Rahmen
der Mengenlehre diskutiert, insbesondere geben wir erst dort eine formale Defi-
nition des Begriffs einer endlichen Menge. Sicher ist es in gewisser Weise unbe-
friedigend, das Fundament des Hauses der Mathematik erst fertigzustellen, wenn
bereits erste Stockwerke stehen und bewohnt sind. Andererseits will ich aber auch
vermeiden, dafl Sie mir auf einem gewaltigen Fundament, dal} die ganze Mathe-
matik tragen kann, im ersten Winter(semester) jammerlich erfrieren.

1.2.2.19 (Der Sinn von Genauigkeit und sorgfiltiger Sprache). Ich kénnte mir
gut vorstellen, daf} verschiedene meiner Leser denken, diese ganze Pedanterie sei
doch eigentlich iiberfliissig und jetzt sollten wir doch einfach mal froéhlich los-
rechnen, wie das in der Schule ja auch sehr gut ging. Ich will hier erkldren, warum
Pedanterie in diesem Zusammenhang wichtig ist. Viele von IThnen werden wissen,
wie man mit einem einfachen Blatt Papier zum Mond kommen kann: 42-mal Fal-
ten und dann draufsteigen, das war’s dann schon. So dhnlich ist es in der Mathe-
matik: Etwas vollig Banales wie die naive Mengenlehre wird in den etwa dreil3ig
Vorlesungsdoppelstunden des Wintersemesters jedes Mal von neuem gefaltet, und
wenn Sie dann zuriickblicken, kann Thnen schon leicht schwindlig werden. Das
funktioniert mit wirklichem Papier nur eingeschrinkt, aber wenn man sehr festes
und glattes ,,Gedankenpapier nimmt, und solch ein Gedankenpapier ist eben ge-
rade die Mengenlehre, dann klappt es verbliiffend gut. Man muf} dazu aber mit der
Herstellung dieses Gedankenpapiers auch beim Falten sorgfiltig sein bis zur Pe-
danterie, denn auch die kleinste Ungeschicklichkeit vervielfacht sich bei diesem
Vorgehen mit derselben Schnelligkeit und bringt, eh man sich’s versieht, alles zum
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Einsturz.

Ubungen

Ubung 1.2.2.20. Sind X und Y endliche Mengen, so gilt fiir die Kardinalititen
X xY|=|X|-|Y]|und | XUY|=|X|+]Y]—-|XNY].

Erginzende Ubung 1.2.2.21. Esgilt )", (1) = 2™

1.2.3 Abbildungen und deren Verkniipfung

Definition 1.2.3.1. Seien XY Mengen. Eine Abbildung f : X — Y ist eine
Zuordnung, die jedem Element x € X genau ein Element f(z) € Y zuordnet,
das Bild von x unter f, auch genannt der Wert von f an der Stelle x. Man spricht
dann auch vom Auswerten der Funktion f an der Stelle x oder vom Einsetzen
von z in f.

1.2.3.2. Wem das zu vage ist, der mag die alternative Definition vorziehen, nach
der eine Abbildung f : X — Y eine Teilmenge f C X x Y ist derart, daf es
fiir jedes * € X genau ein y € Y gibt mit (z,y) € f. Dies eindeutig bestimmte
y schreiben wir dann f(x) und sind auf einem etwas formaleren Weg wieder an
demselben Punkt angelangt. In unseren Konventionen nennen wir besagte Teil-
menge den Graphen von f und notieren sie mit dem Symbol I" (sprich: Gamma),
einem groflen griechischen G, und schreiben

L(f) ={(z, f(z)) |re X} C X XY

Definition 1.2.3.3. Ist f : X — Y eine Abbildung, so nennen wir X ihren Defi-
nitionsbereich und Y ihren Wertebereich. Zwei Abbildungen nennen wir gleich,
wenn sie denselben Definitionsbereich X, denselben Wertebereich Y und diesel-
be Abbildungsvorschrift f C X x Y haben. Die Menge aller Abbildungen von X
nach Y bezeichne ich mit

Ens(X,Y)

nach der franzosischen Ubersetzung ensemble des deutschen Begriffs ,,Menge*.

1.2.3.4 (Diskussion der Terminologie). Ublicher ist statt unserem Ens(X,Y)
die Notation Y*. Noch gebriuchlicher ist die Bezeichnung Abb(X,Y) fiir die
Menge aller Abbildungen von X nach Y. Ich will jedoch in ?? die ,,Kategorie aller
Mengen* wie Gabriel [ ] mit Ens bezeichnen und fiir je zwei Objekte X, Y
einer Kategorie C die Menge aller ,,Morphismen* von X nach Y mit C(X,Y).
Das erklért dann erst vollstandig die hier gewihlte Bezeichnung fiir Mengen von
Abbildungen.
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Eine Abbildung einer Menge mit fiinf in eine mit drei Elementen

5 ~
p . JE
5: : b . -
x i 8 ® i )
iL { f R
at 5 J’ . / _."
\ K/ ¢ o ! * ’ ‘

x x > x X )<"

Der Graph der oben angegebenen Abbildung, wobei das X oben mit dem X hier
identifiziert wurde durch ,,Umkippen nach Rechts*
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1.2.3.5 (Die Notationen — und ). Wir notieren Abbildungen oft in der Form

fr X =Y
z = f(z)

und in verschiedenen Verkiirzungen dieser Notation. Zum Beispiel sprechen wir
von ,einer Abbildung N — N von der Menge der natiirlichen Zahlen in sich
selber* oder ,,der Abbildung n — n® von der Menge der natiirlichen Zahlen in
sich selber. Wir benutzen unsere zwei Arten von Pfeilen — und — auch im
allgemeinen in derselben Weise.

Beispiel 1.2.3.6. Fiir jede Menge X haben wir die identische Abbildung oder
Identitit
id=idx: X — X
r — T

Ein konkreteres Beispiel fiir eine Abbildung ist das Quadrieren

q: Z — 7
n — n?

Beispiel 1.2.3.7. Gegeben zwei Mengen X, Y erklart man die Projektionsabbil-
dungen oder Projektionen pry : X XY — X beziehungsweise pry : X XY —
Y durch die Vorschrift (x,y) — z beziehungsweise (z,y) — y. In manchen Zu-
sammenhédngen notiert man sie auch abweichend pr; und pr, fiir die ,,Projektion
auf die erste beziehungsweise zweite Komponente*‘.

Beispiel 1.2.3.8. Gegeben Abbildungen f : X — Aund g : Y — B erkldrt man
ihr Produkt f x ¢ als die Abbildung

fxg: XxY — AxB
(@,y) = (f(@)9(y))

Definition 1.2.3.9. Ist f : X — Y eine Abbildung, so definieren wir ihr Bild oder
genauer ihre Bildmenge, eine Teilmenge im f C Y, durch

imf:={yeY |Esgibtz € X mit f(z) =y}
Das Kiirzel im steht fiir franzosisch und englisch image.

1.2.3.10. Eine Abbildung, deren Bild aus hochstens einem Element besteht, nen-
nen wir eine konstante Abbildung. Eine Abbildung, deren Bild aus genau einem
Element besteht, nennen wir eine einwertige Abbildung. In anderen Worten ist
eine einwertige Abbildung also eine konstante Abbildung mit nichtleerem Defini-
tionsbereich.
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Definition 1.2.3.11. Ist f : X — Y eine Abbildung und A C X eine Teilmenge,
so definieren wir das Bild von A unter f, eine Teilmenge f(A) C Y, durch

f(A):={y € Y | Esgibtz € Amit f(z) =y}

Beispiel 1.2.3.12. Per definitionem haben wir fiir eine Abbildung f : X — VYV
stets f(X) = im f. Fiir unsere Abbildung ¢ : Z — Z, n — n? des Quadrierens
von eben konnten wir die Menge aller Quadratzahlen schreiben als

9(Z) ={a* | a € Z}

Ebenso wire {2a | a € N} eine mogliche formelmiBige Darstellung der Menge
aller geraden natiirlichen Zahlen, und {ab | a,b € N,a > 2,b > 2} wire eine
formelmiBige Darstellung der Menge aller natiirlichen Zahlen, die nicht prim und
auch nicht Null oder Eins sind.

1.2.3.13 (Konstanten und konstante Abbildungen). Gegeben ein festes ¢ € Y
schreiben wir oft auch kurz c fiir die konstante Abbildung X — Y gegeben durch
x — cfiir alle z € X. Damit verbunden ist die Hoffnung, da3 aus dem Kontext
klar wird, ob im Einzelfall die Abbildung ¢ : X — Y oder das Element c € Y
gemeint sind.

Definition 1.2.3.14. Ist f : X — Y eine Abbildung und B C Y eine Teilmenge,
so definieren wir das Urbild von B unter f, eine Teilmenge von f~1(B) C X,
durch

fH(B)={z € X | f(x) € B}

1.2.3.15. Formal ist f~! also eine Abbildung =1 : P(Y) — P(X) in der Gegen-
richtung auf den Potenzmengen. Besteht B nur aus einem Element x, so schreiben
wir auch f~!(z) statt f~'({z}) und nennen diese Menge die Faser von f iiber =
oder bei z. Das Quadrieren ¢ aus 1.2.3.12 hat etwa die Faser ¢~ (1) = {1,—1}
bei 1 und die Faser ¢~ !(—1) = () bei —1.

1.2.3.16 (Diskussion der Notation). Diese Notation fiir das Urbild einer Menge
fiihrt leicht zu Verwirrung, da man a~! aus der Schule als alternative Notation
fiir den Bruch a=! = 1/a gewohnt ist. Diese beiden Notationen sind nur entfernt
verwandt und werden beide in der Mathematik durchgehend verwendet. Was im
Einzelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschlie3en.

Definition 1.2.3.17. Sind drei Mengen X, Y, Z gegeben und dazwischen Abbil-
dungen f: X — Y undg:Y — Z, so definieren wir die Verkniipfung unserer
Abbildungen f und g, eine Abbildung g o f : X — Z, durch die Vorschrift

gof: X — Z
v = g(f(z))
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1.2.3.18 (Diskussion der Notation). Die Notation g o f, sprich ,,g nach f*, fiir
werst f, dann g* ist gewohnungsbediirftig, erklirt sich aber durch die offensichtli-
che Formel (go f)(z) = g(f(z)). Ich sage, go f entstehe aus g durch Vorschalten
von f und aus f durch Nachschalten von ¢. Oft kiirzt man auch g o f mit ¢ f ab.
Mit dieser Abkiirzung mufl man jedoch sorgsam umgehen, da im Fall von zwei
Abbildungen f, g von derselben Menge in einen Zahlbereich, etwa f, g : X — Q,
der Ausdruck fg¢ vielmehr fiir die Abbildung = +— f(z)g(x) reserviert ist, das
sogenannte ,,punktweise Produkt* unserer beiden Funktionen.

Beispiel 1.2.3.19. Betrachten wir zusitzlich zum Quadrieren ¢ : Z — Z die Ab-
bildung ¢ : Z — Z,z — x+1, so gilt (got)(x) = (x+1)? aber (toq)(x) = 2> +1.

1.2.3.20. Sind Abbildungen f : X — Y und g : Y — Z gegeben, so gilt natiirlich
(go f)(A) = g(f(A)) fur jede Teilmenge A C X und umgekehrt auch (g o
f)~HC) = f~1(g7(0)) fiir jede Teilmenge C' C Z.

Definition 1.2.3.21. Sei f : X — Y eine Abbildung.

1. f heiBt injektiv oder eine Injektion genau dann, wenn aus x # z’ folgt
f(z) # f(2). Gleichbedeutend ist die Forderung, daB es fiir jedes y € Y
hochstens ein z € X gibt mit f(x) = y. Injektionen schreibt man oft <.

2. f heiB3t surjektiv oder eine Surjektion genau dann, wenn es fiir jedes y €
Y mindestens ein x € X gibt mit f(z) = y. Surjektionen schreibt man
manchmal —.

3. f heif3t bijektiv oder eine Bijektion genau dann, wenn f injektiv und sur-
jektiv ist. Gleichbedeutend ist die Forderung, daf es fiir jedes y € Y genau
ein x € X gibt mit f(x) = y. Bijektionen schreibt man oft .

1.2.3.22. Ist X C Y eine Teilmenge, so ist die Einbettung oder Inklusion : :
X — Y,z — x stets injektiv. Ist g : ¥ — Z eine Abbildung und X C Y eine
Teilmenge, so nennen wir die Verkniipfung g o 2 von g mit der Inklusion auch die
Einschrinkung von g auf X und notieren sie

goi=:g|X=yg|lx : X =2

Oft bezeichnen wir eine Einschrinkung aber auch einfach mit demselben Buchsta-
ben g in der Hoffnung, dal der Leser aus dem Kontext erschlieBen kann, welche
Abbildung genau gemeint ist. Das ist nicht ganz unproblematisch: So ist etwa
unsere Abbildung ¢ : Z — Z, n ~ n? nicht injektiv, ihre Restriktion zu einer
Abbildung q : N — Z ist aber durchaus injektiv.



42 KAPITEL 1. EINSTIMMUNG UND GRUNDBEGRIFFE

E—

[ o (————

o 3'

e e B
>

Eine Surjektion

\L v
. - . e o

Eine Injektion

Eine Bijektion



1.2. NAIVE MENGENLEHRE UND KOMBINATORIK 43

1.2.3.23 (Surjektion auf das Bild). Ist f : X — Y eine Abbildung, so ist die Ab-
bildung f : X — f(X), z — f(x) stets surjektiv. Der Leser moge entschuldigen,
dall wir hier zwei verschiedene Abbildungen mit demselben Symbol f bezeich-
net haben. Das wird noch 6fter vorkommen. Uberhaupt ignorieren wir, gegeben
Mengen X, Y und eine Teilmenge Z C Y, im folgenden meist den Unterschied
zwischen einer ,,Abbildung von X nach Y, deren Bild in Z enthalten ist“ und
einer ,,Abbildung von X nach Z*. Das Produkt von zwei Surjektionen ist stets
wieder surjektiv. Das Produkt von zwei Injektionen ist stets wieder injektiv.

Beispiele 1.2.3.24. Unsere Abbildung ¢ : Z — Z, n +— n? ist weder injektiv noch
surjektiv. Die Identitdt id : X — X ist stets bijektiv. Sind X und Y endliche
Mengen, so gibt es genau dann eine Bijektion von X nach Y, wenn X und Y
dieselbe Kardinalitit haben, in Formeln | X| = |Y].

Vorschau 1.2.3.25. In ?? zeigen wir den Satz von Schréder-Bernstein: Sind X und
Y Mengen und gibt es sowohl eine Injektion f : X — Y als auch eine Injektion
g:Y < X, so gibt es sogar eine Bijektion b : X = Y.

Satz 1.2.3.26. Seien f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen.
1. Ist g o f injektiv, so ist | injektiv;
2. Sind g und f injektiv, so auch g o f;

3. Genau dann ist g injektiv, wenn fiir beliebige Abbildungen f1, fo : X — Y
aus g o f1 = go fy schon folgt f1 = fo.

Beweis. Ubung. Besonders elegant ist es, zunichst die letzte Aussage zu zeigen,
und dann die vorderen Aussagen ohne weitere Betrachtung von Elementen zu
folgern. U

1.2.3.27 (Universelle Eigenschaft von Injektionen). Sei: : Y — X eine injek-
tive Abbildung und ¢ : Z — X eine beliebige Abbildung. Genau dann gibt es
eine Abbildung ¢ : Z — Y mitio ¢ = ¢, wenn gilt im(p) C im(¢). Nach dem
Vorhergehenden ist diese Abbildung ¢ dann sogar eindeutig bestimmt.

Satz 1.2.3.28. Seien f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen.
1. Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv;
2. Sind g und f surjektiv, so auch g o f;

3. Genau dann ist f surjektiv, wenn fiir beliebige Abbildungen q,,qg, : Y — Z
aus g1 0 f = ga o [ schon folgt g1 = go.
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Beweis. Ubung. Besonders elegant ist es, zunichst die letzte Aussage zu zeigen,
und dann die vorderen Aussagen ohne weitere Betrachtung von Elementen zu
folgern. U

1.2.3.29 (Universelle Eigenschaft von Surjektionen). Sei s : X — Y eine
surjektive Abbildung und ¢ : X — Z eine beliebige Abbildung. Offensichtlich
gibt es genau dann eine Abbildung ¢ : Y — Z mit p o s = ¢, wenn ¢ auf den
Fasern von s konstant ist. Nach dem Vorhergehenden ist diese Abbildung ¢ dann
sogar eindeutig bestimmt.

1.2.3.30. Ist f : X = Y eine bijektive Abbildung, so ist offensichtlich die Men-
ge {(f(x),z) € Y x X | x € X} im Sinne von 1.2.3.2 eine Abbildung oder,
vielleicht klarer, der Graph einer Abbildung ¥ — X. Diese Abbildung in die
Gegenrichtung heifit die Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion auch die in-
verse Abbildung zu f und wird mit f~! : Y — X bezeichnet. Offensichtlich ist
mit f auch f~! eine Bijektion.

1.2.3.31 (Diskussion der Notation). Mit dem Vorhergehenden haben wir schon
eine dritte mogliche Bedeutung fiir das Symbol f~! kennengelernt. Was im Ein-
zelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschliefen.

Beispiel 1.2.3.32. Die Umkehrabbildung unserer Bijektiont : Z — Z, x — v + 1
ist die Abbildung t ™' : Z — Z, z +— x — 1.

Beispiel 1.2.3.33. Fiir jede Menge X betrachte man die Mengenabbildung X —
P(X), z — {x}. Ihr Bild ist die Menge P;(X) C P(X) aller einelementigen
Teilmengen von X. Die Umkehrabbildung der so entstechenden Bijektion X —
P1(X) notieren wir elt : P;(X) — X und nennen sie die Elementabbildung.
Sie ordnet jeder einelementigen Menge ihr einziges Element zu.

1.2.3.34 (Exponentialgesetz). Gegeben drei Mengen X, Y, Z erhalten wir eine
Bijektion
Ens(X x Y, Z) = Ens(X,Ens(Y, 7))

durch die Vorschrift f — f(x, ) mit der Notation f(z, ) fiir die Abbildung
y — f(z,y). Etwas vage formuliert ist also eine Abbildung X X Y — Z von
einem kartesischen Produkt X X Y in eine weitere Menge Z dasselbe wie eine
Abbildung, die jedem x € X eine Abbildung ¥ — Z zuordnet, und umgekehrt
natiirlich auch dasselbe wie eine Abbildung, die jedem y € Y eine Abbildung
X — Z zuordnet. In der exponentiellen Notation liest sich das besonders sug-
gestiv als kanonische Bijektion ZX>*Y) = (ZX)Y Wegen dieser Notation zitiert
man diese Aussage auch als das Exponentialgesetz. In wieder anderen Worten
sind also die in der Schule derzeit so beliebten ,,Funktionen mit Parameter* nichts
anderes als ,,Funktionen von zwei Variablen, bei denen eine der beiden Variablen
als Parameter bezeichnet wird*.
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Erganzung 1.2.3.35. Eine Abbildung f : X — P(X) von einer Menge in ihre
Potenzmenge kann nie surjektiv sein. In der Tat, betrachten wir in X die Teilmen-
ge A={r € X |z ¢ f(x)}, so kann es kein y € X geben mit f(y) = A,
denn fiir solch ein y hétten wir entweder y € A oder y ¢ A, und aus y € A alias
y € f(y) folgte y & A, wohingegen aus y ¢ A aliasy ¢ f(y) folgte y € A.
Ordnen wir etwa jedem Menschen die Menge aller der Menschen zu, die er liebt,
und betrachten die Menge aller Menschen, die sich nicht selbst lieben, so wird
diese Menge fiir keinen Menschen genau aus all den Menschen bestehen, die er
liebt.

Satz 1.2.3.36 (Bedeutung der Fakultit). Sind X und Y zwei Mengen mit je n
Elementen, so gibt es genau n! bijektive Abbildungen f : X =Y.

Beweis. Sei X = {x1,...,x,}. Wir haben n Moglichkeiten, ein Bild fiir z; aus-
zusuchen, dann noch (n — 1) Moglichkeiten, ein Bild fiir x5 auszusuchen, und so
weiter, bis schlieBlich nur noch 1 Element von Y als mogliches Bild von z,, in
Frage kommt. Insgesamt gibt es also n(n — 1) - - - 1 = n! Moglichkeiten fiir f. Da
wir 0! = 1 vereinbart hatten, stimmt unser Satz auch fiir n = 0. O

Erginzung 1.2.3.37. Gegeben eine Menge X mag man sich eine Abbildung X —
N veranschaulichen als eine ,,Menge von Elementen von X, in der jedes Element
mit einer wohlbestimmten Vielfachheit vorkommt*. Aufgrund dieser Vorstellung
nennt man eine Abbildung X — N auch eine Multimenge von Elementen von
X. Unter der Kardinalitit einer Multimenge verstehen wir die Summe {iiber die
Werte der entsprechenden Abbildung an allen Stellen x € X, aufgefal§t als ein
Element von N U {oo}. Ich notiere Multimengen durch Mengenklammern mit
einem vorgestellten unteren Index j. So wire etwa ,{5,5,5,7,7,1} eine Multi-
menge von natiirlichen Zahlen der Kardinalitit 6. Diese Notation ist aber nicht
gebriuchlich. Die Gesamtheit aller endlichen Multimengen von Elementen einer
Menge X notiere ich auch N.X. Eine Multimenge der Kardinalitit Zwei von Ele-
menten einer Menge X nenne ich auch ein ungeordnetes Paar von Elementen
von X.

Vorschau 1.2.3.38 (Formalisierung des Begriffs der natiirlichen Zahlen). Man
kann im Rahmen der Mengenlehre zeigen, dal es Paare (/V, .S) gibt bestehend aus
einer Menge NN und einer injektiven aber nicht surjektiven Abbildung S : N — N
derart, daf3 fur jede Teilmenge M C N mit S(M) C M ¢ S(N) bereits gilt
M = N. Weiter kann man zeigen, daf solch ein Paar im Wesentlichen eindeutig
bestimmt ist in dem Sinne, daB es fiir jedes weitere derartige Paar (N, S") genau
eine Bijektion ¢ : N = N’ gibt mit S’ = pS. Im Rahmen der naiven Mengen-
lehre kann man solch ein Paar unmittelbar angeben als (N, .S) mit S : n +— (n+1).
Bei einem etwas formaleren Aufbau der Mathematik aus der Mengenlehre wird
man umgekehrt von derartigen Paaren ausgehen und so zu einer Definition von N
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und der Addition auf N gelangen. Das wird in 2.4.2 ausgefiihrt. Hier liegt auch
der Schliissel fiir eine formale Rechtfertigung des Prinzips der vollstidndigen In-
duktion.

Ubungen

Ubung 1.2.3.39. Gegeben eine Bijektion f : X — Y ist g = f~! die einzige
Abbildung g : Y — X mit f o g = idy. Ebenso ist auch h = f~! die einzige
Abbildung h : Y — X mitho f =idy.

Ergiinzende Ubung 1.2.3.40. Seien X, Y endliche Mengen. So gibt es genau |V’
Abbildungen von X nach Y, und unter diesen Abbildungen sind genau |Y|(|Y| —
DY =2)...(J]Y|— |X]| + 1) Injektionen.

Erginzende Ubung 1.2.3.41. Sei X eine Menge mit n Elementen und seien na-
tirliche Zahlen ay, ..., o, € N gegeben mit n = a7 + ... 4+ «a,.. Man zeige: Es
gibt genau n!/(ay!- - ,!) Abbildungen f : X — {1,...,r}, die jedes i genau
o;-mal als Wert annehmen, in Formeln

‘IX\

|
= card{f | [f7N(0)| = oy firi = 1,7}

oo

Erginzung 1.2.3.42. Manche Autoren bezeichnen die Zahlen aus der vorherigen
Ubung 1.2.3.41 auch als Multinomialkoeffizienten und verwenden die Notation

n! ( n )
ol Q1. ..

Mich iiberzeugt diese Notation nicht, da sie im Gegensatz zu unserer Notation fiir
die Binomialkoeffizienten nichts kiirzer macht.

Ergiinzende Ubung 1.2.3.43. Man zeige die Formel

n!
(t1+.tw) = Y ——aftay
ol o)
al+...+ar=n
Hier ist zu verstehen, da3 wir fiir alle a1, ...,, € Nmita; + ... 4+ a, = nden

angegebenen Ausdruck nehmen und alle diese Ausdriicke aufsummieren.

Ergiinzende Ubung 1.2.3.44. Eine zyklische Anordnung einer endlichen Menge
M ist eine Abbildung z : M — M derart, da} wir durch mehrmaliges Anwen-
den von z auf ein beliebiges Element x € M jedes Element y € M erhalten
konnen. Man zeige, dall es auf einer n-elementigen Menge mit n > 1 genau
(n — 1)! zyklische Anordnungen gibt. Die Terminologie ,,zyklische Anordnung*
ist etwas ungliicklich, da unsere Struktur nun beim besten Willen keine Anord-
nung im Sinne von ?7? ist. Andererseits ist aber das Angeben einer Anordnung auf
einer endlichen Menge M schon auch etwas Ahnliches.
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Versuch der graphischen Darstellung einer zyklischen Anordnung auf der Menge
{1,2,...,7}. Die Pfeile — sollen jeweils den Effekt der Abbildung =
veranschaulichen.
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Eine Abbildung f : {1,2,...,n} — Nim Fall n = 6 mit Wertesumme m = 10
und die Veranschaulichung nach der Vorschrift aus Ubung 1.2.3.45 als Folge
bestehend aus m Punkten und n — 1 Strichen.
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Ergiinzende Ubung 1.2.3.45. Sei X eine Menge mit n > 1 Elementen und sei m
eine natiirliche Zahl. Man zeige, da3 es genau (";”f; 1) Abbildungen f : X — N
gibt mit . f(z) = m. Hinweis: Man denke sich X = {1,2,...,n} und
veranschauliche sich dann f als eine Folge auf f(1) Punkten gefolgt von einem
Strich gefolgt von f(2) Punkten gefolgt von einem Strich und so weiter, insgesamt
also eine Folge aus n + m — 1 Symbolen, davon m Punkten und n — 1 Strichen.

Ergiinzende Ubung 1.2.3.46. Gegeben eine fest gedachte Menge Y konnen wir
fiir jede weitere Menge A eine Abbildung evy : A — Ens(Ens(A,Y),Y), ge-
nannt die Evaluations- oder Auswertungsabbildung, erkldaren durch die Vor-
schrift evy : a — (f — f(a)). Man zeige, daB fiir jede Menge X die Kom-
position

Ens(X,Y) — Ens(Ens(Ens(X,Y),Y),Y) — Ens(X,Y)

VON eV (x,y) Mit dem Vorschalten (o evy) von evy die Identitit auf Ens(X,Y)
ist. Spiter werden Sie diese Aussage moglicherweise als die ,,Dreiecksidentitét*
im Kontext ,,adjungierter Funktoren* in ?? verstehen lernen.

1.2.4 Logische Symbole und Konventionen

1.2.4.1. In der mathematischen Fachsprache meint oder immer, daf} auch beides
erlaubt ist. Wir haben diese Konvention schon benutzt bei der Definition der Ver-
einigung in 1.2.2.9 durch die Vorschrift X UY = {z | z € X oder z € Y'}. Zum
Beispiel haben wir {1,2}U{2,3} = {1, 2, 3}. In diesem Zusammenhang muf ich
die schone Geschichte erzihlen von dem Logiker, der seinem Freund erzihlt, er
habe ein Kind bekommen. Der Freund fragt: ,,Ist es ein Junge oder ein Maddchen?*
worauf der Logiker antwortet: ,,Ja!*

Erginzung 1.2.4.2 (Herkunft des Vereinigungssymbols). In den , Arithmetes
principia‘“ von Guiseppe Peano scheint das Symbol U zum ersten Mal vorzukom-
men, allerdings als Symbol fiir ,,oder*. Peano schreibt: ,,.Signum U legitur vel* und
,»vel“ heiBit ,,oder* auf lateinisch. Der Kontext legt nahe, da3 U an den Buchstaben
v erinnern soll. Das Symbol V hatte Peano schon als Symbol fiir ,,verum* ver-
braucht. In der Bedeutung der Vereinigung zweier Mengen habe ich das Symbol
zuerst bei Bourbaki gesehen.

1.2.4.3. Sagt man der mathematischen Fachsprache, es gebe ein Objekt mit die-
sen und jenen Eigenschaften, so ist stets gemeint, dal es mindestens ein derartiges
Objekt geben soll. Hitten wir diese Sprachregelung rechtzeitig vereinbart, so hét-
ten wir zum Beispiel das Wortchen ,,mindestens* in Teil 2 von 1.2.3.21 bereits
weglassen konnen. Sagt ihnen also ein Mathematiker, er habe einen Bruder, so
kann es auch durchaus sein, dafl er noch weitere Briider hat! Will man in der ma-
thematischen Fachsprache Existenz und Eindeutigkeit gleichzeitig ausdriicken, so
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sagt man, es gebe genau ein Objekt mit diesen und jenen Eigenschaften. Sagt ih-
nen also ein Mathematiker, er habe genau einen Bruder, so konnen sie sicher sein,
daf er nicht noch weitere Briider hat.

1.2.4.4. Die folgenden Abkiirzungen erweisen sich als bequem und werden hiufig
verwendet:

\ fiir alle (ein umgedrehtes A wie ,,alle®)
3 es gibt (ein umgedrehtes E wie ,existiert*)
! es gibt genau ein

o= aus ... folgt - - -

L= ... folgtaus - - -

... ist gleichbedeutend zu - - -

Ist zum Beispiel f : X — Y eine Abbildung, so konnen wir unsere Definitionen
injektiv, surjektiv, und bijektiv etwas formaler so schreiben:

finjekiiv & ((f(2) = f(2) = (2 = 2)

fsurjektiv. < Vy € YIr € X mit f(z) =y

fbijektiv < VyeVY3Ilr e X mit f(z)=y
1.2.4.5. In den Zeiten des Bleisatzes war es nicht einfach, neue Symbole in Druck
zu bringen. Irgendwelche Buchstaben verdreht zu setzen, war jedoch unproble-
matisch. So entstanden die Symbole V und J. Sie heilen Quantoren.

1.2.4.6. Bei den ,fiir alle” und ,,es gibt* kommt es in der mathematischen Fach-
sprache, anders als in der weniger prazisen Umgangssprache, entscheidend auf
die Reihenfolge an. Man betrachte zum Beispiel die beiden folgenden Aussagen:

,Fur alle n € N gibt es m € N so da} gilt m > n*
,Bs gibt m € N so daB fiir alle n € N gilt m > n*

Offensichtlich ist die Erste richtig, die Zweite aber falsch. Weiter mache man sich
klar, daf3 die , fiir alle* und ,,es gibt* bei Verneinung vertauscht werden. Aquivalent
sind zum Beispiel die beiden folgenden Aussagen

,.EBs gibt kein n € N mit n? = 2
,JFiir alle n € N gilt nicht n? = 2

1.2.4.7. Wollen wir zeigen, daf} aus einer Aussage A eine andere Aussage B folgt,
so konnen wir ebensogut zeigen: Gilt B nicht, so gilt auch A nicht. In formelhafter
Schreibweise haben wir also

(A = B) < ((nicht B) = (nicht A))
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Wollen wir zum Beispiel zeigen (g o f surjektiv) = (g surjektiv), so reicht es,
wenn wir uns iiberlegen: Ist g nicht surjektiv, so ist g o f erst recht nicht surjektiv.
Oder ein Beispiel aus dem tiglichen Leben: Die Aussage (Wenn ein Mensch ein
Kind gebiert, ist er eine Frau) ist gleichbedeutend zur Aussage (Wenn ein Mensch
keine Frau ist, gebiert er auch keine Kinder). Nicht folgern kann man dahingegen
die Aussage (Wenn ein Mensch kein Kind gebiert, ist er keine Frau).

1.2.4.8. In der Literatur findet man oft die Abkiirzung oBdA fiir ,,ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit®.
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1.3 Algebraische Grundbegriffe

Auf der Schule versteht man unter einer ,,reellen Zahl“ meist einen unendlichen
Dezimalbruch, wobei man noch aufpassen muf3, da3 verschiedene unendliche De-
zimalbriiche durchaus dieselbe reelle Zahl darstellen konnen, zum Beispiel gilt in
den reellen Zahlen ja

0,99999... = 1,00000...

Diese reellen Zahlen werden dann addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert
ohne tiefes Nachdenken dariiber, wie man denn zum Beispiel mit den eventuell
unendlich vielen Ubertriigen bei der Addition und Subtraktion umgehen soll, und
warum dann Formeln wie (a+b) —c = a+(b—c) wirklich gelten, zum Beispiel fiir
a=>b=c=0,999.... Dieses tiefe Nachdenken wollen wir im Folgenden vom
Rest der Vorlesung abkoppeln und miissen dazu sehr prizise formulieren, welche
Eigenschaften fiir die Addition, Multiplikation und Anordnung in ,,unseren‘ reel-
len Zahlen gelten sollen. In der Terminologie, die in den folgenden Abschnitten
eingefiihrt wird, werden wir die reellen Zahlen charakterisieren als einen ange-
ordneten Korper, in dem jede nichtleere Teilmenge mit einer unteren Schranke so-
gar eine grof3te untere Schranke besitzt. Von dieser Charakterisierung ausgehend
erkldaren wir dann, welche reelle Zahl ein gegebener unendlicher Dezimalbruch
darstellt, und errichten das Gebdude der Analysis. In demselben Begriffsgebdu-
de modellieren wir auch den Anschauungsraum, vergleiche 1.1.2.8 oder besser
2.3.1.7 und ??. Um diese Charakterisierungen und Modellierungen verstindlich
zu machen, fithren wir zunéchst einige grundlegende algebraische Konzepte ein,
die Thnen im weiteren Studium der Mathematik noch oft begegnen werden.

1.3.1 Mengen mit Verkniipfung

Definition 1.3.1.1. Eine Verkniipfung T auf einer Menge X ist eine Abbildung

XxX — X
(z,y) = zTy

die jedem geordneten Paar (z,y) mit z,y € X ein Element (xTy) € X zuordnet.

1.3.1.2. Das komische Symbol T benutze ich, um mich an dieser Stelle noch
nicht implizit auf einen der Standardfille Addition oder Multiplikation festlegen
zu miissen. Das Wort ,,Verkniipfung* erhilt damit eine erweiterte Bedeutung: Statt
der Verkniipfung von zwei Abbildungen kann damit auch allgemeiner eine ab-
strakte Verkniipfung auf einer beliebigen Menge gemeint sein. Was im Einzelfall
gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschliefen.
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Man kann Verkniipfungen auf endlichen Mengen darstellen durch ihre
Verkniipfungstafel. Hier habe ich etwa die Verkniipfungstafel der Verkniipfung
min auf der Menge {0, 1, 2, 3,4} angegeben. Eigentlich mufl man sich dazu
einigen, ob im Késtchen aus der Spalte m und der Zeile n nun mTn oder
vielmehr n T'm stehen soll, aber bei einer kommutativen Verkniipfung wie min
kommt es darauf zum Gliick nicht an.

D) | Ahr | Totsed @) \ ks | Fatuet
Ao | ekt | Fligcl Aahr |k | ATahet
Fthch | i | Tatsch Flich | Uk [Fliot,

Die Wahrheitstafeln fiir ,,und* und ,,oder*. Gemeint ist hier wie stets in der
Mathematik das ,,nichtausschlieBende oder*. Sagen wir, es gelte A oder B, so ist
insbesondere auch erlaubt, daf} beides gilt. Bei der Wahrheitstafel fiir das
»ausschlieBende oder* miite oben links als Verkniipfung von ,,Wahr* mit
,,Wahr* ein ,,Falsch* stehen.
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Beispiele 1.3.1.3. 1. Die Addition von ganzen Zahlen ist eine Verkniipfung

L x 1 — /
(m,n) — m+n

2. Die Multiplikation von ganzen Zahlen ist eine Verkniipfung

Zx?7 — 7L
(m,n) — m-n

3. Die Zuordnung min, die jedem Paar von natiirlichen Zahlen die kleinere
zuordnet, wenn sie verschieden sind, und eben diese Zahl min(n,n) = n,
wenn sie gleich sind, ist eine Verkniipfung

min: NxN — N
(m,n) +~ min(m,n)

4. Eine Abbildung 7 — Z von einer Menge Z in sich selbst nennen wir
auch eine Selbstabbildung von Z. Wir kiirzen die Menge Ens(Z, Z) aller
Selbstabbildungen von Z auch oft mit Ens(Z) := Ens(Z, Z) ab. Die Ver-
kniipfung von Abbildungen liefert eine Verkniipfung auf der Menge Ens(7)
aller Selbstabbildungen von Z, in Formeln

Ens(Z) x Ens(Z) — Ens(Z)
(f,9) = fog

5. Die Subtraktion von ganzen Zahlen ist eine Verkniipfung

7 x 1 — Z
(m,n) — m-—n

6. Jede Verkniipfung T auf einer Menge induziert eine Verkniipfung auf ihrer
Potenzmenge vermittels der Vorschrift

UTV ={uTv|uelU veV}

7. Gegeben Mengen mit Verkniipfung (X, T) und (Y, L) erkldren wir die
komponentenweise Verkniipfung auf ihrem Produkt X x Y durch die Vor-

schrift (2, y), («/, ') = (2 Ta’), (y L y)).

8. Die logischen Operationen ,,und®, ,,oder*, ,,impliziert* und dergleichen mehr
konnen als Verkniipfungen auf der zweielementigen Menge { Wahr, Falsch}
aufgefaBBt werden. Die zugehorigen Verkniipfungstabellen heilen Wahr-
heitstafeln. Bei einem formalen Zugang werden diese Tafeln, wie sie fiir
,und““ und ,,oder* auf der vorhergehenden Seite zu finden sind, zur Defini-
tion der jeweiligen Begriffe.
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1.3.1.4. Sei (X, T) eine Menge mit Verkniipfung. Eine Teilmenge U C X heifit
abgeschlossen unter der Verkniipfung, wenn aus x,y € U folgt x Ty € U. Na-
tiirlich ist in diesem Fall auch (U, T) eine Menge mit Verkniipfung. Man spricht
dann von der auf U induzierten Verkniipfung. Zum Beispiel ist N C 7Z abge-
schlossen unter der Addition, aber Z\{0} C Q\{0} ist nicht abgeschlossen unter
der durch die Division gegebenen Verkniipfung (m,n) — m/n.

Definition 1.3.1.5. Eine Verkniipfung T auf einer Menge X heiflt assoziativ,
wenn gilt T (yTz) = (Ty)Tz Vz,y,z € X. Sie heift kommutativ, wenn
giltxTy=yTx Vr,yelX.

Beispiele 1.3.1.6. Von unseren Beispielen sind die ersten drei assoziativ und kom-
mutativ, das vierte ist assoziativ aber nicht kommutativ falls Z mehr als ein Ele-
ment hat, das fiinfte ist weder assoziativ noch kommutativ.

1.3.1.7. Ist eine Verkniipfung T auf einer Menge A assoziativ, so liefern auch
ungeklammerte Ausdriicke der Form a; Tas T ... Ta, wohlbestimmte Elemente
von A: Genauer ist das Resultat unabhingig davon, wie wir die Klammern setzen.
Um diese Erkenntnis zu formalisieren, vereinbaren wir fiir einen ungeklammerten
Ausdruck die ,,von hinten hochgeklammerte* Interpretation

a1 TasT ... Tay, =a;T(aT(...(an-1Tay)...))
und zeigen dann das folgende Lemma.

Lemma 1.3.1.8 (Assoziativitit macht Klammern iiberfliissig). Gegeben (A, T)
eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung und a, . ..,a,,b1,...,b,, € A
gilt mit der von hinten hochgeklammerten Interpretation fiir ungeklammerte Aus-
driicke

(al—l— Ce Tan>—[—(b1—|— Ce Tbm) = CLlT e TCLnTblT . Tbm

Beweis. Wir folgern mit den Definitionen fiir die erste Gleichheit und dem Asso-
ziativgesetz fiir die zweite Gleichheit die Identitit

ylar T ... Ta) T T ... Thy) = (a1 T(asT ... Ta,)) T T...Tby)
= a1 T((aT...Ta,)T(1tT...Thy))

und sind fertig mit vollstindiger Induktion iiber n. [

1.3.1.9. Das Wort ,Lemma®, im Plural ,Lemmata®, kommt vom griechischen
Wort AapfSavewy fiir ,,nehmen* und bezeichnet in der Mathematik kleinere Re-
sultate oder auch Zwischenschritte von groleren Beweisen, denen der Autor au-
Berhalb ihres engeren Kontexts keine groflere Bedeutung zumift.
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a A ¢ d =

\VARRVA
\/

\

((Q-r,(,«) -r(cn(,)) Te

Mogliche ,,Klammerungen* mag man sich graphisch wie oben angedeutet
veranschaulichen. Die Assoziativitit bedeutet dann graphisch so etwas wie

N/ LY

Das Gleichheitszeichen meint nur, daf} beide Klammerungen stets dasselbe
liefern, wenn wir oben drei Elemente unserer Menge mit Verkniipfung einfiillen.
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Vorschau 1.3.1.10. Die Zahl der Moglichkeiten, einen Ausdruck in n+ 1 Faktoren
so zu klammern, daB in jedem Schritt nur die Verkniipfung von je zwei Elementen
zu berechnen ist, heit die n-te Catalan-Zahl und wird C,, notiert. Die ersten
Catalan-Zahlen sind Cy = C; = 1, C5; = 2 und C3 = 5: Die fiinf moglichen
Klammerungen von 4 Elementen sind etwa (ab)(cd), a(b(cd)), a((bc)d), ((ab)c)d
und (a(bc))d. Im allgemeinen zeigen wir in ??, daB sich die Catalan-Zahlen durch
die Binomial-Koeffizienten 1.1.1.17 ausdriicken lassen vermittels der amiisanten

Formel
c - 1 <2n>
n+1l\n

1.3.1.11. Gegeben eine Menge mit assoziativer und kommutativer Verkniipfung
(A, T) kommt es beim Verkniipfen noch nicht einmal auf die Reihenfolge an. Sind
genauer aj, . ..,a, mitn > 1 gegebenundisto : {1,...,n} = {1,...,n} eine
bijektive Abbildung, so gilt

alT .. TCLn = ao‘(l)T .. TCLU(”)
Wir betrachten das als offensichtlich und schreiben keinen Bewelis aus.

Definition 1.3.1.12 (Iterierte Verkniipfungen). Sei (X, T) eine Menge mit Ver-
kniipfung. Ist n € {1,2,...} eine von Null verschiedene natiirliche Zahl und
z € X, so schreiben wir

eTaT .. . To=:n'w

n-mal

Ich erinnere daran, daf} wir in 1.3.1.7 fiir derartige Ausdriicke im Zweifelsfall die
Interpretation als ,,von hinten hochgeklammerte Verkniipfung* vereinbart hatten.

1.3.1.13. Wird unsere Verkniipfung + notiert, so schreibt man statt n™ 2 meist
kurz nz. Wird unsere Verkniipfung mit einem runden Symbol wie etwa * notiert,
so schreibt man statt n*z meist kurz 2" oder etwas ausfiihrlicher z*" oder 2™,

1.3.1.14 (Iterationsregeln). Sei (A, T) eine Menge mit assoziativer Verkniip-
fung. Sind m,n zwei von Null verschiedene natiirliche Zahlen, so erhalten wir
mithilfe unseres Lemmas 1.3.1.8 zur Uberfliissigkeit von Klammern bei assozia-
tiven Verkniipfungen die Regeln (n +m) a = (nTa)T(m"a) und (nm)"a =
n'(m?"a). Ist unsere Verkniipfung auch noch kommutativ, so gilt zusétzlich die
Regel n' (aTh) = (n"a)T(n'b).

Definition 1.3.1.15. Sei (X, T) eine Menge mit Verkniipfung. Ein Element e € X
heiflt neutrales Element von (X, T), wenn gilt

ele=xle=a VrelX
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1.3.1.16 (Eindeutigkeit neutraler Elemente). In einer Menge mit Verkniipfung
(X, T) kann es hochstens ein neutrales Element e geben, denn fiir jedes weitere
Element ¢ mite’ Tx = xTe' =x Vo € X haben wir ¢/ = ¢/ Te = e. Wir diirfen
also den bestimmten Artikel verwenden und in einer Menge mit Verkniipfung von
dem neutralen Element reden und es mit ex bezeichnen.

Definition 1.3.1.17. Ein Monoid ist eine Menge mit einer assoziativen Verkniip-
fung, in der es ein neutrales Element gibt.

1.3.1.18. Das Wort ,,Monoid* ist wohl von griechisch ,,uovoc fiir ,,allein® ab-
geleitet: Ein Monoid besitzt nur eine einzige Verkniipfung. Fiir ein kommutatives
Monoid schlage ich die abkiirzende Bezeichnung Kmoneoid vor.

1.3.1.19. Notiert man in einem Monoid M die Verkniipfung mit dem Symbol +,
so notiert man das neutrale Element meist 0;, oder abkiirzend 0 und nennt es das
Null-Element oder abkiirzend die Null und spricht von einem additiv notierten
Monoid. Nur kommutative Monoide werden additiv notiert. Notiert man in einem
Monoid M die Verkniipfung mit einem runden Symbol wie - oder o oder auch
einfach durch Hintereinanderschreiben, so notiert man das neutrale Element oft
15, oder abkiirzend 1 und nennt es das Eins-Element oder abkiirzend die Eins
und spricht von einem multiplikativ notierten Monoid.

Beispiele 1.3.1.20. Die natiirlichen Zahlen bilden mit der Addition ein Monoid
(N, +) mit neutralem Element 0. Sie bilden auch mit der Multiplikation ein Mo-
noid (N, ) mit neutralem Element 1. Fiir jede Menge Z ist die Menge Ens(Z)
der Abbildungen von Z in sich selbst mit der Verkniipfung o von Abbildungen
als Verkniipfung ein Monoid mit neutralem Element id;. Die leere Menge ist kein
Monoid, ihr fehlt das neutrale Element. Jede einelementige Menge ist mit der ein-
zig moglichen Verkniipfung ein Monoid.

1.3.1.21 (Nullfach iterierte Verkniipfung in Monoiden). Ist (//, T) ein Mono-
id, so erweitern wir unsere Notation n ' ¢ aus 1.3.1.12 auf alle natiirlichen Zahlen
n € N, indem wir

0Ta:=ey

als das neutrale Element e,; von M verstehen, fiir alle « € M. Damit gelten
unsere Iterationsregeln 1.3.1.14 dann sogar fiir alle n, m € N.

1.3.1.22 (Notation fiir nullfach iterierte Verkniipfung). Sei ein Monoid M ge-
geben. Wird seine Verkniipfung + notiert, so schreibt man auch fiir n = 0 statt
n* 2 meist kurz na und meint also mit Oz das neutrale Element von M, in Formeln
Oz := 0j7. Wird seine Verkniipfung mit einem runden Symbol wie etwa * notiert,
so schreibt man auch fiir n = 0 statt n*x meist kurz ™ oder etwas ausfiihrlicher
z*" oder x*™ und meint also mit 2° das neutrale Element von M, in Formeln

LI?O = 1M
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1.3.1.23 (Summen- und Produktzeichen). Gegeben eine Abbildung I — M,
1 — a; von einer endlichen Menge in ein kommutatives additiv beziehungsweise
multiplikativ notiertes Monoid M vereinbaren wir die Notationen

E a; beziehungsweise H a;

il i€l

fiir die ,,Verkniipfung aller a; mit ¢+ € [*. Ist I die leere Menge, so vereinbaren
wir, daf} dieser Ausdruck das neutrale Element von M bedeuten moge, also 0
beziehungsweise 1. Wir haben diese Notation bereits verwendet in 1.2.2.16, und
fiir die konstante Abbildung I — N, ¢ — 1 hitten wir zum Beispiel

d 1=

i€l

Unsere Konvention 1.1.1.14 fiir mit einem Laufindex notierte Summen bezie-
hungsweise Produkte verwenden wir bei kommutativen Monoiden analog.

Ubungen

Ubung 1.3.1.24. Sei Z eine Menge. Das Schneiden von Teilmengen ist eine Ver-
kniipfung
N: P(Z)xP(Z) — P2
(A, B) — ANB
auf der Potenzmenge. Dasselbe gilt fiir die Vereinigung und das Bilden der Diffe-

renzmenge. Welche dieser Verkniipfungen sind kommutativ oder assoziativ? Wel-
che besitzen neutrale Elemente?

Ergiinzende Ubung 1.3.1.25. Man gebe die Wahrheitstafeln fiir = und < an.
Bezeichne weiter — : {Wahr, Falsch} — {Wahr, Falsch} die ,,Verneinung*. Man
zeige, dal die Formel

(A= B) < ((-B) = (=4))

beim Einsetzen beliebiger Wahrheitswerte aus { Wahr, Falsch} fiir A und B stets
den Wert Wahr ausgibt, in Ubereinstimmung mit unseren eher intuitiven Uberle-
gungen in 1.2.4.7.

1.3.2 Gruppen

1.3.2.1. Ich empfehle, bei der Lektiire dieses Abschnitts die Tabelle auf Seite 61
gleich mitzulesen, die die Bedeutungen der nun folgenden Formalititen in den
zwei gebriduchlichsten Notationssystemen angibt. In diesen Notationssystemen
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sollten alle Formeln aus der Schulzeit vertraut sein. Ich erinnere daran, daf} wir
ein Monoid definiert hatten als eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung,
fiir die es in unserer Menge ein neutrales Element gibt.

Definition 1.3.2.2. 1. Ist (M, T) ein Monoid und a € M ein Element, so nen-
nen wir ein weiteres Element a € M invers zu a, wenn gilt aTa = e =
aTa fir e € M das neutrale Element unseres Monoids. Ein Element eines
Monoids, das ein Inverses besitzt, heif3t invertierbar;

2. Eine Gruppe ist ein Monoid, in dem jedes Element ein Inverses besitzt;

3. Eine kommutative Gruppe oder abelsche Gruppe ist eine Gruppe, deren
Verkniipfung kommutativ ist.

Beispiele 1.3.2.3. Von unseren Beispielen 1.3.1.3 fiir Mengen mit Verkniipfung
oben ist nur (Z, +) eine Gruppe, und diese Gruppe ist kommutativ. Ein anderes
Beispiel fiir eine kommutative Gruppe ist die Menge QQ der rationalen Zahlen
mit der Addition als Verkniipfung, ein weiteres die Menge Q\{0} der von Null
verschiedenen rationalen Zahlen mit der Multiplikation als Verkniipfung. Auch
jedes einelementige Monoid ist eine Gruppe.

1.3.2.4. Der Begriff einer ,,Gruppe* wurde von Evariste Galois (1811-1832) in
die Mathematik eingefiihrt. Er verwendet den Begriff ,,Gruppe von Transforma-
tionen* sowohl in der Bedeutung einer ,,Menge von bijektiven Selbstabbildungen
einer gegebenen Menge* als auch in der Bedeutung einer ,,Menge von bijektiven
Selbstabbildungen einer gegebenen Menge, die abgeschlossen ist unter Verkniip-
fung und Inversenbildung®, und die damit in der Tat ein Beispiel fiir eine Gruppe
im Sinne der obigen Definition bildet. Unsere obige Definition 1.3.2.2 geht auf ei-
ne Arbeit von Arthur Cayley aus dem Jahre 1854 mit dem Titel ,,On the theory of
groups as depending on the symbolic equation " = 1 zuriick und wurde damit
formuliert, bevor Cantor die Sprache der Mengenlehre entwickelte. Die Termino-
logie ,,abelsche Gruppe* wurde zu Ehren des norwegischen Mathematikers Niels
Hendrik Abel eingefiihrt.

Lemma 1.3.2.5. Jedes Element eines Monoids besitzt hochstens ein Inverses.

Beweis. AusaTa = eund bTa = e folgt durch Anwenden von bT auf die erste
Gleichung mit dem Assoziativgesetz sofort a = b. [

1.3.2.6. Wir diirfen also den bestimmten Artikel benutzen und von nun an von
dem Inversen eines Elements eines Monoids und insbesondere auch einer Gruppe
reden. Gegeben ein invertierbares Element ist offensichtlich auch sein Inverses
invertierbar und das Inverse des Inversen ist wieder das urspriingliche Element, in
Formeln a = a.
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Die Verkniipfungstafel der Gruppe aller Permutationen der Menge {1, 2, 3}. Eine
solche Permutation o habe ich dargestellt durch das geordnete Zahlentripel
o(1)o(2)o(3), und im Kistchen aus der Zeile 7 und der Spalte o steht 7 o o.
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Lemma 1.3.2.7. Sind a und b invertierbgre Elemente eines Monoids, so ist auch
aTbh invertierbar mit Inversem (aTb) = bT a.

Beweis. In der Tat rechnen wir schnell (aTh)T(bTa) = e = (bTa)T(aTb).
Diese Formel ist auch aus dem tédglichen Leben vertraut: Wenn man sich morgends
zuerst die Striimpfe anzieht und dann die Schuhe, so muf3 man abends zuerst die
Schuhe ausziehen und dann die Striimpfe. L

1.3.2.8. Die invertierbaren Elemente eines Monoids bilden insbesondere stets ei-
ne unter der Verkniipfung abgeschlossene Teilmenge. Diese Teilmenge enthélt
offensichtlich das neutrale Element und ist folglich mit der induzierten Verkniip-
fung eine Gruppe. Fiir die Gruppe der invertierbaren Elemente eines multiplikativ
notierten Monoids M verwenden wir die Notation M *. Zum Beispiel haben wir
Z* = {1,—1}. Dieses Kreuz soll nicht als = gelesen werden, es ist vielmehr ein
miBbrauchtes Multiplikationssymbol.

Beispiel 1.3.2.9. Fiir jede Menge Z ist die Menge aller Bijektionen von Z auf
sich selbst eine Gruppe, mit der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung.
Wir notieren diese Gruppe Ens* (Z) in Ubereinstimmung mit unserer Konvention
1.3.2.8, schlieBlich handelt es sich um die Gruppe der invertierbaren Elemente des
Monoids Ens(Z). Ihre Elemente heifien die Permutationen von Z. Die Gruppe
der Permutationen einer Menge Z ist fiir | Z| > 2 nicht kommutativ. Das Inverse
einer Bijektion ist ihre Umkehrabbildung.

Definition 1.3.2.10 (Negativ iterierte Verkniipfung invertierbarer Elemente).
Ist (M, T) ein Monoid und a € M invertierbar, so erweitern wir unsere Notation

n'a aus 1.3.1.17 weiter auf alle n € Z, indem wir fiir n negativ setzen n' a :=

(—n)'a.

1.3.2.11 (Iterationsregeln). Gegeben ein invertierbares Element a eines Monoids
gelten offensichtlich sogar fiir alle ganzen Zahlen n € Z die Regeln (n+m) a =
(n"a)T(m"a) und (nm)"a = n'"(m"a). Sind a, b invertierbare Elemente eines

Monoids mit ab = ba, so gilt zusitzlichn ' (aTb) = (n"a)T(n'b) fir alle n € Z.

1.3.2.12. Bei additiv geschriebenen Monoiden bezeichnet man das Inverse von
a, sofern es existiert, meist als das Negative von a und notiert es —a. Bei mul-
tiplikativ notierten kommutativen Monoiden verwendet man die Bruchnotation
1/a und b/a aus nebenstehender Tabelle, falls @ invertierbar ist. Bei nichtkom-
mutativen multiplikativ notierten Monoiden benutzt man fiir das Inverse von a
die von der im folgenden erklirten allgemeinen Notation a" abgeleitete Notation
a~!. Die nebenstehende Tabelle faBt die iiblichen Notationen fiir unsere abstrak-
ten Begriffsbildungen in diesem Kontext zusammen und gibt unsere allgemeinen
Resultate und Konventionen in diesen Notationen wieder.
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abstrakt additiv multiplikativ

aTb a+b a-b,aob,ab

e 0 1

b —b 1/b

aTb a—>b a/b

n'a na a”

ela=ale=a Ota=a+0=ua l-a=a-1=a

aTa=ce a—a=0 aja=1

a=a —(—a)=a 1/(1/a) =a

(-D)Ta=a (—)a=—a at=1/a

(aTh) =bTa —(a+0)=(=b)+(=a) (ab)™'=b"ta"",
1/ab= (1/b)(1/a)

(aTh) =bT —(a—b)=b—a 1/(a/b) =b/a

n(ma) = (nm)a

(m+n)Ta=(m"a)T(nTa) (m+n)a=(ma)+ (na) o™ = (a™)(a™)
a —(na) = (—n)a

0fa=ce 0a =0 a®=1

n'(aTh) =(n'a)T(n'd)  n(a+b)=(na)+@nb)  (ab)" = (a")(")

Tabelle 1.1: Konventionen und Formeln in verschiedenen Notationssystemen. Be-
reits diese Tabelle mufl mit einigen Hintergedanken gelesen werden, weil die
Symbole +, — darin in zweierlei Bedeutung vorkommen: Manchmal meinen sie
konkrete Operationen in Z, manchmal stehen sie aber auch fiir Verkniipfung, In-
versenbildung und neutrale Elemente in abstrakten Monoiden. Ich habe den Sym-
bolen 0, 1 einen Hut aufgesetzt und 0, 1 geschrieben, wenn sie nicht notwendig
ganze Zahlen bedeuten. Das werde ich aber nicht durchhalten.



1.3. ALGEBRAISCHE GRUNDBEGRIFFE 63

1.3.2.13 (Notation fiir negativ iterierte Verkniipfung). Sei ein Monoid M ge-
geben und sei « € M invertierbar. Wird unser Monoid additiv notiert, so schreibt
man auch fiir negatives n € 7Z statt n™ 2z meist kurz nz und meint also mit nx
das Negative von (—n)z. Wird unser Monoid multiplikativ notiert, also mit einem
runden Symbol wie etwa *, so schreibt man auch fiir negatives n € Z statt n*x
meist kurz 2™ oder etwas ausfiihrlicher 2*" oder ™) und meint also mit 2™ das

Inverse von z7".

Beispiel 1.3.2.14. Im Fall einer bijektiven Abbildung f : Z7 = Z ist die Um-
kehrabbildung f~! : Z = Z das Inverse f~! des invertierbaren Elements f des
Monoids Ens(Z). Ebenso ist im Fall einer von Null verschiedenen rationalen Zahl
a € Q ihr Inverses im multiplikativen Monoid Q der Kehrbruch 1/a = a~*. Un-
sere Konvention vertrédgt sich also recht gut mit verschiedenen anderen Konven-
tionen, die Sie bereits kennen mogen.

Ubungen

Ubung 1.3.2.15. Ein Element a eines Monoids M ist invertierbar genau dann,
wenn es b, c € M gibt mit bTa = e = aTc fiir e das neutrale Element.

Ubung 1.3.2.16 (Kiirzen). Sind a, b, c Elemente einer Gruppe, so folgt aus a Tb =
aTc bereits b = c. Ebenso folgt aus bTa = cTa bereits b = c. Dasselbe gilt
allgemeiner in einem beliebigen Monoid, wenn wir a invertierbar annehmen.

Ergiinzende Ubung 1.3.2.17. Sei M ein Monoid und e sein neutrales Element.
Man zeige: Unser Monoid ist genau dann eine Gruppe, wenn es fiir jedes a €
M eina € M gibt mit alTa = e, und dies Element a ist dann notwendig das
Inverse von a in M. Noch Mutigere zeigen: Ist A eine Menge mit assoziativer
Verkniipfung und existiert ein e € M miteTa = a Ya € M sowie fiir jedes
a € Meina e M mitaTa = e, soist M eine Gruppe.

Ergiinzende Ubung 1.3.2.18. Gegeben eine Menge Z ist ihre Potenzmenge P (Z)
mit der Verkniipfung A + B := (AU B)\(A N B) eine abelsche Gruppe.

Erginzende Ubung 1.3.2.19. Gegeben Gruppen G, H kénnen wir das kartesische
Produkt G x H zu einer Gruppe machen, indem wir darauf die komponentenweise
Verkniipfung (g, h)(¢’, h') := (g¢’, hh') betrachten.

1.3.3 Homomorphismen

Didaktische Anmerkung 1.3.3.1. Ich habe diesen Abschnitt einmal erst spiter im
Zusammenhang mit der Diskussion von linearen Abbildungen besprochen und
habe es bereut.
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Definition 1.3.3.2. Eine Menge mit einer vollig beliebigen, nicht notwendig as-
soziativen Verkniipfung heifit ein Magma. Gegeben Magmas (X, T) und (Y, 1)
verstehen wir unter einem Homomorphismus von Mengen mit Verkniipfung
oder auch Homomorphismus von Magmas eine Abbildung ¢ : X — Y der-
art, daB gilt p(aTb) = ¢(a) L (b) fir alle a,b € X. Die Menge aller solchen
Homomorphismen von Magmas bezeichnen wir mit

Mag(X,Y)

Beispiel 1.3.3.3. Sei Z eine Menge und P(Z) ihre Potenzmenge. Wir betrachten
auf P(Z) die Verkniipfung (A, B) — A\B. Ist Z — W eine Injektion, so ist die
auf den Potenzmengen induzierte Abbildung ein Homomorphismus von Magmas

(P(2),\) = (P(W),\)

Definition 1.3.3.4. Sind unsere beiden Mengen mit Verkniipfung Monoide, so
verstehen wir unter einem Monoidhomomorphismus einen Homomorphismus
von Mengen mit Verkniipfung, der das neutrale Element auf das neutrale Element
abbildet. Gegeben Monoide M und N bezeichnen wir die Menge aller Monoid-
homomorphismen von M nach N mit

Mon(M, N) := {p € Mag(M, N) | p(err) = en}

Beispiel 1.3.3.5. Gegeben Monoide M, N kann Mon(M, N) C Mag(M, N) eine
echte Teilmenge sein. Zum Beispiel ist die Abbildung (Z,+) — (Z, -), die jede
ganze Zahl auf die Null wirft, ein Homomorphismus von Mengen mit Verkniip-
fung, aber kein Monoidhomomorphismus.

1.3.3.6. Gegeben ein Monoid M und eine Gruppe G gilt stets Mag(M,G) =
Mon (M, G). Jeder Homomorphismus ¢ von Mengen mit Verkniipfung von einem
Monoid in eine Gruppe bildet also das neutrale Element auf das neutrale Element
ab. In der Tat folgt das aus ¢(e) = p(e-e) = p(e) - p(e) durch Kiirzen. Einen Ho-
momorphismus zwischen zwei Gruppen, in Formeln eine Abbildung ¢ : H — G
mit p(ab) = p(a)p(b) fir alle a,b € H, nennen wir einen Gruppenhomomor-
phismus. Gegeben Gruppen H und G bezeichnen wir die Menge aller Gruppen-
homomorphismen von H nach G mit

Grp(H, G)

Die neue Notation hat gegeniiber den beiden bereits eingefiihrten alternativen No-
tationen Mag(H, G) und Mon(H, G) den Vorteil, uns daran zu erinnern, daf} wir
es mit Gruppen zu tun haben.
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Definition 1.3.3.7. Ein Isomorphismus ist ein Homomorphismus ¢ mit der Ei-
genschaft, da3 es einen Homomorphismus % in die Gegenrichtung gibt derart, dafl
beide Kompositionen 1)o¢ und ¢o die Identitit sind. Zwei Gruppen oder Monoi-
de oder Magmas heiflen isomorph, wenn es zwischen ihnen einen Isomorphismus
gibt.

1.3.3.8. Die Terminologie kommt von griechisch ,,iopen® fiir ,,Gestalt, Struk-
tur* und griechisch ,,opocc fiir ,,gleich, dhnlich®. Auf deutsch konnte man statt
Homomorphismus auch ,,strukturerhaltende Abbildung* sagen. Das Wort ,,Iso-
morphismus* wird analog gebildet mit griechisch ,,.o0¢* fiir ,,gleich®.

1.3.3.9. In den Fillen der obigen Definition ist offensichtlich jeder bijektive Ho-
momorphismus bereits ein [somorphismus. Im weiteren Verlauf dieser Vorlesun-
gen werden ihnen aber auch Arten von Homomorphismen begegnen, fiir die das
nicht mehr richtig oder nicht einmal eine sinnvolle Aussage ist. Der erste derartige
Fall wird Thnen in diesen Vorlesungen in 2.1.4.8 begegnen: Im Kontext geordne-
ter, noch genauer gesagt, partiell geordneter Mengen muf} eine bijektive monoton
wachsende Abbildung keineswegs ein ,,Jsomorphismus von geordneten Mengen*
sein alias eine monoton wachsende Umkehrabbildung besitzen.

Erginzung 1.3.3.10. Den Begriff eines Homomorphismus verwendet man auch
im Fall von Mengen ohne Verkniipfung: Unter einem Homomorphismus von
Mengen versteht man schlicht eine Abbildung, unter einem Isomorphismus von
Mengen eine Bijektion.

Beispiel 1.3.3.11 (Gruppen mit hochstens zwei Elementen). Je zwei Gruppen
mit genau einem Element sind isomorph und es gibt zwischen ihnen genau einen
Isomorphismus. Je zwei Gruppen mit genau zwei Elementen sind isomorph und es
gibt zwischen ihnen genau einen Isomorphismus, der eben das neutrale Element
auf das neutrale Element wirft und das nichtneutrale Element auf das nichtneutrale
Element.

Beispiel 1.3.3.12 (Dreielementige Gruppen). Je zwei Gruppen mit genau drei
Elementen sind isomorph und es gibt zwischen ithnen genau zwei Isomorphismen.
Um das zu sehen, beschreiben wir eine endliche Menge mit Verkniipfung durch ih-
re Verkniipfungstabelle, die im Fall einer Gruppe auch Gruppentafel heif3t. Zum
Beispiel bilden diejenigen Permutationen der Menge {1, 2, 3}, die nicht genau
eines unserer drei Elemente festhalten, unter der Hintereinanderausfiihrung eine
Gruppe mit der Gruppentafel

S [y |y

I
I || =]
N RS
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Bei einer Gruppentafel muf3 nach der Kiirzungsregel 1.3.2.16 in jeder Spalte und
in jeder Zeile jedes Element genau einmal vorkommen. Man sieht so recht leicht,
daB jede weitere Gruppe GG mit genau drei Elementen zu der durch die obige Ver-
kniipfungstafel gegebenen Gruppe isomorph sein muf3. Anschaulich denke ich mir
diese Gruppe meist als die Gruppe aller Drehungen der Ebene, die ein gleichseiti-
ges Dreieck in sich selbst iiberfithren. Der Nachweis, da3 es zwischen je zwei drei-
elementigen Gruppen genau zwei Isomorphismen gibt, sei dem Leser zur Ubung
iberlassen.

Beispiel 1.3.3.13 (Vierelementige Gruppen). Man sieht durch die Untersuchung
von Verkniipfungstafeln recht leicht, daf es bis auf Isomorphismus hochstens zwei
vierelementige Magmas mit neutralem Element gibt, in denen die Kiirzungsregeln
gelten in dem Sinne, daB in jeder Zeile und Spalte der Verkniipfungstafel jedes
Element genau einmal vorkommt. Durch Betrachtung der nebenstehenden Bilder
oder Interpretation als spezielle Permutationen einer geeigneten endlichen Menge
iiberzeugt man sich auch leicht, daf} diese Magmas sogar Gruppen sind, die sich
dadurch unterscheiden, ob jedes Element sein eigenes Inverses ist oder nicht. Sie
heiBen im ersten Fall die Klein’sche Vierergruppe und im zweiten Fall die vier-
elementige zyklische Gruppe. Man mag zur Ubung zeigen, dal es zwischen je
zwei Klein’schen Vierergruppen genau sechs Isomorphismen gibt und zwischen
zwei vierelementigen zyklischen Gruppen genau zwei [somorphismen.

Definition 1.3.3.14. Eine Teilmenge eines Monoids heilit ein Untermonoid, wenn
sie abgeschlossen ist unter der Verkniipfung und wenn sie zusitzlich das neutrale
Element enthilt.

Definition 1.3.3.15. Eine Teilmenge einer Gruppe heif3t eine Untergruppe, wenn
sie abgeschlossen ist unter der Verkniipfung und der Inversenbildung und wenn
sie zusétzlich das neutrale Element enthilt. Ist G eine multiplikativ geschriebene
Gruppe, so ist eine Teilmenge U C G also eine Untergruppe genau dann, wenn in
Formeln gilt: a,b € U = abce U,a € U = a~* € U sowie 1 € U.

Ergdnzung 1.3.3.16. Nach der reinen Lehre sollte eine Teilmenge eines Monoids
ein ,,Untermonoid* heiflen, wenn sie so mit der Struktur eines Monoids verse-
hen werden kann, daf} die Einbettung ein Monoidhomomorphismus wird. Nach
der reinen Lehre sollte ebenso eine Teilmenge einer Gruppe eine ,,Untergruppe
heillen, wenn sie so mit der Struktur einer Gruppe versehen werden kann, daf3
die Einbettung ein Gruppenhomomorphismus wird. Da diese Definitionen jedoch
fir Anwendungen erst aufgeschliisselt werden miissen, haben ich gleich die aut-
geschliisselten Fassungen als unsere Definitionen genommen und iiberlasse den
Nachweis der Aquivalenz zu den Definitionen nach der reinen Lehre dem Leser
zur Ubung.
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Die vier Symmetrien des Buchstabens H und des Sonnenrads, das wohl nicht
zuletzt auch wegen seiner Symmetriegruppe so unvermittelt an furchtbare Zeiten
der deutschen Geschichte erinnert.



68 KAPITEL 1. EINSTIMMUNG UND GRUNDBEGRIFFE

Beispiele 1.3.3.17. In jeder Gruppe ist die einelementige Teilmenge, die nur aus
dem neutralen Element besteht, eine Untergruppe. Wir nennen sie die trivia-
le Untergruppe. Ebenso ist natiirlich die ganze Gruppe stets eine Untergruppe
von sich selber. Unsere kleinen Gruppen von eben lassen sich formal gut be-
schreiben als Untergruppen von Permutationsgruppen. Stellt man eine Permutati-
on o der Menge {1,2,...,n} dar, indem man o(1)c(2)...o(n) hintereinander-
schreibt — bei n < 9 mag das angehen — so ist unsere dreielementige Gruppe
die Untergruppe {123,231,312} der entsprechenden Permutationsgruppe, oder
ganz pedantisch isomorph dazu, unsere Klein’sche Vieregruppe die Untergrup-
pe {1234, 2143, 4321, 3412} der entsprechenden Permutationsgruppe und unsere
vierelementige zyklische Gruppe die Untergruppe {1234, 4123, 3412, 2341}.

Erginzung 1.3.3.18. Eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung heiflit auch
eine Halbgruppe. Gegeben Halbgruppen A und B schreiben wir Halb( A, B) statt
Mag(A, B) fiir die Menge aller mit der Verkniipfung vertriaglichen Abbildungen
von A nach B, als da heif3t, aller Halbgruppenhomomorphismen. Wieder hat
diese Notation den Vorteil, uns daran zu erinnern, da3 wir es mit Halbgruppen
zu tun haben. Fiir jede Halbgruppe A liefert dann die Vorschrift ¢ — (1) eine
Bijektion
Halb(NZl, A) = A

Hierbei fassen wir N>, vermittels der Addition als Halbgruppe auf. Ein formaler

Beweis muf} auf eine formale Definition der natiirlichen Zahlen warten und ist in
2.4.2 .4 enthalten.

Ergdnzung 1.3.3.19. Betrachten wir die Menge M ,,aller moglichen Klammerun-
gen von einem oder mehr Symbolen* im Sinne von 1.3.1.10 und darauf die durch
,Hintereinanderschreiben‘ erkldrte Verkniipfung sowie das Element * € M, das
die einzig mogliche Verklammerung von einem einzigen Symbol meint, so liefert
fiir jedes Magma X die Vorschrift ¢ +— ¢(x) eine Bijektion

Mag(M, X) = X

Ubungen

Ubung 1.3.3.20 (Injektivitit und Kern). Gegeben ein Gruppenhomomorphismus
oder allgemeiner ein Monoidhomomorphismus ¢ : G — H erkldrt man den Kern
von ¢ als das Urbild des neutralen Elements, in Formeln

kerp:={g € G |p(g) = e}

Man zeige, dall ker ¢ stets eine Untergruppe beziehungsweise ein Untermonoid
von ( ist. Man zeige weiter, dal im Gruppenfall ¢ genau dann injektiv ist, wenn
sein Kern nur aus dem neutralen Element besteht.
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Ubung 1.3.3.21. Das Bild eines Monoids unter einem Monoidhomomorphismus
ist stets ein Untermonoid. Das Urbild eines Untermonoids unter einem Monoid-
homomorphismus ist stets eine Untermonoid.

Ubung 1.3.3.22. Das Bild einer Untergruppe unter einem Gruppenhomomorphis-
mus ist stets eine Untergruppe. Das Urbild einer Untergruppe unter einem Grup-
penhomomorphismus ist stets eine Untergruppe.

Ubung 1.3.3.23. Gegeben eine Menge Z ist das Bilden des Komplements ein
Monoidhomomorphismus (P(Z),N) — (P(Z),U).

Ubung 1.3.3.24. Die Multiplikation mit 5 ist ein Gruppenhomomorphismus von
additiven Gruppen (5-) : Z — Z.

Ubung 1.3.3.25 (Induzierte Verkniipfung). Sei (X, T) eine Menge mit Verkniip-
fung. Gegeben eine Injektion U — X gibt es hochstens eine Verkniipfung auf U
derart, da} unsere Injektion ein Homomorphismus ist. Wenn es solch eine Ver-
kniipfung gibt, heilt unsere Injektion an die Verkniipfung angepalBit und die
fragliche Verkniipfung auf U die auf U induzierte Verkniipfung. Die Einbettung
einer Teilmenge ist genau dann angepal3t, wenn unsere Teilmenge abgeschlossen
ist unter der Verkniipfung im Sinne von 1.3.1.4. Die Eigenschaften der Assoziati-
vitdt und Kommutativitit iibertragen sich auf die induzierte Verkniipfung.

Ubung 1.3.3.26 (Koinduzierte Verkniipfung). Sei (X, T) eine Menge mit Ver-
kniipfung. Gegeben eine Surjektion X — () gibt es hochstens eine Verkniipfung
auf () derart, da3 unsere Surjektion ein Homomorphismus ist. Wenn es solch eine
Verkniipfung gibt, heilit unsere Surjektion an die Verkniipfung angepaBt und
die fragliche Verkniipfung auf () die auf () koinduzierte Verkniipfung. Zum
Beispiel ist die Surjektion N — {0, 1,...,9}, die jeder Zahl die letzte Ziffer ihrer
Dezimaldarstellung zuordnet, angepalit sowohl an die Addition als auch an die
Multiplikation. Mehr dazu in 2.5.2.4.

Ubung 1.3.3.27 (Eigenschaften einer koinduzierten Verkniipfung). Die Eigen-
schaften der Assoziativitit und Kommutativitit {ibertragen sich auf die koindu-
zierte Verkniipfung. Das Bild des Einselements ist ein Einselement fiir die koin-
duzierte Verkniipfung, das Bild des Inversen ein Inverses. Jede koinduzierte Ver-
kniipfung zu einer angepaBten Surjektion von einer Gruppe auf eine Menge macht
besagte Menge zu einer Gruppe.

Ergiinzende Ubung 1.3.3.28 (Universelle Eigenschaft der natiirlichen Zahlen).
Man zeige, dab fiir jedes Monoid M die Vorschrift ¢ — ¢(1) eine Bijektion

Mon(N, M) = M

liefert. Ein Monoidhomomorphismus vom additiven Monoid der natiirlichen Zah-
len in ein beliebiges weiteres Monoid ist also in Worten festgelegt und festlegbar
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durch das Bild des Elements 1 € N. Hinweis: Man erinnere 1.3.1.20. Wenn man
es ganz genau nimmt, muf} man fiir diese Ubung die formale Einfiihrung der na-
tiirlichen Zahlen 2.4.2.4 abwarten.

Ubung 1.3.3.29 (Universelle Eigenschaft der ganzen Zahlen). Man zeige, da3
fiir jede Gruppe G die Vorschrift ¢ — ¢(1) eine Bijektion

Grp(Z,G) > G

liefert. Ein Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe der ganzen Zah-
len in irgendeine weitere Gruppe ist also in Worten festgelegt und festlegbar durch
das Bild des Elements 1 € Z. Hinweis: Man erinnere 1.3.2.11. Man beachte, daf}
die 1 nicht das neutrale Element der Gruppe Z meint, die hier vielmehr als additive
Gruppe zu verstehen ist. Man gebe explizit den Gruppenhomomorphismus Z — Z
mit 1 — 5 an. Man gebe explizit den Gruppenhomomorphismus Z — Q\{0} mit
1 — 5 an. Wenn man es ganz genau nehmen will, mu8 man fiir diese Ubung die
formale Einfithrung der ganzen Zahlen 2.5.5.10 abwarten.

Ubung 1.3.3.30. Jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H vertauscht mit
Inversenbildung, in Formeln ¢(a™!) = (p(a))™! Va € G.

Ergiinzende Ubung 1.3.3.31. Gegeben eine Verkniipfung X x X — X, (z,y) —
xy auf einer Menge X erkldart man die opponierte Verkniipfung durch die Vor-
schrift (z,y) — yz. Oft schreibt man auch X°PP fiir die Menge X, versehen
mit der opponierten Verkniipfung, und z° fiir das Element = € X, aufgefal3t als
Element von X°PP. Das hat den Vorteil, da3 man sich das Verkniipfungssymbol
sparen kann, die Definition der opponierten Verkniipfung 146t sich schreiben als
y°z° = (xy)°. Man zeige: Gegeben eine Gruppe G liefert das Bilden des In-
versen stets einen Gruppenisomorphismus G°P? = @G, ¢° — ¢! zwischen der
opponierten Gruppe und der urspriinglichen Gruppe.

Ergiinzende Ubung 1.3.3.32. Jede Halbgruppe A kann man zu einem Monoid A
erweitern, indem man noch ein Element hinzunimmt und ihm die Rolle des neu-
tralen Elements zuweist. Fiir jedes weitere Monoid M liefert dann das Vorschalten
der Einbettung A — A eine Bijektion

Mon(A, M) = Halb(A, M)

Ubung 1.3.3.33. Eine Abbildung ¢ : G — H von Gruppen ist genau dann ein
Gruppenhomomorphismus, wenn ihr Graph I'(¢) C G x H eine Untergruppe des
Produkts ist.

Ubung 1.3.3.34. Jede Verkniipfung von Homomorphismen von Magmas ist wie-
der ein Homomorphismus von Magmas. Sind also in Formeln g : U — V und
f 'V — W Homomorphismen, so ist auch f o g : U — W ein Homomorphis-
mus.
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Ubung 1.3.3.35. Gegeben ein surjektiver Homomorphismus g : U — V' von Mag-
mas und eine Abbildung f : V' — W in ein weiteres Magma ist f genau dann ein
Homomorphismus, wenn die Verkniipfung fog: U — W ein Homomorphismus
ist. Gegeben ein injektiver Homomorphismus von Magmas f : V < W und eine
Abbildung g : U — V von einem weiteren Magma nach V' ist g genau dann ein
Homomorphismus, wenn die Verkniipfung f o g : U — W ein Homomorphismus
ist.

1.3.4 Korper im Sinne der Algebra

1.3.4.1. Die algebraische Struktur eines Korpers wird den Hauptbestandteil unse-
res Axiomensystems fiir die reellen Zahlen in ?? bilden. Gleichzeitig bildet sie die
Grundlage fiir die Modellierung des Raums unserer Anschauung in der linearen
Algebra.

Definition 1.3.4.2. Ein Korper (K, +,-) (englisch field, franzosisch corps) ist
eine Menge K mit zwei kommutativen assoziativen Verkniipfungen, genannt die
Addition + und die Multiplikation - des Korpers, derart dal} die folgenden drei
Bedingungen erfiillt sind:

1. (K,+) ist eine Gruppe, die additive Gruppe des Korpers;

2. Die vom neutralen Element der Addition O € K verschiedenen Elemen-
te von K bilden eine unter der Multiplikation abgeschlossene Teilmenge,
und diese Teilmenge K \{Ox} ist unter der Multiplikation ihrerseits eine
Gruppe, die multiplikative Gruppe des Korpers;

3. Es gilt das Distributivgesetz

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) Vabjce K

Beispiele 1.3.4.3. Ein erstes Beispiel ist der Korper der rationalen Zahlen (Q, +, -).
Ein anderes Beispiel ist der zweielementige Korper mit den durch die Axiome er-
zwungenen Rechenregeln, der fundamental ist in der Informatik. Die ganzen Zah-
len (Z, +, -) bilden keinen Korper, da (Z\{0}, -) keine Gruppe ist, da es nidmlich
in Z\{0} nur fiir 1 und —1 ein multiplikatives Inverses gibt. Es gibt keinen einele-
mentigen Korper, da das Komplement seines Nullelements die leere Menge sein
miiflite: Dies Komplement kann dann aber unter der Multiplikation keine Gruppe
sein, da es eben kein neutrales Element haben konnte.

Erginzung 1.3.4.4 (Ursprung der Terminologie). Der Begriff , Korper ist in
diesem Zusammenhang wohl zu verstehen als ,,besonders gut unter den verschie-
densten Rechenoperationen abgeschlossener Zahlbereich®, in Analogie zu geo-
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metrischen Korpern wie Kugeln oder Zylindern, die man entsprechend als ,,be-
sonders gut in sich geschlossene Bereiche des Raums* ansehen konnte. Die Be-
zeichnung als ,,Distributivgesetz‘ riithrt daher, da3 uns dieses Gesetz erlaubt, beim
Multiplizieren eines Elements mit einer Summe den ,,Faktor auf die Summan-
den zu verteilen*. Das Wort ,distribution® fiir Verteilung von Nahrungsmitteln
und dergleichen auf Franzosisch und Englisch kommt von demselben lateinischen
Wortstamm, auf die auch unsere Bezeichnung ,,Distributivgesetz* zurtickgeht.

1.3.4.5 (Weglassen von Multiplikationssymbolen). Wenn wir mit Buchstaben
rechnen, werden wir meist ab := a - b abkiirzen. Das wire beim Rechnen mit
durch Ziffernfolgen dargestellten Zahlen wenig sinnvoll, da man dann nicht wis-
sen konnte, ob 72 nun als ,,Zweiundsiebzig* oder vielmehr als ,,Sieben mal Zwei*
zu verstehen sein soll. Beim Einsetzen von Zahlen fiir die Buchstaben miissen also
wieder Multiplikationssymbole eingefiigt werden.

Erganzung 1.3.4.6 (Weglassen von Additionssymbolen). In der Schule und au-
Berhalb der Mathematik ist es auch iiblich, 1 4+ 3 mit 15 abzukiirzen und ,,An-
derthalb Stunden* zu sagen oder ,,Dreieinviertel Pfund®. In diesem Fall wird al-
so ein Additionssymbol weggelassen. Das ist jedoch in der hoheren Mathema-
tik nicht tiblich. In der gesprochenen Sprache ist es ja noch viel merkwiirdiger:
Neunzehnhundertvierundachzig versteht jeder, in Symbolen geschrieben sieht 9
10 100 4 4 80 dahingegen ziemlich sinnlos aus, und statt der iiblichen Interpretati-
on ((9410)100)+4+80 wiren durchaus auch andere Interpretationen denkbar. In
der gesprochenen Sprache scheint eher eine Konvention befolgt zu werden, nach
der die Operationen der Reihe nach auszufiihren sind wie bei einem Taschenrech-
ner, wobei eine Multiplikation gemeint ist, wenn die zuerst genannte Zahl die
Kleinere ist, und eine Addition, wenn sie die Grofere ist. Nur die Zahlen von
13 bis 19 scheinen dieser Regel nicht zu gehorchen. Kein Wunder, wenn es Erst-
klasslern schwer fallt, sich den Zahlenraum zu erschlieBen, wenn sie zuvor dieses
Dickicht von Konventionen durchdringen miissen.

1.3.4.7 (Punkt vor Strich). Wir vereinbaren zur Vermeidung von Klammern die
Regel ,,Punkt vor Strich®, so daB} also zum Beispiel unter zusétzlicher Beachtung
unserer Konvention des Weglassens von Multiplikationssymbolen, in diesem Fall
das Weglassen des Punktes, das Distributivgesetz kiirzer in der Form a(b + ¢) =
ab + ac geschrieben werden kann.

1.3.4.8 (Multiplikation mit Null). In jedem Korper K gilt a0 = 0 Va € K.
Man folgert das aus a0y + a0 = a(0x + O ) = a0 durch Hinzuaddieren von
—(a0g) auf beiden Seiten. Fiir das neutrale Element der multiplikativen Gruppe
des Korpers vereinbaren wir die Bezeichnung 1. Nach dem Vorhergehenden gilt
1xb = b auch fiir b = Ok, mithin fiir alle b € K. Folglich ist (&, -) ein Monoid
mit neutralem Element 1 und der Menge aller von Null verschiedenen Elemente
als Gruppe der invertierbaren Elemente, in Formeln K\{0Ox} = K*.
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1.3.4.9 (Binomische Formel). Fiir alle a,b in einem Korper K und alle n > 0
gilt die binomische Formel

oo =3 (Do

v=0

Um das einzusehen priift man, daB3 wir bei der Herleitung nach 1.1.1.23 nur Kor-
peraxiome verwandt haben. Man beachte hierbei unsere Konvention 0% = 1x
aus 1.3.1.17, angewandt auf das Monoid (X, -) in Verbindung mit der notationel-
len Konvention auf Seite 61. Die Multiplikation mit den Binomialkoeffizienten
in dieser Formel ist zu verstehen als wiederholte Addition im Sinne der Bezeich-
nungskonvention na auf Seite 61, angewandt auf den Spezialfall der additiven
Gruppe unseres Korpers.
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Lemma 1.3.4.10 (Folgerungen aus den Korperaxiomen). In jedem Korper K
gelten die folgenden Aussagen und Formeln:

1.

Lo N S W A N

ab=0x = (a=0goderb=_0g);
—a=(—1lg)a Ya€ K;

—1g)(—1k) = 1k;

—a)(=b)=ab Va,be K;

= ¢ fiirallea,c € K und b,d € K*;

5o =1 fiirallea € K undb,c € K*;

24 <= % fiiralle a,c € K und b,d € K*;

m(ab) = (ma)b fiir alle m € Z und a,b € K.

Beweis. 1. In der Tat folgt aus (a # Ox und b # Ok ) schon (ab # Ok ) nach

den Korperaxiomen.

. Inder Tat gilta+(—1K)a = 1KCL+<—1K)0, = (1K+(—1K)>CL = OKCL = OK,

und —a ist ja gerade definiert als das eindeutig bestimmte Element von /K
mit der Eigenschaft a + (—a) = O.

. In der Tat gilt nach dem Vorhergehenden (—1x)(—1x) = —(—1x) = 1.

Um das nachzuweisen ersetzen wir einfach (—a) = (—1x)a und (—b) =
(—1k)bund verwenden (—1x)(—1g) = 1.

. Das ist klar.
. Das ist klar.

. Das wird bewiesen, indem man die Briiche auf einen Hauptnenner bringt

und das Distributivgesetz anwendet.

. Das folgt durch wiederholtes Anwenden des Distributivgesetzes.

]

1.3.4.11 (Minus mal Minus gibt Plus). Die Frage, wie das Produkt zweier ne-
gativer Zahlen zu bilden sei, war lange umstritten. Mir scheint der vorhergehende
Beweis das iliberzeugendste Argument fiir ,,Minus mal Minus gibt Plus* : Es sagt
salopp gesprochen, dal man diese Regel vereinbaren muf3, wenn man beim Rech-
nen das Ausklammern ohne alle Einschrinkungen erlauben will.
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1.3.4.12 (Ganze Zahlen und allgemeine Korper). Fiir jeden Korper K und
n € 7 setzen wir ng = n* 1 = nlg in unserer Notation 1.3.2.10 beziehungs-
weise ihrer fiir additiv notierte Monoide vereinbarten Abkiirzung. Nach der ersten
Iterationsregel in 1.3.2.11 gilt stets (n + m)x = nx + mx und aus dem Distri-
butivgesetz folgt leicht ng - a = n'a oder abgekiirzt nxa = na fiir alle n € Z
und @ € K. Mit der zweiten Iterationsregel in 1.3.2.11 folgt fiir alle m,n € Z die
Identitdt nxmy = (nm)g iiber die Gleichungskette

ng-mg =n"mg=nT(mlg) = (nm)T g = (nm)g
Oft schreibt man deshalb kurz n, wenn eigentlich nx gemeint ist, und insbeson-
dere kiirzt man eigentlich immer O ab durch 0 und 1x durch 1. Man beachte
jedoch, daB fiir verschiedene ganze Zahlen n # m durchaus nx = my gelten
kann: Ist etwa K ein Korper mit zwei Elementen, so gilt nx = O fiir gerades n
und nx = 1g fiir ungerades n. Vom hoheren Standpunkt wird das alles nochein-
mal in 2.5.1.11 diskutiert werden.

Ergdnzung 1.3.4.13. Den Begriff eines Homomorphismus verwendet man bei
Mengen mit mehr als einer Verkniipfung analog. Zum Beispiel ist ein Korperho-
momorphismus ¢ von einem Korper K in einen Korper L definiert als eine Ab-
bildung ¢ : K — L derart, daf gilt ¢(a+b) = ¢(a)+¢(b) und p(ab) = ¢(a)p(b)
fir alle a,b € K und ¢(1) = 1. Die Bedingung (1) = 1 ist nur nétig, um
den Fall der Nullabbildung auszuschlieen. In anderen Worten mag man einen
Koérperhomomorphismus auch definieren als eine Abbildung, die sowohl fiir die
Addition als auch fiir die Multiplikation ein Monoidhomomorphismus ist. Un-
ter einem Korperisomorphismus verstehen wir wieder einen Kérperhomomor-
phismus ¢ mit der Eigenschaft, dal es einen Kérperhomomorphismus v in die
Gegenrichtung gibt mit ¢ o ¢ = id und ) o ¢ = id. Wieder ist jeder bijektive
Korperhomomorphismus bereits ein Korperisomorphismus.

Ubungen

Ubung 1.3.4.14. Ist K ein Korper derart, daB es kein x € K gibt mit 22 = —1,
so kann man die Menge K x K = K? zu einem Ko6rper machen, indem man die
Addition und Multiplikation definiert durch

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (c,d) = (ac—bd,ad+ bc)

Die Abbildung K — K2, a — (a,0) ist dann ein Korperhomomorphismus. Kiir-
zen wir (a,0) mit ¢ ab und setzen (0,1) = i, so gilti* = —1 und (a,b) = a + bi
und die Abbildung a + bi — a — bi ist ein Kérperisomorphismus K2 = K2,
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1.3.4.15. Auf die in der vorhergehenden Ubung 1.3.4.14 erklirte Weise konnen
wir etwa aus dem Korper X' = R der ,,reellen Zahlen*, sobald wir ihn kennen-
gelernt haben, direkt den Korper C der komplexen Zahlen konstruieren. Unser
Korperisomorphismus gegeben durch die Vorschrift a 4+ 01 — a — b1 hei3it in die-
sem Fall die komplexe Konjugation und wird auch z — Z notiert. Man beachte,
wie miihelos das alles in der Sprache der Mengenlehre zu machen ist. Als die
komplexen Zahlen erfunden wurden, gab es noch keine Mengenlehre und beim
Rechnen beschrinkte man sich auf das Rechnen mit ,,reellen* Zahlen, ja selbst
das Multiplizieren zweier negativer Zahlen wurde als eine fragwiirdige Operation
angesehen, und das Ziehen einer Quadratwurzel aus einer negativen Zahl als eine
rein imagindre Operation. In gewisser Weise ist es das ja auch geblieben, aber die
Mengenlehre liefert eben unserer Imagination eine wunderbar prizise Sprache, in
der wir uns auch iiber imaginierte Dinge unmif3verstdndlich austauschen konnen.
Man kann dieselbe Konstruktion auch allgemeiner durchfiihren, wenn man statt
—1 irgendein anderes Element eines Korpers K betrachtet, das kein Quadrat ist.
Noch allgemeinere Konstruktionen zur ,,Adjunktion hoherer Wurzeln* oder sogar
der ,,Adjunktion von Nullstellen polynomialer Gleichungen* konnen Sie in der
Algebra kennenlernen, vergleiche etwa ??. In 2.4.1 diskutieren wir die komple-
xen Zahlen ausfiihrlicher.

Ergiinzende Ubung 1.3.4.16. Ein Kdrperhomomorphismus ist stets injektiv.

1.3.5 Aufbau des Zahlensystems*
1.3.5.1. Der Aufbau des Zahlensystems

NcZcQcRcC

erscheint in diesem Text nur in einer Abfolge von Nebenbemerkungen und soll an
dieser Stelle zusammenfassend dargestellt werden.

1. Die Konstruktion der natiirlichen Zahlen N aus Grundbegriffen der Men-
genlehre diskutiere ich in 2.4.2.4. Kurz wurde das auch schon in 1.2.3.38
angerissen. Eine vollstindig iiberzeugende Diskussion dieser Struktur ist
meines Erachtens nur im Rahmen der Logik moglich.

2. Die Konstruktion der ganzen Zahlen Z aus den natiirlichen Zahlen N, ja
der einhiillenden Gruppe eines beliebigen kommutativen Monoids wird in
2.5.5.10 erklart. Nach ?? gibt es dann genau eine Multiplikation auf Z, die
unsere Multiplikation auf N fortsetzt und Z zu einem Ring macht.

3. Die Konstruktion des Korpers der rationalen Zahlen Q aus dem Integri-
tatsbereich der ganzen Zahlen Z, ja des Quotientenkorpers eines beliebigen
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kommutativen Integritdtsbereichs wird in 2.5.6.2 ausgefiihrt. Die Anord-
nung auf Q diirfen Sie selbst in 2.5.6.18 konstruieren.

4. Die Konstruktion des angeordneten Korpers der reellen Zahlen R aus dem
angeordneten Korper der rationalen Zahlen Q wird zur Beginn der Analysis
in ?? erklért.

5. Die Konstruktion des Korpers der komplexen Zahlen C aus dem Korper der
reellen Zahlen R wurde in 1.3.4.14 angerissen und wird in 2.4.1 ausfiihrli-
cher behandelt.

1.3.5.2 (Gewinne und Verluste beim Aufbau des Zahlensystems). Oft wird der
Aufbau des Zahlensystems als eine Geschichte immer neuer Gewinne erzéhlt:
Beim Ubergang von N zu Z gewinnt man die Losbarkeit aller Gleichungen des
Typs a + = = b, beim Ubergang von Z zu Q die Losbarkeit aller Gleichungen des
Typs ax = b fiir a # 0, beim Ubergang von Q zu R die Losbarkeit aller Gleichun-
gen des Typs % = b fiir a, b > 0, und nach Ubergang von R zu C besitzen sogar
alle nichtkonstanten Polynome Nullstellen. Hier ist nur anzumerken, dal man die
Losbarkeit aller Gleichungen des Typs x® = b fiir a,b > 0 auch schon in einem
abzdhlbaren Unterkorper von R erreichen konnte und dal} der eigentliche Grund
fiir den Ubergang zu R analytischer Natur ist: Man gewinnt so den Zwischenwert-
satz, den wir in ?? besprechen werden. Man kann den Aufbau des Zahlensystems
aber auch als eine Geschichte immer neuer Verluste erzihlen: Beim Ubergang von
N zu Z verliert man die Existenz eines kleinsten Elements, beim Ubergang von
Z zu Q die Existenz unmittelbarer Nachfolger, beim Ubergang von Q zu R die
Abzihlbarkeit, und beim Ubergang von R zu C die Anordnung. Man kann so-
gar noch weiter gehen zum Schiefkorper der sogenannten Quaternionen H D C
aus 2.5.7.3, dabei verliert man die Kommutativitit der Multiplikation, oder sogar
zu den sogenannten Oktaven O D H aus ??, bei denen die Multiplikation nicht
einmal mehr assoziativ ist.

1.3.6 Boole’sche Algebren*

Definition 1.3.6.1. Eine Boole’sche Algebra ist ein Tripel (B, A, V) bestehend
aus einer Menge mit zwei assoziativen kommutativen Verkniipfungen derart, daf3
gilt:

1. Mit jeder unserer Verkniipfungen wird B ein Monoid. Man notiert 1 das
neutrale Element zu A und 0 das neutrale Element zu V;

2. Jede unserer beiden Verkniipfungen ist ,.distributiv iiber der Anderen®, in
Formelna A (bVe¢) = (aAb)V(aAc)undaV (bAc) = (aVb)A(aVc);
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3. Zujedem a € B existiert c € Bmita A c = 0Ound a V ¢ = 1. Man zeigt
miihelos, da3 dies Element c durch a eindeutig bestimmt ist, und notiert es
c = —a.

Ein Homomorphismus von Boole’schen Algebren ist eine Abbildung, die fiir
beide Monoidstrukturen ein Homomorphismus von Monoiden ist. Gegeben Boo-
le’sche Algebren B, C' notieren wir Boole(B, C') die Menge aller Homomorphis-
men von B nach C.

1.3.6.2. Ein typisches Beispiel einer Boole’schen Algebra erhilt man, wenn man
fiir eine beliebige Menge X das Tripel (Pot(X),N,U) bestehend aus ihrer Po-
tenzmenge mit den Operationen Schnitt und Vereinigung betrachtet. In dieser Si-
tuation haben wir 1 = X und 0 = () und A = X\ A die Komplementmenge.
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1.4 Zur Darstellung von Mathematik*

1.4.1 Herkunft einiger Symbole

1.4.1.1. Ich habe versucht, etwas iiber die Herkunft einiger mathematischer Sym-
bole in Erfahrung zu bringen, die schon aus der Schule selbstverstiandlich sind.

1.4.1.2. Das Pluszeichen + ist wohl ein Auschnitt aus dem Symbol &, das hinwie-
derum enstanden ist durch Zusammenziehen der beiden Buchstaben im Wortchen
,,et, lateinisch fiir ,,und®.

1.4.1.3. Die Dezimaldarstellung der natiirlichen Zahlen kam Mitte des vorigen
Jahrtausends aus Indien iiber die Araber nach Italien. Bis dahin rechnete man
in Europa in romischer Notation. Sie miissen nur versuchen, in dieser Notation
zwei groflere Zahlen zu multiplizieren, um zu ermessen, welchen wissenschaft-
lichen und auch wirtschaftlichen Fortschritt der Ubergang zur Dezimaldarstel-
lung bedeutete. Das Beispiel der Dezimaldarstellung zeigt in meinen Augen auch,
wie entscheidend das sorgfiltige Einbeziehen trivialer Spezialfille, manchmal als
., Theorie der leeren Menge* verspottet, fiir die Eleganz der Darstellung mathema-
tischer Sachverhalte sein kann: Sie wurde ja eben dadurch erst ermdoglicht, dal
man ein eigenes Symbol fiir ,,gar nichts* erfand! Ich denke, da} der Aufbau ei-
nes effizienten Notationssystems, obwohl er natiirlich nicht denselben Stellenwert
einnehmen kann wie die Entwicklung mathematischer Inhalte, dennoch in der
Lehre ein wichtiges Ziel sein muB3. In diesem Text habe ich mir die grofite Miihe
gegeben, unter den gebrduchlichen Notationen diejenigen auszuwihlen, die mir
am sinnvollsten schienen, und sie soweit wie moglich aufzuschliisseln. Wo es mir
sinnvoll schien, habe ich auch nicht gezdgert, neue Notationen einzufiihren.

1.4.1.4. Das Wort von der ,,Theorie der leeren Menge* scheint auf Carl Ludwig
Siegel zuriickzugehen, der einmal gesagt haben soll: ,Ich habe Angst, dass die
Mathematik vor dem Ende des Jahrhunderts zugrunde geht, wenn dem Trend nach
sinnloser Abstraktion — die Theorie der leeren Menge, wie ich es nenne — nicht
Einhalt geboten wird*.

1.4.1.5. Die Herkunft der logischen Symbole 3 und V als umgedrehte E und A
haben wir bereits in 1.2.4.4 erwéhnt. Sie wurden von Cantor in seiner Mengen-
lehre zuerst verwendet. Die Symbole R, Q, N, Z wurden friiher als fette Buchsta-
ben gedruckt und zunéchst nur beim Tafelanschrieb in der hier gegebenen Gestalt
wiedergegeben, da man fetten Druck an der Tafel nicht gut darstellen kann.

1.4.2 Grundsitzliches zur Formulierung

1.4.2.1 (Redundanz). Es scheint mir wichtig, sich beim Schreiben iiber Mathe-
matik immer vor Augen zu halten, daf} die mathematische Terminologie und For-
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melsprache sehr wenig Redundanz aufweisen. Auch kleinste Fehler oder Unge-
nauigkeiten konnen dadurch schon zu den grof3ten Mi3verstdndnissen fiithren. Ich
pladiere deshalb dafiir, die Redundanz kiinstlich zu erhohen und nach Moglich-
keit alles dreimal zu sagen: Einmal in mathematischer Terminologie, einmal in
Formeln, und dann noch einmal in weniger formellen Worten und mit Bildern.

1.4.2.2 (Versprachlichung). Ich halte es fiir ebenso wichtig wie delikat, den ma-
thematischen Inhalten griffige Bezeichnungen zu geben. Wir wollen uns ja auch
mit anderen Mathematikern unterhalten konnen, die nicht dasselbe Buch gele-
sen haben. Und selbst wenn ich nur mit mir und einem Buch beschiftigt bin und
bei einem Beweis, den ich gerade verstehen will, ganz prézise ,,Theorem 4.2 und
Lemma 3.7 zitiert werden, stort es mich: Ich muf blittern, bin abgelenkt, und es
bremst mein Verstehen. Dariiber hinaus kann ich mir auch Dinge viel besser mer-
ken, die griffige Bezeichnungen haben. Diese Bezeichnungen wirken bei mir wie
Garderobenhaken im Kopf, an denen ich meine Inhalte aufhingen und leichter
wiederfinden kann. Delikat ist, dal die Wahl einer Bezeichnung oft eine politi-
sche Dimension hat. Delikat ist weiter, da bei vielen {iblichen Bezeichnungen
verschiedene Varianten fiir ihre genaue Bedeutung im Umlauf sind. Ich versuche
beides nach bestem Wissen und Gewissen offenzulegen.

1.4.2.3 (Generalvoraussetzungen). Ich selber lese keineswegs immer Alles von
vorne bis hinten durch und merke mir das bereits Gelesene, sondern suche oft, um
nicht zu sagen meist, nur gezielt spezielle Resultate, und lese dazu eher diagonal.
Ich habe es deshalb vermieden, Generalvoraussetzungen einzustreuen, von der Art
,»von nun an bis zum Ende des Abschnitts sind alle unsere topologischen Riume
Hausdorff* und dergleichen. Wenn das einmal bei speziellen Themen zu umsténd-
lich werden sollte, will ich strikt die Regel befolgen, da3 Generalvoraussetzungen
fiir eine Gliederungsstufe entweder direkt nach der Uberschrift besagter Gliede-
rungsstufe stehen miissen, oder aber direkt vor dem Beginn des ersten Abschnitts
der nichsttieferen Gliederungsstufe, im Anschluf8 an die Vorrede, und dann als
eigener Abschnitt ,,Generalvoraussetzungen*.

1.4.2.4 (Definition-Aussage-Beweis). Das Schema Definition-Aussage-Beweis
scheint mir fiir die Darstellung von Mathematik sehr gut geeignet und auch zum
Lesen und Lernen dufBerst effektiv, wenn es richtig angewendet wird: Wenn ndm-
lich die Aussagen so formuliert werden, daf} ihre Aussagen auch fiir sich genom-
men schon sinnvoll und verstindlich sind, sofern man die entsprechenden Defini-
tionen parat hat. Dann kann man dieses Schema verstehen als eine Anleitung zum
diagonalen Lesen. Demselben Ziel dient die Abstufung der Aussagen durch die
Bezeichnung als Satz, Korollar, Proposition, Lemma und dergleichen: Sie soll
dem Leser zu erlauben, etwa durch Konzentration auf die Sitze eine schnelle
Orientierung iiber die wesentlichen Aussagen und Resultate zu gewinnen. Die-
se Form ersetzt zu einem gewissen Malle, was man im Deutschunterricht lernt.
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Ich empfehle, mathematische Texte und Vortridge nicht mit einer Gliederung zu
beginnen und auch nicht mit einem SchluBwort zu beenden, da das in Anbetracht
der in der Mathematik eh tiblichen Strukturierung durch das Schema ,,Definition-
Aussage-Beweis* leicht dazu fiihrt, daf} die strukturellen Elemente im Vergleich
zum eigentlichen Inhalt unverhéltnismifBig viel Raum einnehmen.

1.4.2.5 (Andere nummerierte Passagen). In diesem Text gibt es auch viele Pas-
sagen, die einfach nur nummeriert sind. Hier handelt es sich meist um kleinere
Aussagen mit Beweis, die mir fiir die ,,groBe Form‘ Definition-Satz-Beweis zu
unbedeutend oder zu offensichtlich schienen. Andere Textpassagen sind als Er-
gdnzung oder Erginzende Ubung ausgewiesen: Damit ist gemeint, daB sie im un-
mittelbaren Zusammenhang ohne Schaden iibersprungen werden kénnen, daf3 sie
jedoch aus dem vorhergehenden heraus verstindlich sein sollten. Wieder andere
Textpassagen sind als Vorschau oder Weiterfiihrende Ubung ausgewiesen: Damit
ist gemeint, daf} sie im unmittelbaren Zusammenhang ohne Schaden iibersprun-
gen werden konnen, und dall ihr Verstdndnis Kenntnisse voraussetzt, bei denen
nicht davon ausgehe, daf} sie dem Leser an der entsprechenden Stelle bereits zur
Verfiigung stehen.

1.4.2.6 (Satzzeichen in mathematischen Texten). Satzzeichen wie Punkt und
Komma stéren aus meiner Sicht die Asthetik von aus dem Text herausgestellten
Formeln. Ich will deshalb die Regel aufstellen und befolgen, daf eine aus dem
Text herausgestellte Formel stets mit einem nicht gedruckten Punkt dahinter zu
denken ist, wenn der Text mit ihr aufhort oder wenn es darunter mit einem Grof3-
buchstaben weitergeht. Ich werde den Fall vermeiden, daf} hinter eine aus dem
Text herausgestellte Formel nach den Regeln der Grammatik ein Komma gehort.

1.4.2.7 (Eigennamen in mathematischen Texten). Ich iibernehme aus dem Eng-
lischen den Apostroph bei Eigennamen und schreibe also zum Beispiel Zorn’sches
Lemma. In der deutschen Literatur sind stattdessen Kapitilchen iiblich, man schrieb
und schreibt etwa ZORNsches Lemma, aber diese Hervorhebung im Schriftbild
scheint mir ungebiihrlich viel Aufmerksamkeit zu binden.

1.4.3 Sprache und Mathematik

1.4.3.1. In diesem Abschnitt habe ich gesammelt, was mir beim Erkldren von
Mathematik und Schreiben iiber Mathematik besonders schwer fillt.

1.4.3.2 (Umgangssprache versus mathematische Fachsprache). Die mathema-
tische Terminologie widmet freimiitig Worte der Umgangssprache um und gibt
ihnen prizise mathematische Bedeutungen, die mal mehr und mal weniger zur
Ursprungsbedeutung verwandt sind. Man denke zum Beispiel an die Worte Men-
ge, Abbildung, Gruppe, Ring, Korper. Mit dem Adjektiv schmutzig betone ich,
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daBl ein Wort umgangssprachlich zu verstehen ist und nicht als ein Begriff der al-
lein auf Mengenlehre basierenden aseptisch steril perfekten Ideenwelt der reinen
Mathematik.

1.4.3.3. Im Gegensatz zu dem, was in der Schule im Deutschunterricht gelernt
wird, ist Wortwiederholung beim mathematischen Schreiben und Reden richtig
und wichtig.

1.4.3.4 (Erweiterung oder Zuspitzung durch Erginzungen). Bereits erklirte
Begriffe werden in der mathematischen Fachsprache durch Ergiinzungen mal spe-
zifiziert, mal abgeschwicht, und manchmal sogar beides zugleich. Der noch we-
nig informierte Leser kann nur schwer erraten, was im Einzelfall zutrifft. So ist
ein Primkorper etwas Spezielleres als ein Korper, ein Schiefkorper etwas Allge-
meineres, und ein Erweiterungskorper ,,etwas mit zusétzlichen Daten®. Ein lokal
kompakter Raum ist etwas allgemeineres als ein kompakter Raum. Eine universel-
le Uberlagerung ist etwas Spezielleres als eine Uberlagerung und eine verzweigte
Uberlagerung etwas Allgemeineres, das aber nur im Spezialfall von Flichen iiber-
haupt sinnvoll definiert ist. Ein BorelmaB ist etwas Spezielleres als ein Maf} und
ein signiertes Mal3 etwas Allgemeineres. Eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist etwas
Allgemeineres als eine Mannigfaltigkeit, eine glatte Mannigfaltigkeit dahingegen
eine spezielle Art von Mannigfaltigkeit, und ich konnte noch lange so fortfahren.

1.4.3.5 (Bestimmte und unbestimmte Artikel). Problematisch scheint mir in
mathematischen Texten die Verwendung bestimmter und unbestimmter Artikel,
und ich bin fast neidisch auf die russische Sprache, die diese Unterscheidung nicht
kennt. Sind mathematische Strukturen ,,eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus*, wie Gruppen mit zwei Elementen oder Mengen mit einem Element, so fllt
mir die Verwendung des bestimmten Artikels leicht. Hiufig sind mathematische
Strukturen jedoch nur ,,eindeutig bis auf nicht-eindeutigen Isomorphismus*: Etwa
Mengen mit fiinf Elementen, Gruppen mit drei Elementen, Vektorrdume gegebe-
ner Dimension iiber einem vorgegebenen Koper. Soll man dann den bestimmten
oder den unbestimmten Artikel verwenden? Hier ist die Terminologie uneinheit-
lich: Man sagt iiblicherweise ,.ein fiinfdimensionaler reeller Vektorraum, eine ab-
zahlbar unendliche Menge* aber ,,die euklidische Ebene, der Zerfillungskorper,
der algebraische AbschluB, die universelle Uberlagerung®, ohne daB ich dafiir trif-
tige Griinde ausmachen konnte. Vielleicht wire es eine gute Idee, fiir nur bis auf
nichteindeutigen Isomorphismus eindeutige mathematische Objekte die bestimm-
ten Artikel mit einer ,,abschwichenden Schlange* in der Form ,,dér, die, das* zu
verwenden.

1.4.3.6 (Existenz in Definitionen). Ich plidiere dafiir, in mathematischen Texten
die Formulierungen ,,Es existiert” und ,,Es gibt* ausschlieBlich in ihrer Bedeutung
als Quantoren zu verwenden, da es sonst leicht zu Miflverstindnissen kommen
kann. Insbesondere pléddiere ich sehr dafiir, diese Formulierungen zu vermeiden,
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wenn es in Definitionen um die Vorstellung der ,,Ausgangsdaten* geht. Die fol-
genden Beispiele mogen das illustrieren.

MiBverstéindlich: Eine Gruppe ist eine Menge, auf der es eine assoziative Ver-
kniipfung gibt derart, daf} es ein neutrales Element gibt und zu jedem Ele-
ment ein Inverses.

Klarer: Eine Gruppe ist eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung derart,
daf es ein neutrales Element gibt und zu jedem Element ein Inverses.

Pedantisch: Eine Gruppe ist ein Paar bestehend aus einer Menge und einer asso-
ziativen Verkniipfung auf dieser Menge derart, daf es ein neutrales Element
gibt und zu jedem Element ein Inverses.

In der Tat gibt es ja auf jeder nichtleeren Menge eine assoziative Verkniipfung,
die sie zu einer Gruppe macht. Eine Gruppe ist aber keineswegs eine Menge mit
gewissen Eigenschaften, sondern eine Menge mit Verkniipfung mit gewissen Ei-
genschaften. Das Ausgangsdatum bei dieser Definition ist in anderen Worten und
ganz pedantisch formuliert ein Paar bestehend aus einer Menge zusammen mit
mit einer Verkniipfung auf dieser Menge. Ich gebe zu, dall man auch die ,klare*
Definition falsch verstehen konnte, aber an dieser Stelle wiirde ich dieser Formu-
lierung wegen ihrer Kiirze doch der Vorzug gegeniiber der ,,pedantischen‘ Formu-
lierung einrdumen.

MiBverstindlich: Ein Korper heiit angeordnet, wenn es auf ihm eine Anord-
nung gibt derart, daB. ..

Klarer: Ein angeordneter Korper ist ein Korper mit einer Anordnung derart,
daB...

Pedantisch: Ein angeordneter Korper ist ein Paar bestehend aus einem Korper
mit einer Anordnung auf der ihm zugrundeliegenden Menge derart, daB. ..

Zur Verdeutlichung zum Abschlufl noch ein Beispiel, in dem die miBverstindliche
Formulierung die korrekte Formulierung einer anderen Eigenschaft ist:

MiBverstindlich: Eine Mannigfaltigkeit hei3t orientiert, wenn es auf ihr eine
Orientierung gibt.

Klarer: Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit mit einer Ori-
entierung.

Pedantisch: Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist ein Paar bestehend aus einer
Mannigfaltigkeit mit einer Orientierung auf unserer Mannigfaltigkeit.
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Hier ist die erste Formulierung in der Tat bei der iiblichen Interpretation von ,.es
gibt* als Quantor die Definition einer orientierbaren, nicht die einer orientierten
Mannigfaltigkeit.

1.4.3.7 (Kampf dem Index). Beim Schreiben von Mathematik in Formeln hat
man oft mit der Schwierigkeit zu kampfen, daf} die wesentliche Information sich
in Indizes verstecken will und die besonders wesentliche Information in Subindi-
zes. Dem gilt es bewul3t entgegenzuarbeiten.

1.4.4 Terminologisches zur leeren Menge*

Vorschau 1.4.4.1. Ich finde es oft schwierig, die leere Menge terminologisch kor-
rekt einzubinden. Das ist aber ebenso wichtig wie der Beckenrand beim Schwimm-
bad, den man ja auch beim Schwimmbadbau nicht wegldt, obwohl man nachher
nur im Wasser schwimmen will. Ich finde auch, dal das Bourbaki, den ich an sich
sehr schitze, oft miBlungen ist. Meine Konventionen sind wie folgt:

1. Die leere Menge ist nach ?? ein Intervall. So sind beliebige Schnitte von
Intervallen wieder Intervalle;

2. Die leere Menge ist nach 2.3.4.4 konvex. So sind beliebige Schnitte konve-
xer Mengen wieder konvex;

3. Die leere Menge ist nicht zusammenhédngend, da die Zusammenhangskom-
ponenten eines Raums seine maximalen zusammenhédngenden Teilmengen
sein sollten, und die Zahl der Zusammenhangskomponenten einer topolo-
gischen Summe die Summe der Zahlen der Zusammenhangskomponenten
der Summanden, vergleiche ??, ??. Das alles pal3t nur zusammen, wenn die
leere Menge aus Null Zusammenhangskomponenten besteht. Die zusam-
menhéngenden Teilmengen von R nun genau die nichtleeren Intervalle und
nur jede nichtleere konvexe Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen
affinen Raums ist zusammenhéngend;

4. Die Wirkung einer Gruppe G auf der leeren Menge ist nach ?? nicht transi-
tiv. Damit 146t sich jede G-Menge bis auf Reihenfolge und Isomorphismus
eindeutig als eine disjunkte Vereinigung von transitiven G-Mengen darstel-
len;

5. Die leere Menge ist nach 2.3.1.1 kein affiner Raum. Sie 148t ja nach der vor-
hergehenden Konvention auch keine transitive Operation eines Vektorraums
zu. Dal} damit der Schnitt zweier affiner Teilrdume nicht notwendig wieder
ein affiner Teilraum ist, nehme ich als kleineres Ubel in Kauf;
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6. Eine Abbildung von der leeren Menge in eine beliebige weitere Menge ist
konstant, aber nicht einwertig, vergleiche 1.2.3.9;



86 KAPITEL 1. EINSTIMMUNG UND GRUNDBEGRIFFE

1.5 Danksagung

Fiir Korrekturen und Verbesserungen danke ich Markus Junker, Dominic Maier,
Dimitri Guefack.



Kapitel 2

Lineare Algebra I

87



88 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA I

Die Bezeichnung ,,Algebra* kommt von arabisch ,,al-jabr®, das in der Medi-
zin das Wiedereinrenken eines Gelenks bezeichnete und in der Mathematik fiir
eine Umformung stand, die man heute das ,,Heriiberschaffen durch Subtraktion*
eines Terms von der einen auf die andere Seite einer Gleichung nennen wiirde. In
diesem Zusammenhang wurde wohl auch das Rechnen mit negativen Zahlen ent-
wickelt. Der im folgenden vorgestellte Teil der Algebra heilit ,,linear*, da das ein-
fachste der darin untersuchten Gleichungssysteme dem geometrischen Problem
entspricht, den Schnittpunkt zweier Geraden alias Linien zu bestimmen. Ich habe
mir bei der Darstellung die grofite Miihe gegeben, die abstrakte Sprache der Men-
genlehre und unsere rdumliche Anschauung zu einer Einheit zu fiigen, ohne dabei
die algorithmischen Aspekte zu kurz kommen zu lassen.
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2.1 Gleichungssysteme und Vektorraume

In diesem Abschnitt will ich aufzeigen, inwiefern uns die rdumliche Anschau-
ung beim Verstdandnis der Theorie linearer Gleichungssysteme helfen kann und in
welcher Weise die Theorie abstrakter Vektorriume eine Briicke zwischen diesen
beiden Begriffswelten schafft.

2.1.1 Losen linearer Gleichungssysteme
2.1.1.1. Ich erinnere aus 1.3.4.2 die Definition eines Korpers.

Definition 2.1.1.2. Ein Korper (K, +, -) ist eine Menge K mit zwei kommutati-
ven assoziativen Verkniipfungen, genannt die Addition + und die Multiplikation
- des Korpers, derart da3 die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

1. (K,+) ist eine Gruppe, die additive Gruppe des Korpers;

2. Die vom neutralen Element der Addition Ox € K verschiedenen Elemente
von K bilden eine unter der Multiplikation abgeschlossene Teilmenge und
diese Teilmenge K \{Of } ist unter der Multiplikation ihrerseits eine Grup-
pe, die multiplikative Gruppe des Korpers;

3. Es gilt das Distributivgesetz

a-(b+c)=(a-b)+(a-¢) Va,bjce K

Fordert man hier nicht die Kommutativitdt der Multiplikation und fordert zu-
sdtzlich das ,,Distributivgesetz fiir die Multiplikation von rechts” (b + ¢) - a =
(b-a)+ (c-a) Va,b,c € K, soheiBt unsere Struktur ein Schiefkorper.

2.1.1.3. Sei K ein Korper. Ich rate, zundchst einmal an den Korper K = Q der ra-
tionalen Zahlen oder den Korper X' = R der reellen Zahlen zu denken. Ich werde
im folgenden, weil ich selber meist an diese Fille denke, Elemente eines allgemei-
nen Korpers K auch oft als ,,Zahlen* bezeichnen. Gegeben seien n Gleichungen

in m Unbekannten alias Variablen x4, ..., x,, von der Gestalt
a1 + apTet+ ... FaimT, = b
a21T1 + A22To+ ... +0onTm = bg
An1T1 + ApaTot+ ... FApmTym = bn

Hierbei denken wir uns a;;,b; € K fest vorgegeben und x; € K gesucht. Der
in mathematischer Formelsprache geiibte Leser wird das bereits erkannt haben,
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X, + 33X, = 1
ZX,, + 2x, + XS = 2
Fx, + EX,+ X; =8

Ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten.

23—-/1?‘%‘-'-0
¢x + 224y + Z =0

Ein homogenes lineares Gleichungssystem, mit zwei Gleichungen und drei
Unbekannten, bei dem ich die Unbekannten statt mit x, xo, 3 zur Abwechslung
einmal z, y, z notiert habe. Es ist beim Rechnen meist sinnvoll, eine Notation mit

moglichst wenig Indizes zu verwenden.

Ox = A

Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit einer Gleichung und einer
Unbekannten und leerer Losungsmenge.
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denn es ist allgemeine Konvention, Buchstaben vom Anfang des Alphabets fiir
,,bekannte Unbestimmte* zu verwenden und Buchstaben vom Ende des Alphabets
fiir ,,gesuchte Unbestimmte*. Eine Gesamtheit von mehreren zu erfiillenden Glei-
chungen bezeichnet man als Gleichungssystem. Ein Gleichungssystem des obi-
gen Typs nennt man ein lineares Gleichungssystem. Linear heif3t es, weil darin
keine komplizierteren Ausdriicke in den Variablen wie Quadrate 2 oder Produk-
te von Variablen wie z1z2x3 vorkommen. Die a;; heilen in diesem und &hnlichen
Zusammenhingen Koeffizienten von lateinisch ,,coefficere™ fiir deutsch ,,mitwir-
ken®. Gesucht ist eine Beschreibung aller m-Tupel (xy, ..., z,,) von Elementen
von K derart, daf} alle n obigen Gleichungen gleichzeitig erfiillt sind. In der Be-
grifflichkeit und Notation, wie wir sie gleich in 2.1.3.7 einfiihren, bildet die Ge-
samtheit aller m-Tupel (z1, . .., x,,) von Elementen von K eine neue Menge K.
In dieser Terminologie suchen wir also eine moglichst explizite Beschreibung der
Teilmenge L C K™ derjenigen m-Tupel, die alle unsere n Gleichungen erfiillen,
der sogenannten Losungsmenge [ unseres Gleichungssystems.

2.1.1.4. Sind alle b; auf der rechten Seite unserer Gleichungen Null, so heif3t un-
ser lineares Gleichungssystem homogen. Das lineare Gleichungssystem, das aus
einem inhomogenen System entsteht, indem man alle b; zu Null setzt, heif3t das
zugehorige homogenisierte Gleichungssystem.

Bemerkung 2.1.1.5 (Schwierigkeiten der Notation). In obigem Gleichungssys-
tem ist ajo nicht als a-Zwolf zu verstehen, sondern als a-Eins-Zwei. Sicher wi-
re es priziser gewesen, die beiden Bestandteile unserer Doppelindizes durch ein
Komma zu trennen und a; » und dergleichen zu schreiben, aber das hitte unser
Gleichungssystem dann auch wieder weniger iibersichtlich gemacht. Man muf3
beim Schreiben und Verstehen von Mathematik oft einen Ausgleich zwischen
einer prizisen aber uniibersichtlichen und einer iibersichtlichen aber unprézisen
Darstellung suchen. An dieser Stelle schien mir das Weglassen der Kommata der
bessere Weg. Einem Menschen etwas verstdndlich zu machen ist eben eine andere
Aufgabe als eine Computer zu programmieren. Beim Programmieren eines Com-
puters mul} die Eindeutigkeit der Anweisungen die oberste Prioritit sein, beim
Schreiben und Erkliren fiir Menschen kommt es eher auf die Ubersichtlichkeit
an und bei Mehrdeutigkeiten kann man erwarten, daf3 die aus dem Kontext her-
aus aufgelost werden konnen und oft noch nicht einmal auffallen. Insbesondere
in der Physik ist es iiblich, einen der Indizes hochzustellen, also a? statt a5 zu
schreiben, aber das kann auch wieder leicht als das Quadrat (a;)? einer Zahl a,
miBverstanden werden.

2.1.1.6. Um die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems zu bestimmen,
kann man den GauB-Algorithmus verwenden. Er basiert auf der elementaren Er-
kenntnis, daB sich die Losungsmenge nicht dndert, wenn wir in einer der beiden
folgenden Weisen zu einem neuen Gleichungssystem iibergehen:
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$0 A=
#0
#0 *

Al) 4G AQ) A¥)
h [}

" I

3 § ¢ J

Ein System in Zeilenstufenform ist ein System der obigen Gestalt, bei dem im
Teil mit den Koeffizienten a;; wie angedeutet unterhalb solch einer ,, Treppe mit
der Stufenhohe Eins aber mit variabler Breite der Stufen‘ nur Nullen stehen, vorn
an den Stufenabsitzen aber von Null verschiedene Eintrdge. An die durch den
senkrechten Strich abgetrennte letzte Spalte mit den gewiinschten Ergebnissen 0;
werden hierbei keinerlei Bedingungen gestellt. Das Symbol unten links ist eine
Null. Die Symbole * oben rechts deuten an, da3 unerheblich ist, was dort steht.
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1. Wir ersetzen eine unserer Gleichungen durch ihre Summe mit einem Viel-
fachen einer anderen unserer Gleichungen;

2. Wir vertauschen zwei unserer Gleichungen.

Der noch zu besprechende GauB3-Algorithmus beschreibt, wie wir mithilfe die-
ser beiden Operationen, also ohne die Losungsmenge zu dndern, zu einem Glei-
chungssystem iibergehen konnen, das Zeilenstufenform hat. Nebenstehendes Bild
mag aufschliisseln, was das anschaulich bedeuten soll. Formal sagen wir, ein
Gleichungssystem ,,habe Zeilenstufenform®, wenn man ein » > 0 und Indizes
1 < s(1) < s(2) < ... < s(r) < m so angeben kann, da in unserem Glei-
chungssystem gilt a; s;) # 0 fir 1 <4 < r und daB a,, # O nur gelten kann,
wenn es ein ¢ gibt mit v < 7 und p > s(i).

2.1.1.7. Es ist iiblich und erspart viel Schreibarbeit, die Symbole fiir die Varia-
blen sowie die Pluszeichen und Gleichheitszeichen bei Rechnungen im Zusam-
menhang mit linearen Gleichungssystemen wegzulassen und stattdessen ein Glei-
chungssystem der oben beschriebenen Art abzukiirzen durch seine erweiterte Ko-
effizientenmatrix

apr a2 ... QAim b1
Q21 A22 A2 | b2
Al Qp2 .. Qpm | bn

Die Spezifikation ,.erweitert” weist auf die letzte Spalte der b; hin. Die Matrix
der a;; fiir sich genommen heift die Koeffizientenmatrix unseres Gleichungs-
systems.

2.1.1.8 (GauB-Algorithmus). Der GauB3-Algorithmus zum Bestimmen der Lo-
sungsmenge eines linearen Gleichungssystems funktioniert so: Sind alle Koeffizi-
enten in der ersten Spalte Null, so ignorieren wir die erste Spalte und machen mit
der auf diese Weise entstehenden Matrix weiter. Ist ein Koeffizient in der ersten
Spalte von Null verschieden, so bringen wir ihn durch eine Zeilenvertauschung
an die oberste Stelle. Ziehen wir dann geeignete Vielfache der obersten Zeile von
den anderen Zeilen ab, so gelangen wir zu einem System, bei dem in der ersten
Spalte unterhalb des obersten Eintrags nur noch Nullen stehen. Fiir das weitere
ignorieren wir dann die oberste Zeile und die erste Spalte und machen mit der auf
diese Weise entstehenden Matrix weiter. Offensichtlich konnen wir so jedes linea-
re Gleichungssystem auf Zeilenstufenform bringen, ohne seine Losungsmenge zu
dndern.

2.1.1.9 (Losungsmenge bei Zeilenstufenform). Die Losungsmenge eines linea-
ren Gleichungssystems in Zeilenstufenform ist schnell bestimmt: Ist eine der Zah-
len b,41, ..., b, nicht Null, so besitzt es gar keine Losung. Gilt dahingegen b, ; =
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Ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten und
seine Losung mit dem GauB3-Algorithmus. Fiir gewohnlich wird beim Anwenden
des GauB-Algorithmus ein Vertauschen der Zeilen gar nicht notig sein. Gibt es
weiter genausoviele Gleichungen wie Unbekannte, so werden wir fiir gewohnlich
so wie in obigem Beispiel genau eine Losung erwarten diirfen.
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... = b, = 0, konnen wir Zahlen x, fiir u verschieden von den Spaltenindizes
s(1),...,s(r) der Stufen beliebig vorgeben und finden fiir jede solche Vorgabe
der Reihe nach eindeutig bestimmte Zahlen x (), Zs(r—1), - - - , To(1) derart, dal das
entstehende m-Tupel (z1, ..., x,,) eine Losung unseres Gleichungssystems ist.

2.1.1.10. Eine Abbildung der Produktmenge {1,...,n} x {1,...,m} in eine
Menge Z heifit ganz allgemein eine (n x m)-Matrix mit Eintrigen in Z. Ge-
geben solch eine Matrix A schreibt man meist A;; oder a;; statt A(¢, j) und ver-
anschaulicht sich dieses Datum als ein rechteckiges Arrangement von Elementen
von Z wie eben im Fall Z = K. Das a;; heilt dann der Eintrag unserer Matrix
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Das ¢ heiB3t der Zeilenindex, da es angibt alias
»indiziert, in welcher Zeile unser Eintrag a;; steht. Entsprechend nennt man das
j den Spaltenindex unseres Matrixeintrags. Die Menge aller (n x m)-Matrizen
mit Koeffizienten in einer Menge Z notieren wir

Mat(n x m; Z) := Ens({1,...,n} x {1,...,m}, Z)

Im Fall n = m sprechen wir von einer quadratischen Matrix und kiirzen unsere
Notation ab zu Mat(n; Z) := Mat(n X n; Z). Manchmal werden wir sogar fiir
beliebige Mengen X, Y, Z eine Abbildung X x Y — Z als eine (X x Y')-Matrix
mit Eintrigen in Z ansprechen.

Erginzung 2.1.1.11 (Ursprung der Terminologie). Die Bezeichnung ,,Matrix*
wurde meines Wissens vom englischen Mathematiker Joseph Sylvester in einem
1851 bei George Bell, Fleet Street erschienenen Artikel mit dem Titel ,,An essay
on canonical forms, supplement to a sketch of a memoir on elimination, trans-
formation and canonical forms* in die Mathematik eingefiihrt. Die Bezeichnung
scheint auf das lateinische Wort ,,matrix* fiir deutsch ,,Gebdrmutter hervorzuge-
hen. Sylvester benutzt Matrizen mit einer Zeile mehr als Spalten und betrachtet die
,Determinanten* der quadratischen Matrizen, die durch Streichen je einer Zeile
entstehen. Die Determinante fithren wir erst in 2.6.2.1 ein.

Satz 2.1.1.12 (Losungsmengen inhomogener linearer Gleichungssysteme). Ist
die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems nicht leer, so erhalten wir
alle Losungen, indem wir zu einer fest gewdhlten Losung unseres Systems eine
beliebige Losung des zugehorigen homogenisierten Systems komponentenweise
addieren.

Beweis. Ist ¢ = (cy,...,cy) eine Losung unseres linearen Gleichungssystems
und d = (dy,...,d,,) eine Losung des homogenisierten Systems, so ist offen-
sichtlich die komponentenweise Summe ¢ +d = (¢; + dy, .. ., ¢, + d,y,) eine Lo-
sung des urspriinglichen Systems. Ist andererseits ¢’ = (¢}, ..., c,,) eine weitere
Losung unseres linearen Gleichungssystems, so ist offensichtlich die komponen-

tenweise Differenz d = (¢| — ¢1,. .., ¢, — ¢,,) eine Losung des homogenisierten
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Systems, fiir die gilt ¢ = ¢ + d mit unserer komponentenweisen Addition + aus
1.1.2.7. [

2.1.1.13 (Unabhingigkeit der Stufenzahl vom Losungsweg). Die vorstehenden
Uberlegungen zeigen, wie man die Losungsmenge jedes linearen Gleichungssys-
tems bestimmen kann. Man erhilt dabei nach 2.1.1.9 im Fall einer nichtleeren
Losungsmenge durch die Transformation auf Zeilenstufenform sogar eine ausge-
zeichnete Bijektion zwischen ¢-Tupeln von Elementen von K und besagter Lo-
sungsmenge, fiir £ = m — r die Zahl der Variablen abziiglich der ,,Zahl der Stu-
fen®, die eben jeder Vorgabe von z; fiir j verschieden von den ,,Spaltenindizes der
Stufen” j # s(1),...,s(r) die durch diese Vorgabe eindeutig bestimmte Losung
zuordnet. Der GauB3-Algorithmus gibt uns allerdings nicht vor, welche Zeilenver-
tauschungen wir unterwegs verwenden sollen. Damit stellt sich die Frage, ob wir
unabhingig von der Wahl dieser Zeilenvertauschungen stets bei derselben Ma-
trix in Zeilenstufenform ankommen. Das ist nun zwar nicht richtig, aber dennoch
sind die ,,Breiten der einzelnen Stufen® alias die Spaltenindizes s(i) der Stufen
unabhingig von allen Wahlen. In der Tat lassen sie sich auch direkt beschreiben,
indem wir im zugehorigen homogenisierten Gleichungssystem unsere Variablen
von hinten durchgehen und jeweils fragen: Gibt es fiir jedes (2,41, Zj+2, - - ., Tm)s
das zu einer Losung (1,3, ..., ,,) erginzbar ist, nur ein z; derart, dal auch
(Tj,Tj41,Tj42, ..., Ty) zu einer Losung (xq, X9, ..., x,,) erginzbar ist? Genau
dann lautet die Antwort ,,ja*, wenn in der j-ten Spalte eine neue Stufe beginnt.

2.1.1.14 (Unabhingigkeit der Stufenzahl von der Variablenreihung). Sicher
konnten wir auch vor dem Anwenden des Gaul3-Algorithmus zuerst unsere Varia-
blen umnummerieren alias die Spalten unserer Koeffizientenmatrix vertauschen.
Wir erhielten wieder eine Bijektion eines K mit der Losungsmenge wie eben.
Die Frage, der wir uns als nichstes zuwenden wollen, lautet nun: Gilt stets u = ¢,
in anderen Worten, landen wir bei einer Zeilenstufenform mit derselben Zahl von
Stufen, wenn wir zuerst die Spalten unseres Systems willkiirlich vertauschen, be-
vor wir den GauB3-Algorithmus durchfiihren? Die Antwort lautet wieder ,,Ja*, aber
hierzu ist mir kein ganz elementares Argument mehr eingefallen. Dariiber war ich
sogar ganz froh: Diese Frage kann so namlich zur Motivation der Entwicklung der
abstrakten Theorie der Vektorraume dienen, mit der wir an dieser Stelle beginnen.
Wir fithren in diesem Rahmen den auch in vielen anderen Zusammenhéngen &du-
Berst niitzlichen Begriff der ,,Dimension* eines ,,Vektorraums* ein, und zeigen in
2.2.1.11, daB die Stufenzahl unabhéngig von allen Wahlen als die ,,Dimension des
Losungsraums* des zugehorigen homogenisierten Gleichungssystems beschrie-
ben werden kann. Zunichst jedoch fiihren wir einige weitere Begriffe ein, die wir
dabei und auch dariiber hinaus noch oft brauchen werden.
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A 3 0|4 x, +3x =1

-

2 2 1|2 ZX,,*ZX,,*XJ‘Z

i

A3 04 N X3 'SWFPW""'I
0-¥100) T X = Xs/*
X, = 4‘(’3/‘1'))(3

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Unbekannten,
dessen Losungsmenge nach unser allgemeinen Theorie fiir jedes x5 genau einen
Punkt (x1, z9, x3) enthilt, und zwar haben wir wegen der zweiten Gleichung
r9 = x3/4 und dann wegen der ersten Gleichung x; = 1 — (3/4)x3, so daB die
allgemeine Losung lautet (1 — (3/4)A, A/4, A) fiir variables \.
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2.1.2 Vektorriaume

Definition 2.1.2.1. Ein Vektorraum V iiber einem Korper K ist ein Paar beste-
hend aus einer abelschen Gruppe V' = (V, +) und einer Abbildung

KxV — V
(\7) = A

derart, daf fiir alle A\, x € K und v, w € V die folgenden Identitéiten gelten:
AN+ @) = (W) + (\d)
A+p)v = (M) + (u)

AMupo) = (Awv
1K77 == ’U

Wie bei der Axiomatik eines Korpers 1.3.4.2 heillen die ersten beiden Gesetze die
Distributivgesetze. In Analogie zu der Sprechweise bei Mengen mit Verkniipfung
hei3t das dritte Gesetz das Assoziativgesetz.

2.1.2.2. Die Elemente eines Vektorraums nennt man meist Vektoren. Die Ele-
mente des Korpers heilen in diesem Zusammenhang oft Skalare und der Korper
selber der Grundkorper. Die Abbildung (A, ¥') — A¥ heiit die Multiplikation
mit Skalaren oder auch die Operation des Korpers K auf V. Sie ist nicht zu
verwechseln mit dem ,,Skalarprodukt®, das wir in ?? einfithren und das aus zwei
Vektoren einen Skalar macht. Ich habe oben aus didaktischen Griinden die Ad-
dition von Vektoren -+ notiert, um sie von der Addition von Korperelementen zu
unterscheiden, aber das werde ich nicht lange durchhalten. Mit der auch in diesem
Zusammenhang allgemein iiblichen Konvention ,,Punkt vor Strich* und der zu +
vereinfachten Notation fiir die Addition von Vektoren und der Abkiirzung 15 =1
fiir das multiplikativ neutrale Element des Grundkorpers konnen unsere Vektor-
raumaxiome dann etwas iibersichtlicher geschrieben werden als die Forderung,
daB fiir alle Skalare A, 1 und alle Vektoren v, w gelten moge

AU+ W) = AN+ A\

A+ )T = N+ pv

Apt) = (e
17 = 0l

Ich habe aus didaktischen Griinden bis hierher Vektoren stets mit einem Pfeil
notiert, das halte ich wohl etwas lianger durch, aber auf Dauer werden Sie sich
auch den Pfeil selbst dazudenken miissen. Das neutrale Element der abelschen
Gruppe V' notieren wir 0 und nennen es den Nullvektor. Die letzte Bedingung
19 = ¥ schliet zum Beispiel den Fall aus, dal wir fiir V' irgendeine von Null
verschiedene abelsche Gruppe nehmen und dann einfach setzen A\v' = 0 fiir alle
A€ Kundv e V.
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Beispiel 2.1.2.3 (Die schmutzige Anschauung). Ich stelle mir als Vektorraum
gerne wie in 1.1.2.5 ausgefiihrt die Menge V' der Parallelverschiebungen der schmut-
zigen Ebene oder auch die Menge V' der Parallelverschiebungen des schmutzigen
Raums der Anschauung vor, mit der ,,Hintereinanderausfiihrung* als Addition und
der offensichtlichen Multiplikation mit reellen Skalaren. Diese Mengen von Paral-
lelverschiebungen nenne ich den schmutzigen Richtungsraum der Ebene bezie-
hungsweise des Raums. Graphisch mag man diese Parallelverschiebungen alias
Vektoren durch Pfeile in der Ebene oder oder im Raum darstellen und ihre Addi-
tion wie in nebenstehendem Bild veranschaulichen. Das ist nur leider im mathe-
matischen Sinne kein recht eigentlich wohldefiniertes Beispiel: Schon die Frage,
ob diese Parallelverschiebungen eigentlich ,,wohlunterschiedene Objekte unserer
Anschauung oder unseres Denkens‘ sind, und wie man sie eigentlich zu definie-
ren hitte, scheint mir nicht so einfach und eindeutig zu beantworten. So bin ich
in der schizophrenen Lage, dafl mir dieses Beispiel einerseits besonders nahrhaft
und motivierend scheint, daf es aber andererseits fiir unsere rein auf Mengenlehre
basierende aseptisch steril perfekte Mathematik zu schmutzig ist, um als echtes
Beispiel durchzugehen.

Ergdnzung 2.1.2.4. Ich rede hier bewulit vom ,,Raum der Anschauung* und nicht
vom ,,Anschauungsraum®, da ich mir letztere Bezeichnung fiir das in ?? erklarte
Gebilde der Mengenlehre vorbehalten will, das zwar den Raum der Anschauung
modellieren soll, das ich aber doch sprachlich von diesem absetzen will. Wann im-
mer ich einen Begriff mit dem Zusatz ,,der Anschauung* oder ,,anschaulich* oder
,»schmutzig® versehe, soll gemeint sein, daf er nicht in einem mathematisch wie
auch immer prizise definierten Sinne zu verstehen ist, also nicht als ein Gebilde
der Mengenlehre, sondern eben anschaulich.

Beispiel 2.1.2.5 (Funktionenriume als Vektorriume). Gegeben eine Menge X
und ein Korper K ist die Menge Ens(X, K) aller Abbildungen von X — K ein
K -Vektorraum, wenn man sie mit der Addition gegeben durch (f + g)(z) =
f(z) + g(z) und mit der Multiplikation mit Skalaren gegeben durch (\f)(z) :=
A(f(x)) versieht. Insbesondere erhilt so auch die Menge Mat(n x m; K) aller
(n x m)-Matrizen mit Eintrdgen in einem Korper K aus 2.1.1.10 die Struktur
eines K -Vektorraums.

Beispiel 2.1.2.6 (Losungsmengen als Vektorraume). Gegeben ein homogenes
lineares Gleichungssystem in n Variablen wird seine Losungsmenge L ein K-
Vektorraum, wenn wir sie mit der komponentenweisen Addition + und der kom-
ponentenweisen Multiplikation mit Skalaren versehen.

Ergdnzung 2.1.2.7. Im Fall eines Schiefkorpers /A muf3 man an dieser Stelle mehr
aufpassen. Losungen eines linearen Gleichungssystems bleiben dann nur nur L6-
sungen, wenn man sie von rechts mit Skalaren multipliziert. Das fiihrt dazu, daf}
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Die Hintereinanderausfiihrung der beiden Parallelverschiebungen der Tafel- oder
hier vielmehr der Papierebene, die durch die durchgezogenen Pfeile dargestellt
werden, wird die durch die gepunktelten Feile dargestellt.
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man ,,Rechtsvektorraume® und ,,Linksvektorriume‘ unterscheiden mufl und die
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems, bei dem die Koeffizienten von
links an die Variablen daranmultipliziert werden, einen Rechtsvektorraum bildet.

Erginzung 2.1.2.8 (Ursprung der Terminologie). Die Bezeichnung ,,Vektor*
kommt von lateinisch ,,vehere* fiir ,,fahren, transportieren®. Sie riithrt von unserem
Beispiel 1.1.2.5 der Gesamtheit aller Parallelverschiebungen der Ebene oder des
Raums her, die ja in gewisser Weise Punkte transportieren. Auf Deutsch kdnnte
man diese Intuition wiedergeben, indem man statt von Vektoren etwa von ,,Schie-
bern* redet. Beim Gedanken an eine Vorlesung iiber die ,,Lehre von der Schie-
berei* bin ich aber doch gliicklicher mit der gewohnten, vom Latein gepréigten
Terminologie. Die Bezeichnung ,,Skalare* fiir Elemente des zugrundeliegenden
Korpers kommt von dem lateinischen Wort ,,scala® fiir ,,Leiter* und hat sich von
dort iiber eine Bezeichnung fiir das Metermal3 entwickelt zu einer Bezeichnung fiir
das, was man auf einer MefBskala ablesen kann, als da heift zu einer Bezeichnung
fiir reelle Zahlen. In Mathematik und Physik werden nun aber nicht nur reelle Vek-
torrdume betrachtet, und so iibertragt man dann dieses Wort weiter und verwendet
es auch im allgemeinen als Bezeichnung fiir die Elemente des Grundkorpers.

2.1.2.9 (Produkt mit dem Skalar Null). Gegeben ein Vektorraum V' und ein
Vektor 7 € V gilt 0@ = 0. Multipliziert man also einen beliebigen Vektor mit
dem Skalar Null, erhilt man stets den Nullvektor. In der Tat finden wir mit dem
zweiten Distributivgesetz 050 = (0x + 0x )0 = 0x¥ + 00 und Subtraktion von
Ok v alias Addition seines Negativen —0 ¢’ auf beiden Seiten liefert 0=0 K.

2.1.2.10 (Produkt mit dem Skalar minus Eins). Gegeben ein Vektorraum V'
und ein Vektor ¢ € V gilt (—1x)7 = —u. Multipliziert man also in Worten das
Negative der Eins des Grundkorpers mit einem beliebigen Vektor, so erhilt man
das Negative von besagtem Vektor. In der Tat finden wir mit der letzten und der
zweiten Formel aus der Definition ¥ + (—1x)0 = 10 + (—1g)0 = (1x +
(—1k))¥ = 0x¥ = 0. Damit ist (—1x )7 in der Tat das additive Inverse von 7.

Beispiele 2.1.2.11. Gegeben ein Korper K ist die abelsche Gruppe V' = K mit
der durch die Multiplikation von K gegebenen Multiplikation mit Skalaren ein
K -Vektorraum.

Beispiel 2.1.2.12. Gegeben ein Korper K wird jede einelementige Menge V' ver-
mittels der offensichtlichen Operationen zu einem K -Vektorraum. Wir sprechen
dann von einem Nullvektorraum, weil er eben nur aus dem Nullvektor besteht,
und verwenden oft auch den bestimmten Artikel und sprechen von dem Null-
vektorraum, da er ja ,,im Wesentlichen* eindeutig bestimmt ist. Wir bezeichnen
diesen Vektorraum und allgemeiner die einelementige Gruppe gerne mit 0, dieses
Symbol muf in der Mathematik einfach fiir die verschiedensten Dinge herhalten.
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Beispiel 2.1.2.13. Die additive Gruppe R der reellen Zahlen ist in offensichtlicher
Weise ein Q-Vektorraum. Ist allgemeiner ¢ : K — L ein Kérperhomomorphis-
mus, so wird die additive Gruppe L ein K-Vektorraum vermittels der Multiplika-
tion mit Skalaren \a := p(\)a.

Ubungen

Ubung 2.1.2.14 (Produkt mit dem Nullvektor). Gegeben ein Vektorraum V iiber
einem Korper K zeige man fiir alle A € K die Identitit A0 = 0. Weiter zeige man,
daB aus A\v' = 0 folgt A = 0 oder v = 0.

Ubung 2.1.2.15. Gegeben ein Korper K und ein K-Vektorraum V und ein Vek-
tor v € V eine ganze Zahl n € 7Z gilt mit unserer Notation ny aus 1.3.4.12 stets
nx U = nv oder ausgeschrieben in unserer Notation 1.3.2.10 fiir iterierte Verkniip-
fungen (n*1x)¥ = n'¥. Hinweis: Die Fille n = 0 und n = (—1) dieser Aussage
wurden im iibrigen bereits in 2.1.2.9 und 2.1.2.10 besprochen.

Ergiinzende Ubung 2.1.2.16. Fiir eine vorgegebene abelsche Gruppe (V, +) gibt
es hochstens eine Abbildung Q x V' — V derart, daB} sie mit dieser Abbildung als
Multiplikation mit Skalaren ein Q-Vektorraum wird.

Ergiinzende Ubung 2.1.2.17. Eine Gruppe, in der jedes Element sein eigenes In-
verses ist, kann auf genau eine Weise mit der Struktur eines Vektorraums iiber
dem Korper mit zwei Elementen versehen werden. Ein Beispiel ist unsere Gruppe
aus 1.3.2.18.

Ubung 2.1.2.18. Gegeben eine Menge X und ein Korper K und ein K -Vektorraum
V ist auch die Menge Ens(X, V') aller Abbildungen X — V ein K-Vektorraum,
wenn man sie mit der Addition gegeben durch (f + g)(z) := f(z) + g(z) und mit
der Multiplikation mit Skalaren gegeben durch (\f)(x) := A\(f(x)) versieht. Das
verallgemeinert unser Beispiel 2.1.2.5.

Erginzende Ubung 2.1.2.19. Ist ¢ : L — K ein Kérperhomomorphismus und
V' ein K-Vektorraum, so wird die abelsche Gruppe V' mit der durch die Formel
AU := (AU erkldrten Multiplikation mit Skalaren aus L ein L-Vektorraum.

2.1.3 Endliche Produkte von Mengen

2.1.3.1 (Léangere kartesische Produkte). Bis jetzt hatten wir nur das kartesische
Produkt X x Y von zwei Mengen X und Y betrachtet. Ebenso kann man jedoch
auch fiir mehr Mengen X4, ..., X, das kartesische Produkt

Xy x oo x Xp={(xy,...,2p) | @ € X; firl <i<n}
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einfiihren. Die Elemente von so einem Produkt bezeichnet man als angeordne-
te n-Tupel oder auch einfach als Tupel. In diesem Zusammenhang heillen 2-
Tupel auch Paare oder genauer angeordnete Paare und 3-Tupel Tripel oder
genauer angeordnete Tripel. Die z; heilen die Komponenten unseres Tupels
(x1,...,2,). Die Mengen X; heilen die Faktoren unseres kartesischen Produkts.

2.1.3.2. Im deutschsprachigen Raum verwendet man auf der Schule fiir Tupel
vielfach auch die alternative Notation (x1] ... |z, ). Das geschieht, um Verwechs-
lungen zwischen 2-Tupeln von natiirlichen Zahlen und Dezimalbriichen zu ver-
meiden, die ja im deutschsprachigen Raum als ,,Kommazahlen* notiert werden.

2.1.3.3 (Abbildungen in ein Produkt). Fiir ein kartesisches Produkt von Mengen
hat man stets die Projektionsabbildungen oder Projektionen

pr; : X1><...><Xn — XZ
(X1, .., T) = @

Wir erhalten dann fiir jede weitere Menge Z eine Bijektion
Ens(Z,X; x...xX,) = Ens(Z,X;)x...xEns(Z,X,)

f = (prlof7"'7prnof)

zwischen Abbildungen in das Produkt und Tupeln von Abbildungen in seine Fak-
toren. Die Umkehrung dieser kanonischen Bijektion notieren wir sozusagen gar
nicht: Gegeben Abbildungen f; : Z — X, notieren wir die Abbildung f : Z —
X7 X ... x X, von Z in das kartesische Produkt der X; gegeben durch die Vor-
schrift z — (f1(2),..., fu(2)) schlicht f = (f1,..., f,). In der exponentiellen
Schreibweise geschrieben liest sich unsere Bijektion ganz suggestiv als eine Bi-
jektion (X} x ... x X,,)Z = XZ x...x XZ. Besonders wichtig ist die diagonale
Einbettung oder Diagonale

A=Ay = (did): X — X xX
r = (z,7)

Erginzung 2.1.3.4 (Abbildungen zwischen kartesischen Produkten). Ist ein
weiteres Produkt von der Form Y = Y; x ... X Y, gegeben sowie Abbildungen
fi + X; = Y, so konnen wir auch die Abbildung

Xy x...xX, — Yix...xY,
(1’1,...,[En) — (fl(xl),yfn(xn))

erkldren. Wir notieren diese Abbildung f; x --- x f,,. Man beachte jedoch, daf3
keineswegs alle Abbildungen X; X ... x X,, — Y} X --- x Y, von dieser Form
sind. Man beachte allgemeiner, daf} eine Abbildung f : X; x ... x X,, — Z
von einem kartesischen Produkt in eine beliebige Menge Z sich keineswegs in
dhnlicher Weise aus Abbildungen X; — Z zusammensetzen 146t, wie das bei
Abbildungen von einer beliebigen Menge in ein kartesisches Produkt gelingt.
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Das Bild der diagonalen Einbettung A : R — R2, ¢ +— (¢, ).
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Ergdnzung 2.1.3.5 (Assoziativitit kartesischer Produkte). Gegeben drei Men-
gen X,Y,Z mag man sich nun die Frage stellen, inwieweit die drei Mengen
(X xY)x Z, X x (Y xZ)und X x Y x Z iibereinstimmen, und allgemei-
ner, inwieweit ,,das kartesische Produkt x assoziativ ist*. Wir werden derartige
Fragen spéter im Rahmen der Kategorientheorie ausfiihrlicher diskutieren. Hier
sei nur bemerkt, dal zum Beispiel alle unsere drei Tripelprodukte wohlbestim-
me Projektionen pry, pry und pr, auf X, Y und Z haben und daf} es eindeutig
bestimmte Bijektionen zwischen ihnen gibt, die mit diesen drei Projektionen ver-
traglich sind. Wegen dieser ,,Eindeutigkeit bis auf eindeutige Bijektionen* werden
wir uns erlauben, die beiden fraglichen Tripelprodukte schlicht als gleich anzuse-
hen.

2.1.3.6 (Einelementige Mengen). In derselben Weise sprechen auch mit einem
bestimmten Artikel von ,,der* einelementigen Menge. Wir notieren sie manchmal
ens, da es sich um das ,finale Objekt der Kategorie Ens der Mengen* handelt,
aber das brauchen Sie hier noch nicht zu verstehen. Das einzige Element der ein-
punktigen Menge notieren wir gerne *, also in Formeln

ens = {*}

2.1.3.7 (Tupel von Elementen einer Menge). Das kartesische Produkt von n
Kopien einer Menge X kiirzt man meist ab mit

Xn

Die Elemente von X" sind also n-Tupel von Elementen aus X. Es ist sinnvoll
und allgemeine Konvention, diese Notation auf den Fall n = 0 dadurch auszudeh-
nen, daB man X" als die einelementige Menge auffaBt, in Formeln X° = ens, so
daB wir fiir alle n, m > 0 eine kanonische Bijektion X" x X™ = X"+ erhal-
ten. Wenn ich Verwechslungen mit anderen Notationen befiirchte, die Sie spéter
kennenlernen werden, schreibe ich statt X"™ auch ausfiihrlicher X *".

Beispiele 2.1.3.8 (Der Vektorraum der n-Tupel). Einige Beispiele fiir Vektor-
rdume wurden bereits in 1.1.2 diskutiert. Besonders wichtig ist das Beispiel des
Vektorraums

V=K"

iiber einem vorgegebenen Korper K. Hier verwenden wir die Notation 2.1.3.7,
die Elemente von K™ sind also n-Tupel von Elementen des Korpers K. Wir no-
tieren die Komponenten dieser n-Tupel im folgenden der Ubersichtlichkeit halber
untereinander, nicht wie zuvor nebeneinander und durch Kommata getrennt. Die
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Addition von Vektoren und Multiplikation mit Skalaren seien gegeben durch

U1 w1 V1 + wq
i —
Un W, Uy, + Wy,
(%1 )\Ul
A —
Un )\Un
fir \,vq,..., vy, wy,...,w, € K. Die Erste unserer Gleichungen definiert die

Summe zweier n-Tupel, also die Addition in unserem Vektorraum V' = K", in-
dem sie diese durch die Addition im Korper K ausdriickt. Die zweite Gleichung
leistet dasselbe fiir die Multiplikation mit Skalaren. An dieser Stelle gebe ich einen
ersten Teil meiner didaktischen Notation auf und schreibe von nun an + statt +.
Gegeben v € K" schreibe ich seine Komponenten vy, vs, . . ., v, und versehe sie
nicht mit Pfeilen, da sie ja Elemente des Grundkorpers sind. Wenn irgendwo ein-
mal ¥y, Vs, ..., U, stehen sollte, so sind nicht die n Komponenten eines n-Tupels
v gemeint, sondern vielmehr n Vektoren eines Vektorraums. Sobald ich die Pfeil-
Notation auch aufgegeben haben werde, muf der Leser aus dem Kontext erschlie-
Ben, was im Einzelfall jeweils gemeint ist.

Ubungen

Ubung 2.1.3.9. Gegeben ein Koérper K und K -Vektorrdume Vi, ...,V konnen
wir das kartesische Produkt V; x ... x V,, zu einem K -Vektorraum machen, in-
dem wir die Addition sowie die Multiplikation mit Skalaren komponentenweise
definieren. In Formeln sieht das dann so aus wie 2.1.3.8, nur da3 wir den v; und
w; Pfeile aufsetzen und statt v;, w; € K wie dort nun v;, w; € V; nehmen miissen.
Den so entstehenden Vektorraum notieren wir auch

Vie...eV,

und nennen ihn das Produkt oder auch die direkte Summe der V. Insbesondere
ist also K die direkte Summe K & ... @& K von n Kopien des K-Vektorraums
K.

2.1.4 Ordnungen auf Mengen*

2.1.4.1. Bei den Inhalten dieses Abschnitts hoffe ich, dal} sie rechtzeitig in der
Analysis besprochen werden, so dall dieser Abschnitt in der linearen Algebra
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tibersprungen werden kann. Ich habe ihn aus ?? kopiert.

Definition 2.1.4.2. Eine Relation R auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C
X x X des kartesischen Produkts von X mit sich selbst, also eine Menge von
Paaren von Elementen von X. Statt (z,y) € R schreiben wir in diesem Zusam-
menhang meist x Ry. Eine Relation R heiflit eine Ordnungsrelation oder auch
eine partielle Ordnung oder Halbordnung oder auch einfach nur eine Ordnung
genau dann, wenn fiir alle z, y, 2z € X gilt:

1. Transitivitit: (r Ry und yRz) = xRz;
2. Antisymmetrie: (zRy und yRx) = = = y;
3. Reflexivitit: z Rx fiir alle z € X.

Auf Englisch benutzt man fiir eine partiell geordnete Menge alias ,,partially orde-
red set” auch oft die Abkiirzung poset. Eine Ordnungsrelation heif3t eine Anord-
nung oder eine totale Ordnung oder auch eine lineare Ordnung genau dann,
wenn wir zusitzlich haben

4. Totalitit: Fiir alle z,y € X gilt xRy oder yRx.

2.1.4.3 (Diskussion der Terminologie). Es gilt, im folgenden sorgfiltig zu unter-
scheiden zwischen einer Ordnung und einer Anordnung.

Erginzung 2.1.4.4. Allgemeiner versteht man unter einer Relation R zwischen
einer Menge X und einer Menge Y eine Teilmenge R C X x Y. In diesem
Sinne sind dann auch unsere Abbildungen aus 1.2.3.2 spezielle Relationen. Noch
allgemeiner betrachtet man auch fiir » > 0 und Mengen X1, ..., X, Teilmengen
R C X x...x X, und nennt sie n-stellige Relationen, aber das ist fiir uns vorerst
noch nicht relevant.

2.1.4.5. Bei einer Ordnungsrelation R schreibt man meist z < y statt z Ry und
statt x < y schreibt man dann oft auch y > z. Weiter kiirzt man (z < y und
x # y) ab mit x < y und ebenso (z > y und x # y) mit x > y. Auf jeder ange-
ordneten Menge definieren wir Verkniipfungen max und min in offensichtlicher
Verallgemeinerung von 1.3.1.3.

Definition 2.1.4.6. Sei (Y, <) eine partiell geordnete Menge.

1. Ein Element g € Y hei3it ein groBtes Element von Y genau dann, wenn
giltg >y Vy € Y. Ein Element g € Y heiit ein maximales Element
von Y genau dann, wenn es kein y € Y gibt mit y > g.
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Eine partiell geordnete Menge mit zwei minimalen und einem maximalen
Element, die weder ein kleinstes noch ein grotes Element besitzt. Die
Darstellung ist in der Weise zu verstehen, daf} die fetten Punkte die Elemente
unserer Menge bedeuten und dal3 ein Element grofer ist als ein anderers genau
dann, wenn es von diesem ,,durch einen aufsteigenden Weg erreicht werden
kann*.
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2. Ein Element £ € Y heif3it ein kleinstes Element von Y genau dann, wenn
giltk <y Vy € Y.EinElement k£ € Y heiflit ein minimales Element von
Y genau dann, wenn es kein y € Y gibt mit y < k.

2.1.4.7. Jede partiell geordnete Menge besitzt hochstens ein grofites und hochs-
tens ein kleinstes Element. Wir diirfen deshalb den bestimmten Artikel verwen-
den und von dem groBten beziehungsweise kleinsten Element reden. Besitzt eine
partiell geordnete Menge ein groBtes beziehungsweise ein kleinstes Element, so
ist dies auch ihr einziges maximales beziehungsweise minimales Element. Sonst
kann es jedoch maximale beziehungsweise minimale Elemente in groer Zahl ge-
ben, zumindest dann, wenn unsere Ordnungsrelation keine Anordnung ist.

2.1.4.8. Gegeben geordnete Mengen (X, <) und (Y, <) versteht man unter einem
Homomorphismus von geordneten Mengen oder gleichbedeutend einer mono-
ton wachsenden Abbildung eine Abbildung ¢ : X — Y mitzx < z = ¢(x) <
¢(z). Wie immer erklért man einen Isomorphismus als einen Homomorphismus ¢
mit der Eigenschaft, da es einen Homomorphismus 1) in die Gegenrichtung gibt
derart, dal} v o ¢ und ¢ o 1) die Identitit sind. Man beachte, daf} in diesem Fall ein
bijektiver Homomorphismus keineswegs ein Isomorphismus zu sein braucht.

2.1.5 Untervektorraume

Definition 2.1.5.1. Eine Teilmenge U eines Vektorraums V' heif3t ein Untervek-
torraum oder Teilraum, wenn U den Nullvektor enthélt und wenn aus u, v € U
und )\ € K folgt © + v € U sowie \u € U.

2.1.5.2. Statt zu fordern, daB3 unsere Teilmenge den Nullvektor enthilt, reicht es
wegen 2.1.2.9 schon aus, in obiger Definition zu fordern, daf3 unsere Teilmenge
nicht leer ist. Diese Definitionsvariante wird oft vorgezogen, da sie zumindest
prinzipiell leichter nachzupriifen ist. Ich mag sie nicht, da sie noch ferner von der
,eigentlich richtigen Definition* ist, die ich in der folgenden Bemerkung erldutern
will.

Ergdnzung 2.1.5.3 (Untervektorridume vom hoheren Standpunkt). Die vom
hoheren Standpunkt aus ,,richtige* Definition eines Untervektorraums lautet wie
folgt: Sei K ein Korper. Eine Teilmenge eines K -Vektorraums heiflt ein Unter-
vektorraum, wenn sie so mit der Struktur eines K -Vektorraums versehen wer-
den kann, daf} die Einbettung ein ,,Homomorphismus K -Vektorrdumen* wird. Ich
kann diese ,,bessere* Definition hier noch nicht geben, da wir Homomorphismen
von K-Vektorrdaumen erst in 2.2.1.1 kennenlernen. Sie ist leider auch komplizier-
ter. Sie scheint mir dennoch besser, da man in derselben Weise auch korrekte
Definitionen von Untermonoiden, Untergruppen, Unterkorpern und Unter-was-
nicht-noch-all-fiir-Strukturen erhilt, die Sie erst spéter kennenlernen werden.
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2.1.5.4 (Losungsmengen als Untervektorraume). Unter einem homogenen li-
nearen Gleichungssystem iiber einem gegebenen Korper K versteht man, wie in
2.1.1.4 besprochen, ein System von Gleichungen der Gestalt

a11T1 + a12To+ ... FQ1mTm = 0
a21%1 + agrat+ ... +agnT, =0
Ap1T1 + paTot+ ... +apmTym =0

Die Homogenitit bedeutet, daf3 rechts nur Nullen stehen. Die Losungsmenge eines
solchen homogenenen Gleichungssystems ist offensichtlich ein Untervektorraum
LCK™.

2.1.5.5 (Untervektorriume des schmutzigen Richtungsraums der Ebene). Das
nun folgende Geschwafel darf nicht als Teil des formalen Aufbaus der Theorie
miflverstanden werden. Ich erinnere an den schmutzigen Richtungsraum 2.1.2.3
der Ebene alias die Menge aller Parallelverschiebungen der Ebene mit ihrer Struk-
tur als reeller Vektorraum. Seine Untervektorrdume sind (1) der Nullraum, (2) die
Teilmengen, die aus allen Verschiebungen bestehen, die eine vorgegebene Gerade
in sich selbst iiberfiihren, und (3) der ganze Richtungsraum. Will man diese Un-
tervektorraume graphisch darstellen, ist es hilfreich, einen festen Punkt der Ebe-
ne willkiirlich als ,,Ursprung® auszuzeichnen und die Menge derjenigen Punkte
zu schwarz zu machen, die wir aus diesem festen Punkt durch Verschiebungen
mit Vektoren unseres Untervektorraums erhalten konnen. Dann entsprechen die
Untervektorraume den folgenden Teilmengen der Ebene: (1) Der einelementigen
Teilmenge, die nur aus unserem Ursprung besteht, (2) allen Geraden, die unseren
Ursprung enthalten, und (3) der ganzen Ebene.

2.1.5.6 (Untervektorraume des schmutzigen Richtungsraums des Raums).
Das nun folgende Geschwafel darf nicht als Teil des formalen Aufbaus der Theo-
rie millverstanden werden. Ich erinnere an den schmutzigen Richtungsraum 2.1.2.3
des Raums alias die Menge aller Parallelverschiebungen des Raums mit ihrer
Struktur als reeller Vektorraum. Seine Untervektorrdume sind (1) der Nullraum,
der nur aus der Identitdtsverschiebung besteht, (2) die Teilmengen, die aus allen
Verschiebungen bestehen, die eine vorgegebene Gerade in sich selbst iiberfiihren,
(3) die Teilmengen, die aus allen Verschiebungen bestehen, die eine vorgegebene
Ebene in sich selbst iiberfiithren, und (4) der ganze Richtungsraum.

Proposition 2.1.5.7 (Von einer Teilmenge erzeugter Untervektorraum). Gege-
ben eine Teilmenge I’ eines Vektorraums V iiber einem Korper K gibt es unter
allen Untervektorrdumen von V, die I' umfassen, einen kleinsten Untervektor-
raum

(I =k cV
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Er kann beschrieben werden als die Menge aller Vektoren a,v; + . .. + «,.0, mit
ar,...,q, € Kundvy,...,0, €T zusammen mit dem Nullvektor im Fall T = ().

2.1.5.8. Ein Ausdruck der Gestalt o1 U +. . .+, U, heilit eine Linearkombination
der Vektoren /1, . .., v,. Hierbei sind nur endliche Summen erlaubt. Der kleinste
T umfassende Untervektorraum (7') C V heifit der von 7" erzeugte Untervek-
torraum Untervektorraum oder der von 7" aufgespannte Untervektorraum oder
auch das Erzeugnis von 7" oder der Spann von 7’ oder die lineare Hiille von 7'.
Wenn wir den Nullvektor als die ,,leere Linearkombination von » = 0 Vektoren*
verstehen, was hiermit vereinbart sei, so besteht das Erzeugnis von 7" demnach
auch im Fall T' = () genau aus allen Linearkombinationen von Vektoren aus 7.

Erginzung 2.1.5.9. Andere iibliche Notationen fiir den von einer Teilmenge 1’
eines Vektorraums erzeugten Untervektorraum sind span(7’) und lin(7").

Beweis. Es ist klar, daf} die Linearkombinationen von Vektoren aus 7" einen Un-
tervektorraum von V' bilden, der 7" umfalit. Es ist ebenso klar, daf3 jeder Untervek-
torraum von V', der 1" umfaf3t, auch alle Linearkombinationen von Vektoren aus
T enthalten muf3. L]

Definition 2.1.5.10. Eine Teilmenge eines Vektorraums heif3t ein Erzeugenden-
system unseres Vektorraums, wenn ihr Erzeugnis der ganze Vektorraum ist. Ein
Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem besitzt, heif3t endlich erzeugt.
Manche Autoren verwenden gleichbedeutend die vielleicht noch prizisere Termi-
nologie endlich erzeugbar.

Beispiel 2.1.5.11 (Erzeugnis in der schmutzigen Anschauung). Ich erinnere an
unsere Identifikation 2.1.5.6 des schmutzigen Vektorraums aller Parallelverschie-
bungen des Raums mit der Menge aller Punkte des Raums durch Auszeichnung
eines festen Punktes als Ursprung. Dem Erzeugnis des Nullvektors entspricht un-
ter dieser Identifikation die nur aus dem Ursprung bestehende Teilmenge; dem
Erzeugnis eines von Null verschiedenen Vektors entspricht die anschauliche Ge-
rade durch den Ursprung und den Endpunkt des Pfeils, der vom Ursprung aus-
gehend unseren Vektor darstellt; und dem Erzeugnis zweier Vektoren, von denen
keiner ein Vielfaches des anderen ist, entspricht die anschauliche Ebene, auf der
unser fester Punkt und die Endpunkte der beiden Pfeile liegen, die vom Ursprung
ausgehend unsere Vektoren darstellen.

2.1.5.12 (Schnitt von Untervektorraumen). Der Schnitt von zwei Untervektor-
rdumen eines gegebenen Vektorraums ist offensichtlich wieder ein Untervektor-
raum.

Definition 2.1.5.13. Gegeben eine Menge X erinnere ich an die Menge aller Teil-
mengen P(X) := {U | U C X} von X, die sogenannte Potenzmenge von X . Da
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es mich verwirrt, iiber Mengen von Mengen zu reden, werde ich Teilmengen von
P(X) nach Moglichkeit als Systeme von Teilmengen von X ansprechen. Gege-
ben ein solches Mengensystem U/ C P(X) bildet man zwei neue Teilmengen von
X, den Schnitt und die Vereinigung der Mengen aus unserem System U/, durch
die Vorschriften

UveyU = {r€X | EsgibtU e U mitz € U}
Nuey U = {z€X| FiralleU € giltz € U}

Insbesondere ist der Schnitt iiber das leere System von Teilmengen von X ganz
X und die Vereinigung iiber das leere System von Teilmengen von X die leere
Menge. Um den Schnitt iiber ein leeres Mengensystem zu bilden, mufl man also
spezifizieren, das leere System von Teilmengen welcher Menge man nun betrach-
tet. Bei allen anderen Operationen kommt es dahingegen nicht darauf an.

2.1.5.14 (Erzeugnis als Schnitt). Jeder Schnitt von Untervektorrdumen eines
Vektorraums ist offensichtlich wieder ein Untervektorraum. Betrachten wir fiir
eine Teilmenge 7' eines Vektorraums V' iiber einem Korper /K den Schnitt al-
ler Untervektorrdiume von V', die T umfassen, so erhalten wir offensichtlich den
kleinsten Untervektorraum von V', der 7" umfaf3t. Wir erhalten so einen von 2.1.5.7
unabhingigen Beweis fiir die Existenz solch eines kleinsten Untervektorraums.
Dieser Beweis hat den Vorteil, sich leichter auf andere Arten von Strukturen ver-
allgemeinern zu lassen.

Ubungen

Ubung 2.1.5.15. Sei K ein Korper. Man zeige, daB der K -Vektorraum K genau
zwel Untervektorraume besitzt.

Erginzende Ubung 2.1.5.16. Eine Teilmenge eines Vektorraums heift ganz all-
gemein eine Hyperebene oder priziser lineare Hyperebene genau dann, wenn
unsere Teilmenge ein echter Untervektorraum ist, der zusammen mit einem einzi-
gen weiteren Vektor unseren urspriinglichen Vektorraum erzeugt. Man zeige, daf3
eine Hyperebene sogar zusammen mit jedem Vektor auBerhalb besagter Hyper-
ebene unseren urspriinglichen Vektorraum erzeugt.

Ubung 2.1.5.17. Gegeben ein Vektorraum iiber dem Koérper mit zwei Elementen
ist jede Untergruppe bereits ein Untervektorraum.

Ubung 2.1.5.18. Sei V ein Vektorraum mit zwei Untervektorraumen U, W. Ist
U U W ein Untervektorraum, so gilt U C W oder W C U.
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2.1.6 Lineare Unabhingigkeit und Basen

Definition 2.1.6.1. Eine Teilmenge L eines Vektorraums V' heifit linear unab-
héngig, wenn fiir paarweise verschiedene Vektoren 7y, ..., v, € L und beliebige
Skalare oy, . .., € K aus oy 01 +. . .+a,.0,, = Obereits folgta; = ... = a,. = 0.

2.1.6.2. Gleichbedeutend ist die Forderung, daB keiner der Vektoren unserer Teil-
menge redundant ist in dem Sinne, dal} er sich als eine Linearkombination der
anderen schreiben 1d6t. Der Nullvektor ist dabei in jeder Teilmenge redundant:
Selbst in der leeren Menge 146t er sich noch als die leere Linearkombination
schreiben.

Definition 2.1.6.3. Eine Teilmenge L eines Vektorraums V" heil3t linear abhén-
gig, wenn sie nicht linear unabhingig ist, wenn es also ausgeschrieben paarweise
verschiedene Vektoren v, ..., 7, € L und Skalare ay,...,a, € K gibt derart,
dal3 nicht alle «; Null sind und dennoch gilt a7} + . .. + a,.0, = 0.

Beispiel 2.1.6.4. Die leere Menge ist in jedem Vektorraum linear unabhéngig.
Eine einelementige Teilmenge ist linear unabhiingig genau dann, wenn sie nicht
aus dem Nullvektor besteht: Fiir das Produkt des Nullvektors mit dem Skalar 1 gilt
nimlich 1 - 0 = 0, und nach unseren Annahmen gilt in einem Korper stets 1 # 0,
also ist die aus dem Nullvektor bestehende Menge nicht linear unabhingig. Dal3
jede andere einelementige Teilmenge linear unabhiingig ist, folgt andererseits aus
2.1.2.14.

Beispiel 2.1.6.5. Denken wir uns wie in 2.1.5.6 den schmutzigen Raum der An-
schauung mit einem ausgezeichneten Urspung als reellen Vektorraum, so sind drei
Vektoren linear unabhéngig genau dann, wenn sie nicht ,,zusammen mit unserem
Ursprung in einer anschaulichen Ebene liegen®.

Definition 2.1.6.6. Eine Basis eines Vektorraums ist ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem.

Beispiel 2.1.6.77. Denken wir uns wie in 2.1.5.6 den schmutzigen Raum der An-
schauung mit einem ausgezeichneten Ursprung als reellen Vektorraum, so ist jede
Menge von drei Vektoren, die nicht zusammen mit unserem Ursprung in einer
anschaulichen Ebene liegen, eine Basis. Die leere Menge ist eine Basis des Null-
vektorraums.

2.1.6.8. Gegeben Mengen A und I bezeichnet man eine Abbildung I — A ganz
allgemein auch als eine durch [ indizierte Familie von Elementen von A und
benutzt die Notation

(ai)ier
Diese Sprechweise und Notation fiir Abbildungen verwendet man insbesondere
dann, wenn man der Menge [ eine untergeordnete Rolle zugedacht hat. Im Fall
I = () spricht man von der leeren Familie von Elementen von A.
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2.1.6.9 (Linear unabhiingige Familien). Manchmal ist es praktisch und fiihrt zu
einer iibersichtlicheren Darstellung, Varianten unserer Begriffe zu verwenden, die
sich statt auf Teilmengen unseres Vektorraums auf Familien von Vektoren (7;);es
beziehen. Eine derartige Familie heilit ein Erzeugendensystem, wenn die Men-
ge {¥; | i € I} ein Erzeugendensystem ist. Sie heifit linear unabhingig oder
ganz pedantisch linear unabhéingig als Familie, wenn fiir beliebige paarweise
verschiedene Indizes i(1),...,i(r) € I und beliebige Skalare a,...,a, € K
aus a1 Uiy + ... + Uy = 0 bereits folgt oy = ... = a,, = 0. Der wesentliche
Unterschied zur Begrifflichkeit fiir Teilmengen liegt darin, da8 bei einer Familie
ja fiir verschiedene Indizes die zugehorigen Vektoren durchaus gleich sein konn-
ten, was aber durch die Bedingung der linearen Unabhingigkeit dann doch wieder
ausgeschlossen wird. Eine Familie von Vektoren, die nicht linear unabhingig ist,
nennen wir eine linear abhéngige Familie. Eine erzeugende und linear unabhin-
gige Familie nennt man wieder eine Basis oder ausfiihrlicher eine durch : € [
indizierte Basis.

2.1.6.10. Besonders oft werden wir spéter Basen betrachten, die durch eine Menge
der Gestalt {1,...,n} mit n € N indiziert sind. Hier ist dann der wesentliche
Unterschied zu einer Basis im Sinne von 2.1.6.6, da3 wir zusitzlich festlegen,
welcher Basisvektor der Erste, welcher der Zweite und so weiter sein soll. In der
Terminologie aus 2.1.4 bedeutet das gerade, dal wir eine Anordnung auf unserer
Basis festlegen. Wollen wir das besonders hervorheben, so sprechen wir von einer
angeordneten Basis.

Beispiel 2.1.6.11. Seien K ein Korper und n € N. Wir betrachten in unserem
Vektorraum K™ der n-Tupel die Vektoren

& =1(0,...,0,1,0,...,0)

mit einer Eins an der i-ten Stelle und Nullen sonst. Dann bilden €, ..., €, eine
angeordnete Basis von K", die sogenannte Standardbasis des K.

Satz 2.1.6.12 (iiber Linearkombinationen von Basiselementen). Seien V' ein
Vektorraum V iiber einem Korper K und seien vy, ..., v, € V Vektoren. Genau
dann ist die Familie der U; eine Basis von V, wenn das Auswerten von Linear-
kombinationen eine Bijektion ® : K™ =V, (aq,...,q,) — aqth + ... + a, 0,
liefert.

2.1.6.13. Bezeichnet A = (7y,...,7,) unsere angeordnete Familie, so notieren
wir unsere Abbildung auch ® =& 4 : K" = V.

Beweis. Ausfiihrlicher gilt fiir unsere Abbildung ® sogar:

(U;)1<i<r ist Erzeugendensystem < @ ist eine Surjektion K"
(U)1<i<r ist linear unabhéngig < & ist eine Injektion K"
(U;)1<i<r ist Basis < @ ist eine Bijektion K"

\ERUR
<<=
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Hier folgt die erste Aquivalenz direkt aus den Definitionen. Um bei der zweiten
Aquivalenz die Implikation <= einzusehen, mul man nur bemerken, daB ® den
Nullvektor auf Null wirft und folglich kein anderer Vektor aus K" von & auf
Null geworfen werden kann. Um bei der zweiten Aquivalenz die Implikation =
einzusehen, argumentieren wir durch Widerspruch: Wire ® nicht injektiv, so gibe
es (a,...,a.) # (B, ..., ) mit demselben Bild a0y + ... + .0, = /10 +
...+ B,U,. Dann aber wire

(g — BT+ ...+ (op — B)0, =0

eine nichttriviale Darstellung der Null als Linearkombination der ¥; und dann
konnten unsere Vektoren nicht linear unabhiingig gewesen sein. Die letzte Aqui-
valenz schlieBlich ist eine direkte Konsequenz der ersten beiden. L

Satz 2.1.6.14 (Extremalcharakterisierungen von Basen). Fiir eine Teilmenge
eines Vektorraums sind gleichbedeutend.:

1. Unsere Teilmenge ist eine Basis alias ein linear unabhdngiges Erzeugen-
densystem,

2. Unsere Teilmenge ist minimal unter allen Erzeugendensystemen;
3. Unsere Teilmenge ist maximal unter allen linear unabhdngigen Teilmengen.

2.1.6.15. Die Begriffe minimal und maximal sind hier zu verstehen im Sinne
von 2.1.4.6 in Bezug auf Inklusionen zwischen Teilmengen, nicht etwa in Bezug
auf die Zahl der Elemente. Um das zu betonen, spricht man auch gerne von ei-
nem unverkiirzbaren Erzeugendensystem und einer unverlingerbaren linear
unabhingigen Teilmenge. Ein nicht unverkiirzbares Erzeugendensystem nennen
wir folgerichtig ein verkiirzbares Erzeugendensystem und eine nicht unverlén-
gerbare linear unabhingige Teilmenge entsprechend eine verldngerbare linear
unabhingige Teilmenge.

2.1.6.16 (Existenz von Basen). Unsere Minimalcharakterisierung 2.1.6.14 von
Basen impliziert insbesondere, dal jeder endlich erzeugte Vektorraum eine end-
liche Basis besitzt: Wir lassen einfach aus einem endlichen Erzeugendensystem
so lange Vektoren weg, bis wir bei einem unverkiirzbaren Erzeugendensystem an-
gekommen sind. Mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre kann man stérker
den Basisexistenzsatz zeigen, nach dem iiberhaupt jeder Vektorraum eine Basis
besitzt. Wir diskutieren das in 2.1.9.15.

Beweis. (1<2) Es gilt zu zeigen: Ein Erzeugendensystem ist linear unabhéngig
genau dann, wenn es unverkiirzbar ist. Es ist gleichbedeutend zu zeigen: Ein
Erzeugendensystem ist linear abhingig genau dann, wenn es verkiirzbar ist. Ist
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E C V ein Erzeugendensystem und ist £ linear abhingig, so gilt eine Relation
AU 4 ...+ AU, = 0mit r > 1, mit den v; € E paarweise verschieden und mit
allen \; # 0, aus der wir folgern

Ty = —A[ Nl — ... — AUIN T, € (BE\&)

Damit ist auch E\v; bereits ein Erzeugendensystem und E war verkiirzbar. Ist
umgekehrt E verkiirzbar, so gibt es ¢ € E derart, daB E'\¢ immer noch ein Er-
zeugendensystem ist. Insbesondere existiert eine Darstellung

mit n > 0 und U; € E\U paarweise verschieden. Daraus folgt ¥ — A9} — ... —
AU, = 0 und E war linear abhéngig.

(1<3) Es gilt zu zeigen: Eine linear unabhingige Teilmenge ist ein Erzeugenden-
system genau dann, wenn sie unverlidngerbar ist. Wir argumentieren wieder durch
Widerspruch. Ist L C V linear unabhingig und kein Erzeugendensystem, so ist
fiir jedes ¥ € V\(L) auch L U {¢} linear unabhingig und L war verldngerbar.
Ist umgekehrt L verldngerbar, so gibt es einen Vektor ¢ derart, daB auch L U {7}
linear unabhéngig ist, und dann kann L kein Erzeugendensystem gewesen sein,
denn dieser Vektor ¢ kann nicht zu seinem Erzeugnis gehort haben. U

Satz 2.1.6.17 (Extremalcharakterisierungen von Basen, Variante). Sei V' ein
Vektorraum.

1. Ist L C V eine linear unabhdngige Teilmenge und ist E minimal unter allen
Erzeugendensystemen unseres Vektorraums mit L C E, so ist E eine Basis
unseres Vektorraums V;

2. Ist E C V ein Erzeugendensystem und ist L maximal unter allen linear
unabhdngigen Teilmengen unseres Vektorraums mit [ C F, so ist L eine
Basis unseres Vektorraums V.

2.1.6.18. Die Begriffe minimal und maximal sind hier genau wie in 2.1.6.14 zu
verstehen im Sinne von 2.1.4.6 in Bezug auf Inklusionen zwischen Teilmengen,
nicht etwa in Bezug auf die Zahl der Elemente.

Beweis. (1) Wire E keine Basis, so gibe es zwischen seinen Vektoren eine nicht-
triviale Relation \;@; + ... + A\, 0, = Omitr > 1,den @ € E paarweise ver-
schieden und allen \; # 0. Hier konnen nicht alle ¥; zu L gehoren, da das ja
linear unabhéngig angenommen war. Ein v; gehort also zu F\ L und kann als Li-
nearkombination der anderen Elemente von £ geschrieben werden. Dann aber ist
E\{7;} auch schon ein Erzeugendensystem und £ war nicht minimal.
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(2) Wire L keine Basis, so wire L kein Erzeugendensystem und es giibe notwen-
dig auch einen Vektor v € E, der nicht im Erzeugnis von L ldge. Nehmen wir ihn
zu L hinzu, so erhalten wir eine echt groflere linear unabhingige Teilmenge und
L war nicht maximal. [

Ergdnzung 2.1.6.19. In der Hoffnung, daB es zum Verstdndnis beitrdgt, will ich
kurz ausfiihren, inwiefern die Analoga der vorhergehenden Aussagen im Fall abel-
scher Gruppen im allgemeinen nicht mehr gelten. Eine Teilmenge L einer abel-
schen Gruppe M hei3t linear unabhéngig, wenn fiir beliebige paarweise ver-
schiedene Elemente m, ..., m, € L und beliebige ganze Zahlen a4, ..., a, € Z
aus aymy + ... + a,m, = 0 bereits folgt «; = ... = a, = 0. Sie heilit ein
Erzeugendensystem, wenn sich jedes Gruppenelement als endliche Linearkom-
bination von Elementen von L mit ganzzahligen Koeffizienten schreiben 148t. Sie
heifit eine Basis, wenn sie ein linear unabhédngiges Erzeugendensystem ist. In der
zweielementigen Gruppe ist dann die leere Menge die einzige linear unabhéngige
Teilmenge und das Komplement der Null das einzige minimale Erzeugendensys-
tem und es gibt keine Basis. Weiter besitzt abelsche Gruppe Z zwar eine Basis,
etwa die Menge {1}, aber mit {2, 3} auch ein minimales Erzeugendensystem, das
nicht linear unabhingig ist ist, und mit {2} eine maximale linear unabhingige
Teilmenge, die kein Erzeugendensystem ist.

Ubungen

Ubung 2.1.6.20. Eine zweielementige Teilmenge eines Vektorraums ist linear un-
abhingig genau dann, wenn keiner ihrer beiden Vektoren ein Vielfaches des an-
deren ist.

Ubung 2.1.6.21. Eine Teilmenge eines Vektorraums ist linear abhiingig genau
dann, wenn sich mindestens einer ihrer Vektoren als eine Linearkombination der
Ubrigen schreiben 1:ft.

2.1.7 Dimension eines Vektorraums

Satz 2.1.7.1 (Hauptabschitzung der linearen Algebra). In einem vorgegebenen
Vektorraum V' hat eine linear unabhdingige Teilmenge nie mehr Elemente als ein
Erzeugendensystem. Ist also in Formeln L C V eine linear unabhdingige Teilmen-
geund E C 'V ein Erzeugendensystem, so gilt stets

L] < |E]

2.1.7.2 (Diskussion alternativer Zuginge). Die Terminologie ,,Hauptabschiit-
zung der linearen Algebra* fiir diese Aussage ist uniiblich. Wir verwenden bei
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ihrer Formulierung unsere Konvention, nach der wir fiir alle unendlichen Mengen
X schlicht | X| = oo setzen. Damit macht der Satz also nur fiir endlich erzeugte
Vektorraume iiberhaupt eine Aussage. Er gilt aber auch mit einer feineren Inter-
pretation von | X| als ,,Kardinalitidt“. Genauer folgt aus dem ,,Zorn’schen Lemma“
die Existenz einer Injektion L — FE, wie in 2.1.8.3 in groBerer Allgemeinheit
diskutiert wird. Man bendtigt dazu den ,,Austauschsatz von Steinitz* 2.1.8.2, der
auch einen oft gewihlten alternativen Zugang zur Hauptabschitzung der linearen
Algebra liefert. Der Kern des Arguments ist jedoch bei beiden Zugingen derselbe.

Beweis. Sei K unser Grundkorper. Seien ein E = {uy,. .., w,,} Erzeugenden-
system und v, . .., ¢, Vektoren. Dann kénnen wir die Vektoren v, . .., ¥, als Li-
nearkombinationen der Vektoren unseres Erzeugendensystems schreiben. In For-
meln ausgedriickt konnen wir also Skalare a;; € K finden mit

vpT = allwl + a21u72 + -+ amﬁﬂm

—

Up = alnu_jl + a2nw2 + -+ amnwm

Alle Losungen des ,,vertikal geschriebenen‘ homogenen linearen Gleichungssys-
tems

1411 1021 cee T1Am1
+ + +
+ + +
Lnlin TnQon e LnQmn
0 0 . 0
sind dann Tupel (z1,...,2,) € K" mit 219 + ... + z,v, = 0. Gilt n > m,

so hat unser Gleichungssystem weniger Gleichungen hat als Unbekannte. Also
liefert der GauB3-Algorithmus 2.1.1.8 dafiir mindestens eine von Null verschiedene
Losung (z1,...,2,) # (0,...,0). Dann kann die Familie der Vektoren v; aber
nicht linear unabhéngig sein. [

Korollar 2.1.7.3 (Basisergianzungssatz). Ist M eine linear unabhdngige Teil-
menge in einem endlich erzeugten Vektorraum und E ein Erzeugendensystem, so
lapt sich M durch Hinzunahme von Vektoren aus F zu einer Basis unseres Vek-
torraums ergdanzen.

Vorschau 2.1.7.4. Mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre kann man diesen
Satz sogar fiir jeden beliebigen, nicht notwendig endlich erzeugten Vektorraum
zeigen. Wir diskutieren das in 2.1.9.15.
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Beweis. Nach der Maximalcharakterisierung 2.1.6.17 von Basen ist jede linear
unabhingige Teilmenge L unseres Vektorraums, die maximal ist unter allen li-
near unabhéngigen Teilmengen L mit L C (M U E), bereits eine Basis. Nach
der Hauptabschitzung 2.1.7.1 kann man M auch tatsédchlich zu einer maximalen
linear unabhingigen Teilmenge von M U E vergroern. [

Korollar 2.1.7.5 (Kardinalititen von Basen). Jeder endlich erzeugte Vektor-
raum besitzt eine endliche Basis, und je zwei seiner Basen haben gleich viele
Elemente.

Vorschau 2.1.7.6. In ?? wird mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre ge-
zeigt, daBl es auch im Fall eines nicht notwendig endlich erzeugten Vektorraums
fiir je zwei seiner Basen eine Bijektion zwischen der einen Basis und der anderen
Basis gibt.

Beweis. Wie bereits in 2.1.6.16 erwidhnt, erhalten wir eine endliche Basis, wenn
wir ein beliebiges endliches Erzeugendensystem durch das Streichen von Vek-
toren zu einem unverkiirzbaren Erzeugendensystem verkleinern. Gegeben zwei
Basen B und B’ eines Vektorraums haben wir nach der Hauptabschitzung 2.1.7.1
auBerdem stets |B| < |B’| < |B]. O

Definition 2.1.7.7. Die Kardinalitét einer und nach 2.1.7.5 jeder Basis eines end-
lich erzeugten Vektorraums V' heifit die Dimension von V' und wird dim V' no-
tiert. Ist A ein Korper und wollen wir betonen, dal wir die Dimension als K-
Vektorraum meinen, so schreiben wir

dimV =dimg V

Ist der Vektorraum nicht endlich erzeugt, so schreiben wir dim V' = oo und nen-
nen V' unendlichdimensional und ignorieren fiir gewohnlich die durchaus mogli-
chen feineren Unterscheidungen zwischen verschiedenen Unendlichkeiten. Derlei
Feinheiten werden erst in ?? besprochen.

Ergdnzung 2.1.7.8 (Verschiedene Bedeutungen des Wortes ,,Dimension*). In
der Physik wird der Begriff der ,,Dimension* leider auch noch in einer vollig ande-
ren Bedeutung verwendet: Physikalische Dimensionen wéren im physikalischen
Sinne etwa die Léange, die Zeit, die Masse, die Frequenz und dergleichen mehr.
In der hier entwickelten Sprache wiirde man so eine physikalische Dimension
wohl am ehesten als einen ,,eindimensionalen reellen Vektorraum*® modellieren.
Ich kann nur hoffen, dafl der Leser aus dem Kontext erschlieBen kann, welcher
Dimensionsbegriff im Einzelfall jeweils gemeint ist.
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2.1.7.9. Der Nullraum hat als Basis die leere Menge. Seine Dimension ist folg-
lich Null. Allgemeiner hat fiir jeden Korper K die Standardbasis aus 2.1.6.11 des
Vektorraums K™ genau n Elemente und das zeigt

dimg K" =n

Korollar 2.1.7.10 (Kardinalititskriterien fiir Basen). Sei V' ein endlich erzeug-
ter Vektorraum.

1. Jede linear unabhdngige Teilmenge L. C V' hat hochstens dim V' Elemente
und im Fall |L| = dim V ist L bereits eine Basis,

2. Jedes Erzeugendensystem £ C V hat mindestens dim V' Elemente und im
Fall |E| = dim V ist E bereits eine Basis.

Beweis. Nach der Hauptabschitzung 2.1.7.1 gilt fiir L eine linear unabhéngige
Teilmenge, B eine Basis und £ ein Erzeugendensystem von V' stets

LI < |B] < |E|

Gibt es ein endliches Erzeugendensystem, so muf} im Fall | L| = | B| mithin L eine
unverldngerbare linear unabhéngige Teilmenge und damit nach der Maximalcha-
rakterisierung 2.1.6.14 eine Basis sein. Im Fall |B| = |E| mul E' in derselben
Weise ein unverkiirzbares Erzeugendensystem und damit nach der Minimalcha-
rakterisierung 2.1.6.14 eine Basis sein. [

Korollar 2.1.7.11 (Dimensionsabschitzung fiir Untervektorriume). Ein ech-
ter Untervektorraum eines endlichdimensionalen Vektorraums ist stets auch end-
lich erzeugt und hat dariiber hinaus eine echt kleinere Dimension.

Beweis. Ist in Formeln U C V ein Untervektorraum eines beliebigen Vektor-
raums, so behaupten wir mithin dim U < dim V' und behaupten zusitzlich, dafl
aus dimU = dim V' < oo folgt U = V. Ist V nicht endlich erzeugt, so ist nichts
zu zeigen. Ist V' endlich erzeugt, so gibt es nach der Hauptabschétzung 2.1.7.10
in U eine unverlidngerbare linear unabhiingige Teilmenge, und jede derartige Teil-
menge hat hochstens dim V' Elemente. Jede derartige Teilmenge ist aber nach
der Maximalcharakterisierung 2.1.6.14 notwendig eine Basis von U und das zeigt
dim U < dim V. Gilt hier Gleichheit und ist V' endlichdimensional, so ist wieder
nach der Hauptabschitzung 2.1.7.10 jede Basis von U auch eine Basis von V' und
das zeigt U = V. [

Satz 2.1.7.12 (Dimensionssatz). Gegeben ein Vektorraum V und darin Teilrdume
UW CV gilt

dim(U 4+ W) +dim(UNW) = dim U + dim W
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2.1.7.13. Wir verwenden hier die Notation U + W fiir den Teilraum U + W :=
{i+ W |4 e U, We W} vonV.Wir beweisen diesen Satz in 2.2.2.10 noch ein
zweites Mal als Korollar der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.

Beispiel 2.1.7.14. Denken wir uns wie in 2.1.5.6 den Raum der schmutzigen An-
schauung mit einem ausgezeichneten festen Punkt als Vektorraum, so entspre-
chen die zweidimensionalen Untervektorraume den anschaulichen Ebenen durch
unseren festen Punkt und je zwei verschiedene zweidimensionale Untervektorrau-
me U, W spannen den ganzen Raum auf, dim(U + W) = 3. Zwei verschiedene
Ebenen durch unseren festen Punkt schneiden sich nun offensichtlich in einer an-
schaulichen Geraden, und das entspricht genau der Aussage unseres Satzes, die in
diesem Fall zur Identitit 3 + 1 = 2 4 2 spezialisiert.

Beweis. Sind U oder W unendlichdimensional, so ist das eh klar. Sonst wihlen
wir eine Basis sq,...,s4 von U N W und erginzen sie erst durch uy,...,u, € U
zu einer Basis von U und dann weiter durch wy, ..., w; € W zu einer Basis von
U+ W . Wir haben gewonnen, wenn wir zeigen konnen, daf3 bei derartigen Wahlen
bereits sq, ..., sS4, W1, . . ., w; €ine Basis von W ist. Dazu reicht es zu zeigen, dal3
diese Menge W erzeugt. Sicher konnen wir jedes w &€ W schreiben als Linear-
kombination
w = ANUp+ ...+ \u,
181+ o+ [dSd
+Uiwy + ..t Vi

Dabei gilt jedoch offensichtlich A\yu; +. ..+ \.u, € WNU. Dieser Ausdruck 143t
sich damit auch als Linearkombination der s; schreiben, so daf3 w selbst auch als
Linearkombination der s; und w; geschrieben werden kann, was zu zeigen war.
Im iibrigen muf} dann auch bei der obigen Darstellung bereits gelten A\; = ... =
A = 0, aber das ist fiir unseren Beweis schon gar nicht mehr von Belang. ]

Ubungen

Ubung 2.1.7.15. Man zeige, daB jeder eindimensionale Vektorraum genau zwei
Untervektorrdume besitzt.

Ubung 2.1.7.16. Gegeben K-Vektorriume V und W mit Basen vy, ...,v, und
wy, ..., wy, zeige man, daf die Paare (v;,0) zusammen mit den Paaren (0, w,)
eine Basis von V@ W bilden. Insbesondere gilt fiir die Dimension des kartesischen
Produkts die Formel

dim(V @ W) = dim(V') + dim(W)

Gegeben K-Vektorraume V7, ..., V, gilt allgemeiner fiir die Dimension ihres kar-
tesischen Produkts die Formel

dim(Vi®...®V,) = dim(Vy) + ... + dim(V},)
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IMlustration zum Dimensionssatz nach 2.1.7.14: Zwei verschiedene Ebenen im
Raum, die beide einen ausgezeichneten festen Punkt enthalten, schneiden sich in
einer Geraden.
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Ergiinzende Ubung 2.1.7.17. Wir erinnern die Kérper R C C aus 1.3.4.15. Natiir-
lich kann jeder C-Vektorraum V' auch als R-Vektorraum aufgefalit werden. Wir
notieren diesen R-Vektorraum V* und nennen ihn die Reellifizierung von V. Man
zeige dimp VE = 2dim¢ V.

2.1.8 Austauschsatz von Steinitz*

2.1.8.1. Einen anderen Zugang zur Hauptabschitzung der linearen Algebra 2.1.7.1
liefert der folgende Austauschsatz von Steinitz, der sogar eine etwas feinere Aus-
sage liefert. Im hier verfolgten Zugang zur linearen Algebra ist er entbehrlich. Mir
scheint insbesondere seine Variante ?? relevant, da es mit ihr gelingt, auch im Fall
eines nicht endlich erzeugten Vektorraums die Existenz einer Bijektion zwischen
je Zweien seiner Basen zu zeigen. Derlei Feinheiten gehoren jedoch meines Er-
achtens nicht in eine Grundvorlesung. Ich habe den Austauschsatz hier dennoch
besprochen, da er beim iiblichen Aufbau der Theorie eine wichtige Rolle spielt
und deshalb auch in Priifungen oft danach gefragt wird.

Satz 2.1.8.2 (Austauschsatz von Steinitz). Ist V' ein Vektorraum, L C V eine
endliche linear unabhdngige Teilmenge und E C 'V ein Erzeugendensystem, so
gibt es eine Injektion ¢ : L — FE derart, daf3 auch (E\¢(L)) U L ein Erzeugen-
densystem von V' ist.

2.1.8.3. Wir konnen also in anderen Worten die Vektoren unserer linear unabhén-
gigen Teilmenge so in unser Erzeugendensystem hineintauschen, daf} es ein Er-
zeugendensystem bleibt. Mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre kann obi-
ger Austauschsatz auch ohne die Voraussetzung L endlich gezeigt werden. Der
Beweis in dieser Allgemeinheit wird in ?? skizziert.

Beweis. Der Austauschsatz folgt leicht induktiv aus dem Austauschlemma 2.1.8.4,
das wir im Anschluf3 beweisen: Dies Lemma erlaubt uns nidmlich, die Elemente
von L der Reihe nach in £ hineinzutauschen. O

Lemma 2.1.8.4 (Austauschlemma von Steinitz). Seien V' ein Vektorraum und
darin . O M ein Erzeugendensystem mit einer linear unabhdngigen Teilmenge.
Ist W € V\M ein Vektor aufSerhalb von M derart, daf$ auch M U {&} linear
unabhdngig ist, so gibt es € € E\M derart, dafy auch (E\é) U {w} ein Erzeugen-
densystem von V' ist.

Beweis. Da E ein Erzeugendensystem von V' ist, konnen wir « als Linearkombi-
nation von Vektoren aus F schreiben, sagen wir

IU:A1€1+...+>\T5r



124 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA I

mit paarweise verschiedenen é; € E und allen Koeffizienten verschieden von
Null. Da M U {w} linear unabhéngig ist, konnen hier nicht alle €; bereits zu M
gehoren. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir also €; ¢ M anneh-
men. Nun schreiben wir unsere Identitit um zu

&1 = AN (W — Aoy — ... — A6}

und sehen so, daB auch (E\é}) U {w/} ein Erzeugendenystem ist. O

2.1.9 Auswahlaxiom und Zorn’sches Lemma*

Lemma 2.1.9.1 (Auswahlaxiom). Fiir jede surjektive Abbildung f : X — Y
von Mengen existiert ein Rechtsinverses alias ein Schnitt alias eine Abbildung
g:Y — X mit f og=idy.

2.1.9.2. Vom Standpunkt der naiven Mengenlehre aus, den wir bisher stets einge-
nommen haben und den wir auch weiterhin einnehmen werden, kann man dieses
Lemma miihelos beweisen: Man wihlt halt zu jedem Element von Y ein Ele-
ment € X aus mit f(xz) = y und nennt dies Element g(y). Wenn man jedoch
die Mengenlehre wie bei Zermelo und Fraenkel in einer Formelsprache formali-
siert, so 146t sich die Aussage dieses Lemmas nicht formal aus den nach Zermelo
und Fraenkel tiblicherweise zugrundegelegten anderen Axiomen herleiten, die wir
zwar ihrerseits auch nie formalisiert haben, die wir aber stindig in intuitiver Weise
benutzen. Daher riihrt die Bezeichnung unseres Lemmas als ,,Axiom*. Wir wer-
den das Auswahlaxiom hier fiir die Herleitung des ,,Zorn’schen Lemmas* 2.1.9.8
benodtigen, von dem man sogar zeigen kann, dafl es zum Auswahlaxiom dquivalent
ist.

Lemma 2.1.9.3 (Auswahlaxiom, Variante). Gegeben eine Menge X gibt es stets
eine Abbildung a : P(X)\0 — X mit o(T) € T VT € P(X).

2.1.9.4. In Worten wihlt die Abbildung a also in jeder nichtleeren Teilmenge
T C X, T # () von X ein Element aus. Man nennt solch eine Abbildung deshalb
auch eine Auswahlfunktion.

2.1.9.5. Vom Standpunkt der naiven Mengenlehre aus, den wir bisher stets einge-
nommen haben und den wir auch weiterhin einnehmen werden, kann man diese
Variante genauso miihelos beweisen: Man wiihlt halt in jeder nichtleeren Teilmen-
ge T' C X ein Element aus und nennt es a(7"). Die etwas schwichere Forderung,
daf es fiir jede Folge X, X1, ... nichtleerer Teilmengen einer Menge X eine Fol-
ge von Elementen g, x1, . .. gibt mit z; € X; Vi, mag man das ,,Folgenauswahl-
axiom* nennen. Es wird hiufig ohne viel Nachfragen schon zu Beginn der ersten
Grundvorlesung zur Analysis verwendet, zum Beispiel beim Nachweis, daf} jede
folgenstetige Funktion das e-)-Kriterium erfiillt.
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2.1.9.6. Man sieht leicht, daBl die beiden hier vorgestellten Varianten des Aus-
wahlaxioms dquivalent sind. Um die Erste aus der Zweiten herzuleiten, betrachtet
man schlicht die Familie der Fasern von f. Um die Zweite aus der Ersten her-
zuleiten, betrachtet man fiir eine beliebige Menge X im Produkt X x P(X) die
Teilmenge Y = {(z,7T) | « € T} und die durch die Projektion auf die zwei-
te Koordinate (x,T") — T gegebene Abbildung Y — P(X). Sie induziert eine
Surjektion Y — P(X )\, und verkniipfen wir einen Schnitt dieser Surjektion mit
der Projektion auf die erste Koordinate (z,T") — x, so erhalten wir eine Auswahl-
funktion P(X)\0 — X.

2.1.9.7. Wir benutzen im folgenden die Begrifflichkeit aus 2.1.4 und erinnern an
einige Begriffe im Zusammenhang mit partiell geordneten Mengen, deren genaue
Bedeutung fiir das Folgende wesentlich ist. Wir nennen ein Element x einer parti-
ell geordneten Menge X maximal genau dann, wenn es keine Elemente oberhalb
von x gibt. Wir nennen x das grofite Element von X genau dann, wenn alle
anderen Elemente von X unterhalb von x liegen. Es kann also in einer partiell ge-
ordneten Menge viele maximale Elemente geben, aber nicht mehr als ein grof3tes
Element. Falls es ein grofites Element gibt, so ist dies auch das einzige maximale
Element. Gibt es andererseits genau ein maximales Element und ist X endlich, so
ist dies maximale Element notwendig das groBte Element.

Lemma 2.1.9.8 (Zorn’sches Lemma). Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge.
Besitzt jede total geordnete Teilmenge Y C X eine obere Schranke in X, so gibt
es in unserer partiell geordneten Menge X mindestens ein maximales Element.

2.1.9.9. Unter einer total geordneten Teilmenge einer partiell geordneten Men-
ge verstehen wir eine Teilmenge, in der je zwei Elemente vergleichbar sind. Wir
bezeichnen derartige Teilmengen im folgenden meist als Ketten. Eine partiell ge-
ordnete Menge, in der jede Kette eine obere Schranke besitzt, nennt man induktiv
geordnet. Eine induktiv geordnete Menge ist insbesondere nie leer, denn die leere
Menge ist ja auch eine Kette und besitzt folglich eine obere Schranke. Es reicht
nicht aus, im Zorn’schen Lemma nur die Existenz einer oberen Schranke fiir jede
monoton wachsende Folge zu fordern, vergleiche 2.1.9.13.

2.1.9.10. Wir werden das Zorn’sche Lemma im Anschluf} an die Formulierung des
,Fixpunktsatzes von Bourbaki‘ 2.1.9.18 mithilfe des Auswahlaxioms 2.1.9.3 auf
diesen Fixpunktsatz zuriickfiihren, fiir den wir dann einen vom Auswahlaxiom
unabhingigen Beweis geben. Zunichst will ich jedoch zur besseren Motivation
noch einige Folgerungen aus dem Zorn’schen Lemma besprechen.

2.1.9.11. Gegeben eine Menge X bezeichne wie iiblich P (X)) ihre Potenzmenge,
als da heifit die Menge aller Teilmengen von X . Teilmengen von P (X ) werde ich
oft als Systeme von Teilmengen von X ansprechen. Besonders hiufig benutzt
man das Zorn’sche Lemma in der folgenden Gestalt:
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Korollar 2.1.9.12. Ist M eine Menge und X C P(M) ein System von Teilmengen
von M, das mit jedem beziiglich Inklusion total geordneten Teilsystem auch die
Vereinigungsmenge des besagten Teilsystems enthdilt, so besitzt X ein beziiglich
Inklusion maximales Element.

2.1.9.13. Hier verwenden wir die Konvention 2.1.5.13, nach der die Vereinigung
iiber iiberhaupt keine Teilmenge einer Menge die leere Menge ist. Insbesondere
folgt aus unseren Annahmen, daf3 die leere Menge zu X gehort. Es reicht hier
nicht, nur die Stabilitit unter Vereinigungen von aufsteigenden Folgen in unse-
rem Mengensystem zu fordern: So bilden etwa alle abzédhlbaren Teilmengen einer
iberabzihlbaren Menge ein Mengensystem, das zwar stabil ist unter Vereinigun-
gen von aufsteigenden Folgen, das aber keine maximalen Elemente besitzt. Wir
nennen ein System M C P(X) von Teilmengen einer gegebenen Menge X stabil
unter aufsteigenden Vereinigungen, wenn es mit jedem total geordneten Teil-
system auch die Vereinigungsmenge des besagten Teilsystems enthilt. In dieser
Terminologie kann unser Korollar dann dahingehend formuliert werden, daf3 jedes
System von Teilmengen einer gegebenen Menge, das stabil ist unter aufsteigenden
Vereinigungen, mindestens ein maximales Element besitzt.

Beweis. Wir konnen das Zorn’sche Lemma auf die partiell geordnete Menge X
anwenden, denn fiir jede Kette in X gehort nach Annahme die Vereinigung ihrer
Mitglieder auch zu X', und diese Vereinigung ist offensichtlich eine obere Schran-
ke unserer Kette. 0

2.1.9.14. Ich schicke dem Beweis des Zorn’schen Lemmas eine typische Anwen-
dung voraus. Der Beweis des Zorn’schen Lemmas selber ist fiir diese Vorlesung
nicht mehr relevant.

Satz 2.1.9.15 (Basisexistenzsatz und Basiserginzungssatz). Jeder Vektorraum
besitzt eine Basis. Ist allgemeiner M C E eine linear unabhdngige Teilmenge in
einem Erzeugendensystem eines Vektorraums, so gibt es stets eine Basis B unseres
Vektorraums mit M C B C E.

2.1.9.16. Bereits der Basisexistenzsatz ist hochgradig nichtkonstruktiv. Ich bin
etwa aullerstande, Thnen fiir irgendeinen Korper K, und sei es der Korper K = [y
mit zwei Elementen, eine Basis des K-Vektorraums Ens(N, K') hinzuschreiben.
Geeignet verstanden ist das sogar prinzipiell unmoglich. Mehr dazu mogen Sie in
der Logik lernen.

Beweis. Sei V unser Vektorraum und X C P(V') das System aller linear unab-
hingigen Teilmengen A mit M C A C E, geordnet durch Inklusion. Wir zeigen
zunichst, daB3 X stabil ist unter aufsteigenden Vereinigungen. Ist in der Tat ) ein
total geordnetes System von linear unabhéngigen Teilmengen von V/, so ist auch
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U Acy A linear unabhéingig, denn sind vy, ..., v, € U Acy A paarweise verschie-
den, so gibt es ein A € Y mit vy,...,v. € A und folglich verschwindet keine
nichttriviale Linearkombination der v;. Also ist X stabil unter aufsteigenden Ver-
einigungen und nach dem vorhergehenen Korollar 2.1.9.12 gibt es damit ein maxi-
males Element von X alias eine linear linear unabhingige Teilmenge A,.. C V,
die M umfalit und maximal ist unter allen linear unabhzngigen Teilmengen A
mit A C E. Diese Teilmenge mufl dann aber nach der Maximalcharakterisierung
2.1.6.17 eine Basis von V' sein. O]

2.1.9.17. Eine partiell geordnete Menge, in der jede Kette 7' sogar eine kleinste
obere Schranke besitzt, nennt man streng induktiv geordnet. Fiir jede Teilmenge
T einer partiell geordneten Menge S kann es natiirlich nicht mehr als eine kleins-
te obere Schranke geben, und falls sie existiert, heiit wie in der Analysis das
Supremum von 7" in S und wird bezeichnet mit sup 7". Wir fithren das Zorn’sche
Lemma mithilfe des Auswahlaxioms zuriick auf den folgenden Satz, den wir dann
im Anschlufl beweisen.

Satz 2.1.9.18 (Fixpunktsatz von Bourbaki). Ist (S, <) eine streng induktiv ge-
ordnete Menge, so besitzt jede Abbildung f : S — S mit der Eigenschaft f(s) >
s Vs € S mindestens einen Fixpunkt.

2.1.9.19. Wir werden diesen Satz zeigen, ohne das Auswahlaxiom zu verwenden.
Genauer werden wir sogar einen vollstandig kanonischen Fixpunkt konstruieren
als das ,,grofte Element des kleinsten Turms®. Zuvor folgern wir jedoch noch aus
dem Fixpunktsatz das Zorn’sche Lemma, und bei diesem Schritt brauchen wir das
Auswahlaxiom 2.1.9.3.

Herleitung des Zorn’schen Lemmas 2.1.9.8 aus dem Fixpunktsatz 2.1.9.18. Sei X
unsere partiell geordnete Menge. Wir betrachten das System S C P(X) aller Ket-
ten von X. Sicher ist S partiell geordnet vermittels der Inklusion. Unser S ist auf
diese Weise sogar streng induktiv geordnet, das Supremum {iiber ein total geord-
netes System 7 C S von Ketten ist einfach ihre Vereinigung sup 7 = |Jor K.
Wir definieren nun eine Abbildung f : & — S durch die Vorschrift

FOK) = K U{x} fallsz ¢ K existiert derart, daB K U {z} eine Kette ist;
T K sonst.

Hier verwenden wir das Auswahlaxiom, um fiir alle fraglichen K jeweils unter
allen moglichen x Eines auszuwihlen. Jetzt hat die Abbildung f nach dem Satz
von Bourbaki 2.1.9.18 einen Fixpunkt, es gibt also eine maximale Kette K., C
X. Eine obere Schranke einer solchen maximalen Kette K., ist dann notwendig
ein maximales Element von X. ]
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2.1.9.20. Die obere Schranke von K ,,, vom Schluf} des vorhergehenden Bewei-
ses ist sogar eindeutig bestimmt und kann beschrieben werden als das grof3te Ele-
ment von K ... Das interessiert aber schon gar nicht mehr.

Beweis des Fixpunktsatzes von Bourbaki 2.1.9.18. Die Menge S besitzt notwen-
dig ein kleinstes Element £ € S, ndmlich das Supremum der leeren Menge, die ja
stets eine Kette ist. Die folgende Definition vereinbaren wir nur behelfsmifig fiir
die Zwecke dieses Beweises, danach darf sie wieder vergessen werden.

Definition 2.1.9.21. Sei S eine streng induktiv geordnete Menge und f : S — S
eine Abbildung mit f(s) > s fiir alle s € S. Eine Teilmenge 7" C S heift ein
Turm oder priziser ein Turm in Bezug auf f, wenn gilt

1. Das kleinste Element k£ von S gehort zu 77
2. Aust € T folgt f(t) € T
3. Ist K C T eine Kette, so gehort auch sup K zu 7'

2.1.9.22. Es reicht, einen Turm 7" zu finden, der auch eine Kette ist, denn dann ist
sup 71" das grofite Element von 7" und damit ein Fixpunkt von f. Der Schnitt iber
alle Tiirme in S ist offensichtlich der beziiglich Inklusion kleinste Turm von S,
wir nennen ihn R. Wir behaupten nun, da8 dieser kleinste Turm R eine Kette ist.

Ergdnzung 2.1.9.23. Dieser Unterabschnitt ist nur motivierendes Geschwitz und
mulf bei einem streng logischen Aufbau iibersprungen werden. Aber sei’s drum!
In unserem kleinsten Turm liegen natiirlich das kleinste Element £, dann auch
f(k), f2(k), f3(k) ... Wird diese Folge stabil, etwa bei f"(k) = f"*1(k), so ist
diese endliche Menge der kleinste Turm. Wird sie nicht stabil, so gehort ihr Supre-
mum s = sup{ f"(k)} nicht zu den Folgengliedern, gehort aber auch zu unserem
kleinsten Turm, ebenso wie auch f(s), f2(s), f3(s) . .. Wird diese Folge stabil, et-
wabei f(s) = f"T1(s), so ist die Vereinigung der Glieder unserer beiden Folgen
der kleinste Turm. Sonst gehort das Supremum s, = sup{ f"(s)} unserer zweiten
Folge wieder nicht zu den Folgengliedern, gehort aber auch zu unserem kleinsten
Turm, ebenso wie auch f(s;), f2(s1), f3(s1) ... Terminiert ,,dieser Prozess®, so
liefert er den kleinsten Turm als Vereinigung endlich vieler Folgen, der Letzten da-
von endlich. Sonst bilden wir die Folge s = sq, 51, ... und auch deren Supremum
t = sup{s,} gehort zu unserem kleinsten Turm, ebenso wie f(t), f2(t), f3(t) ...
Na ja, und dann geht es irgendwie immer so weiter und wird recht uniibersichtlich,
weshalb diese Uberlegungen beim Nachweis, daB der kleinste Turm eine Kette
sein muf}, auch nicht zum Ziel fithren. Stattdessen vereinbaren wir eine weitere
Sprechweise.

Definition 2.1.9.24. Ein Element unseres kleinsten Turms ¢ € R heilit eng, wenn
firallea € R gilt (a < ¢) = (f(a) < c).
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Erginzung 2.1.9.25. Anschaulich mag man sich unsere partiell geordnete Menge
S mit der Abbildung f vorstellen als eine mathematische Beschreibung fiir mehr
oder weniger geordnetes Schlangestehen, etwa um in ein Flugzeug zu gelangen. In
dieser Interpretation wire .S eine Menge moglicher Standplitze und die Abbildung
f wire eine Vorschrift, die unsere Flugreisenden in jedem Zeitschritt von einem
Standplatz zu einem besseren Standplatz vorriicken oder aber stehenbleiben 14f3t.
Ein enges Element einer beliebigen unter f stabilen Teilmenge R C S wire etwa
ein Standplatz direkt vor einem Drehkreuz, an dem die Bordkarten eingesammelt
werden und an dem alle Reisenden, die auf Standplitzen aus R stehen, einzeln
vorbeigehen miissen, wenn sie denn tiberhaupt ins Flugzeug kommen wollen.

Lemma 2.1.9.26. Gegeben ein enges Element c unseres kleinsten Turms R gilt fiir
Jjedes weitere Element unseres kleinsten Turms r € R mindestens eine der beiden
Ungleichungen x < c oder f(c) < x.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daB die Menge R, = {x € R | Es gilt entweder
x < coder f(c) < x} ein Turm ist. Sicher gilt £ € R.. Ist K C R, eine Kette,
so gehort offensichtlich auch sup K zu R.. Wir miissen also nur noch zeigen, daf}
R, stabil ist unter f, und das folgt miihelos aus unserer Definition eines engen
Elements c. [

Lemma 2.1.9.27. Jedes Element unseres kleinsten Turms R ist eng.

Beweis. Es reicht zu zeigen, da3 die Menge £ der engen Elemente von R ein
Turm ist. Sicher gilt £ € E. Um zu zeigen, dal F stabil ist unter f, bemerken wir,
daB fiir c eng aus a < f(c) schon folgt a < ¢ nach Lemma 2.1.9.26. Es bleibt zu
zeigen, daf fiir jede Kette X' C E auch ihr Supremum b = sup K zu E gehort. Sei
also @ € Rund a < b. Es gilt zu zeigen f(a) < b. Wenn wir haben a < c fiir ein
c € K, so folgt wegen ¢ eng sofort f(a) < ¢ < b. Wenn nicht, so gilt notwendig
a > cfiir alle ¢ € K und folglich @ > b im Widerspruch zur Annahme. [

Jetzt fithren wir den Beweis des Fixpunktsatzes von Bourbaki zu Ende. In der Tat
zeigt ja Lemma 2.1.9.27 zusammen mit seinem Vorgidnger Lemma 2.1.9.26 sofort,
daf der kleinste Turm R total geordnet ist. Also ist /2 sowohl ein Turm als auch
eine Kette und sup R ist ein Fixpunkt von f. O]

Ubungen
Ubung 2.1.9.28. Man zeige, daB es auf jeder Menge eine Anordnung gibt.
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[lustration zu 2.1.9.26 im Fall, daB unser enges Element des kleinsten Turms
¢ € R kein Fixpunkt von f ist. Die partielle Ordnung wird hier vage durch
Striche angedeutet, die von kleineren zu groleren Elementen aufsteigen.
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2.2 Lineare Abbildungen

2.2.1 Homomorphismen und Isomorphismen

Definition 2.2.1.1. Seien V, W Vektorrdume tiber einem Korper K. Eine Abbil-
dung f : V' — W heilit linear oder genauer K -linear, wenn fiir alle v, W/ € V
und \ € K gilt

fW+d) = f@0)+ f(w)
) = Af(0)

Eine lineare Abbildung heif3t auch ein Homomorphismus von K -Vektorraumen.

Definition 2.2.1.2. Eine lineare Abbildung ¢ heif3t ein Isomorphismus von Vek-
torraumen, wenn es eine lineare Abbildung ¢ in die Gegenrichtung gibt derart,
daB beide Kompositionen ) o ¢ und ¢ o die Identitét sind. Gibt es zwischen zwei
Vektorrdumen einen Isomorphismus, so heiflen sie isomorph. Ein Homomorphis-
mus von einem Vektorraum in sich selber heift ein Endomorphismus unseres
Vektorraums. Ein Isomorphismus von einem Vektorraum in sich selber heif3t ein
Automorphismus unseres Vektorraums.

2.2.1.3. Die Automorphismen eines Vektorraums V' bilden mit der Hintereinan-
derausfithrung als Verkniipfung eine Gruppe. Sie heiflt die allgemeine lineare
Gruppe oder auch die Automorphismengruppe unseres Vektorraums V' und
wird notiert

GL(V) = Aut(V)

nach der englischen Bezeichnung general linear group. Wenn wir betonen wol-
len, da3 wir K-lineare Automorphismen meinen, schreiben wir auch Aut (V).

2.2.1.4. Jede lineare Abbildung bildet den Nullvektor auf den Nullvektor ab, denn
fir f : V' — W linear gilt f(0) = f(0 4 0) = f(0) + f(0) und Addition des
Negativen von f (6) auf beiden Seiten liefert die Behauptung. Man zeigt auch
leicht per Induktion iiber n, dafl gegeben f : V' — W linear gilt

JOUUL+ o ATn) = Af(01) + .+ A f(Tn)

fiir beliebige \; € K und v; € V.

Didaktische Anmerkung 2.2.1.5. Ich denke, an dieser Stelle mag auch der Ab-
schnitt 1.3.3 {iber Homomorphismen von Magmas und Monoiden und Gruppen
besprochen werden, ergédnzt um Homomorphismen von Korpern. Besser wére es
aber, diesen Abschnittschon frither zu besprechen. Dann kann man hier an 1.3.3.6
erinnern, wonach sogar iiberhaupt jeder Gruppenhomomorphismus das neutrale
Element auf das neutrale Element werfen muf3.
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2.2.1.6 (Herkunft der Terminologie). Die Herkunft eines Teils dieser Termino-
logie haben wir bereits in 1.3.3.8 diskutiert. ,,Linear* heilen unsere Abbildungen
vermutlich, weil im Fall R-linearer Abbildungen f : R — R ihre Graphen Ge-
raden alias gerade Linien sind. Allerdings sind auch allgemeiner die Graphen der
Funktionen f : R — R, x — ax+ b gerade Linien, und diese Abbildungen sind in
unserem Sinne nur linear im Fall b = 0. Auf der Schule haben Sie moglicherweise
diese Funktionen auch im Fall b # 0 ,linear genannt, aber in der mathematischen
Fachsprache heiflen besagte Funktionen nur im Fall b = 0 linear und sonst ,,af-
fin“. Das Wort ,,Endomorphismus‘ kommt von griechisch ,,evdov* fiir deutsch
»drinnen®, und das Wort ,,Automorphismus* von ,,av7Tos* fiir deutsch ,,selbst*.

Beispiele 2.2.1.7. Die Projektionen auf die Faktoren pr, : K" — K sind linear.
Die Abbildung K2 — K gegeben durch (x,y) — ax + by ist linear fiir beliebige
aber feste a,b € K. Gegeben ein Vektorraum V' und ein Vektor 7 € V ist die
Abbildung K — V gegeben durch A +— Av linear. Jede lineare Abbildung von
K in einen K -Vektorraum ist von dieser Gestalt. Das Quadrieren K — K ist
nicht linear, es sei denn, K ist ein Korper mit zwei Elementen, so daf} es mit der
Identitit zusammenfallt.

Beispiele 2.2.1.8. Gegeben Vektorrdume V, W sind die Projektionsabbildungen
pry : (VW) — Vundpry, : (V@& W) — W linear. Dasselbe gilt allgemeiner
fiir die Projektionen pr; : Vi & ... @& V,, — V.. Ebenso sind die kanonischen
Injektionen iny : V — (Ve W), v (v,0) undiny : W — (VS W), w —
(0,w) linear und dasselbe gilt allgemeiner fiir die analog definierten Injektionen
in:V, =>Vi®e...eV,.

2.2.1.9. Das Bild eines Erzeugendensystems unter einer surjektiven linearen Ab-
bildung ist ein Erzeugendensystem. Das Bild einer linear unabhingigen Teilmen-
ge unter einer injektiven linearen Abbildung ist eine linear unabhéngige Teilmen-

ge.

Satz 2.2.1.10 (Klassifikation von Vektorriaumen durch ihre Dimension). Ge-
geben eine natiirliche Zahl n ist ein Vektorraum iiber einem Korper K genau dann
isomorph zu K™, wenn er die Dimension n hat.

Beweis. Natiirlich gehen unter einem Vektorraumisomorphismus Erzeugenden-
systeme in Erzeugendensysteme, linear unabhiingige Teilmengen in linear unab-
hingige Teilmengen und Basen in Basen iiber. Sind also zwei Vektorrdume iso-
morph, so haben sie auch dieselbe Dimension. Hat umgekehrt ein Vektorraum V'
eine angeordnete Basis B = (4, ..., #;,) aus n Vektoren, so liefert die Vorschrift
(A1, .o An) = AU + ... + A\, 0, etwa nach 2.1.6.12 einen Vektorraumisomor-
phismus K" = V. O
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2.2.1.11 (Stufenzahl nach Durchfiihren des GauB-Algorithmus). Nun konnen
wir auch unsere Ausgangsfrage 2.1.1.14 16sen, ob die ,,Zahl der freien Parame-
ter bei unserer Darstellung der Losungsmenge eines linearen Gleichungssys-
tems eigentlich wohlbestimmt ist oder priziser, ob beim Anwenden des Gauss-
Algorithmus dieselbe Zahl von Stufen entsteht, wenn wir zuvor die Variablen
umnummerieren alias die Spalten vertauschen. Wenn wir das fiir homogene Sys-
teme zeigen konnen, so folgt es offensichtlich fiir beliebige Systeme. Bei ho-
mogenen Systemen ist jedoch die Losungsmenge L. C K™ ein Untervektor-
raum und wir erhalten einen Vektorraumisomorphismus L — K™~ durch ,,Strei-
chen aller Eintrdge, bei denen eine neue Stufe beginnt“, also durch Weglassen
VON Tg(1), Ls(2), - - -, Ls(r) aus einem m-Tupel (x1,...,2,) € L. Damit erhalten
wir fiir die Zahl r der Stufen die von allen Wahlen unabhingige Beschreibung
als Zahl der Variablen abziiglich der Dimension des Losungsraums, in Formeln
r=m —dimg L.

Ubungen

Ubung 2.2.1.12. Ein Punkt, der unter einer Abbildung auf sich selbst abgebildet
wird, heilt ein Fixpunkt besagter Abbildung. Gegeben eine Abbildung f : X —
X notiert man die Menge ihrer Fixpunkte auch

Xi={re X | f(z) =2}

Man zeige: Gegeben ein Vektorraum V' und ein Endomorphismus f € End V'
bildet die Menge der von [ festgehaltenen Vektoren alias aller Fixvektoren von
f stets einen Untervektorraum V/ C V.

Ubung 2.2.1.13. Jede Verkniipfung von Vektorraumhomomorphismen ist wie-
der ein Vektorraumhomomorphismus. Sind also in Formeln g : U — V und
f V. — W Vektorraumhomomorphismen, so ist auch fog : U — W ein
Vektorraumhomomorphismus.

Ubung 2.2.1.14. Gegeben ein surjektiver Vektorraumhomomorphismus g : U —
V und eine Abbildung f : V' — W in einen weiteren Vektorraum ist f genau dann
linear, wenn die Verkniipfung f o g : U — W linear ist. Gegeben ein injektiver
Vektorraumhomomorphismus f : V' < W und eine Abbildung g : U — V von
einen weiteren Vektorraum nach V' ist g genau dann linear, wenn die Verkniipfung
fog:U — W linear ist. Hinweis: 1.3.3.35.

Ubung 2.2.1.15. Ist f : V — W ein bijektiver Vektorraumisomorphismus, so ist
auch die Umkehrabbildung f~! : W — V ein Vektorraumhomomorphismus und
f ist folglich ein Isomorphismus.
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Ilustration zu Ubung 2.2.1.12, nach der die Fixpunktmenge jedes
Endomorphismus eines Vektorraums ein Untervektorraum ist. Zum Beispiel ist
die Spiegelung an einer Ursprungsgerade eine lineare Abbildung und ihre
Fixpunktmenge ist in der Tat ein Untervektorraum, ndmlich besagte
Ursprungsgerade.
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Ubung 2.2.1.16. Wieviele Untervektorrdume besitzt der R?, die unter der Spie-
gelung (z,y) — (z, —y) in sich selber tiberfithrt werden? Welche Untervektor-
riume des R? werden unter der Spiegelung (z,y,2) — (z,y, —z) in sich selber
tiberfiihrt?

Ergiinzende Ubung 2.2.1.17. Eine Gruppe, in der jedes Element sein eigenes In-
verses ist, kann nach 2.1.2.17 auf genau eine Weise mit der Struktur eines Vek-
torraums tiber dem Korper mit zwei Elementen versehen werden. Ein Beispiel ist
unsere Gruppe aus 1.3.2.18 mit den Teilmengen einer Menge Z als Elementen.
Man zeige, dal} dieser Vektorraum isomorph ist zum Vektorraum aller Abbildun-
gen der Menge Z in der Korper mit zwei Elementen.

Ubung 2.2.1.18. Eine Abbildung f : V — W von Vektorrdumen ist genau dann
linear, wenn ihr Graph I'(f) C V' x W ein Untervektorraum des Produkts ist.

2.2.2 Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

Lemma 2.2.2.1. Das Bild eines Untervektorraums unter einer linearen Abbildung
ist ein Untervektorraum. Das Urbild eines Untervektorraums unter einer linearen
Abbildung ist ein Untervektorraum.

Beweis. 1. Sei f : V — W unsere lineare Abbildung. Sei U C V ein Untervek-
torraum. Wir miissen zeigen, daB8 auch f(U) C V ein Untervektorraum ist. Da
f ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen ist, ist f(U)
schon mal eine additive Untergruppe von W nach 1.3.3.22. Da U ein Untervek-
torraum ist, gilt weiter A\@ € U. Dann folgt mit der Linearitit Al = A\f(d) =
f(\Z) € f(U). Also hat f(U) alle von einem Untervektorraum geforderten Ei-
genschaften.

2.Sei f : V — W unsere lineare Abbildung. Sei Z C W ein Untervektor-
raum. Da f ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen ist,
ist f[71(Z) := {0 € V| f(¢) € Z} schon mal eine additive Untergruppe von V'
nach 1.3.3.22. Gegeben ¥ € f~}(Z) und \ € K gilt weiter f(\7) = \f(¥) € Z
wegen der Linearitit und da Z ein Untervektorraum ist. Aus der Definition des
Urbilds folgt A\ € f~1(Z). Also hat f~!(Z) alle von einem Untervektorraum
geforderten Eigenschaften. [

2.2.2.2. Das Bild einer linearen Abbildung f : V — W alias die Teilmenge
(im f) :== f(V) C W istnach 2.2.2.1 ein Untervektorraum von W.

2.2.2.3. Das Urbild des Nullvektors unter einer linearen Abbildung f : V — W
notiert man auch

(ker f) := f71(0) ={ve V| f(v) = 0}
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und nennt es den Kern der linearen Abbildung f. Der Kern ist nach 2.2.2.1 ein
Untervektorraum von V. Wir hatten ihn in 1.3.3.20 sogar bereits fiir beliebige
Gruppenhomomorphismen eingefiihrt.

Lemma 2.2.2.4 (Verschwindender Kern bedeutet Injektivitiit). Eine lineare
Abbildung f : V — W ist injektiv genau dann, wenn ihr Kern Null ist.

Beweis. Das sollten sie in Ubung 1.3.3.20 bereits fiir beliebige Gruppenhomo-
morphismen zeigen. Hier geben wir das Argument nocheinmal in unserem Spe-
zialfall. Liegen im Kern aufler dem Nullvektor von V' noch andere Vektoren, so
werden verschiedene Vektoren aus V' unter f auf den Nullvektor von 11 abgebil-
det und unsere Abbildung ist nicht injektiv. Ist umgekehrt unsere Abbildung nicht
injektiv, so gibt es v # vy in V mit f(v) = f(v;) und es folgt f(v — v;) = 0 aber
v — vy # 0. Mit v — vy liegt also ein von Null verschiedener Vektor im Kern, der
folglich nicht der Nullraum sein kann. [

Satz 2.2.2.5. Fiir jede lineare Abbildung f : V — W von Vektorridumen gilt die
Dimensionsformel

dim V' = dim(ker f) + dim(im f)

Beweis. Ist V endlich erzeugt, so ist auch (im f) endlich erzeugt, da ja fiir je-
des Erzeugendensystems £ C V sein Bild f(FE) ein Erzeugendensystem von
f(V) = im f ist. Ebenso ist mit V" auch (ker f) endlich erzeugt, nach dem Ko-
rollar 2.1.7.11 ist ja sogar jeder Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektor-
raums endlich erzeugt. Gilt also umgekehrt dim(ker f) = oo oder dim(im f) =
00, so folgt dim V' = oo und unser Satz gilt in diesen beiden Fillen. Wir brauchen
ihn also nur noch in dem Fall zu zeigen, daB (ker f) und (im f) beide endlichdi-
mensional sind. In diesem Fall folgt er aus dem anschlieenden préiziseren Lemma
2.2.2.6. Alternativ kann man auch mit Ubung 2.2.2.13 argumentieren. [

Lemma 2.2.2.6. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Ist A eine Basis ihres
Kerns, B eine Basis ihres Bildes und g : B — V eine Wahl von Urbildern unserer
Basis des Bildes, so ist g(B) U A eine Basis von V.

2.2.2.7. Wir zeigen sogar stirker: Erzeugt A den Kern und B das Bild, so erzeugt
g(B) U A ganz V. Sind A und B linear unabhéngig, so auch g(B) U A.

Beweis. Gegeben v € V haben wir f(v) = My + ... + A0, mit W; € B.
Offensichtlich liegt dann ¥ — A\, g(w;) — ... — A.g(w,) im Kern von f und so
folgt, daB g(B) U A ganz V erzeugt. Um die lineare Unabhingigkeit zu zeigen
nehmen wir an, es gelte

Mg(Wh) + .o+ XNg(W) + ¥y + ..+ sty =0
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mit den ©; € A und @; € B paarweise verschieden. Wenden wir f an, so folgt
MWy + ...+ A, = 0 und damit \; = ... = )\, = 0 wegen der linearen Un-
abhingigkeit der w;. Setzen wir diese Erkenntnis in die urspriingliche Gleichung
ein, so folgt weiter 11 = ... = us = 0 wegen der linearen Unabhingigkeit der
Vektoren ;. O

Korollar 2.2.2.8 (Isomorphismus durch Dimensionsvergleich). Jede injektive
lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen derselben endlichen Dimension ist ein
Isomorphismus. Jede surjektive lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen dersel-
ben endlichen Dimension ist ein Isomorphismus.

Beweis. Sei f : V. — W unsere lineare Abbildung. Im ersten Fall folgt erst
ker f = 0 und dann dim(im f) = dimV = dim W aus der Dimensionsformel
und so im f = W mit 2.1.7.11. Im zweiten Fall folgt erst ker f = 0 aus der
Dimensionsformel und dann die Injektivitit aus 2.2.2.4. [

2.2.2.9. Gegeben ein Vektorraum V' und Teilrdume U, W C V setzen wir
U+W:={veV|Esgibtuc Uundw € W mitv =u+ w}

unter Verwendung unserer allgemeinen Notationskonvention aus 1.3.1.3. Offen-
sichtlich ist U + W wieder ein Teilraum von V.

Korollar 2.2.2.10 (Dimensionssatz). Gegeben ein Vektorraum V' mit Teilrdumen
UW CV gilt

dim(U + W) +dim(UNW) = dimU + dim W

Beweis. Wir haben diesen Satz bereits in 2.1.7.12 sozusagen zu Ful} bewiesen.
Mit unserer Dimensionsformel 2.2.2.5 kdnnen wir nun noch einen alternativen
Beweis geben. Betrachtet man nidmlich die lineare Abbildung

fUaeW =V

gegeben durch f(u, w) = u+w, so gilt (im ) = U + W und die Abbildung d
(d, —d) definiert einen Isomorphismus (U N W) = ker f. Die Formel 2.1.7.16
fiir die Dimension der direkten Summe in Verbindung mit der Dimensionsformel
liefert so

dimU + dim W = dim(U @ W) = dim(U N W) + dim(U + W) O

Definition 2.2.2.11. Zwei Untervektorraume U, W eines Vektorraums V' heiflen
komplementir, wenn die Addition eine Bijektion

UxW =V



138 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA I

liefert. Nach 2.2.3.12 ist diese Abbildung dann unter Verwendung der in 2.1.3.9
eingefiihrten Notation sogar ein Vektorraumisomorphismus + : U @ W — V.
Des weiteren sagt man in dieser Situation, IV sei ein Vektorraumkomplement
oder kurz Komplement von U in V.

2.2.2.12 (Vektorraumkomplement und Komplementmenge). Man unterschei-
de sorgfiltig zwischen Vektorraumkomplement und Komplementmenge: Kom-
plementidre Untervektorrdume sind keineswegs disjunkt, sondern schneiden sich
im Nullvektor, und die Vereinigung komplementérer echter Untervektorrdume ist
auch nie der ganze Ausgangsraum, sondern nur ein Erzeugendensystem dessel-
ben. Auf franzosisch spricht man von einem ,,sousespace supplémentaire®, das ist
noch deutlicher. Allerdings werden sich beide Begriffe in ?? als Auspriagungen
von ,,Koprodukten* erweisen, und das ist zumindest eine gewisse Rechtfertigung
fiir die vermutlich etwas verwirrende Terminologie.

Ubungen

Ubung 2.2.2.13. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Man zeige: Ist 7y, . . . , Ts
eine Basis des Kerns ker f und .4, ..., v, eine Erweiterung zu einer linear un-
abhingigen Teilmenge v, ..., %, von V, so ist die Familie f(¥Usi1),..., f(¥,)
linear unabhiéngig in 1. Ist unsere Erweiterung sogar eine Basis von V/, so ist
unsere Familie eine Basis des Bildes von f.

Ubung 2.2.2.14. Man zeige: Zwei Untervektorrdume U, W eines Vektorraums V/
sind komplementér genau dann, wenn gilt V =U + W und U N W = 0.

Ubung 2.2.2.15. Man zeige: Zwei Untervektorriume U, W eines endlichdimen-
sionalen Vektorraums V' sind komplementér genau dann, wenn gilt V' = U + W
und dim U + dim W < dim V. Hinweis: 2.1.7.16.

Ubung 2.2.2.16. Der Kern einer von Null verschiedenen linearen Abbildung in
den Grundkorper ist stets eine Hyperebene im Sinne von 2.1.5.16.

Erginzende Ubung 2.2.2.17. Sei ¢ : V — V ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums. Man zeige, daB ker(¢?) = ker ¢ gleichbedeutend ist
u+:kero@imp = V.

Ergiinzende Ubung 2.2.2.18. Ein Element f einer Menge mit Verkniipfung heift
idempotent genau dann, wenn in multiplikativer Notation gilt f> = f. Die idem-
potenten Endomorphismen eines Vektorraums entsprechen eineindeutig seinen
Zerlegungen in eine direkte Summe von zwei komplementéren Teilrdumen. Ge-
geben ein Vektorraum V' liefert genauer die Abbildung f — (im f, ker f) eine
Bijektion

und als solche komplementir

{f€EndV | ff=f} > {(I,J)EP(V)2

I.J C V sind Teilrdume }
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Fiir die Umkehrabbildung unserer Bijektion sagt man, sie ordne unserem Paar
(1, J) komplementirer Teilrdume die Projektion von V' auf I lings J zu.

Ubung 2.2.2.19. Sei p : V —» W eine surjektive lineare Abbildung. Man zei-
ge: Genau dann ist ein Teilraum U C V komplementir zu ker p, wenn p einen
Isomorphismus p : U = W induziert.

2.2.3 Ré&ume von linearen Abbildungen

2.2.3.1. Seien V, W Vektorrdume iiber einem Korper K. Die Menge aller Homo-
morphismen von V' nach W notieren wir

Homg (V, W) = Hom(V, W) C Ens(V, W)

Lemma 2.2.3.2 (Lineare Abbildungen und Basen). Seien V, W Vektorrdume
iiber einem Korper K und sei B C V eine Basis. So liefert das Einschrdnken von
Abbildungen eine Bijektion

Homg (V, W) = Ens(B, W)

Jede lineare Abbildung ist also in Worten festgelegt und festlegbar durch ihre
Werte auf einer Basis.

Beweis im Fall einer endlichen Basis. Seien f,g : V — W linear. Gilt f(v) =
g(v) fiiralle ¥ € B, so folgt f(Mv) + ...+ \0) = g(M¥ + ... + \0,) fiir alle
A,y A € Kund 0y, ..., 0, € Bunddamit f(¢) = g(?) fiir alle 7 im Erzeugnis
von B alias fiir alle ¥ € V. Das zeigt die Injektivitit der im Lemma betrachteten
Einschrinkungsabbildung sogar allgemeiner fiir jedes Erzeugendensystem B von
V. Ist B zusitzlich eine Basis und ist umgekehrt eine Abbildung von Mengen
g : B — W gegeben, so konnen wir sie zu einer linearen Abbildung g : V" — W
ausdehnen wie folgt: Jeder Vektor v € V' 146t sich ja nach 2.1.6.12 eindeutig als
Linearkombination der Basisvektoren schreiben, etwa v = \v; + ... + AU, mit
paarweise verschiedenen v; € B. Wir konnen nun schlicht g definieren durch die
Vorschrift

G(0) == Mg(th) + ...+ \g(T,)

Man sieht leicht, daf3 dann g linear ist und aud der Basis zu g einschrinkt. O]

2.2.3.3. Im Fall einer unendlichen Basis funktioniert derselbe Beweis, nur soll-
ten wir noch genauer sagen, was wir meinen mit der Aussage, jeder Vektor v € V'
lasse sich eindeutig als Linearkombination der Basisvektoren schreiben. Dazu ent-
wickeln wir die Terminologie des ,,freien Vektorraums iiber einer Menge*‘.
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2.2.3.4 (Freie Vektorriaume und ihre universelle Eigenschaft). Seien X eine
Menge und K ein Korper. Die Menge Ens( X, K) aller Abbildungen f : X — K
mit der punktweisen Addition und Multiplikation mit Skalaren ist offensichtlich
ein K -Vektorraum. Darin bilden alle Abbildungen, die nur an endlich vielen Stel-
len von Null verschiedene Werte annehmen, einen Untervektorraum

K(X) C Ens(X, K)

Dieser Vektorraum K (X') heiit der freie Vektorraum iiber der Menge X . Ge-
geben z € X bezeichne §, : X — K die Abbildung mit d,(z) = 1 und d,(y) =0
fiir y # z. So ist die sogenannte kanonische Einbettung can : X — K(X) ge-
geben durch z — ¢, offensichlich eine Basis im Sinne einer Familie von K (X).
Weiter liefert fiir jeden /K -Vektorraum V' das Vorschalten der kanonischen Ein-
bettung can eine Bijektion

(ocan) : Homg (K(X),V) = Ens(X,V)

In der Tat kann man in diesem Fall eine Umkehrabbildung leicht angeben durch
die Vorschrift ¢ — & mit

b:a— Z a(x)o(x)

{zla(x)#0}

Wir sagen dann auch, die lineare Abbildung ¢ : K(X) — V entstehe aus der
Abbildung ¢ : X — V durch lineare Fortsetzung.

2.2.3.5 (Notationen bei freien Vektorrdumen). Ein Element a € K(X) des
freien Vektorraums iiber einer Menge X fassen wir als ,,formale Linearkombi-
nation von Elementen von X “ auf und notieren es statt » (wla(z)£0} a(x)d, lieber
Y sex Gz mit der Indexnotation a(x) = a, fiir Abbildungen, der Abkiirzung
0, = x und der Konvention, da3 bei unendlichen Summen mit nur endlich vielen
von Null verschiedenen Summanden eben nur die Summe der von Null verschie-
denen Summanden gemeint sein soll. In dieser Notation wirkt dann die kanoni-
sche Einbettung wie die Einbettung einer Teilmenge. Weiter wird in dieser Nota-
tion die lineare Fortsetzung ® einer Abbildung ¢ : X — V beschrieben durch die
hoffentlich suggestivere Formel

D Zamx > Z a;P(x)

zeX zeX

Im Fall der Menge X = {#,b, 1} wire ein typisches Element von Q(X') etwa der
Ausdruck

1 7
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Im Fall einer endlichen Menge X = {z1,...,x,} schreiben wir statt dem etwas
umsténdlichen K ({z1, ..., z,}) auch abkiirzend K (x1, ..., x,). Unseren Vektor-
raum von eben hitten wir also auch mit Q(f, b, i) bezeichnen kénnen. Wenn wir
betonen wollen, dall X fiir eine Menge von Erzeugern und nicht etwa einen einzi-
gen Erzeuger steht, schreiben wir statt K (X) genauer K (,.X'). Manchmal lassen
wir auch die eckigen Klammern weg und schreiben statt & (X) einfach K X.

Satz 2.2.3.6 (Linearkombinationen von Basiselementen, Variante). Seien K
ein Korper, V' ein K -Vektorraum und (V;);cr eine Familie von Vektoren aus V. So
sind gleichbedeutend:

1. Die Familie (T;);c; ist eine Basis von V;

2. Die durch lineare Fortsetzung von ¢ : I — V', i — U; nach 2.2.3.4 entste-
hende lineare Abbildung ist ein Isomorphismus ® : K(I) = V.

Beweis. Ausfiihrlicher gilt sogar:

(¥;);er ist Erzeugendensystem < & ist eine Surjektion K (I) - V
(U;)ses ist linear unabhingig < & ist eine Injektion K ([) — V
(U;);er ist eine Basis < ®isteine Bijektion K(I) =V

Der Beweis ist mutatis mutandis derselbe wie im in 2.1.6.12 behandelten Fall
einer endlichen Familie, mit einigen Vereinfachungen, die die bereits entwickelte
Theorie ermoglicht. Das Bild von @ ist offensichtlich der von unserer Familie
erzeugte Untervektorraum. Andererseits ist ® nach 2.2.2.4 genau dann injektiv,
wenn gilt ker(®) = 0. Diese Bedingung bedeutet aber nach unseren Definitionen
genau die lineare Unabhéngigkeit unserer Familie. ]

Beweis von Lemma 2.2.3.2 im allgemeinen. Ist V ein K-Vektorraumund B C V
eine Basis, so liefert die lineare Ausdehnung der Einbettung ¢ : B — V nach
2.2.3.6 einen Isomorphismus ¢ : K (B) = V. Wir erhalten so fiir jeden weiteren
K -Vektorraum Bijektionen

Homy (V, W) = Hompg (K (B), W) = Ens(B, W)

durch Vorschalten von ® und can. Deren Verkniipfung alias das Vorschalten der
Einbettung B — V ist also auch eine Bijektion, und das war genau die Behaup-
tung. ]

2.2.3.7. Die folgende Definition mit den zugehorigen Ubungen ist dazu gedacht,
die Diskussion der Determinante und allgemeinerer multilinearer Abbildungen
vorzubereiten. An dieser Stelle ist es wesentlich, da3 wir iiber einem Korper und
nicht etwa iiber einem Schiefkorper arbeiten.
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Definition 2.2.3.8. Seien U, V, W Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine Ab-
bildung F': U x V' — W heifit bilinear, wenn sie fiir jedes feste v € V' linear ist
in 4 € U und fiir jedes feste « € U linear in v € V. In Formeln bedeutet das

F(u+a,v) = F(u,v)+ F(a,v)
F(A\u,v) = AF(u,v)

F(u,v+b) = F(u,v)+ F(u,b)
F(u,pv) = pkF(u,v)

fiiralle A\, u € K und w,a € U und v,b € V. Die Menge aller solchen bilinearen
Abbildungen notieren wir

Hom'? (U x V,W) C Ens(U x V, W)

Diese Notation befriedigt mich unter formalen Aspekten nicht vollstindig, da das
Symbol x auf der linken Seite nicht als kartesisches Produkt, sondern vielmehr
als ein Trenner aufzufassen ist. Ich habe sie dennoch gewihlt in der Hoffnung, daf}
sie sich leichter merken und lesen 148t als eine unter formalen Aspekten bessere
Notation wie zum Beispiel Homg) (U, V; W). Eine bilineare Abbildung V' x V' —
K in den Grundkorper heif3t eine Bilinearform auf V.

Ubungen

Ubung 2.2.3.9. Seien U, V, W Vektorrdaume und A C U sowie B C V jeweils
Basen. So liefert die Einschrinkung eine Bijektion

Hom'? (U x V,W) = Ens(4 x B, W)

In Worten ist also eine bilineare Abbildung festgelegt und festlegbar durch ihre
Werte auf Paaren von Basisvektoren. Hinweis: Man orientiere sich am Beweis
von 2.2.3.2.

Erginzende Ubung 2.2.3.10. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und K ein
Korper. Seien fiir alle z € X Abbildungen f, : X — K gegeben mit f,(x) #
0 und f,(y) # 0 = y > z. Man zeige, daB dann die Familie (f,).cx linear
unabhingig ist im Vektorraum Ens(X, K') aller Abbildungen von X nach K.

Weiterfiihrende Ubung 2.2.3.11. Man zeige, daB fiir eine unendliche Menge X
weder der Vektorraum Ens(X, K') noch der freie Vektorraum K (X) iiber X end-
lich erzeugt sind.

Ubung 2.2.3.12 (Homomorphismen aus direkten Summen). Man zeige: Gege-
ben Vektorrdume Vi, ..., V,, W und lineare Abbildungen f; : V; — W erhalten
wir auch eine lineare Abbildung f : V; & ... & V,, — W durch die Vorschrift
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flor,...yvn) = fi(ve) + ...+ fa(v,). Auf diese Weise ergibt sich sogar einen
Isomorphismus

Hom(V},W) @ ... ® Hom(V,,,W) = Hom(V; & ... & V,,, W)

Die Umkehrabbildung kénnen wir in der Form f — (f o in;); schreiben.

Ubung 2.2.3.13 (Homomorphismen in Produkte). Man zeige: Gegeben Vek-
torrdume V, W7y, ..., W, und lineare Abbildungen ¢g; : V — W, erhalten wir
auch eine lineare Abbildung g : V. — W; & ... & W,, durch die Vorschrift
g(v) = (g1(v), ..., gn(v)). Auf diese Weise ergibt sich sogar einen Isomorphis-
mus

Hom(V, W) @& ... ® Hom(V,W,,) = Hom(V,W; & ... & W,)

Die Umkehrabbildung kénnen wir in der Form f +— (pr; of); schreiben.

Ubung 2.2.3.14 (Der Hom-Raum und seine Dimension). Seien V, W Vektorriu-
me iiber einem Korper K. Man zeige, daB Homg (V, W) ein Untervektorraum der
Menge Ens(V, W) aller Abbildungen von V' nach W mit ihrer Vektorraumstruktur
aus 2.2.3.4 ist. Man zeige fiir die Dimension von Homg (V, W) die Formel

dim Homg (V, W) = (dim V') (dim W)

unter der Konvention 0- 0o = oo -0 = 0. Diese Formel ist insofern mit Vorsicht zu
geniefen, als sie bei einer feineren Interpretation der Dimension als Kardinalitéit
im Fall unendlichdimensionaler Rdume ihre Giiltigkeit verliert. Hinweis: 2.2.3.2.

Ubung 2.2.3.15. Man zeige, daB fiir je drei Vektorrdume U, V, W iiber einem Kor-
per die Verkniipfung von linearen Abbildungen Hom (U, V') x Hom(V,W) —
Hom(U, W) bilinear ist. Hier sind unsere Homomorphismenrdume zu verstehen
mit ihrer in 2.2.3.14 erkldrten Vektorraumstruktur.

Ubung 2.2.3.16 (Exponentialgesetz fiir lineare Abbildungen). Gegeben Vektor-
riume U, V, W iiber einem Korper induziert die Identifikation Ens(U x V, W) =
Ens(U, Ens(V, W)) aus dem Exponentialgesetz 1.2.3.34 einen Isomorphismus

Hom® (U x V,W) 5 Hom(U, Hom(V, W))

zwischen dem Raum der bilinearen Abbildungen U x V' — W und dem Raum
der linearen Abbildungen U — Hom(V, W).

2.2.4 Lineare Abbildungen K" — K™ und Matrizen

Satz 2.2.4.1 (Lineare Abbildungen und Matrizen). Gegeben ein Korper K und
natiirliche Zahlen n, m € N erhalten wir eine Bijektion zwischen der Menge der
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linearen Abbildungen K" — K™ und der Menge der K -wertigen Matrizen mit m
Zeilen und n Spalten

M: Homg (K™, K™) = Mat(m x n; K)
f = [/]

durch die Vorschrift, die jeder linearen Abbildung f ihre darstellende Matrix
M(f) := [f] zuordnet. Die darstellende Matrix wird dabei ihrerseits dadurch
erklart, daf3 in ihren Spalten die Bilder unter f der Vektoren der Standardbasis
des K" stehen, in Formeln

[f]:= (fe))lf(e2)] .. - [f(en))

Beweis. Das folgt unmittelbar aus unserer Erkenntnis 2.2.3.2, dal} eine lineare
Abbildung festgelegt wird durch ihre Werte auf den Vektoren einer Basis, die
ihrerseits beliebig vorgegeben werden konnen. 0

Beispiel 2.2.4.2. Die Matrix der Identitdt auf K ist die Einheitsmatrix

mit Eintriigen I; ; = ¢; ; in der unter der Bezeichnung Kroneckerdelta bekannten
und allgemein gebrauchlichen Konvention

0 sonst.

Ist allgemeiner n > m, so ist die Matrix des ,,Weglassens der iiberzidhligen Koor-

dinaten” f : (xy,...,2,) — (x1,...,2,) gerade
1 0 0...0
[f]=
0 1 0...0

Die Matrix des ,,Vertauschens der Koordinaten* g : K? — K2, (z,y) — (y,z)

schlieflich ist
] = 0 1
I=1\1 0
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Produkt zweier Matrizen. Der gestrichelt eingekringelte Eintrag 4 in der zweiten
Zeile und dritten Spalte auf der rechten Seite etwa ergibt sich aus der gestrichelt
eingekringelten zweiten Zeile des ersten Faktors und der gestrichelt
eingekringelten dritten Spalte des zweiten Faktors vermittels der Rechnung
4=2-2+0-6.
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Definition 2.2.4.3. Gegeben natiirliche Zahlen m, n, [ € N und ein Koérper K und
Matrizen A € Mat(n x m; K), B € Mat(m x [; K) definieren wir ihr Produkt
Ao B = AB € Mat(n x [; K) durch die Formel

Jj=1

Diese Formel driickt den Eintrag der Produktmatrix AB in der i-ten Zeile und k-
ten Spalte durch die Eintrige der Matrizen A und B aus. In Worten gilt es, jeweils
den j-ten Eintrag der i-ten Zeile von A mit dem j-ten Eintrag der k-ten Spalte von
B zu multiplizieren, und die Summe dieser m Produkte ist dann der Eintrag der
Produktmatrix AB in der i-ten Zeile und k-ten Spalte. Manchmal schreiben wir
die Produktmatrix auch ausfiihrlicher AB = A o B. Die Matrixmultiplikation
liefert eine Abbildung

Mat(n x m; K) x Mat(m x [; K) — Mat(n x [; K)
(A , B) = AB

2.2.4.4. In der Terminologie aus 2.2.3.8 ist unsere Matrixmultiplikation eine bili-
neare Abbildung, wie man unschwer einsieht. Den Ursprung dieser auf den ersten
Blick vielleicht absonderlich anmutenden Definition des Produkts zweier Matri-
zen und unserer leicht mit dem Verkniipfen von Abbildungen zu verwechselnden
alternativen Notation AB = A o B erklirt der folgende Satz.

Satz 2.2.4.5 (Verkniipfen von Abbildungen und Matrixprodukt). Gegeben li-
neare Abbildungen g : K' — K™ und f : K™ — K" ist die Matrix ihrer
Verkniipfung das Produkt der zugehorigen Matrizen, in Formeln

[fogl=1[flolg]

Beweis. Sei (a;;) die Matrix [f] und (b;),) die Matrix [g]. Wir notieren die Stan-
dardbasen von K™, K™ und K' als i;,v; und wy in der Hoffnung, daB die fol-
gende Rechnung dadurch transparenter wird, da8 wir nicht fiir die Standardbasis
in allen drei Rdumen die sonst eigentlich iibliche Notation €, verwenden. Weiter
schreiben wir die Skalare hinter die Vektoren, was wir bei konsequenter Arbeit
mit einem Schiefkorper eh hétten tun miissen und was in jedem Fall die Formeln
transparenter macht. In dieser Notation haben wir also

g(@) = (ba) = Tibik+ . + Gmbo

(Uj) = (axj) = Way+ ...+ Unan,
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und folgern
(fog)(Wy) = f(Tibik+ ...+ Unbmk)

= f(U1)bik+ ...+ f(Tn) bk
= 2311 f (Uj)bﬂf
= > im0 Wai) b
= it <Z;’n:1 az‘jbjk>
Andererseits sind ja die Eintrége (c;;,) der Matrix [f o g| gerade definiert durch die

Identitit (fog)(Wy) = Uyc1+- . .+ U, Cni, und durch einen Koeffizientenvergleich
folgt fiir die Eintriige c;;, von [f o g] wie gewiinscht ¢;, = ETZI aijbj. O

Proposition 2.2.4.6 (Rechnen mit Matrizen). Fiir die Matrixmultiplikation gel-
ten die folgenden Rechenregeln:

(A+A)B = AB+ A'B
AB+B) = AB+ AB'
IB = B
Al = A
(AB)C = A(BC)

fiir beliebige k,l,m,n € Nund A, A" € Mat(nxm; K), B, B € Mat(m x[; K),
C € Mat(l x k; K) und 1 = 1,,, die (m x m)-Einheitsmatrix.

Erster Beweis. Stures Rechnen, ich fithre nur zwei Teile beispielhaft aus. Wir ha-
ben (Al);; = >, Awly; = D) Aiwdr; = A;; und das zeigt Al = A. Fir die
nichste Rechnung verwende ich einmal andere Notationen und nehme «, A, 1, v
als Laufindizes. Dann haben wir

(AB)C)uw = 51(AB)aC
= Yo (Z,Tzl AuuBu)\> Cxw
= 2&2:1 ApuBinCix
(A(BC))M = ZT:1 Auu(BC)M
= 27:1 Ay (Zl,\:1 Bp/\C,\n>
= Z,Tl\lzl Ay BunCi

und das zeigt (AB)C = A(BC). O

Zweiter Beweis. Wir konnen unsere Rechenregeln fiir Matrizen auch mit 2.2.4.1
und 2.2.4.5 auf die entsprechenden Regeln fiir lineare Abbildungen zuriickfiihren.
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Um zum Beispiel (AB)C = A(BC) zu zeigen, betrachten wir die linearen Abbil-
dungen a, b, ¢ mit den entsprechenden Matrizen im Sinne von 2.2.4.1, finden mit
2.2.4.5 sofort

(AB)C = ([a]o[b])o[c]=]aocb]o[c] =[(aob)o(]
A(BC) = la]o([b]olc])=la]oboc]=]ao(boc)

und die Behauptung ergibt sich aus der fiir die Verkniipfung von Abbildungen
offensichtlichen Identitéit (a o b) o c = ao (boc). O

2.2.4.7 (Lineare Abbildungen K™ — K™ als Matrixmultiplikationen). Mit
dem Formalismus der Matrixmultiplikation kénnen wir auch die Umkehrung un-
serer Bijektion Homg (K™, K™) = Mat(n x m; K), f + [f] aus 2.2.4.1, bei
der jeder linearen Abbildung ihre darstellende Matrix zugeordnet wird, elegant
beschreiben. Dazu miissen wir nur die Elemente von K™ bzw. K™ als Spalten-
vektoren auffassen und einer Matrix A € Mat(n x m; K) die durch Matrixmulti-
plikation gegebene Abbildung (Ao) : Mat(m x 1; K) — Mat(n x 1; K) alias

(Ao) : K™ — K"

zuordnen. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen. Statt A o x schreibt man
dann auch einfacher schlicht Az. Die Umkehrabbildung zu f ~— [f] kann mit
diesen Konventionen also in der Form A — (x — Ax) fir z € K™ dargestellt
werden, oder noch knapper in der Form A — (Ao). Auf die Dauer sollte einem
diese Identifikation von linearen Abbildungen K™ — K" und Matrizen eh so
in Fleisch und Blut tibergehen, dal man unterschiedslos A schreiben und damit
beides gleichzeitig meinen kann.

2.2.4.8 (Lineare Abbildungen als Matrixmultiplikationen, Variante). Gege-
ben ein Korper K liefert fiir jeden K-Vektorraum V' das Auswerten auf dem Ele-
ment 1 € K eine Bijektion Hom(K, V) = V. Deren Umkehrabbildung kann
explizit beschrieben werden als die Abbildung

V = Hom(K,V)

gegeben durch ¢ +— (-¢) mit (-0) : A +— AU. Im Spezialfall V' = K™ ist fiir
v € K™ die darstellende Matrix [-9] von (-¥) : K — K™ offensichtlich gerade v
selber, aufgefal3t als Spaltenmatrix. Wir notieren diese Spaltenmatrix abkiirzend

7]

oder spiter auch einfach nur noch v. Ist nun f : V' — W linear, so gilt auch
ganz allgemein sicher f o (-/) = (- f(¥)), denn diese beiden linearen Abbildungen
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K — W nehmen auf dem Erzeuger 1 € K denselben Wert f(¥) an. Im Spezi-
alfall W = K™ folgern wir fiir das Produkt der darstellenden Matrizen aus der
vorhergehenden Bemerkung 2.2.4.7 nocheinmal die Identitit

von Spaltenvektoren, diesmal aber als Konsequenz unseres Satzes 2.2.4.5 iiber die
Matrix einer Verkniipfung.

Erginzung 2.2.4.9. Gegeben eine Matrix A € Mat(n x m; K) definiert man die
transponierte Matrix A" € Mat(m x n; K) durch die Vorschrift (A");; = Aji.
Anschaulich gesprochen entsteht also AT aus A durch ,,Spiegeln an der Haupt-
diagonalen. Zum Beispiel ist die Transponierte eines Spaltenvektors alias ei-
ner (n x 1)-Matrix ein Zeilenvektor alias eine (1 x n)-Matrix. Natiirlich gilt
(AT)T = A. Viele Autoren verwenden fiir die transponierte Matrix auch die al-
ternative Notation ‘A.

2.2.4.10 (Zeilenvektoren versus Spaltenvektoren). An dieser Stelle will ich kurz
auf die Frage eingehen, ,,ob denn Elemente eines K™ nun eigentlich Zeilenvek-
toren oder Spaltenvektoren sein sollen. A priori sind Elemente eines K™ halt
n-Tupel und wie wir sie schreiben ist egal. Wenn wir jedoch eine Matrix da-
vormultiplizieren wollen, ist es wichtig, unsere n-Tupel als Spaltenvektoren alias
Spaltenmatrizen aufzufassen. Da das oft vorkommt, plddiere ich dafiir, sich n-
Tupel grundsitzlich als Spalten zu denken. Allerdings ist es in einen durchlau-
fenden Text ungeschickt, Spaltenvektoren auch als solche zu schreiben. Da fligen
sich Zeilenvektoren einfach viel besser ein. Wenn ich dennoch auf Spaltenvekto-
ren bestehen will, schreibe ich sie im Text als ,,zu transponierende Zeilenvekto-
ren®, als da heiBt, in der Form (zy,...,,)". Oft schreibe ich aber auch einfach
(x1,...,,) und der Leser muB aus dem Kontext erschlieBen, was genau gemeint
ist, wenn es denn darauf iiberhaupt ankommen sollte.

2.2.4.11. Vielleicht ist eine alternative Notation besser, in der (xy,...,z,) im
Zweifelsfall einen Spaltenvektor meint und (z4]| ... |z,) stets einen Zeilenvektor?
Im vorliegenden Text wir diese Konvention jedenfalls nicht durchgehalten.

Ergdnzung 2.2.4.12 (Homomorphismen zwischen direkten Summen). Gege-
ben Vektorrdume Vi,...,V,, und Wy,... W, iber einem Korper £ liefern die
Identifikationen 2.2.3.12 und 2.2.3.13 zusammen eine natiirliche Identifikation

Hom(Vie®...eV,,Wie...eW,) = [[;Hom(V;, W)
f = (pr;of oiny);

Wir werden die Elemente einer endlichen direkten Summe oft als Spaltenveto-
ren auffassen und die Homomorphismen zwischen direkten Summen als Matri-
zen von Homomorphismen zwischen den Summanden. So fassen wir ein Element
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Die transponierte Matrix erhélt man durch eine ,,Spiegelung an der
Hauptdiagonalen®.
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(fi;) des rechten Produkts oben auf als eine Matrix von Homomorphismen, mit
fi1s fo1, - - -, fn1 als erster Spalte, f1o, foo, . .., fno als zweiter Spalte und so weiter.
Diese Darstellung als Matrix erlaubt es dann, die Komposition solcher Homomor-
phismen mit dem Formalismus der Matrixmultiplikation zu berechnen: Entspricht
genauer einer weiteren linearen Abbildung g : U1 & ... d U, — Vi & ...V, die
Matrix der g;, = pr; og o iny, : Uy — Vj, so entspricht der Verkniipfung f o g die

Matrix mit Eintrdgen
(Z fijo ij> U = Wi
J

Sind speziell alle unsere Vektorrdume irgendwelche k¢, so erhalten wir insbeson-
dere, daf} das Produkt zweier multiplizierbarer Matrizen auch berechnet werden
kann, indem man sie ,,in vertraglicher Weise* als Blockmatrizen auffat und dann
diese Blockmatrizen nach den Regeln der Matrixmultiplikation ,,multipliziert, als
ob die Blocke Zahlen wiren®.

Ubungen

Ubung 2.2.4.13. Man zeige, daB die Abbildung M aus 2.2.4.1 sogar ein Vektor-
raumisomorphismus ist fiir die Vektorraumstruktur 2.2.3.14 auf dem Raum der
Homomorphismen und die Vektorraumstruktur 2.1.2.18 auf der Menge der Matri-
zen.

Ubung 2.2.4.14. Sei f : R? — R? die Spiegelung (x,y) — (z, —y). Man zei-
ge, daB die linearen Abbildungen ¢ : R?> — R? mit der Eigenschaft fg = ¢f
einen Untervektorraum des Homomorphismenraums Homg(R?, R?) bilden und
gebe eine Basis dieses Untervektorraums des Homomorphismenraums an.

Ubung 2.2.4.15. Man zeige fiir das Produkt transponierter Matrizen die Formel

(AB)T =BTA"

2.2.5 [Einige Eigenschaften von Matrizen

2.2.5.1. Eine Matrix mit gleichviel Zeilen wie Spalten heifit quadratisch. Fiir
jedes n € N bilden die zugehorigen quadratischen Matrizen mit der Matrixmulti-
plikation als Verkniipfung ein Monoid, das wir abkiirzend

Mat(n; K) := Mat(n x n; K)

notieren. Die invertierbaren Elemente dieses Monoids heiflen die invertierbaren
oder gleichbedeutend auch die reguléren (n x n)-Matrizen. In Formeln heifit
eine quadratische Matrix A € Mat(n; K) also invertierbar genau dann, wenn es
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eine Matrix B € Mat(n; K) gibt mit AB = I = BA. Diese Matrix B heif3it
dann auch ihre Inverse. Im Einklang mit unseren allgemeinen Konventionen fiir
multiplikativ notierte Monoide notieren wir diese Matrix A~! und nennen sie die
inverse Matrix zu A. Die invertierbaren (n x n)-Matrizen mit Eintridgen in ei-
nem Korper K bilden mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe, die allgemeine
lineare Gruppe der (n x n)-Matrizen, die man notiert als

GL(n; K) := Mat(n; K)*
in Anlehnung an die englische Bezeichnung general linear group.

Lemma 2.2.5.2 (Invertierbarkeit a priori nicht quadratischer Matrizen). Sei
K ein Korper und A € Mat(m xn; K) eine nicht notwendig quadratische Matrix.

1. Gilt n > m und gibt es B € Mat(n x m; K) mit BA =1, so giltn = m
und A ist invertierbar;

2. Giltn < mund gibt es B € Mat(n x m; K) mit AB =1, so giltn = m
und A ist invertierbar.

Beweis. Gibtes B mit BA =1, so ist die durch BA gegebene lineare Abbildung
injektiv, also ist die durch A gegebene lineare Abbildung injektiv, also ist sie unter
der Annahme n > m nach Dimensionsvergleich ein Isomorphismus. Gibt es B
mit AB = 1, so ist die durch AB gegebene lineare Abbildung surjektiv, also ist
die durch A gegebene lineare Abbildung surjektiv, also ist sie unter der Annahme
n < m nach Dimensionsvergleich ein I[somorphismus. O

2.2.5.3 (Lineare Gleichungssysteme und Matrixalgebra). Ein lineares Glei-
chungssystem

anr1 + a1pTot+ ... FaT, =b
211 —I— a22$2+ e +a2mxm = b2
A1 L1 + Qoo+ ... FapmTm = by,

konnen wir in unseren neuen Notationen zur Gleichung von Spaltenvektoren
Axr =b

abkiirzen, wobei links das Produkt der Koeffizientenmatrix A mit dem Spaltenvek-
tor x gemeint ist. Gesucht ist das Urbild von b € K™ unter der linearen Abbildung
(Ao) : K™ — K™. Die Losung des homogenisierten Systems ist genau der Kern
dieser linearen Abbildung, und die Erkenntnis 2.1.1.12, nach der die allgemeine
Losung eines inhomogenen Systems die Summe einer speziellen Losung des in-
homogenen Systems mit einer allgemeinen Losung des homogenisierten Systems



2.2. LINEARE ABBILDUNGEN 153

ist, erweist sich als ein Spezialfall der Beschreibung 2.3.2.14 der Fasern linea-
rer Abbildungen. Die Operationen des Gau3-Algorithmus konnen wir in diesem
Rahmen wie folgt interpretieren: Bezeichnet

die Basismatrix mit dem Eintrag Eins in der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte und
Nullen sonst, so kann fiir 7 # j das Gleichungssystem, das durch Addition des \-
fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile entsteht, in Matrixschreibweise dargestellt
werden als

Wegen (I — AE;;)(I + AE;;) = I hat es offensichtlich dieselbe Losungsmenge
wie das urspriingliche System. Bezeichnet weiter P;; fiir ¢ # j die Matrix zu der
linearen Abbildung K™ — K™, die die i-te Koordinate mit der j-ten Koordinate
vertauscht und sonst alles so 148t wie es ist, so kann das Gleichungssystem, das
durch Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile entsteht, in Matrixschreib-

weise dargestellt werden als
.PijAJZ = wa

Wegen P;; P;; = I hat es offensichtlich dieselbe Losungsmenge wie das urspriing-
liche System.

2.2.5.4. Man lasse sich durch die terminologische Inkonhérenz nicht verwirren:
E;; und P;; sind an dieser Stelle Matrizen, nicht wie vorher Eintrige von Matrizen.

2.2.5.5. Unter einer Elementarmatrix verstehen wir eine quadratische Matrix,
die sich in hochstens einem Eintrag von der Einheitsmatrix unterscheidet. Mit
Ausnahme der Matrizen, die entstehen, wenn man in der Einheitsmatrix eine Eins
durch eine Null ersetzt, sind alle Elementarmatrizen mit Eintrigen in einem Kor-
per invertierbar.

Ergdnzung 2.2.5.6 (Diskussion der Terminologie). Es herrscht in der Literatur
keine Einigkeit in der Frage, was genau unter einer Elementarmatrix zu verstehen
sein soll. Manche Quellen bezeichnen zusitzlich zu unseren Elementarmatrizen
auch noch die Permutationsmatrizen P;j; als Elementarmatrizen, andere Quellen
insbesondere in der ,,K-Theorie* hinwiederum lassen nur solche Matrizen zu, die
sich von der Einheitsmatrix in hochstens einem Eintrag aulerhalb der Diagonale
unterscheiden. Ich schlage vor, diese letzteren Matrizen spezielle Elementarma-
trizen zu nennen, da sie genau die Elementarmatrizen sind, die zur speziellen
linearen Gruppe ?? gehoren.

2.2.5.7. Eine Matrix, die nur auf der Diagonalen von Null verschiedene Eintrige
hat, und zwar erst einige Einsen und danach nur noch Nullen, nennen wir auch
eine Matrix in Smith-Normalform.
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Satz 2.2.5.8 (Transformation auf Smith-Normalform). Fiir jede Matrix A €
Mat(n x m; K') mit Eintrdgen in einem Korper K gibt es invertierbare Matrizen

P, Q derart, dafp PAQ eine Matrix in Smith-Normalform ist.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der anschlieenden technischen Variante 2.2.5.9.
In 2.3.5.11 geben wir einen noch alternativen eigenstindigen Beweis. [

Proposition 2.2.5.9 (Transformation auf Smith-Normalform, Variante). Fiir
jede Matrix A € Mat(n x m; K) mit Eintrdigen in einem Korper K gibt es inver-
tierbare Elementarmatrizen Sy, ..., S,,T1, ..., T,, derart, daf3 S,, ... S1 A Zeilen-
stufenform hat und S,, ... S1AT ... T,, Smith-Normalform.

Beweis. Zunichst einmal beachten wir, dafl die Permutationsmatrizen P;; mit ¢ #
7 sich als Produkte von Elementarmatrizen schreiben lassen, wir haben etwa

Hier soll die (—1) an der j-ten Stelle stehen und diag(\, . .., \,) meint die Dia-
gonalmatrix mit Eintrdgen a,; = 0 fiir ¢ # j und a;; = \;. Dann beachte man,
daf die Rechtsoperation von Elementarmatrizen das Ausfiihren von Spaltenopera-
tionen bedeutet. Damit folgt unsere Proposition aus dem GauB3-Algorithmus. [

Korollar 2.2.5.10. Jede quadratische Matrix mit Eintrigen in einem Korper ldf3t
sich als ein Produkt von Elementarmatrizen darstellen.

Ergdnzung 2.2.5.11. Der Beweis zeigt sogar, dal} es fiir jedes n ein N gibt derart,
daB sich jede (n x n)-Matrix als ein Produkt von hochstens N Elementarmatrizen
darstellen 14Rt.

Beweis. Nach 2.2.5.9 konnen wir invertierbare Elementarmatrizen S;, T finden
derart, daB S,, ... S1AT) ... T, die Gestalt diag(1,...,1,0,...,0) hat. Die letz-
tere Matrix schreiben wir leicht als Produkt von nun nicht mehr invertierbaren
diagonalen Elementarmatrizen, in Formelnetwa .S, ... S1 ATy ... T, = Dy ... D,
und folgern

A=5S1...8'D,...D, T, ... T} O

2.2.5.12 (Invertieren von Matrizen). Um die Inverse einer (n x n)-Matrix A
zu berechnen, kann man wie folgt vorgehen: Man schreibt die Einheitsmatrix I
daneben und wendet dann auf die (n x 2n)-Matrix (A|I) Zeilenoperationen an,
einschlieBlich des Multiplizierens einer Zeile mit einem von Null verschiedenen
Skalar, bis man A erst in Zeilenstufenform gebracht und dann sogar zur Einheits-
matrix gemacht hat. Dann steht in der rechten Halfte unserer (n x 2n)-Matrix die
Inverse zu A. In der Tat, sind unsere Zeilenumformungen etwa gegeben durch das
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Davormultiplizieren der Matrizen Sy, Ss, . . . , .S}, so steht nach diesen Umformun-
gen da
(Sp...5951A|S; ... 58:1)

und wenn dann gilt S;... 55514 = 1, so folgt S;... 5951 = S;...95 =
A~ Dasselbe Verfahren funktioniert auch, wenn wir statt mit Zeilen- mit Spal-
tenumformungen arbeiten. Es ist nur nicht erlaubt, diese zu mischen, denn aus
S;...S1AT, ... T, = I folgt keineswegs S; ... 51Ty ... T, = A~%.

Definition 2.2.5.13. Gegeben eine Matrix A € Mat(n x m; K) heiit die Dimen-
sion des von ihren Spaltenvektoren aufgespannten Untervektorraums von K" der
Spaltenrang unserer Matrix. Analog heillit die Dimension des von ihren Zeilen-
vektoren aufgespannten Untervektorraums von K™ der Zeilenrang unserer Ma-
trix.

Satz 2.2.5.14. Fiir jede Matrix stimmen Zeilenrang und Spaltenrang iiberein, in
Formeln gilt also tk(A) = tk(AT).

2.2.5.15. Diese gemeinsame Zahl heifit dann der Rang oder auf englisch rank
unserer Matrix und wird rk A notiert. Ist der Rang einer Matrix so grofl wie fiir
Matrizen derselben Gestalt moglich, sind also entweder die Spalten oder die Zei-
len linear unabhingig, so sagt man, unsere Matrix habe vollen Rang.

Beweis. Der Spaltenrang einer Matrix A € Mat(n x m; K) kann interpretiert
werden als die Dimension des Bildes von

(Ao) : K™ — K"

Diese Interpretation zeigt sofort, da P A() denselben Spaltenrang hat wie A fiir
beliebige invertierbare Matrizen P, (). Durch Transponieren erkennen wir, daf}
P AQ) auch denselben Zeilenrang hat wie A fiir beliebige invertierbare Matrizen
P, Q. Nun finden wir jedoch nach 2.2.5.8 invertierbare Matrizen P, () mit PAQ)
in Smith-Normalform. Dann stimmen natiirlich Zeilenrang und Spaltenrang von
P AQ iiberein, und dasselbe folgt fiir unsere urspriingliche Matrix A. O

Definition 2.2.5.16. Ganz allgemein nennt man die Dimension des Bildes einer
linearen Abbildung auch den Rang unserer linearen Abbildung. Dieser Rang kann
unendlich sein, es gibt aber auch zwischen unendlichdimensionalen Vektorrdumen
durchaus von Null verschiedene Abbildungen endlichen Ranges.

Ubungen

Ubung 2.2.5.17. Gegeben lineare Abbildungen f : U — Vund g : V — W zeige
man, daf} der Rang ihrer Verkniipfung g o f sowohl beschrinkt ist durch den Rang
von f als auch durch den Rang von g.
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Ubung 2.2.5.18. Man gebe eine ganzzahlige (3 x 3)-Matrix vom Rang Zwei ohne
Eintrag Null an, bei der je zwei Spalten linear unabhéngig sind.

Ubung 2.2.5.19. Eine quadratische Block-obere Dreiecksmatrix ist invertierbar
genau dann, wenn alle Blocke auf der Diagonalen invertierbar sind. Hinweis:
2.2.4.12.

Ergiinzende Ubung 2.2.5.20. Die Automorphismengruppe eines zweidimensiona-
len Vektorraums iiber einem zweielementigen Korper ist isomorph zur Gruppe der
Permutationen von drei Elementen, in Formeln GL(2;Fy) = Ss.

Erginzende Ubung 2.2.5.21. Eine quadratische Blockmatrix
Wll W12
WZI W22
ist invertierbar, wenn Wy und Wy, — W12W251W21 invertierbar sind. Hinweis:

e . (I 0 . I 0
Multipliziere von rechts erst mit (0 W2_21) und dann mit (—W21 I) .

2.2.6 Erginzungen zu linearen Abbildungen*

Satz 2.2.6.1. In einem Vektorraum besitzt jeder Untervektorraum ein Komple-
ment.

Beweis. Seien V' D U unser Raum mit seinem Untervektorraum. Ist unser Raum
V' endlich erzeugt, so ist auch U endlich erzeugt nach 2.1.7.11. Wir finden nach
2.1.6.16 eine Basis L von U und konnen sie nach 2.1.7.3 zu einer Basis B von
V erginzen. Das Erzeugnis des Komplements B\ L ist dann der gesuchte kom-
plementire Teilraum. Ist unser Raum V' beliebig, so funktioniert derselbe Beweis,
wenn wir die beiden letzten beiden Verweise durch Verweise auf den allgemeinen
Basisexistenz- und Ergiinzungssatz 2.1.9.15 ersetzen. L

Proposition 2.2.6.2. 1. Fiir jede injektive lineare Abbildung f : V — W
existiert ein Linksinverses, als da heif’t, eine lineare Abbildung g : W — V'
mit go f =idy;

2. Fiir jede surjektive lineare Abbildung f : V' — W existiert ein Rechts-
inverses, als da heifst, eine lineare Abbildung g : W — V mit f o g = idy.

Beweis. Der Beweis beider Aussagen bendétigt im unendlichdimensionalen Fall
das Zorn’sche Lemma. Um Teil 1 zu zeigen, wihlen wir mit 2.2.6.1 ein Kom-
plement U C W von f(V) und definieren g : W — V durch die Vorschrift
glu+ f(v)) = v VYu € U,v € V: Das ist erlaubt, da nach unsern Annahmen die
Abbildung (u,v) — u + f(v) eine Bijektion U x V' = W induziert. Um Teil 2
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zu zeigen, wihlen wir ein Komplement U C V von ker f und priifen, da3 f einen
einen Isomorphismus U — W induziert. Dessen Inverses liefert unmittelbar das

gesuchte Rechtsinverse von f. 0

Ubungen

Ubung 2.2.6.3. Jede lineare Abbildung von einem Untervektorraum U eines Vek-
torraums V' in einen weiteren Vektorraum f : U — W 148t sich zu einer linearen
Abbildung f : V' — W auf den ganzen Raum V fortsetzen. Hinweis: 2.2.6.2.
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2.3 Raume mit und ohne Koordinaten

2.3.1 Affine Riaume und affine Abbildungen

Definition 2.3.1.1. Ein affiner Raum oder kurz Raum iiber einem Korper K ist
ein Tripel
E=(E,E, a)

bestehend aus einer Menge F/, einer abelschen Untergruppe E C Ens*E der
Gruppe der Permutationen von E sowie einer Abbildung a : K x F/ — E derart,
daf gilt:

1. Die Menge E ist nicht leer und das Auswerten liefert fiir alle p € E eine
Bijektion £ = E, U +— 9(p);

2. Mit der Abbildung a : K x E — E als der Multiplikation mit Skalaren
wird F ein K -Vektorraum.

Die Elemente von £ heillen die Punkte unseres affinen Raums. Die Elemente
von E heiBen die Translationen oder Richtungsvektoren unseres affinen Raums.
Den Vektorraum E selbst nennen wir den Richtungsraum unseres affinen Raums.
Das Resultat der Operation von @ € E auf p € E notieren wir ¢ + p := 9(p) und
manchmal auch p + .

2.3.1.2 (Diskussion der Notation und Terminologie). Die Notation des Rich-
tungsraums mit einem Pfeil steht in Konflikt zu unserer Notation aus ??, nach der
mit Pfeilen versehene Mannigfaltigkeiten orientierte Mannigfaltigkeiten andeuten
sollen. Was im Einzelfall jeweils gemeint ist, muf} der Leser aus dem Kontext er-
schliefen. Die leere Menge kann in unseren Konventionen nie ein affiner Raum
sein. Es gibt hier jedoch auch andere Konventionen. Unser Richtungsraum wird in
manchen Quellen auch der Differenzraum genannt. Vielfach findet man die be-
griffliche Variante eines affinen Raums iiber einem vorgegebenen Vektorraum:
Darunter versteht man dann eine Menge £ mit einer ,,freien transitiven Wirkung*
des vorgegebenen Vektorraums. Ich ziehe die oben gegebene Definition vor, da
sie jeden Bezug auf einen vorgegebenen Vektorraum vermeidet und den Raum
unserer Anschauung meines Erachtens besser modelliert.

2.3.1.3. Unter der Dimension eines affinen Raums verstehen wir die Dimensi-
on seines Richtungsraums. Einen affinen Raum iiber dem Korper R der reellen
Zahlen nenne ich auch einen reellen affinen Raum oder kurz reellen Raum.

2.3.1.4. Ein affiner Raum hat die Dimension Null genau dann, wenn er aus einem
einzigen Punkt besteht. Affine Rdume der Dimension Eins heiflen affine Gera-
den. Affine Riume der Dimension Zwei heiflen affine Ebenen.
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2.3.1.5 (Einige Formeln fiir affine Riume). Ist £ ein affiner Raum, so liefert
nach Annahme fiir jedes p € E das Anwenden der Rlchtungsvektoren auf be-
sagten Punkt eine Bijektion E S E G @ +p und es gilt 0+ p = p sowie
U+ (U+p) = (4+7)+ p fir alle 4,7 € E und p € E. Flapsig gesprochen
ist also ein affiner Raum ein ,,Vektorraum, bei dem man den Ursprung vergessen
hat“. Gegeben p, ¢ € I definieren wir

p—q

als denjenigen Richtungsvektor # € E mit p = U + q. In Schulbiichern verwen-
det man oft GroBBbuchstaben A, B, C, . .. fiir die Punkte eines affinen Raums und
verwendet die Notation z@ fiir den Rlchtungsvektor der A nach B schiebt und
den wir hier B — A notieren. Vielleicht ist es eine gute Idee, zu Anfang statt p — ¢
lieber p <— ¢ zu schreiben.

2.3.1.6 (Vektorridume als affine Raume). Jeder Vektorraum V kann als ein affi-
ner Raum aufgefalit werden, indem wir als Translationen die durch die Addition
von festen Vektoren gegebenen Abbildungen nehmen, so dafl unsere Gruppe von
Translationen das Bild des injektiven Gruppenhomomorphismus V' < Ens™ (1),
v +— (v+) wird. Die Vektorraumstruktur auf der Gruppe der Translationen erkla-
ren wir dabei dadurch, da dieser Gruppenhomomorphismus einen Vektorraum-
isomorphismus auf sein Bild liefern soll. Insbesondere erhalten wir damit eine
kanonische Identifikation
trans: V 5 V

zwischen unserem Vektorraum und dem Richtungsraum des dazu gebildeten af-
finen Raums. Diese Identifikation scheint mir derart kanonisch, daf} ich sie in
Sprache und Notation oft so behandeln werde, als seien diese beiden Vektorrdume
schlicht gleich.

Beispiel 2.3.1.7 (Der schmutzige Raum unserer Anschauung als affiner Raum).
Es scheint mir besonders sinnfillig, den ,,Raum unserer Anschauung* mathema-
tisch als einen dreidimensionalen reellen affinen Raum

E

zu modellieren. Dieses Modell werden wir in ?? noch um die Vorgabe einer aus-
gezeichneten ,,.Bewegungsgruppe® und einer ausgezeichneten ,,Orientierung* er-
weitern und so den ,,Anschauungsraum* formal als ein Gebilde der Mengenlehre
definieren. Die endgiiltige Definition muf3 aber noch auf die Einfithrung der feh-
lenden Begriffe warten. Der Buchstabe [E soll an das franzdsische Wort ,,éspace
fiir ,,Raum* erinnern. Unser ,,Raum unserer Anschauung® hei3t manchmal auch
der ,,Raum der klassischen Mechanik®. Manche Punkte dieses Raums konnen wir
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uns direkt als Kirchturmspitzen, Zimmerecken und dergleichen denken, die Ub-
rigen gilt es sich vorzustellen. Die ,,affinen Geraden* sollen unseren Sichtlinien
entsprechen. Wir ignorieren dabei, da3 die Erde sich um sich selber dreht und da-
bei gleichzeitig um die Sonne rast, die sich hinwiederum mit unvorstellbarer Ge-
schwindigkeit um das Zentrum der Milchstra3e bewegt, und ich kdnnte noch eine
Weile so weitermachen. Den zum Raum unserer Anschauung gehorigen Rich-
tungsraum denkt man sich dann als die Gesamtheit aller ,,Parallelverschiebungen
des Raums der Anschauung®. In 2.3.3.3 werden Sie lernen, in welchem Sinne die
Bedingung, da3 unsere Sichtlinien gerade den ,,affinen Geraden* entsprechen sol-
len, die Struktur als reeller affiner Raum bereits eindeutig festlegt. Dall wir als
Grundkorper fiir die Modellierung des Raums der Anschauung den Korper der
reellen Zahlen nehmen, hat analytische Griinde: Im Kern liegen sie darin, daB fiir
diesen Korper der Zwischenwertsatz ?? gilt. Deshalb modellieren reelle Vektor-
rdume, insbesondere wenn es spiter auch um Drehungen, Winkel im Bogenmal3
und dergleichen gehen wird, unsere geometrische Anschauung besser als etwa
Vektorrdume iiber den rationalen Zahlen oder allgemeineren Teilkorpern des Kor-
pers der reellen Zahlen. Uberspitzt konnte man sagen, daB man im Gegensatz zu
frither, als die mathematische Modellierung der Ebene mithilfe der euklidischen
Axiome an den Anfang gestellt wurde, seit dem Anfang des 20.-ten Jahrhunderts
mit der Modellierung der Gerade beginnt, in der Gestalt unserer Axiomatik fiir
den Korper der reellen Zahlen ??.

Beispiel 2.3.1.8. Man mag sich die Schreibfliche einer in jeder Richtung unbe-
grenzten Tafel als einen zweidimensionalen reellen affinen Raum denken. Dal3
dieses Beispiel schmutzig ist, versteht sich von selbst.

Beispiel 2.3.1.9. Die schmutzige Menge aller Zeitpunkte der klassischen Me-
chanik mag man mathematisch als einen eindimensionalen reellen affinen Raum

T

modellieren. Dieses Modell werden wir in 2.6.5.10 noch durch die Vorgabe einer
ausgezeichneten ,,Orientierung* erweitern und so die ,,Zeit” formal als ein Ge-
bilde der Mengenlehre definieren. Der Buchstabe T soll an das lateinische Wort
,tempus® fiir ,,Zeit” erinnern. Eine mogliche Translation in diesem Raum wiére
etwa die Vorschrift: Man warte von einem vorgegebenen Zeitpunkt sieben Aus-
schlidge eines bestimmten Pendels ab, dann erreicht man den um besagte Transla-
tion verschobenen Zeitpunkt. Die Elemente des Richtungsraums T dieses affinen
Raums mag man sich als Zeitspannen denken, wobei jedoch auch ,,negative Zeit-
spannen‘‘ zugelassen sind. Die Flugbahn einer Fliege etwa wiirden wir durch eine
Abbildung T — [E oder genauer, da Fliegen ja sterblich sind, durch die Abbildung
einer geeigneten Teilmenge / C T nach E beschreiben.
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Beispiel 2.3.1.10. Ein Vektor des Homomorphismenraums Hom(ﬁ, IE) im Sinne
von 2.2.3.14 modelliert, was man in der Physik eine vektorielle Geschwindigkeit
nennt.

Definition 2.3.1.11. Eine Abbildung ¢ : £ — F' zwischen affinen Rdumen tiber
demselben Kérper heifit eine affine Abbildung, wenn es eine lineare Abbildung
zwischen den zugehorigen Richtungsraumen ¢ : E—F gibt mit

op) —¢lg) =Fp—q) Vp,ge E

Diese lineare Abbildung 4 ist dann durch ¢ eindeutig bestimmt und heif3t der li-
neare Anteil oder Richtungsanteil Richt(yp) := ¢ unserer affinen Abbildung.
Eine bijektive affine Abbildung heif3t ein Isomorphismus von affinen Riumen.
Ein Isomorphismus von einem affinen Raum auf sich selbst heilit ein Automor-
phismus von besagtem affinen Raum. Die Menge aller affinen Abbildungen von
einem affinen Raum £ in einen weiteren affinen Raum £’ iiber demselben Grund-
korper K notieren wir
Af(E, F) = Affg(E, F)

Beispiel 2.3.1.12. Eine Abbildung ¢ : V' — W zwischen Vektorrdumen ist affin
als Abbildung zwischen den dazu gebildeten affinen Riumen genau dann, wenn
es eine lineare Abbildung ¢ : V' — W und einen Punkt w € W gibt mit

p(v) = w+ F(v)
fiir alle v € V. Jede affine Abbildung ¢ : R™ — R™ hat also die Gestalt v +—>

Av + b fir A € Mat(m x n;R) und b € R™. Dabei ist A = [] die Matrix des
Richtungsanteils und b = (0) das Bild des Ursprungs.

Beispiel 2.3.1.13 (Affine Selbstabbildungen einer Gerade). Die affinen Abbil-
dungen einer Gerade auf sich selber sind anschaulich gesprochen alle Streckun-
gen von einem gegebenem Fixpunkt aus, alle Verschiebungen, und alle konstanten
Abbildungen. Im reellen Fall sind im Graphenbild aus der Schule die affinen Ab-
bildungen R — R genau diejenigen Abbildungen, deren Graph eine Gerade ist,
und die auf der Schule leider meist als ,,lineare Abbildungen* bezeichnet werden.

Ubungen

Ubung 2.3.1.14. Die Verkniipfung affiner Abbildungen ist affin und der lineare
Anteil einer Verkniipfung affiner Abbildungen ist die Verkniipfung ihrer linearen
Anteile, in Formeln g o p'= ¢ o p.

Ubung 2.3.1.15. Eine Abbildung ¢ : & — F zwischen affinen Riumen ist t genau
dann affin, wenn es einen Punkt p € E und eine lineare Abbildung ¢ : E— F
zwischen den zugehorigen Richtungsriumen gibt mit

p(p+7) = o(p) + ) Vi€ E
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Ubung 2.3.1.16 (Affine Abbildungen mit der Identitiit als linearem Anteil).
Die Richtungsvektoren eines affinen Raums sind genau alle seine affinen Selbst-
abbildungen, deren linearer Anteil die Identitit ist. In Formeln gilt fiir einen affi-
nen Raum £ also

E={pc Aff(E,E) | g=idg}

Ubung 2.3.1.17 (Affine Abbildungen mit verschwindendem linearen Anteil).
Die affinen Abbildungen mit verschwindendem linearen Anteil sind genau die
konstanten Abbildungen. Gegeben affine Raume E, F' iber demselben Korper gilt
also in Formeln

{p e AfH(E.F) | =0} ={p € Ens(E, F) | ¢ ist konstant}

Ubung 2.3.1.18. Gegeben ein affiner Raum E und ein Punkt p € F zeige man,
dal3 die Abbildung £ — FE gegeben durch p + ¥ — p — v affin ist. Sie heif3t die
Punktspiegelung an p. Allgemeiner zeige man, daf fiir alle Skalare A aus dem
Grundkorper die Abbildung £ — E gegeben durch p + ¢ +— p + AU affin ist. Sie
heifit die Streckung oder auch Homothetie mit Zentrum p um den Faktor ).

Ubung 2.3.1.19. Beschreiben Sie in schmutzigen Worten affine Abbildungen T —
[ des affinen Raums der Zeiten in den Anschauungsraum. Natiirlich ist das keine
mathematische Ubung im eigentlichen Sinne!

Ubung 2.3.1.20 (Produkt affiner Riume). Man zeige: Gegeben affine Riume
Xq,..., X, gibt es auf ihrem kartesischen Produkt X; x ... x X, genau eine
Struktur als affiner Raum derart, da alle Projektionen pr; affin sind. Des wei-
teren liefern dann die linearen Anteile der Projektionen mit 2.2.3.13 einen Iso-
morphismus zwischen dem Richtungsraum des Produkts und dem Produkt der
Richtungsrdume der Faktoren.

Beispiel 2.3.1.21. Bezeichnet E den Raum unserer Anschauung, so mag man jede
mogliche Konstellation von Erde und Mond als einen Punkt von £ x [ modellie-
ren.

2.3.2 Affine Teilraume

2.3.2.1. Nach der reinen Lehre sollte eine Teilmenge eines affinen Raums ein ,,af-
finer Teilraum* heien genau dann, wenn sie so mit der Struktur eines affinen
Raums versehen werden kann, dal die Einbettung eine affine Abbildung wird. Da
diese Definition jedoch fiir Anwendungen erst aufgeschliisselt werden muf3, neh-
men wir als unsere Definition gleich die aufgeschliisselte Fassung und iiberlassen
dem Leser den Nachweis der Aquivalenz zur Definition aus der reinen Lehre als
Ubung 2.3.2.16.
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Definition 2.3.2.2. Eine Teilmenge [’ C E eines affinen Raums heif3t ein affiner
Teilraum, wenn es einen Punkt p € FE und einen Untervektorraum W C E gibt
mit
F=p+W

Die durch Restriktion gegebene Abbildung W — Ens™ F' ist dann eine Injektion
und wir erkldren wir auf F' die Struktur eines affinen Raums, indem wir als Rich-
tungsraum F das Bild von W in Ens” F nehmen und diese abelsche Gruppe mit
derjenigen Struktur eines K -Vektorraums versehen, fiir die Restriktion W/ = F
ein Vektorraumisomorphismus ist.

Beispiel 2.3.2.3. Die affinen Teilriume des R? sind genau: Alle einelementigen
Teilmengen, alle Geraden G = p 4+ R¢ mit ¢ # 0, alle Ebenen P = p + Rt + Rw
mit ¥, a7 linear unabhiingig, und der ganze R3.

2.3.2.4. Eine Teilmenge eines affinen Raums heifit eine Gerade oder genauer
eine affine Gerade, wenn sie ein affiner Teilraum der Dimension Eins ist. Eine
Teilmenge eines affinen Raums heift eine Ebene oder genauer eine affine Ebene,
wenn sie ein affiner Teilraum der Dimension Zwei ist.

2.3.2.5. Ein nichtleerer Schnitt von affinen Teilrdumen eines affinen Raums ist
stets wieder ein affiner Teilraum, und der Richtungsraum des Schnitts ist der
Schnitt der Richtungsrdume, zumindest wenn wir alle diese Richtungsrdume wie
in 2.3.2.10 als Teilmengen des Richtungsraums unseres urspriinglichen Raums
betrachten.

Definition 2.3.2.6. Gegeben eine nichtleere Teilmenge 7" # () eines affinen Raums
gibt es nach 2.3.2.5 einen kleinsten affinen Teilraum (7).q, der sie umfat. Wir
bezeichnen ihn als den von unserer Teilmenge erzeugten affinen Teilraum. Ein
Erzeugendensystem eines affinen Raums ist eine Teilmenge, die ihn erzeugt.

2.3.2.7 (Explizite Beschreibung affiner Erzeugnisse). Man mag den von einer
nichtleeren Teilmenge 7" eines affinen Raums F erzeugten affinen Teilraum auch
beschreiben als

(T)ar =T+ {p—qlpgeT)

In Worten nehme man also den Untervektorraum des Richtungsraums von E,
der von allen zwei Punkte unserer Teilmenge ineinander iiberfiihrenden Vekto-
ren erzeugt wird, und lasse seine Vektoren auf Punkte unserer Teilmenge los: Alle
Punkt, die man so erhalten kann, bilden einen affinen Teilraum, da ja offensicht-
lichgit T+ {(p—q|p,gqeT)=t+(p—ql|pqeT)firalleteT.

2.3.2.8 (Anschauliche Interpretation linearer Gleichungssysteme). Wihlen wir
im Anschauungsraum [E einen festen Punkt p als Ursprung und eine Basis vy, ¥,
U3 seines Richtungsraums, so erhalten wir eine Bijektion

R® 5 E
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vermittels der Abbildungsvorschrift (x,y, z) — p + 0] + yUs + z¥3. Die Abbil-
dungen E — R, die jedem Punkt die Komponenten seines Urbilds unter dieser
Identifikation zuordnen, heilen auch Koordinaten und in ihrer Gesamtheit ein
Koordinatensystem auf E. Unter jeder derartigen Identifikation des R® mit dem
Raum unserer Anschauung kann man sich die Losungsmenge einer homogenen
linearen Gleichung in drei Unbekannten als eine Ebene durch den Ursprung den-
ken, wenn man einmal von der ,,Nullgleichungen* absieht, und die Losungsmenge
einer nicht notwendig homogenen linearen Gleichung in drei Unbekannten als ei-
ne affine Ebene, wenn man wieder von dem Fall der ,,Nullgleichung* absieht, bei
denen die Koeffizienten von x,y, z alle drei verschwinden. Die Losungsmenge
eines linearen Gleichungssystems ohne Nullgleichung kann man sich demnach
veranschaulichen als den Schnitt einiger affiner Ebenen, eben der Losungsmen-
gen seiner einzelnen Gleichungen. So sieht man auch anschaulich ein, da3 die
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems ohne Nullgleichung mit zwei
Gleichungen in drei Verdnderlichen im Allgemeinen einen eindimensionalen L&-
sungsraum haben wird, da sich eben zwei Ebenen im Raum im Allgemeinen in
einer Gerade schneiden, daf aber als Losungsraum auch die leere Menge in Frage
kommt, als Schnitt zweier paralleler Ebenen, und eine Ebene, wenn ndmlich die
Losungsrdaume unserer beiden Gleichungen iibereinstimmen.

2.3.2.9. FEine Teilmenge eines affinen Raums heiflt eine Hyperebene oder ge-
nauer eine affine Hyperebene, wenn sie ein echter affiner Teilraum ist, dessen
Richtungsraum im Sinne von 2.1.5.16 eine lineare Hyperebene im Richtungsraum
unseres urspriinglichen affinen Raums ist.

2.3.2.10. Gegeben ein affiner Raum £ mit einem affinen Teilraum /7 C E ver-
wenden wir von nun an das Symbol F auch fir denjenigen Untervektorraum von
E, den wir als das Bild des Richtungsraums F von F unter dem linearen Anteil
der Einbettung erhalten.

Definition 2.3.2.11. Zwei affine Teilrdume 7, S C F eines affinen Raums F
heilen parallel, wenn im Richtungsraum £ gilt T C S oder S C T

2.3.2.12 (Diskussion der Terminologie). Die Konventionen scheinen in der Li-
teratur nicht ganz eindeutig zu sein. Die hier gegebene Definition von Parallelitéit
hat den Vorteil, die iiblichen Definitionen fiir die Parallelitit von Geraden oder
Ebenen im zweidimensionalen wie im dreidimensionalen Raum zu liefern bis auf
das Detail, da} mit unserer Definition auch ein Enthaltensein als Parallelitét gilt.
Allerdings hat sie den Nachteil, daf} ein Punkt zu jedem weiteren Teilraum parallel
ist, was meinem Sprachempfinden eigentlich zuwiderlauft.

Ergdnzung 2.3.2.13. Der Begriff ,,parallel kommt aus dem Griechischen und
heifit ,,nebeneinander.
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Ubungen

Ubung 2.3.2.14 (Fasern linearer Abbildungen). Gegeben eine lineare Abbil-
dung f : V — W gilt fiir alle v € V die Identitdt f~'(f(v)) = v + ker f von
Teilmengen von V. Fiir alle w € W ist mithin die Faser f~!(w) entweder leer
oder aber ein affiner Teilraum von V.

Ubung 2.3.2.15 (Urbilder affiner Teilriume). Ist f : V — W eine affine Ab-
bildung, so ist fiir jeden affinen Teilraum A C W sein Urbild f~'(A) entweder
leer oder aber ein affiner Teilraum von V. Das verallgemeinert die vorhergehende
Ubung 2.3.2.14.

Ergiinzende Ubung 2.3.2.16. Sei E ein affiner Raum. Genau dann ist eine Teil-
menge [* C E ein affiner Teilraum im Sinne von 2.3.2.2, wenn [ eine Struktur
als affiner Raum (F, F, b) besitzt derart, daB die Einbettung eine affine Abbildung
ist. Die fragliche affine Struktur auf F' ist dadurch dann eindeutig bestimmt.

Ubung 2.3.2.17. Durch je zwei verschiedene Punkte eines affinen Raums geht ge-
nau eine Gerade, als da heif3t, es gibt genau einen affinen Teilraum der Dimension
Eins, der unsere beiden Punkte enthilt. Bringt man also Kimme und Korn in eine
Sichtlinie mit dem Ziel, so ist das Gewehr bereits auf das Ziel ausgerichtet.

Ubung 2.3.2.18. Durch je drei Punkte eines affinen Raums, die nicht auf einer
gemeinsamen Geraden liegen, geht genau eine Ebene. Insbesondere wird also ein
dreibeiniger Hocker nie kippeln.

Ubung 2.3.2.19. Der von einer nichtleeren endlichen Teilmenge 7 eines affinen
Raums erzeugte Teilraum hat hochstens die Dimension |7'| — 1.

Ubung 2.3.2.20 (Dimension eines affinen Erzeugnisses). Gegeben zwei endlich-
dimensionale affine Teilrdume A, B eines affinen Raums £ gilt fiir die Dimension
des affinen Erzeugnisses C' ihrer Vereinigung die Formel

dim O — dim A 4+ dim B — dim(A N B) falls AN B # ();
= { dim A+ dim B — dim(AN B) + 1 falls ANB = 0.

Ubung 2.3.2.21 (Kodimension eines Schnitts). Ist £ ein endlichdimensionaler
affiner Raum und vereinbaren wir die Notation codim(A C E) := dim £ —dim A
fiir die Dimensionsdifferenz, die sogenannte Kodimension von A in F, so gilt
unter der Annahme A N B # () die Abschétzung

codim((AN B) C E) < codim(A C E) 4 codim(B C E)

Die Kodimension des Schnitts ist also hochstens die Summe der Kodimensionen
der sich schneidenden Teilrdume.
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Vorschau 2.3.2.22. In der kommutativen Algebra ?? konnen Sie lernen, wie man
diese Abschitzung fiir die Kodimension eines Schnitts auf Nullstellenmengen po-
lynomialer Gleichungssysteme verallgemeinern kann, wenn der Grundkorper al-
gebraisch abgeschlossen ist.

Ubung 2.3.2.23. Eine Abbildung f : £ — F von affinen Riumen ist genau dann
affin, wenn ihr Graph I'(f) C E x F ein affiner Teilraum des Produkts unserer
beiden Rdume im Sinne von 2.3.1.20 ist.

2.3.3 Affine Riume und ihre Geraden

Satz 2.3.3.1 (Charakterisierung affiner Abbildungen im Reellen). Eine injek-
tive Abbildung von einem mindestens zweidimensionalen reellen affinen Raum in
einen weiteren reellen affinen Raum ist affin genau dann, wenn das Bild jeder
Geraden unter unserer Abbildung wieder eine Gerade ist.

2.3.3.2. Dieselbe Charakterisierung gilt allgemeiner iiber jedem Grundkorper, des-
sen einziger Korperautomorphismus die Identitét ist. Wir diskutieren mehr dazu
in 2.3.3.5.

2.3.3.3 (Bezug zum schmutzigen Raum unserer Anschauung). Die affinen Ge-
raden des Raums unserer Anschauung denke ich mir als Sichtlinien: Drei Punkte
liegen auf einer Geraden genau dann, wenn man sich so hinstellen kann, da3 man
sie hintereinander sieht. Der vorhergehende Satz 2.3.3.1 zeigt, dal im Fall reeller
affiner Rdaume ab der Dimension Zwei die Kenntnis aller Geraden auch umgekehrt
bereits die Struktur als reeller affiner Raum festlegt: Haben nimlich zwei Struk-
turen als affiner reeller Raum auf derselben Menge dieselben Geraden, und gibt
es in besagtem Raum mehr als nur eine Gerade, so ist nach 2.3.3.1 die Identitét
auf unserer Menge ein Morphismus von affinen Rdumen zwischen unserer Menge
einmal mit der einen Struktur als affiner Raum und ein andermal mit der anderen
Struktur als affiner Raum. Dann aber miissen diese beiden Strukturen bereits iiber-
einstimmen. Anschaulich gesprochen legt also im Raum unserer Anschauung ,,die
Kenntnis der Sichtlinien bereits fest, welche Abbildungen als Parallelverschiebun-
gen anzusehen sind“. Explizit kann man das wie folgt einsehen: Zunichst legt die
Kenntnis der Sichtlinien alias Geraden fest, welche Teilmengen die Bezeichung
als ,,Ebene* verdienen; Dann vereinbart man, zwei Geraden ,,parallel® zu nen-
nen, wenn sie in einer Ebene liegen und sich nicht schneiden; Und schlielich
kann man dann Parallelverschiebungen charakterisieren als diejenigen bijektiven
Abbildungen, die jede Gerade bijektiv auf sich selbst oder aber bijektiv in eine
parallele Gerade iiberfiihren. An dieser Stelle mochte ich Sie am liebsten wieder
einmal davon iiberzeugen, dafl das Abstrakte das eigentlich Konkrete ist.

Beweis. Wir zeigen den Satz zunichst unter der Annahme, da3 sowohl unser Aus-
gangsraum als auch der Raum, in den abgebildet wird, beide die Dimension Zwei



168 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA I

haben. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir dann annehmen, daf3
es sich bei beiden Rdumen um den R? handelt, und indem wir unsere Abbildung
noch mit einer geeigneten Verschiebung verkniipfen, diirfen wir sogar annehmen,
daB sie den Ursprung festhilt. Diesen Fall behandeln wir als eigenstindiges Lem-
ma.

Lemma 2.3.3.4. Eine injektive Abbildung ® : R* — R? mit ®(0) = 0, unter der
das Bild jeder affinen Geraden wieder eine affine Gerade ist, muf3 linear sein.

Beweis. Halten wir eine geeignete lineare Abbildung dahinter, so erkennen wir
mit 2.2.3.2, da} wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen diirfen, daf3
unser ® die Vektoren e; und ey der Standardbasis festhilt. Unter dieser Zusatz-
annahme zeigen wir nun, da} ® sogar die Identitét ist. Zunéchst gibt es sicher
Abbildungen ¢1,1y : R — R mit ®(ae;) = 1;(a)e;. Da wir ® injektiv ange-
nommen haben, miissen unter ¢ parallele alias sich nicht schneidende Geraden
parallel bleiben. Die Gerade durch ae; und ae, fiir a # 0,1 ist parallel zu der
durch e; und ey, also ist fiir @ # 0,1 auch die Gerade durch ®(ae;) = ¥4 (a)e;
und ®(aey) = s (a) ey parallel zu der durch ®(e;) = e; und ®(e2) = es. Es folgt
Y1(a) = Yo(a) fir a # 0,1. Fir a = 0,1 ist das eh klar und wir notieren diese
Abbildung nun v := 1); = 1b,. Natiirlich gilt )(0) = 0 und (1) = 1. Da man
die Addition von linear unabhiingigen Vektoren durch Parallelogramme darstellen
kann, gilt (v + w) = ®(v) + ®(w) falls v und w linear unabhingig sind. Wir
erhalten fiir ¢ € R damit

Dler+aey) = e +(a)ey

im Fall @ # 0 wegen der linearen Unabhingigkeit und im Fall « = 0 wegen
¥ (0) = 0. Weiter folgern wir die beiden Gleichungen

Pler +(a+b)ey) = er+ip(a+D)e
O(eg +aey+bes) = e +1(a)er+1(b)es

Die Zweite folgt hier, indem wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit b # 0
annehmen und erst den letzten Summanden abspalten. Es folgt sofort ¢(a + b) =
(a) + ¢(b). Da fur a,b € Rmita # 0und b # 0,1 die Gerade durch e; und
aeq parallel ist zu der durch be; und abe; folgt auch 1)(ab) = 1 (a)y(b) erst fiir
alle a,b # 0, 1, dann aber wegen ¢(0) = 0 und ¢/(1) = 1 sogar fiir alle a,b € R.
Da nach ?? oder besser ?? die Identitit der einzige Kérperhomomorphismus v :
R — R ist, folgt ¢ = id. Da wie bereits erwihnt gilt ®(v + w) = ®(v) + P(w)
falls v und w linear unabhéngig sind, folgt sofort & = id. 0

Um nun Satz 2.3.3.1 zu zeigen, sei ® : £ — F' unsere injektive Abbildung von
reellen affinen Rdumen, unter der das Bild jeder Geraden eine Gerade ist. Oh-
ne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dal £ und F' reelle
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Vektorrdume sind und daB gilt @(6) = 0. Unter diesen stirkeren Annahmen zu-
sammen mit der Annahme dim £ > 2 folgern wir nun sogar die Linearitit von
®. Gegeben v, w € I linear unabhiéngig kann offensichtlich die von v und w auf-
gespannt Ursprungsebene dargestellt werden als die Vereinigung des Ursprungs
mit allen affinen Geraden, die durch einen Punkt von Rv und einen Punkt von Rw
laufen, so daB also in Formeln ausgedriickt gilt

(v,w) = U (U, T aft

u€Rv, zeRw

Gegeben v, w € FE linear unabhidngig miissen auch ®(v) und ®(w) linear unab-
hingig sein, da sonst die zwei verschiedenen Geraden Rv und Rw bijektiv auf
dieselbe Gerade abgebildet wiirden im Widerspruch zur Injektivitiat von . Da &
Geraden auf Geraden abbildet, folgt ®((v,w)) = (®(v), ®(w)). Von der mithin
von ¢ induzierten Bijektion

D (v,w) > (P(v), P(w))

wissen wir aber nun bereits, da3 sie linear sein muf3, da3 also in Formeln ausge-
driickt gilt ®(u+uy) = ®(u) + P(uq) und P(Au) = AP(u) fir alle u, uy € (v, w)
und A € R. Da aber in einem Vektorraum der Dimension mindestens Zwei je zwei
Vektoren u, u; in einem gemeinsamen zweidimensionalen Teilraum liegen, zeigt
das bereits die Linearitidt von ® selbst. ]

Ergdnzung 2.3.3.5. Geht man den Beweis von Lemma 2.3.3.4 nocheinmal durch,
so erkennt man, daf} er auch die folgende feinere Aussage zeigt: Sind K, L Kérper
und ist @ : K? — L? eine Injektion mit ®(0) = 0, unter der das Bild jeder affinen
Geraden wieder eine affine Gerade ist, so ist ® ein Gruppenhomomorphismus und
es gibt einen Korperisomorphismus ¢ : K = L mit ®(\v)) = ¢(A)P(v) fiir alle
A € K und ¢ € K?2. Salopp gesprochen ist also unsere Abbildung ® , linear bis
auf einen Korperisomorphismus*.

Ergdnzung 2.3.3.6 (Von der Geometrie zur Algebra). Geht man den Beweis
von Satz 2.3.3.1 im Lichte von 2.3.3.5 nocheinmal durch, so erkennt man, daf3
er auch die folgende feinere Aussage zeigt: Haben zwei Strukturen (F, E ,a) und
(E,E',d') auf ein- und derselben Menge E als zweidimensionaler affiner Raum
iiber Korpern K beziehungsweise K’ dieselben Geraden, so gilt E = E' und es
gibt genau einen Korperisomorphismus ¢ : K = K’ mit a(\, 7)) = a/(¢(N), 7)
firalle \ € K und 7 € E. Flapsig gesagt kennt also ein weiles Blatt Papier
zusammen mit einem Lineal bereits den Korper R der reellen Zahlen! Gegeben
eine Menge F von ,,Punkten” und eine Teilmenge G C P(F) ihrer Potenzmenge,
deren Elemente G € G ,,Geraden* hei3en, kann man auch eine Liste von geome-
trisch sinnvollen Forderungen angeben, die genau dann erfiillt sind, wenn unsere
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Menge E so mit der Struktur eines zweidimensionalen affinen Raums iiber einem
Korper versehen werden kann, da G aus allen zugehorigen affinen Geraden be-
steht. Die einfachsten dieser Forderungen sind, dafl durch je zwei verschiedene
Punkte genau eine Gerade gehen soll und daB sich je zwei Geraden in hochstens
einem Punkt schneiden. Die zusitzlichen Forderungen werden in 2.7.1 bespro-
chen. In dieser Weise lassen sich dann die Korperaxiome 1.3.4.2 sogar geome-
trisch rechtfertigen.

2.3.4 Baryzentrische Koordinaten*

2.3.4.1. Gegeben ein Korper K, ein affiner Raum £ iiber K, Punkte ey, ... e, €
E und Skalare \q,...,\, € K mit \; + ...+ A, # 0 definiert man den Schwer-
punkt s der ¢; mit den Gewichten ); durch die Bedingung

Al(el—s)+...+)\n(en—s):6

Dal} hochstens ein Punkt s € E diese Bedingung erfiillen kann, folgt daraus, da3
fiir jedes weitere s, das unsere Bedingung erfiillt, gelten muf3

M+...+X\)(s—5)=0

Dal} es tiberhaupt ein s gibt, das unsere Bedingung erfiillt, erkennt man, indem
man einen beliebigen Punkt p € F wihltund A = A\ + ... + A, setzt und den
Punkt

A A,
8=p+fﬁn—m+w~+j%%—p)

betrachtet. Fiir diesen Punkt s € E gilt ja
/\(S _p) - )‘1(61 _p) +... +)‘n(en _p>
und daraus folgt dann leicht

0=A(er —5) 4 ...+ Afen —s)

Ergdnzung 2.3.4.2. Eine Teilmenge eines affinen Raums heif3t affin unabhiingig,
wenn sich keiner ihrer Punkte als gewichteter Schwerpunkt von endlich vielen
anderen ihrer Punkte schreiben 146t.

Definition 2.3.4.3. Gegeben Punkte p, ¢ in einem affinen Raum £ {iber einem
angeordneten Korper schreiben wir

p,ql ={p+tlg—p) |0t <1}

und nennen diese Menge im Fall p # ¢ das die Punkte p und ¢ verbindende
Geradensegment.
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Wie man auf einer Gerade der Papierebene mit zwei verschiedenen als Null und
Eins ausgezeichneten Punkten zwei beliebige Punkte multipliziert, wenn man
nur ein Lineal zur Verfiigung hat, das aber ,,unendlich lang* ist in dem Sinne, daf3
man durch einen gegebenen Punkt die zu einer gegebenen Gerade parallele
Gerade zeichnen kann.
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Zwei fette Punkte der Gewichte 3 und 1 und ihr Schwerpunkt s nebst seiner
Bestimmung mithilfe eines beliebigen weiteren Punktes p.
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Definition 2.3.4.4. Eine Teilmenge eines affinen Raums iiber einem angeordneten
Korper heiflit konvex genau dann, wenn sie mit je zweil Punkten auch das ganze
diese verbindende Geradensegment enthiilt.

Definition 2.3.4.5. Sei £ ein affiner Raum {iber einem angeordneten Korper. Of-
fensichtlich ist der Schnitt einer beliebigen Familie konvexer Teilmengen von £
wieder konvex. Gegeben eine Teilmenge 7' C FE bezeichnet man die kleinste
konvexe Teilmenge des fraglichen affinen Raums, die 7" umfaft, auch als die kon-
vexe Hiille von 7'. Natiirlich existiert solch eine kleinste konvexe Teilmenge, wir
konnen sie etwa konstruieren als den Schnitt aller konvexen Teilmengen, die T’
umfassen. Wir verwenden fiir die konvexe Hiille von 7" die Notation

konv(T)

Beispiel 2.3.4.6. Gegeben zwei Punkte in einem affinen Raum iiber einem ange-
ordneten Korper ist ihre konvexe Hiille genau das verbindende Geradensegment,
in Formeln [p, ¢| = konv(p, q).

Ubungen

Ubung 2.3.4.7. Ist E ein n-dimensionaler affiner Raum und ey, ..., e, ein Er-
zeugendensystem von £, so gibt es fiir jeden Punkt s € £ genau ein Tupel von
Gewichten ()\g,...,\,) € K" so daB gilt \g + ... + A, = 1 und daB s der
Schwerpunkt der e; mit den Gewichten J; ist. Die \; heilen dann die baryzen-
trischen Koordinaten von s in Bezug auf die ¢;, nach griechisch ,,5apuc* fiir
,,Sschwer*,

Ergiinzende Ubung 2.3.4.8. Der von einer nichtleeren Menge von Punkten eines
affinen Raums erzeugte affine Teilraum kann auch beschrieben werden als die
Menge aller Schwerpunkte zu endlichen mit Gewichten versehenen Teilmengen
unserer Menge.

Erginzende Ubung 2.3.4.9. Gegeben ein affiner Raum F iiber einem angeord-
neten Korper und eine Teilmenge 7' C E ist die konvexe Hiille von 1" genau
die Menge aller Schwerpunkte zu endlichen mit positiven Gewichten versehenen
Teilmengen von 7.

2.3.5 Abstrakte lineare Abbildungen und Matrizen

2.3.5.1. Die im folgenden verwendeten Notationen s[v] und 4[f]s habe ich Urs
Hartl abgeschaut. Ahnlich wie die geschickt gewihlten Steckverbindungen, die
man bei Computerzubehor gewohnt ist, sorgen sie dafiir, dal3 man fast nichts mehr
falsch machen kann.
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Eine nicht konvexe Teilmenge der Ebene und eine endliche Teilmenge der
Ebene, dargestellt durch fette Punkte, mit ihrer konvexen Hiille, dargestellt als
schraffierter Bereich.
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Satz 2.3.5.2 (Abstrakte lineare Abbildungen und Matrizen). Seien K ein Kor-
per und V. W Vektorriume iiber K mit angeordneten Basen A = (vy,...,0,,)
und B = (Wy,...,W,). Ordnen wir jeder linearen Abbildung f : V — W
die darstellende Matrix g[f]4 zu mit Eintrigen a;;, die durch die Identitiiten
f(U;) = ay;W1 + ... + a,;W, gegeben werden, so erhalten wir eine Bijektion, ja
sogar einen Vektorraumisomorphismus

Mz : Homg(V,W) = Mat(n x m; K)
f = 5[f1a

2.3.5.3. Wir nennen My (f) = 5[f].4 die darstellende Matrix der Abbildung f
in Bezug auf die Basen .4 und B. In Worten ausgedriickt stehen in ihren Spalten
die Koordinaten der Bilder der Vektoren der Basis .4 des Ausgangsraums in Bezug
auf die Basis B3 des Zielraums. Beliebt ist statt 5[ f] 4 und M7 (f) auch die ausfiihr-
lichere Notation Maty (f). Die Matrix einer linearen Abbildung f : K™ — K"
in Bezug auf die jeweiligen Standardbasen S(m), S(n) nach 2.1.6.11 ist genau
unsere darstellende Matrix [f] aus 2.2.4.1, in Formeln gilt also

[f] = S(n) [f]S(m)

Wir vereinbaren allgemeiner, dal wir bei unserer Notation Standardbasen hinfort
auch weglassen diirfen. Fiir eine lineare Abbildung f : K™ — W schreiben wir
also abkiirzend | f]sm) = s[f] und fiir eine lineare Abbildung f : V' — K"

entsprechend s(,,)[fla = [f]a-

Ergdnzung 2.3.5.4. Wenn wir die Matrixmultiplikation in der offensichtlichen
Weise erweitern zur Definition des Produkts einer Matrix mit einer Spaltenma-
trix von Vektoren, so konnen wir die definierende Gleichung der darstellenden
Matrix M = p[f] 4 auch schreiben in der Form

—MT"

Beweis. Wir konnten hier eine Variation unseres Beweises von 2.2.4.5 ein weite-
res Mal ausschreiben, aber stattdessen erinnern wir einfacher unsere Isomorphis-
men 4 : K™ 5 Vund &5 : K™ = W aus 2.1.6.13 und beachten, daB unsere
Definition der darstellenden Matrix gleichbedeutend ist zur Identitét

slfla=[P5 [0
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A€,

—

Die Matrix der anschaulichen Spiegelung s : R? — R? hat die Gestalt

5] = (cos 20 sin2a >
sin 2a¢ — cos 2«
mit den Bildern der Vektoren der Standardbasis in den Spalten. Zum Beispiel hat
s(€1) die z-Koordinate cos 2« und die y-Koordinate sin 2« und das erklirt bereits
die erste Spalte unserer Matrix. Bei s(€;) scheint mir einsichtig, da} die
z-Koordinate von s(€,) die y-Koordinate von s(€) ist und die y-Koordinate von

s(€y) das Negative der z-Koordinate von s(€;). Das erklért dann auch die zweite
Spalte unserer Matrix.
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Damit kdnnen wir unsere Abbildung dann schreiben als die Komposition von Bi-
jektionen

Homy (V,W) = Homg(K™,K") = Mat(n x m; K)
f > gl fPa

mit unserer Abbildung : g — [g] aus 2.2.4.1 rechts, die eben jeder Abbildung
g : K™ — K™ ihre darstellende Matrix zuordnet. 0

Satz 2.3.5.5 (Darstellende Matrix einer Verkniipfung). Gegeben ein Korper
K und K-Vektorrdume U,V, W endlicher Dimension mit angeordneten Basen
A, B, C und lineare Abbildungen f : U — V und g : V' — W ist die darstellende
Matrix der Verkniipfung das Produkt der darstellenden Matrizen, in Formeln

clgo fla=clgls o 5lfla

Erster Beweis. Wir konnen die Behauptung nach Erinnern aller Notationen um-
schreiben zu [®,1gf® 4] = [®;'gPp] o [P5' fP 4], und in dieser Form folgt sie
offensichtlich aus dem in 2.2.4.5 behandelten Spezialfall. ]

Zweiter Beweis. Wir konnten auch expliziter vorgehen und den Beweis von 2.2.4.5
nocheinmal wiederholen mit der alternativen Interpretation von ;, ¥; und wj, als
den Vektoren unserer angeordneten Basen A, B, C. ]

Definition 2.3.5.6. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V' mit einer
angeordneten Basis A = (71, ..., ,) notieren wir die Inverse unserer Bijektion
Pu: K" SV, (A, )T = M@+ ... + A\, T, in der Form

U a[t]
Der Spaltenvektor 4[v] heiBt die Darstellung des Vektors ¢/ in der Basis .A.

Satz 2.3.5.7 (Darstellung des Bildes eines Vektors). Gegeben endlichdimen-
sionale Riume V,W mit angeordneten Basen A, B und eine lineare Abbildung
[V — W gilt fiir jeden Vektor v € V die Identitiit

slf(v)] = slflao alv]

Beweis. Hier wird bei genauerer Betrachtung nur die Gleichheit von Spaltenvek-
toren [®5'(f(v))] = [(®5' fP4)] o [®,'v] behauptet, die aus 2.2.4.7 folgt. O

Ergdnzung 2.3.5.8. Betrachtet man zu einem beliebigen Vektor v € V' die lineare
Abbildung (-v) : K — V, A — v, und bezeichnet mit S(1) die Standardba-
sis (1) = (ey) des K -Vektorraums K, die wir ja eh aus der Notation weglassen
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wollten, so ergibt sich die Identitit 4[v] = 4[-v]sq). Wegen (-f(v)) = f o (-v)
konnen wir damit den vorhergehenden Satz 2.3.5.7 auch auffassen als den Spezi-
alfall 5[ f(v)]sa) = B[f]acal[-v]sq) von Satz 2.3.5.5 iiber die darstellende Matrix
einer Verkniipfung.

Definition 2.3.5.9. Gegeben zwei angeordnete Basen A = (vy,...,v,) und B =
(wy, ..., w,) eines Vektorraums V' nennt man die darstellende Matrix der Identitiit

slidv]4

in diesen Basen die Basiswechselmatrix. Ihre Eintréige a;; werden per definitio-
. . n
nem gegeben durch die Gleichungen v; = > 7" | a;;w;.

2.3.5.10 (Anderung der darstellenden Matrix bei Basiswechsel). Offensicht-
lich ist 4[id]4 = I die Einheitsmatrix. Nach 2.3.5.5 ist damit die Basiswech-
selmatrix 4[id|z invers zur Basiswechselmatrix in der Gegenrichtung z[id] 4, in
Formeln 4[id];' = slid] 4. Haben wir nun eine lineare Abbildung f : V — W
und angeordnete Basen A, 3 von V' und angeordnete Basen C, D von W, so folgt
aus 2.3.5.5 die Identitéit p[f]s = plidw]c © ¢[f]a © alidv]s. Sind noch spezi-
eller A, B zwei angeordnete Basen ein- und desselben Vektorraums V' und ist
f 'V — V ein Endomorphismus von V', so erhalten wir unmittelbar die Identitit

8[fls = Blid]a © 4[f]a o 4lid]3 alias
N=T"'MT

fir N = g[f]s und M = 4[f]4 die darstellenden Matrizen beziiglich unserer
beiden Basen und 7' = 4[id]s die Basiswechselmatrix.

Satz 2.3.5.11 (Smith-Normalform). Gegeben eine lineare Abbildung zwischen
endlichdimensionalen Vektorridumen f : V. — W existieren stets angeordnete
Basen A von V und B von W derart, daf3 die darstellende Matrix g[f]4 nur auf
der Diagonale von Null verschiedene Eintrige hat, und zwar erst einige Einsen
und danach nur noch Nullen.

Beweis. Das folgt sofort aus 2.2.2.6: Wir wihlen zunéchst eine angeordnete Ba-
sis (wy, ..., w,) des Bildes von f, dazu Urbilder vy, ..., v, in V, erginzen die-
se durch eine angeordnete Basis des Kerns von f zu einer angeordneten Basis
A = (v1,...,v,) von V, und ergénzen unsere angeordnete Basis des Bildes zu
einer angeordneten Basis B = (wq, . .., w,,) von W. In diesen Basen hat dann die
Matrix von f offensichtlich die behauptete Gestalt. [

Definition 2.3.5.12. Die Spur einer endlichen quadratischen Matrix ist definiert
als die Summe ihrer Diagonaleintrage. Auf englisch und franzosisch sagt man
trace, und ich werde die Spur einer Matrix A notieren als

tr(A)
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Vorschau 2.3.5.13. Eine vielleicht natiirlichere Definition der Spur wird in ?? er-
kldrt. Im Rahmen der Analysis werden wir die Spur in ?? als das Differential der
Determinante an der Einheitsmatrix wiedersehen.

Ubungen

Ubung 2.3.5.14. Gegeben ein K -Vektorraum V mit einer angeordneten Basis A =
(v1,...,v,) liefert die Zuordnung, die jeder weiteren angeordneten Basis B die
Basiswechselmatrix von A nach B zuordnet, eine Bijektion

{angeordnete Basen von V} = GL(n; K)
B — B[id]A

Ergiinzende Ubung 2.3.5.15. Ein Endomorphismus f : V — V eines Vektor-
raums heiBt nilpotent, wenn es d € N gibt mit f¢ = 0. Sei f : V — V ein
nilpotenter Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums. Man zei-
ge, dall unser Vektorraum eine angeordnete Basis B besitzt derart, da3 die Ma-
trix g[f]s von f in Bezug auf diese Basis eine obere Dreiecksmatrix ist mit
Nullen auf der Diagonalen. Man zeige umgekehrt auch, dal fiir jede derarti-
ge (n x n)-Matrix D gilt D"~' = 0. Hinweis: Man betrachte die Teilriume
ker(f) C ... C ker(f? 1) C ker(f?) = V, beginne mit einer Basis von ker( f)
und erginze sie sukzessive zu einer Basis von V. Eine stirkere Aussage in dieser
Richtung werden wir als ?? zeigen.

Ubung 2.3.5.16. Man zeige tr(AB) = tr(BA) wann immer A eine (m x n)-
Matrix ist und B eine (n x m)-Matrix. Man folgere daraus weiter die Identitét
tr(BAB™!) = tr(A) wann immer A eine (n x n)-Matrix ist und B eine inver-
tierbare (n x n)-Matrix. Insbesondere kann man jedem Endomorphismus f eines
endlichdimensionalen Vektorraums V' iiber einem Korper K seine Spur

tr(f) = tr(f|V) = tre (f]V)

zuordnen als die Spur seiner Matrix in Bezug auf eine und jede Basis. Gegeben
endlichdimensionale Vektorrdume V, W und lineare Abbildungen f : V — W
und g : W — V zeige man auch tr(fg) = tr(gf).

Ergiinzende Ubung 2.3.5.17. Leser, die schon mit dem Inhalt des Abschnitts 2.4.1
iber komplexe Zahlen vertraut sind, mogen zeigen: Ist f : V' — V ein Endomor-
phismus eines endlichdimensionalen C-Vektorraums, so gilt fiir seine Spur auf
dem zugrundeliegenden reellen Vektorraum trg (f|V) = 2 Re trc(f|V).

Erginzende Ubung 2.3.5.18. Ist L ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und
A: L — L eine K-lineare Abbildung, so gilt

tr((Ao)| Endg L) = (dimg L) tr(A|L)



180 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA I

Ergdnzung 2.3.5.19. Gegeben ein Endomorphismus f von endlichem Rang eines
Vektorraums V' erklédrt man die Spur

tr f = tr(f]V)

von f als die Spur der Verkniipfung im f — V—im f im Sinne unserer Defi-
nition 2.3.5.16 fiir die Spur eines Endomorphismus eines endlichdimensionalen
Vektorraums. Aus 2.3.5.16 folgt unmittelbar, daf} diese Definition im Fall eines
endlichdimensionalen Raums V' dieselbe Spur liefert wie unsere urspriingliche
auf den endlichdimensionalen Fall beschrinkte Definition 2.3.5.12.

Erginzende Ubung 2.3.5.20. Sind V, W Vektorrdume und f : V — W sowie
g : W — V lineare Abbildungen und ist eine unserer Abbildungen von endlichem
Rang, so gilt tr(fg) = tr(gf). Hinweis: Der endlichdimensionale Fall kann nach
2.3.5.16 vorausgesetzt werden.

Ergiinzende Ubung 2.3.5.21. Gegeben ein Endomorphismus f von endlichem
Rang eines Vektorraums mit der Eigenschaft f2 = af fiir ein Element a des
Grundkorpers gilt stets tr(f) = a dim(im f). Hinweis: 2.2.2.18.

Ubung 2.3.5.22. Man finde alle Matrizen A € Mat(2;R) mit Ao A = I der
Einheitsmatrix und beschreibe geometrisch die linearen Abbildungen, die durch
diese Matrizen A beschrieben werden.

2.3.6 Mobiusfunktion®

2.3.6.1. Gegeben (X, <) eine endliche partiell geordnete Menge betrachten wir
die (X x X)-Matrix A mit Eintrdgen a, , = 1 falls z < y und Null sonst. Zahlen
wir die Elemente von X auf als z1, o, . .., x, derart, daB gilt x; < z; = 7 < 7,50
wird A eine obere Dreiecksmatrix mit ganzzahligen Eintrdgen und Einsen auf der
Diagonalen. Diese Matrix ist also invertierbar und ihre Inverse A~! ist ebenfalls
ein obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen. Besitzt X ein kleinstes
Element x; = k, so nennt man die oberste Zeile von A~ die Mobiusfunktion
unserer partiell geordneten Menge

w: X = Z
y = (A_1>k,y

Sie wird demnach charakterisiert duch die Formeln

p(k)=1 und > p(y) =0falls z > k.

Analoges gilt allgemeiner fiir jede partiell geordnete Menge X, die man aufzéhlen
kann als x1, o, ... mitx; < x; =1 < .
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23.62. Ist X = N = {0,1,2,...} mit der iiblichen Ordnung, so haben wir
p(0) = L,u(l) = —1lund p(n) = 0 firn > 2. Ist X = Ns; = {1,2,...}
mit der durch das Teilen gegebenen Ordung a < b < alb, so erhalten wir die
Mobiusfunktion der Zahlentheorie

0 n enthilt einen Primfaktor mindestens zweimal,
p(n) = 1 nist quadratfrei mit gerade vielen Primfaktoren;
—1 nist quadratfrei mit ungerade vielen Primfaktoren.

Dieser Fall kann im iibrigen auch als das Produkt von abzihlbar vielen Kopien
des zuvor behandelten Falls verstanden werden. Speziell haben wir in diesem Fall
also

u(l)=1 und Zu(d) =0 fallsn > 1.

dn

Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.3.6.3 (Kehrwerte der Riemann’schen (-Funktion). Mit
der Mobiusfunktion der Zahlentheorie zeige man, da fiir s € C mit Res > 1 die
Inversen der Werte der Riemann’schen (-Funktion geschrieben werden konnen

als
1 pn)

¢(s) & m

Ubung 2.3.6.4. Man bestimme die Inverse der (n x n)-Matrix gegeben durch
a;; = 1fire < jund a;; = 0 fiir¢ > 7.

2.3.7 Dualridume und transponierte Abbildungen

Definition 2.3.7.1. Gegeben ein Korper K und ein /K -Vektorraum V' nennt man
eine lineare Abbildung V' — K eine Linearform auf | oder einen Kovektor. Die
Menge aller solchen Linearformen bildet nach 2.2.3.14 einen Untervektorraum
Homyg (V, K) C Ens(V, K) im Vektorraum aller Abbildungen von V' nach K.
Man nennt diesen Vektorraum aller Linearformen den Dualraum von V. Wir
verwenden dafiir die beiden Notationen

V*=V" = Homg(V, K)

2.3.7.2 (Diskussion der Notation). Ublich fiir den Dualraum ist die Notation
V*. Im Zusammenhang mir darstellenden Matrizen und dergleichen schien mir
jedoch die Notation V' T suggestivere Formeln zu liefern, weshalb ich diese sonst
eher uniibliche Notation in diesem Zusammenhang vorziehe.
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\\x

Versuch der graphischen Darstellung eines Kovektors in der Ebene. Sei Wert auf
einem Vektor wire zu verstehen als die Zahl der von unserem Vektorpfeil
gekreuzten Linien, beziehungsweise das Negative der Zahl der von seinem
Negativen gekreuzten Linien, wenn er in die falsche Richtung geht. Natiirlich ist
der Wert nicht immer ganzzahlig, das Bild ist deshalb nur méBig brauchbar. Man
sieht aber gut, welche Vektorraumautomorphismen unseren Kovektor festhalten.
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2.3.7.3. Die Bezeichnung als Form fiir Abbildungen mit Werten im Grundkorper
ist allgemein iiblich: Wir kennen bis jetzt nur Linearformen, spéter werden aber
noch Bilinearformen und quadratische Formen und Multilinearformen hinzukom-
men. Uber die Herkunft dieser Bezeichnungsweise weifl ich wenig. Vermutlich
steckt derselbe Wortstamm wie bei dem Wort ,,Formel*“ dahinter.

Beispiel 2.3.7.4 (Frequenzenraum als Dualraum des Raums der Zeitspannen).
Denken wir uns die Gesamtheit aller Zeitspannen als reellen Vektorraum, so kon-
nen wir uns den Dualraum dieses Vektorraums denken als die Gesamtheit aller
,Frequenzen‘ oder vielleicht besser aller moglichen ,,Drehgeschwindigkeiten von
Drehungen um eine feste Achse®. Zeichnen wir genauer einen Drehsinn als positiv
aus, so entpriche eine Drehgeschwindigkeit der Linearform, die jeder Zeitspan-
ne die Zahl der in dieser Zeitspanne erfolgten Umdrehungen zuordnet. An dieser
Stelle mochte ich Sie am liebsten wieder einmal davon iiberzeugen, daf3 das Ab-
strakte das eigentlich Konkrete ist.

2.3.7.5 (Koordinatenfunktionen zu einer Basis). Gegeben ein Vektorraum V'
und eine Basis B C V erhalten wir im Dualraum V' eine linear unabhingige
Familie von Linearformen (b")cp, indem wir b" = bj; : V — K erkléren durch

b'(c) =6 Ve EB

Die Linearformen b' heiBen die Koordinatenfunktionen oder kurz Koordinaten
zu unserer Basis B. Vielfach werden sie auch b* notiert. Ist etwa IV = R” und
B=S8(n) = (&,...,&,) die Standardbasis, so wird €, : R" — R die ,,Projektion
auf die i-te Koordinate® & = pr, : (z1,...,x,) — x;, die man oft auch einfach
z; : R™ — R notiert und die ,,i-te Koordinatenfunktion* nennt. Man beachte, daf}
solch eine Koordinatenfunktion b' keineswegs nur vom Basisvektor b abhingt,
auch wenn die Notation das suggerieren mag, sondern vielmehr von der ganzen
Basis B.

Beispiel 2.3.77.6 (Dualraum eines K "). In der Literatur findet man oft die Aussa-
ge, daB} der Dualraum des Raums der Spaltenvektoren der Lange n der Raum der
Zeilenvektoren der Linge n sei. Das kann man durchaus so sehen, insbesondere
wenn man den kanonischen Isomorphismus Mat(1 x n; K') = Hom (K", K) aus
2.2.4.7 soweit verinnerlicht hat, dal man beide Seiten schlicht als gleich ansieht.

Beispiel 2.3.7.7 (Dualraum des Richtungsraums zum Raum der Anschauung).
Denken wir uns wie in 2.1.5.6 den Raum der Anschauung mit einem ausgezeich-
neten festen Punkt als reellen Vektorraum, so liefert jeder von Null verschiede-
ne Vektor eine Linearform auf unserem Vektorraum vermittels der anschaulich
zu verstehenden Vorschrift ,,projiziere jeden weiteren Vektor orthogonal auf die
Gerade durch den gegebenen Vektor und nimm die Zahl, mit der man den den
gegebenen Vektor multiplizieren muf3, um die Projektion zu erhalten®. Diese Ent-
sprechung hat nur den Nachteil, dal der doppelte Vektor die halbe Linearform
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liefert und daf iiberhaupt die Addition von Vektoren keineswegs der Addition von
Linearformen entspricht. Wihlt man eine feste anschaulich zu verstehende Lén-
geneinheit, so kann man den Raum der Linearformen auf dem Raum der Vektoren
in unserem Bild identifizieren mit dem Raum der Vektoren selber, indem man
jedem Vektor als Linearform dieselbe Linearform wie oben zuordnet, nur noch
zusitzlich geteilt durch das Quadrat seiner Linge. In anderen Worten kann die-
se Linearform auch beschrieben werden als ,,beliebigem Vektor ordne zu Linge
der Projektion mal Lédnge des gegebenen Vektors®. Diese Identifikation entspra-
che dann einem Vektorraumisomorphismus, und es ist vielleicht die Méglichkeit
dieser Identifikation, die es uns so schwer macht, eine Anschauung fiir den Dual-
raum zu entwickeln. Sie benutzt jedoch die ,,euklidische Struktur* des Raums der
Anschauung, die das Reden iiber orthogonale Projektionen eigentlich erst ermog-
licht und die wir in erst ?? mathematisch modellieren werden. Auf allgemeinen
Vektorraumen stehen uns keine orthogonalen Projektionen zur Verfiigung und der
Dualraum kann dann nicht mehr so leicht mit dem Ausgangsraum identifiziert
werden.

2.3.7.8. Gegeben ein k-Vektorraum V' haben wir stets eine kanonische bilineare
Abbildung V x VT — k, die Auswertungsabbildung, auch genannt die kanoni-
sche Paarung von Vektoren mit Kovektoren.

2.3.7.9 (Dimension des Dualraums). Gegeben ein endlichdimensionaler Vektor-
raum stimmt seine Dimension mit der Dimension seines Dualraums iiberein, in
Formeln

dim V' = dimV

In der Tat, ist B C V eine Basis, so liefert nach 2.2.3.2 das Einschrinken von
Abbildungen eine Bijektion dim V' = Ens(B, K'), der man leicht ansieht, daB
sie sogar ein Vektorraumisomorphismus sein muf3.

2.3.7.10. Fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum V' hat der Dualraum nach
2.3.7.9 dieselbe Dimension wie V' selber. Ist also B eine angeordnete Basis von
V,soist BT := (b"),ep als linear unabhingige Familie der richtigen Kardinalitt
eine angeordnete Basis des Dualraums V' . Man nennt dann B' die duale Basis
zur Basis B. Insbesondere besteht die duale Basis zur Standardbasis des R™ genau
aus den iiblichen Koordinatenfunktionen, in Formeln S(n)" = (pr;),.

Beispiel 2.3.7.11. Wir kehren nocheinmal zu unserem Beispiel 2.3.7.4 zuriick.
Dort hatten wir besprochen, inwiefern man sich den Dualraum der Gesamtheit
aller Zeitspannen als den Raum aller Drehgeschwindigkeiten denken mag. Die zur
Basis ,,Minute* der Gesamtheit aller Zeitspannen ,,duale Basis®, die wir gleich in
allgemeinen Dualrdumen einfithren werden, bestiinde dann aus dem Vektor ,,eine
Umdrehung pro Minute in positivem Drehsinn®, den man {iiblicherweise Umin
notiert.
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Vorschau 2.3.7.12 (Dualrdume unendlichdimensionaler Vektorraume). Im Fall
eines unendlichdimensionalen Vektorraums ist wieder nach 2.2.3.14 auch sein
Dualraum unendlichdimensional, aber dessen Dimension ist ,,noch unendlicher*
als die Dimension des Ausgangsraums in einem Sinne, der in ?? prizisiert wird.

Definition 2.3.7.13. Gegeben eine K-linare Abbildung f : V' — W erkldren wir
die duale oder auch transponierte Abbildung

flowh v’

als das ,,Vorschalten von f*, in Formeln f'()\) := Ao f : V — K fiir jede
Linearform A : W — K.

2.3.7.14. Man beachte, daf} die duale Abbildung ,,in die umgekehrte Richtung*
geht. Oft wird die duale Abbildung auch f* : W* — V™ notiert. Nicht selten
schreibt man auch ein kleines ¢ als Index oben links und notiert die duale alias
transponierte Abbildung ‘f.

2.3.7.15 (Verkniipfung und Transponieren). Sicher gilt stets id‘T, = idyT :
VT — V7. Man priift auch leicht fiir eine Verkniipfung f o g von linearen Abbil-
dungen die Identitit

(fog)t =g of"
In der Tat bedeutet das Vorschalten von f o ¢ nichts anderes, als erst f und dann
g vorzuschalten.

Proposition 2.3.7.16 (Matrix der dualen Abbildung). Gegeben eine lineare Ab-
bildung f : 'V — W von endlichdimensionalen Vektorrdumen mit angeordneten
Basen A, B ist die darstellende Matrix der dualen Abbildung {7 : WT — VT
beziiglich der dualen Basen B', A" gerade Transponierte der Matrix von f, in
Formeln

Al st = (8f1a) "

2.3.7.17. Diese Identitit ist der Grund dafiir, daB ich fiir den Dualraum vorzugs-
weise die Notation mit einem hochgestellten T verwenden will.

Beweis. Seien etwa A = (vy,...,v,) und B = (wy,...,w,). Die Matrixeintrige
a;; der darstellenden Matrix g[f] 4 sind festgelegt durch die Identitit von Vektoren
f(v;) =, a;jw;. Die Matrixeintréige b;; der darstellenden Matrix 47 [f ']z sind
festgelegt durch die Identitit von Linearformen f'(w;") = 3°. bjv; . Es gilt zu
zeigen bj; = a,;;. Um das zu sehen, werten wir diese Identitit von Linearformen
auf den Vektoren v, aus und erhalten

bri = Z bjivy (vi) = (f T (w]"))(ve) = wi (f(vr)) = w] (Z aw;) = Qik

Das aber war gerade zu zeigen. [
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=N #a) |

%[ x G w) =A} va"[ %) =A%
1?12&:) = Xf’; = X +Xe /_F(ﬁ,,) 7
Flo)=Xed=Xe  ge)=er e

wl-G2) [4]=(7)

Eine lineare Abbildung f : R? — R2, deren Matrix in einer Basis e;, 5, und die
Matrix der dualen Abbildung auf der dualen Basis alias der Effekt des
Vorschaltens unserer Abbildung auf den Koordinatenfunktionen
x1,%2 : R2 5 R,
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2.3.7.18 (Auswerten als Matrixmultiplikation). Sei V' ein endlichdimensionaler
Vektorraum mit einer angeordneten Basis .A. Eine Linearform A € VT wird als li-
neare Abbildung A : V' — k beschrieben durch eine Zeilenmatrix [A] 4 = s(1)[A] 4.
Fiir das Auswerten unserer Linearform A auf einem Vektor v € V erhalten wir
dann

A(v) = [Ala o alv]
unter der offensichtlichen Identifikation von Elementen unseres Grundkorpers mit
(1 x 1)-Matrizen. Erinnern wir dann noch fiir v € V' an die lineare Abbildung

(-v) : K — V mit o — ov und an unsere Identitit 4[-v|s) = 4[v], so kann auch
obige Formel interpretiert werden als der Spezialfall

swlro (0)]say = s [Nao alvlsq)

der allgemeinen Formel 2.3.5.5 fiir die Matrix der Verkniipfung zweier linearer
Abbildungen.

2.3.7.19 (Darstellung einer Linearform in der dualen Basis). Sei V' ein end-
lichdimensionaler Vektorraum mit einer angeordneten Basis .A. Eine Linearform
A € VT kann auch als Element des Dualraums in Bezug auf die duale Basis dar-
gestellt werden durch die Spaltenmatrix 47 [A]. Es ist nun nicht schwer, die Formel

zu priifen. Ich bin bei dieser Formel noch etwas ungliicklich, das A auf der lin-
ken Seite nicht transponiert zu sehen. Dieser Anschein von Inkonsistenz kommt
dadurch zustande, dal wir in unserer Formel links A\ als Vektor auffassen und
rechts als lineare Abbildung. Erinnern wir, daf die Spaltenmatrix eines Vektors v
ja auch die Matrix der vom Grundkorper mit seiner Standardbasis ausgehenden
linearen Abbildung (-v) ist, und beachten, daB die Abbildung (-)\) : k — VT bis
auf die offensichtliche Identifikation k = k' genau die transponierte Abbildung
zu X\ : 'V — [k ist, so erhalten wir

AT N = ar[Nsay = ar[M sy

Wir erkennen die Ubereinstimmung mit unserer allgemeinen Formel 2.3.7.16 fiir
die Matrix der dualen Abbildung, indem wir die linke Seite obiger Formel in die-
ser Weise umformen und ihre rechte Seite ausschreiben zu (3(1) [A] A) T

Beispiel 2.3.7.20 (Transport von Linearformen unter Isomorphismen). Ge-
geben ein Vektorraumisomorphismus f : V' = W ist die duale Abbildung ein
Vektorraumisomorphismus f : W = V' und ihre Inverse ist ein Vektorraumi-
somorphismus (f7)™' : VT = W', Dieser Isomorphismus leistet, was man sich
anschaulich vielleicht am ehesten unter dem ,,Transport einer Linearform* vor-
stellt: Gegeben v € V und A € V" nimmt (f")~*(\) auf f(v) denselben Wert an
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wie A auf v. Betrachten wir etwa die Scherung f : R? = R?, (z,y) — (x + ¥y, )
mit der Matrix [f] = (} })und f(€)) = €, f(€) = & + &. Offensichtlich
bleibt die y-Koordinate eines Punktes unter solch einer Scherung unverindert,
(fT)"Y(&;) = &, und die z-Koordinate des Urbildpunkts entspricht der Dif-
ferenz zwischen z-Koordinate und y-Koordinate des Bildpunkts, (f7)~'(&])

§1T — 6;. Das entspricht auch unseren Formeln, nach denen f T beziiglich der Ba-

sis (€] , &, ) dargestellt wird durch die transponierte Matrix (_} 9), was genau die
Formel (fT)~':&] — & — & und (f")~': &, — & beinhaltet.

2.3.7.21 (Anschauung fiir den Transport von Linearformen). Eine von Null
verschiedene Linearform A : V' — K mag man sich veranschaulichen, indem
man sich den affinen Teilraum A~!(1) vorstellt, auf dem sie den Wert Eins an-
nimmt. In dieser Anschauung ist die Multiplikation von Linearformen mit von
Null verschiedenen Skalaren noch einigermasen sichtbar, fiir die Addition von
Linearformen oder die Nullform versagt sie jedoch grandios. Dahingegen ist in
dieser Anschauung fiir einen Automorphismus f : R? = R? der Effekt des Inver-
sen (f7)~! der transponierten Abbildung auf Linearformen gut verstindlich.

Definition 2.3.7.22. Seien K ein Korper und V' ein K -Vektorraum. Der Dualraum
des Dualraums von V heifBt sein Bidualraum und wird (V)" =: V7 notiert
oder in der Literatur meist V**. Wir erklidren die kanonische Einbettung in den
Bidualraum alias Evaluationsabbildung

ev=evy: Vs VT

als die Vorschrift, die jedem Vektor v € V das ,,Evaluieren auf v* zuordnet. In
Formeln ist ev(v) € VT also definiert als die lineare Abbildung ev(v) : VT —
K mit A — A(v).

2.3.7.23 (Injektivitit der kanonischen Abbildung). Die Injektivitit der kanoni-
schen Abbildung V' — V' 'T ergibt sich aus der Erkenntnis, daB es fiir jeden von
Null verschiedenen Vektor v # 0 eine Linearform A € VT gibt mit A\(v) # 0.
Man kann das etwa zeigen, indem man den Satz 2.2.6.3 iiber die Fortsetzbarkeit
linearer Abbildungen bemiiht oder auch, indem man v zu einer Basis B von V' er-
ginzt und dann A\ = v wihlt. Im Fall unendlichdimensionaler Rdume brauchen
wir jedoch in jedem Fall den Basiserweiterungssatz in seiner vollen Allgemeinheit
2.1.9.15. Man kann ohne die ihm zugrundeliegenden raffinierteren Methoden der
Mengenlehre noch nicht einmal zeigen, daf3 es auf einem beliebigen von Null ver-
schiedenen Vektorraum iiberhaupt irgendeine von Null verschiedene Linearform
gibt.

2.3.7.24 (Bidualraum im endlichdimensionalen Fall). Im Fall eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums V' zeigt ein Dimensionsvergleich unmittelbar, daf3 die
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Evaluationsabbildung einen Isomorphismus V' = V' liefern muB. Manchmal
wird diese Erkenntnis als Gleichung V' = VT geschrieben, aber das ist dann
mit einigen Hintergedanken zu lesen, denn gleich sind diese beiden Mengen ja
keineswegs. Den Hauptbestandteil dieser Hintergedanken macht die folgende Be-
merkung explizit.

2.3.7.25. Gegeben Mengen X,Y, Z, W und Abbildungen f : X — Y und g :
X—=>Zundh:Y ->Wund!l: Z — W mit ho f = [ o g sagt man auch, man
habe ein kommutatives Rechteck

x—t.y

| h
Z =W
Ich finde diese Darstellung sehr viel iibersichtlicher.

2.3.7.26 (Kanonische Einbettung und bitransponierte Abbildung). Gegeben
eine lineare Abbildung f : V' — W kommutiert das Rechteck

174 evv VT
fl \L fTT
197 eV, WTT

In Worten ausgedriickt gilt mithin die Identitit evyy of = f'' o evy von Abbil-
dungen V' — W TT. Um das zu sehen, muB man nur fiir alle v € V die Identitit
fT(evy(v)) = eviy(f(v)) in WTT priifen. Dazu gilt es zu zeigen, daB beide
Seiten auf allen A\ € W denselben Wert annehmen, daB also gilt

(f " (evv (0)))(A) = (eviw (f(v)))(N)

alias ((evyv)o fT)(A) = A(f(v)) alias (evy v)(Ao f) = A(f(v)). Das ist jedoch
klar.

2.3.7.27 (Diskussion der Terminologie). Meines Erachtens ist es diese letzte Er-
kenntnis 2.3.7.26, die die Bezeichnung von V' T als ,,.Dualraum von V* eigentlich
erst verstindlich macht. ,,Dual* kommt ja vom selben Wortstamm wie ,,Zwei*,
und die letzte Erkenntnis formalisiert die Intuition, dafl der Bidualraum im Fall
endlichdimensionaler Vektorrdume ,,im Wesentlichen dasselbe* ist wie der Aus-
gangsraum. Etwas formaler werden wir in ?? mit der dort eingefiihrten Begriff-
lichkeit die obige Erkenntnis dahingehend aussprechen kénnen, daf fiir jeden Kor-
per K die Evaluationsabbildungen eine ,,Isotransformation des Identititsfunktors
auf der Kategorie der endlichdimensionalen K -Vektorriume zum Bidualraum-
funktor* bilden.

2.3.7.28. Oft verwende ich fiir das Auswerten einer Linearform A € V'™ auf einem
Vektor v € V auch die symmetrischeren Notationen (A, v) oder sogar (v, \).
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.3.7.29. Seien K ein Korper und V ein K -Vektorraum. Eine
endliche Familie von Linearformen f;,..., f, € VT ist linear unabhingig genau
dann, wenn sie eine Surjektion (f1,..., f,) : V — K™ liefert.

Ubung 2.3.7.30. Gegeben Vektorrdume V, W liefern die transponierten Abbildun-
gen zu den kanonischen Injektionen nach 2.2.1.8 auf den Dualrdumen einen Iso-
morphismus (in{,iny,) : (V@W)T 5 VT @WT. Analoges gilt fiir allgemeinere
endliche Summen.

Ubung 2.3.7.31. Fiir endlichdimensionale Vektorriume V ist die kanonische Ein-
bettung aus Dimensionsgriinden stets ein Isomorphismus V' = V' T ', Gegeben ein

endlichdimensionaler Vektorraum V' zeige man, daf unter der kanonischen Iden-
tifikation evy : V' = VT jede Basis B ihrer Bidualen entspricht, in Formeln

evy(b) = (") Vbe B

Ergiinzende Ubung 2.3.7.32. Man zeige: Gegeben ein Vektorraum V ist die Ver-
kniipfung

VT VyT yITT evy, el

der Auswertungsabbildung zum Dualraum von V' mit der Transponierten der Aus-
wertungsabbildung von V' die Identitit auf dem Dualraum von V. Hinweis: 1.2.3.46
mag helfen. Vom hoheren Standpunkt ?? héngt das damit zusammen, dal} ,,der
Dualraumfunktor sein eigener Adjungierter ist*.

Ubung 2.3.7.33. Sei K ein Korper. Wir erhalten Isomorphismen Mat (nxm; K) =
Mat(m x n; K)" durch die Vorschrift A — (B — tr(AB)).



2.4. ZAHLEN 191

2.4 Zahlen

2.4.1 Der Korper der komplexen Zahlen

2.4.1.1. Viele mathematische Zusammenhinge werden bei einer Behandlung im
Rahmen der sogenannten ,.komplexen Zahlen* besonders transparent. Ich denke
hier etwa an die Integration rationaler Funktionen ??, die Normalform orthogona-
ler Matrizen ?? oder die Losung der Schwingungsgleichung ??. Die abschrecken-
den Bezeichnungen ,.komplexe Zahlen* oder auch ,,imaginire Zahlen* fiir diesen
ebenso einfachen wie konkreten Korper haben historische Griinde: Als Mathe-
matiker in Italien bemerkten, da man polynomiale Gleichungen der Grade drei
und vier 16sen kann, wenn man so tut, als ob man aus —1 eine Quadratwurzel
ziehen konnte, gab es noch keine Mengenlehre und erst recht nicht den abstrakten
Begriff eines Korpers 1.3.4.2. Das Rechnen mit Zahlen, die keine konkreten Inter-
pretationen als Linge oder Guthaben oder zumindest als Schulden haben, schien
eine ,,imaginire Angelegenheit, ein bloBer Trick, um zu reellen Lésungen reeller
Gleichungen zu kommen.

2.4.1.2. In diesem Abschnitt werden die komplexen Zahlen nur als algebraische
Struktur diskutiert. Fiir die Diskussion der analytischen Aspekte, insbesondere
die komplexe Exponentialfunktion und ihre Beziehung zu den trigonometrischen
Funktionen, verweise ich auf die Analysis, insbesondere auf ??. Die hier gege-
bene Konstruktion der komplexen Zahlen als Menge aller Matrizen zu Drehstre-
ckungen der Ebene paf3t unter didaktischen Aspekten ganz gut, weil gleichzeitig
der Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen angewandt und
eingeiibt werden kann.

Satz 2.4.1.3 (Charakterisierung der komplexen Zahlen). [. Es gibt Tripel
(C,i, k)

bestehend aus einem Korper C, einem Element i € C und einem Korperho-
momorphismus k : R — C derart, daf gilt i* = —1 und daf} i und 1 eine
R-Basis von C bilden, fiir die durch R x C — C, (a,z) — k(a)z auf C
gegebene Struktur als R-Vektorraum;

2. Derartige Tripel sind im Wesentlichen eindeutig bestimmt. Ist genauer ge-
sagt (C' 1) k') ein weiteres derartiges Tripel, so gibt es genau einen Korper-
isomorphismus ¢ : C = C' mit p : i+ i und po k = &'.

Definition 2.4.1.4. Wir wihlen fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung ein festes
Tripel (C,1i, ) der im Satz beschriebenen Art. Wegen der im zweiten Teil des
Satzes formulierten ,,Eindeutigkeit bis auf eindeutigen Isomorphismus* erlauben
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Anschauung fiir das Quadrieren komplexer Zahlen in ihrer anschaulichen
Interpretation als Punkte der komplexen Zahlenebene
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wir uns weiter den bestimmten Artikel und nennen C den Kérper der komplexen
Zahlen. Weiter kiirzen wir fiir reelle Zahlen a € R stets x(a) = a ab, und gehen
sogar so weit, die reellen Zahlen vermittels « als Teilmenge von C aufzufassen.

Erginzung 2.4.1.5 (Zur Eindeutigkeit der komplexen Zahlen). Man beachte,
dafl C als Korper ohne weitere Daten keineswegs eindeutig ist bis auf eindeu-
tigen Isomorphismus, in krassem Gegensatz zum Korper der reellen Zahlen ??.
Genauer gibt es iiberabzihlbar viele Korperisomorphismen C = C und auch
iberabzdhlbar viele nicht-bijektive Korperhomomorphismen C — C und auch
iberabzihlbar viele Korperhomomorphismen R — C, wie etwa in ?? ausgefiihrt
wird. Zeichnet man jedoch einen Koérperhomomorphismus ~ : R — C aus derart,
dal} C darunter zu einem endlichdimensionalem R-Vektorraum wird, und versieht
C mit der dazugehorigen ,,natiirlichen Topologie® im Sinne von ??, so wird x
seinerseits durch diese Topologie festgelegt als der einzige im Sinne von ?? ,,ste-
tige* Korperhomomorphismen R — C, und es gibt in Bezug auf unsere Topologie
nur genau zwei ,,stetige* Korperhomomorphismen C — C, die Identitit und die
sogenannte ,.komplexe Konjugation®, die wir bald kennenlernen werden.

2.4.1.6. Ich hoffe, Sie werden bald merken, daf} viele Fragestellungen sich bei
Verwendung dieser sogenannt komplexen Zahlen sehr viel leichter 16sen lassen,
und daf} die komplexen Zahlen auch der Anschauung ebenso zuginglich sind wie
die reellen Zahlen. Friiher schrieb man ,.,complex*, deshalb die Bezeichnung C.
Unser iist eine ,,Wurzel aus — 1, und weil es so eine Wurzel in den reellen Zahlen
nicht geben kann, notiert man sie i wie ,,imaginér*.

Erginzung 2.4.1.7. Fir feinere Untersuchungen finde ich es praktisch, auch Paare
(K, k) zu betrachten, die aus einem Korper K nebst einem Korperhomomorphis-
mus ~ : R — K bestehen derart, daf} es einen Korperisomorphismus a : K — C
gibt, der mit den vorgegebenen Einbettungen von R vertrédglich ist. Auch bei solch
einem Paar notiere ich den Korper K gerne C und fasse die Einbettung von R als
Einbettung einer Teilmenge auf und notiere sie nicht. Ich rede dann von einem
Korper von vergeBlichen komplexen Zahlen, da es sich dabei salopp gesprochen
um eine ,,Kopie von C handelt, die vergessen hat, welche ihrer beiden Wurzeln
von —1 sie als i auszeichnen wollte*.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Jedes Element z € C la6t sich ja
nach Annahme und mit der Abkiirzung x(z) = z eindeutig schreiben in der Form
z = a+ bimita,b € R. Die Addition und Multiplikation in C haben in dieser
Notation die Gestalt

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+(b+d)i
(a+0bi)(c+di) = (ac—bd) + (ad + be) i
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und damit ist auch bereits die im zweiten Teil formulierte Eindeutigkeitsaussage
gezeigt. Natiirlich kann man auch die Existenz direkt anhand dieser Rechenregeln
priifen. So gewinnt man an Unabhéngigkeit von der linearen Algebra, verliert aber
an Anschauung und muf} die Kérperaxiome ohne Einsicht nachrechnen. Das soll-
ten Sie bereits als Ubung 1.3.4.14 durchgefiihrt haben. Alternativ kann man die im
ersten Teil behauptete Existenz mit mehr Kenntnissen in linearer Algebra und we-
niger Rechnung auch wie folgt einsehen: Man betrachte die Menge C aller reellen
(2 x 2)-Matrizen der Gestalt

=10 )

Anschaulich gesagt sind das genau die Matrizen zu Drehstreckungen der Ebene,
die den Ursprung festhalten. Die Addition und Multiplikation von Matrizen indu-
zieren offensichtlich eine Addition und Multiplikation auf C, man priift miithelos
die Korperaxiome 1.3.4.2 und erhilt so einen Korper C. Die Drehung um einen
rechten Winkel oder vielmehr ihre Matrix

: 0 —1
1 .=
1 0
hat natiirlich die Eigenschaft i> = —1, und die Abbildung x : R — C gegeben

durch k : a — diag(a, a) ist ein Kérperhomomorphismus derart, daB das Tripel
(C,1i, k) die geforderten Eigenschaften besitzt. O

a,be R} C Mat(2;R)

2.4.1.8. Es ist allgemein iiblich, komplexe Zahlen mit z zu bezeichnen und als
z = x+yizuschreiben mit z,y € R. Man mag sich die komplexe Zahl z = z+y1i
vorstellen als den Punkt (z,y) der Koordinatenebene R%. Wenn wir diese Vor-
stellung evozieren wollen, reden wir von der komplexen Zahlenebene. Unter
dieser Identifikation von C mit R? bedeutet fiir w € C die Additionsabbildung
(w+) : C — C, z — w + z anschaulich die Verschiebung um den Vektor w. Die
Multiplikationsabbildung (w-) : C — C, z — wz dahingegen bedeutet anschau-
lich diejenige Drehstreckung, die (1, 0) in w tiberfiihrt.

2.4.1.9. Gegeben eine komplexe Zahl z = z 4 yi nennt man x ihren Realteil
Re z := x und y ihren Imaginérteil Im z := y. Wir haben damit zwei Funktionen

Re,Im: C — R

definiert und es gilt = = Rez + ilm z fiir alle z € C. Man definiert weiter die
Norm |z| einer komplexen Zahl z = x + yi € C durch |z| := /22 + 3% € R>,.
Im Fall einer reellen Zahl x € R ist diese Norm genau unser Absolutbetrag aus
??,in Formeln |z| = |x|. In der Anschauung der komplexen Zahlenebene bedeutet
die Norm einer komplexen Zahl ihren Abstand vom Ursprung.
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1

Dies Bild soll zusitzliche Anschauung fiir die Abbildung z — 22 der komplexen
Zahlenebene auf sich selbst vermitteln. Es stellt diese Abbildung dar als die
Komposition einer Abbildung der Einheitskreisscheibe auf eine rdumliche sich
selbst durchdringende Flidche, gegeben in etwa durch eine Formel der Gestalt
2+ (2%,e(Im2)) in C x R = R3 fiir geeignetes monotones und in einer
Umgebung von Null streng monotones ¢, gefolgt von einer senkrechten
Projektion auf die ersten beiden Koordinaten. Das hat den Vorteil, daf im ersten
Schritt nur Punkte der reellen Achse identifiziert werden, was man sich leicht
wegdenken kann, und daBl der zweite Schritt eine sehr anschauliche Bedeutung
hat, eben die senkrechte Projektion.
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2.4.1.10 (Diskussion der Terminologie). Bei rechtem Lichte besehen scheint mir
an dieser Terminologie absonderlich, da} der Imaginirteil einer komplexen Zahl
damit eine reelle Zahl ist, aber so hat es sich nun einmal eingebiirgert.

2.4.1.11. Stellen wir uns |z| vor als den Streckfaktor der Drehstreckung (z-), so
wird anschaulich klar, da8 fiir alle z, w € C gelten muf3

|2w] = [2]|w]

Besonders bequem rechnet man diese Formel nach, indem man zunéchst fiir z =
x + yi € C die konjugierte komplexe Zahl z = » — yi € C einfiihrt. Im
Bild der komplexen Zahlenebene bedeutet das komplexe Konjugieren anschaulich
die Spiegelung an der reellen Achse. Nun priift man durch explizite Rechnung
unschwer die Formeln

z+w = Z+w
Z-w = Z-w
2> = =2z

Dann rechnet man einfach
|zw|? = z2wzw = zzww = |z|*|w|?

In der Terminologie aus 1.3.4.13 ist z — Z ein Korperisomorphismus C — C.
Offensichtlich gilt auch z = z und ebenso offensichtlich gilt |z| = |Z|.

2.4.1.12. Die Formel Z-w = Zz - w kann man auch priifen, indem man davon
ausgeht, dal beide Seiten offensichtlich R-bilineare Abbildungen C x C — C de-
finieren. Deren Gleichheit kann nach 2.2.3.9 auf Basen gepriift werden. Es reicht
also, sie fiir z, w € {1,1} nachzuweisen, und das ist schnell getan.

2.4.1.13. Wir konnen den Realteil und den Imaginirteil von z € C mithilfe der
konjugierten komplexen Zahl ausdriicken als

z+z zZ—Z
Rez = Imz=
ez 5 mz T
Weiter gilt offensichtlich z = z & 2z € R, und fiir komplexe Zahlen z der
Norm |z| = 1 ist die konjugierte komplexe Zahl genau das Inverse, in For-
meln |z| = 1 = z = z!. Im Bild der komplexen Zahlenebene kann man

das Bilden des Inversen einer von Null verschiedenen komplexen Zahl anschau-
lich interpretieren als die ,,Spiegelung® oder priziser Inversion am Einheitskreis
z — z/|z|? gefolgt von der Spiegelung an der reellen Achse z +— Zz. Der Ein-
heitskreis S' := {2z € C* | |z|] = 1} ist insbesondere eine Untergruppe der
multiplikativen Gruppe des Korpers der komplexen Zahlen und die Multiplika-
tion liefert einen Gruppenisomorphismus R- x S = C*. Wir nennen S! die
Kreisgruppe.
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Anschauung fiir das Invertieren komplexer Zahlen
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2.4.1.14. Fiir unsere Norm komplexer Zahlen aus 2.4.1.9 gilt offensichtlich
2| =0 2=0

Da in einem Dreieck eine einzelne Seite nicht ldnger sein kann als die beiden
anderen zusammengenommen, erwarten wir weiter die Dreiecksungleichung

|2+ w| < 2] + |w|

Formal mag man sie priifen, indem man beide Seiten quadriert, wodurch die dqui-
valente Behauptung (z + w)(z + w) < 2z + 2|z||w| + ww entsteht, und dann
vereinfacht zu immer noch dquivalenten Behauptung 2 Re(zw) < 2|zw|. Die Ab-
schiatzungen Re(u) < |u| und Im(u) < |u| sind aber fiir jede komplexe Zahl u
auch formal offensichtlich.

Ergdnzung 2.4.1.15. Fiir eine Diskussion der analytischen Aspekte der komplexen
Zahlen, insbesondere die komplexe Exponentialfunktion und ihre Beziehung zu
den trigonometrischen Funktionen, verweise ich auf die Analysis ??.

Ubungen

Ubung 2.4.1.16. Man bestimme Real- und Imaginirteil einer Quadratwurzel von
i. Man bestimme Real- und Imaginirteil einer Quadratwurzel von 1 + i.

Ubung 2.4.1.17. Gegeben eine von Null verschiedene komplexe Zahl z = z +
iy zeige man fiir Real- und Imaginirteil ihrer Inversen die Formeln Re(z71) =
v/(2? +y?) und Im(271) = —y/(2* + ¢*).

Ubung 2.4.1.18. Gegeben eine komplexe Zahl z # —1 vom Betrag |z| = 1 zeige
man, daf} sie genau eine Wurzel w mit positivem Realteil hat und dall diese gege-
ben wird durch w = a/|a| fiir a = (1 + z)/2. Konnen Sie auch die geometrische
Bedeutung dieser Formel erkldren? Man folgere, dal gegeben € > 0 beliebig je-
des Element von S! eine Potenz eines Elements > mit Realteil Re(z) > 1 — ¢
1st.

Ubung 2.4.1.19. Eine Teilmenge von CLI{cc} heiBt ein verallgemeinerter Kreis,
wenn sie entweder ein Kreis

K(a;r) ={z€C| ]z—a|2:7’2}

ist fiir a € C und » > 0 oder aber eine reelle affine Gerade vereinigt mit dem
Punkt co. Man priife, daB die Selbstabbildung von C LI {oo} mit z +— 2~ fiir
z € C*und 0 — oo und co — 0 verallgemeinerte Kreise in verallgemeinerte
Kreise iiberfiihrt.
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2.4.2 Konstruktion der natiirlichen Zahlen*

2.4.2.1. Fiihrt man die Mengenlehre axiomatisch ein, so definiert man eine Menge
als unendlich, wenn es eine injektive aber nicht bijektive Abbildung von unserer
Menge in sich selbst gibt. Eine Menge heif3t endlich, wenn sie nicht unendlich
ist. Die Existenz einer unendlichen Menge ist eines der Axiome der Mengenlehre,
wir nennen es das Unendlichkeitsaxiom.

2.4.2.2. Es ist klar, daB jede Menge mit einer unendlichen Teilmenge auch selbst
unendlich sein muf. Es folgt, dal jede Teilmenge einer endlichen Menge wie-
der endlich ist. Es ist klar, daB die Vereinigung einer endlichen Menge mit einer
einelementigen Menge wieder endlich ist.

Erginzung 2.4.2.3 (Maximale Elemente endlicher Mengen). Jede nichtleere
endliche partiell geordnete Menge (F, <) besitzt mindestens ein maximales Ele-
ment. Es konnte gut sein, dal wir diese Erkenntnis bereits als intuitiv klar verwen-
det haben, aber das war noch vor der Formalisierung des Begriffs einer endlichen
Menge. Formal konnen wir durch Widerspruch argumentieren. In der Tat konnten
wir andernfalls eine Abbildung f : £ — F finden, die jedem Element ein echt
groferes Element zuordnet. Halten wir dann a € E fest, so erhielten wir eine in-
jektive aber nicht surjektive Abbildung von {z € E | > a} zu sich selbst, und
dieser Widerspruch zeigt die Behauptung.

Satz 2.4.2.4 (Die natiirlichen Zahlen).  [. Es gibt ein Paar (N, S) bestehend
aus einer Menge N und einer injektiven aber nicht surjektiven Abbildung
S : N — N derart, daf; jede S-stabile Teilmenge M C N, die nicht im
Bild von S enthalten ist, bereits ganz N sein muf3. In Formeln fordern wir
fiir Teilmengen M C N also (S(M) C M ¢ S(N)) = M = N;

2. Fiir solch ein Paar (N, S) gibt es genau ein Element o € N, das nicht im
Bild von S liegt. Ist dann (X, x, f) ein beliebiges Tripel bestehend aus einer
Menge X, einem Element x € X und einer Abbildung f : X — X, so gibt
es genau eine Abbildung 1) : N — X mit ¥(0) = x und ¢S = fi;

3. Ein Paar (N, S) wie im ersten Teil ist im Wesentlichen eindeutig bestimmt.
Ist préiziser (N', S") ein weiteres derartiges Paar, so gibt es genau eine Bi-
jektion o : N = N' mit S'p = pS.

2.4.2.5. Sobald der Satz bewiesen ist, halten wir ein derartiges Paar ein fiir allemal
fest, verwenden dafiir die Notation (N, 5, erlauben uns aufgrund der Eindeutig-
keit den bestimmten Artikel und nennen N die Menge der natiirlichen Zahlen.
Gegeben a € N heifit S(a) der Nachfolger oder genauer der unmittelbare Nach-
folger von a. Die Notation .S steht fiir ,,successor. Weiter verwenden wir fiir das
eindeutig bestimmte Element o aus Teil 2, das kein Nachfolger ist, die Notation
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S o —F s —D e -
o> ey R I

D oD o> D D | v — - -
\n
iy

Versuch der graphischen Darstellung einer Menge N mit einer injektiven aber
nicht surjektiven Abbildung S in sich selbst. Ich hoffe, da} so anschaulich wird,
warum unter den beiden zusétzlichen Voraussetzungen (1) ,,S nicht surjektiv*
und (2) ,,jede S-stabile Teilmenge M C N, die nicht im Bild von S enthalten ist,
ist bereits ganz N* jede mogliche Losung wie der Strang ganz rechts aussehen
mubB.
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0 und die Bezeichnung Null und fiir die Werte der Abbildung v aus Teil 2 die
Notation f"(z) := 1(n). Wir nennen f" das n-fach iterierte Anwenden von f.

2.4.2.6. Die in diesem Satz gegebene Charakterisierung und im folgenden Beweis
durchgefiihrte Konstruktion der natiirlichen Zahlen gehen auf einen beriihmten
Artikel von Richard Dedekind zuriick mit dem Titel ,,Was sind und was sollen die
Zahlen?“. Eine alternative Charakterisierung besprechen wir in ??.

Beweis. 1. Nach dem Unendlichkeitsaxiom 2.4.2.1 finden wir eine Menge A nebst
einer injektiven Abbildung S : A — A und einem Element o € A\S(A). Unter
allen Teilmengen M C Amito € M und S(M) C M gibtes sicher eine Kleinste,
ndmlich den Schnitt /V aller derartigen Teilmengen. Fiir diese gilt dann notwendig
N C {o} US(N), da die rechte Seite auch eine mogliche Teilmenge A/ mit unse-
ren Eigenschaften ist, und damit N = {0} US(XV), da die andere Inklusion eh klar
ist. Fiir jede echte Teilmenge M C N mit S(M) C M folgt nun erst o ¢ M und
dann M C S(N). Damit haben wir bereits ein mogliches Paar (V, .S) gefunden.

2. DaB bei einem derartigen Paar das Komplement N\S(/N) genau aus einem
einzigen Punkt bestehen mufB, scheint mir offensichtlich. Gegeben (X, z, f) wie
oben betrachten wir nun zunichst die Gesamtheit aller Teilmengen G C N x X
mit (0,z) € G und (n,y) € G = (S(n), f(y)) € G. Sicher gibt es eine kleinste
derartige Teilmenge G, = [', ndmlich den Schnitt aller moglichen derartigen
Teilmengen G. Wir zeigen nun, da3 I" der Graph einer Funktion ist. Dazu betrach-
ten wir die Teilmenge M aller m € N derart, daf es genau ein y € X gibt mit
(m,y) € I'. Sicher gilt o € M, denn gébe esy € X mit x # y und (0,y) € T, so
konnten wir (o, y) ohne Schaden aus I" entfernen, im Widerspruch zur Minimalitét
von . Ist dhnlich m € M, so zeigen wir in derselben Weise S(m) € M. Also
gilt M = N und I" ist der Graph einer Funktion f : N — X mit den gewiinsch-
ten Eigenschaften. Finden wir eine weitere Funktion mit den gewiinschten Eigen-
schaften, so ist deren Graph auch ein mogliches G und wir folgern erst G D T’
und dann G =T

3. Gegeben ein zweites Paar (IN/, .S”) wie in Teil 1 gibt es auch genau ein Element
o € N’, das nicht im Bild von S’ liegt. Fiir jede Bijektion ¢ : N = N’ mit
S'p = @S gilt also ¢ : 0 — o und damit folgt die Eindeutigkeit unserer Bijek-
tion aus Teil 2. Andererseits folgt aus Teil 2 auch die Existenz einer Abbildung
Y : N — N’ mit S’y =S und v : 0 — ¢, und wir haben gewonnen, wenn wir
zeigen konnen, daB3 ¢ eine Bijektion ist. Wieder nach Teil 2 gibt es aber auch eine
Abbildung ¢ : N' — N mit S¢ = ¢S" und ¢ : o — o. Nocheinmal nach Teil 2,
diesmal der Eindeutigkeitsaussage, gilt ©»¢ = id und ¢ = id. Also ist unser ¥ in
der Tat eine Bijektion. O]

2.4.2.77. Gegeben eine Menge X und zwei Abbildungen 7,¢ : N — X mit
(0) = $(0) und ((b) = $(b)) = ((S) = $(Sb)) folgt ¥ = ¢. Diese Um-
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formulierung der Eindeutigkeitsaussage aus 2.4.2.4 heifit auch das Prinzip der
vollstindigen Induktion.

Satz 2.4.2.8 (Addition natiirlicher Zahlen). Fiir die Menge der natiirlichen Zah-
len mit Nachfolgerabbildung (N, S) aus 2.4.2.5 gilt:

1. Es gibt genau eine Verkniipfung N x N — N, (a,b) — a + b mit der
Eigenschaft 0 + b = bund Sa+b = S(a+ ) fiir alle a,b € N. Wir nennen
sie die Addition;

2. Gegeben eine Menge X, eine Abbildung f : X — X und ein Element
x € X gilt fiir alle m,n € N die Identitit f™(f™(x)) = f*t™(x),

3. Unsere Verkniipfung + auf N ist kommutativ;

4. Mit der Verkniipfung + wird N ein kommutatives Monoid, in dem die Kiir-
zungsregel (a +b = ¢+ b) = (a = ¢) gilt sowie die Regel (a +b=0) =
(a=b=0).

Beweis. 1. Um die Existenz und Eindeutigkeit unserer Verkniipfung zu zeigen,
wenden wir 2.4.2.4 an auf (X, z, f) = (N, b,5). In der Notation aus 2.4.2.5 kon-
nen und miissen wir also unsere Verkniipfung erkldaren durch die Formel a + b :=

Sae(b).
2. Das folgt leicht durch Induktion iiber n.

3. Zunichst zeigen wir a + 0 = a mit vollstidndiger Induktion iiber a. Ebenso fol-
gern wir a + Sb = S(a + b) mit vollstindiger Induktion iiber a, denn fiir a = 0 ist
die Aussage klar und wir haben Sa+ Sb = S(a+Sb) = S(S(a+b)) = S(Sa+Db)
nach der Definition der Addition fiir die erste und letzte Gleichung und Induk-
tionsannahme fiir die mittlere Gleichung. Jetzt folgt a 4+ b = b + a mit vollstindi-
ger Induktion iiber a. Fiir a = 0 haben wir das schon gezeigt, und dann finden wir
mit unseren Voriiberlegungen Sa + b = S(a +b) = S(b+a) = b+ Sa.

4. Die Assoziativitit (a + b) + ¢ = a + (b + c¢) ist dquivalent zur Behauptung
Satb(c) = S9(S%(c)) und folgt damit aus dem zweiten Teil. Was unsere Kiir-
zungsregel angeht, enthilt fiir a # ¢ die Menge aller b mit a + b # ¢ + b sicher
b = 0 und ist stabil unter S, enthilt also alle b € N. Aus a + b = 0 folgt zu guter
Letzt a = 0, weil ja sonst die Null gar nicht im Bild der Abbildung (a+) : N — N
liegt, und dann folgt auch b = 0 nach der Kiirzungsregel. [

2.4.2.9 (Iterierte Verkniipfung). Gegeben ein Magma (M, T) und Elemente
a,b € M und n € N konnen wir durch iteriertes Anwenden (aT)"b bilden und es
folgt (aT)™((aT)™b) = (aT)™*™b. Ist unser Magma ein Monoid, so setzen wir
n'a := (aT)"ey und folgern erst induktiv (aT)"(b) = (n"a)Tb fiir alle n und
dann (n +m)"a = (n"a)T(m"a) fiir alle m, n.
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Satz 2.4.2.10 (Anordnung auf den natiirlichen Zahlen). Sei (N, S) die Menge
der natiirlichen Zahlen mit Nachfolgerabbildung aus 2.4.2.5 und Addition aus
2.4.2.8. Die Relation < auf N gegeben durch die Vorschrift

(a<b)< (IceNmita+c=0b)

ist eine Anordnung auf N. Fiir diese Anordnung ist 0 € N das kleinste Element
und jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes Element.

Beweis. Bis auf die allerletzte Aussage folgt das alles leicht aus den in 2.4.2.8 ge-
zeigten Eigenschaften der Addition. Ist nun A C N eine Teilmenge ohne kleinstes
Element, so ist {n € N | n < a Va € A} stabil unter S und enthilt die Null, ist
also ganz N, und es folgt A = (). L

Satz 2.4.2.11 (Multiplikation natiirlicher Zahlen). Sei (N, S) die Menge der
natiirlichen Zahlen mit Nachfolgerabbildung aus 2.4.2.5 und bezeichne + ihre
Addition aus 2.4.2.8. Mit der durch iterierte Addition gegebenen Verkniipfung N x
N = N, (n,b) = nb = n-b := n"b wird N ein kommutatives Monoid mit
neutralem Element 1 := S0 und es gilt das Distributivgesetz a(b + ¢) = ab + ac
fiir alle a, b, c € N.

2.4.2.12. Diese Verkniipfung heil3t die Multiplikation von natiirlichen Zahlen.
Beweis. Ubung. O]

Satz 2.4.2.13 (Iteriertes Anwenden und Multiplikation). Gegeben eine Menge
X, eine Abbildung f : X — X und ein Element x € X gilt fiir alle m,n € N die
Identitdit

(f")" () = [ (x)
Beweis. Vollstindige Induktion iiber m. L

Satz 2.4.2.14 (Teilen mit Rest). Sei (N, .S) die Menge der natiirlichen Zahlen mit
Nachfolgerabbildung und Addition, Multiplikation und Anordnung wie in 2.4.2.11
und 2.4.2.10. Gegeben a,b € N mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte c,d € N
mita = bc+ dund d < b.

Beweis. Ubung. L

Satz 2.4.2.15 (Potenzieren natiirlicher Zahlen). Sei (N, S) die Menge der natiir-
lichen Zahlen mit Nachfolgerabbildung aus 2.4.2.5 und ihrer Addition aus 2.4.2.8
und Multiplikation aus 2.4.2.11. So gelten fiir die durch iterierte Multiplikation
erkliirte Verkniipfung N x N — N, (a,b) + a® := b*a die Regeln a**¢ = a’a®

und (ab)® = a°b® und a* = (ab)° fiir alle a,b,c € N.
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Beweis. Ubung. [

2.4.2.16. Die Nachfolger von 0 notieren wir der Reihe nach 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 und nennen sie der Reihe nach Eins, Zwei, Drei, Vier, Fiinf, Sechs, Sieben,
Acht, Neun. Den Nachfolger von Neun nennen wir Zehn und notieren ihn vorerst
z € N. Dann vereinbaren wir fir ag, a1, ...,a, € {0,1,...,9} die Dezimaldar-
stellung
Q. ..a1a0 = a, 2" + ...+ a2zt + ap2’

So erhalten wir insbesondere fiir unsere natiirliche Zahl Zehn die Dezimaldar-
stellung z = 10 = 12! + 02°. SchlieBlich gilt es zu zeigen, daB jede natiirliche
Zahl eine eindeutig bestimmte Dezimaldarstellung hat mit » > 0 = a, # 0, was
wieder dem Leser zur Ubung iiberlassen sei.

2.4.2.17 (Zahldarstellungen). Gegeben eine beliebige natiirliche Zahl b > 1 hat
jede natiirliche Zahl n genau eine Darstellung der Form

n=ab" +...4+ab + qpt®

mit ag, ay,...,a. € {0,1,...,b—1}und r > 0 = a, # 0. Wenn wir Sym-
bole alias Ziffern fiir die Elemente dieser Menge vereinbaren, so konnen wir die
Sequenz von Ziffern a, ... aq als Darstellung der Zahl n interpretieren. Wir sa-
gen dann auch, sie stelle n im b-adischen System dar. Das 10-adische Sytem
heilt das Dezimalsystem und man spricht dann auch von der Dezimaldarstel-
lung einer natiirlichen Zahl. Bei b < 10 wihlt man als Ziffern meist die ersten
b tiblichen Ziffern des Dezimalsystems. Das 2-adische Sytem heifit das Dual-
system und man spricht dann auch von der Binirdarstellung einer natiirlichen
Zahl. So wire 1010 die Darstellung im Dualsystem der Zahl, die im Dezimal-
system 23 + 2! = 10 geschrieben wiirde und die wir Zehn nennen. Gebriuchlich
sind auch Darstellungen im 16-adischen Sytem alias Hexadezimalsystem mit den
Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B, C,D, E, F. Etwa wire FF die Darstellung im
Hexadezimalsystem der Zahl, die im Dezimalsystem 15-16+15 = 162 —1 = 255
geschrieben wiirde.

Ubungen

Ubung 2.4.2.18. Man zeige, daB gilt S(a) # a fiir alle a € N.

Ubung 2.4.2.19. Man fiihre die Beweise von Einigen der Siitze 2.4.2.11, 2.4.2.15,
2.4.2.10 und 2.4.2.14 aus.

Ubung 2.4.2.20. Man zeige, daB die Vereinigung einer endlichen Menge mit einer
einelementigen Menge wieder endlich ist. Man zeige durch vollstindige Induktion
tiber a, daB fir alle « € N die Menge N, := {n € N | n < a} endlich ist. Da}



2.4. ZAHLEN 205

umgekehrt jede endliche Menge in Bijektion zu genau einer dieser Mengen ist,
zeigen wir formal erst in ??, obwohl wir es natiirlich schon oft verwendet haben
und weiter verwenden miissen. Der Beweis ist nicht schwer, aber alles zu seiner
Zeit.

Ubung 2.4.2.21. Gegeben eine endliche Menge X und eine Abbildung f : X —
X und z € X zeige man, dafl es natiirliche Zahlen n # m gibt mit f"(x) =
f™(x). Ist also X eine nichtleere endliche Menge und f : X — X eine Abbil-
dung, so gibtes y € X und r > 1 mit " (y) = y.

Ubung 2.4.2.22. Gegeben eine Menge X und eine Abbildung f : N x X — X
und ein Element a € X gibt es genau eine Folge N — X, n — x, mit g = a
und .1 = f(n,x,) Vn € N.

2.4.3 Untergruppen der Gruppe der ganzen Zahlen

Definition 2.4.3.1. Eine Teilmenge einer Gruppe heilit eine Untergruppe, wenn
sie abgeschlossen ist unter der Verkniipfung und der Inversenbildung und zusitz-
lich das neutrale Element enthilt. Ist G' eine multiplikativ geschriebene Grup-
pe, so ist eine Teilmenge U C G also eine Untergruppe, wenn in Formeln gilt:
a,bclU=abcU,acU=a'ecUsowiel €U.

Erginzung 2.4.3.2. Nach der reinen Lehre sollte eine Teilmenge einer Gruppe
eine ,,Untergruppe‘ heilen, wenn sie so mit der Struktur einer Gruppe versehen
werden kann, dal} die Einbettung ein Gruppenhomomorphismus wird. Da diese
Definition jedoch fiir Anwendungen erst aufgeschliisselt werden muf3, haben wir
gleich die aufgeschliisselte Fassung als Definition genommen und iiberlassen den
Nachweis der Aquivalenz zur Definition nach der reinen Lehre dem Leser zur
Ubung.

Beispiele 2.4.3.3. In jeder Gruppe ist die einelementige Teilmenge, die nur aus
dem neutralen Element besteht, eine Untergruppe. Wir nennen sie die triviale
Untergruppe. Ebenso ist natiirlich die ganze Gruppe stets eine Untergruppe von
sich selber. Gegeben ein Vektorraum V ist die Menge aller Automorphismen eine
Untergruppe Aut(V) C Ens™ (V') der Gruppe aller Permutationen der zugrunde-
liegenden Menge.

Satz 2.4.3.4 (Untergruppen der additiven Gruppe Z der ganzen Zahlen). Jede
Untergruppe H C Z ist von der Form H = mZ fiir genau ein m € N. Die
Abbildungsvorschrift m — mZ liefert mithin eine Bijektion

N = {H CZ| H ist Untergruppe von 7.}
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Beweis. Im Fall H = {0} ist m = 0 die einzige natiirliche Zahl mit H = mZ.
Gilt H # {0}, so enthélt H echt positive Elemente. Sei dann m € H das kleinste
echt positive Element von /. Wir behaupten I = mZ. Die Inklusion H D mZ
ist hier offensichtlich. Aber gibe es n € H \ mZ, so konnten wir n mit Rest teilen
durch m und also schreiben n = ms + r fiir geeignete s,7 € Zmit 0 < r < m.
Es folgte r = n — ms € H im Widerspruch zur Minimalitdt von m. Das zeigt die
Surjektivitit unserer Abbildung. Die Injektivitit ist offensichtlich. 0

2.4.3.5. Der Schnitt iiber eine beliebige Familie von Untergruppen einer gege-
benen Gruppe ist selbst wieder eine Untergruppe. Fiir eine Teilmenge 7' einer
Gruppe G definieren wir die von 7" erzeugte Untergruppe

(T)c G

als die kleinste Untergruppe von GG, die 7" umfaf3t. Natiirlich gibt es so eine kleinste
Untergruppe, ndmlich den Schnitt iiber alle Untergruppen von G, die 7" umfassen.
Fiir T # () konnen wir (T') konkret beschreiben als die Menge aller endlichen Pro-
dukte von Elementen aus 7" und deren Inversen. Fiir 7' = () besteht (T} dahingegen
nur aus dem neutralen Element. Ist 7" durch einen Ausdruck in Mengenklammern
gegeben, so lassen wir diese meist weg und schreiben also zum Beispiel kiirzer
(ay,...,an) statt ({aq,...,a,}). Ob der Ausdruck (7T") in einem speziellen Fall
die von einer Menge 7' erzeugte Untergruppe oder vielmehr die von der einele-
mentigen Menge mit einzigem Element 7' erzeugte Untergruppe meint, muf3 der
Leser meist selbst aus dem Kontext erschlieBen. Schreiben wir jedoch (77, so ist
stets zu verstehen, da3 7' eine Menge von Erzeugern und nicht einen einzelnen
Erzeuger meint.

2.4.3.6. Ist V ein k-Vektorraum und 7" C V eine Teilmenge, so muf} der Leser
von nun an aus dem Kontext erschlieBen, ob mit (7") die von 7" erzeugte Unter-
gruppe oder der von 7" erzeugte Untervektorraum gemeint ist. Zur Unterscheidung
schreiben wir manchmal (T")7 fiir die von T erzeugte Untergruppe und (7");, fiir
den von 7T’ erzeugten Untervektorraum.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.4.3.7. Eine endliche nichtleere Teilmenge einer Gruppe, die
mit je zwei Elementen auch die Verkniipfung der beiden enthilt, ist notwendig
bereits eine Untergruppe.

Ubung 2.4.3.8. Sind H, K C G zwei Untergruppen einer Gruppe mit H N K = 1,
so induziert die Verkniipfung eine Injektion H x K — G.
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Ubung 2.4.3.9. Wieviele Untergruppen hat die additive Gruppe eines zweidimen-
sionalen Vektorraums iiber dem Korper mit zwei Elementen? Wieviele Untergrup-
pen hat die additive Gruppe eines n-dimensionalen Vektorraums tiber dem Korper
mit zwei Elementen?

Ergiinzende Ubung 2.4.3.10. Sei G eine Gruppe und ¢ : G — G ein Gruppenho-
momorphismus. Man zeige: Gilt fiir ein n € N die Geichheit ker ¢ = ker "1,
so folgt ker " = ker "™ = ker "2 = ...

Ubung 2.4.3.11. Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt die Formel
|G| = |im ¢| - | ker |. Man bemerke, da3 diese Formel im Fall linearer Abbildun-
gen von Vektorrdaumen iiber endlichen Korpern dquivalent ist zur Dimensionsfor-
mel.

2.4.4 Primfaktorzerlegung

Definition 2.4.4.1. Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl > 2, die sich nicht als
das Produkt von zwei echt kleineren natiirlichen Zahlen erhalten 146t.

Beispiel 2.4.4.2. Die Primzahlen unterhalb von 50 sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23,29, 31, 37, 41, 43, 47.

2.4.4.3. Eine Moglichkeit, alle Primzahlen zu finden, ist das sogenannte Sieb des
Eratosthenes: Man beginnt mit der kleinsten Primzahl, der Zwei. Streicht man
alle Vielfachen der Zwei, d.h. alle geraden Zahlen, so ist die erste Zahl unter den
Ubrigen die nichste Primzahl, die Drei. Streicht man nun auch noch alle Vielfa-
chen der Drei, so ist die erste Zahl unter den Ubrigen die niachste Primzahl, die
Fiinf, und so weiter. ,,Der Erste‘ heif3t auf lateinisch ,,Primus* und auf griechisch
dhnlich und es konnte sein, daB die Bezeichnung ,,Primzahl* daher riihrt.

Satz 2.4.4.4 (Existenz einer Primfaktorzerlegung). Jede natiirliche Zahl n > 2
kann als ein Produkt von Primzahlen n = p1ps . .. p, dargestellt werden.

2.4.4.5. Der Satz gilt in unserer Terminologie auch fiir die Zahl n = 1, die eben
durch das ,leere Produkt mit » = 0 dargestellt wird. Ebenso gilt er fiir jede
Primzahl p, die dabei als Produkt von einem Faktor mit » = 1 als p = p; zu
verstehen ist.

Beweis. Das ist klar mit vollstdndiger Induktion: Ist eine Zahl nicht bereits selbst
prim, so kann sie als Produkt echt kleinerer Faktoren geschrieben werden, von
denen nach Induktionsannahme bereits bekannt ist, daf sie Primfaktorzerlegungen
besitzen. O]

Satz 2.4.4.6. Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Beweis. Durch Widerspruch. Gibe es nur endlich viele Primzahlen, so konnten
wir deren Produkt betrachten und dazu Eins hinzuzihlen. Die so neu entstehende
Zahl miiite dann wie jede von Null verschiedene natiirliche Zahl nach 2.4.4.4 eine
Primfaktorzerlegung besitzen, aber keine unserer endlich vielen Primzahlen kdme
als Primfaktor in Frage. [

Erginzung 2.4.4.7 ((2016)). Noch offen ist die Frage, ob es auch unendlich viele
Primzahlzwillinge gibt, d.h. Paare von Primzahlen mit der Differenz Zwei, wie
zum Beispiel 5,7 oder 11,13 oder 17,19. Ebenso offen ist die Frage, ob jede
gerade Zahl n > 2 die Summe von zwei Primzahlen ist. Die Vermutung, daf3
das richtig sein sollte, ist bekannt als Goldbach-Vermutung. Bekannt ist, daf es
unendlich viele Paare von Primzahlen mit einem Abstand < 246 gibt.

Satz 2.4.4.8 (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung). Die Darstellung einer
natiirlichen Zahl n > 1 als ein Produkt von Primzahlen n = pp ... p, ist ein-
deutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren. Nehmen wir zusdtzlich py < ps <
... < py an, so ist unsere Darstellung mithin eindeutig.

2.4.4.9. Dieser Satz ist einer von vielen Griinden, aus denen man bei der Defini-
tion des Begriffs einer Primzahl die Eins ausschliet, obwohl das die Definition
verlidngert: Hétten wir der Eins erlaubt, zu unseren Primzahlen dazuzugehoren, so
wire der vorhergehende Satz in dieser Formulierung falsch. In obigem Satz ist
r > 0 zu verstehen, genauer ist die Eins das leere Produkt und Primzahlen werden
durch ein Produkt mit nur einem Faktor dargestellt.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes braucht einige Vorbereitungen. Ich bitte Sie,
gut aufzupassen, dal wir bei diesen Vorbereitungen den Satz iiber die Eindeu-
tigkeit der Primfaktorzerlegung nirgends verwenden, bis er dann im Anschluf} an
Lemma 2.4.4.15 endlich bewiesen werden kann. ]

Definition 2.4.4.10. Seien a,b € Z ganze Zahlen. Wir sagen a teilt b oder «a ist
ein Teiler von b und schreiben a|b genau dann, wenn es ¢ € Z gibt mit ac = b.

Definition 2.4.4.11. Sind ganze Zahlen a, b € Z nicht beide Null, so gibt es eine
groBte ganze Zahl ¢ € 7Z, die sie beide teilt. Diese Zahl heifit der grofSte gemein-
same Teiler von a und b. Ganze Zahlen a und b heiflen teilerfremd genau dann,
wenn sie aufler =1 keine gemeinsamen Teiler besitzen. Insbesondere sind also
a = 0 und b = 0 nicht teilerfremd.

Satz 2.4.4.12 (iiber den grofSten gemeinsamen Teiler). Sind zwei ganze Zahlen
a,b € 7 nicht beide Null, so kann ihr grofiter gemeinsamer Teiler c als eine
ganzzahlige Linearkombination unserer beiden Zahlen dargestellt werden. Es gibt
also in Formeln r, s € 7, mit

c=ra+sb
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Teilt weiter d € Z sowohl a als auch b, so teilt d auch den grofiten gemeinsamen
Teiler von a und b.

2.4.4.13. Der letzte Teil dieses Satzes ist einigermalen offensichtlich, wenn man
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt voraussetzt. Da wir besag-
te Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung jedoch erst aus besagtem zweiten Teil
ableiten werden, ist es wichtig, auch fiir den zweiten Teil dieses Satzes einen ei-
genstindigen Beweis zu geben.

Beweis. Man betrachte die Teilmenge aZ + bZ = {ar + bs | r,s € Z} C Z. Sie
ist offensichtlich eine von Null verschiedene Untergruppe von Z. Also ist sie nach
unserer Klassifikation 2.4.3.4 der Untergruppen von Z von der Form aZ+bZ = ¢Z
fiir genau ein ¢ > 0 und es gilt:

i. cteilt a und b. In der Tat haben wir ja a, b € ¢Z;
il. ¢ =ra + sb fiir geeignete 7, s € Z. In der Tat haben wir ja ¢ € aZ + bZ;
iii. (dteilt a und b) = (d teilt ¢).

Daraus folgt aber sofort, dall ¢ der groBite gemeinsame Teiler von a und b ist, und
damit folgt dann der Satz. [

2.4.4.14 (Notation fiir grofSite gemeinsame Teiler). Gegeben a,,...,a, € Z
konnen wir mit der Notation 2.4.3.5 kiirzer schreiben

aZ+ ...+ a,Z="{ay,...,a,)

Ublich ist hier auch die Notation (ay, ..., a,), die jedoch oft auch n-Tupel von
ganzen Zahlen bezeichnet, also Elemente von Z", und in der Analysis im Fall n =
2 meist ein offenes Intervall. Es gilt dann aus dem Kontext zu erschlieen, was
jeweils gemeint ist. Sind a und b nicht beide Null und ist ¢ ihr grofiter gemeinsamer
Teiler, so haben wir nach dem Vorhergehenden (a,b) = (c). Wir benutzen von
nun an diese Notation. Uber die Tintenersparnis hinaus hat sie den Vorteil, auch
im Fall @ = b = 0 sinnvoll zu bleiben.

Lemma 2.4.4.15 (von Euklid). Teilt eine Primzahl ein Produkt von zwei ganzen
Zahlen, so teilt sie einen der Faktoren.

2.4.4.16 (Diskussion der Terminologie). Dies Lemma findet sich bereits in Eu-
klid’s Elementen in Buch VII als Proposition 30.
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2.4.4.17. Wenn wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt voraus-
setzen, so ist dies Lemma offensichtlich. Diese Argumentation hilft aber hier nicht
weiter, da sie voraussetzt, was wir gerade erst beweisen wollen. Sicher ist Thnen
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung aus der Schule und ihrer Rechenerfah-
rung wohlvertraut. Um die Schwierigkeit zu sehen, sollten Sie vielleicht selbst
einmal versuchen, einen Beweis dafiir anzugeben. Im iibrigen werden wir in 2?
sehen, daB etwa in Z[v/—5] das Analogon zur Eindeutigkeit der Primfaktorzerle-
gung nicht mehr richtig ist.

Beweis. Sei p unsere Primzahl und seien a, b € Z gegeben mit p|ab. Teilt p nicht
a, so folgt fiir den groBten gemeinsamen Teiler (p,a) = (1), denn die Primzahl
p hat nur die Teiler £1 und £p. Der groBte gemeinsame Teiler von p und a kann
aber nicht p sein und muf} folglich 1 sein. Nach 2.4.4.12 gibt es also r, s € Z mit
1 = rp+ sa. Es folgt b = rpb + sab und damit p|b, denn p teilt natiirlich rpb und
teilt nach Annahme auch sab. [

Beweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung 2.4.4.8. Zunéchst sei bemerkt,
daB aus Lemma 2.4.4.15 per Induktion dieselbe Aussage auch fiir Produkte belie-
biger Lange folgt: Teilt eine Primzahl ein Produkt, so teilt sie einen der Faktoren.
Seien n = pips...pr = 1q2 - . . s zwei Primfaktorzerlegungen derselben Zahl
n > 1. Da p; unser n teilt, muf} es damit eines der g; teilen. Da auch dies ¢; prim
ist, folgt p; = ¢;. Wir kiirzen den gemeinsamen Primfaktor und sind fertig per
Induktion. 0

2.4.4.18. Ich erkldre am Beispiel a = 160, b = 625 den sogenannten euklidischen
Algorithmus, mit dem man den grofiten gemeinsamen Teiler ¢ zweier positiver
natiirlicher Zahlen a, b bestimmen kann nebst einer Darstellung ¢ = ra + rb. In
unseren Gleichungen wird jeweils geteilt mit Rest.

160 =1- 145 + 15
145=9- 15 + 10
15=1.- 10 + 5
10=2- 5 + 0

Daraus folgt fiir den grofiten gemeinsamen Teiler (625,160) = (160, 145) =
(145,15) = (15,10) = (10,5) = (5,0) = (5). Die vorletzte Zeile liefert eine Dar-
stellung 5 = - 10 4+ y - 15 unseres groBten gemeinsamen Teilers 5 = ggT (10, 15)
als ganzzahlige Linearkombination von 10 und 15. Die vorvorletzte Zeile eine
Darstellung 10 = 2’ - 15 + 3/ - 145 und nach Einsetzen in die vorherige Gleichung
eine Darstellung 5 = z(z' - 15 + 3/ - 145) + y - 15 unseres groBten gemeinsa-
men Teilers 5 = ggT (15, 145) als ganzzahlige Linearkombination von 15 und
145. Indem wir so induktiv hochsteigen, erhalten wir schlieBlich fiir den groten
gemeinsamen Teiler die Darstellung 5 = —11 - 625 4 43 - 160.
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Ergdnzung 2.4.4.19 (ABC-Vermutung). Gegeben eine positive natiirliche Zahl n
bezeichne rad(n) das Produkt ohne Vielfachheiten aller Primzahlen, die n teilen.
Die ABC-Vermutung besagt, da3 es fiir jedes € > 0 nur endlich viele Tripel
von paarweise teilerfremden positiven natiirlichen Zahlen a, b, c geben soll mit
a+b=cund

¢ > (rad(abe))***

Es soll also salopp gesprochen sehr selten sein, daB fiir teilerfremde positive natiir-
liche Zahlen a, b mit vergleichsweise kleinen Primfaktoren ihre Summe auch nur
kleine Primfaktoren hat. Der Status der Vermutung ist zur Zeit (2016) noch unge-
kldart. Man kann zeigen, daf3 es unendlich viele Tripel von paarweise teilerfremden
positiven natiirlichen Zahlen a < b < ¢ gibt mit a + b = c und ¢ > rad(abc).
Diese sind jedoch bereits vergleichsweise selten, so gibt es etwa nur 120 mogliche
Tripel mit ¢ < 10000.

Ubungen

Ubung 2.4.4.20. Man berechne den groBten gemeinsamen Teiler von 3456 und
436 und eine Darstellung desselben als ganzzahlige Linearkombination unserer
beiden Zahlen.

Ubung 2.4.4.21. Gegeben zwei von Null verschiedene natiirliche Zahlen a, b nennt
man die kleinste von Null verschiedene natiirliche Zahl, die sowohl ein Vielfa-
ches von a als auch ein Vielfaches von b ist, das kleinste gemeinsame Vielfache
von a und b und notiert sie kgV(a, b). Man zeige in dieser Notation die Formel
kgV(a,b) ggT(a,b) = ab.

Ergiinzende Ubung 2.4.4.22. Beim sogenannten ,,Spirographen®, einem Zeichen-
spiel fiir Kinder, kann man an einem innen mit 105 Zihnen versehenen Ring ein
Zahnrad mit 24 Zihnen entlanglaufen lassen. Steckt man dabei einen Stift durch
ein Loch auBlerhalb des Zentrums des Zahnrads, so entstehen dabei die kostlichs-
ten Figuren. Wie oft mufl man das Zahnrad auf dem inneren Zahnkranz umlaufen,
bevor solch eine Figur fertig gemalt ist?

Ergiinzende Ubung 2.4.4.23. Berechnen Sie, wieviele verschiedene Strophen das
schone Lied hat, dessen erste Strophe lautet:

Tomatensalat Tomatensala Tooo-
-matensalat Tomatensaaaaaaaa-
-lat Tomatensalat Tomatensalat
Tomatensalat Tomatensaaaaaaa-
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Der Spirograph aus Ubung 2.4.4.22
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2.5 Ringe und Polynome

2.5.1 Ringe

Definition 2.5.1.1. Ein Ring, franzosisch anneau, ist eine Menge mit zwei Ver-
kniipfungen (R, +, -) derart, daf} gilt:

1. (R, +) ist eine kommutative Gruppe;

2. (R, ) ist ein Monoid; ausgeschrieben heifit das nach 1.3.1.17, daB} auch die
Verkniipfung - assoziativ ist und daf es ein Element 1 = 1z € R mit der
Eigenschaft 1 -a = a-1 =a Va € R gibt, das Eins-Element oder kurz
die Eins unseres Rings;

3. Es gelten die Distributivgesetze, als da heif3t, fiir alle a, b, c € R gilt

a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
(a+b)-c = (a-¢)+(b-c)

Die beiden Verkniipfungen heiflen die Addition und die Multiplikation in un-
serem Ring. Das Element 1 € R aus unserer Definition ist wohlbestimmt als das
neutrale Element des Monoids (R, -), vergleiche 1.3.1.16. Ein Ring, dessen Multi-
plikation kommutativ ist, heif3t ein kommutativer Ring und bei uns in uniiblicher
Verkiirzung ein Kring.

2.5.1.2. Wir schreiben meist kiirzer a - b = ab und vereinbaren die Regel ,,Punkt
vor Strich®, so dal zum Beispiel das erste Distributivgesetz auch in der Form
a(b + ¢) = ab + ac geschrieben werden kann.

Beispiel 2.5.1.3. Die ganzen Zahlen Z bilden mit der tiblichen Multiplikation und
Addition nach 2.5.5.10 einen kommutativen Ring.

2.5.1.4 (Ursprung der Terminologie). Der Begriff ,,Ring* soll zum Ausdruck
bringen, daf diese Struktur nicht in demselben Maf3e ,,geschlossen* ist wie ein
Korper, da wir nimlich nicht die Existenz von multiplikativen Inversen fordern.
Er wird auch im juristischen Sinne fiir gewisse Arten weniger geschlossenener
Korperschaften verwendet. So gibt es etwa den ,,Ring deutscher Makler* oder
den ,,Ring deutscher Bergingenieure®.

2.5.1.5 (Diskussion der Terminologie). Eine Struktur wie in der vorhergehen-
den Definition, bei der nur die Existenz eines Einselements nicht gefordert wird,
bezeichnen wir im Vorgriff auf ?? als eine assoziative Z-Algebra oder kurz Z-
Algebra. In der Literatur wird jedoch auch diese Struktur oft als ,,Ring* bezeich-
net, sogar bei der von mir hochgeschitzten Quelle Bourbaki. Die Ringe, die eine
Eins besitzen, heilen in dieser Terminologie ,,unitire Ringe*.
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Ergdnzung 2.5.1.6. Allgemeiner als in 2.3.5.15 erklért heifit ein Element a eines
beliebigen Ringes, ja einer beliebigen assoziativen Z-Algebra nilpotent, wenn es
d € N gibt mit a¢ = 0.

Beispiele 2.5.1.7. Die einelementige Menge mit der offensichtlichen Addition und
Multiplikation ist ein Ring, der Nullring. Jeder Korper ist ein Ring. Die ganzen
Zahlen Z bilden einen Ring. Ist R ein Ring und X eine Menge, so ist die Menge
Ens(X, R) aller Abbildungen von X nach R ein Ring unter punktweiser Multipli-
kation und Addition. Ist R ein Ring und n € N, so bilden die (n x n)-Matrizen mit
Eintrdgen in R einen Ring Mat(n; R) unter der tiblichen Addition und Multipli-
kation von Matrizen; im Fall n = 0 erhalten wir den Nullring, im Fall n = 1 ergibt
sich R selbst. Ist A eine abelsche Gruppe, so bilden die Gruppenhomomorphis-
men von A in sich selbst, die sogenannten Endomorphismen von A, einen Ring
mit der Verkniipfung von Abbildungen als Multiplikation und der punktweisen
Summe als Addition. Man notiert diesen Ring

End A

und nennt ihn den Endomorphismenring der abelschen Gruppe A. Ahnlich bil-
den auch die Endomorphismen eines Vektorraums V' iiber einem Korper & einen
Ring Endy V, den sogenannten Endomorphismenring von V. Oft notiert man
auch den Endomorphismenring eines Vektorraums abkiirzend End V' in der Hoft-
nung, daf} aus dem Kontext klar wird, dal die Endomorphismen von V" als Vek-
torraum gemeint sind und nicht die Endomorphismen der V' zugrundeliegenden
abelschen Gruppe. Will man besonders betonen, dafl die Endomorphismen als
Gruppe gemeint sind, so schreibt man manchmal auch Endy A aus Griinden, die
erst in ?? erklirt werden. Ich verwende fiir diesen Ring zur Vermeidung von In-
dizes lieber die Notation Endz A = Ab A, die sich aus den allgemeinen katego-
rientheoretischen Konventionen ?? ergibt.

Definition 2.5.1.8. Eine Abbildung ¢ : R — S von einem Ring in einen weite-
ren Ring heiit ein Ringhomomorphismus, wenn gilt (1) = 1 und p(a + b) =
o(a) + p(b) sowie p(ab) = ¢(a)p(b) fir alle a, b € R. In anderen Worten ist ein
Ringhomomorphismus also eine Abbildung, die sowohl fiir die Addition als auch
fiir die Multiplikation ein Monoidhomomorphismus ist. Die Menge aller Ringho-
momorphismen von einem Ring R in einen Ring S notieren wir

Ring(R, S)

Ergdnzung 2.5.1.9. Von Homomorphismen zwischen Z-Algebren konnen wir na-
tirlich nicht fordern, daf} sie das Einselement auf das Einselement abbilden. Wir
sprechen dann von Algebrenhomomorphismen. In der Terminologie, in der un-
sere assoziativen Z-Algebren als Ringe bezeichnet werden, werden unsere Ring-
homomorphismen ,,unitire Ringhomomorphismen* genannt.
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Proposition 2.5.1.10. Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphis-
mus Z — R, in Formeln |Ring(Z, R)| = 1.

Beweis. Nach 1.3.3.29 gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus von addi-
tiven Gruppen ¢ : Z — R, der die 1 € Z auf 1 € R abbildet. Wir miis-
sen nur noch zeigen, dal er mit der Multiplikation vertrédglich ist, in Formeln
e(nm) = @(n)p(m) fir alle n,m € Z. Mit 2.5.1.15 zieht man sich leicht
auf den Fall n,m > 0 zuriick. In diesem Fall beginnt man mit der Erkenntnis
o(1-1) = p(1) =1g = 1g - 1g = p(1)p(1) und argumentiert von da aus mit
vollstandiger Induktion und dem Distributivgesetz. U

2.5.1.11 (Ganze Zahlen und allgemeine Ringe). Gegeben ein Ring R notieren
wir den Ringhomomorphismus Z — R aus 2.5.1.10 manchmal n +— nx und meist
n +— n. Ich will kurz diskutieren, warum das ungefihrlich ist. Gegeben r € IR und
n € Z gilt ndmlich stets nr = ngr = rng, wobei nr in Bezug auf die Struktur
von R als additive abelsche Gruppe verstehen, also nr = n*r = r+r...+rmitn
Summanden falls n > 1 und so weiter, wie in der Tabelle 1.3.2.12 und in 1.3.2.10
ausgefiihrt wird. Unsere Gleichung nr = ngr = rng bedeutet dann hinwiederum,
daB es auf den Unterschied zwischen n und n meist gar nicht ankommt. Deshalb
fiihrt es auch selten zu Miflvertdndnissen, wenn wir statt np nur kurz n schreiben.

2.5.1.12. Eine Teilmenge eines Rings heifit ein Teilring, wenn sie eine additive
Untergruppe und ein multiplikatives Untermonoid ist. Ist also R unser Ring, so ist
eine Teilmenge 7' C R genau dann ein Teilring, wenn gilt Oz, 1z € T, a € T =
(—a) € T sowie a,b € T = a + b,ab € T. Wir diskutieren diesen Begriff hier
nur im Vorbeigehen, da er in dieser Vorlesung nur eine Nebenrolle spielt.

Ubungen

Ubung 2.5.1.13 (Quotientenring). Gegeben ein Ring R und eine Surjektion R —
@ von R auf eine Menge (), die an die Multiplikation und Addition von R ange-
palt ist im Sinne von 1.3.3.26, ist () mit der koinduzierten Addition und Multipli-
kation auch wieder ein Ring.

Ergiinzende Ubung 2.5.1.14. Auf der abelschen Gruppe Z gibt es genau zwei Ver-
kniipfungen, die als Multiplikation genommen die Addition zu einer Ringstruktur
erganzen.

Ubung 2.5.1.15. Man zeige, daB in jedem Ring R gilt 0a = 0 Va € R; —a =
(=)a Va € R;(-1)(—=1)=1;(—a)(—=b) =ab Va,b € R.

Ubung 2.5.1.16. Gegeben eine Uberdeckung einer endlichen Menge X durch
Teilmengen X = X; U...U X, zeige man die Einschluf3-Ausschluf3-Formel
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mit der Interpretation des leeren Schnitts als X. Im Fall n = 3 etwa kdnnen wir
das ausschreiben zu

IXUYUZ|l=|X|+|Y|+|Z] - |XUY|—-|XUZI-|YUZ+|XUYUZ|

Hinweis: Sogar im Fall einer beliebigen Menge X mit beliebigen Teilmengen X;
mag man deren charakteristische Funktionen mit y; bezeichnen und im Ring der
Z-wertigen Funktionen auf X das Produkt (1 —x1) ... (1 —y,) ausmultiplizieren.

2.5.2 Restklassenringe des Rings der ganzen Zahlen

Definition 2.5.2.1. Gegeben G O H eine Gruppe mit einer Untergruppe definie-
ren wir den Quotienten G/ H, eine Teilmenge G/H C P(G), durch die Vor-
schrift

G/H:={LCG|3dgeGmitL =gH}

Die Teilmenge g H C G heifit die H-Linksnebenklasse von g in G. Unser Quo-
tient ist also die Menge aller H-Linksnebenklassen in (. Jedes Element einer
Linksnebenklasse heiflt auch ein Représentant besagter Linksnebenklasse. Eine
Teilmenge R C G derart, daB die Vorschrift g — ¢gH eine Bijektion R = G/H
induziert, hei3t ein Reprisentantensystem fiir die Menge der Linksnebenklas-
sen.

Vorschau 2.5.2.2. Diese Konstruktion wird in ?? noch sehr viel ausfiithrlicher dis-
kutiert werden.

Beispiel 2.5.2.3. Im Fall der additiven Gruppe Z mit der Untergruppe mZ haben
wir speziell Z/mZ = {L C Z | 3a € Z mit L = a+mZ}. Die Linksnebenklasse
von a heiflt in diesem Fall auch die Restklasse von ¢ modulo m, da zumindest
im Fall @ > 0 und m > 0 ihre nichtnegativen Elemente genau alle natiirlichen
Zahlen sind, die beim Teilen durch m denselben Rest lassen wie a. Wir notieren
diese Restklasse auch a. Natiirlich ist @ = b gleichbedeutend zu a — b € mZ.
Gehoren a und b zur selben Restklasse, in Formeln a +mZ = b+ mZ, so nennen
wir sie kongruent modulo m und schreiben

a=b (modm)

Offensichtlich gibt es fiir m > 0 genau m Restklassen modulo m, in Formeln
|Z/mZ| = m, und wir haben genauer

Z/mZ ={0,1,...,m — 1}

Da in dieser Aufzéhlung keine Nebenklassen mehrfach genannt werden, ist die
Teilmenge {0, 1,...,m — 1} also ein Reprisentantensystem fiir die Menge von
Nebenklassen Z/mZ. Ein anderes Reprisentantensystem wire {1,...,m}, ein
Drittes {1,...,m — 1, 7m}.
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Satz 2.5.2.4 (Restklassenring). Fiir alle m € 7 gibt es auf der Menge 7./mZ
genau eine Struktur als Ring derart, daf3 die Abbildung 7. — Z/mZ mit a — a
ein Ringhomomorphismus ist.

2.5.2.5. Das ist dann natiirlich die Struktur als Quotientenring im Sinne unserer
Ubung 2.5.1.13.

Beweis. Dal} es hochstens eine derartige Ringstruktur gibt, es eh klar. Zu zei-
gen bleibt nur deren Existenz. Nach 1.3.1.3 induziert jede Verkniipfung auf einer
Menge A eine Verkniipfung auf ihrer Potenzmenge P (A). Fiir die so von der Ver-
kniipfung + auf Z induzierte Verkniipfung + auf P(Z) gilt offensichtlich

a+b=(a+mZ)+ (b+mZ)=(a+b)+mZ=a+b Va,beZ

Insbesondere induziert unsere Verkniipfung + auf P(Z) eine Verkniipfung + auf
Z/mZ und a — a ist fiir diese Verkniipfungen ein Morphismus von Magmas
alias Mengen mit Verkniipfung. Ebenso konnen wir auf P(7Z) eine Verkniipfung
® = ©,, einfithren durch die Vorschrift

TesS:=T-S+mZ:={ab+mr|acT be S relkl}
Wieder priift man fiir die so erkliarte Multiplikation miihelos die Formel
a®b=ab

DaB Z/mZ mit unseren beiden Verkniipfungen ein Ring wird und a — a ein
Ringhomomorphismus, folgt ohne weitere Schwierigkeiten aus der Surjektivitit
der natiirlichen Abbildung Z — Z/mZ alias Ubung 2.5.1.13. ]

2.5.2.6. Wir geben wir die komische Notation ® nun auch gleich wieder auf und
schreiben stattdessen a - b oder noch kiirzer ab. Auch die Notation a werden wir
meist zu a vereinfachen, wie wir es jain 2.5.1.11 eh schon vereinbart hatten.

Beispiel 2.5.2.7]. Modulo m = 2 gibt es genau zwei Restklassen: Die Elemente der
Restklasse von 0 bezeichnet man iiblicherweise als gerade Zahlen, die Elemente
der Restklasse von 1 als ungerade Zahlen. Der Ring 7Z/27 mit diesen beiden
Elementen 0 und 1 ist offensichtlich sogar ein Korper.

Beispiel 2.5.2.8 (Der Ring 7, /127 der Uhrzeiten). Den Ring Z /127 kénnte man
als ,,Ring von Uhrzeiten‘ ansehen. Er hat die zwolf Elemente {0,1,...,11} und
wir haben 11 + 5 = 16 = 4 alias ,,5 Stunden nach 11 Uhr ist es 4 Uhr*. Weiter
haben wir in Z /127 etwa auch 3-8 = 24 = 0. In einem Ring kann es also durchaus
passieren, daf} ein Produkt von zwei von Null verschiedenen Faktoren Null ist.
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Vorschau 2.5.2.9. Sei m > 1 eine natiirliche Zahl. Eine Restklasse modulo m
heifit eine prime Restklasse, wenn sie aus zu m teilerfremden Zahlen besteht.
Wir zeigen in ??, daB es in jeder primen Restklasse unendlich viele Primzahlen
gibt. Im Fall m = 10 bedeutet das zum Beispiel, da} es jeweils unendlich vie-
le Primzahlen gibt, deren Dezimaldarstellung mit einer der Ziffern 1,3,7 und 9
endet.

Proposition 2.5.2.10 (Teilbarkeitskriterien iiber Quersummen). Eine natiirli-
che Zahl ist genau dann durch Drei beziehungsweise durch Neun teilbar, wenn
ihre Quersumme durch Drei beziehungsweise durch Neun teilbar ist.

Beweis. Wir erkldren das Argument nur an einem Beispiel. Das ist natiirlich im
Sinne der Logik kein Beweis. Dies Vorgehen schien mir aber in diesem Fall be-
sonders gut geeignet, dem Leser den Grund dafiir klarzumachen, aus dem unsere
Aussage im Allgemeinen gilt. Und das ist es ja genau, was ein Beweis in unserem
mehr umgangssprachlichen Sinne leisten soll! Also frisch ans Werk. Per definitio-
nem gilt

1258 =1-10°+2-10*4+5-10 + 8

Offensichtlich folgt
1258 =1-10°+2-10*+5-10+8 (mod 3)
Da 10 kongruent ist zu 1 modulo 3 erhalten wir daraus
1258=1+2+5+8 (mod 3)

Insbesondere ist die rechte Seite durch Drei teilbar genau dann, wenn die linke
Seite durch Drei teilbar ist. Das Argument fiir Neun statt Drei geht genauso. [

2.5.2.11. In Z /127 gilt zum Beispiel 3 - 5 = 3 - 1. In allgemeinen Ringen diirfen
wir also nicht kiirzen. Dies Phinomen werden wir nun begrifflich fassen.

Definition 2.5.2.12. 1. Gegeben ein Kring R und Elemente a,b € R sagen
wir, a teilt b oder auch a ist ein Teiler von b und schreiben a|b, wenn es
d € R gibt mit ad = b;

2. Jedes Element eines Krings ist ein Teiler der Null. Ein Element a eines
Rings R heiBt ein Nullteiler von R, wenn es d € R\0 gibt mit ad = 0 oder
da = 0. Die Null ist insbesondere genau dann ein Nullteiler, wenn unser
Ring nicht der Nullring ist;

3. Ein Ring heift nullteilerfrei, wenn er auBler der Null keine Nullteiler be-
sitzt, wenn also das Produkt von je zwei von Null verschiedenen Elementen
auch wieder von Null verschieden ist;
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4. Ein Ring heil3t ein Integritéitsbereich, wenn er nullteilerfrei und aulerdem
nicht der Nullring ist.

2.5.2.13 (Diskussion der Terminologie). Manche Autoren fordern von nulltei-
lerfreien Ringen zusitzlich, daf} sie nicht der Nullring sein diirfen, benutzen also
dieses Wort als Synonym fiir ,,Integritdtsbereich®. Alle Elemente eines Krings tei-
len die Null. Deshalb ist es iiblich, die Bezeichnung ,,Nullteiler* wie in obiger
Definition zu beschrinken auf Elemente, die ,,die Null in nicht-trivialer Weise tei-
len“ in dem Sinne, dal} sie eben von einem von Null verschiedenen Element zu
Null multipliziert werden konnen. Dafl damit auch die Null in jedem von Null
verschiedenen Ring ein Nullteiler ist, nehmen wir in Kauf, um weitere Fallunter-
scheidungen zu vermeiden.

Beispiel 2.5.2.14. Die Nullteiler in Z /127 sind 0, 2, 3, 4, 6, 8,9, 10.

2.5.2.15 (Kiirzen in Ringen). Sei R ein Ring. Ist a € R kein Nullteiler, so folgt
aus ax = ay schon x = y. In der Tat haben wir ndmlich ax = ay = a(x —y) =
0 =2-y=0= z=uy.

Definition 2.5.2.16. Ein Element a eines Rings R heifit invertierbar oder ge-
nauer invertierbar in R oder auch eine Einheit von R, wenn es beziiglich der
Multiplikation invertierbar ist im Sinne von 1.3.2.2, wenn es also b € R gibt mit
ab = ba = 1. Die Menge der invertierbaren Elemente eines Rings bildet unter der
Multiplikation eine Gruppe, die man die Gruppe der Einheiten von R nennt und
gemal unserer allgemeinen Konventionen 1.3.2.12 mit R* bezeichnet.

Beispiel 2.5.2.17. Der Ring Z der ganzen Zahlen hat genau zwei Einheiten, nam-
lich 1 und (—1). In Formeln haben wir also Z* = {1, —1}. Dahingegen sind die
Einheiten im Ring Q der rationalen Zahlen genau alle von Null verschiedenen
Elemente, in Formeln Q* = Q\0.

2.5.2.18. Eine Einheit eines Krings teilt alle Elemente unseres Krings und ist so-
gar dasselbe wie ein Teiler der Eins. Eine Einheit a € R* eines Rings R kann
dahingegen nie ein Nullteiler sein, denn gibt es x € R mit za = 1, so folgt aus
ac = 0 bereits zac = 1lc = ¢ = 0.

Definition 2.5.2.19. Zwei Elemente eines Krings heiflen teilerfremd, wenn sie
auBer Einheiten keine gemeinsamen Teiler haben.

2.5.2.20. Allgemeiner mag man eine Teilmenge eines Krings teilerfremd nen-
nen, wenn es keine Nichteinheit unseres Krings gibt, die alle Elemente unserer
Teilmenge teilt.

2.5.2.21 (Nichtnullteiler endlicher Ringe). In einem endlichen Ring R sind die
Einheiten genau die Nichtnullteiler. In der Tat, ist @ € R kein Nullteiler, so ist
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die Multiplikation mit a nach 2.5.2.15 eine Injektion (a-) : R < R. Ist aber R
endlich, so muB sie auch eine Bijektion sein und es gibt folglich b € R mitab = 1.
Ebenso finden wir ¢ € R mit ca = 1 und dann folgt leicht b = c.

Beispiel 2.5.2.22. Die Einheiten von Z/12Z sind mithin genau 1,5,7,11. Man
priift unschwer, dal} sogar jedes dieser Elemente sein eigenes Inverses ist. Mithin
ist die Einheitengruppe (Z/127)* des Uhrzeitenrings gerade unsere Klein’sche
Vierergruppe. Im allgemeinen ein Inverses zu a in Z/mZ zu finden, lduft auf die
Losung der Gleichung ax = 1 4+ my hinaus, von der wir bereits gesehen hatten,
dal3 der euklidische Algorithmus das leisten kann.

2.5.2.23 (Ursprung der Terminologie). A priori meint eine Einheit in der Physik
das, was ein Mathematiker eine Basis eines eindimensionalen Vektorraums nen-
nen wiirde. So wiire etwa die Sekunde s eine Basis des reellen Vektorraums T
aller Zeitspannen aus 2.3.1.9. In Formeln ausgedriickt bedeutet das gerade, daf3
das Daranmultiplizieren von s eine Bijektion R — T liefert. Mit den Einheiten
eines kommutativen Ringes R verhilt es sich nun genauso: Genau dann ist u € R
eine Einheit, wenn das Daranmultiplizieren von u eine Bijektion R = R liefert.
Dabher riihrt dann wohl auch die Terminologie.

2.5.2.24. Ein Korper kann in dieser Begrifflichkeit definiert werden als ein Kring,
der nicht der Nullring ist und in dem jedes von Null verschiedene Element eine
Einheit ist.

Proposition 2.5.2.25 (Endliche Primkorper). Sei m € N. Genau dann ist der
Restklassenring 7./mZ ein Kiorper, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit m > 2. Ist m keine Primzahl,
so gibt es a,b € N mita < m und b < m aber ab = m. Dann gilt in Z/mZ
offensichtlich @ # 0 und b # 0, aber ebenso offensichtlich gilt ab = 0 und Z/mZ
hat Nullteiler. Damit kann Z/mZ kein Korper sein, da Einheiten nach 2.5.2.18
nie Nullteiler sein konnen. Ist dahingegen m = p eine Primzahl, so folgt aus dem
Satz von Euklid 2.4.4.15, daB Z / pZ nullteilerfrei ist. Dann aber sind nach 2.5.2.21
alle seine von Null verschiedenen Elemente Einheiten und Z/pZ ist folglich ein
Korper. [

2.5.2.26 (Terminologie und Notation). Die Korper Z/pZ fiir Primzahlen p so-
wie der Korper Q sind die ,,kleinstmoglichen Korper in einem Sinne, der in 2?
prézisiert wird. Man nennt diese Korper deshalb auch Primkorper. Die endlichen
Primkorper werden meist

F, :=Z/pZ

notiert, mit einem [F fiir ,field* oder ,.finite*. Die Notation I, verwendet man
allerdings auch allgemeiner mit einer Primzahlpotenz ¢ im Index als Bezeichnung
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fiir ,,den endlichen Korper mit ¢ Elementen®, den wir erst in ?? kennenlernen
werden, und der weder als Ring noch als abelsche Gruppe isomorph ist zu Z/qZ.

Ergdnzung 2.5.2.27. Ich bespreche kurz das Verfahren von Diffie-Hellman zum
offentlichen Vereinbaren geheimer Schliissel. Wir betrachten dazu das des folgen-

de Schema:

Geheimbereich Alice

Offentlicher Bereich

Geheimbereich Bob

Bekanntgemacht wird
eine Gruppe G und ein
Element g € G.

Alice wihlt a € N, be-
rechnet g* und macht es
offentlich.

Bob wihlt b € N, be-
rechnet g® und macht es
offentlich.

Nach dem offentlichen
Austausch berechnet
Alice (¢°)* = ¢g** = ¢g.

Nach dem offentlichen
Austauch berechnet
BOb <ga)b — gab — gba-

Das Gruppenelement ¢** = ¢ ist der gemeinsame hoffentlich geheime Schliis-
sel. Der Trick hierbei besteht darin, geeignete Paare (G, g) und eine geeignete
Zahl a so zu finden, daB die Berechnung von ¢ unproblematisch ist, da3 jedoch
kein schneller Algorithmus bekannt ist, der aus der Kenntnis von G, g und g* ein
mogliches a bestimmt, der also, wie man auch sagt, einen diskreten Logarithmus
von ¢“ zur Basis ¢ findet. Dann kann Alice ¢ veroffentlichen und dennoch a ge-
heim halten und ebenso kann Bob ¢° verdffentlichen und dennoch b geheim halten.
Zum Beispiel kann man fiir G die Einheitengruppe G = (Z/pZ)* des Primkor-
pers zu einer grolen Primzahl p nehmen. Nun ist es natiirlich denkbar, dal man
aus der Kenntnis von ¢® und ¢° direkt ¢®° berechnen kann, ohne zuvor a zu be-
stimmen, aber auch fiir die Losung dieses sogenannten Diffie-Hellman-Problems
ist in diesem Fall kein schneller Algorithmus bekannt. Mit den derzeitig verfiigba-
ren Rechenmaschinen konnen also Alice und Bob mit einer Rechenzeit von unter
einer Minute einen geheimen Schliissel vereinbaren, dessen Entschliisselung auf
derselben Maschine beim gegenwirtigen Stand der verdffentlichten Forschung
Millionen von Jahren brauchte. Allerdings ist auch wieder nicht bewiesen, daf3 es
etwa Fall der Einheitengruppe eines groen Primkorpers nicht doch einen effizi-
enten Algorithmus zur Losung des Diffie-Hellman-Problems geben konnte. Wenn
wir Pech haben, sind die mathematischen Abteilungen irgendwelcher Geheim-
dienste schon ldngst so weit.

Vorschau 2.5.2.28. Statt mit der Einheitengruppe endlicher Korper arbeitet man in
der Praxis auch oft mit sogenannten ,.elliptischen Kurven* alias Losungsmengen
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kubischer Gleichungen, deren Gruppengesetz Sie in einer Vorlesung iiber alge-
braische Geometrie kennenlernen konnen.

Definition 2.5.2.29. Gegeben ein Ring R gibt es nach 2.5.1.10 genau einen Ring-
homomorphismus Z — R. Dessen Kern alias das Urbild der Null ist nach 1.3.3.22
eine Untergruppe von Z und hat nach 2.4.3.4 folglich die Gestalt mZ fiir genau
ein m € N. Diese natiirliche Zahl m nennt man die Charakteristik des Rings R
und notiert sie m = char R.

2.5.2.30 (Bestimmung der Charakteristik eines Rings). Um die Charakteristik
eines Rings R zu bestimmen, miissen wir anders gesagt sein Einselement 1 € R
nehmen und bestimmen, wiewiele Summanden wir mindestens brauchen, damit
gilt1 +1+...4 1= 0 mit einer positiven Zahl von Summanden links. Kriegen
wir da tiberhaupt nie Null heraus, so ist die Charakteristik Null, wir haben also
etwa charZ = charQ = charR = char C = 0. Gilt bereits 1 = 0, so ist die
Charakteristik 1 und wir haben den Nullring vor uns. Fiir p € N gilt allgemein
char(Z/pZ) = p.

2.5.2.31 (Die Charakteristik eines Korpers ist stets prim). Es ist leicht zu se-
hen, daf} die Charakteristik eines Korpers, wenn sie nicht Null ist, stets eine Prim-
zahl sein muf}: Da der Nullring kein Korper ist, kann die Charakteristik nicht 1
sein. Hitten wir aber einen Korper der Charakteristik m = ab > 0 mit natiirlichen
Zahlen a < m und b < m, so wiren die Bilder von a und b in unserem Korper
von Null verschiedene Elemente mit Produkt Null. Widerspruch!

Ergdnzung 2.5.2.32. Im Korper F7 ist (—1) kein Quadrat, wie man durch Auspro-
bieren leicht feststellen kann. Einen Korper mit 49 Elementen kann man deshalb
nach 1.3.4.15 zum Beispiel erhalten, indem man analog wie bei der Konstrukti-
on der komplexen Zahlen aus den reellen Zahlen formal eine Wurzel aus (—1)
adjungiert.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.5.2.33. Gegeben eine abelsche Gruppe V' und ein Korper
K induziert die kanonische Identifikation Ens(K x V., V) = Ens(K, Ens(V, V)
aus 1.2.3.34 eine Bijektion

Strukturen als K -Vektorraum ~ Ringhomomorphismen
auf der abelschen Gruppe V' K — AbV

Wir verwenden hier unsere alternative Notation Ab V' fiir den Endomorphismen-
ring der abelschen Gruppe V, um jede Verwechslung mit dem Endomorphismen-
ring als Vektorraum auszuschlieen.
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Ubung 2.5.2.34. Man finde das multiplikative Inverse der Nebenklasse von 22 im
Korper F3;. Hinweis: Euklidischer Algorithmus.

Ergiinzende Ubung 2.5.2.35. Man konstruiere einen Kérper mit 49 Elementen und
einen Korper mit 25 Elementen. Hinweis: 1.3.4.14 und 1.3.4.15.

Ergiinzende Ubung 2.5.2.36. Sei R ein Kring, dessen Charakteristik eine Primzahl
p ist, fiir den es also einen Ringhomomorphismus Z/pZ — R gibt. Man zeige,
dal dann der sogenannte Frobenius-Homomorphismus /' : R — R, a — a” ein
Ringhomomorphismus von R in sich selber ist. Hinweis: Man verwende, daf3 die
binomische Formel 1.3.4.9 offensichtlich in jedem Kring gilt, ja sogar fiir je zwei
Elemente a, b eines beliebigen Rings mit ab = ba.

Ergiinzende Ubung 2.5.2.37. Wieviele Untergruppen hat die abelsche Gruppe
7./47.? Wieviele Untergruppen hat die abelsche Gruppe Z/27Z x Z/27.?

Erginzende Ubung 2.5.2.38. Eine natiirliche Zahl ist durch 11 teilbar genau dann,
wenn ihre ,,alternierende Quersumme* durch 11 teilbar ist.

Ergiinzende Ubung 2.5.2.39. Eine natiirliche Zahl, die kongruent zu sieben ist
modulo acht, kann nicht eine Summe von drei Quadraten sein.

Ergiinzende Ubung 2.5.2.40. Eine Zahl mit einer Dezimaldarstellung der Gestalt
abcabe wie zum Beispiel 349349 ist stets durch 7 teilbar.

Ergiinzende Ubung 2.5.2.41. Es kann in Ringen durchaus Elemente a geben, fiir
die es zwar ein b gibt mit ba = 1 aber kein ¢ mit ac = 1: Man denke etwa an
Endomorphismenringe unendlichdimensionaler Vektorrdume. Wenn es jedoch b
und ¢ gibt mit ba = 1 und ac = 1, so folgt bereits b = c und « ist eine Einheit.

Ubung 2.5.2.42. Jeder Ringhomomorphismus macht Einheiten zu Einheiten. Je-
der Ringhomomorphismus von einem Korper in einen vom Nullring verschiede-
nen Ring ist injektiv.

Ubung 2.5.2.43. Sei p eine Primzahl. Eine abelsche Gruppe G kann genau dann
mit der Struktur eines [F-Vektorraums versehen werden, wenn in additiver No-
tation gilt pg = 0 fiir alle ¢ € G, und die fragliche Vektorraumstruktur ist dann
durch die Gruppenstruktur eindeutig bestimmt.

Ergiinzende Ubung 2.5.2.44. Wieviele Untervektorriume hat ein zweidimensio-
naler Vektorraum iiber einem Korper mit fiinf Elementen? Wieviele angeordnete
Basen?

Ergiinzende Ubung 2.5.2.45. Gegeben ein Vektorraum iiber einem endlichen Prim-
korper sind seine Untervektorrdume genau die Untergruppen der zugrundeliegen-
den abelschen Gruppe.

Ergiinzende Ubung 2.5.2.46. Man zeige: In jedem endlichen Korper ist das Pro-
dukt aller von Null verschiedenen Elemente (—1). Hinweis: Man zeige zunichst,
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daB nur die Elemente +1 ihre eigenen Inversen sind. Als Spezialfall erhilt man
(p—1)! = —1 (mod p) fiir jede Primzahl p. Diese Aussage wird manchmal auch
als Satz von Wilson zitiert. Ist n € N>, keine Primzahl, so zeigt man im iibrigen
leicht (n — 1)! =0 (mod n).

Ubung 2.5.2.47. Gegeben m > 1 sind die Einheiten des Restklassenrings Z/mZ
genau die Restklassen derjenigen Zahlen a mit 0 < a < m, die zu m teiler-

fremd sind, in anderen Worten die primen Restklassen. In Formeln haben wir also
(Z/mZ)* ={a|0<a<m, (mya)=(1)}. Hinweis: 2.4.4.12.

Ubung 2.5.2.48. Man zeige fiir Binomialkoeffizienten im Korper F,, die Identitit

) = -1

2.5.3 Polynome

2.5.3.1. Ist K ein Ring, so bildet die Menge K [X] aller ,,formalen Ausdriicke der
Gestalt a, X" + ... + a1 X + ag mit a; € K unter der offensichtlichen Addition
und Multiplikation einen Ring, den Polynomring iiber K in einer Variablen X,
und wir haben eine offensichtliche Einbettung can : K — K[X]. Die Herkunft
der Bezeichnung diskutieren wir in ??. Die a, heilen in diesem Zusammenhang
die Koeffizienten unseres Polynoms, genauer heifit a,, der Koeffizient von X".
Das X heiflit die Variable unseres Polynoms und kann auch schon mal mit ei-
nem anderen Buchstaben bezeichnet werden. Besonders gebriuchlich sind hierbei
Grof3buchstaben vom Ende des Alphabets. Diese Beschreibung des Polynomrings
ist hoffentlich verstiandlich, sie ist aber nicht so exakt, wie eine Definition es sein
sollte. Deshalb geben wir auch noch eine exakte Variante.

Definition 2.5.3.2. Sei K ein Ring. Wir bezeichnen mit K[X]| die Menge aller
Abbildungen ¢ : N — K, die nur an endlich vielen Stellen von Null verschiedene
Werte annehmen, und definieren auf K[ X| eine Addition und eine Multiplikation
durch die Regeln

(o +4)(n) p(n) + ¢ (n)
(p-9)n) = 2ipmnP(Y0)

Mit diesen Verkniipfungen wird K'[X] ein Ring, der Polynomring iiber K. Ord-
nen wir jedem a € K die Abbildung N — K zu, die bei 0 den Wert a annimmt
und sonst den Wert Null, so erhalten wir eine Einbettung, ja einen injektiven Ring-
homomorphismus

can : K — K[X]

Wir notieren ihn schlicht @ — a und nennen die Polynome im Bild dieser Einbet-
tung konstante Polynome. Bezeichnen wir weiter mit X die Abbildung N — K,
die bei 1 den Wert 1 annimmt und sonst nur den Wert Null, so konnen wir jede
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Abbildung ¢ € K[X] eindeutig schreiben in der Form ¢ = ) ¢(r)X" und sind
auf einem etwas formaleren Weg wieder am selben Punkt angelangt.

Erginzung 2.5.3.3. Im Fall eines Korpers K ist insbesondere K [X]| als Gruppe
per definitionem der freie /-Vektorraum K [X| := K(N) iiber der Menge N der
natiirlichen Zahlen.

2.5.3.4. Die wichtigste Eigenschaft eines Polynomrings ist, da man ,,fiir die Va-
riable etwas einsetzen darf*“. Das wollen wir nun formal aufschreiben.

Proposition 2.5.3.5 (Einsetzen in Polynome). Seien K ein Kring und b € K ein
Element. So gibt es genau einen Ringhomomorphismus

By : K[X] = K

mit Ey(X) = b und E, o can = idk. Wir nennen E;, den Einsetzungshomomor-
phismus zu b.

Beweis. Dieser eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus E, ist eben gegeben
durch die Vorschrift Ey(a, X™ + ... + a1 X + ag) = axb" + ... +a;b+ap. O

2.5.3.6. Es ist iiblich, das Bild unter dem Einsetzungshomomorphismus E; eines
Polynoms P € K[X] abzukiirzen als

P(b) = Ey(P)

2.5.3.7. Unsere iibliche Darstellung einer Zahl in Ziffernschreibweise lauft dar-
auf hinaus, die Koeffizienten eines Polynoms anzugeben, das an der Stelle 10 die
besagte Zahl als Wert ausgibt, also etwa 7258 = P(10) fiir P(X) das Polynom
TX3+2X?4+5X +8.

2.5.3.8. Es geht auch noch allgemeiner, man darf etwa iiber einem Korper auch
quadratische Matrizen in Polynome einsetzen. Um das zu prézisieren, vereinbaren
wir die Sprechweise, daf3 zwei Elemente b und c eines Rings kommutieren, wenn
gilt bc = cb.

Proposition 2.5.3.9 (Einsetzen in Polynome, Variante). Seien ¢ : K — R ein
Ringhomomorphismus und b € R ein Element derart, daf3 b fiir alle a € K mit
©(a) kommutiert. So gibt es genau einen Ringhomomorphismus

E%b:EbZK[X]—)R

mit Ey(X) = b und Ey, o can = ¢. Wir nennen E,, ;, den Einsetzungshomomor-
phismus zu b iiber .
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Beweis. Dieser eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus E; ist gegeben durch
die Vorschrift Ey(a, X" +...+a1 X +ag) := p(a,)b"+...+¢(a1)b+p(ap). O

2.5.3.10. Es ist auch in dieser Allgemeinheit iiblich, das Bild unter dem Einset-
zungshomomorphismus E,, , eines Polynoms P € K[X] abzukiirzen als

P(b) :=E,,(P)

So schreiben wir im Fall eines Krings K zum Beispiel P(A) fiir die Matrix, die
beim Einsetzen einer quadratischen Matrix A € Mat(n; K) in das Polynom P
ensteht. In diesem Fall hitten wir R = Mat(n; K) und ¢ wire der Ringhomo-
morphismus, der jedem a € K das a-fache der Einheitsmatrix zuordnet.

2.5.3.11 (Wechsel der Koeffizienten). Ist ¢ : K’ — S ein Ringhomomorphismus,
so erhalten wir einen Ringhomomorphismus ¢ = ¢x) : K[X]| — S[X] der
zugehorigen Polynomringe durch das ,,Anwenden von ¢ auf die Koeffizienten*.
Formal konnen wir ihn als das ,,Einsetzen von X fiir X iiber (o* beschreiben, also
als den Ringhomomorphismus ¢ x) = E, x.

Definition 2.5.3.12. Seien K ein Kring und P € K[X] ein Polynom. Ein Element
a € K heifit eine Nullstelle oder auch eine Wurzel von P, wenn gilt P(a) = 0.

Definition 2.5.3.13. Sei K ein Ring. Jedem Polynom P € K[X] ordnen wir
seinen Grad grad P € NI {—o00} (englisch degree, franzosisch degré) zu durch
die Vorschrift

grad P =n fir P =a, X"+ ...+ a1 X + ap mit a,, # 0;
grad P = —oo fiir P das Nullpolynom.

Fiir ein von Null verschiedenes Polynom P = a, X" + ... + a; X + ap mit
n = grad P nennt man a,, € K\0 seinen Leitkoeffizienten. Den Leitkoeffizi-
enten des Nullpolynoms definieren wir als die Null von K. Ein Polynom heif3t
normiert, wenn sein Leitkoeffizient 1 ist. Das Nullpolynom ist demnach nur tiber
dem Nullring normiert, hat aber auch dort den Grad —oo. Auf Englisch heiflen
unsere normierten Polynome monic polynomials. Ein Polynom vom Grad Eins
heif3t linear, ein Polynom vom Grad Zwei quadratisch, ein Polynom vom Grad
Drei kubisch.

Lemma 2.5.3.14 (Grad eines Produkts). Ist K ein nullteilerfreier Ring, so ist
auch der Polynomring K |[X| nullteilerfrei und der Grad eines Produkts ist die
Summe der Grade der Faktoren, in Formeln

grad(PQ) = grad P + grad @

Beweis. Ist K nullteilerfrei, so ist offensichtlich der Leitkoeffizient von P() das
Produkt der Leitkoeffizienten von P und von Q). O
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Lemma 2.5.3.15 (Polynomdivision mit Rest). Sei K ein Ring. Gegeben Polyno-
me P, Q) € K[X] mit QQ normiert gibt es eindeutig bestimmte Polynome A, R mit

P=AQ + Rundgrad R < (grad Q) — 1.

Beispiel 2.5.3.16. Die Polynomdivision mit Rest des Polynoms X* + 2X? durch
X? +2X + 1 liefert

X*+2X? = X*(X?42X +1)—2X3+ X?
= X} X?242X +1)—2X(X2+2X +1)+5X2+2X
= (X?-2X+5)(X?+2X+1)—8X -5

Beweis. Ich habe mir bei der Formulierung des Lemmas Miihe gegeben, dal3 es
auch im Fall des Nullrings K = 0 richtig ist, wenn wir —oo — 1 = —o0 verste-
hen. Fiir den Beweis diirfen wir damit annehmen, dal K nicht der Nullring ist.
Wir suchen ein Polynom A mit grad(P — AQ) kleinstmoglich. Gilte dennoch
grad(P — AQ) > (grad(Q)), sagen wir P — AQ = aX" + ...+ cmita # 0
und 7 > d = grad(Q), so hitte P — (A + aX"~%)Q echt kleineren Grad als R,
im Widerspruch zur Wahl von A. Das zeigt die Existenz. Fir den Nachweis der
Eindeutigkeit gehen wir aus von einer weiteren Gleichung P = A'Q) + R’ mit
grad R’ < d. Es folgt zunichst (A — A")Q) = R’ — R und wegen der offensicht-
lichen Formel fiir den Grad des Produkts eines beliebigen Polynoms mit einem
normierten Polynom weiter A — A’ = 0 und dann auch R' — R = 0. [

Korollar 2.5.3.17 (Abspalten von Linearfaktoren bei Nullstellen). Sei K ein
Kring und P € K|[X]| ein Polynom. Genau dann ist A € K eine Nullstelle des
Polynoms P, wenn das Polynom (X — \) das Polynom P teilt.

Beweis. Nach Lemma 2.5.3.15 iiber die Division mit Rest finden wir ein Polynom
A € K[X] und eine Konstante b € K mit P = A(X — \) + b. Einsetzen von \
fiir X liefert dann b = 0. O]

2.5.3.18. Der im Sinne von 2.5.3.13 lineare Faktor (X — \) unseres Polynoms
heift auch ein Linearfaktor, daher der Name des Korollars.

Satz 2.5.3.19 (Zahl der Nullstellen eines Polynoms). Ist K ein Korper oder all-
gemeiner ein kommutativer Integritdtsbereich, so hat ein von Null verschiedenes
Polynom P € K[X] hochstens grad P Nullstellen in K.

Beweis. Ist A € K eine Nullstelle, so finden wir nach 2.5.3.17 eine Darstellung
P = A(X — \) mit grad A = grad P — 1. Eine von A verschiedene Nullstelle von
P ist fir K nullteilerfrei notwendig eine Nullstelle von A und der Satz folgt mit
Induktion. []
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Beispiel 2.5.3.20. In einem Korper K oder allgemeiner einem kommutativen In-
tegrititsbereich gibt es zu jedem Element b € K hochstens zwei Elemente a € K
mit a®> = b. Ist nimlich a eine Losung dieser Gleichung, so gilt X? — b =
(X — a)(X + a), und wenn wir da fiir X etwas von +a Verschiedenes einset-
zen, kommt sicher nicht Null heraus.

Ergdnzung 2.5.3.21. Die Kommutativitit ist hierbei wesentlich. In 2.5.7.4 werden
wir den sogenannten ,,Schiefkorper der Quaternionen® einfiihren, einen Ring, der
auller der Kommutativitit der Multiplikation alle unsere Korperaxiome erfiillt. In
diesem Ring hat die Gleichung X? = —1 dann offensichtlich die sechs Lésungen
+1, £j, = k und nicht ganz so offensichtlich ?? sogar unendlich viele Losungen.

2.5.3.22. Ist K ein Korper oder allgemeiner ein Kring, P € K[X] ein Polynom
und A\ € K eine Nullstelle von P, so nennen wir das Supremum {iber alle n € N
mit (X — \)"| P die Vielfachheit der Nullstelle \ oder auch ihre Ordnung. Das
Nullpolynom hat insbesondere an jeder Stelle eine Nullstelle mit der Vielfachheit
oo und gar keine Nullstelle bei A ist dasselbe wie eine ,,Nullstelle der Vielfachheit
Null“. Durch Abspalten von Nullstellen wie in 2.5.3.17 zeigt man, dal im Fall
eines Korpers oder allgemeiner eines kommutativen Integrititsbereichs auch die
Zahl der mit ihren Vielfachheiten gezihlten Nullstellen eines von Null verschie-
denen Polynoms beschrinkt ist durch seinen Grad.

Definition 2.5.3.23. Ein Korper K heil3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nichtkonstante Polynom P € K[X]|\K mit Koeffizienten in unserem Korper K
auch eine Nullstelle in unserem Korper K hat.

Beispiel 2.5.3.24. Der Korper K = R ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn
das Polynom X2 + 1 hat keine reelle Nullstelle.

Vorschau 2.5.3.25. Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abge-
schlossen. Das ist die Aussage des sogenannten Fundamentalsatzes der Alge-
bra, fiir den wir mehrere Beweise geben werden: Einen besonders elementaren
Beweis nach Argand in der Analysis in ??, einen sehr eleganten mit den Metho-
den der Funktionentheorie in ??, und einen mehr algebraischen Beweis, bei dem
die Analysis nur iiber den Zwischenwertsatz eingeht, in ??. Mir gefillt der noch
wieder andere Beweis mit den Mitteln der Topologie ?? am besten, da er meine
Anschauung am meisten anspricht. Er wird in analytischer Verkleidung bereits in
?? vorgefiihrt. Eine heuristische Begriindung wird in nebenstehendem Bild vor-
gefiihrt.

Satz 2.5.3.26. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so hat jedes von
Null verschiedene Polynom P € K[X]\0 eine Zerlegung in Linearfaktoren der
Gestalt

P=c¢(X—-X\)...(X=X\)
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Heuristische Begriindung fiir den Fundamentalsatz der Algebra. Ein Polynom
n-ten Grades wird eine sehr gro3e Kreislinie in der komplexen Zahlenebene mit
Zentrum im Ursprung abbilden auf einen Weg in der komplexen Zahlenebene,
der ,,den Ursprung n-mal umliduft”. Angedeutet ist etwa das Bild einer sehr
grofen Kreislinie unter einem Polynom vom Grad Zwei. Schrumpfen wir nun
unsere sehr grofe Kreislinie zu immer kleineren Kreislinien bis auf einen Punkt,
so schrumpfen auch diese Wege zu einem konstanten Weg zusammen. Unsere
n-fach um einen etwa am Ursprung aufgestellten Pfahl laufende Seilschlinge
kann jedoch offensichtlich nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden,
ohne dal} wir sie liber den Pfahl heben, anders gesagt: Mindestens eines der
Bilder dieser kleineren Kreislinien muf3 durch den Ursprung laufen, als da heift,
unser Polynom muf} auf mindestens einer dieser kleineren Kreislinien eine
Nullstelle habe. In ?? oder besser ?? werden wir diese Heuristik zu einem
formalen Beweis ausbauen.
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mitn > 0,c € K* und \,...,\, € K, und diese Zerlegung ist eindeutig bis auf
die Reihenfolge der Faktoren.

2.5.3.27. Gegeben eine Nullstelle 1 von P ist in diesem Fall die Zahl der Indizes
¢ mit \; = p die Vielfachheit der Nullstelle . In der Sprache der Multimengen
aus 1.2.3.37 erhalten wir fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Korper K eine
Bijektion zwischen der Menge aller ,,endlichen Multimengen von Elementen von
K* und der Menge aller normierten Polynome mit Koeffizienten in i, indem wir
der Multimenge ,{)1, ..., A, } das Polynom (X — A;)... (X — A,) zuordnen.

Beweis. Ist P ein konstantes Polynom, so ist nichts zu zeigen. Ist P nicht kon-
stant, so gibt es nach Annahme eine Nullstelle A € K von P und wir finden genau
ein Polynom P mit P = (X — \)P. Der Satz folgt durch vollstindige Induktion
iiber den Grad von P. [

Korollar 2.5.3.28 (Faktorisierung reeller Polynome). Jedes von Null verschie-
dene Polynom P mit reellen Koeffizienten besitzt eine Zerlegung in Faktoren der
Gestalt

P=c(X—=X\)...(X = 2A)(X?+mX +v1) ... (X? 4 p X +v)

mit C, N1, ..y Ay b1y - ooy fhs, V1, - .., Vs € R derart, daf3 die quadratischen Fak-
toren keine reellen Nullstellen haben. Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf die
Reihenfolge der Faktoren.

Beweis. Da unser Polynom stabil ist unter der komplexen Konjugation, miissen
sich seine mit ihren Vielfachheiten genommenen komplexen Nullstellen so durch-
nummerieren lassen, dal A, ..., A, reell sind und daf} eine gerade Zahl nicht re-
eller Nullstellen iibrigbleibt mit A\, o; 1 = ;\T+2t firl <t <sundr,s > 0.
Die Produkte (X — A,j2:—1)(X — A.42¢) haben dann reelle Koeffizienten, da sie
ja stabil sind unter der komplexen Konjugation, haben jedoch keine reellen Null-
stellen. [

2.5.3.29 (Polynomringe in mehreren Variablen). Ahnlich wie den Polynomring
in einer Variablen 2.5.3.2 konstruiert man auch Polynomringe in mehr Variablen
iber einem gegebenen Grundring K. Ist die Zahl der Variablen endlich, so kann
man induktiv definieren

KIXi, ..., X = (KX, ..., X0 )X,

Man kann aber auch fiir eine beliebige Menge I den Polynomring K[X;];c; bilden
als die Menge aller ,,endlichen formalen Linearkombinationen mit Koeffizienten
aus R von endlichen Monomen in den X;“. Ich verzichte an dieser Stelle auf eine
formale Definition.
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Ubungen

Ubung 2.5.3.30. Welche Matrix entsteht beim Einsetzen der quadratischen Matrix
(9 ¢) in das Polynom X2 + 1 ?

Ergiinzende Ubung 2.5.3.31. Man zeige, daB jede Nullstelle o € C eines normier-
ten Polynoms mit komplexen Koeffizienten X" + a,,_1 X" ! + ... + ao die Ab-
schitzung |a| < 14 |a,_1|4+. ..+ |ao| erfiillt. Hinweis: Sonst gilt erst |a| > 1 und
dann |a|™ > |a,_10™ !+ ...+ |ag|. Umgekehrt zeige man auch, daB aus der Ab-
schitzung || < C fiir alle komplexen Wurzeln die Abschétzung |a;| < (})C™™*
fiir die Koeffizienten folgt.

Ubung 2.5.3.32. Ist P € R[X] ein Polynom mit reellen Koeffizienten und p € C
eine komplexe Zahl, so gilt P(u) = 0 = P(iu) = 0. Ist also eine komplexe Zahl
Nullstelle eines Polynoms mit reellen Koeffizienten, so ist auch die konjugiert
komplexe Zahl eine Nullstelle desselben Polynom:s.

Ergiinzende Ubung 2.5.3.33. Seien k, K kommutative Ringe, i : k — K ein Ring-
homomorphismus und ¢ : k[X| — K[X] der induzierten Ringhomomorphismus
zwischen den zugehorigen Polynomringen. Man zeige: Ist A € k eine Nullstelle
eines Polynoms P € k[X], soisti(\) € K eine Nullstelle des Polynoms i(P).

Erginzende Ubung 2.5.3.34. Ist K ein Integrititsbereich, so induziert die kano-
nische Einbettung K — K [X| auf den Einheitengruppen eine Bijektion K* —
(K[X])*. Im Ring (Z/4Z)[X] aber ist etwa auch 1 + 2X eine Einheit.

Ubung 2.5.3.35. Man zeige, daB es in einem endlichen Korper F einer von 2 ver-
schiedenen Charakteristik genau (|F| 4 1)/2 Quadrate gibt, wohingegen in einem
endlichen Korper der Charakteristik 2 jedes Element das Quadrat eines weiteren
Elements ist.

Ubung 2.5.3.36. Man zerlege das Polynom X* + 2 in R[X] in der in 2.5.3.28
beschriebenen Weise in ein Produkt quadratischer Faktoren ohne Nullstelle.

Ergiinzende Ubung 2.5.3.37. Ein reelles Polynom hat bei A € R eine mehrfache
Nullstelle genau dann, wenn auch seine Ableitung bei A verschwindet.

Ergiinzende Ubung 2.5.3.38. Gegeben ein reelles Polynom, dessen komplexe Null-
stellen bereits samtlich reell sind, ist jede Nullstelle seiner Ableitung reell und
wenn sie keine Nullstelle der Funktion selbst ist, eine einfache Nullstelle der Ab-
leitung. Hinweis: Zwischen je zwei Nullstellen unserer Funktion muf3 mindestens
eine Nullstelle ihrer Ableitung liegen.

Ergiinzende Ubung 2.5.3.39. Man zeige: Die rationalen Nullstellen eines normier-
ten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten P € Z[X] sind bereits alle ganz. In
Formeln folgt aus P(\) = 0 fiir A € Q also bereits A € Z.
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Die komplexen Nullstellen eines Polynoms mit reellen Koeffizienten, die nicht
reell sind, tauchen immer in Paaren aus einer Wurzel und ihrer komplex
Konjugierten auf, vergleiche auch Ubung 2.5.3.32.
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Ergiinzende Ubung 2.5.3.40. Gegeben ein Ring K bilden auch die formalen Po-
tenzreihen mit Koeffizienten in /& der Gestalt > ., a, X" mit a, € K einen
Ring, der meist K [X] notiert wird. Man gebe eine exakte Definition dieses Rings
und zeige, dal seine Einheiten genau diejenigen Potenzreihen sind, deren kon-
stanter Term eine Einheit in X ist, in Formeln

K[X]* = K* + XK[X]

Man verallgemeinere die Definition und Beschreibung der Einheiten auf Potenz-
reihenringe K[Xi,...,X,] in mehreren Variablen und konstruiere einen Ring-
isomorphismus

(K[Xy, ..., XD [Xn] = K[X1, ..., X0, Xniid]

Allgemeinersei f = > ., a, X" € K[X] eine formale Potenzreihe, fiir die min-
destens ein Koeffizient eine Einheit ist. Man zeige, daB es dann genau eine Einheit
g € K[X]* gibt derart, daB fg ein normiertes Polynom ist. Man zeige genauer:
Ist m minimal mit a,, € K*, so gibtes g € K[X]* mit fg normiert vom Grad
m. Diese Aussage ist ein formales Analogon des Weierstraf3’schen Vorberei-
tungssatzes insbesondere im Fall, da} K selbst ein formaler Potenzreihenring in
mehreren Variablen ist.

Erginzende Ubung 2.5.3.41. Gegeben ein Ring K bilden auch die formalen Lau-
rentreihen mit Koeffizienten in K der Gestalt > . . @, X" mit a, € K und
N € N einen Ring, der meist K (X)) notiert wird. Man gebe eine exakte Defini-
tion dieses Rings und zeige, daf} im Fall K # 0 seine Einheiten genau diejenigen
von Null verschiedenen Reihen sind, bei denen der Koeffizient der kleinsten mit
von Null verschiedenem Koeffizienten auftauchenden Potenz von X eine Einheit
in K ist, in Formeln
K(x)* = JX"KIX]
ne”Z
Insbesondere ist im Fall eines Korpers K auch K (X)) ein Korper.

Ergdnzung 2.5.3.42. Wir verwenden hier die Terminologie, nach der bei formalen
Laurentreihen im Gegensatz zu den urspriinglichen Laurentreihen der Funktionen-
theorie nur endlich viele Terme mit negativen Exponenten erlaubt sind.

2.5.4 Polynome als Funktionen®

Lemma 2.5.4.1 (Interpolation durch Polynome). Seien K ein Korper und x,
..., &, € K paarweise verschiedene Stiitzstellen und v, ...,y, € K beliebig
vorgegebene Werte. So gibt es genau ein Polynom P € K|X| vom Grad < n mit
P(zo) = yo,- .-, P(xn) = Yn.
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Das Polynom P(X) = 2X? — 2X — 1 mit reellen Koeffizienten, das die an den
Stiitzstellen —1, 1, 2 vorgegebenen Werte 3, —1, 3 interpoliert.
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Beweis. Zunichst ist sicher (X — x1)...(X — x,) =: Ag(X) ein Polynom vom
Grad n, das bei 1, ..., x, verschwindet und an allen anderen Stellen von Null
verschieden ist, insbesondere auch bei . Dann ist Ly(X) := Ag(X)/Ao(xo) ein
Polynom vom Grad n, das bei xy den Wert Eins annimmt und bei x4, . . ., z,, ver-
schwindet. In derselben Weise konstruieren wir auch Polynome L (X), ..., L, (X)
und erhalten ein mogliches Interpolationspolynom als

P(X) = yoLo(X) + ... + ynLnl Z HH:( j;

Das zeigt die Existenz. Ist () eine weitere Losung derselben Interpolationsaufgabe
vom Grad < n, so ist P — () ein Polynom vom Grad < n mit n + 1 Nullstellen,
eben bei den Stiitzstellen x, . .., x,. Wegen 2.5.3.19 muf} dann aber P — () das
Nullpolynom sein, und das zeigt die Eindeutigkeit. U

2.5.4.2. Um die bisher eingefiihrten algebraischen Konzepte anschaulicher zu ma-
chen, will ich sie in Bezug setzen zu geometrischen Konzepten. Ist K ein Kring,
so konnen wir jedem Polynom f € K[Xj,...,X,] die Funktion f: K" — K,
(x1,...,2,) = f(z1,...,2,) zuordnen. Wir erhalten so einen Ringhomomor-
phismus

K[Xy,...,X,] = Ens(K", K)

Dieser Homomorphismus ist im Allgemeinen weder injektiv noch surjektiv. Schon
firn = 1, K = R 146t sich ja keineswegs jede Abbildung R — R durch ein Poly-
nom beschreiben, also ist sie in diesem Fall nicht surjektiv. Im Fall eines endlichen
Korpers K kann weiter fiir n > 1 unsere K -lineare Auswertungsabbildung vom
unendlichdimensionalen K -Vektorraum K[X7, ..., X,,] in den endlichdimensio-
nalen K -Vektorraum Ens(K™, K') unmoglich injektiv sein. Wir haben jedoch den
folgenden Satz.

Satz 2.5.4.3 (Polynome als Funktionen). /. Ist K ein unendlicher Korper, ja
allgemeiner ein unendlicher nullteilerfreier Kring, so ist fiir alle n € N die
Auswertungsabbildung eine Injektion K[ X1, ..., X,] — Ens(K", K);

2. Ist K ein endlicher Korper, so ist fiir alle n € N die Auswertungsabbildung
eine Surjektion K[X1, ..., X,] - Ens(K", K). Den Kern dieser Surjekti-
on beschreibt Ubung ??.

Beweis. 1. Durch Induktion iiber n. Der Fall n = 0 ist eh klar. Fiir n = 1 folgt
die Behauptung aus der Erkenntnis, das jedes von Null verschiedene Polynom in
K[X] nur endlich viele Nullstellen in K haben kann. Der Kern der Abbildung

K[X] — Ens(K, K)
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besteht also nur aus dem Nullpolynom. Fiir den Induktionsschritt setzen wir X,, =
Y und schreiben unser Polynom in der Gestalt

P=a,Y%+ ...+ a1Y + ag

mit a; € K[X1,...,X,_1]. Halten wir (zy,...,2,_ 1) = x € K" ! fest, so ist
ag(x)Y4+ ...+ a1(z)Y +ao(z) € K[Y] das Nullpolynom nach dem Fall n = 1.
Also verschwinden ay(x), . .., a;(z), ag(z) fiir alle z € K™, mit Induktion sind
somit alle a; schon das Nullpolynom und wir haben P = 0.

2. Das bleibt dem Leser iiberlassen. Man mag sich beim Beweis an 2.5.4.1 orien-
tieren. Wir folgern in ?? eine allgemeinere Aussage aus dem abstrakten chinesi-
schen Restsatz. [

Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.5.4.4. Man zeige, daB jeder algebraisch abgeschlossene Kor-
per unendlich ist. Hinweis: Im Fall 1 # —1 reicht es, Quadratwurzeln zu suchen.
Man zeige, da} jedes nichtkonstante Polynom P € K[X,Y] in zwei Verdnderli-
chen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper unendlich viele Nullstellen
in K2 hat.

Ergiinzende Ubung 2.5.4.5 (Nullstellensatz fiir Hyperebenen). Sei K ein un-
endlicher Korper. Verschwindet ein Polynom im Polynomring in d Variablen iiber
K auf einer affinen Hyperebene in K ¢ so wird es von der, bis auf einen Skalar
eindeutig bestimmten, linearen Gleichung besagter Hyperebene geteilt. Hinweis:
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit mag man unsere Hyperebene als eine der
Koordinatenhyperebenen annehmen. Man zeige auch allgemeiner: Verschwindet
ein Polynom in d Verinderlichen iiber einem unendlichen Korper auf der Verei-
nigung der paarweise verschiedenen affinen Hyperebenen H, ..., H, C K% so
wird es vom Produkt der linearen Gleichungen unserer Hyperebenen geteilt.

Erginzende Ubung 2.5.4.6 (Pythagoreische Zahlen). Man zeige: Stellen wir ei-
ne Lampe oben auf den Einheitskreis und bilden jeden von (0, 1) verschiedenen
Punkt des Einheitskreises ab auf denjenigen Punkt der Parallelen zur z-Achse
durch (0, —1), auf den sein Schatten fillt, so entsprechen die Punkte mit rationa-
len Koordinaten auf dem Einheitskreis genau den Punkten mit rationalen Koordi-
naten auf unserer Parallelen. Hinweis: Hat ein Polynom in Q[X] vom Grad drei
zweil rationale Nullstellen, so ist auch seine dritte Nullstelle rational.

Erginzung 2.5.4.7. Unter einem pythagoreischen Zahlentripel versteht man ein
Tripel (a, b, c) von positiven natiirlichen Zahlen mit a® + b* = ¢?, die also als
Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks auftreten konnen. Es scheint mir of-
fensichtlich, da} die Bestimmung aller pythagoreischen Zahlentripel im wesent-
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Wir stellen eine Lampe oben auf den Einheitskreis und bilden jeden von (0, 1)
verschiedenen Punkt des Einheitskreises ab auf denjenigen Punkt der Parallelen
zur z-Achse durch (0, —1), auf den sein Schatten fillt. So entsprechen nach
Ubung 2.5.4.6 die Punkte mit rationalen Koordinaten auf dem Einheitskreis
genau den Punkten mit rationalen Koordinaten auf unserer Parallelen. Ein Tripel
a,b,c € Z mit a® + b?> = ¢ heiBt ein pythagoreisches Zahlentripel. Die
pythagoreischen Zahlentripel mit grotem gemeinsamen Teiler (a, b, c) = (1)
und ¢ > 0 entsprechen nun offensichtlich eineindeutig den Punkten mit
rationalen Koordinaten auf dem Einheitskreis vermittels der Vorschrift
(a,b,c) — (a/c,b/c). In dieser Weise liefert unser Bild also einen geometrischen
Zugang zur Klassifikation der pythagoreischen Zahlentripel.
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lichen dquivalent ist zur Bestimmung aller Punkte mit rationalen Koordinaten auf
dem Einheitskreis, also aller Punkte (z,y) € Q* mit 22 + y* = 1.

Ubung 2.5.4.8. Man zeige, daB die Menge der Polynome in Q[X], die an allen
Punkten aus N ganzzahlige Werte annehmen, iibereinstimmt mit der Menge aller
Linearkombinationen mit ganzzahligen Koeffizienten der mithilfe der Binomial-
koeffizienten gebildeten Polynome

<X> = XX-1...(X-k+1) falls k > 1 und (X> = 1.

k k(k—1)...1 0

Hinweis: Man berechne die Werte unserer Polynome bei X = 0,1,2,... Die
Ubung zeigt, daB diejenigen Polynome in Q[X], die an allen Punkten aus N ganz-
zahlige Werte annehmen, sogar an allen Punkten aus 7Z ganzzahlige Werte an-
nehmen miissen. Sie heien numerische Polynome. Man zeige weiter fiir jedes
Polynom in Q[X| vom Grad d > 0, das an fast allen Punkten aus N ganzzahlige
Werte annimmt, dafl es ein numerisches Polynom sein muf3 und da$3 das (d!)-fache
seines Leitkoeffizienten mithin eine ganze Zahl sein muf.

Ergiinzende Ubung 2.5.4.9. Man zeige, daB die Menge der Polynome in Q[ X1, . . ., X,],
die an allen Punkten aus N" ganzzahlige Werte annehmen, iibereinstimmt mit der
Menge aller Linearkombinationen mit ganzzahligen Koeffizienten von Produkten

der Gestalt
X X,
k) e
mit ky, ..., k. > 0. Hinweis: Man argumentiere wie in 2.5.4.8.

2.5.5 Aquivalenzrelationen

2.5.5.1. Unter einer Relation ? auf einer Menge X verstehen wir wie in 2.1.4.2
eine Teilmenge R C X x X des kartesischen Produkts von X mit sich selbst, also
eine Menge von Paaren von Elementen von X. Statt (x,y) € R schreiben wir in
diesem Zusammenhang meist z Ry.

Definition 2.5.5.2. Eine Relation R C X x X auf einer Menge X heifit eine
Aquivalenzrelation genau dann, wenn fiir alle Elemente x, y, z € X gilt:

1. Transitivitit: (r Ry und yRz) = xRz
2. Symmetrie: xRy < yRx;

3. Reflexivitat: x Rx.
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2.5.5.3. Ist eine Relation symmetrisch und transitiv und ist jedes Element in Rela-
tion zu mindestens einem weiteren Element, so ist unsere Relation bereits reflexiv.
Ein Beispiel fiir eine Relation, die symmetrisch und transitiv ist, aber nicht refle-
xiv, wiire etwa die ,,leere Relation* R = () auf einer nichtleeren Menge X # ().

2.5.5.4. Gegeben eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X betrachtet man
fiir v € X die Menge A(x) := {z € X | z ~ 2} und nennt sie die Aquivalenz-
klasse von z. Eine Teilmenge A C X heiBt eine Aquivalenzklasse fiir unsere
Aquivalenzrelation genau dann, wenn es ein » € X gibt derart, daB A = A(x)
die Aquivalenzklasse von z ist. Ein Element einer Aquivalenzklasse nennt man
auch einen Reprisentanten der Klasse. Eine Teilmenge Z C X, die aus jeder
Aquivalenzklasse genau ein Element enthilt, heifit ein Reprisentantensystem.
Aufgrund der Reflexivitit gilt z € A(x), und man sieht leicht, daB fir z,y € X
die folgenden drei Aussagen gleichbedeutend sind:

1. z ~y;
2. Alz) = Ay);
3. A(z) N A(y) # 0.

2.5.5.5. Gegeben eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X bezeichnen wir
die Menge aller Aquivalenzklassen, eine Teilmenge der Potenzmenge P(X), mit

(X/~) == A{A(z) |z € X}
und haben eine kanonische Abbildung can : X — (X/~), x — A(x). Diese

kanonische Abbildung ist eine Surjektion und ihre Fasern sind genau die Aquiva-
lenzklassen unserer Aquivalenzrelation.

2.5.5.6. Ist f : X — Z eine Abbildung mitz ~ y = f(x) = f(y), so gibt es nach
der universellen Eigenschaft von Surjektionen 1.2.3.29 genau eine Abbildung f :
(X/~) — Z mit f = f o can. Wir zitieren diese Eigenschaft manchmal als
die universelle Eigenschaft des Raums der Aquivalenzklassen. Sagt man, eine
Abbildung g : (X/~) — Z sei wohldefiniert durch eine Abbildung f : X — Z,
so ist gemeint, daf f die Eigenschaft z ~ y = f(z) = f(y) hat und daB man
g = f setzt.

Beispiel 2.5.5.7 (Restklassen als Aquivalenzklassen). Gegeben eine ganze Zahl
m € Z ist unser ,.kongruent modulo m* aus 2.5.2.4 eine Aquivalenzrelation ~
auf Z und die zugehorigen Aquivalenzklassen sind genau unsere Restklassen von
dort, so daB wir also (Z/ ~) = Z/mZ erhalten.

Erginzung 2.5.5.8. Sind R C X x X und S C Y x Y Aquivalenzrelationen, so
auch das Bild von (R x S) C (X x X) x (Y xY) unter der durch Vertauschen der
mittleren Eintrige gegebenen Identifikation (X x X) x (Y xY) = (X xY) x
(X x Y). Wir notieren diese Aquivalenzrelation auf dem Produkt kurz R x S.
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Erginzung 2.5.5.9. Gegeben auf einer Menge X eine Relation R C X x X gibt
es eine kleinste Aquivalenzrelation T C X x X, die R umfaBt. Man kann diese
Aquivalenzrelation entweder beschreiben als den Schnitt aller Aquivalenzrelatio-
nen, die R umfassen, oder auch als die Menge 7" aller Paare (z,y) derart, daf3 es
ein n > 0 gibt und Elemente © = x¢,x1,...,x, = y von X mit x, Rx, ; oder
z,_1 Rz, firalle v mit 1 < py < n. Wirnennen 7" auch die von der Relation R er-
zeugte Aquivalenzrelation auf X. Denken wir uns etwa X als die ,,Menge aller
Tiere* und R als die Relation ,.,konnten im Prinzip miteinander fruchtbaren Nach-
wuchs zeugen®, so wiren die Aquivalenzklassen unter der von dieser Relation
erzeugten Aquivalenzrelation eine mathematische Fassung dessen, was Biologen
unter einer ,, Tierart” verstehen wiirden.

Ubungen

Ubung 2.5.5.10 (Konstruktion von (Z, +) aus (N, +)). Gegeben eine kommuta-
tive nichtleere Halbgruppe (M, +) erklirt man ihre einhiillende Gruppe M wie
folgt: Man geht aus von der Menge M x M und erklirt darauf eine Relation durch
die Vorschrift

(x,y) ~(a,b) & (3ce Mmitz+b+c=y+a+c)

Man zeige, da sie eine Aquivalenzrelation ist, und daB die komponentenweise
Verkniipfung auf M x M eine Verkniipfung auf der Menge der Aquivalenzklas-
sen M := M x M/ ~ induziert. Man zeige weiter, daB mit dieser Verkniipfung M
eine abelsche Gruppe wird. Man zeige weiter, daB die Abbildung can : M — M,
a — [z, x + a] dann unabhingig von der Wahl von x € M und ein Halbgruppen-
homomorphismus ist. Man zeige, dal can genau dann injektiv ist, wenn M die
,Kiirzungsregel* (a 4+ ¢ = b+c¢) = (a = b) erfiillt. Gegeben eine Gruppe G zeige
man schlieBlich, daB das Vorschalten von can : M — M eine Bijektion

Grp(M,G) = Halb(M, G)

liefert. Ist M ein Monoid, so ist unser M — M sogar ein Monoidhomomorphis-
mus. Zum Beispiel kann man die obige Konstruktion verwenden, um aus dem
Monoid (N, +) oder der Halbgruppe (N>, +) die additive Gruppe Z der ganzen
Zahlen N =: Z zu bilden. Aufgrund der Kiirzungsregel 2.4.2.8 ist die kanonische
Abbildung in diesem Fall eine Injektion N — Z. Aus ?? folgt dann schlieBlich,
daf sich unsere Multiplikation auf N aus 2.4.2.11 auf eine und nur eine Weise zu
einer kommutativen und iiber + distributiven Multiplikation auf Z fortsetzen la6t.

Erginzende Ubung 2.5.5.11. Ist G eine Gruppe und H C G x G eine Untergruppe,
die die Diagonale umfafit, so ist H eine Aquivalenzrelation.
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2.5.6 Quotientenkorper und Partialbruchzerlegung

2.5.6.1. Die Konstruktion des Korpers (Q der Bruchzahlen aus dem Integritétsbe-
reich Z der ganzen Zahlen hatten wir bisher noch nicht formal besprochen. Hier
holen wir das gleich in grolerer Allgemeinheit nach und zeigen, wie man zu je-
dem Integritédtsbereich seinen ,,Quotientenkdrper* konstruieren kann.

Definition 2.5.6.2. Gegeben ein kommutativer Integrititsbereich R konstruieren
wir seinen Quotientenkorper

Quot(R)

wie folgt: Wir betrachten die Menge R x (R\0) und definieren darauf eine Rela-
tion ~ durch die Vorschrift

(a,s) ~ (b,t) genau dann, wenn gilt at = bs.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, wie man leicht priift. Wir bezeichnen
die Menge der Aquivalenzklassen mit Quot(R) und die Aquivalenzklasse von
(a,s) mit ¢ oder a/s. Dann definieren wir auf Quot (/) Verkniipfungen + und -

durch die Regeln

a b at+bs a b ab

-4 -= und — - = —

s ¢ st s t st
und iiberlassen dem Leser den Nachweis, da3 diese Verkniipfungen wohldefiniert
sind und Quot(R) zu einem Korper machen und daf die Abbildung can : R —
Quot(R), r +— r/1 ein injektiver Ringhomomorphismus ist. Er heift die kanoni-

sche Einbettung unseres Integrititsbereichs in seinen Quotientenkorper.

Erganzung 2.5.6.3. Auf Englisch bezeichnet man den Quotientenkorper als frac-
tion field und auf Franzosisch als corps de fractions. Dort verwendet man folge-
richtig statt unserer Notation Quot(R) die Notation Frac(R). Die noch allgemei-
nere Konstruktion der ,,Lokalisierung® lernen wir erst in ?? kennen.

Beispiel 2.5.6.4. Der Korper der rationalen Zahlen Q wird formal definiert als der
Quotientenkorper des Rings der ganzen Zahlen, in Formeln

Q = Quot Z

Sicher wire es unter formalen Aspekten betrachtet eigentlich richtig gewesen,
diese Definition schon viel frither zu geben. Es schien mir jedoch didaktisch un-
geschickt, gleich am Anfang derart viel Zeit und Formeln auf die exakte Kon-
struktion einer Struktur zu verwenden, die Thnen bereits zu Beginn ihres Studiums
hinreichend vertraut sein sollte. Wie bereits bei rationalen Zahlen nennt man auch
im allgemeinen bei einem Bruch g/h das g den Zihler und das & den Nenner des
Bruchs.
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Satz 2.5.6.5 (Universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers). Sei R ein kom-
mutativer Integrititsbereich. Ist ¢ : R — A ein Ringhomomorphismus, unter
dem jedes von Null verschiedene Element von R auf eine Einheit von A abgebil-
det wird, so faktorisiert  eindeutig iiber Quot R, es gibt also in Formeln genau
einen Ringhomomorphismus ¢ : Quot R — A mit p(r) = ¢(r/1) Vr € R.

Beweis. Fiir jedes mogliche ¢ muB gelten ¢(r/s) = o(r)p(s)~!, und das zeigt
bereits die Eindeutigkeit von ¢. Um auch seine Existenz zu zeigen, betrachten wir
die Abbildung ¢ : R x (R\0) — A gegeben durch ¢(r,s) = ¢(r)e(s)~! und
priifen, daB sie konstant ist auf Aquivalenzklassen. Dann muB sie nach 2.5.5.5
eine wohlbestimmte Abbildung Quot R — A induzieren, von der der Leser leicht
selbst priifen wird, daf} sie ein Ringhomomorphismus ist. [

2.5.6.6 (Briiche mit kontrollierten Nennern). Gegeben ein kommutativer Inte-
grititsbereich R und eine Teilmenge S C R\0 betrachten wir im Quotientenkor-
per von R den Teilring

ST R :={(r/s) € Quot R | s ist Produkt von Elementen von S}

Hierbei ist die Eins auch als Produkt von Elementen von S zu verstehen, eben
als das leere Produkt. Insbesondere erhalten wir eine Einbettung R — S™'R
durch r +— (r/1). Ist nun ¢ : R — A ein Ringhomomorphismus, unter dem
jedes Element von S auf eine Einheit von A abgebildet wird, so faktorisiert ¢ mit
demselben Beweis wie zuvor eindeutig iiber S~ R, es gibt also in Formeln genau
einen Ringhomomorphismus ¢ : S™'R — A mit ¢(r) = @(r/1) Vr € R.

Beispiel 2.5.6.7 (Auswerten rationaler Funktionen). Ist K ein Korper, so be-
zeichnet man den Quotientenkorper des Polynomrings mit K (X) := Quot K[X]|
und nennt ihn den Funktionenkorper zu K und seine Elemente rationale Funk-
tionen. Man lasse sich durch die Terminologie nicht verwirren, Elemente dieses
Korpers sind per definitionem formale Ausdriicke und eben gerade keine Funk-
tionen. Inwiefern man sie zumindest fiir unendliches /K doch als Funktionen ver-
stehen darf, soll nun ausgefiihrt werden. Gegeben A\ € K betrachten wir dazu die
Menge Sy := {P | P(\) # 0} aller Polynome, die bei A keine Nullstelle haben,
und bezeichnen mit
K[X]y = S, 'K[X] Cc K(X)

der Teilring aller Quotienten von Polynomen, die sich darstellen lassen als ein
Bruch, dessen Nenner bei A keine Nullstelle hat. Auf diesem Teilring ist das Aus-
werten bei A nach 2.5.6.6 ein wohlbestimmter Ringhomomorphismus K[X], —
K, den wir notieren als f — f(\). Erist der einzige derartige Ringhomomorphis-
mus mit X — A. Gegeben f € K(X) heiflen die Punkte A € K mit f ¢ K[X],
die Polstellen von f. Natiirlich hat jedes Element f € K (X) hochstens endlich
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viele Polstellen. Fiir jede rationale Funktion f € K (X) erkldrt man ihren Defini-
tionsbereich D(f) C K als die Menge aller Punkte a € K, die keine Polstellen
von f sind. Durch ,,Kiirzen von Nullstellen* iiberzeugt man sich leicht, daf} jede
rationale Funktion so als Quotient f = ¢g/h geschrieben werden kann, dal Zéhler
und Nenner keine gemeinsamen Nullstellen in A haben, und daf3 dann die Polstel-
len gerade die Nullstellen des Nenners sind. Vereinbart man, daf} f diesen Stellen
als Wert ein neues Symbol oo zuweisen soll, so erhilt man fiir jeden unendlichen
Korper K sogar eine wohlbestimmte Injektion K (X ) — Ens(K, K L {oo}).

Ergdnzung 2.5.6.8. Es ist sogar richtig, daf jede rationale Funktion eine eindeuti-
ge maximal gekiirzte Darstellung mit normiertem Nenner hat. Um das einzusehen,
benotigt man jedoch ein Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung fiir Poly-
nomringe, das wir erst in ?? zeigen.

2.5.6.9. Wirerinnern aus 2.5.3.40 und 2.5.3.41 die Ringe der Potenzreihen und der
Laurentreihen. Gegeben ein Korper K liefert die Verkniipfung von Einbettungen
K[X] — K[X] — K((X)) offensichtlich einen Ringhomomorphismus und nach
der universellen Eigenschaft 2.5.6.5 mithin eine Einbettung K(X) — K((X)).
Das Bild von (1 — X )*1 unter dieser Einbettung wiire etwa die ,,formale geome-
trische Reihe“ 1+ X + X2 + X3 + ...

Erginzung 2.5.6.10. Sei K ein Korper. Ist p € K fest gewihlt und K(7) —
K(X) der durch T +— (X + p) gegebene Isomorphismus, so bezeichnet man das
Bild von f € K(T') unter der Komposition K (7)) = K(X) — K((X)) auch als
die Laurententwicklung von f um den Entwicklungspunkt p. Meist schreibt
man in einer Laurententwicklung statt X auch (7" — p). So wire die Laurent-
entwicklung von f = T2?/(T — 1) um den Entwicklungspunkt 7' = 1 etwa die
endliche Laurentreihe (7' — 1)"! +2 + (T — 1).

Satz 2.5.6.11 (Partialbruchzerlegung). Ist K ein algebraisch abgeschlossener
Korper, so wird eine K-Basis des Funktionenkirpers K(X) gebildet von erstens
den Potenzen der Variablen (X™),>1 mitsamt zweitens den Potenzen der Inversen
der Linearfaktoren ((X — a)™™)n>1, ack zuziiglich drittens der Eins 1 € K(X).

2.5.6.12. Eine Darstellung einer rationalen Funktion als Linearkombination der
Elemente dieser Basis nennt man eine Partialbruchzerlegung unserer rationa-
len Funktion. Anschaulich scheint mir zumindest die lineare Unabhéingigkeit der
behaupteten Basis recht einsichtig: Polstellen an verschiedenen Punkten konnen
sich ebensowenig gegenseitig autheben wie Polstellen verschiedener Ordnung an
einem vorgegebenen Punkt. Alle rationalen Funktionen mag man auffassen als
Funktionen auf der projektiven Gerade P'K aus 2.7.2.2 und die (X™),>; als
Funktionen, die ,,eine Polstelle der Ordnung n im Unendlichen haben®. Das ist
auch der Grund dafiir, daB3 ich die 1 im Satz oben extra aufgefiihrt habe und nicht
stattdessen einfach kiirzer (X™),>( schreibe.
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2.5.6.13. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so sind die Polstellen
eines Elements f € K(X) im Sinne von 2.5.6.7 genau die Elemente a € K
mit der Eigenschaft, daB} fiir ein n > 1 der Term ((X — a)™") mit von Null
verschiedenem Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung von f auftritt.

Ergdnzung 2.5.6.14. In Biichern zur Analysis findet man oft eine Variante dieses
Satzes fiir den Korper K = R : In diesem Fall werden die im Satz beschriebenen
Elemente erginzt zu einer Basis durch die Elemente 1/((X —\)(X —\))™ und die
Elemente X/((X — A)(X — \))" fiir A € C mit positivem Imaginirteil und n > 1
beliebig, wie der Leser zur Ubung selbst zeigen mag. Eine Verallgemeinerung auf
den Fall eines beliebigen Korpers K wird in ?? diskutiert.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dal unsere Familie den Funktionenkorper als K-
Vektorraum erzeugt. Sei also f € K (X) dargestellt als Quotient von zwei Poly-
nomen f = P/Q mit @) # 0. Wir argumentieren mit Induktion iiber den Grad
von (. Ist () konstant, so haben wir schon gewonnen. Sonst besitzt () eine Null-
stelle ;1 € K und wir kénnen schreiben Q(z) = (X — p)™Q(z) mit m > 1 und
Q(p) # 0. Dann nehmen wir ¢ = P(y)/Q () und betrachten die Funktion

P c P—CQ

Q X-—pm (X-pwmQ
Aufgrund unserer Wahl von c hat der Zihler auf der rechten Seite eine Nullstelle
bei X = pu, wir konnen im Bruch also (X — p) kiirzen, und eine offensichtliche
Induktion iiber dem Grad des Polynoms () beendet den Beweis. Zum Beweis der
linearen Unabhiéngigkeit betrachten wir eine Linearkombination unserer Basis in
spe, die die Nullfunktion darstellt. Sei ¢(X — a)~" ein Summand darin mit n > 1
groBtmoglich fiir die gewihlte Polstelle a. So multiplizieren wir mit (X — a)”
und werten aus bei a im Sinne von 2.5.6.6 und finden, da3 schon ¢ = 0 gegolten
haben muf. So argumentieren wir alle Polstellen weg, und daf} die nichtnegati-
ven Potenzen von X linear unabhiingig sind folgt ja schon aus der Definition des
Polynomrings. 0

2.5.6.15 (Berechnung einer Partialbruchzerlegung). Will man konkret eine Par-
tialbruchzerlegung bestimmen, so rate ich dazu, mit einer Polynomdivision zu be-
ginnen und P = A(Q) + R zu schreiben mit Polynomen A und R derart, daf3 der
Grad von R echt kleiner ist als der Grad von (). Wir erhalten P/QQ = A+ R/Q,
und in der Partialbruchzerlegung von R/(Q) tritt dann kein polynomialer Summand
mehr auf. Die Polstellen-Summanden gehoren dann alle zu Nullstellen von () und
ihr Grad ist beschrinkt durch die Vielfachheit der entsprechenden Nullstelle von
(. Nun setzen wir die Koeffizienten unserer Linearkombination als Unbestimm-
te an, fiir die wir dann ein lineares Gleichungssystem erhalten, das wir mit den
tiblichen Verfahren l6sen.
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Beispiel 2.5.6.16. Wir bestimmen von (X* + 2X?)/(X? + 2X + 1) die Partial-
bruchzerlegung. Die Polynomdivision haben wir bereits in 2.5.3.16 durchgefiihrt
und X4 +2X? = (X% — 2X +5)(X? 4+ 2X + 1) — 8X — 5 erhalten, so daB sich
unser Bruch vereinfacht zu

X4+ 2X2 8X +5
— = X?-2X 45—
X2 12X +1 M Cy o
Jetzt zerlegen wir den Nenner in Linearfaktoren X2 4+ 2X + 1 = (X + 1) und
diirfen nach unserem Satz iiber die Partialbruchzerlegung

8X+5 o« N b
(X+1)2 X+1 (X+1)?

ansetzen, woraus sich ergibt 8X +5 = aX + a + bund damit ¢ = 8 und b = —3.
Die Partialbruchzerlegung unserer urspriinglichen Funktion hat also die Gestalt
X4+ 2X2 9 8 3
Yrax 1 N AT T T iy

2.5.6.17 (Geschlossene Darstellung der Fibonacci-Zahlen). Wir bilden die so-
genannte erzeugende Funktion der Fibonacci-Folge alias die formale Potenzrei-
he f(x) = )~ fnx™ mit den Fibonacci-Zahlen aus 1.1.2.2 als Koeffizienten.
Die Rekursionsformel fiir Fibonacci-Zahlen f, .5 = fn.1 + f, liefert unmittelbar
rf(x) + 22f(x) = f(x) — z. Wir folgern (1 — z — 2?) f(z) = 2. Umgekehrt
hat jede formale Potenzreihe, die diese Identitét erfiillt, die Fibonacci-Zahlen als
Koeffizienten. Es gilt also, die Funktion /(1 —x — x?) in eine Potenzreihe zu ent-
wickeln. Dazu erinnern wir Satz 2.5.6.11 tiber die Partialbruchzerlegung, schrei-
benz’+z—1= (z+a)(z+B)mita =43+21v/5und 3 =1—15und

2 2
diirfen z/(1 — x — 2?) = a/(z + @) + b/(x + ) ansetzen. Zur Vereinfachung
der weiteren Rechnungen erinnern wir o = —1 und variieren unseren Ansatz

wz/(1—x—2%) =c/(1 —wa)+d/(1—xpB). Das fihrt zu ¢ + d = 0 alias
¢ = —dund ac + fd = —1 alias ¢ = 1/(8 — a) = 1/+/5. Die Entwicklung
unserer Briiche in eine geometrische Reihe nach 2.5.6.9 liefert damit im Ring der
formalen Potenzreihen die Identitét

x ra)’ zf)
_Z( )" (@)

1—a2—22

=V s

und fiir den Koeffizienten von z° alias die i-te Fibonacci-Zahl f; ergibt sich wie in
1.1.2.2 die Darstellung

oL 1+v5) 1 (1-v5)
V5 2 NG 2
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Ubungen

Ubung 2.5.6.18. Man zeige: Besitzt ein kommutativer Integritéitsbereich R eine
Anordnung <, unter der er im Sinne von ?? ein angeordneter Ring wird, so besitzt
sein Quotientenkorper Quot R genau eine Struktur als angeordneter Korper, fiir
die die kanonische Einbettung R — Quot R mit der Anordnung vertriglich alias
monoton wachsend ist. Speziell erhalten wir so die tibliche Anordnung auf Q =
Quot Z.

Ergiinzende Ubung 2.5.6.19. Gegeben ein unendlicher Kérper K und eine von
Null verschiedene rationale Funktion f € K (X)* sind die Polstellen von f genau
die Nullstellen von (1/f), als da heiBt, die Stellen aus dem Definitionsbereich
von (1/f), an denen diese Funktion den Wert Null annimmt. Fassen wir genauer
f als Abbildung f : K — K U {oo} auf, so entspricht (1/f) der Abbildung
a+ f(a)~!, wenn wir 07! = oo und co™! = 0 vereinbaren.

Ubung 2.5.6.20. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so nimmt eine von
Null verschiedene rationale Funktion f € K (X)* auf ihrem Definitionsbereich
fast jeden Wert an gleichviel Stellen an, genauer an n = max(grad g, grad h)
Stellen fiir f = g/h eine unkiirzbare Darstellung als Quotient zweier Polynome.
In anderen Worten haben unter f : D(f) — K fast alle Punkte a € K genau n
Urbilder.

Ubung 2.5.6.21. Sei P € Q(X) gegeben. Man zeige: Gibt es eine Folge ganzer
Zahlen aus dem Definitionsbereich unserer rationalen Funktion a,, € Z N D(P)
mit a,, — oo und P(a,) € Z fiir alle n, so ist P bereits ein Polynom P € Q[X].

Ubung 2.5.6.22. Sei K ein Koper und seien f,g € K(X) gegeben. Man zeige:
Gibt es unendlich viele Punkte aus dem gemeinsamen Definitionsbereich D(f) N
D(g), an denen f und g denselben Wert annehmen, so gilt bereits f = g in K (X).

Ergiinzende Ubung 2.5.6.23. Man zeige, daB im Korper Q((X)) jede formale Po-
tenzreihe mit konstantem Koeffizienten Eins eine Quadratwurzel besitzt. Die Qua-
dratwurzel von (1 4+ X ) kann sogar durch die binomische Reihe ?? explizit ange-
geben werden, aber das sieht man leichter mit den Methoden der Analysis.

Ubung 2.5.6.24. Man bestimme die Partialbruchzerlegung von 1/(1 + X*?) in
C(X).

Ubung 2.5.6.25. Man zeige, daB bei einem Bruch P(T')/(T™(T —1)™) mit Zahler
P(T) € Z|T) auch alle Koeffizienten bei der Partialbruchzerlegung ganze Zahlen
sind.

Ubung 2.5.6.26. Man bearbeite nocheinmal die Ubungen 1.1.2.10 und 1.1.2.11.

Ubung 2.5.6.27 (Verkniipfung rationaler Funktionen). Ist K ein Koérper und
P € K[X] ein von Null verschiedenes Polynom, so liegt jede Nullstelle von P
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im groBeren Korper K(Y) D K bereits im Teilkorper K. Gegeben f € K(X)
gehort jedes g € K(Y)\ K zum Definitionsbereich von f und wir setzen

fog:=flg)

Man zeige, daB die K -linearen Kérperhomomorphismen ¢ : K (X) — K(Y) alle
die Gestalt ¢ : f — f o g haben fiir g = p(X) € K(Y)\K. Sind f und g beide
nicht konstant, so ist auch f o g nicht konstant. Gegeben f, g, h € K(X)\ K zeige
man die Assoziativitit (f o g) o h = f o (g o h). Unsere Abbildung K (X) —
Ens(K, K U {cc} kann zu einer Abbildung K (X) — Ens(K U {oco}) fortgesetzt
werden, indem wir fir f = P/Q den Wert f(oo) erkldren als den Quotienten
a, /b, der Leitkoeffizienten, falls P und () denselben Grad n haben, und oo falls
der Grad von P groBer ist als der von (), und 0 falls er kleiner ist. So erhalten wir
einen Monoidhomomorphismus (K (X),0) — (Ens(K U {oc}), o), der im Fall
eines unendlichen Korpers K injektiv ist.

2.5.7 Quaternionen*

2.5.7.1. Dieser Abschnitt ist fiir den Rest der Vorlesung unerheblich. Allerdings
gehoren die Quaternionen in meinen Augen zur mathematischen Allgemeinbil-
dung.

Definition 2.5.7.2. Ein Schiefkorper ist ein Ring R, der nicht der Nullring ist
und in dem alle von Null verschiedenen Elemente Einheiten sind. Auf englisch
sagt man skew field, auf franzosisch corps gauche. Gleichbedeutend spricht man
auch von einem Divisionsring.

Satz 2.5.7.3 (Quaternionen). Es gibt Fiinftupel (H, i, j, k, k) bestehend aus einem
Ring H, Elementen i,j,k € H und einem Ringhomomorphismus v : R — H
derart, dafs gilt

-2 o -2 _ 2 e o

i“=j7=k"=ijk=-1

und k(a)q = qr(a) Ya € R, ¢ € H und daf 1,1, ],k eine Basis von H bilden fiir
die durch die Vorschrift R x H — H, (a,q) — x(a)q auf H gegebene Struktur
als R-Vektorraum. Des weiteren ist in einem derartigem Fiinftupel der Ring H ein
Schiefkorper.

2.5.7.4. Ein derartiges Fiinftupel ist im Wesentlichen eindeutig bestimmt in der
offensichtlichen Weise. Um das zu sehen beachten wir, da3 durch Multiplikation
der letzten Gleichung von rechts mit k folgt ij = k und durch Invertieren beider
Seiten weiter ji = — k. Von da ausgehend erhalten wir unmittelbar die Formeln

ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik
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und so die Eindeutigkeit. Wegen dieser Eindeutigkeit erlauben wir uns den be-
stimmten Artikel und nennen H den Schiefkorper der Quaternionen, da er nam-
lich als Vektorraum iiber den reellen Zahlen die Dimension Vier hat, oder auch
den Schiefkorper der Hamilton’schen Zahlen nach seinem Erfinder Hamilton.
Weiter kiirzen wir fiir reelle Zahlen ¢ € R meist x(a) = a ab. Jedes Element
q € H hat also die Gestalt

g=a+bi+cj+dk

mit wohlbestimmten a, b, ¢, d € R. Die Abbildung C — H mit a + bic +— a + bi
ist ein Ringhomomorphismus und wir machen auch fiir komplexe Zahlen meist in
der Notation keinen Unterschied zwischen unserer Zahl und ihrem Bild in H unter
obiger Einbettung. In ?? diskutieren wir, warum und in welcher Weise R, C und
H bis auf Isomorphismus die einzigen Schiefkorper endlicher Dimension ,,iiber
dem Korper R* sind.

2.5.7.5. Auch die Abbildungen C — H mit a + bic +— a + bj oder mit a +
bic — a + bk sind Ringhomomorphismen, und wir werden bald sehen, dal} es
sogar unendlich viele R-lineare Ringhomomorphismen, ja eine ganze 3-Sphire
von R-linearen Ringhomomorphismen C — H gibt.

2.5.7.6. Hamilton war von seiner Entdeckung so begeistert, daf3 er eine Gedenk-
tafel an der Dubliner Broom Bridge anbringen liel3, auf der zu lesen ist: ,,Here
as he walked by on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a
flash of genius discovered the fundamental formula for quaternion multiplication
i?=j2=k* =ijk = —1 & cut it on a stone of this bridge*.

Beweis. Bezeichne H die Menge aller komplexen (2 x 2)-Matrizen der Gestalt

a={(; )

Die Addition und Multiplikation von Matrizen induziert offensichtlich eine Addi-
tion und Multiplikation auf H und wir erhalten eine Einbettung C — H vermittels
z — diag(z, ). Das Bilden der konjugierten transponierten Matrix definiert einen
Antiautomorphismus ¢ — ¢ von H, in Formeln gw = wq, und ¢q ist fiir ¢ # 0
stets positiv und reell. Folglich ist H ein Schiefkorper. Wir fassen C meist als
Teilmenge von H auf vermittels der eben erkldrten Einbettung, aber vorerst un-
terscheiden wir noch zwischen den komplexen Zahlen 1¢, ic und den Matrizen
1 = diag(1c, 1¢), i = diag(ic, —ic). Unser H hat dann iiber R die Basis 1,1, j, k
mit i := diag(ic, —ic) und

1 .
ji= 0 und k := O c
-1 0 1c 0

zZ,y € (C} C Mat(2;C)
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und es gilt
2==k"=ijk=—1 O

2.5.7.7. Jede zyklische Vertauschung von i, j, k liefert einen Automorphismus der
Quaternionen. Die Konjugation ¢ — ¢ aus der im Beweis gegebenen Konstruktion
hat in der Basis 1,1, j, k die Gestalt

a+bitcj+dk=a—bi—cj—dk

und hat wie bereits erwihnt die Eigenschaft gw = wg. Gegeben ein Quaterni-
onq = a+ bi+cj+dk nennt man a = (q + ¢)/2 seinen Realteil und schreibt
a = Re(q). Fir ¢ = a + bi+cj+dkist q¢ = qq = a®> + b* + ¢* + d* und
man setzt |¢| = /qq und nennt diese reelle Zahl den Betrag unseres Quaterni-
ons. Offensichtlich kann fiir ¢ # 0 sein Inverses durch die Formel ¢~! = ¢/|q|?
angegeben werden. Offensichtlich gilt dann |qw| = |g||w| fur alle ¢, w € H und
die Gruppe aller Quaternionen der Linge Eins besteht genau aus allen unitdren
(2 x 2)-Matrizen mit Determinante Eins. Darin enthalten ist die Untergruppe der
acht Quaternionen {+1, +1, &+ j, + k}, die sogenannte Quaternionengruppe, von
deren Multiplikationstabelle Hamilton bei seiner Konstruktion ausgegangen war.

Vorschau 2.5.7.8. Gegeben ein Kring R mitsamt einem selbstinversen Ringho-
momorphismus R — R, r — 7 und einem Element v € R mit ¥ = v bildet
allgemeiner die Menge aller (2 x 2)-Matrizen der Gestalt

a={(; ")

einen Teilring des Matrizenrings. Derartige Ringe heilen Quaternionenringe.

z2,y € R} C Mat(2; R)

2.5.7.9. Es gibt auller der Identitiit nur einen R-linearen Kérperhomomorphismus
C — C, namlich die komplexe Konjugation. Im Fall der Quaternionen liefert da-
hingegen jede von Null verschiedene Quaternion ¢ € H* einen R-linearen Ring-
homomorphismus intq : H — H, w — qwqg™', und intq = int ¢ impliziert
bereits Rg = Rq'.

Ubungen

Ubung 2.5.7.10. Man zeige, daB es fiir jedes Quaternion ¢ mit Realteil Req = 0
und Betrag |¢| = 1 einen R-linearen Ringhomomorphismus C — H gibt mit
ic — q.

Ergiinzende Ubung 2.5.7.11. Man zeige: Sind zwei natiirliche Zahlen jeweils eine
Summe von vier Quadraten, so auch ihr Produkt. Diese Erkenntnis ist ein wich-
tiger Schritt bei einem Beweis des sogenannten Vier-Quadrate-Satzes von La-
grange, nach dem jede natiirliche Zahl eine Summe von vier Quadratzahlen ist,
etwa 3 =12 4+ 12 + 1% + 0% oder 23 = 32 4+ 3% + 2% + 1%



250 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA I
2.6 Determinanten und Eigenwerte

2.6.1 Das Signum einer Permutation

2.6.1.1. Wir beginnen hier mit dem Studium der sogenannten ,,symmetrischen
Gruppen®. Mehr dazu konnen Sie spiter in ?? lernen.

Definition 2.6.1.2. Die Gruppe aller Permutationen alias bijektiven Selbstabbil-
dungen der Menge {1,2,...,n} notieren wir

S, = Ens™{1,2,... n}

Sie heiflit auch die n-te symmetrische Gruppe. Nach 1.2.3.36 hat diese Gruppe
|S,,| = n! Elemente. Viele Autoren verwenden statt S,, auch die alternative Nota-
tion J,,. Eine Permutation, die zwei Elemente unserer Menge vertauscht und alle
anderen Elemente festhilt, heif3t eine Transposition.

Definition 2.6.1.3. Ein Fehlstand einer Permutation o € S,, ist ein Paar (i, j) mit
1 <i < j<mnabero(i) > o(j). Die Zahl der Fehlstinde heifit die Léinge [(o)
unserer Permutation, in Formeln

(o) == {(i,)) | i < jabero(i) > o(j)}|

Das Signum einer Permutation ist definiert als die Paritét der Zahl ihrer Fehlstédn-
de, in Formeln

sgn(o) = (—1)"

Eine Permutation mit Signum +1 alias gerader Lange heilit eine gerade Permu-
tation, eine Permutation mit Signum —1 alias ungerader Linge eine ungerade
Permutation.

Beispiel 2.6.1.4. Die Identitéit von S, ist jeweils die einzige Permutation der Lén-
ge Null. Die Transposition, die die Zahlen ¢ und j vertauscht, hat die Linge
2|i — j| — 1, wie auch nebenstehendes Bild sofort zeigt, und ist also insbeson-
dere stets ungerade.

Lemma 2.6.1.5 (Multiplikativitit des Signums). Fiir jede natiirliche Zahl n ist
unser Signum ein Gruppenhomomorphismus sgn : S,, — {1, —1} von der sym-
metrischen Gruppe S,, in die zweielementige Gruppe der Vorzeichen, in Formeln
gilt also

sgn(or) =sgn(o)sgn(r) Vo,7 €S,
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A 3 ¥ S 6
L 4 e [

T

iz j/ 4 \4
A z 3 ¥ S 6

A 2 3 ¥ s 3

[ ] r) [ ] )

S

Diese Bilder illustrieren zwei mogliche Anschauungen fiir die Linge einer
Permutation, in diesem Fall der Permutation o € Sg mit 1 — 2, 2 +— 4, 3 — 1,
4+ 5,5 3und 6 — 6 : Im oberen Bild ist die Linge ganz offensichtlich die
,»Zahl der Kreuzungen von Abbildungspfeilen®, in unserem Fall haben wir also
[(0) = 4. Im unteren Bild habe ich unter jede Zahl n jeweils o(n) geschrieben

und dann gleiche Zahlen verbunden, und hier ist &hnlich [(c) = 4 gerade die
,»Zahl der Kreuzungen solcher Verbindungslinien®. Der Leser sei ermutigt, sich
auch die Produktformel fiir das Signum 2.6.1.5 mithilfe dieser Bilder anschaulich
zu machen.
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Die Transposition, die 7 und j vertauscht, hat genau 2|i — j| — 1 Fehlstinde.
Insbesondere ist jede Transposition ungerade.
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Erster Beweis. Wir vereinbaren speziell fiir diesen Beweis fiir das Vorzeichen ei-
ner von Null verschiedenen ganzen Zahl a € Z\0 die Notation [a] := a/|a|] €
{1, —1}. Damit konnen wir das Signum einer Permutation ¢ dann auch schreiben
als

sgn(o) = [ [[o() = o()]

1<j

Fiir eine beliebige weitere Permutation 7 finden wir dann

[Tio) - ovi) = [T 272 =2 ) — (o)

oy i O =@

Da nun aber fiir eine beliebige weitere Permutation 7 auch die {7(j), 7(i)} fur
i < j genau die zweielementigen Teilmengen von {1, ..., n} durchlaufen, gilt fiir
eine beliebige weitere Permutation 7 auch die Formel

S L )
i) = =50 =0

1<j

Das zeigt die Behauptung. O]

Zweiter Beweis. Wir betrachten den Polynomring Z[ X}, ..., X,] aus 2.5.3.29.
Fiir jede Permutation 0 € §,, erkldren wir fiir diesen Ring einen Ringhomo-
morphismus o : Z[X,..., X,] — Z[X;,...,X,] zu sich selber vermittels der
Vertauschung der Variablen, in Formeln o : X; — X,(;). Dann gilt fiir jedes
Polynom P sicher 7(cP) = (70)P. Betrachten wir nun speziell das Polynom

P=1]x-x))

1<j

Offensichtlich gilt P = sgn (o) P. Damit folgt aber unmittelbar die von der Mitte
aus zu entwickelnde Gleichungskette

sgn(r)sgn(o)P = 17(0P) = (10)P = sgn(to)P
Daraus folgt dann die Behauptung. L

Ergiinzung 2.6.1.6. Fiir jedes n bilden die geraden Permutationen als Kern eines
Gruppenhomomorphismus nach 1.3.3.20 eine Untergruppe von S,,. Diese Gruppe
heif3t die alternierende Gruppe und wird A,, notiert.
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Ubungen

Ubung 2.6.1.7. Die Permutation o € S,,, die i ganz nach vorne schiebt ohne die
Reihenfolge der iibrigen Elemente zu dndern, hat (i — 1) Fehlstédnde und folglich
das Signum sgn(o) = (—1)""1

Ubung 2.6.1.8. Jede Permutation einer endlichen angeordneten Menge 148t sich
darstellen als eine Verkniipfung von Transpositionen benachbarter Elemente.

Ergiinzende Ubung 2.6.1.9. Ist T eine endliche Menge, so gibt es genau einen
Gruppenhomomorphismus

sign : Ens*(T") — {1, -1}

derart, von der Gruppe der Permutationen von 7' in die zweielementige Gruppe
der Vorzeichen derart, dal jede Transposition auf (—1) abgebildet wird. Im Fall
|T'| > 2 ist das sogar der einzige surjektive Gruppenhomomorphismus zwischen
besagten Gruppen. Wir nennen unseren Gruppenhomomorphismus auch in dieser
Allgemeinheit das Signum und kiirzen ihn wieder mit sign = sgn ab. Auch in
dieser Allgemeinheit nennen wir eine Permutation mit Signum +1 gerade, und
eine Permutation mit Signum —1 ungerade. Es ist allerdings nicht mehr sinnvoll,
in dieser Allgemeinheit von der ,,Lidnge* einer Permutation zu reden.

Ubung 2.6.1.10. Die symmetrische Gruppe S, wird erzeugt von der Transposition
7 der Elemente 1 und 2 zusammen mit der ,,zyklischen Vertauschung“ o : ¢ —
i+ 1fiir 1 <i < nundn +— 1. Die symmetrische Gruppe S5 wird sogar erzeugt
von der ,,zyklischen Vertauschung® und einer beliebigen weiteren Transposition 7.
Mutige zeigen stirker: Die symmetrische Gruppe S, fiir eine beliebige Primzahl
p wird erzeugt von der ,,zyklischen Vertauschung* und einer beliebigen weiteren
Transposition 7.

Ubung 2.6.1.11. Man gebe einen Gruppenisomorphismus S3 — GL(2;F5) an.

Ubung 2.6.1.12. Eine Permutation einer Menge, die ,,von vier Elementen unserer
Menge erst Zwei vertauscht und dann auch noch die anderen beiden vertauscht®,
heiflt eine Doppeltranspositionen. Man zeige, da3 in der symmetrischen Grup-
pe S, die drei Doppeltranspositionen zusammen mit dem neutralen Element eine
Untergruppe bilden, die isomorph ist zur Klein’schen Vierergruppe Z /27 x 7./ 27.

2.6.2 Die Determinante und ihre Bedeutung

Definition 2.6.2.1. Sei K ein Kring und n € N. Die Determinante ist die Ab-
bildung det : Mat(n; K') — K von den quadratischen Matrizen mit Eintridgen in
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unserem Kring in besagten Kring selbst, die gegeben wird durch die Vorschrift

a1 ... Qip
A= : : —  detA:= Z SgN(0)A15(1) - - - Ano(n)
Anl .. CGpn 0ESn

Summiert wird iiber alle Permutationen von n und der Vorfaktor sgn(o) meint
das Signum der Permutation o nach 2.6.1.3. Unsere Formel heif}t die Leibniz-
Formel. Fiir den Extremfall n = 0 der ,,leeren Matrix“ ist zu verstehen, daf} ihr
die Determinante 1 zugeordnet wird: Formal gibt es genau eine Permutation der
leeren Menge, deren Signum ist Eins, und dies Signum wird multipliziert mit dem
leeren Produkt, das nach unseren Konventionen auch den Wert Eins hat.

2.6.2.2 (Herkunft der Terminologie). Wie wir in 2.6.4.2 sehen werden, bestimmt
alias determiniert die Determinante, ob ein quadratisches lineares Gleichungssys-
tem eindeutig 16sbar ist. Daher riihrt die Terminologie.

Beispiele 2.6.2.3. Wir erhalten etwa

det(a) = a

a b
det (c d) = ad—cb

11 Q2 Q13

11022033 + G12023031 + A13021G32
det 21 Q929 a23 =

—a31022013 — (32023411 — A33A21012
a31 32 as3

Im Fall der (3 x 3)-Matrizen heifit das manchmal die Jégerzaunformel aus einem
Grund, den die nebenstehende Abbildung illustriert. Fiir n > 4 macht die Be-
rechnung der Determinante anhand der Leibniz-Formel als Summe von n! > 24
Termen keinen Spafl mehr. Wir besprechen in 2.6.3.9, wie man in diesen Fillen
geschickter vorgehen kann.

Beispiel 2.6.2.4 (Determinanten von Dreiecksmatrizen). Die Determinante ei-
ner oberen Dreiecksmatrix ist das Produkt ihrer Diagonaleintrige. In der Tat ist
die Identitit die einzige Permutation o mit o () < i fiir alle 7, folglich trigt im Fall
einer oberen Dreiecksmatrix in der Leibniz-Formel nur der Summand mit o = id
zur Determinante bei. Dasselbe gilt fiir untere Dreiecksmatrizen.

Lemma 2.6.2.5. Die Determinante einer Matrix dndert sich nicht beim Transpo-
nieren, in Formeln
det AT = det A
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Um die Determinante einer (3 x 3)-Matrix zu berechnen mag man die erste und
zweite Spalte danebenschreiben und dann die Produkte der drei Dreierdiagonalen
nach rechts unten addieren und davon die Produkte der drei Dreierdiagonalen
nach rechts oben abziehen. Diese Eselsbriicke heifit auch die ,,Jdgerzaunformel®.
Fiir (4 x 4)-Matrizen liefert aber die analoge Regel nicht mehr die Determinante!
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Beweis. Per definitionem gilt det AT = > oes, S8N(0) Ao (1)1 - - - Ag(n)n- ISt NUN
7 = o ! die inverse Permutation, so haben wir sgn(7) = sgn(o) und dariiber
hinaus ay-(1) . .. Gur(n) = Ao(1)1 - - - Go(n)n» denn diese Produkte unterscheiden sich
nur in der Reihenfolge ihrer Faktoren. Damit ergibt sich dann wie behauptet

det AT =" sgn(7)arr() - - Gnr(n) 0

TGSTL

2.6.2.6 (Schmutzige Anschauung: Betrag der Determinante und Volumen).
Vor der weiteren Entwicklung der Theorie will ich nun zunichst die anschauliche
Bedeutung der Determinante einer Matrix mit reellen Eintrdgen diskutieren. Ich
beginne mit der anschaulichen Bedeutung des Betrags der Determinante und be-
schrianke mich dazu erst einmal auf den Fall n = 2. Hoffentlich ist anschaulich
klar, daB jede lineare Abbildung L : R? — R? einen ,,Flichenverinderungsfaktor
¢(L) haben sollte, daB es also dazu eine reelle Konstante ¢(L) > 0 geben sollte
derart, daB ,,das Bild unter L eines Flichenstiicks U der Fliche vol(U) die Fliache
vol(LU) = ¢(L) vol(U) hat*. Formal zeigt das die Transformationsformel ??, die
fiir besagte Konstante auch gleich die Formel

¢(L) = |det L|

liefert. Ich will diese Formel im folgenden heuristisch begriinden. Anschaulich ist
hoffentlich klar, daB} unsere durch die Vorschrift L — ¢(L) gegebene ,,Flichen-
verdnderungsfaktorabbildung* ¢ : Mat(2; R) — R, die folgenden Eigenschaften
haben sollte:

1. Sie sollte ,,multiplikativ** sein, in Formeln ¢(LM) = ¢(L)c(M);

2. Die Streckung einer Achse sollte die Fliche eines Flidchenstiicks genau
durch Multiplikation mit dem Betrag des Streckfaktors dndern, in Formeln
(diag(a, 1)) = e(diag(1,a)) = |al;

3. Scherungen sollten Flichen unverindert lassen, in Formeln ¢(D) = 1 fiir D
eine obere oder untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonale.

Da sich nun nach 2.2.5.10 jede Matrix als Produkt von Elementarmatrizen dar-
stellen 1468t, kann es hochstens eine Abbildung ¢ : Mat(2;R) — R, geben,
die diese drei Eigenschaften hat. In 2.6.4.1 werden wir fiir unsere Determinante
die ,,Multiplikationsformel“ det(LM) = det(L) det(M) zeigen, und zusammen
mit unserer Formel 2.6.2.4 fiir die Determinante einer oberen oder unteren Drei-
ecksmatrix wird dann auch umgekehrt klar, da M + |det M| eine Abbildung
mit unseren drei Eigenschaften ist. Das beendet unsere heuristische Argumentati-
on fiir die Stichhaltigkeit der Anschauung als Flichenverinderungsfaktor fiir den
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A #
oAb\ L= putAeAB)

Die Determinante einer block-oberen Dreiecksmatrix ist, wie Sie in Ubung
2.6.2.9 zeigen, das Produkt der Determinanten ihrer Blocke auf der Diagonalen.
Dieses Bild illustriert den Fall von nur zwei Blocken auf der Diagonalen. Das
Symbol unten links ist eine Null, das Symbol * deutet an, da} unerheblich ist,
was da steht.
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Betrag der Determinante von reellen (2 X 2)-Matrizen. In hoheren Dimensionen
liefert dieselbe Argumentation analoge Resultate, insbesondere kann der Betrag
der Determinante einer (3 x 3)-Matrix aufgefat werden als der Faktor, um den
die zugehorige lineare Abbildung Volumina dndert. Damit sollte auch anschaulich
klar werden, warum det L # 0 gleichbedeutend ist zur Invertierbarkeit von L, was
wir im allgemeinen als 2.6.4.2 zeigen.

2.6.2.7 (Schmutzige Anschauung: Determinantenvorzeichen und Drehsinn).
Das Vorzeichen der Determinante einer invertierbaren reellen (2 x 2)-Matrix zeigt
anschaulich gesprochen an, ,,0b die dadurch gegebene lineare Selbstabbildung der
Ebene R? den Drehsinn erhilt oder umkehrt*. Diese Erkenntnis wird vielleicht am
ehesten durch die Aussage ?? formalisiert, nach der die ,,Wegzusammenhangs-
komponente des neutralen Elements” in der GL(n;R) genau aus allen Matrizen
mit positiver Determinante besteht. Im Fall allgemeiner angeordneter Korper wird
diese anschauliche Erkenntnis ihrerseits unsere Definition 2.6.5.2 einer ,,Orientie-
rung auf einem Vektorraum {iiber einem angeordneten Korper motivieren. Um
die Beziehung zwischen Drehsinn und Determinante heuristisch zu begriinden,
konnen wir dhnlich argumentieren wie zuvor: Zunichst einmal fithren wir ganz
heuristisch eine angepafite Notation ein und erkldren fiir eine invertierbare lineare
Abbildung L : R? = R? ein Vorzeichen (L) durch die Vorschrift

(L) = 1 L erhilt den Drehsinn;
“=91 =1 L kehrt den Drehsinn um.

In Formeln ausgedriickt behaupten wir dann also
e(L) =det L/|det L]

Diese Formel will ich im folgenden heuristisch begriinden. Anschaulich ist hot-
fentlich klar, daB unser ¢ : GL(2;R) — {1,—1} die folgenden Eigenschaften
haben sollte:

1. Es sollte ,,multiplikativ* sein, in Formeln (LM ) = ¢(L)e(M);

2. Die Streckung einer Achse sollte den Drehsinn genau durch die Multipli-
kation mit dem Vorzeichen des Streckfaktors dndern, in Formeln sollte fiir
a € R* also gelten e(diag(a, 1)) = e(diag(1,a)) = a/lal;

3. Scherungen sollten den Drehsinn nicht @ndern, in Formeln sollte also gelten
e(D) = 1 fir D eine obere oder untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der
Diagonale.

Da sich nun nach 2.2.5.10 jede invertierbare Matrix als Produkt von invertier-
baren Elementarmatrizen darstellen 146t, kann es hochstens eine Abbildung ¢ :
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GL(2;R) — {1,—1} geben, die diese drei Eigenschaften hat. In 2.6.4.1 werden
wir die ,,Multiplikationsformel* det(LM) = det(L)det(M) fiir unsere Deter-
minante zeigen, und zusammen mit unserer Formel 2.6.2.4 fiir die Determinan-
te einer oberen oder unteren Dreiecksmatrix wird dann umgekehrt auch klar, da3
M — det M /| det M| eine Abbildung mit unseren drei Eigenschaften ist. Das be-
endet unsere heuristische Argumentation fiir die Stichhaltigkeit der Anschauung
det M/|det M| = e(L) fiir das Vorzeichen der Determinante von invertierbaren
(2 x 2)-Matrizen. In hoheren Dimensionen liefert eine analoge Argumentation
analoge Resultate. So zeigt etwa das Vorzeichen der Determinante einer invertier-
baren Abbildung L : R® — R? an, ob sie die ,,Hindigkeit* erhilt oder vielmehr
,Rechtsgewinde und Linksgewinde vertauscht®.

Ergdnzung 2.6.2.8 (Handigkeit und Spiegel). Amiisant ist in diesem Zusammen-
hang die naive Frage, warum ein Spiegel ,,rechts und links vertauscht, aber nicht
oben und unten®. Die Antwort lautet, da}3 ein Spiegel ebensowenig rechts und
links vertauscht wie oben und unten, sondern vielmehr vorne und hinten. Wir ver-
suchen nur unbewuf}t, uns so gut wie moglich mit unserem Spiegelbild zu iden-
tifizieren, indem wir hinter den Spiegel treten, in Formeln also durch eine 180°-
Drehung im Raum um eine geeignete vertikale Achse im Spiegel. Dann stellen
wir fest, da} das zwar fast gelingt aber nicht ganz, und daf} genauer die Verkniip-
fung der Spiegelung am Spiegel mit dieser Drehung gerade eine Spiegelung ist,
die rechts und links vertauscht.

Ubungen

Ubung 2.6.2.9. Die Determinante einer block-oberen Dreiecksmatrix ist das Pro-
dukt der Determinanten ihrer Blocke auf der Diagonalen. Hinweis: Man variiere
das Argument fiir 2.6.2.4.

Ubung 2.6.2.10. Man betrachte die (n x n)-Matrix mit Eintriigen (—1) oberhalb
der Diagonalen und 1 auf und unterhalb der Diagonalen und zeige, daf} ihre De-
terminante n! ist.

2.6.3 Charakterisierung der Determinante

Definition 2.6.3.1. Seien V, U Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine bilineare
Abbildung F': V' x V — U heifit symmetrisch, wenn gilt

F(v,w) = F(w,v) Yo,weV
Eine bilineare Abbildung F': V' x V' — U heif}t alternierend, wenn gilt

F(v,v)=0 YveV
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2.6.3.2 (Herkunft der Bezeichnung ,,alternierend‘‘). Gegeben eine bilineare
Abbildung F' : V x V. — U mit der Eigenschaft F'(v,v) = 0 Vv € V, die
also im Sinne unserer Definition 2.6.3.1 alternierend ist, gilt stets

Fv,w)=—=F(w,v) Yo,weV
In der Tat haben wir

0 = Flv+w,v+w)
= F(v,v+w)+ F(w,v+w)
= F(v,v)+ F(v,w) + F(w,v) + F(w,w)
= F(v,w)+ F(w,v)

Gilt umgekehrt F'(v,w) = —F(w,v) Yv,w € V, so folgt F(v,v) = —F(v,v)
alias (1x + 1x)F(v,v) = Ok fiir alle v € V, und haben wir 15 + 15 # O alias
char K # 2, so folgt daraus auch wieder F'(v,v) = 0.

2.6.3.3. Man mag eine bilineare Abbildung F' : V x V' — U antisymmetrisch
nennen, wenn gilt F'(v,w) = —F(w,v) fur alle v, w. Damit sind allerdings in
Charakteristik Zwei symmetrische Bilinearformen dasselbe wie antisymmetrische
Bilinearformen.

Definition 2.6.3.4. Seien V7, ..., V,,, W Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine
Abbildung F' : Vi x ... x V,, — W heillt multilinear genau dann, wenn fiir
alle j und alle fiir © # j beliebig aber fest gewdhlten v; € V; die Abbildung
V; = W,v; — F(uvy,...,v;,...,v,) linear ist. Fir die Menge aller derartigen
multilinearen Abbildungen verwenden wir die Notation

Hom™ (Vi x Vo x ... x V,,, W)

Im Fall n = 2 erhalten wir unsere bilinearen Abbildungen aus 2.2.3.8, im Fall
n = 1 unsere linearen Abbildungen. Im Fall n = 0 verwenden wir die Notati-
on Hom® ({*}, W) fiir die Menge aller O-multilinearen Abbildungen vom lee-
ren Produkt nach W alias aller beliebigen Abbildungen von der einelementigen
Menge ens = {x} nach W. Das Auswerten bei * liefert damit eine Bijektion
Hom® ({x}, W) = W. Wir werden sie in der Notation oft so behandeln, als
seien diese Mengen schlicht gleich.

Definition 2.6.3.5. Seien V| W Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine multili-
neare Abbildung ' : V x ... x V — IV heif}it alternierend genau dann, wenn
sie auf jedem n-Tupel verschwindet, in dem zwei Eintrige libereinstimmen, wenn
also in Formeln gilt

Ji £ gmity; =v;) = F(uy,...,05...,05,...0,) =0
j j
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Wir verwenden fiir den Raum aller derartigen alternierenden multilinearen Ab-
bildungen die Notation Alt"(V,W). Ist W = K der Grundkorper, so sprechen
wir von Multilinearformen und verwenden die abkiirzende Notation Alt" (V') :=
Alt"(V, K).

2.63.6. Sei ' : V x ... x V — W eine alternierende multilineare Abbildung.
Mit 2.6.3.2 folgt, daB sich das Vorzeichen von F' dndert, wann immer man zwei
Eintriage vertauscht, in Formeln

F(uy,...,0,..00,05,00,0,) = =F(v1, . 05,00 0,000, 0y)

Im Fall eines Grundkorpers einer von Zwei verschiedenen Charakteristik erhélt
man wieder mit 2.6.3.2 auch die umgekehrte Implikation.

Satz 2.6.3.7 (Charakterisierung der Determinante). Ist K ein Korper, so ist die
Determinante die einzige Abbildung det : Mat(n; K) — K, die multilinear und
alternierend ist als Funktion der n Spaltenvektoren und die der Einheitsmatrix die
Eins zuordnet.

Beweis. Dal} unsere in 2.6.2.1 durch die Leibniz-Formel definierte Determinan-
te multilinear ist und der Einheitsmatrix die Eins zuordnet, scheint mir offen-
sichtlich. Stimmen weiter zwei Spalten einer Matrix iiberein, so verschwindet
ihre Determinante, denn fiir 7 € §,, die Transposition der entsprechenden In-
dizes gilt a1,1) - . . no(n) = @1re(1) - - - nro(n) UNd sgn(o) = —sgn(7o), so dal
sich in der Leibniz-Formel die entsprechenden Terme gerade wegheben. Unse-
re durch die Leibniz-Formel gegebene Abbildung hat also die geforderten Ei-
genschaften, und es gilt nur noch zu zeigen, da} es keine weiteren Abbildungen
d : Mat(n; K') — K mit den besagten Eigenschaften gibt. Nach 2.6.3.10 ist nun
eine multilineare Abbildung festgelegt und festlegbar durch ihre Werte auf Tupeln
von Basisvektoren. Insbesondere kennen wir aber unsere multilineare Abbildung
d bereits, wenn wir ihre Werte

d(es| - - - |eo(n))

kennen fiir alle Abbildungen o : {1,...,n} — {1,...,n}. Ist d zusitzlich al-
ternierend, so gilt d(es(1)| - .. [es(n)) = 0, falls o nicht injektiv ist, und fiir jede
Transposition 7 haben wir d(e,-(1)] - . . [€sr(n)) = —d(esq)|- - |€s(n)). Da nach
2.6.1.8 die Transpositionen die symmetrische Gruppe erzeugen, folgt daraus

sgn(o)d(e1]...le,) o € Sy;

0 sonst.

d(eg(1)| . |e0(n)) = {

Erfiillt d dann auch noch unsere Bedingung d(e;| . .. |e, ) = 1 fiir die Determinante
der Einheitsmatrix, so folgt sofort d = det. O
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2.6.3.8 (Multilineare alternierende Funktionen auf Matrizen). Im allgemeinen
folgt tiber einem beliebigen Korper K mit den Argumenten des vorhergehenden
Beweises fiir jede Abbildung d : Mat(n; K') — K, die multilinear und alternie-
rend ist als Funktion der n Spaltenvektoren, die Formel

d=d(e]...le,)det

Das brauchen wir fiir den vorhergehenden Beweis zwar schon gar nicht mehr zu
wissen, es wird sich aber beim Beweis der Multiplikativitdt der Determinante als
hilfreich erweisen.

2.6.3.9 (Berechnung der Determinante). Will man die Determinante einer Ma-
trix explizit ausrechnen, so empfiehlt es sich bei groleren Matrizen, sie zunéchst
mit dem GauB-Algorithmus in Zeilenstufenform zu bringen: Addieren wir ein
Vielfaches einer Zeile zu einer anderen, dndert sich die Determinante nach 2.6.3.7
ja nicht, und vertauschen wir zwei Zeilen, so dndert sich nur ihr Vorzeichen. Bei
einer Matrix in Zeilenstufenform ist dann nach 2.6.2.4 die Determinante schlicht
das Produkt der Diagonaleintrige.

Ubungen

Ubung 2.6.3.10. Gegeben Vektorriaume Vi, Vs, ..., V,, W iiber einem festen Kor-
per bezeichne Hom™ (V; x V x ... x V,,, W) die Menge aller multilinearen
Abbildungen V; x Vo x ... x V,, — W. Man zeige: Ist B; C V; jeweils eine Basis,
so liefert die Restriktion eine Bijektion

Hom™ (Vi x ... x V,,, W) = Ens(B; x ... x By, W)

Jede multilineare Abbildung ist also festgelegt und festlegbar durch die Bilder von
Tupeln von Basisvektoren. Den Spezialfall n = 1 kennen wir bereits aus 2.2.3.2,
den Spezialfall n = 2 aus 2.2.3.9, im Fall n = 0 ist die Aussage eh tautologisch.

Ubung 2.6.3.11. Gegeben ein Korper K und ein K-Vektorraum der endlichen
Dimension dim V = n > 0 ist der Raum der alternierenden multilinearen Abbil-
dungen V" — K eindimensional.

Ubung 2.6.3.12 (Multiverkniipfung multilinearer Abbildungen). Man zeige:
Gegeben ein Korper K und natiirliche Zahlen n > 0 und m(1),...,m(n) > 0
und K-Vektorrdume W, Vi, ..., V,,, Uiy, ... Ui ), - - -, Upm(n) und multilineare
Abbildungen f : Vi x ... x V, — Wsowie g; : U1 X ... X Ujmpy — Vj ist
auch die Abbildung f o (g1 X ... X g,) vom Produkt der U; ; nach W multilinear.
Oder nein, das ist scheuBlich auszuschreiben: Man behandle nur den Fall n = 3,
m(1) =m(2) =2, m(3) = 0.
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2.6.4 Rechenregeln fiir Determinanten

Satz 2.6.4.1 (Multiplikativitit der Determinante). Sei K ein Kring. Gegeben
quadratische Matrizen A, B € Mat(n; K) gilt

det(AB) = (det A)(det B)

Erster Beweis. Wir notieren 7,, :== Ens({1,...,n}) die Menge aller Abbildungen
k:{1,...,n} — {1,...,n} und rechnen

det(AB) = > sgn(o) [1,(AB)is)
= Xosen(o) IT; 225 aiibjo
= D ses,. neT, S8(0)15(1)be(1)o(1) - - - Qnr(n)Dr(n)o(n)
= Z%Tn A1(1) - - - Ank(n) desn sg1(0)br(1)o(1) - - - bu(m)o(n)
Y e A1r(1) - - - Anp(n) det(By)

wo B, diejenige Matrix bezeichnet, deren Zeilen der Reihe nach die Zeilen mit
den Indizes x(1), ..., x(n) der Matrix B sind. Aus 2.6.3.7 folgt aber det B,; = 0
falls k ¢ S, und (det B,) = sgn(x)(det B) falls k € S,,. Damit erhalten wir dann
det(AB) = (det A)(det B) wie gewiinscht. O

Zweiter Beweis im Korperfall. Die Formel ist klar, wenn die zweite der beiden
Matrizen eine Elementarmatrix ist, also eine Matrix, die sich von der Einheits-
matrix in hochstens einem Eintrag unterscheidet. In der Tat entspricht in diesem
Fall die Rechtsmultiplikation mit besagter Matrix einer Spaltenoperation. Unse-
re Formel folgt im allgemeinen, da nach 2.2.5.10 jede Matrix ein Produkt von
Elementarmatrizen ist. ]

Dritter Beweis im Korperfall. Man hilt die Matrix A fest und betrachtet die bei-
den Abbildungen Mat(n; K) — K gegeben durch B — det(A)det(B) und
B +— det(AB). Beide sind multilinear und alternierend als Funktion der Spal-
ten von B, und beide ordnen der Einheitsmatrix B = [ den Wert det(A) zu.
Aus 2.6.3.8 folgt damit unmittelbar, da3 unsere beiden Abbildungen iibereinstim-
men. [

Vierter Beweis im Korperfall. Im Rahmen der allgemeinen Theorie der Multiline-
arformen geben wir einen alternativen Beweis in ?? sowie dhnlich aber in einem
noch groferen Rahmen in ??. [

Ableitung des Falls beliebiger Kringe aus dem Fall eines Korpers. Man betrach-
te die (n x n)-Matrizen mit Eintrigen X;; und Y;; im Polynomring Z[X;;, Y]
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iiber Z in 2n? Verinderlichen. Als kommutativer Integritiitsbereich liegt dieser Po-
lynomring in einem Korper, eben in seinem Quotientenkorper, weshalb man aus
dem Korperfall folgern kann, da3 die Multiplikationsformel auch fiir Matrizen mit
Eintrdgen in diesem Ring gelten muB3, und insbesondere fiir die eben beschriebe-
nen Matrizen. Dann aber gilt sie auch, wenn wir fiir die Variablen irgendwelche
Elemente irgendeines Krings einsetzen. ]

Satz 2.6.4.2 (Determinantenkriterium fiir Invertierbarkeit). Die Determinan-
te einer quadratischen Matrix mit Eintrigen in einem Korper ist von Null ver-
schieden genau dann, wenn unsere Matrix invertierbar ist.

Beweis. In Formeln behaupten wir fiir einen Koérper K und eine beliebige qua-
dratische Matrix A € Mat(n; K) also

det A #0 < A invertierbar

Ist A invertierbar, so gibt es eine Matrix B = A~! mit AB = I. Mit der Multi-
plikationsformel folgt (det A)(det B) = det I = 1 und folglich det A # 0. Das
zeigt die Implikation <. Ist A nicht invertierbar, so hat A nicht vollen Rang, die
Familie der Spaltenvektoren von A ist demnach linear abhéngig. Wir konnen al-
so einen Spaltenvektor, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit den Ersten, durch
die Anderen ausdriicken, etwa a,; = Ao + ... + A\, 04, Dann folgt mit den
Eigenschaften multilinear und alternierend jedoch

det A = det(Aouo + ... + Aptunlaua| - . . |Gsn)
= Aodet(as|asw| ... |awm) + ...+ Apdet(awm|ass] . .. |awm)

= X0+...4+ X0
=0
Damit ist auch die andere Implikation = gezeigt. ]

2.6.4.3 (Determinante eines Endomorphismus). Aus der Multiplikationsformel
folgt sofort det(T!) = (detT)~! fiir jede invertierbare Matrix 7' und damit
ergibt sich fiir jede weitere quadratische Matrix M die Identitéit det(T'MT) =
det M. Nach 2.3.5.10 gilt fiir einen Endomorphismus f : V' — V eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums iiber einem Korper K und N = g[f|z und M = 4[f]4
die darstellenden Matrizen beziiglich zwei angeordneten Basen und 7' = 4[id]z
die Basiswechselmatrix nun
N=T"'MT

Folglich hidngt die Determinante einer darstellenden Matrix von f nicht von der
Wahl der zur Darstellung gewihlten angeordneten Basis ab, in Formeln gilt also
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det(s[f]5) = det(4[f]4) fiir je zwei angeordnete Basen A und 3 von V. Diesen
Skalar notieren wir von nun an

det f = det(f|V) = detg(f|V)

und nennen ihn die Determinante des Endomorphismus f. Dem einzigen Au-
tomorphismus des Nullraums ist insbesondere die Determinante 1 zuzuordnen.

Satz 2.6.4.4 (Laplace’scher Entwicklungssatz). Gegeben eine (n x n)-Matrix
A = (a;j) und feste k,l bezeichne A(k,l) die Streichmatrix, die aus A durch
Streichen der k-ten Zeile und [-ten Spalte entsteht. So gilt fiir jedes feste i die
Entwicklung der Determinante nach der :-ten Zeile

det A = (=1)"a;; det A, j)
j=1
und fiir jedes feste j die Entwicklung nach der j-ten Spalte
det A = (=1)"a; det A, j)
i=1

2.6.4.5. Der folgende Beweis verwendet zwar die Sprache der Vektorrdume, das
Argument funktioniert jedoch ganz genauso statt fiir Matrizen mit Eintrdgen in
einem Korper auch fiir Matrizen mit Eintrdgen in einem Kring.

Beweis. Wegen det A = det AT reicht es, die erste unserer beiden Formeln zu
zeigen. Wir wissen bereits, daf sich die Determinante einer quadratischen Ma-
trix nur um den Faktor (—1)’~! @ndert, wenn wir die j-te Spalte ganz nach vorne
schieben, ohne die Reihenfolge der iibrigen Spalten zu dndern. Es reicht also, un-
sere Formel fiir die Entwicklung nach der ersten Spalte zu zeigen, was im folgen-
den Beweis insbesondere die Notation vereinfacht. Wir schreiben unsere Matrix
als Tupel von Spaltenvektoren A = (a.1|as2|. . .|a.,) und schreiben den ersten
Spaltenvektor als Linearkombination der Standardbasisvektoren

Qsx1 = a11€1 + ...+ ap1€y,

Die Multilinearitidt der Determinante liefert sofort die erste Gleichung der Glei-
chungskette

det A= "an det(ei|as| .. . |am) = an(—1)"" det Ai, 1)
i=1 i=1

Die zweite Gleichung sehen wir ein, indem wir in der Matrix (e;|a.z| . . . Guy)
die i-te Zeile ganz nach oben schieben, ohne die Reihenfolge der iibrigen Zeilen
zu dndern, um dann die Formel 2.6.2.9 fiir die Determinante von Block-oberen-
Dreiecksmatrizen anzuwenden. ]
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Satz 2.6.4.6 (Cramer’sche Regel). Bildet man zu einer quadratischen Matrix
A mit Eintriigen in einem Kring die sogenannte adjunkte Matrix A* mit den
Eintriigen Agj = (—=1)"" det A(j,1) fiir A(j, i) die entsprechende Streichmatrix
nach 2.6.4.4, so gilt

Ao A* = (det A) -1

2.6.4.7 (Diskussion der Terminologie). Diese adjunkte Matrix ist nicht zu ver-
wechseln mit der adjungierten Abbildung aus ??, mit der sie auBler der Bezeich-
nung rein gar nichts zu tun hat. Man beachte auch die Indexvertauschung: In der
i-ten Zeile und j-ten Spalte der adjungierten Matrix steht bis auf ein ,,schachbrett-
artig verteiltes Vorzeichen die Determinante der Matrix, die entsteht, wenn man
die j-te Zeile und i-te Spalte der urspriinglichen Matrix streicht.

2.6.4.8. Meist versteht man unter der Cramer’schen Regel die Formel

_ det(ay] ... |bil .- |awn)
det(as] ... |auwl - - |awm)

[

fiir die Losung des Gleichungssystems x1a.; + ... + Z;04; ... + TpGsy = by,
wenn es denn eindeutig 16sbar ist. Hier ist im Zéhler wie angedeutet die i-te Spal-
te a,; der Koeffizientenmatrix durch den Vektor b, zu ersetzen. Besagte Formel
ergibt sich unmittelbar durch Einsetzen der alternativen Darstellung von b, als Li-
nearkombination der Spalten in die Determinante im Zahler. Setzen wir in dieser
Formel fiir b, die Vektoren der Standardbasis ein, so erhalten wir die Eintrige der
inversen Matrix in der Form, in der sie auch im Satz beschrieben werden. Diese
Formel wirkt zwar explizit, ist jedoch in der Praxis vollig unbrauchbar.

Beweis. Es gilt zu zeigen

> (=1)Hay det A(j, i) = 6;;(det A)

%

Im Fall k£ = j folgt das direkt aus unserer Entwicklung der Determinante nach der
j-ten Zeile 2.6.4.4. Im Fall k # j steht die Formel fiir die Entwicklung nach der
j-ten Zeile der Determinante der Matrix A da, die aus A entsteht beim Ersetzen
der j-ten Zeile durch die k-te Zeile. Da diese Matrix jedoch zwei gleiche Zeilen
hat und damit Determinante Null, gilt unsere Formel auch in diesem Fall. ]

Korollar 2.6.4.9 (Invertierbarkeit ganzzahliger Matrizen). Eine quadratische
Matrix mit Eintrdgen in einem Kring besitzt genau dann eine Inverse mit Eintrd-
gen in besagtem Kring, wenn ihre Determinante eine Einheit ist.

2.6.4.10. Eine quadratische Matrix mit ganzzahligen Eintrdgen besitzt insbeson-
dere genau dann eine Inverse mit ganzzahligen Eintrdgen, wenn ihre Determinante
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1 oder —1 ist, und eine quadratische Matrix mit Eintrdgen im Polynomring tiber
einem Korper besitzt genau dann eine Inverse mit polynomialen Eintrdgen, wenn
ihre Determinante ein von Null verschiedenes konstantes Polynom ist.

Beweis. Sei K unser Kring. Gegeben Matrizen A, B € Mat(n; K) mit AB =
I gilt natiirlich (det A)(det B) = det/ = 1 und damit ist det A eine Einheit
in K. Ist umgekehrt det A eine Einheit in K, so liefert nach der Cramer’schen
Regel 2.6.4.6 die Formel B = (det A)~!A* eine Matrix B € Mat(n; K) mit
AB = I. Indem wir dies Argument auf die transponierte Matrix anwenden und
das Resultat wieder transponieren, finden wir auch C' € Mat(n; K) mit CA = [.
Durch Multiplizieren der zweiten Gleichung mit B von rechts folgt sofort B = C,
folglich ist A in der Tat invertierbar in Mat(n; K') im Sinne von 1.3.2.2. O

Ubungen

Ubung 2.6.4.11. Gegeben Endomorphismen f, g eines endlichdimensionalen Vek-
torraums gilt det(fg) = (det f)(det g).

Ergiinzende Ubung 2.6.4.12. Man zeige die Formel fiir die van-der-Monde-Deter-
minante

1 Xy X2 ... Xp

det | : : — H (X — X;)
1 X, X2 ... xr | osi<izn

Hinweis: Ich empfehle, vom Nullstellensatz fiir Hyperebenen 2.5.4.5 und dem
Fall des Grundkorpers (Q auszugehen.

Ubung 2.6.4.13. Sei K ein Korper. Fiir jedes 7 versteht man unter den r-Minoren
unserer Matrix die Determinanten aller derjenigen (r X r)-Matrizen, die wir aus
unserer Matrix durch das Streichen von Zeilen und Spalten erhalten konnen. Man
zeige: Die Matrizen vom Rang < 7 in Mat(m x n; K) sind genau diejenigen
Matrizen, bei denen alle »-Minoren verschwinden.

Erginzende Ubung 2.6.4.14. Jeder komplexe Vektorraum V' kann auch als reel-
ler Vektorraum aufgefafft werden. Man zeige im endlichdimensionalen Fall die
Formel detg(f|V) = | detc(f|V)[*

Ergiinzende Ubung 2.6.4.15 (Determinante geeignet geblockter Matrizen). Es
seien n? paarweise kommutierende Matrizen A, . . ., A,,, mit m Zeilen und Spal-
ten und Eintridgen in einem Kring R gegeben. Wir bilden die (mn x mn)-Matrix

All ce Aln
B=| : :
A o A
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Man zeige, daB3 gilt

det B = det (Z sgn(0)Aiq) - - - Ang(n)>

UESn

Hinweis: Ist A;; die Einheitsmatrix, so folgt die Behauptung durch Nullen der
ersten Blockspalte und Induktion. Ist det A;; ein Nichtnullteiler unseres Krings
R, so folgt die Aussage durch Multiplizieren mit diag(A%,, I, ..., I) fiir A%, die
adjunkte Matrix zu A;;. Im allgemeinen kann man eine weitere Variable X ein-
fiihren und A;; durch die Matrix A;; + X1 ersetzen, deren Determinante ein
normiertes Polynom in R[X] und deshalb kein Nullteiler ist. Nachher setze man
dann X = 0.

Ubung 2.6.4.16 (Determinante geeignet geblockter Matrizen, Variante). Man
zeige dieselbe Formel wie in 2.6.4.15 auch fiir den Fall, daB die Matrizen A,; alle
obere Dreiecksmatrizen sind. Hinweis: Wir betrachten diejenige Abbildung

AL ... omn} = {1,...,m}

die vertriglich ist mit der Restklassenabbildung beider Mengen auf Z/mZ, und
beachten, daB fiir eine Permutation 0 € S,,,, mit f(o(i)) < f(i) Vi notwendig
Gleichheit gilt fiir alle <.

Erginzende Ubung 2.6.4.17 (Satz von Hensel). Seien K ein Korper und ¢ :
GL(n; K) — K* ein Gruppenhomomorphismus. Man zeige, daf} es einen Grup-
penhomomorphismus « : K* — K* gibt mit ¢ = « o det. Hinweis: Je zwei
Elementarmatrizen A, B mit genau einem von Null verschiedenen Eintrag an der-
selben Stelle auBerhalb der Diagonalen sind zueinander konjugiert, als da heif3t,
es gibt eine invertierbare Matrix C mit CAC~! = B.

2.6.5 Algebraische Orientierung

2.6.5.1. Wir verwandeln unsere anschauliche Interpretation 2.6.2.7 des Vorzei-
chens der Determinante nun in eine formale Definition. Gegeben ein Element
a # 0 eines angeordneten Korpers K bezeichne sign(a) € {1,—1} das Vor-
zeichen von a, also sign(a) = 1 fiir @ > 0 und sign(a) = —1 fira < 0.

Definition 2.6.5.2. Eine Orientierung eines endlichdimensionalen Vektorraums
V' liber einem angeordneten Korper ist eine Vorschrift €, die jeder angeordneten
Basis A unseres Vektorraums ein Vorzeichen £(A) € {+1,—1} zuordnet und
zwar so, daf fiir je zwei angeordnete Basen A, B die Determinante der Basis-
wechselmatrix das Vorzeichen ¢(.4)e(B) hat, in Formeln

e(A)e(B) = sign(det 4[id]g)
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Das Vorzeichen £(.A) nennen wir dann die Orientierung der angeordneten Ba-
sis A unseres orientierten Vektorraums. Eine angeordnete Basis der Orientierung
+1 in einem orientierten Vektorraum nennen wir eine positiv orientierte Basis
oder auch einfach nur eine orientierte Basis, angeordnete Basis der Orientierung
—1 eine negativ orientierte Basis. Sprechen wir von der durch eine angeord-
nete Basis gegebene Orientierung, so meinen wir diejenige Orientierung, die
besagter Basis das Vorzeichen +1 zuordnet. Ein Isomorphismus von orientier-
ten endlichdimensionalen Vektorrdumen heif3t orientierungserhaltend, wenn er
die Orientierung von angeordneten Basen erhilt. Andernfalls heif3t er orientie-
rungsumkehrend. Gegeben ein angeordneter Korper K bezeichnen wir diejeni-
ge Orientierung des K™ als die Standardorientierung, die der Standardbasis das
Vorzeichen +1 zuordnet.

Definition 2.6.5.3. Unter einer Orientierung eines endlichdimensionalen af-
finen Raums iiber einem angeordneten Korper verstehen wir eine Orientierung
seines Richtungsraums. Ein Automorphismus eines endlichdimensionalen affinen
Raums heif3t orientierungserhaltend beziehungsweise orientierungsumkehrend,
wenn sein linearer Anteil die fragliche Eigenschaft hat.

Vorschau 2.6.5.4. In der Topologie werden wir fiir endlichdimensionale reelle af-
fine Rdume eine ,,topologische Orientierung® als einen Erzeuger der kompakten
Kohomologie erkliren. In diesem Kontext nennen wir den hier eingefiihrten Be-
griff dann eine ,,algebraische Orientierung®.

2.6.5.5. Jeder endlichdimensionale Raum iiber einem angeordneten Korper besitzt
genau zwel Orientierungen. Das gilt insbesondere auch fiir jeden einpunktigen
Raum: Hier verwenden wir unsere Konvention, nach der der einzige Endomor-
phismus des Nullvektorraums die Determinante 1 hat. Der Nullvektorraum hat
eine einzige angeordnete Basis, ndmlich die leere Menge mit ihrer einzigen An-
ordnung, und eine Orientierung des Nullvektorraums zu wihlen bedeutet schlicht,
das Vorzeichen auszusuchen, das dieser Basis zugeordnet werden soll.

2.6.5.6. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V' iiber einem angeordne-
ten Korper erklidren wir seine Orientierungsmenge

or(V)

als die zweielementige Menge seiner beiden Orientierungen nach 2.6.5.2. Jeder
Vektorraumisomorphismus f : V' = W liefert eine Bijektion or(f) : or(V) =
or(W) vermittels der von f zwischen den Mengen der angeordneten Basen beider
Riume induzierten Bijektion. Es gilt dann or(f o g) = or(f) oor(g) und or(id) =
id. Weiter gilt fiir jeden Automorphismus f : V' = V offensichtlich

or(f) = idor(vy & (det f) >0
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In Worten sind also die orientierungserhaltenden Automorphismen genau die mit
positiver Determinante und entsprechend die orientierungsumkehrenden Auto-
morphismen genau die mit negativer Determinante.

Bemerkung 2.6.5.7 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur findet man
vielfach eine Variante der Definition, bei der eine Orientierung eines reellen Vek-
torraums als eine Aquivalenzklasse von Basen unter einer geeigneten Aquivalenz-
relation erklirt wird. Diese Definition liefert dasselbe in allen Fillen mit Ausnah-
me des Nullraums. In diesem Fall scheint mir die hier gegebene Definition, die
auch dem Nullraum zwei verschiedene Orientierungen erlaubt, das sinnvollere
Konzept zu liefern.

Beispiel 2.6.5.8. Eine Orientierung einer reellen Gerade anzugeben bedeutet an-
schaulich, auf dieser Gerade eine ,,Richtung* auszuwihlen, eben die Richtung,
in die diejenigen Vektoren zeigen, die positiv orientierte Basen ihres Richtungs-
raums bilden. Wir nennen diese Vektoren dann auch kurzerhand positiv orien-
tierte Vektoren oder noch kiirzer positive Vektoren und denken uns unsere Ge-
rade mit derjenigen Anordnung versehen, fiir die die Addition positiver Vektoren
Elemente vergrofert. Mit diesen Konventionen kénnen wir fiir einen orientier-
ten eindimensionalen Vektorraum L die Menge der positiven Vektoren mit L+
bezeichnen. Analog vereinbaren wir fiir die Elemente von L. die Bezeichnung
negative Vektoren und nennen die Elemente von L, die nichtnegativen Vek-
toren. In ?? werden wir einen Drehsinn formal definieren als die ,,Auswahl eines
Erzeugers der Fundamentalgruppe vom Komplement des Ursprungs®. Man kann
dann trefflich dariuiber streiten, wie natiirlich die hier skizzierte Identifikation zwi-
schen Drehsinn und Orientierung wirklich ist und ob nicht die entgegengesetzte
Identifikation genauso natiirlich wire, aber alles zu seiner Zeit.

Beispiel 2.6.5.9 (Die schmutzige Anschauung). Denken wir uns die Tafelebene
als einen zweidimensionalen reellen affinen Raum, so diirfen wir uns eine Orien-
tierung der Tafelebene anschaulich als die Auszeichnung eines ,,.Drehsinns‘ den-
ken, ndmlich den Drehsinn mit der Eigenschaft, da3 bei Drehung in diesem Dreh-
sinn der erste Vektor einer positiv orientierten angeordneten Basis ihres Rich-
tungsraums zuerst in ein positives Vielfaches des zweiten Vektors gedreht wird
und erst dann in ein negatives Vielfaches. Wenn, wie etwa bei der Tafelebene oder
bei einem vor uns liegenden Blatt Papier, zusitzlich klar ist, ,,von welcher Sei-
te man auf die Ebene gucken soll*, so mag man diese beiden Orientierungen als
,im Uhrzeigersinn® und ,,im Gegenuhrzeigersinn ansprechen. Ist unsere Ebene
dahingegen eine Glasscheibe und die Betrachter stehen auf beiden Seiten, so legt
man eine Orientierung besser fest, indem man einen Drehsinn als Kreispfeil mit
einem Wachsstift einzeichnet.
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Angeordnete Basen des Raums der Richtungsvektoren der Papierebene mit den
Vorzeichen, die der Orientierung ,,im Gegenuhrzeigersinn* entsprechen
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Definition 2.6.5.10. Wir fixieren von nun an ein fiir allemal einen eindimensio-
nalen orientierten reellen affinen Raum

T
und nennen ihn die mathematische Zeit oder kurz Zeit.

2.6.5.11 (Die schmutzige Anschauung). Ich denke mir T als die Menge aller
Zeitpunkte und denke mir die ausgezeichnete Orientierung in der Weise, dal3 je-
der Richtungsvektor, der einen Zeitpunkt auf einen ,,spéteren* Zeitpunkt schiebt,
eine positiv orientierte Basis bildet. Das mag aber jeder halten wie er will, Sie
diirfen etwa bei den Elementen von T etwa auch an unendlich viele verschiedene
Gemiise denken, oder an was auch immer. Den Richtungsraum T bezeichnen wir
als den Raum aller Zeitspannen, seine positiv orientierten Vektoren nennen wir
Zeiteinheiten. Sie modellieren die Zeiteinheiten der Physik wie etwa die Sekun-
des e T.

2.6.5.12 (Herkunft der Zeiteinheiten). Die Einteilung eines Tages in vierund-
zwanzig Stunden und die Einteilung dieser Stunden in je sechzig Minuten geht
wohl auf die Babylonier zuriick, die angeblich mit ihren Hédnden bis 60 zdhlten,
indem sie mit jedem der 5 Finger der rechten Hand der Reihe nach die 12 Finger-
glieder der linken Hand an den Fingern mit Ausnahme des Daumens beriihrten.
Die Einteilung jeder Minute in wiederum 60 Sekunden bot sich dann als natiirliche
Verfeinerung an.

2.6.5.13 (Orientierung des Dualraums). Jede Orientierung auf einem Vektor-
raum induziert eine Orientierung auf seinem Dualraum vermittels der Vorschrift,
daf} die Duale einer orientierten Basis eine orientierte Basis des Dualraums sein
soll. Die Elemente des positiven Teils TIO des Dualraums des Raums T der Zeit-
spannen mag man Frequenzen nennen. Eine solche Frequenz ist etwa der einzige
Vektor s' der dualen Basis zur orientierten Basis der Sekunde s € T. Statt s'
schreibt man meist s~! oder Hz und nennt diese Frequenz ein Hertz nach dem
Physiker Heinrich Rudolf Hertz.

Vorschau 2.6.5.14 (Orientierung und Stetigkeit). Zwei angeordnete Basen ei-
nes endlichdimensionalen reellen Vektorraums liefern dieselbe Orientierung ge-
nau dann, wenn sie sich ,,stetig ineinander deformieren lassen* alias in derselben
,» Wegzusammenhangskomponente* im Sinne von ?? des Raums aller angeordne-
ten Basen liegen. Man kann sich davon etwa mithilfe der Iwasawa-Zerlegung ??
iiberzeugen. Auch die prizise Formulierung und der formale Beweis wird IThnen
davon ausgehend leicht gelingen, sobald Sie in der Analysis die Grundtatsachen
iiber Stetigkeit in mehreren Verdnderlichen kennengelernt haben. Eine dquivalen-
te Aussage diirfen Sie in der Analysis als Ubung ?? zeigen. Der in meinen Augen
natiirlichste Zugang zu diesem Resultat verwendet Methoden der Topologie und
wird in ?? diskutiert.
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.6.5.15. Gegeben eine lineare Abbildung f : V — W end-
lichdimensionaler Vektorrdume iiber einem angeordneten Korper gibt es genau
eine Abbildung or(ker f) x or(im f) — or(V), (¢,n) — en mit der Eigenschaft,
daB gegeben eine angeordnete Basis .A des Kerns und eine angeordnete Basis
B des Bildes und B eine Wahl von Urbildern letzterer Basisvektoren in V' fiir
die durch Hintereinanderschreiben erhaltene angeordnete Basis (A, 5’) von V gilt

(en)(A, B) = e(A)n(B).

2.6.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 2.6.6.1. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums iiber
einem Korper K. Ein Skalar A € K heilit ein Eigenwert von f, wenn es einen
von Null verschiedenen Vektor v # 0 aus V' gibt mit

fv) =X

Jeder derartige von Null verschiedene Vektor heif3it ein Eigenvektor von f zum
Eigenwert )\. Die Menge aller Eigenvektoren zum Eigenwert A bildet zusammen
mit dem Nullvektor einen Untervektorraum von V, den Eigenraum von f zum
Eigenwert ).

Beispiel 2.6.6.2 (Eigenvektoren zu den Eigenwerten Null und Eins). Ein Fi-
genvektor zum Eigenwert Eins einer linearen Abbildung ist dasselbe wie ein vom
Nullvektor verschiedener Fixvektor unserer Abbildung. Ein Eigenvektor zum Ei-
genwert Null einer linearen Abbildung ist dasselbe wie ein vom Nullvektor ver-
schiedenes Element des Kerns unserer Abbildung.

Beispiel 2.6.6.3 (Die schmutzige Anschauung). Zunichst zwei nicht ganz ma-
thematisch ausformulierte Beispiele: Die Drehung des Richtungsraums der Pa-
pierebene um den rechten Winkel im Uhrzeigersinn besitzt keinen reellen Eigen-
wert. Eine Spiegelung des Richtungsraums der Papierebene an einer Geraden be-
sitzt stets Eigenvektoren zum Eigenwert Eins, nimlich alle Richtungsvektoren der
Spiegelachse, und Eigenvektoren zum Eigenwert (—1), die der Leser selbst finden
mag. Fiir das Ableiten, aufgefallt als Endomorphismus des Raums aller reellen
polynomialen Funktionen, ist der einzige Eigenwert die Null und die zugehdrigen
Eigenvektoren sind genau die von Null verschiedenen konstanten Polynome.

Satz 2.6.6.4 (Existenz von Eigenwerten). Jeder Endomorphismus eines von Null
verschiedenen endlichdimensionalen Vektorraums iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper besitzt einen Eigenwert.
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Die anschauliche Spiegelung s an der gestrichelt einegezeichneten Achse ist eine
lineare Abbildung s : R? — R? mit den Eigenwerten £1. Eigenvektoren zum
Eigenwert 1 sind alle von Null verschiedenen Vektoren der Spiegelachse,
Eigenvektoren zum Eigenwert —1 sind alle von Null verschiedenen Vektoren, die
auf der Spiegelachse senkrecht stehen. Die Matrix unserer Abbildung in
Standardbasis ist nach 2.3.5 die Matrix

cos2a  sin 2«
A=|{".
sin2ac  — cos 2«

mit charakteristischem Polynom
xa(T) = (T — cos2a)(T + cos2a) — sin® 2a = T% — 1.
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2.6.6.5. Auf dem C-Vektorraum C[7"] der Polynome besitzt der Endomorphimus
~Multipliziere mit 7 keine Eigenwerte. Die Annahme endlicher Dimension ist
also wesentlich fiir die Giiltigkeit unseres Satzes. Die Drehung des Richtungs-
raums der Papierebene um einen von 0° und 180° verschiedenen Winkel besitzt
auch keinen reellen Eigenwert. Die Annahme eines algebraisch abgeschlossenen
Grundkorpers ist also auch wesentlich. Fiir den Beweis entwickeln wir zunéchst
unsere Theorie etwas weiter und geben dann den Beweis im Anschlufl an 2.6.6.9.

Definition 2.6.6.6. Seien K ein Korper und A € Mat(n; K) eine quadratische
Matrix mit Koeffizienten in K. Bezeichne I € Mat(n; K) die Einheitsmatrix. Das
Polynom det(A — 7T'I) aus dem Polynomring K [T] heifit das charakteristische
Polynom der Matrix A. Es wird mit einem griechischen x notiert in der Form

xa(T) == det(A—TT)

Satz 2.6.6.7 (Eigenwerte und charakteristisches Polynom). Seien K ein Kor-
perund A € Mat(n; K) eine quadratische Matrix mit Koeffizienten in K. So sind
die Eigenwerte des durch unsere Matrix gegebenen Homomorphismus A : K™ —
K™ genau die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms X 4.

Beweis. Bezeichnet I € Mat(n; K) die Einheitsmatrix, so haben wir fiir A € K
die Aquivalenzen

< Jv# Omit Av = M

& FuF#0mit (A—A)v =0

& ker(A— M) #0

& det(A—A)=0

XA()‘) =0 [

(A ist Eigenwert von A)

i

2.6.6.8. Es ist iiblich, bei charakteristischen Polynomen die Variable mit A zu
bezeichen. Ich werde dieser Konvention von hier an meist folgen.

2.6.6.9. Sei K ein Korper und f : V — V ein Endomorphismus eines end-
lichdimensionalen K-Vektorraums. Mit demselben Argument wie in 2.6.4.3 se-
hen wir, da} beziiglich jeder angeordneten Basis von V' die darstellende Matrix
von f dasselbe charakteristische Polynom hat, in Formeln det(z[f]z — Aid) =
det(4[f]a — Aid) fiir je zwei angeordnete Basen .A und B von V. Dies Polynom
notieren wir dann

Xy = Xf(A) = char(f|V)

und nennen es das charakteristische Polynom des Endomorphismus f. Die
Eigenwerte von f sind nach 2.6.6.6 genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x s von f.
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Beweis von Satz 2.6.6.4. Satz 2.6.6.4 besagt, dal jeder Endomorphismus eines
endlichdimensionalen von Null verschiedenen Vektorraums iiber einem algebra-
isch abgeschlossenen Korper einen Eigenwert besitzt. Um das zu zeigen, miissen
wir nur bemerken, dafl das charakteristische Polynom unseres Endomorphismus
nicht konstant ist, da unser Raum nidmlich nach Annahme nicht der Nullraum ist.
Im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers besitzt es also stets eine Null-
stelle, und die ist dann nach 2.6.6.9 auch bereits der gesuchte Eigenwert. Ol

2.6.6.10. Das charakteristische Polynom einer Block-oberen-Dreiecksmatrix ist
nach 2.6.2.9 das Produkt der charakteristischen Polynome ihrer Blocke auf der
Diagonalen.

Proposition 2.6.6.11 (Trigonalisierbarkeit). Gegeben ein Endomorphismus ei-
nes endlichdimensionalen Vektorraums f : V. — V iiber einem Korper K sind
gleichbedeutend:

1. Der Vektorraum V' besitzt eine angeordnete Basis B, beziiglich derer die
Matrix g([f]s von f obere Dreiecksgestalt hat. Man sagt dann auch, f sei
trigonalisierbar;

2. Das charakteristische Polynom Xy von f zerfillt bereits im Polynomring
K[\] vollstindig in Linearfaktoren.

Beweis. 1 = 2 ist klar nach unserer Formel 2.6.2.4 fiir die Determinante einer
oberen Dreiecksmatrix: Hat 5[f]|s obere Dreiecksgestalt mit Diagonaleintrigen
Ay .. .5 Ap, s0 haben wir ja x p(A) = (A — A) ... (A, — A). Um 2 = 1 zu zeigen,
diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit V' = K™ annehmen, so daf
f durch die Multiplikation mit einer Matrix A gegeben ist. Zu zeigen ist dann
die Existenz von B € GL(n; K) mit B"'AB = D von oberer Dreiecksgestalt:
Die Spaltenvektoren der Matrix B bilden dann ndmlich die gesuchte Basis B.
Wir argumentieren mit vollstindiger Induktion iiber n. Fiir n > 1 gibt es nach
Voraussetzung eine Nullstelle A\; von x4 und dann nach 2.6.6.7 ein ¢; € K™\0
mit Ac; = Ajcy. Ergédnzen wir ¢; durch cs, ..., ¢, zu einer Basis von K" und
betrachten die Matrix C' = (¢4 ... |c,), so gilt

mit H € Mat((n — 1) x (n — 1); K). Nach unseren Erkenntnissen 2.6.2.9 zur
Determinante von Block-oberen-Dreiecksmatrizen haben wir dann x gz = (Ao —
A) ... (A, — A) und per Induktion finden wir F' € GL(n — 1; K) mit ="' HF von
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oberer Dreiecksgestalt. Bilden wir nun F= diag(1, I), so ist offensichtlich auch
F~Y(C~'AC)F von oberer Dreiecksgestalt und die Matrix B = C'F' 15st unser
Problem. O]

Proposition 2.6.6.12 (Charakterisierung nilpotenter Matrizen). Eine Matrix
mit Koeffizienten in einem Korper ist nilpotent genau dann, wenn ihr charakteris-
tisches Polynom nur aus dem Leitterm besteht. In Formeln ist also A € Mat(n; K)
nilpotent genau dann, wenn gilt x a(\) = (—=\)".

Beweis. Ist unsere Matrix nilpotent, so ist sie nach 2.3.5.15 konjugiert zu einer
oberen Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen und unsere Behauptung
folgt aus 2.6.6.10. Besteht umgekehrt das charakteristische Polynom nur aus dem
Leitterm, so existiert nach 2.6.6.11 oder zumindest seinem Beweis eine invertier-
bare Matrix B € GL(n; K) mit B~*AB von oberer Dreiecksgestalt mit Nullen
auf der Diagonale. Daraus folgt jedoch unmittelbar erst (B~!AB)" = 0 und dann
A" = 0. ]

Erginzung 2.6.6.13. Alternative Argumente fiir die Riickrichtung beim Beweis
der Proposition liefern der Satz von Cayley-Hamilton 2.6.6.20 und der Satz tiber
die Hauptraumzerlegung ??.

Definition 2.6.6.14. Seien K ein Korper und n € N. Eine quadratische Matrix
A € Mat(n; K) heit diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S €
GL(n; K) gibt mit S~ AS = diag(\y, . .., \,) diagonal.

Definition 2.6.6.15. Ein Endomorphismus eines Vektorraums heiflt diagonali-
sierbar, wenn unser Vektorraum von den Eigenvektoren des besagten Endomor-
phismus erzeugt wird. Im Fall eines endlichdimensionalen Vektorraums ist das
gleichbedeutend dazu, dal unser Vektorraum V' eine angeordnete Basis B =
(v1,...,v,) besitzt, fir die die Matrix unserer Abbildung Diagonalgestalt hat, in
Formeln 5[ f]|s = diag(\1, ..., A,). In der Tat bedeutet das ja gerade f(v;) = \;v;.

2.6.6.16 (Diagonalisierbare Endomorphismen und ihre Matrizen). Sei K ein
Korper und n € N. Der durch Multiplikation mit einer Matrix A € Mat(n; K)
gegebene Endomorphismus des K™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn die Ma-
trix A diagonalisierbar ist. In der Tat, genau dann ist vy, . . . , v,, eine Basis des K"
aus Eigenvektoren Av; = \;u;, wenn die Matrix S = (v1]...|v,) mit den v; in
den Spalten invertierbar ist mit S~*AS = diag(\y, ..., \,) diagonal.

Beispiel 2.6.6.17. Eine nilpotente Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn
sie die Nullmatrix ist. Die folgende Proposition zeigt unter anderem, daf} jede
(n x n)-Matrix, deren charakteristisches Polynom n paarweise verschiedene Null-
stellen hat, diagonalisierbar sein muf3. Salopp gesprochen sind also ,.komplexe
quadratische Matrizen fiir gewohnlich diagonalisierbar.
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Proposition 2.6.6.18 (Lineare Unabhingigkeit von Eigenvektoren). Sei f ein
Endomorphismus eines Vektorraums und seien vy, . . . , v, Eigenvektoren von f zu
paarweise verschiedenen Eigenwerten \1, ..., \,. So sind unsere Eigenvektoren
linear unabhdingig.

Beweis. Der Endomorphismus (f — Apid)...(f — A, id) macht vy, ... v, zu
Null, nicht aber v;,. Gegeben z1,...,z, € K mit z;v; + ... + x,v, = 0 folgt
demnach durch Anwenden unseres Endomorphismus x; = 0. Ebenso zeigt man
To=...=x, =0. []

Variante des Beweises. Durch Widerspruch. Sei sonst vy, v9, ..., v, ein Gegen-
beispiel mit der kleinstmdglichen Anzahl von Vektoren. So gilt sicher n > 2 und
gegeben eine lineare Abhingigkeit x1v, +. ..+ z,v, = 0 miissen alle z; verschie-
den sein von Null. Dann aber folgte durch Anwenden von (f — A; id) die lineare
Abhingigkeit der Vektoren vs, . . ., v,, im Widerspruch zu unserer Annahme. L[]

Lemma 2.6.6.19 (Restriktion diagonalisierbarer Endomorphismen). Die Re-
striktion eines diagonalisierbaren Endomorphismus auf einen unter besagtem En-
domorphismus stabilen Teilraum ist stets wieder diagonalisierbar.

Beweis. Sei f : V — V unser Endomorphismus und W C V ein unter f
stabiler Teilraum. Gegeben v € W haben wir nach Annahme eine Darstellung
v=uv +...+v, mtv; €V Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten Ap, ..., A\, € K. Dann gilt wegen (f — \;id)v; = 0 aber

(f—Agld)(f—)\nld)’U: ()\1—>\2)...(>\1—)\n)1}1 cW

und folglich v; € W. Ebenso zeigt man auch vy, ..., v, € W. Mithin wird auch
W von Eigenvektoren erzeugt. [

Satz 2.6.6.20 (Cayley-Hamilton). Setzt man eine quadratische Matrix in ihr ei-
genes charakteristisches Polynom ein, so erhdlt man die Nullmatrix.

Bemerkung 2.6.6.21. Ich gebe zwei Beweise. Der erste baut auf der algebraischen
Abgeschlossenheit des Korpers der komplexen Zahlen auf und damit auf noch
unbewiesenen Tatsachen. Der zweite ist in gewisser Weise elementarer, scheint
mir aber wenig transparent. Ein alternativer Beweis, der in meinen Augen mehr
Einsicht vermittelt, wird in ?? angedeutet.

Beweis mit dem Fundamentalsatz der Algebra. Wir beginnen mit dem Fall einer
komplexen Matrix £. Nach 2.6.6.11 ist sie trigonalisierbar. Ohne Beschriankung
der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dal} sie bereits obere Dreiecksgestalt hat.
Sind dann A4, ..., A\, ihre Diagonaleintrige und betrachten wir die von den ersten
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(F — fE)(e/,...,e!)" = 0 am Beispiel einer Matrix F' mit drei Zeilen und

’rYn

Spalten. Alle nicht ausgeschriebenen Eintrige der obigen Matrizen sind als Null
zu verstehen.



2.6. DETERMINANTEN UND EIGENWERTE 281

k Vektoren der Standardbasis aufgespannten Untervektorriume CFx0cCCnso
gilt (F — \,)(CF x 0) € C*! x 0 fiir alle k. Damit ist klar, daB das Produkt
aller (E' — \;) alias xg(F) den ganzen Vektorraum C™ annulliert. Jetzt betrachten
wir den Fall der Matrix F iiber dem Polynomring Z[X;;] in n* Variablen mit
Eintrdgen den Variablen, in Formeln E;; = X;;. Setzen wir diese Matrix in ihr
eigenes charakteristisches Polynom ein, so erhalten wir ein Polynom aus Z[.X;],
das nach dem vorhergehenden die Nullfunktion auf C"” liefert. Nach 2.5.4.3 ist es
also schon selbst das Nullpolynom und der Satz folgt. U

Beweis ohne den Fundamentalsatz der Algebra. Gegeben eine quadratische Ma-
trix A mit Koeffizienten in einem Kring gibt es nach 2.6.4.6 eine weitere Matrix
A* mit Koeffizienten in demselben Kring derart, daB im Ring der quadratischen
Matrizen mit Eintrdgen in unserem Kring gilt

A'A = (det A) - E

fir F' die Einheitsmatrix. Nehmen wir speziell den Kring K [t] und die Matrix
A = F — tFE fiir eine vorgegebene Matrix F' € Mat(n; K), so erhalten wir in
Mat(n; K[t]) die Gleichung

ANF —tE) = xp(t)- E

Bezeichne nun f : K™ — K™ die durch Multiplikation von Spaltenvektoren mit
der zu F transponierten Matrix F'' gegebene lineare Abbildung. Wenden wir auf
beide Seiten unserer Gleichung von Matrizen den Ringhomomorphismus K[t| —
Endgx K™ mit ¢ — f an, so erhalten wir in Mat(n; Endgx K™) alias Mat(n?; K)
die Gleichung

AF = fE) = xe(f) - E

Betrachten wir nun die Standardbasis eq, . .., e, aus Spaltenvektoren des K™ und
wenden beide Seiten dieser Gleichung an auf den Vektor (e] ,... e )T, aufgefaBt

als Spaltenvektor in K " 50 ergibt auf der linken Seite schon die Multiplikation
mit (F' — fE) den Nullvektor, denn bei

(F—fE)(elT,... eT)T

rvn

steht im i-ten Block von K™ genau Fjye1+...+ Fy, e, —f(e;) = 0. Also wird
die rechte Seite auch Null und es folgt xr(f)e; = ... = xp(f)e, = 0. Hier
ist zwar yr a priori das charakteristische Polynom der zu einer Matrix von f
transponierten Matrix, aber das stimmt nach 2.6.2.5 mit dem charakteristischen
Polynom von f iiberein. O]

Proposition* 2.6.6.22. Seien f ein Endomorphismus eines Vektorraums V' iiber
einem Korper K und P € K|[X] ein normiertes Polynom ohne mehrfache Null-
stellen, das in K vollstindig in Linearfaktoren zerfiillt und f annulliert P(f) = 0.
So ist f diagonalisierbar und seine Eigenwerte sind Nullstellen von P.
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Beweis. Man wihle einen festen Vektor v € V' und suche dazu einen normier-
ten Teiler Q = (X — A1)...(X — A;) von P kleinstmoglichen Grades r mit
Q(f) : v — 0.Dann ist £ := (v, f(v), f2(v),... f""'(v)) ein unter f stabiler
Untervektorraum von V. Andererseits ist (f — A2) ... (f — A.)v nach Annahme
nicht Null und folglich ein Eigenvektor von f zum Eigenwert \; in E. In der-
selben Weise finden wir auch Eigenvektoren zu den Eigenwerten \o, ..., \,.. Da
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten linear unabhiingig sind
nach 2.6.6.18, ist damit f|z diagonalisierbar und v eine Summe von Eigenvekto-
ren von f. Die Proposition folgt. [

Ubungen

Ubung 2.6.6.23. Seien K ein Korper und A € Mat(n; K) eine quadratische Ma-
trix mit Koeffizienten in K. Man zeige, daf} das charakteristische Polynom von A
die Gestalt

xa(T) = (=T)" +tr(A)(=T)" ' 4+ ... + det(A)

hat, in Worten also den Leitkoeffizienten (—1)", als ndchsten Koeffizienten bis auf
ein Vorzeichen die Spur von A, und als konstanten Term die Determinante von A.

Ergiinzende Ubung 2.6.6.24. Jeder Endomorphismus eines endlichdimensionalen
reellen Vektorraums ungerader Dimension besitzt einen reellen Eigenwert. Ist die
Determinante unseres Endomorphismus positiv, so besitzt er sogar einen positiven
reellen Eigenwert.

Ubung 2.6.6.25. Jeder Endomorphismus eines endlichdimensionalen reellen Vek-
torraums mit negativer Determinante besitzt einen negativen reellen Eigenwert.
Hinweis: Zwischenwertsatz. Man zeige weiter, dafl er im zweidimensionalen Fall
zusitzlich auch noch einen positiven reellen Eigenwert besitzt.

Erginzende Ubung 2.6.6.26. Sind k& C K Korper und ist k algebraisch abge-
schlossen und gilt dim; K < oo, so folgt K = k. Hinweis: Man betrachte
fiir alle @ € K die durch Multiplikation mit a gegebene k-lineare Abbildung
(a-) : K — K und deren Eigenwerte.

Ergiinzende Ubung 2.6.6.27 (Simultane Trigonalisierbarkeit). Man zeige: Eine
Menge von paarweise kommutierenden trigonalisierbaren Endomorphismen eines
endlichdimensionalen Vektorraums ist stets simultan trigonalisierbar, als da heif3t,
es gibt eine Basis, beziiglich derer alle unsere Endomorphismen eine Matrix von
oberer Dreiecksgestalt haben. Hinweis: 2?.

Ergiinzende Ubung 2.6.6.28. Gegeben ein Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen reellen Vektorraums gibt es stets eine Basis derart, da die zugehori-
ge Matrix Block-obere Dreiecksgestalt hat mit hochstens Zweierblocken auf der
Diagonalen.
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Ubung 2.6.6.29. Sei ein diagonalisierbarer Endomorphismus eines vierdimen-
sionalen Vektorraums gegeben, dessen Eigenwerte paarweise verschieden sind.
Wieviele unter unserem Endomorphismus stabile Untervektorrdume besitzt unser
Vektorraum?

Ubung 2.6.6.30 (Endomorphismen, deren Quadrat die Identitiit ist). Sei V ein
Vektorraum iiber einem Korper einer von Zwei verschiedenen Charakteristik und
r : V — V eine lineare Abbildung mit 2> = idy . So ist r diagonalisierbar und
alle seine Eigenwerte sind 1. Fordern wir zusitzlich dim V' = 2 und r # idy,
so hat r die Eigenwerte 1 und (—1) und die Determinante det(r) = —1. Hinweis:
v=(v+r()/2+ (v - r(v))/2.

Erginzende Ubung 2.6.6.31 (Jordanform fiir (2 x 2)-Matrizen). Sei K ein alge-
braisch abgeschlossener Korper. Man zeige, dal} es fiir jede quadratische Matrix
A € Mat(2; K) eine invertierbare Matrix P € GL(2; K) gibt derart, daB P~'AP
eine der beiden Gestalten

A0 Al
<O M) oder (0 /\) hat.

Ubung 2.6.6.32. Gegeben zwei quadratische Matrizen A, B derselben GroBe gilt
XAB = XBa. Hinweis: Man erinnere beim Beweis der Multiplikativitit der De-
terminante 2.6.4.1 das Argument zur Herleitung des Falls eines beliebigen Krings
aus dem Korperfall.
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2.7 Geometrische Erginzungen®

2.7.1 Affine Inzidenzebenen

Definition 2.7.1.1. Eine Menge X von sogenannten ,,Punkten* mit einem System
von Teilmengen G C P(X), dessen Elemente g € G wir ,,Geraden® nennen, heif3t
eine affine Inzidenzebene oder genauer eine konkrete affine Inzidenzebene,
wenn gilt:

1. Gegeben z,y € X mit x # y gibt es genau ein ¢ € G mit x,y € ¢ alias:
Durch je zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade. Wir notieren
sie Ty;

2. Gegeben g € G und x € X\g gibt es genau ein h € G mit z € h und
h N g = () alias: Gegeben eine Gerade und ein Punkt auBerhalb besagter
Gerade gibt es genau eine Gerade durch besagten Punkt, die besagte Gerade
nicht schneidet. Geraden, die sich nicht schneiden, nennt man in diesem
Kontext parallel;

3. Es gibt z,y, z € X paarweise verschieden derart, dal kein g € G sie alle
enthélt alias: Es gibt drei Punkte, die nicht auf ein- und derselben Geraden
liegen. Man sagt dann auch, die Punkte seien nicht kolinear und spricht von
einem Dreieck.

Beispiel 2.7.1.2. Jeder zweidimensionale affine Raum X iiber einem Korper K
mit G C P(X) der Menge der affinen Geraden in X bildet eine affine Inzidenz-
ebene. Analoges gilt, wenn K nur ein Schiefkorper ist: Dann ist die Menge von
Punkten X := K? mit Geraden allen Teilmengen der Gestalt g := p + Kuv fiir
p,v € K?und v # (0,0) eine affine Inzidenzebene, wie der Leser leicht selbst
wird zeigen konnen. Wir nennen diese Struktur die affine Inzidenzebene iiber
dem Schiefkorper K.

Beispiel 2.7.1.3. Im Fall des Korpers mit zwei Elementen besteht die zugehdrige
affine Ebene aus vier Punkten und ihre Geraden sind alle zweielementigen Teil-
mengen, so da} es insgesamt genau sechs Geraden gibt. Man iiberlegt sich leicht,
daf jede affine Inzidenzebene, in der es eine Gerade mit nur einer einzigen Paral-
lele gibt, zu dieser vierelementigen Inzidenzebene isomorph sein muf3.

2.7.1.4. Sei (X, G) eine affine Inzidenzebene. Wir iiberlegen uns, da die Rela-
tion ,.gleich oder parallel“ eine Aquivalenzrelation auf G im Sinne von 2.5.5.2
sein muB, die wir im folgenden || notieren. In der Tat, haben zwei Parallelen zu
einer gegebenen Geraden einen Schnittpunkt, so miissen sie beide die eindeutig
bestimmte Parallele durch diesen Schnittpunkt sein.
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Skizze zur affinen Desargues-Eigenschaft
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Definition 2.7.1.5. Wir sagen, eine affine Inzidenzebene habe die affine Desar-
gues-Eigenschaft, wenn gegeben drei paarweise verschiedene Geraden g, g2, g3
mit einem gemeinsamen Punkt z und fiir i € {1,2,3} Punkte x;,y; € g;\~z stets
gilt

(7172 || 7172 und T273 || T203) = 7173 || 1y

Definition 2.7.1.6. Ein Isomorphismus von affinen Inzidenzebenen ist eine Bi-
jektion der zugrundeliegenden Punktmengen, die eine Bijektion zwischen den je-
weiligen Mengen von Geraden induziert. Zwei affine Inzidenzebenen heiflen iso-
morph, wenn es zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt.

Satz 2.7.1.7 (Desargues-Eigenschaft und Koordinatisierung). Eine affine Inzi-
denzebene hat genau dann die affine Desargues-Eigenschaft, wenn sie isomorph
ist zur affinen Ebene K? iiber einem Schiefkérper K.

2.7.1.8. Dieser Satz ist in meinen Augen eine besonders schone Illustration der
innigen Beziehung zwischen Geometrie und Algebra. Wir schicken dem Beweis
ein Lemma voraus.

Lemma 2.7.1.9. Sei X eine affine Inzidenzebene mit der affinen Desargue-Eigen-
schaft. Gegeben drei paarweise verschiedene parallele Geraden g; und Punkte
Zi, Yi € g; gilt dann

(7172 || 712 und 7273 || Y2u3) = 7173 || 10

Vorschau 2.7.1.10. Die Aussage des Lemmas kann als ein Analogon der affinen
Desargues-Eigenschaft verstanden werden, bei der der Punkt z ein ,,unendlich
ferner Punkt* ist. Im folgenden Abschnitt werden wir diese Intuition zu einer pri-
zisen Aussage machen.

Beweis. Sind die x; kolinear, so ist das eh klar. Anderfalls konnen wir y 3 erkléren
durch 7173 ||y1y(3) und y(3) € ¥273. Die Gerade g(s) := T3¥3) schneidet dann g, in
einem Punkt z, und dann miiite g; auch durch z gehen im Widerspruch zu unseren
Annahmen. [

Beweis des Koordinatisierungssatzes 2.7.1.7. Im folgenden Beweis bleibt fiir den
Leser Vieles auszufiihren, das jedoch im einzelnen keine Schwierigkeiten bieten
sollte. Als erste Aufgabe sei es dem Leser iiberlassen, zu zeigen, daf} eine affi-
ne Inzidenzebene iiber einem Schiefkorper stets die affine Desargues-Eigenschaft
hat. Um die Gegenrichtung zu zeigen, gehen wir in mehreren Schritten vor.

1. Unter einem Parallelogramm in einer affinen Inzidenzebene X verstehen wir
ein Quadrupel von Punkten (11,19, 21, T22) € X* derart, daB es Paare von
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Skizze zum Beweis von Lemma 2.7.1.9
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Geraden ¢; || g2 und hy || ho gibt mit h; ) g; und h; N g; = x;;. Hier ver-
wenden wir unsere Notation || fiir ,.gleich oder parallel”. Gegeben eine affine
Inzidenzebene X betrachten wir auf der Menge X? aller Punktpaare aus X die
Relation ~ mit (x,y) ~ (2/,4') genau dann, wenn unsere vier Punkte ein Par-
allelogramm (z,y, 2, y’) bilden. Diese Relation ist sicher symmetrisch und re-
flexiv. Bezeichne ~ die davon erzeugte Aquivalenzrelation. Per definitionem gilt
also (z,y) =~ (2/,y') genau dann, wenn es eine endliche Folge von Punktpaaren
(IZ‘, yz) glbt mit

(xvy) = (l‘o,y0> e (l'n,yn) = ($/,y/)

Wir iiberlegen uns, da3 es unter Annahme der affinen Desargues-Eigenschaft im
Fall (z,y) ~ (2/,y’) auch eine derartige Folge der Liange n < 2 geben muf, und
setzen dafiir g; = 7;y;. Gilt g; = ¢;41, so folgt (z;,v;) = (241, Yi+1) und wir kon-
nen unsere Folge verkiirzen. Sind die Geraden g;, g;+1, gi+o paarweise verschie-
den, so folgt aus Lemma 2.7.1.9 bereits (z;,y;) ~ (12, Yir2) und wir konnen
unsere Folge auch verkiirzen. Haben wir schlieBlich g; = ¢;12 # ¢it1 = Giv3,
so konnen wir, da der Fall der vierelementigen Ebene eh unproblematisch ist, mit
2.7.1.3 annehmen, daB es eine weitere Gerade g gibt mit g || g; aber g; # g # gi+1.
Es gibt dann nach Lemma 2.7.1.9 Punkte 2",y € g mit (x,,y,) ~ (", y") fiir
1 < v < 4+ 3 und wir konnen unsere Folge auch wieder verkiirzen. Damit ist
klar, da} wie behauptet je zwei dquivalente Paare durch eine Folge mit hochstens
einem Zwischenschritt verkniipft werden konnen. Es folgt, daB die Aquivalenz-
klassen unserer Aquivalenzrelation Graphen von Abbildungen X — X sind. Die
Abbildung zu einem Punktepaar (z,vy) notiere ich z¢. Es ist klar, daB y# stets
die Umkehrabbildung von :@ ist. Weiter ist mit 2.7.1.9 klar, dall unsere Abbil-
dungen Geraden in Geraden iiberfiihren, daf} sie also Automorphismen unserer
affinen Inzidenzebene sind. Und schlieBlich ist auch klar, dal im Fall = = y unser
@ der einzige fixpunktfreie Automorphismus ( unserer affinen Inzidenzebene ist
mit (z) = y und ¢(g) || ¢ fiir jede Gerade g. Hat nun w0 o zJ) einen Fixpunkt p,
so schreiben wir £y = p§ dann ist notwendig b = @5 die Umkehrabbildung und
unsere Verkniipfung die Identitdt. So sehen wir, da3 die Gesamtheit all unserer
Abbildungen eine Gruppe von Automorphismen unserer affinen Inzidenzebene
ist. Liegen =, y, 2 € X nicht auf einer Geraden, so folgt @ o y? = y? ) @ leicht
aus den Definitionen. Gilt x = y, so ist das eh klar. Sonst wihlen wir w auller-
halb der besagten Geraden und haben ﬁ/ = 7/ o zw. So sehen wir, daB unsere
Gruppe kommutativ sein mufl. Wir schreiben ihre Verkniipfung von nun an + und
bezeichnen unsere Gruppe als X nennen ihre Elemente Richtungsvektoren. Fiir
das weitere bemerken wir noch, daf} jeder [somorphismus ¢ : X = Y von affinen
Desargues-Ebenen offensichtlich einen Isomorphismus ¢ : X = Y zwischen den
zugehorigen Gruppen von Richtungsvektoren induziert mit
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Skizze zur Aquivalenzrelation durch iterierte Parallelogramme

Skizze zur Aquivalenzrelation durch iterierte o-Trapeze
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3 70— p(@)e(y)

2. Sei wieder X eine affine Inzidenzebene. Wir halten einen Punkt o € X will-
kiirlich fest. Unter einem o-Trapez in X \ o verstehen wir dann ein Quadrupel von
Punkten (711, T12, T21, To2) € X* derart, daB es Geraden hy, h, durch o und Gera-
den g; || g2 gibt mit h; N g; = x;;. Nun betrachten wir auf der Menge (X\0)? die
Relation ~ mit (z,y) ~ (2’,y’) genau dann, wenn unsere vier Punkte (z,y, 2, ')
ein o-Trapez bilden. Diese Relation ist sicher symmetrisch und reflexiv. Bezeich-
ne ~ die davon erzeugte Aquivalenzrelation. Ahnlich wie zuvor zeigen wir, daf
unter der Annahme der affinen Desargues-Eigenschaft ihre Aquivalenzklassen die
Graphen von bijektiven Abbildungen (X\o) = (X\o) sind, und daf} die Fortset-
zungen unserer Bijektionen durch die Vorschrift o — o die einzigen Automorphis-
men ¢ unserer Inzidenzebene sind mit Fixpunkt o und ¢(g) || ¢ fiir jede Gerade
g. Diese Automorphismen bilden dann natiirlich auch eine Gruppe von Automor-
phismen unserer affinen Ebene, die wir die Homothetien mit Zentrum o nennen
und H, = H notieren.

3. Sei X eine affine Inzidenzebene mit der affinen Desargues-Eigenschaft. Gege-
ben eine Gerade K C X und ein Punkt 0 € K ist die Abbildung X' — X gegeben
durch z — o offensichtlich eine Injektion und ihr Bild eine Untergruppe. Wir er-
kldren eine Verkniipfung +, auf K durch die Vorschrift, daf} sie unter unserer In-
jektion der Addition in X entsprechen soll. Mit dieser Verkniipfung wird (K, +)
offensichtlich eine abelsche Gruppe mit neutralem Element o. Ist ¢ : X = Y
ein Isomorphismus von Inzidenzebenen, so ist ¢ : K = ¢(K) offensichtlich ein
Gruppenisomorphismus ¢ : (K, 4,) = (¢(K), +¢(0))-

4. Sei X eine affine Inzidenzebene mit der affinen Desargues-Eigenschaft. Gege-
ben eine Gerade K C X und zwei Punkte ¢ # o in K liefert das Anwenden auf
1 € K offensichtlich eine Bijektion

H, = K\o

zwischen unserer Gruppe von Homothetien und dem Komplement des Punktes o
in unserer Geraden K. Wir erkldren dann eine Verkniipfung - auf K\ o durch die
Vorschrift, daf diese Bijektion ein Isomorphismus von Mengen mit Verkniipfung
sein soll. Mit dieser Verkniipfung wird K\ o offensichtlich eine Gruppe mit neutra-
lem Element 2. Da unsere Homothetien ) Automorphismen unserer Inzidenzebe-
ne sind, die K stabilisieren und o festhalten, liefern sie Gruppenhomomorphismen
Y (K, +,) = (K, +,). Es folgt

c-(a+b)=c-a+c-b
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fir alle a,b € K und ¢ € K\o. Setzen wir die Multiplikation auf ganz K fort
durch die Regeln 0-a = 0 = a -0 Va € K, so folgt obige Distributivitit sogar fiir
alle a,b,c € K.

5. Das in der nebenstehenden Grafik mit den Notationen + = 1 und o = 0 darge-
stellte Argument zeigt, dal andererseits auch gilt

(t+d)b=>b+db

unter den Voraussetzungen b ¢ {o,2} und d ¢ {o,—1}. Vorgegeben sind darin
die rechte Gerade und die Punkte o, 1, b, d. Dazu wird die linke Gerade durch o
verschieden aber sonst willkiirlich gewihlt sowie der fette eingekringelte Punkt
darauf verschieden vom Ursprung aber sonst willkiirlich. Dann zeichnen wir die
Geraden von diesem Punkt zu 2 und b und die Parallele durch diesen Punkt zur
rechten Ursprungsgeraden. Indem wir weitere Parallelen geeignet einzeichnen,
konstruieren wir die Punkte db und 2 + d und (z + d)b. Die Giiltigkeit der Formel
(1 4+ d)b = b+ db entspricht dann der geometrischen Eigenschaft, da} die gestri-
chelte Gerade durch den nicht fetten eingekringelten Punkt lduft. Das aber stellt
die affine Desargues-Eigenschaft sicher. Es ist nun leicht explizit zu sehen, daf3
unsere Identitiit (2 +d)b = b+ db auch ohne alle Voraussetzungen gilt, und mit der
Assoziativitit der Multiplikation und der bereits gezeigten Distributivitit fiir die
Multiplikation von links folgt dann die Distributivitit fiir die Multiplikation von
rechts. Wir erkennen so, da3 & mit unseren beiden Verkniipfungen ein Schiefkor-
per wird.

6. Die Wahl eines Elements v € X\ K induziert nun offensichtlich eine Bijektion
K* > X

durch die Vorschrift, dal jedem Paar (A, ;) der Schnittpunkt der zu K parallelen
oder gleichen Geraden durch « - v mit der zu ov gleichen oder parallelen Geraden
durch A = X - 1 zugeordnet wird. Es ist dann leicht zu sehen, dafl unter dieser
Bijektion die Geraden von X den affinen Geraden von K? entsprechen. ]

Definition 2.7.1.11. Wir sagen, eine affine Inzidenzebene habe die affine Pappus-
Eigenschaft, wenn gegeben Geraden g, h und fiir ¢ € {1,2,3} Punkte z; € g\h
und y; € h\g stets gilt

(7192 || T2y7 und 293 || T3%2) = T1ys || T30n

2.7.1.12. Sie diirfen als Ubung zeigen, daB diese Eigenschaft fiir beliebige Gera-
den bereits folgt, wenn wir sie nur fiir sich schneidende Geraden fordern.
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Urd) 6

Skizze zum Beweis der Koordinatisierbarkeit von Desargues-Ebenen
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Skizze zur affinen Pappus-Eigenschaft.
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2.7.1.13. Es ist nicht schwer zu sehen, dal} eine affine Inzidenzebene mit der af-
finen Desargues-Eigenschaft genau dann die Pappus-Eigenschaft hat, wenn ihr
nach 2.7.1.16 bis auf Isomorphismus wohlbestimmter Koordinatenschiefkdrper
kommutativ ist. Hierfiir mufl man nur die Streckfaktoren der Streckungen unter-
suchen, die die verschiedenen Parallelen in der Pappus-Eigenschaft ineinander
iiberfithren. Der im folgenden bewiesene Satz von Hessenberg zeigt sogar, dal3
die Pappus-Eigenschaft bereits die Desargues-Eigenschaft impliziert.

Satz 2.7.1.14 (Hessenberg). Jede affine Inzidenzebene mit der Pappus-Eigen-
schaft hat auch die Desargues-Eigenschaft.

Beweis. Gegeben eine Konstellation aus drei paarweise verschiedene Geraden
g1, g2, g3 mit einem gemeinsamen Punkt z und fiir i € {1,2, 3} Punkte x;,y; €
g:\z mit 7175 || 7172 und T2z || 7213 gilt es, aus der Pappus-Eigenschaft

T1X3 H U1Y3

zu folgern. Wir sagen dann, ,,.Desargues gelte fiir diese Konstellation®“. Wenn die
x; kolinear sind, so folgt auch ohne Pappus bereits, daf die y; kolinear sind und
damit gilt Desargues fiir die gegebene Konstellation. Wir diirfen also zusitzlich
annehmen, daB die z; und dann auch die y; jeweils nicht kolinear sind. Gilt 7773 ||
g2 und 7173 || g2, so folgt wieder Desargues fiir die gegebene Konstellation auch
ohne Pappus. Wir diirfen also zusitzlich auch noch annehmen, daf} 773 nicht zu
go parallel ist. Jetzt betrachten wir die zu g, parallele Gerade g durch z3 und setzen

pi=gNag q:=9NY1ys und 7 = qys N TaT3
und holen das Argument dafiir nach, da3 auch r sinnvoll definiert ist. Wir haben
nidmlich ¢ ¢ 75y3, da die y; nicht kolinear sind und damit andernfalls ¢ = y3
folgern wiirde im Widerspruch dazu, da} y5 nicht auf g liegen kann. Damit gilt
schon mal ¢ # y» und G5 ist eine wohldefinierte Gerade. Diese Gerade schlie3lich
ist nicht parallel zu 7573, da sie nicht parallel ist zu 7573, da eben gilt ¢ & 7273.
Damit ist also auch r sinnvoll definiert. Jetzt wenden wir dreimal Pappus an.

1. Wir betrachten die Geraden 7q sowie g3 und darauf die Punkte 7, 2, ¢ sowie
Y3, T3, 2. Wir bemerken r # x3, da sonst x3, ¢ und 3 kolinear wiren und
wir ¢ = g folgern konnten im Widerspruch zu x5 ¢ g». Wir haben nun
r & g3 wegen Ty € g3 und yo & g3 nach Annahme und ¢ ¢ g3, da sonst
folgte ¢ = x3 und wieder 3, q und y, kolinear wéren, was ja nicht sein
kann. Andererseits haben wir y3 ¢ 7q, weil die y; nicht kolinear sind, und
x3 € 7q, weil x3 # ¢, und z € 7q, weil g nicht parallel ist zu 7q. Nun haben
wir 7Z3 || 9293 und 722 || g3 und mit Pappus folgt

7Z || qUs
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2. Wir betrachten die Geraden 7y, sowie g; und darauf die Punkte r, g, y5 so-
wie y1, z, p. Wir haben r ¢ ¢g; wegen 7z || gy3 = y1y3. Wir haben ¢ ¢ ¢y, da
sonst folgte ¢ = y; und dann die y; kolinear wéren. Wir haben y, ¢ g1 nach
Annahme. Wir haben weiter z ¢ 775, weil go nicht parallel ist zu 7y; = qys.
Haben wir auBBerdem y;, p & 79z, so konnen wir aus 7z || gy; und @p || 722
mit Pappus folgern

7P || %291
Haben wir andererseits p € 7y; oder y; € 7¥ys, so folgt p = ¢ = y;. Auch
in diesem Fall haben wir jedoch r # p, da sonst gilte » € ¢ und folglich
r = x3. Auch in diesem Fall ist also 7p eine wohlbestimmte Gerade und wir
haben sogar 7p = %77 und a forteriori 7p || 7277

3. Wir betrachten die Geraden 7573 sowie g, und darauf die Punkte x3, x5, r
sowie z, p, r1. Nach Annahme gilt x3, x5 &€ g, und r ¢ g; hatten wir bereits
gepriift. Unsere Annahmen zeigen auch unmittelbar z, x; & T2x3. Aus p €
Tox3 schlieBlich folgte p = x3 und das ist unmoglich wegen x3 ¢ g;. Wegen
Z3p || T2z und Tyxy || TP, letzeres nach dem vorhergehenden, folgern wir
mit Pappus

T3y || T2

Zusammen zeigen der erste und dritte Teil 7377 || 72 || 9U3 = 7143 ]

Ergdnzung 2.7.1.15 (Geometrische Charakterisierung reeller Ebenen). Man
kann die Forderung, da3 der Koordinatenkorper einer affinen Inzidenzebene mit
der affinen Pappus-Eigenschaft und a forteriori der affinen Desargues-Eigenschaft
der Korper der reellen Zahlen ist, auch in geometrischer Sprache ausdriicken. Das
liest sich dann wie folgt: Zunéchst erkldart man eine Doppelordnung auf einer
Menge X als eine Teilmenge D C P(X x X), die aus zwei Anordnungen von
X besteht, die zueinander opponiert sind. Dann vereinbart man, dafl eine Dop-
pelordnung mit besten Schranken eine Doppelordnung sein moge, in der fiir
jede ihrer beiden Anordnungen jede nach oben beschrinkte nichtleere Teilmenge
Y C X eine kleinste obere Schranke supy Y hat. Und dann betrachtet man affine
Inzidenzebenen, in denen es moglich ist, jede Gerade so mit einer Doppelordnung
mit besten Schranken zu versehen, daf jede ,,Parallelenidentifikation* zwischen
zwei verschiedenen Geraden die Doppelordnung erhilt. Unter einer ,,Parallelen-
identifikation* verstehen wir dabei jede Bijektion zwischen unseren beiden Gera-
den, die entsteht, indem wir eine sie beide schneidende dritte Gerade nehmen und
zwei Punkte auf unseren beiden urspriinglichen Geraden genau dann identifizie-
ren, wenn sie beide auf derselben Parallele zu unserer dritten Gerade liegen oder
beide auf unserer dritten Gerade selber. Es ist nicht schwer zu sehen, daf} der Ko-
ordinatenkorper unter diesen Voraussetzungen alle die Axiome ?? erfiillen mu8,
die den Korper der reellen Zahlen charakterisieren.
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Ubungen

Ubung 2.7.1.16. Man zeige, daB die affinen Inzidenzebenen zu Schiefkorpern
K, L genau dann isomorph sind, wenn unsere Schiefkorper isomorph sind.

Ubung 2.7.1.17. Man zeige, daB in einer affinen Inzidenzebene jede Gerade min-
destens zwei Punkte hat.

Ubung 2.7.1.18. Man zeige, da3 die Pappus-Eigenschaft fiir fiir parallele Gera-
den bereits folgt, wenn wir sie nur fiir sich schneidende Geraden fordern. Hin-
weis: Man mag sich am Beweis der analogen Aussage 2.7.1.9 in Bezug auf die
Desargues-Eigenschaft orientieren.

2.7.2 Projektive Raume

Definition 2.7.2.1. Gegeben ein Korper K und ein /-Vektorraum 11 bezeichnen
wir die Menge aller Ursprungsgeraden in W mit

PW =PgW :={V C W | V ist ein eindimensionaler Untervektorraum}

und nennen diese Menge den projektiven Raum zu I oder auch die Projektivi-
sierung von V. Jeder injektive Vektorraumhomomorphismus V' — W induziert
eine Injektion PV — PW der zugehdrigen Projektivisierungen.

2.7.2.2. Gegeben ein Korper K und ein K-Vektorraum 11 hat jeder Punkt des
zugehorigen projektiven Raums PW also die Gestalt (w) fiir w € W\0. Ist W
der Nullvektorraum, so ist PW leer. Ist W eindimensional, so besteht PW aus
einem einzigen Punkt. Fiir n > 0 heiBt der projektive Raum zu K™ der n-
dimensionale projektive Raum iiber dem Korper K und wir notieren ihn

P"K = P(K")

Gegeben xg, z1, ..., x, € K nicht alle Null bezeichnen wir die Gerade durch den
Ursprung und den Punkt mit den Koordinaten g, z1, . . ., x,, aufgefa3t als Punkt
des n-dimensionalen projektiven Raums, mit

(o, 21, ) = (w0, X1, .-, Tp))

Ublich sind auch die Schreibweisen [zg, 71, . . ., ,] und (x¢; z1;. . . ; x,) fiir die-
sen Punkt des projektiven Raums P" /. Wir erhalten eine Einbettung K" — P" K
vermittels der Abbildungsvorschrift (zy,...,z,) — (1,21,...,z,). Das Kom-
plement des Bildes dieser Einbettung ist genau die Menge P" ! K aller Geraden
durch den Ursprung im Teilraum 0 x K™ C K™, so daB wir mit einigen impli-
ziten Identifikationen fiir alle n > 1 eine Zerlegung

P'K = K" UP" 'K



2.7. GEOMETRISCHE ERGANZUNGEN* 297

erhalten. Im Fall n = 1 notieren wir diese Zerlegung meist P! K = K LI {oo} oder
reden von der kanonischen Bijektion K L {oo} = P'K.

2.7.2.3. Unser Monoidhomomorphismus K (X) — Ens(K U {oo}) aus 2.5.6.27
verwandelt sich unter obigen Identifikationen in einen Monoidhomomorphismus
K(X) — Ens(P'K), der in Formeln beschrieben werden kann durch die Vor-
schrift f : (1,z) — (Q(x), P(z)) fir f = P/Q eine Darstellung mit P und
() ohne gemeinsame Nullstelle in /& oder besser, wenn man den Wert bei (0, 1)
auch korrekt erhalten will, durch f : (y,z) — (Q(y,z), P(y,x)) fir Q,P €
K[Y, X] diejenigen homogenen Polynome vom gleichen Grad in zwei Variablen,
die beim Einsetzen von Y = 1 unsere urspriinglichen Polynome liefern und bei
denen der gemeinsame Grad unter diesen Bedingungen kleinstmoglich ist. Fiir
P(X)=X?+1und Q(X) = X® + X hiitten wir etwa P(Y, X) = X?Y3 + Y?°
und Q(Y, X) = X°+ XY™ Die offensichtliche Operation von GL(2; K) auf P' K
durch

b
(Z d) :(y,z) — (ay + bz, cy + dx)

kommt dann offensichtlich her von einer Operation auf K (X) durch Einsetzen
von (¢+dX)/(a+0bX) fur X. Man kann sich auch iiberlegen, dal man so alle K -
linearen Korperautomorphismen von K (X)) erhélt, da3 also das Einsetzen anderer
nichtkonstanter rationaler Funktionen keinen Korperautomorphismus liefert: Ist
K algebraisch abgeschlossen, so folgt das daraus, daB unter K (X) — Ens(P'K)
andere Elemente keine Injektion liefern. Im allgemeinen gilt es, zu einem alge-
braischen Abschluf3 iiberzugehen, was wir erst in ?? lernen.

2.7.2.4. Gegeben ein affiner Raum £ iiber einem Korper K erkldrt man seine pro-
jektive Vervollstindigung oder gleichbedeutend seinen projektiven Abschluf}
als die disjunkte Vereinigung

VE := EUPE

unseres affinen Raums mit der Projektivisierung seines Richtungsraums. Anschau-
lich gesprochen erginzt man also £/ um je einen zusétzlichen Punkt fiir jedes ma-
ximale System paarweise paralleler Geraden in £. Die Elemente von PE heifen
die unendlich fernen Punkte unserer projektiven Vervollstindigung. Ist £ eine
Ebene, so heifit PE die unendlich ferne Gerade. Ist F dreidimensional, so heif3t
PE die unendlich ferne Ebene. Im allgemeinen heift PE die unendlich fer-
ne Hyperebene. Jeder injektive Homomorphismus von affinen Riumen & — F'
induziert eine Injektion V£ — VF' der zugehorigen projektiven Vervollstiandi-
gungen.

2.7.2.5 (Projektive Vervollstindigung als Projektivisierung). Sei F ein affiner
Raum. Wir konnen seine projektive Vervollstindigung VE aus 2.7.2.4 wie folgt
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als projektiven Raum zu einem Vektorraum realisieren: Wir beginnen mit dem
Raum Aff(E, K) C Ens(FE, K) aller affinen Abbildungen £ — K, einem Unter-
vektorraum im Raum aller Abbildungen von E nach K. Den in seinem Dualraum
von den Auswertungen an Punkten aufgespannten Untervektorraum nennen wir
die Linearisierung Lin(E) C Aff(E, K)' des affinen Raums E. Im endlichdi-
mensionalen Fall ist diese Linearisierung bereits der ganze Dualraum, in Formeln
Lin(E) = Aff(E, K)". In jedem Fall erhalten wir eine Bijektion

(Ex KX)UE 5 Lin(E)

durch die Vorschrift, die jedem Paar (e, A) das A-fache der Auswertung bei e zu-
ordnet und jedem Richtungsvektor ¢ die Linearform, die einem ¢ € Aff(E, K)
den Wert der konstanten Funktion p — ¢(p+ ¥)) — ¢(p) zuordnet. Diese Bijektion
hinwiederum induziert dann offensichtlich eine Bijektion

VE=EUPE = PLin(E)

2.7.2.6 (Projektivisierung als projektive Vervollstindigung). Ist IV ein Vek-
torraum, H ein affiner Raum und ¢ : H — W eine affine Injektion, deren Bild
den Ursprung nicht enthilt, so kann man die Abbildung H — PW, v — (i(v))
zu einer Einbettung VH — PIV fortsetzen, indem man jeder Gerade aus PH ihr
Bild in PW unter dem linearen Anteil 7 unserer Injektion ¢ zuordnet. Ist hier das
Bild von i eine Hyperebene i(H) C W, so liefert diese Konstruktion sogar eine
Bijektion
VH = PW

zwischen der projektiven Vervollstindigung von / und der Projektivisierung von
W. Ist speziell i : K™ — K"*! das Davorscheiben einer Eins als erster Koordi-
nate, so ist diese Abbildung die bereits in 2.7.2.2 besprochene Bijektion

K'UP" 'K = K"UP(K") = VK" 5 P(K""") =P"K

Vorschau 2.7.2.77. Die projektiven Raume PV zu endlichdimensionalen reellen
oder komplexen Vektorraumen V' konnen mit einer Topologie versehen werden
durch die Vorschrift, dal eine Teilmenge offen sein soll genau dann, wenn ihr
Urbild in V'\0 offen ist. Mehr zu dieser sogenannten ,,Quotiententopologie® dis-
kutieren wir in ??. Bereits hier sei erwihnt, dafl es fiir diese Topologien stetige
Bijektionen mit stetiger Umkehrung gibt, die P'R mit der Kreislinie S und P'!C
mit der Kugelschale S? identifizieren. Deshalb heift P'C auch die Riemann’sche
Zahlenkugel. Genauer erhalten wir eine derartige Identifikation fiir P'C, indem
wir eine Kugelschale auf die komplexe Zahlenebene legen, eine Lampe an den
hochsten Punkt P stellen und jeden Punkt der Kugelschale, der nicht gerade der
hochste Punkt ist, auf seinen Schatten in der Ebene C abbilden, den hochsten
Punkt P jedoch auf co. Im reellen Fall verfahrt man analog.
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 2.7.2.8 (Universelle Eigenschaft der Linearisierung). Sei
ein affiner Raum E iiber einem Korper K. Man gebe Formeln an fiir die Ver-
kniipfung auf (E x K*) U E, die unter der Bijektion aus 2.7.2.5 der Additi-
on von Vektoren entsprechen. Man zeige weiter, da} die kanonische Abbildung
can : I/ — Lin F, die jedem Punkt e € E das Auswerten bei e zuordnet, die
universelle Eigenschaft hat, daB fiir jeden K -Vektorraum das Vorschalten von can
eine Bijektion
Homy (Lin E,V) = Affx(E,V)

induziert. In anderen Worten faktorisiert also jede affine Abbildung von einem af-
finen Raum in einen Vektorraum auf genau eine Weise iiber eine linare Abbildung
seiner Linearisierung in besagten Vektorraum, im Diagramm

E——V

7
v
can P
-

LinF

2.7.3 Projektive Inzidenzebenen

2.7.3.1. Durch den Ubergang von affinen Inzidenzebenen zu den sogenannten
,,projektiven Inzidenzebenen* entstehen neue Symmetrien, die die Eigenschaften
von Desargues und Pappus zu sehr viel stirkeren Aussagen machen.

Definition 2.7.3.2. Eine Menge X von ,,Punkten* mit einem System von Teil-
mengen G C P(X), genannt ,,Geraden®, heilit eine projektive Inzidenzebene
oder genauer eine konkrete projektive Inzidenzebene, wenn gilt:

1. Gegeben z,y € X mit x # y gibt es genau ein ¢ € G mit x € ¢ und
y € g alias: Durch je zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade.
Wir notieren sie Ty;

2. Gegeben g, h € G mit g # h gibtes genaueinz € X mitz € gundz € h
alias: Je zwei verschiedene Geraden schneiden sich in genau einem Punkt;

3. Es gibt vier paarweise verschiedene Punkte, von denen keine drei in dem-
selben g € G alias auf derselben Gerade liegen. Man spricht dann auch von
einem Viereck.

Beispiel 2.7.3.3. Ist W ein dreidimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K,
so wird der projektive Raum X := PW eine projektive Inzidenzebene, wenn
wir als Geraden alle Teilmengen der Gestalt PV mit V' C W einem zweidimen-
sionalen Untervektorraum auszeichnen. Analoges gilt, wenn allgemeiner K ein
Schiefkorper ist.
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Beispiel 2.7.3.4. Ist K ein Schiefkorper, so wird die Menge
X :=P*K = (K*\0)/K*

der Bahnen unter der Rechtsmultiplikation von K * eine projektive Inzidenzebene,
wenn wir als Geraden alle Teilmengen der Gestalt ((v K +wK)\0)/K* mitv, w €
K3*\0und vK # wK auszeichnen.

Beispiel 2.7.3.5 (Projektive Vervollstindigung). Gegeben eine affine Inzidenz-
ebene (X, G) konnen wir eine projektive Inzidenzebene (VX,G) konstruieren
wie folgt: Die Menge der Aquivalenzklassen unserer Aquivalenzrelation ,.gleich
oder parallel* aus 2.7.1.4 notieren wir SX und nennen ihre Elemente, also die
einzelnen Aquivalenzklassen, die unendlich fernen Punkte von X . Es mag ver-
wirrend sein, daB3 die unendlich fernen Punkte von X keine Punkte von X sind,
sondern vielmehr Mengen von Teilmengen von X, aber so ist nun einmal die Ter-
minologie. Dann erkldren wir die Menge VX als die disjunkte Vereinigung

VX =X USX

und erkldren G C P(VX), indem wir zu jedem g € G die Menge g := gLl [g] mit
l9] € SX der Aquivalenzklasse von g bilden und dann

G:={g|geGIu{SX}

setzen. In diesem Zusammenhang heifit SX die unendlich ferne Gerade. Man
sieht leicht, daB3 die projektive Vervollstandigung einer affinen Inzidenzebene stets
eine projektive Inzidenzebene ist. Umgekehrt ist auch klar, da3 man stets eine af-
fine Inzidenzebene erhilt, wenn man eine projektive Gerade aus einer projektiven
Inzidenzebene entfernt und als affine Geraden die Schnitte der anderen projekti-
ven Geraden mit dem Komplement besagter projektiver Gerade erklirt.

Beispiel 2.7.3.6. Ist I ein zweidimensionaler affiner Raum iiber einem Korper K,
so haben wir eine natiirliche Bijektion PE = SE zwischen der Projektivisierung
seines Richtungsraums und seiner unendlich fernen Gerade. Unter der Komposi-
tion von Bijektionen

VE=EUSE S EUPE S PLinE

mit dem letztem Pfeil nach 2.7.2.5 entsprechen dann die Geraden der im Sinne
von 2.7.3.5 projektiv vervollstindigten Inzidenzebene V£E den Geraden der als
Projektivisierung P Lin £ im Sinne von 2.7.3.3 der Linearisierung Lin £ unserer
affinen Ebene E' konstruierten projektiven Inzidenzebene.
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Skizze zum Beweis des Satzes von Hessenberg

Die projektive Ebene iiber dem Korper mit zwei Elementen hat sieben Punkte
und sieben Geraden.
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Definition 2.7.3.7. Eine Inzidenzstruktur ist ein Datum (X, G, I) bestehend aus
zwei Mengen X und G und einer Teilmenge I C X x G alias einer Relation
zwischen X und G. Statt (z,g) € I schreiben wir auch z/g. Gegeben zwei In-
zidenzstrukturen (X, G, 1) und (X', G',I’) verstehen wir unter einem Isomor-
phismus von Inzidenzstrukturen ein Paar (i, 1)) bestehend aus einer Bijektion
¢ : X = X' und einer Bijektion ¢ : G = G’ derart, daB gilt (¢ x ¥)(I) = I'.

Definition 2.7.3.8. Eine Inzidenzstruktur (X, G, I) heifit eine abstrakte affine
Inzidenzebene, wenn gilt:

1. Gegeben z,y € X mit x # y gibt es genau ein g € G mit x/g und y/g;

2. Gegeben g € Gund x € X mit (x,g) ¢ I gibtes genauein h € G mit z/h
derart, daf es kein y € X gibt mit y/g und y/h;

3. Es gibt x,y, 2 € X paarweise verschieden derart, daB kein g € G existiert
mit z/gund ylgund z/g.

Definition 2.7.3.9. Eine Inzidenzstruktur (X, G, I) heiBt eine abstrakte projek-
tive Inzidenzebene, wenn gilt:

1. Gegeben x # y in X gibt es genau ein g € G mit z/g und ylg;
2. Gegeben g # h in GG gibt es genau ein x € X mit z/g und z1h;

3. Es gibt ein Viereck alias paarweise verschiedene x, z9, r3, x4 € X und
paarweise verschiedene g1, g2, g3, g2 € G mit ;1 g; genau dann, wenn ent-
weder gilti = j oderi = j + 1(mod 4).

2.7.3.10 (Abstrakte und konkrete Inzidenzebenen). Jeder konkreten affinen In-
zidenzebene (X, G) konnen wir eine abstrakte affine Inzidenzebene (X, G, I') zu-
ordnen durch die Vorschrift I := {(x,g9) | * € g} Man iiberzeugt sich auch
leicht, daf} jede abstrakte affine Inzidenzebene isomorph ist zu einer abstrakten
affinen Inzidenzebene, die in dieser Weise von einer konkreten affinen Inzidenze-
bene herkommt. In diesem Sinne sind unsere beiden Begriffe also nur unwesent-
lich verschieden. Der Nutzen dieser beiden Begrifflichkeiten liegt allein darin, die
Betonung unterschiedlicher Aspekte der Theorie zu erleichtern. Analoges gilt fiir
projektive Inzidenzebenen.

Ergdnzung 2.7.3.11. Jedem Paar (X, G) bestehend aus einer Menge X mitsamt
einem Mengensystem G C P(X ) konnen wir ganz allgemein die Inzidenzstruktur
(X,G,I)mit [ :={(z,g) | * € g} zuordnen. Jede Inzidenzstruktur (X, A, I') mit
der Eigenschaft, dal gegeben a,b € A aus (zla < x1b) bereits folgt a = b, ist
weiter isomorph zu der Inzidenzstruktur eines Paares (X, G) wie oben.
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2.7.3.12 (Punkt-Geraden-Symmetrie projektiver Ebenen). Ist (X, G, ) eine
abstrakte projektive Inzidenzebene, so ist offensichtlich fiir 7 : X x G = G x X
die Vertauschung auch (G, X, 7(I)) eine abstrakte projektive Inzidenzebene. Sie
heifit die duale projektive Inzidenzebene.

Definition 2.7.3.13. Man sagt, eine projektive Inzidenzebene habe die Desargues-
Eigenschaft, wenn folgendes gilt: Gegeben seien zwei dreielementige jeweils
nicht kolineare Mengen von Punkten, und dazwischen eine Bijektion. Die Ge-
raden durch je zwei Punkte eines Tripels bilden damit eine dreielementige Menge
von Geraden, und wir erhalten so auch zwei dreielementige Mengen von Geraden
und dazwischen eine Bijektion. Gibt es dann einen Punkt, der mit je zwei Punkten
in Bijektion kolinear ist, so gibt es auch eine Gerade, die mit je zwei Geraden in
Bijektion kopunktal ist alias einen allen Dreien gemeinsamen Punkt hat.

2.7.3.14. In Formeln iibersetzt besagt die Desargues-Eigenschaft: Gegeben seien
zwel Tripel x1, Y1, 21 und x5, Y2, 22 von jeweils nicht kolinearen Punkten. Wir set-
Zen T; = Y;z;, ¥i ‘= z;x; und z; := 7;y; und erhalten so zwei Tripel 1, 91, 21
und %5, 2, Zo von jeweils nicht kopunktalen Geraden. Gibt es dann einen Punkt p
mit (p, x1,z2) und (p,y1,y2) und (p, 21, 22) jeweils kolinear, so gibt es auch eine
Gerade g mit (g, T1, Z2) und (g, 1, ¥2) und (g, Z1, Z2) jeweils kopunktal.

2.7.3.15. Verstirken wir in der Formulierung der Desargues-Eigenschaft den letz-
ten Satz zur Forderung ,,Genau dann gibt es einen Punkt, der mit je zwei Punkten
in Bijektion kolinear ist, wenn es eine Gerade gibt, die mit je zwei Geraden in
Bijektion kopunktal ist“, so gilt diese a priori stirkere Eigenschaft offensichtlich
fiir eine projektive Inzidenzebene genau dann, wenn sie fiir die duale projektive
Inzidenzebene gilt.

2.7.3.16 (P?K hat die Desargues-Eigenschaft). Wir priifen, daB jede projektive
Ebene iiber einem beliebigen Schiefkorper im Sinne von 2.5.7.2 die Desargues-
Eigenschaft hat. Wir arbeiten zunichst in einer beliebigen projektiven Inzidenze-
bene. Fallen Punkte in Bijektion oder Geraden in Bijektion zusammen, so ist die
zugehorige Bedingung der Desargues-Eigenschaft aus trivialen Griinden erfiillt.
Diese Fille schlieen wir von jetzt an aus. Damit ist der Punkt p eindeutig be-
stimmt und es gilt T NZs # 7; N2 und es gibt genau eine Gerade g mit (g, 71, T2)
und (g, %1, 7y2) kopunktal. Es gilt zu zeigen, dal dann im Fall einer projektiven
Ebene iiber einem Schiefkorper auch (g, 1, Z2) kopunktal ist. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit diirfen wir dabei annehmen, dall g die unendlich ferne
Gerade von P?K ist. Liegen nun von einem unserer beiden Tripel zwei Punkte
auf der unendlich fernen Geraden, ist die zugehorige Bedingung der Desargues-
Eigenschaft wieder aus trivialen Griinden erfiillt. Liegt von einem unserer beiden
Tripel nur ein Punkt auf der unendlich fernen Geraden, etwa der Punkt x;, so
miissen sowohl (x1,y;,y2) als auch (z1,y;,ys) kolinear sein und damit miissen
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Die Desargues-Eigenschaft besagt, da3 die drei als hohle Kreise dargestellten
Schnittpunkte stets auf einer hier gestrichelt gezeichneten Gerade liegen.
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(y1,Y2,ys3) kolinear sein im Widerspruch zu unseren Annahmen. Es reicht also,
den Fall zu betrachten, dal keiner unserer Punkte x1, x5, 3, y1, ¥2, y3 auf der un-
endlich fernen Geraden liegt. Unter diesen Annahmen gilt es nun noch, die beiden
Fille p ¢ g und p € g zu behandeln. Der erste Fall ist der im Bild Dargestellte.
In diesem Fall kann man mit einer Streckung mit Zentrum p argumentieren. Im
zweiten Fall p € g argumentiert man analog mit einer Parallelverschiebung.

2.7.3.17. Hat eine projektive Inzidenzebene die Desargues-Eigenschaft, so hat die
durch Weglassen einer beliebigen Gerade entstehende affine Inzidenzebene offen-
sichtlich die affine Desargues-Eigenschaft.

Definition 2.7.3.18. Man sagt, eine projektive Inzidenzebene habe die Pappus-
Eigenschaft, wenn folgendes gilt: Gegeben seien zwei kolineare Tripel von Punk-
ten. So gibt es ein drittes kolineares Tripel von Punkten derart, da3 wenn wir aus
einem beliebigen unserer drei Tripel den ersten Eintrag nehmen, aus einem belie-
bigen anderen den zweiten Eintrag und aus dem verbleibenden Tripel den dritten
Eintrag, da3 wir dann stets ein kolineares Tripel erhalten.

2.7.3.19. In Formeln soll es also fiir Punkte 11, 212, 13, 21, T92, T93 mit der Ei-
genschaft x;1, x;2, ;3 kolinear fiir ¢« = 1,2 stets kolineare Punkte x3;, x39, 233
geben mit 1,(1), T20(2), T30(3) kolinear fiir jede Permutation o € Ss.

2.7.3.20 (Fiir K kommutativ hat P?K die Pappus-Eigenschaft). Wir priifen,
daB3 jede projektive Ebene iiber einem Korper die Pappus-Eigenschaft hat. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf mindestens eines un-
serer beiden Tripel, sagen wir das Erste, aus drei paarweise verschiedenen Punk-
ten besteht, und daf} dieses auf der unendlich fernen Gerade liegt. Liegt auch einer
der Punkte z5; des zweiten Tripels auf der unendlich fernen Geraden, so konnen
wir unser drittes Tripel unschwer auf der unendlich fernen Geraden finden. Die-
sen Fall brauchen wir also auch nicht weiter zu betrachten. Dann aber sind unsere
Punkte x3;1, 730, 233 bereits eindeutig festgelegt und liegen nicht in der unendlich
fernen Geraden und es muf} nur noch gezeigt werden, daB sie kolinear sind. Fallen
zwei Punkte des dritten Tripels zusammen, ist das eh klar. Ist 737735 parallel zu
einer Gerade durch x5, 99, To3, S0 ist die Behauptung leicht zu sehen. Ist schlief3-
lich 731732 nicht parallel zu einer Gerade durch x5, x99, 293, so diirfen wir den
Schnittpunkt unserer beiden Geraden als den Ursprung eines Koordinatensystems
annehmen und mit Streckungen argumentieren. Die Details seien dem Leser zur
Ubung iiberlassen.

2.7.3.21. Hat eine projektive Inzidenzebene die Pappus-Eigenschaft, so hat die
durch Weglassen einer beliebigen Gerade entstehende affine Inzidenzebene offen-
sichtlich die affine Pappus-Eigenschaft.
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Die Pappus-Eigenschaft besagt, daf} die drei als hohle Kreise dargestellten
Schnittpunkte stets auf einer hier gestrichelt gezeichneten Gerade liegen.

Der Fall einer parallelen dritten Gerade beim Beweis der Pappus-Eigenschaft
2.7.3.20. Die unendlich fernen Punkte z; gehoren zu den Parallelenscharen, von
denen zwei Reprisentanten mit jeweils ¢ Strichen gekennzeichnet sind. Zu zeigen

ist, daf der Schnittpunkt x33 der gestrichelten Linien auf 37735 liegt, das als

parallel zur Geraden durch die Punkte zo; angenommen ist.
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Ubungen

Ubung 2.7.3.22. Man zeige, daB in einer projektiven Inzidenzebene jede Gerade
mindestens drei Punkte hat.

Ubung 2.7.3.23. Man zeige ohne auf den Koordinatisierungssatz zuriickzugreifen,
daB3 eine projektive Inzidenzebene genau dann die Pappus-Eigenschaft hat, wenn
die duale projektive Inzidenzebene die Pappus-Eigenschaft hat.

2.7.4 Lineare Konvexgeometrie

Definition 2.7.4.1. Sei V' ein Vektorraum iiber einem angeordneten Korper und
E C V eine Teilmenge. Wir sagen, ein Vektor v € V laBt sich aus £ positiv
linear kombinieren, wenn er eine Darstellung

v =11+ ...+ axe,

besitzt mit a; > O und e; € E und n > 0. Die leere Linearkombination mit
n = 0 verstehen wir hier wie immer als den Nullvektor, der sich also in unseren
Konventionen aus jeder Teilmenge positiv linear kombinieren 1483t.

2.7.4.2. Zum Beispiel ist die Menge der aus der Standardbasis des R? positiv li-
near kombinierbaren Vektoren der abgeschlossene positive Quadrant: Die Punkte
im Inneren erhalten wir mit n = 2, die vom Ursprung verschiedenen Punkte auf
den Rindern mit n = 1, und den Ursprung mit n = 0. Statt a;; > 0 hétten wir
in der Definition also gleichbedeutend auch o; > 0 schreiben konnen. Wenn wir
aber im folgenden von einer positiven Linearkombination reden, so meinen wir
stets positive und nicht etwa nur nichtnegative Koeffizienten.

Satz 2.7.4.3 (Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen). Ist V' ein Vektorraum
iiber einem angeordneten Korper und EE C V eine endliche Teilmenge, so gilt fiir
jeden Vektor v € V' genau eine der beiden folgenden Aussagen:

Entweder der Vektor v laft sich aus E positiv linear kombinieren,
oder aber es gibt eine Linearform o € V' mit a(e) > 0 Ve € F und a(v) < 0.

Im ersten Fall kann v sogar positiv linear kombiniert werden aus hochstens dim V'
Elementen von E. Ist E ein Erzeugendensystem von 'V, so kann im zweiten Fall o
sogar so gewdhlt werden, daf} ker o von seinem Schnitt mit E erzeugt wird.

Ergiinzung 2.7.4.4. Ist zusitzlich ein Teilraum W C VT gegeben derart, daB
auf keinem Vektor von V'\0 alle Linearformen aus W verschwinden, so konnen
wir im zweiten Fall sogar « € W finden. In der Tat gibt es ja dann fiir jede
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Eine Menge E = {ey, €5, €3} von drei Vektoren des Richtungsraums der
Papierebene, die bis auf ihre Bezeichnung nichts mit der Standardbasis des R? zu
tun haben, sowie ein Vektor v auBBerhalb der Menge ihrer positiven
Linearkombinationen, der sich nach unserem Satz durch eine Hyperebene ker o,
in diesem Fall die gestrichelt eingezeichnete Gerade, von unserer Menge aller
positiven Linearkombinationen abtrennen 146t.
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Eine Menge von fiinf Vektoren der Ebene, eingezeichnet als Pfeile, nebst der
Menge aller positiven Linearkombinationen von Teilmengen unserer fiinf
Vektoren, eingezeichnet als der kreuzweise schraffierte Bereich, zu dem auch der
gestrichelt eingezeichnete Rand hinzuzurechnen ist. Die beiden gestrichelt
eingezeichneten Geraden sind die Kerne extremer Stiitzen, in diesem Fall gibt es
bis auf Multiplikation mit positiven Skalaren genau zwei extreme Stiitzen.
Einfach schraffiert die Bereiche, auf denen jeweils eine dieser extremen Stiitzen
nichtnegativ ist.
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endliche Teilmenge von V und jedes o € V' ' ein & € W, das auf dieser endlichen
Teilmenge dieselben Werte annimmt wie . Ist V' endlichdimensional, so muf hier
natiirlich bereits W = VT gelten.

2.7.4.5. Der Satz und der hier gegebene Beweis stammen von Weyl [ ]. Im
Fall des Grundkorpers R geht er aber bereits auf Farkas zuriick und hei3t man-
cherorts das Lemma von Farkas. Eine algorithmische Darstellung des Beweises
und mehr zur praktischen Bedeutung unseres Satzes in der linearen Optimierung
findet man in [ ].

2.7.4.6 (Der Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen in Koordinaten). Spe-
zialisieren wir den Satz zu V' = R", dessen Elemente wir als Spaltenvekto-
ren auffassen, und besteht unsere endliche Menge E' aus den m Spaltenvekto-
ren einer Matrix A € Mat(n x m;R), so erhalten wir fiir einen Spaltenvektor
v=>0b=(by,...,b,)" € R"aus2.7.4.3 die folgende Alternative:

Entweder es gibt einen Spaltenvektor z € (R>()” mit b = Az,
oder aber es gibty = (y1,...,y,)" € R"mity ' A € (Rsg)™und y'b < 0.

Unser « ist in diesem Fall der Zeilenvektor y" = (y1, ..., yn).

2.7.4.7 (Variante zum Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen). Besteht unsere
endliche Menge E aus den m Spaltenvektoren einer Matrix C' € Mat(n x m;R)
und ihren Negativen sowie den Vektoren der Standardbasis, so erhalten wir aus
2.7.4.3 fiir einen Spaltenvektor b = (b, ..., b,)" € R" die folgende Alternative:

Entweder es gibt einen Spaltenvektor x € R™ mit C'z < b in dem Sinne, daf
diese Ungleichung in jeder Koordinate gilt,

oder aber es gibty = (y1,...,y,)" € (Rso)"mity'C =0und y'b < 0.

Beispiel 2.7.4.8. Man denke sich einen Ikosaeder mit einer Ecke im Urprung, und
denke sich F als seine Eckenmenge. In diesem Fall hitte die Menge der positiven
Linearkombinationen von Vektoren aus £ die Gestalt eines eckigen Kegels mit
fiinf Flidchen, die tibrigends genau die Kerne der ,,extremen Stiitzen von E* aus
dem gleich folgenden Beweis sind.

Korollar 2.7.4.9 (Satz von Caratheodory). Seien V' O T ein Vektorraum endli-
cher Dimension iiber einem angeordneten Korper mit einer ausgezeichneten Teil-
menge. Ldfit sich ein Vektor von V' aus T’ positiv linear kombinieren, so ldft er
sich bereits aus einer Teilmenge von 'I' mit hochstens dim V' Elementen positiv
linear kombinieren.

Beweis. Dies Korollar folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz iiber lineare Unglei-
chungen 2.7.4.3. Besonders anschaulich scheint mir die affine Variante 2.7.4.13
dieser Aussage. O
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2.7.4.10 (Der Fall positiver Linearkombinationen unendlicher Mengen). Ge-
geben eine Gerade in der Ebene R?, die die Menge der Punkte mit rationalen
Koordinaten Q? nur im Nullpunkt trifft, betrachte man in Q? einen der beiden
zugehorigen Halbrdume mitsamt der Null. Dieser durch den Ursprung erginzte
Halbraum ist eine konvexe Teilmenge E von Q?, die von iiberhaupt keinem Punkt
aus ihrem Komplement durch eine Gerade des Q-Vektorraums Q? getrennt wer-
den kann. Unser Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen ist also fiir unendliches
E im allgemeinen nicht mehr richtig. Betrachten wir jedoch abgeschlossene kon-
vexe Kegel I/ im Sinne von 2.7.4.14 in reellen Banach-Riumen, so gibt es fiir
jeden Vektor v im Komplement eine stetige Linearform, die auf besagtem Ke-
gel nichtnegativ ist, auf dem Vektor aber negativ: Dieser Satz ist eine Variante
der grundlegenden Trennungssitze aus der Funktionalanalysis, der sogenannten
,, Irennungssitze von Hahn-Banach®.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf3 V' von
E erzeugt wird. Eine Linearform o € V' "\0 mit a(e) > 0 Ve € FE nennen wir
eine Stiitze von E. Wird zusitzlich ker a erzeugt von (ker o) N E, so nennen wir
« eine extreme Stiitze von F£. Natiirlich ist auch jedes positive Vielfache einer
Stiitze eine Stiitze und jedes positive Vielfache einer extremen Stiitze eine extre-
me Stiitze. Wir beweisen den Satz durch Induktion tiber d = dim V' und miissen
die zweite unserer beiden erginzenden Zusatzaussagen gleich mit beweisen, um
die Induktion am Laufen zu halten. Wir unterscheiden zwei Fille.

Fall 1: E besitzt mindestens eine extreme Stiitze. Sei dann v € V' gegeben mit
a(v) > 0 fiir jede extreme Stiitze «. Es gilt zu zeigen, daB sich v positiv linear aus
hochstens d Elementen von £ kombinieren 148t. Liegt v im Kern einer der extre-
men Stiitzen, sagen wir a(v) = 0, so ersetzen wir £ C V durch ENker a C ker «
und sind fertig mit Induktion: Jede Linearform + auf ker «, die eine extreme Stiit-
ze von F N kera C ker« ist, 1dBt sich ndmlich zu einer Linearform v auf V'
ausdehnen. Die alternativen Ausdehnungen 7 4 p« miissen fiir hinreichend grof3e
Skalare p Stiitzen von E sein, da ja « positiv ist auf allen Punkten von F au-
Berhalb des Kerns, und wihlen wir p kleinstmdglich mit v + pa Stiitze von E,
so erhalten wir eine Ausdehnung von 7’ zu einer Linearform auf V, die selbst
extreme Stiitze von £/ C V ist. Sind also alle extremen Stiitzen von £/ C V nicht-
negativ auf v € ker o, so auch alle extremen Stiitzen von £ N ker o C ker o, und
unsere Induktion lduft. Liegt v bei keiner extremen Stiitze im Kern, so suchen wir
uns ein e € F, das nicht im Kern aller extremen Stiitzen liegt, und wihlen A > 0
kleinstméglich derart, daB die Ungleichungen a(v — Ae) > 0 fiir alle extremen
Stiitzen v weiter bestehen bleiben, aber mindestens eine, sagen wir zur extremen
Stiitze 3, eine Gleichung (v — Ae) = 0 wird. Dann zeigt dieselbe Induktion, daf3
sich v — Ae positiv linear kombinieren 148t aus d — 1 Elementen von E N ker 3
und damit v aus d Elementen von F£.
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Ein Kegel im Raum mit vier R y-Bahnen von extremen Stiitzen, deren Kerne
von den vier Fldchen unseres Kegels erzeugt werden. Die obere viereckige
Fldche habe ich nur eingezeichnet, um das Bild plastischer aussehen zu lassen.
Unser ker a aus dem Beweis ist die Vorderfldche.

Ein Schnitt durch obige Figur, der zeigen soll, wie man im Beweis die
fortgesetzte extreme Stiitze  in ker o zu einer extremen Stiitze ' verwackelt.
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Fall 2: E besitzt keine extremen Stiitzen. Wir diirfen V' 7 (0 annehmen und wihlen
unter allen « € V' "\0 derart, daB (ker o) von seinem Schnitt mit £ erzeugt wird,
ein « aus, fiir das die Kardinalitidt der Menge E = ET (o) :={e € E | a(e) >
0} maximal moglich wird. Nach Annahme finden wir dennoch ein e~ € FE mit
a(e”) < 0 und diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit a(e”) = —1 an-
nehmen. Dann betrachten wir die Projektion 7 : v — v + a(v)e™ von V auf ker «v
ldngs e~ . Hitte 7(E™) eine extreme Stiitze 3, so konnten wir diese durch die Vor-
schrift 3(e~) = 0 fortsetzen zu einer Linearform 8 € V' mit 3|E* > 0 und
B(e) = 0, und ker § wire erzeugt von seinem Schnitt mit £, im Widerspruch
zur Wahl von «. Also hat 7(E™) keine extreme Stiitze und nach Induktionsvor-
aussetzung 148t sich jeder Vektor aus ker «v positiv linear aus 7( E™) kombinieren.
Also 148t sich jedes v € V schon mal aus £ linear kombinieren unter der Ein-
schrinkung, dal nur der Koeffizient vor e~ negativ sein darf. Weiter gibt es aber
auch mindestens ein e € E mit a(e™) > 0, sonst wiire ja —« eine extreme Stiitze
von E. Schreiben wir —e™ in unserer eingeschrinkten Weise und wenden « an, so
erkennen wir, dal} der Koeffizient von e~ positiv sein mul}, und nach geeigneter
Umformung stellen wir —e™ dar als positive Linearkombination von Elementen
von ET. Damit 148t sich nun offensichtlich jeder Vektor aus V' positiv linear aus
E, jasogar aus E* U {e” } kombinieren. Um schlieBlich zu zeigen, daB fiir solch
eine Darstellung eines gegebenen Vektors v sogar d Elemente von E ausreichen,
beginnen wir mit irgendeiner Darstellung v = A\e;+. . .+, e, als positive Linear-
kombination von Elementen von F. Benutzt sie mehr als d Elemente von £, so ist
(A1, ..., An) ein Punkt aus dem Inneren des positiven Quadranten in " auf einer
ganzen affinen Geraden von Losungen der Gleichung v = A\je; + ... 4+ \,e,. Die
Stelle, an der diese Gerade den positiven Quadranten verldft, ist dann eine kiirzere
Darstellung von v als positive Linearkombination von Elementen von F. [

Korollar 2.7.4.11 (Hauptsatz iiber affine Ungleichungen). Ist E eine endliche
Teilmenge eines affinen Raums W iiber einem angeordneten Korper k, so gilt fiir
jedes p € W genau eine der beiden folgenden Aussagen:

1. Der Punkt p liegt in der konvexen Hiille von E;

2. Es gibt eine affine Abbildung o« : W — k mit a(e) > 0 Ve € E und
a(p) < 0.

Im ersten Fall liegt p sogar bereits in der konvexen Hiille einer Teilmenge von F
mit hichstens (dim W) + 1 Elementen. Erzeugt E unseren affinen Raum W, so
kann im zweiten Fall o sogar so gewdhlt werden, daf3 seine Nullstellenmenge von
ihrem Schnitt mit I erzeugt wird.
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Eine Menge von neun Punkten der affinen Ebene, eingezeichnet als fette Punkte,
nebst ihrer konvexen Hiille, einem unregelmifBigen Fiinfeck, zu dem auch der
gestrichelt eingezeichnete Rand hinzuzurechnen ist. Man erkennt, dal dieses

Fiinfeck wie in 2.7.4.12 besprochen in der Tat genau der Schnitt derjenigen
»abgeschlossenen Halbebenen* ist, die unsere neun Punkte umfassen und deren
,.begrenzende Hyperebene®, in unserem Fall jeweils eine der gestrichelt
eingezeichneten Geraden, von ihrem Schnitt mit £ affin erzeugt wird.
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2.7.4.12. Ist also W ein affiner Raum iiber einem angeordneten Korper und £ C
W eine endliche Teilmenge, die unseren affinen Raum erzeugt, so ist die kon-
vexe Hiille von E genau der Schnitt aller ,,abgeschlossenen Halbrdume®, die &
umfassen und deren ,,begrenzende Hyperebene‘ von ihrem Schnitt mit £ erzeugt
wird. Diese Formulierung scheint mir der Anschauung besonders gut zugédnglich.
Im iibrigen heilit eine Teilmenge eines affinen Raums iiber einem angeordneten
Korper, die die konvexe Hiille einer endlichen Teilmenge ist, auch ein Polytop.

Beweis. Wir identifizieren unseren affinen Raum mit einer affinen nichtlinearen
Hyperebene in einem Vektorraum. Das Korollar folgt dann unmittelbar aus dem
Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen 2.7.4.3. ]

Korollar 2.7.4.13 (Satz von Caratheodory im Affinen). Ist W D T ein affiner
Raum endlicher Dimension iiber einem angeordneten Korper mit einer ausge-
zeichneten Teilmenge, so liegt jeder Punkt aus der konvexen Hiille von 'T" bereits
in der konvexen Hiille einer Teilmenge von T mit hichstens (dim W) + 1 Elemen-
ten.

Beweis. Die konvexe Hiille von 7' ist die Vereinigung der konvexen Hiillen al-
ler endlichen Teilmengen von 7'. Unser Korollar erweist sich so als unmittel-
bare Konsequenz aus dem vorhergehenden Hauptsatz iiber affine Ungleichungen
2.7.4.11. []

Definition 2.7.4.14. Ein Kegel in einem Vektorraum V" {iber einem angeordneten
Korper £ ist eine Teilmenge C' C V, die den Ursprung enthilt und stabil ist unter
der Multiplikation mit nichtnegativen Skalaren. Einen konvexen Kegel nennen wir
einen Konvexkegel. Ein Kegel, der keine Gerade umfaft, heif3t ein spitzer Kegel.

2.7.4.15. Ein Teilmenge C'in einem Vektorraum V" iiber einem angeordneten Kor-
per k ist genau dann ein Konvexkegel, wenn sie den Ursprung enthélt und stabil
ist unter Addition und unter der Multiplikation mit nichtnegativen Skalaren. In
Formeln ausgedriickt kann ein Konvexkegel also charakterisiert werden als eine
Teilmenge C' C V' mit den Eigenschaften 0 € C'und v,w € C = v+w € C' und
velC = elCVAXEeks.

2.7.4.16. Auf Englisch sagt man cone fiir ,,Kegel* und strongly convex cone fiir
,»spitzer Konvexkegel“.

2.7.4.17. Natiirlich ist jeder Schnitt von Kegeln wieder ein Kegel und jeder Schnitt
von Konvexkegeln wieder ein Konvexkegel. Der kleinste Konvexkegel, der eine
gegebene Menge von Vektoren umfaflt, heiflt der von dieser Menge erzeugte Kon-
vexkegel. Er besteht genau aus allen Vektoren, die sich aus unserer Menge positiv
linear kombinieren lassen. Ein endlich erzeugter Konvexkegel heifit auch ein po-
lyedrischer Konvexkegel.
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[lustration zum Satz von Caratheodory. Die konvexe Hiille der sieben fetten
Punkte 7" ist das schraffierte Siebeneck, und jeder Punkt aus diesem Siebeneck
liegt in der Tat auf einem Dreieck, dessen drei Ecken Ecken unseres Siebenecks

sind.
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2.7.4.18. Man beachte den Unterschied zwischen dem von einer Menge erzeugten
Kegel und dem von derselben Menge erzeugten Konvexkegel.

Definition 2.7.4.19. Gegeben eine Teilmenge £/ C V eines Vektorraums iiber
einem angeordneten Korper definieren wir im Dualraum V' " unseres Vektorraums
ihre Polarenmenge £° C V' durch die Vorschrift

E:={AeV'|Xe)<1 VecE}

2.7.4.20. Die Polarenmenge eines Kegels (' ist offensichtlich ein Konvexkegel
und kann beschrieben werden durch die Formel

C°={ eV |Xc)<0VceC}

Die Polarenmenge eines Kegels nennt man auch den dualen Kegel. Dal3 diese
Terminologie sinnvoll ist, zeigt der folgende Satz.

Satz 2.7.4.21 (von Farkas iiber duale Kegel). Ist C' ein endlich erzeugter Kon-
vexkegel in einem endlichdimensionalen Vektorraum V' iiber einem angeordneten
Korper, so ist auch seine Polarenmenge C° C V' ein endlich erzeugter Konvex-
kegel und der kanonische Isomorphismus V.= V' induziert eine Bijektion

C = C

Beweis. Wir identifizieren im folgenden V' und V vermittels des kanonischen
Isomorphismus. Fiir jede Teilmenge £ C V gilt £ C E°°, und fiir einen endlich
erzeugten Konvexkegel C' haben wir nach dem Hauptsatz tiber lineare Unglei-
chungen 2.7.4.3 auch C' D C°°, mithin C' = (C°°. Es bleibt nur zu zeigen, dal3
auch C° ein endlich erzeugter Konvexkegel ist. Wir zeigen dazu erst einmal, daf3
wir endlich viele Gleichungen A1, ..., \, € VT finden kénnen mit

C={veV |\ >0 Vi}

Sei in der Tat £ C C ein endliches Erzeugendensystem unseres Konvexkegels
C'. Erzeugt I schon ganz V' als Vektorraum, so folgt unsere Behauptung aus dem
Hauptsatz iiber lineare Ungleichungen 2.7.4.3, genauer seiner allerletzten Aussa-
ge. Andernfalls gilt es eben, geeignete Linearformen, Ay, ..., A\, auf dem von C'
erzeugten Untervektorraum W zu wihlen, diese auf V' fortzusetzen, und noch ge-
niigend auf I verschwindende Linearformen hinzuzunehmen. Die Linearformen
—A1, ..., =\, € VT erzeugen nun per definitionem einen Konvexkegel K C V'
mit K° = C, und wegen K = K° = (° folgt, daB auch C° endlich erzeugt
ist. []
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Ein Konvexkegel und sein dualer Kegel im Richtungsraum P der Papierebene P,
den wir dazu vermittels eines unter allen Kongruenzbewegungen invarianten
Skalarprodukts { , ) durch can: P = PT v+ (v, ) mit seinem Dualraum

identifiziert haben, so dal} wir erhalten

can 1 (C°) = {v | (v,¢c) <0 Ve e C}

Ein Punkt der Papierebene stellt dabei denjenigen Richtungsvektor dar, der vom
»Zentrum* unseres Bildes zum entsprechenden Punkt schiebt.
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Korollar 2.7.4.22 (Charakterisierungen spitzer Konvexkegel). Fiir einen end-
lich erzeugten Konvexkegel in einem endlichdimensionalen Vektorraum iiber ei-
nem angeordneten Korper sind gleichbedeutend:

1. Unser Konvexkegel ist spitz;

2. Es gibt eine Linearform auf unserem Vektorraum, die auf dem Konvexkegel
mit Ausnahme des Ursprungs echt positiv ist;

3. Die Polarenmenge unseres Konvexkegels erzeugt den Dualraum unseres
Vektorraums.

2.7.4.23. Die Bedingung ,.endlich erzeugt® ist hier wesentlich. Zum Beispiel wire
die Menge aller Punkt in Q? echt unterhalb der x-Achse mitsamt dem Ursprung
ein spitzer Konvexkegel, dessen Polarenmenge nicht den ganzen Dualraum er-
zeugt.

Beweis. Fiir einen beliebigen Kegel £ umfalit £° eine Gerade genau dann, wenn
E nicht den ganzen Raum erzeugt. Mit 2.7.4.21 folgt (1) < (3). Die Implikation
(2) = (1) ist offensichtlich. Um schlieBlich (3) = (2) zu zeigen wihlen wir nach
2.7.4.21 ein endliches Erzeugendensystem der Polarenmenge unseres Konvexke-
gels und betrachten die Summe seiner Elemente. Verschwindet diese Summe an
einem Punkt des Kegels, so verschwinden dort iiberhaupt alle Linearformen auf
unserem Vektorraum und damit ist besagter Punkt der Ursprung. [

Ubungen

Ubung 2.7.4.24. Man schreibe in Formeln und beweise: Ein System von endlich
vielen homogenen linearen Ungleichungen iiber einem angeordneten Korper hat
genau dann eine nichttriviale Losung, wenn es keine nichttriviale lineare Abhén-
gigkeit mit nichtnegativen Koeffizienten zwischen unseren Linearformen gibt.

Ubung 2.7.4.25. Gegeben ein Konvexkegel K in einem Vektorraum iiber einem
angeordneten Korper, der den ganzen Vektorraum erzeugt, 1a6t sich jede Abbil-
dung ¢ : K — W in einen weiteren Vektorraum mit o(v + w) = ¢(v) + ¢(w)
sowie p(av) = ap(v) fir alle v,w € K und a > 0 auf genau eine Weise zu einer
linearen Abbildung K — W fortsetzen.

Ergiinzende Ubung 2.7.4.26 (Duale Kegel unter Korpererweiterung). Seien
K D k ein angeordneter Korper mit einem Teilkorper, den wir mit der induzierten
Anordnung versehen. Sei V' ein endlichdimensionaler k-Vektorraum, C' C V ein
endlich erzeugter Konvexkegel, und C'x C Vi der davon erzeugte Konvexkegel
im zu Skalaren K erweiterten Vektorraum Vi = V ®, K. So stimmt der duale
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Kegel zum Kegel C¢ unter der kanonischen Identifikation (Vi)™ = (V') iiber-
ein mit dem Erzeugnis in (V' ") des dualen Kegels C° C VT von C'. In Formeln
gilt also

(Cr)* = (C7)k

Ubung 2.7.4.27. Gegeben eine Teilmenge E eines affinen Raums iiber einem an-
geordneten Korper k bezeichne konv(E) ihre konvexe Hiille. Ist ' die Standard-
basis des £” und W C k" ein affiner Teilraum, so zeige man, da3 ein Punkt p
extrem ist im Schnitt W N konv(E) genau dann, wenn er fiir mindestens eine
Teilmenge £’ C E der einzige Punkt von W N konv(E’) ist.

Ubung 2.7.4.28. Sei K ein angeordneter Korper. Gegeben Kegel C, D in einem
K -Vektorraum gilt fiir die dualen Kegel offensichtlich (C' + D)° = C° N D°. Fiir
endlich erzeugte Konvexkegel C', D in einem endlichdimensionalen k- Vektorraum
V folgere man mit dem Satz 2.7.4.21 {iber duale Kegel

(CND)° =C°+D°

Gegeben endlich viele Linearformen o, . .., o, € V* hat insbesondere der Kon-
vexkegel C' := {v | a;(v) > 0 Vi} als dualen Kegel C° den Kegel aller negativen
Linearkombinationen der «;, in Formeln

C° = {Z T;0y
Ubung 2.7.4.29 (Starker Dualititssatz der linearen Optimierung). Ungleichun-
gen zwischen Vektoren des R™ oder R™ sind im folgenden stets komponentenwei-
se zu verstehen. Seien A € Mat(n X m;R) und b € R" und ¢ € R™ gegeben.
Man zeige, daB fiir d € R gleichbedeutend sind:

1. Unser d ist das Maximum der linearen Funktion z +— ¢'x auf der Menge
{z e R" | Az < b};

2. Unser d ist das Kleinste aller 6 € R mit
{reR™|c'z <} D{reR™| Az < b},

3. Unser d ist das Kleinste aller 6 € R mit
{(z,t) €R™ [ (cT]=8)(5) <0} D {(w,1) e R™ | (220 (5) <0

0 -1

4. Unser d ist das Kleinste aller § € R mit
Ro(—c"16) C {(T N (%) | (y,7) € R (y,7) < 0}

5. Unser d ist das Kleinste aller € R, fiir das y > 0 und v > 0 existieren mit
(—c"[0) = (=y " AlyTb+7);
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[llustration zum starken Dualitétssatz. Die Frage des Maximums wird iibersetzt
in eine Frage nach dem Enthaltensein von Kegeln und dualisiert durch Ubergang
zu den dualen Kegeln. Der duale Kegel zu einem Halbraum ist dabei ein Strahl.



322 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA I

6. Unser d ist das Minimum der linearen Funktion vy +— y'b auf der Menge
allery € R" mity > Oundc' =y " A.

Beim Ubergang zwischen 3 und 4 benétigt man Ubung 2.7.4.28, die anderen Uber-
ginge sind elementar. Die Aquivalenz von 1 und 6 heiBt der starke Dualititssatz.
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2.9
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Die Vorlesung LLA1 im Wintersemester 14/15

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4 x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen. Fiir die Darstellung der Grundlagen fand keine Abstim-
mung mit anderen Grundvorlesungen statt.

20.10

23.10

27.10

30.10

3.11

6.11

10.11

13.11

17.11

20.11

Fibonnacci-Folge und Vektorraumbegriff; Mengen; Keine Diskussion von
Binomial-Koeffizienten; Keine Diskussion der vollstindigen Induktion.

Abbildungen, Beginn der Diskussion von Verkniipfungen, Beispiele fiir Ver-
kniipfungen;

Assoziativitdt macht Klammern iiberfliissig. Monoide, Gruppen. Korper be-
gonnen. Keine Diskussion von Homomorphismen.

Korper fertig. Lineare Gleichungssysteme, Losungsmenge, Gaul3-Algorith-
mus; Definition abstrakter Vektorrdume, Beispiele; Endliche kartesische Pro-
dukte, der Vektorraum der Tupel.

Untervektorraume, Erzeugung, Linearkombinationen, lineare Unabhéngig-
keit; Basis, Extremalcharakterisierung von Basen, noch ohne Beweis.

Extremalcharakterisierung von Basen, Beweis, dauerte etwa eine Stunde.
Dann Hauptabschitzung der linearen Algebra, Korollare, Dimension, Di-
mensionssatz noch ohne Beweis.

Beweis Dimensionssatz, Steinitz weggelassen, freier Vektorraum iiber Men-
ge, freier Vektorraum iiber Basis in Bijektion zu Vektorraum, Zorn fiir Men-
gensysteme 2.1.9.12, Basisexistenzsatz mit Variante, Homomorphismen von
Magmas, Monoiden, Gruppen, Korpern, Vektorrdumen, Beispiele fiir linea-
re Abbildungen, Endo, Iso, Auto, isomorphe Vektorrdume haben dieselbe
Dimension noch ohne Beweis;

Beweis isomorphe Vektorrdume haben dieselbe Dimension; Stufenzahl nach
GauB-Algorithmus als Dimension des Losungsraums. Kern, Bild, Injektiv
bedeutet Kern Null. Dimensionsformel, zweiter Beweis des Dimensionssat-
zes. Komplemente.

Lineare Abbildung festgelegt und festlegbar durch Werte auf Basis. Exis-
tenz komplementirer Unterraume, Halbinverser zu linearen Surjektionen
und Injektionen. Affine Riume, affine Abbildungen, affine Teilrdume.

Schnitt affiner Teilrdume, Bezug zu Losungsmengen linearer Gleichungs-
systeme. Erzeugen affiner Teilrdaume, affine Abbildungen im Fall reeller af-
finer Rdume charakterisiert durch Erhaltung von Geraden. Matrizen linearer
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24.11

27.11

1.12

4.12

8.12

11.12

15.12

18.12

22.12

Abbildungen K — K™, Produkt von Matrizen, Zusammenhang mit Ver-
kniipfung linearer Abbildungen noch ohne Beweis.

Produkt von Matrizen, Zusammenhang mit Verkniipfung linearer Abbildun-
gen, Rechenregeln fiir Matrizen, Zusammenhang mit linearen Gleichungs-
systemen, invertierbare Matrizen, Elementarmatrizen, Darstellung jeder Ma-
trix als Produkt von solchen noch ohne Beweis.

Darstellung jeder Matrix als Produkt von Elementarmatrizen mit Bewesis,
Smith-Normalform, Rang einer Matrix, Zeilenrang ist Spaltenrang, Berech-
nung der inversen Matrix. Matrizen beliebiger linearer Abbildungen in Be-
zug auf Basen, Basiswechsel. Nicht Spur, das soll in die Ubungen. Noch
nicht: Notation fiir Darstellung eines Vektors in Basis.

Anwenden einer linearen Abbildung auf Darstellung eines Vektors in ent-
sprechender Basis. Alternativer Beweis fiir die Smith-Normalform. Dual-
raum, transponierte Abbildung und duale Basis. Matrix der transponierten
Abbildung noch ohne Beweis.

Matrix der transponierten Abbildung: Beweis. Bidualraum und bitranspo-
nierte Abbildung. Kovektoren als Zeilenmatrizen. Realisierung der kom-
plexen Zahlen als Drehstreckungen; Konjugation, Inverse, geometrische In-
terpretation des Quadrierens.

Aquivalenzrelationen. Primzahlen, Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
noch ohne Beweis. Auch Satz iiber den gro3ten gemeinsamen Teiler noch
ohne Beweis.

Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung mit Beweis. Satz iiber den groften
gemeinsamen Teiler mit Beweis. Euklidischer Algorithmus. Restklassen-
ringe. Ringhomomorphismen. Quersummenkriterien.

Integritétsbereiche. Kiirzen, Nullteiler, Einheiten. Primkorper. Verschliisse-
lung. Polynomringe, Einsetzen, Wurzeln, Grad. Grad Schranke fiir Zahl der
Wurzeln ohne Beweis. Teilen mit Rest ohne Beweis.

Teilen mit Rest fiir Polynome. Grad Schranke fiir Zahl der Wurzeln mit Be-
weis. Polynome als Funktionen, iiber endlichen und unendlichen Korpern.
Algebraisch abgeschlossene Korper, Faktorisierung im Komplexen und im
Reellen, anschauliche Begriindung fiir den Fundamentalsatz der Algebra.
Quotientenkorper, rationale Funktionen, Partialbruchzerlegung.

Projektive Rdume, Hamilton’sche Zahlen, Inzidenzgeometrie, Pappus-Ei-
genschaft und Koordinatisierbarkeit.
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8.1

12.1

15.1

19.1

22.1

26.1

29.1

2.2

5.2

9.2

KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA I

Signum einer Permutation, Leibnizformel, Charakterisierung der Determi-
nante, noch ohne Beweis der Einzigkeit.

Beweis der Einzigkeit. Determinantenmultiplikationssatz, Invertierbarkeits-
kriterium, Laplace’scher Entwicklungssatz, Cramer’sche Regel, Invertier-
barkeitskriterium tiber kommutativen Ringen.

Orientierung endlichdimensionaler Rdume iiber angeordneten Korpern. Be-
sprechung der Evaluation der Vorlesung. Eigenwerte, Eigenvektoren, cha-
rakteristisches Polynom von quadratischer Matrix und Endomorphismus,
Nullstellen des charakteristischen Polynoms und Eigenwerte. Trigonalisier-
barkeit gleichbedeutend zur Zerfillung des charakteristischen Polynoms for-
muliert, nur einfache Richtung gezeigt.

Trigonalisierbarkeit gleichbedeutend zur Zerféllung des charakteristischen
Polynoms, schwierige Richtung gezeigt. Charakteristisches Polynom nil-
potenter Endomorphismen. Diagonalisierbarkeit. Lineare Unabhéngigkeit
der Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten. Theorem von
Cayley-Hamilton mit Beweis.

Bemerkungen zum Theorem von Cayley-Hamilton und zur Evaluation von
Polynomen. Beispiel. Einfacherer Beweis des Theorems von Cayley-Hamil-
ton iiber die komplexen Zahlen. Beispiel: Diagonalisierung einer Matrix.

Kongruenzebenen, Beweis der Existenz invarianter Skalarprodukte noch
nicht ganz fertig, Eindeutigkeit noch nicht gemacht.

Beweis der Existenz und Eindeutigkeit invarianter Skalarprodukte fiir Kon-
gruenzebenen. Tensorprodukt mit eindimensionalem Raum, Lingengera-
de, kanonisches Skalarprodukt. Bewegungsriume werden in der Vorlesung
nicht behandelt werden.

Reelle und komplexe Skalarproduktraume. Orthonormalsysteme und Or-
thonormalbasen. Deren Existenz. Orthogonale Projektion und orthogonales
Komplement. Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung mit Beweis. Dreiecksun-
gleichung noch ohne Beweis.

Beweis Dreiecksungleichung und Bessel’sche Ungleichung. Orthogonale
und unitdre Abbildungen und deren Matrizen, Determinanten, Eigenwerte.
Vorgezogen: Charakterisierung orthogonaler Abbildungen als nicht notwen-
dig lineare Abbildungen, die den Nullvektor festhalten und alle Abstinde
zwischen Vektoren erhalten. Satz vom Ful3ball.

Sartori rechnet Beispiele.
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12.2 Besprechung des Formats der Klausur, Wiederholung der groben Struktur
der Vorlesung. Spektralsatz fiir unitdre Automorphismen, Normalform fiir
orthogonale Automorphismen.

GroBle Themen:
1. Mengen, Abbildungen, Verkniipfungen, Monoide, Gruppen, Korper.

2. Lineare Gleichungssysteme, Gaul3-Algorithmus, Vektorrdume, Untervek-
torraume, Erzeugung, lineare Unabhéngigkeit, Basis, Dimension, Hauptab-
schitzung.

3. Homomorphismen, lineare Abbildungen, Injektivitit, Kern, Bild, Dimensi-
onsformel.

4. Affine Rdaume, affine Teilrdume, affine Abbildungen.

5. Lineare Abbildungen und Matrizen, Rechnen mit Matrizen, Inverse, Trans-
ponierte, Basiswechsel, Smith-Normalform.

6. Dualraum, Bidualraum, Zusammenhang mit dem Transponieren.
7. Rechnen mit komplexen Zahlen.
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triviale, 68, 205 Viereck, 299
Untermonoid, 66 in der projektiven Inzidenzebene, 302
Untervektorraum, 109 voll
unverkiirzbar Rang, 156
Erzeugendensystem, 115 vollstindige Induktion, 202
unverldngerbar Vorschalten von Abbildung, 41

linear unabhingige Teilmenge, 115

Urbild Wahrheitstafel, 53

Weierstral3
M , 40 .
vonienee Vorbereitungssatz, 233
VE projektive Vervollstindigung von E, Wert, 37
297 Wertebereich, 37
Wilson

van-de-Ven-Diagramme, 30

van-der-Monde-Determinante, 268 Satz von, 224

Variable wohldefiniert, 239
von Polynom, 224 Waurzel
Vektor von Polynom, 226

Element eines Vektorraums, 98 M* invertierbare Elemente

Vektpr'raum, 98 eines Monoids M, 61
Vereinigung, 29 X

aufsteigende, 126 kartesisches Produkt, 29
Von_ Mengensystem, 112 Produkt von Abbildungen, 103
vergeBliche komplexe Zahlen, 193 » Produkt von Abbildungen, 39

Verkniipfung
auf einer Menge, 51 Z ganze Zahlen, 26
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Zahl
ganze, 26
gerade, 217
Hamilton’sche, 248
komplexe, 193
natirliche, 26
rationale, 26
ungerade, 217
Zahldarstellungen, 204
Zahlenebene, 194
Zahlenkugel, Riemann’sche, 298
Zehn als natiirliche Zahl, 204
Zeilenindex, 95
Zeilenrang, 156
Zeilenstufenform, 93
Zeilenvektor, 149
Zeit, 273
Zeiteinheit
nichtrelativistische, 273
Zeitpunkt, 161
Zeitspanne, 161, 273
Zorn’sches Lemma, 125
Zweil als natiirliche Zahl, 204
zyklisch
Anordnung, 46
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