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1 Darstellungen und Gruppenringe

1.1 Darstellungen
Definition 1.1.1. Eine Darstellung einer Gruppe G über einem Körper k ist
ein Paar (V, ρ) bestehend aus einem k-Vektorraum V und einem Gruppenhomo-
morphismus

ρ : G→ GL(V )

1.1.2. Allgemeiner versteht man unter einer Darstellung eines Monoids G über
einem Ring k ein Paar (V, ρ) bestehend aus einem k-Modul V und einem Mo-
noidhomomorphismus ρ : G→ Endk(V ).

1.1.3 (Notationen). Oft bezeichnen wir eine Darstellung abkürzend mit demsel-
ben Symbol wie den zugrundeliegenden Vektorraum oder Modul. Gegeben eine
Darstellung V eines Monoids G bezeichnet dann ρV den zugehörigen Monoidho-
momorphismus ρV : G→ End(V ).

1.1.4. Ist unser Monoid G eine Gruppe, so landet jeder Monoidhomomorphis-
mus ρV : G → End(V ) in der Gruppe GL(V ) der invertierbaren Elemente
des Monoids der Endomorphismen von V und ist ein Gruppenhomomorphismus
ρV : G→ GL(V ). Eine Darstellung einer Gruppe „als Monoid“ ist also dasselbe
wie eine Darstellung einer Gruppe „als Gruppe“.

1.1.5 (Herkunft der Terminologie). Im Fall des Vektorraums V = kn liefert li-
neare Algebra einen Ringisomorphismus Endk(V )

∼→ Mat(n; k). Ist unsere Dar-
stellung ρ : G → Endk(V ) dann auch noch injektiv, so „stellt ρ die abstrakte
Gruppe G dar als eine konkrete Gruppe von Matrizen“, daher die Bezeichnung
als „Darstellung“. Zum Beispiel könnte die zweielementige Gruppe dargestellt
werden, indem man ihr nichttriviales Element als Punktspiegelung auf der Ebene
operieren läßt, oder als Spiegelung an einer Achse in der Ebene, oder als Punkt-
spiegelung auf dem Raum, oder als Spiegelung an einer Ebene im Raum, oder
auch als Drehung mit dem Winkel 180◦ um eine Achse. Das Symbol ρ ist ein
„rho“, das Analogon für unser „r“ im griechischen Alphabet. Es steht für „repre-
sentation“.

1.1.6 (Geschichtliche Anmerkung). Die Theorie der Darstellungen endlicher
Gruppen durch komplexe Matrizen wurde parallel von Theodor Molien in Estland
(April 1897), Georg Frobenius in Berlin (November 1897) und William Burnside
in Greenwich (Januar 1898) entwickelt. Die wechselseitigen Beziehungen zwi-
schen diesen Autoren wurden von Thomas Hawkins untersucht. Er kam zu dem
Schluß, daß die beiden erstgenannten Autoren völlig unabhängig voneinander ar-
beiteten und daß Burnside’s Arbeit sich auf noch frührere Arbeiten von Molien
und Frobenius stützt.
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1.1.7. Gegeben G ein Monoid und k ein Ring und V ein k-Modul induziert das
Exponentialgesetz Ens(G,Ens(V, V ))

∼→ Ens(G× V, V ) eine Bijektion{
Darstellungen
G→ End(V )

}
∼→
{
G-Operationen G× V → V
durch k-lineare Abbildungen

}
Hierbei verstehen wir unter einer „G-Operation durch k-lineare Abbildungen“ ei-
ne G-Operation G × V → V mit der Eigenschaft, daß gilt g(v + w) = gv + gw
und g(λv) = λ(gv) ∀g ∈ G, λ ∈ k und v, w ∈ V .
Beispiel 1.1.8. Jeder Vektorraum V wird eine Darstellung seiner Automorphis-
mengruppe G = GL(V ) vermittels ρ = id. Diese Darstellung heißt die Stan-
darddarstellung von GL(V ).
Beispiel 1.1.9. Gegeben ein Monoidhomomorphismus ϕ : H → G können wir je-
de Darstellung V von G zurückziehen zu einer Darstellung resHG V von H , indem
wir von ρV zu ρV ◦ ϕ übergehen.
Beispiel 1.1.10. Sei k ein Ring. Jeder k-Modul V wird eine Darstellung eines
beliebigen Monoids G vermittels der trivialen Operation ρ(g) = idV ∀g ∈ G.
Der Modul V = k mit der trivialen Operation heißt die Einsdarstellung.
Beispiel 1.1.11. Ist K/k eine Körpererweiterung, so ist K eine Darstellung über
k der Galoisgruppe Gal(K/k).
Beispiel 1.1.12. IstG×X → X eine Operation eines MonoidsG auf einer Menge
X und k ein Ring, so wird der freie k-Modul kX über X mit der linear fortge-
setzten Operation eine Darstellung des Monoids G über k. Darstellungen dieser
Bauart nennt man im Fall einer Gruppe G Permutationsdarstellungen. Ebenso
wird der Funktionenraum Ens(X, k) mit der Operation „durch Vorschalten“ eine
Darstellung des opponierten Monoids Gopp.
Beispiel 1.1.13. Eine Darstellung (V, ρ) des Monoids N anzugeben bedeutet nach
der universellen Eigenschaft von (N, 1) als „freies Monoid über der einelemen-
tigen Menge“ nichts anderes, als einen Endomorphismus A ∈ End(V ) eines
Moduls V anzugeben, nämlich dem Endomorphismus A = ρ(1). Eine Darstel-
lung (V, ρ) der Gruppe Z anzugeben bedeutet nach der universellen Eigenschaft
von (Z, 1) als „freie Gruppe über der einelementigen Menge“ nichts anderes, als
einen Automorphismus A ∈ GL(V ) eines Moduls V anzugeben, nämlich den
Automorphismus A = ρ(1).
Beispiel 1.1.14 (Darstellungen der zweielementigen Gruppe). Sei ein Körper
k gegeben. Wir untersuchen die endlichdimensionalen Darstellungen der Gruppe
Z/2Z über k. Eine solche Darstellung (V, ρ) anzugeben bedeutet nach der univer-
sellen Eigenschaft von Z und der universellen Eigenschaft des Quotienten nichts
anderes, als einen Automorphismus A ∈ GL(V ) eines k-Vektorraums V anzuge-
ben mit A2 = idV , nämlich den Automorphismus A = ρ(1). Wir unterscheiden
zwei Fälle.
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char k 6= 2 : In diesem Fall ist V die direkte Summe V = V + ⊕ V − der Eigen-
räume von A zu den Eigenwerten ±1, für alle v ∈ V gilt nämlich

v =
1

2
(v + Av) +

1

2
(v − Av)

char k = 2 : In diesem Fall zerfällt das charakteristische Polynom von A bereits
über k und hat nur den Eigenwert 1. In einer geeigneten Basis von V hat
also A eine Matrix in Jordan’scher Normalform. Aus A2 = idV folgt dann,
daß hier nur Jordanblöcke der Größen eins und zwei möglich sind.

Um die Analoga dieser Erkenntnisse für eine beliebige Gruppe, ja ein beliebiges
Monoid G formulieren zu können, bauen wir zunächst unseren Begriffsapparat
weiter aus.

Definition 1.1.15. Seien V,W Darstellungen eines Monoids G über einem festen
Ring k. Ein Homomorphismus von Darstellungen ist eine k-lineare Abbildung
f : V → W mit f(gv) = gf(v) für alle v ∈ V , g ∈ G. Wir notieren die Gruppe
aller solchen Homomorphismen

Homk,G(V,W )

Ein Isomorphismus von Darstellungen ist ein bijektiver Homomorphismus. Gibt
es einen Isomorphismus zwischen zwei Darstellungen V und W , so schreiben wir
auch V ∼= W und sagen, die Darstellungen V und W seien isomorph.

Ergänzung 1.1.16. Steht der Formalismus der Kategorientheorie zur Verfügung,
so kann man das alles auch sehr viel effizienter sagen: Die Kategorie der Darstel-
lungen eines Monoids G über einem Ring k ist die Kategorie

Cat([G],Modk)

aller Funktoren der Einobjektkategorie zu G in die Kategorie der k-Moduln.

Definition 1.1.17. Gegeben Darstellungen V,W eines Monoids G über einem
Ring k definieren wir ihre direkte Summe als den Modul V ⊕W mit der Opera-
tion g(v, w) = (gv, gw). Ähnlich definieren wir auch direkte Summen von endlich
oder sogar unendlich vielen Darstellungen. Die direkte Summe von n Kopien ei-
ner Darstellung V kürzen wir ab mit V n oder ausführlicher V ⊕n. Für den Fall
n = 0 vereinbaren wir V 0 = 0.

Beispiel 1.1.18. Sei wieder k ein Körper. In unserer neuen Terminologie können
wir die obigen Erkenntnisse wie folgt zusammenfassen:
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char k 6= 2 : Bezeichnet k+ beziehungsweise k− die Einsdarstellung beziehungs-
weise die nichttriviale eindimensionale Darstellung der Gruppe G = Z/2Z,
so ist jede endlichdimensionale Darstellung von Z/2Z über k isomorph zu
genau einer Darstellung der Gestalt kn+ ⊕ km− für n,m ∈ N.

char k = 2 : Bezeichnet k beziehungsweise P die Einsdarstellung beziehungs-
weise eine zweidimensionale Darstellung mit nichttrivialer Operation von
Z/2Z, bei der also das nichtneutrale Element durch einen Jordanblock der
Größe zwei mit Eigenwert Eins operiert, so ist jede endlichdimensionale
Darstellung von Z/2Z über k isomorph zu genau einer Darstellung der Ge-
stalt kn ⊕ Pm für n,m ∈ N.

Von den in 1.1.5 diskutierten Fällen wäre in dieser Notation die Punktspiegelung
auf der Ebene R2

−, die Spiegelung an einer Achse R+ ⊕ R−, die Punktspiegelung
im Raum R3

−, die Spiegelung an einer Ebene R2
+⊕R−, und die Drehung mit dem

Winkel 180◦ um eine Achse R+ ⊕ R2
−.

Vorschau 1.1.19. In 1.2.10 diskutieren wir die Klassifikation aller Darstellungen
der zweielementigen Gruppe über Z, die als Z-Moduln frei und endlich erzeugt
sind. Sie zeigt, daß die Situation schnell komplizierter wird, wenn wir nicht mehr
über Körpern arbeiten.

1.1.20. Wir wollen nun ähnliche Aussagen auch für allgemeinere Monoide for-
mulieren und bauen dazu unseren Begriffsapparat noch weiter aus.

Definition 1.1.21. Seien G ein Monoid und k ein Ring.

1. Eine Teilmenge W ⊂ V einer Darstellung V von G über k heißt eine Un-
terdarstellung, wenn W ein unter G stabiler k-Untermodul ist, in Formeln
g ∈ G, w ∈ W ⇒ gw ∈ W ;

2. Eine Darstellung V von G heißt oder einfach oder irreduzibel, wenn sie
genau zwei Unterdarstellungen hat, als da heißt, wenn V nicht der Nullraum
ist, aber 0 und V die einzigen Unterdarstellungen von V sind. Die Menge
der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von G über k notiere ich

irr(k,G)

3. Eine Darstellung V von G heißt unzerlegbar, wenn V nicht der Nullraum
ist und es keine zwei von Null verschiedenen UnterdarstellungenW1,W2 ⊂
V gibt mit W1 ⊕ W2

∼→ V unter dem von den Einbettungen induzierten
Homomorphismus;
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4. Ein Element v ∈ V einer Darstellung von G heißt zyklisch, wenn V selbst
die einzige Unterdarstellung von V ist, die das Element v enthält. Arbei-
ten wir über einem Körper, so heißt solch ein Element auch ein zyklischer
Vektor. Eine Darstellung V von G heißt zyklisch, wenn sie ein zyklisches
Element besitzt.

Beispiele 1.1.22. Jede eindimensionale Darstellung über einem Körper k ist ein-
fach. In einer einfachen Darstellung ist jedes von Null verschiedene Element zy-
klisch. Unsere Darstellung P aus 1.1.18 ist zwar unzerlegbar und zyklisch, aber
nicht einfach.

Proposition 1.1.23 (Schranke für die Zahl einfacher Darstellungen). Ein end-
liches Monoid G hat über jedem Körper k bis auf Isomorphismus höchstens so-
viele einfache Darstellungen wie Elemente, in Formeln

| irr(k,G)| ≤ |G|

Beweis als Vorschau. Zum Beweis der Proposition entwickeln wir im folgenden
allgemeine Begriffe und Methoden, die Ihnen auch in anderen Kontexten ständig
begegnen werden. Genauer können wir unsere Darstellungen mit 1.2.7 als Moduln
über dem Monoidring kG auffassen. Die Proposition folgt dann aus dem Korollar
3.1.4 zum Satz von Jordan-Hölder für Moduln.

Ergänzung 1.1.24 (Eine Gruppe mit vielen unzerlegbaren Darstellungen). Pro-
position 1.1.23 gilt nicht analog, wenn wir darin „einfach“ durch „unzerlegbar“ er-
setzen: Bereits für die Klein’sche Vierergruppe gibt es über dem Körper mit zwei
Elementen unzerlegbare Darstellungen beliebig großer Dimension. In der Tat ist
der Gruppenring in dem Fall isomorph zu F2[a, b] mit a2 = b2 = 0. Dann sind
die Moduln V := F2n+1

2 mit a : e2i 7→ e2i+1 und b : e2i 7→ e2i−1 für 1 ≤ i ≤ n
und a, b : e2i+1 7→ 0 für 0 ≤ i ≤ n. Dann gilt ker a = ker b und wir können
folglich φ : im a → V definieren durch φ : v 7→ b(a−1(v)). Damit erhalten wir
eine Filtrierung auf im a durch

im a ⊃ φ−1(im a) ⊃ . . . ⊃ φ−n(im a) = 0

mit eindimensionalen Subquotienten. Das aber zeigt, daß für jede Zerlegung un-
serer Darstellung in zwei direkte Summanden V = U ⊕W für einen Summanden
W gilt im(a|W ) = 0 und damit W ⊂ 〈e2i+1 | 0 ≤ i ≤ n〉. Es ist aber explizit
klar, daß es einen derartigen Summanden nicht geben kann.

Beispiele 1.1.25 (Schwingungen eines Methanmoleküls). Ein Methanmolekül
können wir uns als einen Tetraeder denken mit jeweils einem Wasserstoffatom an
jeder der vier Ecken und einem Kohlenstoffatom in der Mitte. Wir denken uns

8



im folgenden diese Atome durch eine Art Federn verbunden und beschreiben den
Zustand unseres Moleküls durch eine Abbildung

ϕ : {0, 1, 2, 3, 4} → E

in den Anschauungsraum, einen dreidimensionalen affinen euklidischen Raum E,
mit der Konvention, daß ϕ(0) die Position des Kohlenstoffatoms angeben möge
und die anderen ϕ(i) die Positionen der vier Wasserstoffatome. Die Menge aller
derartigen Abbildungen ϕ notieren wir M . In der in [AN2] 10.4.3 eingeführten
Terminologie ist M der Konfigurationsraum eines mechanischen Systems. Das
Vorschalten einer Permutation σ ∈ S4, fortgesetzt auf {0, 1, 2, 3, 4} durch 0 7→ 0,
induziert eine Rechtsoperation von S4 auf M und a forteriori eine Rechtsoperati-
on von S4 auf seinem Geschwindigkeitsphasenraum TM〈1/ s〉, wie er in [AN2]
10.5.4 eingeführt wird. Andererseits operiert die Gruppe Oaff(E) der orthogonal-
affinen Automorphismen des Anschauungsraums durch Nachschalten von links
auf unserem Konfigurationsraum M und a forteriori auf seinem Geschwindig-
keitsphasenraum TM〈1/ s〉. Diese beiden Operationen kommutieren und liefern
durch Übergang zur Linksoperation der inversen Permutation eine Operation von
Oaff(E)×S4 aufM und TM〈1/ s〉. Offensichtlich sind sowohl die Potentialfunkti-
on V als auch die Funktion der kinetischen Energie K invariant unter der Operati-
on von Oaff(E)×S4. Bei jedem Methanmolekül in Ruhe p ∈M ⊂ TM〈1/ s〉 ver-
schwindet die kinetische Energie K und das Potential V : M → 〈gm2/s2〉 nimmt
ein lokales Minimum an. Die Isotropiegruppe von p ist in diesem Fall eine diago-
nal eingebettete Kopie von S4. Unter dem Isomorphismus TpM

∼→M,~v 7→ p+~v
entspricht in diesem Fall die das Potential V bei p approximierende Quadrik bis
auf eine additive Konstante einer energiewertigen homogenen quadratischen Form
auf TpM und die kinetische Energie einer energiewertigen positiv definiten ho-
mogenen quadratischen Form auf TpM〈1/ s〉 alias einer positiv definiten quadra-
tischen Form auf TpM mit Werten in 〈gm2〉. Beide Formen sind invariant unter
S4, folglich sind auch die Eigenräume des quadratischen Anteils der potentiel-
len Energie in Bezug auf die durch die kinetische Energie gegebene euklidische
Struktur nach [LA2] 2.2.9 stabil unter S4 und damit Darstellungen von S4. Die zu-
gehörigen Eigenwerte sind „energiewertige inverse Flächen“ alias Elemente von
〈s−2〉 und beschreiben nach [AN2] 10.5.8 die Frequenzen der „kleinen Schwin-
gungen“ unseres Moleküls. Die Symmetrien unseres Systems erzwingen Vielfach-
heiten von gewissen Eigenwerten. Gewisse Spektrallinien werden also in mehrere
nah beieinander liegende Linien aufspalten, sobald man die Symmetrie bricht, et-
wa durch das Anlegen eines Magnetfeldes.
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Übungen

Übung 1.1.26 (Darstellungen in Charateristik p von p-Gruppen). Gegeben ei-
ne Primzahl p besitzt jede p-Gruppe G über einem Körper der Charakteristik p bis
auf Isomorphismus nur eine einzige einfache Darstellung, in Formeln

(|G| = pn und chark = p) ⇒ | irr(k,G)| = 1

Hinweis: Man beginne mit dem Fall zyklischer Gruppen und verwende dann Satz
[AL] 1.3.8 über die Struktur von p-Gruppen.

Übung 1.1.27 (Zurückziehen mit inneren Automorphismen). Man zeige, daß
wir beim Zurückziehen nach 1.1.9 einer Darstellung eines Monoids G mit einem
inneren Automorphismus, also einem durch die Konjugation mit einem inveriert-
baren Element gegebenen AutomorphismusG→ G, eine zur ursprünglichen Dar-
stellung isomorphe Darstellung erhalten.

Übung 1.1.28. Im Fall der Operation einer Gruppe G auf einer Menge X liefert
die offensichtliche Einbettung kX ↪→ Ens(X, k) einen Homomorphismus von
Darstellungen, wenn man die Operation rechts mit dem durch das Invertieren ge-
gebenen Isomorphismus inv : G

∼→ Gopp zu einer Operation von G zurückzieht.

Ergänzung 1.1.29. Stabilisiert eine endliche Untergruppe der Automorphismen-
gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums ein Gitter alias den Z-
Spann einer Basis, so nennt man sie kristallographisch. Gleichbedeutend ist nach
1.1.30 die Forderung, daß sie bezüglich einer geeigneten Basis durch Matrizen mit
rationalen Einträgen dargestellt wird.

Ergänzende Übung 1.1.30. Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung V über
Q eines endlichen Monoids G gibt es stets eine Z-Form, als da heißt, ein unter G
stabiles Gitter VZ ⊂ V .

Übung 1.1.31. Gegeben eine Darstellung (V, ρ) einer GruppeG über einem Körper
k erhalten wir eine Darstellung (V ∗, ρ∗) auf dem Dualraum durch die Vorschrift
ρ∗(g) := (ρ(g−1))>. Sie heißt die kontragrediente Darstellung zur Darstellung
(V, ρ). Man zeige, daß eine endlichdimensionale Darstellung einfach ist genau
dann, wenn die zugehörige kontragrediente Darstellung einfach ist. Man gebe ein
Beispiel für eine eindimensionale Darstellung, die nicht zu ihrer kontragredienten
Darstellung isomorph ist.

Übung 1.1.32. Die Dimension einer zyklischen und erst recht einer einfachen Dar-
stellung eines Monoids über einem Körper ist beschränkt durch die Kardinalität
des dargestellten Monoids.

Übung 1.1.33. Man zeige, daß die Quaternionen aufgefaßt als reeller Vektorraum
eine einfache Darstellung der achtelementigen Quaternionengruppe aus [AL] 1.4.13
bilden.
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Übung 1.1.34. Wieviele Unterdarstellungen hat die Darstellung R+ ⊕ R− der
Gruppe Z/2Z? Ist sie zyklisch? Was ist die Dimension des Raums der Homo-
morphismen von dieser Darstellung zu sich selber?

Übung 1.1.35. Man gebe alle Unterdarstellungen der Darstellung R2
+ ⊕ R− der

GruppeZ/2Z an. Ist diese Darstellung zyklisch? Was ist die Dimension des Raums
der Homomorphismen von dieser Darstellung zu sich selber?

Übung 1.1.36. Man bestimme die Dimension des Raums der Homomorphismen
von Darstellungen (Rn+ ⊕ Rm− )→ (Ra+ ⊕ Rb−).

1.2 Darstellungen als Moduln über dem Gruppenring
1.2.1. Gegeben ein Ring k und ein Monoid G erklären wir den Monoidring

kG

des Monoids G über k wie folgt: Als abelsche Gruppe ist kG wie in [LA1] 2.3.4
die Menge aller Abbildungen f : G → k, die nur an endlich vielen Stellen von
Null verschiedene Werte annehmen. So eine Abbildung schreiben wir als eine for-
male Linearkombination

∑
f(g)g von Elementen aus G mit Koeffizienten aus k.

Die Multiplikation ∗ in kG, manchmal auch Konvolution oder Faltung genannt,
erklären wir durch die Vorschrift(∑

g∈G

agg

)
∗

(∑
h∈G

bhh

)
=
∑
x∈G

(∑
gh=x

agbh

)
x

Die innere Summe rechts läuft dabei über alle Paare (g, h) ∈ G×G mit gh = x.
Offensichtlich erhalten wir so einen Ring mitsamt einem Ringhomomorphismus
k ↪→ kG, a 7→ ae für e ∈ G das neutrale Element und einem Monoidhomomor-
phismus G → kG, g 7→ 1g in das multiplikative Monoid des Rings kG. Ist k
ein Körper, so ist dieser Monoidhomomorphismus, wenn wir ihn als eine durch G
indizierte Familie von Elementen von kG auffassen, offensichtlich eine Basis von
kG über k. Für Ringe gilt dasselbe mit dem auf Moduln erweiterten Basisbegriff
aus [KAG] 2.1.6. Wir schreiben meist kurz ae = a und 1g = g, auch wenn wir
eigentlich Elemente des Monoidrings meinen, und notieren die Faltung oft ohne ∗
schlicht durch Hintereinanderschreiben. Ist unser Monoid eine Gruppe, so nennt
man unseren Monoidring auch den Gruppenring.

1.2.2 (Notationsvarianten für Monoidringe). Häufig wird der Monoidring in
der Literatur auch k[G] notiert. Zu dem in diesem Text befolgten Notationsschema
paßt diese Notation nicht, da ich mir ja in [AL] 3.5.1 vorgenommen hatte, ecki-
ge Klammern vorzugsweise für die Erzeugung als Ring „durch kommutierende
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Erzeuger“ zu verwenden. Um dieser Kovention zu folgen, sollten wir hier besser
kbGc schreiben. Stattdessen benutze ich gerne die alternative Notation k〈G〉. Als
k-Modul ist der Monoidring in der Tat erzeugt, ja sogar frei erzeugt von G.

1.2.3 (Exponentialnotation für Monoidringe). Die eben eingeführte Notation
für Monoidringe ist nur im Fall multiplikativ notierter Monoide praktisch. Im Fall
additiv notierter Monoide ist bereits der Ausdruck g + h zweideutig, es könn-
te damit entweder die Summe im Monoid 1(g + h) oder die Summe im Mo-
noidring 1g + 1h gemeint sein. Aus diesem Grund schreibt man im Fall additiv
notierter Monoide Elemente des Monoidrings lieber in der Form

∑
ag eg, wo-

bei die Notation eg rein formale Bedeutung hat. Dann gilt etwa im Monoidring
eg+h = eg eh 6= eg + eh und man kann wieder ganz intuitiv rechnen.

1.2.4 (Der Polynomring als Monoidring). Wir erhalten einen Isomorphismus
k〈N〉 ∼→ k[T ] zwischen dem Monoidring des Monoids N über einem Ring k und
dem Polynomring k[T ] mit Koeffizienten in k durch die Vorschrift

∑
an en 7→∑

anT
n. In diesem Fall ist die Exponentialnotation im Sinne von 1.2.3 auch ziem-

lich ungewöhnlich und lädt zu Mißverständnissen ein.

1.2.5 (Der Ring der Laurentpolynome als Gruppenring). Wir erhalten einen
Isomorphismus k〈Z〉 ∼→ k[T, T−1] zwischen dem Gruppenring der Gruppe Z über
einem Ring k und dem Ring k[T, T−1] der Laurentpolynome mit Koeffizienten in
k durch die Vorschrift

∑
an en 7→

∑
anT

n. Im Fall der additiven Gruppe Z ist
die Exponentialnotation im Sinne von 1.2.3 auch ziemlich ungewöhnlich und lädt
zu Mißverständnissen ein.

1.2.6 (Dirac-Notation für Monoidringe). Gegeben ein Kring k induziert jede
Abbildung X1 × . . .×Xn → Y von Mengen eine k-multilineare Abbildung

kX1 × . . .× kXn → kY

in natürlicher Weise. Identifiziert man im Fall k = R oder k = C die Elemen-
te von kX als kompakt getragene endliche Maße auf dem diskreten Raum X ,
so kann unsere k-multilineare Abbildung als das Bildmaß des Produktmaßes be-
schrieben werden. Die Multiplikation des Monoidrings ergibt sich dann aus der
Verknüpfung des zugrundeliegenden Monoids als das Bildmaß

µ ∗ ν = mult∗(µ� ν)

des Produktmaßes unter der Verknüpfung mult : G×G→ G. Im Fall n = 0 wird
jeder Abbildung {∗} → Y aus dem leeren Produkt mit ∗ 7→ y eine Abbildung
{∗} → kY zugeordnet und das Bild von ∗ entspricht dem Diracmaß δy, das dem
Punkt y das Maß 1 gibt und allen anderen Punkten das Maß Null. Ich will, auch
wenn k nicht R oder C ist, Elemente von Monoidringen vorzugsweise als eine Art
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von Maßen auffassen und verwende auch in dieser Allgemeinheit die Notation
δy ∈ kY entsprechend. Insbesondere ist für e ∈ G das neutrale Element damit δe
die Eins des Monoidrings. Mehr dazu wird in [TSK] 1.6.29 besprochen, wo wir
auch die alternative Notation Maß!(X; k) = kX einführen.

1.2.7 (Darstellungen als Moduln über dem Monoidring). Seien G ein Monoid
und k ein Ring. Sei weiter M eine abelsche Gruppe. Das Einschränken einer Ab-
bildung kG ×M → M zu Abbildungen k ×M → M und G ×M → M liefert
dann die vertikale Bijektion im Diagramm

kG-Modulstrukturen
kG×M →M

auf der abelschen Gruppe M


↓ o

k-Modulstrukturen
k ×M →M

auf der abelschen Gruppe M
zusammen mit G-Operation

G×M →M
durch k-lineare Abbildungen


∼→



k-Modulstrukturen
k ×M →M

auf der abelschen Gruppe M
zusammen mit einem

Monoidhomomorphismus
G→ Endk(M)


wobei die horizontale Bijektion wie so oft schon wieder einmal von unserer Bi-
jektion Ens(G ×M,M)

∼→ Ens(G,Ens(M,M)) aus [GR] 1.6.5 herkommt und
Endk(M) das multiplikative Monoid des Rings Endk(M) aus [KAG] 1.3.4 meint.
Des weiteren haben wir für je zwei Darstellungen V,W eines Monoids G über ei-
nem Ring k die Gleichheit

Homk,G(V,W ) = HomkG(V,W )

von Homomorphismen von Darstellungen und Homomorphismen von Moduln. In
diesem Sinne ist eine Darstellung eines MonoidsG über k also „dasselbe“ wie ein
kG-Modul. Wir werden einen guten Teil der Darstellungstheorie von Gruppen aus
der Spezialisierung von Resultaten für Moduln über Ringen erhalten, die hinwie-
derum durch die Methoden der linearen Algebra für Moduln über Körpern alias
Vektorräume motiviert werden.

1.2.8 (Funktionen und Maße). Gegeben ein Kring k und ein Monoid G mag
man auch den Kring Fun(G; k) = Ens(G, k) der Funktionen auf G betrachten. Er
trägt natürliche Operationen von G von links und rechts durch (yf)(x) := f(xy)
und (fy)(x) = f(yx). Ebenso trägt auch der Gruppenring Maß!(G; k) = kG
natürliche Operationen von G von links und rechts durch yµ := δy ∗ µ und µy :=
µ ∗ δy. Man mag nun versucht sein, mit der Einbettung von k-Moduln

Maß!(G; k) ↪→ Fun(G; k)
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zu arbeiten, die gegeben wird durch δx 7→ [x] für [x] die charakteristische Funk-
tion der einelementigen Menge {x}. Das ist aber keine gute Idee, da diese Ab-
bildung weder mit der Linksoperation noch mit der Rechtsoperation von G ver-
träglich ist. Natürlich ist es vielmehr, Fun(G; k) als den Dualraum zu Maß!(G; k)
aufzufassen. Für die entsprechende Paarung

〈 , 〉 : Maß!(G; k)× Fun(G; k)→ k

gilt dann auch in der Tat 〈yµ, f〉 = 〈µ, fy〉 sowie 〈µy, f〉 = 〈µ, yf〉 für alle Maße
µ, Funktionen f und Elemente y ∈ G. Ist G eine Gruppe, so ist zusätzlich die
Abbildung

inz : Maß!(G; k) ↪→ Fun(G; k)

gegeben durch δx 7→ [x−1] verträglich mit den natürlichen G-Wirkungen von
rechts und links. Die Abkürzung inz meint hier „durch das Zählmaß teilen und
das Invertieren vorschalten“. Wir wollen stets kG = Maß!(G; k) verstehen und
selbst im Fall endlicher Gruppen oder Mengen der Versuchung widerstehen, die-
sen Raum leichtfertig mit Ens(G, k) = Fun(G; k) zu identifizieren. Vernünftig ist
auch im Fall endlicher Gruppen vielmehr eine Identifikation mit unserer Abbil-
dung inz, die in diesem Fall sogar ein Isomorphismus ist.

1.2.9. Eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe nennen wir ein Gitter. In ande-
ren Zusammenhängen versteht man unter einem „Gitter“ abweichend eine endlich
erzeugte freie abelsche Gruppe X zusammen mit einer symmetrischen Bilinear-
form X ×X → Z.

Proposition* 1.2.10 (Gitter mit Involution). Jedes Gitter mit Involution (X, σ)
ist isomorph als Darstellung der zweielementigen Gruppe über Z zu einer end-
lichen direkten Summe von Kopien von (Z, id), (Z,−id) und (Z2, τ) für τ die
Vertauschung der beiden Einträge. Die Zahl der jeweiligen Summanden ist dabei
wohlbestimmt.

Beweis. Wir setzen X± := {λ ∈ X | σ(λ) = ±λ}. Die Existenz einer Zerlegung
der beschriebenen Art ist klar im Fall X = X+ +X−. Gibt es dahingegen λ ∈ X
mit λ 6∈ (X++X−), so haben wir 2λ = (λ+σ(λ))+(λ−σ(λ)), also 2λ = µ++µ−

mit µ± ∈ X±\0. Man überzeugt sich dann, daß

Z := {ν ∈ X | ∃m ∈ Z6=0 mit mν ∈ Zµ+ + Zµ−}

ein unter σ stabiles zu (Z2, τ) isomorphes Untergitter ist. In der Tat prüft man
leicht Z+ + Z− ) 2Z ) 2Z+ + 2Z− und ein zweidimensionaler F2-Vektorraum
hat genau drei Geraden. Nach Konstruktion istX/Z auch ein Gitter. Bilden wir zur
kurzen exakten Sequenz Z ↪→ X � X/Z durch Anwenden von HomZ( ,Z) die
duale Sequenz, so erhalten wir als wieder eine kurze exakte Sequenz (X/Z)∗ ↪→
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X∗ � Z∗. Diese muß aber spalten als Sequenz von Moduln über dem Gruppen-
ring Z[σ]/〈σ2 − 1〉, da Z∗ ebenso wie Z frei zyklisch ist über dem Gruppenring
alias isomorph zu unserem Ring als Modul über sich selber. Damit spaltet auch die
ursprüngliche Sequenz und wir können den Beweis der Existenz einer Zerlegung
der beschriebenen Art mit Induktion zu Ende bringen. Die Zahl der jeweiligen
Summanden wird eindeutig festgelegt durch die Dimensionen der σ-Eigenräume
in Hom(X,Q) und die Dimension des F2-Vektorraums X/(X+ +X−). Daß die-
ser Quotient auch in der Tat ein Vektorraum über F2 ist, folgt aus der Identität
2λ = (λ+ σ(λ)) + (λ− σ(λ)).

Ergänzung 1.2.11. Meines Wissens ist derzeit (2020) nicht bekannt, ob der Grup-
penring jeder torsionsfreien Gruppe über jedem kommutativen Integritätsbereich
auch selbst ein Integritätsring ist. Im Fall von Koeffizienten in einem Körper ist
das die sogenannte Nullteilervermutung von Kaplansky.

Übungen

Übung 1.2.12 (Universelle Eigenschaft des Monoidrings). Gegeben ein Ring-
homomorphismus ϕ : k → R und ein Monoid G und Monoidhomomorphismus
ψ : G→ (R, ·) mit der Eigenschaft ϕ(a)ψ(g) = ψ(g)ϕ(a) ∀a ∈ k, g ∈ G gibt es
genau einen Ringhomomorphismus kG→ R, der ϕ und ψ fortsetzt.

Übung 1.2.13. Man zeige, daß es für jeden Ring k und G = {e, g} eine zweiele-
mentige Gruppe genau einen Ringisomorphismus k[X]/〈X2 − 1〉 ∼→ kG gibt mit
X̄ 7→ g. Man folgere aus dem abstrakten chinesischen Restsatz weiter für k einen
Körper mit char k 6= 2 einen Isomorphismus k[X]/〈X2 − 1〉 ∼→ k × k.

Übung 1.2.14. Man zeige, daß der Gruppenring der Gruppe Z/nZ über einem
Körper k isomorph ist zum Quotienten k[X]/〈Xn − 1〉 des Polynomrings. Im
Fall, daß Xn − 1 über k in Linearfaktoren zerfällt, zeige man weiter, daß die
einfachen Darstellungen alle eindimensional sind und daß ihre Isomorphieklassen
parametrisiert werden durch die Wurzeln dieses Polynoms. Unter der Annahme,
daß zusätzlich das Bild von n in k nicht verschwindet, zeige man weiter, daß
dieser Gruppenring auch isomorph ist zum Produkt k × . . . × k von n Kopien
des Körpers k. Im Fall k = C liefert etwa die diskrete Fouriertransformation aus
[AN3] ?? einen derartigen Isomorphismus.

Übung 1.2.15. Seien G ⊃ N eine endliche Gruppe mit einer Untergruppe. Man
zeige, daß N genau dann ein Normalteiler ist, wenn die die N -linksinvarianten
Elemente Z[G]N des Gruppenrings von G einen Z[G]-Unterlinksmodul bilden.

Übung 1.2.16. Eine Frobenius-Algebra ist eine endlichdimensionale Ringalge-
bra über einem Körper mit einer nichtausgearteten symmetrischen Bilinearform
〈 , 〉 derart, daß gilt 〈ab, c〉 = 〈a, bc〉 für alle Elemente a, b, c unserer Ringalgebra.
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Man zeige, daß der Gruppenring einer endlichen Gruppe G mit der Bilinearform
〈h, f〉 := [e](hf) eine Frobenius-Algebra ist. Hier meint [e] das Auswerten am
neutralen Element als Linearform auf dem Gruppenring.
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2 Moduln über Mengen

2.1 Begrifflichkeit der Mengenmoduln
Definition 2.1.1. Sei Ω eine Menge. Ein Ω-Mengenmodul oder kurz Ω-Modul
ist ein Paar (M,σ) bestehend aus einer abelschen Gruppe M und einer Abbildung

σ : Ω→ Ab(M)

von Ω in den Endomorphismenring der abelschen Gruppe M . Wir verwenden in
diesem Kontext die Abkürzung ωm := (σ(ω))(m).

Beispiel 2.1.2. Gegeben ein Körper k ist ein k-Vektorraum ein k-Mengenmodul
mit zusätzlichen Eigenschaften. Ein ∅-Modul ist eine abelsche Gruppe.

Definition 2.1.3. Sei Ω eine Menge. Eine Abbildung f : M → N von Ω-Moduln
heißt ein Modulhomomorphismus, wenn sie ein Homomorphismus von abel-
schen Gruppen ist und wenn zusätzlich gilt

f(ωm) = ωf(m) ∀m ∈M,ω ∈ Ω

und erhalten so die Kategorie Ω -Mod = ModΩ der Ω-Moduln.

Beispiel 2.1.4. Gegeben ein Körper k ist eine k-lineare Abbildung von k-Vektor-
räumen dasselbe wie k-Modulhomomorphismus der zugrundeliegenden Mengen-
moduln. Ein Homomorphismus von ∅-Moduln ist schlicht ein Homomorphismus
von abelschen Gruppen.

2.1.5. Gegeben ein Ring R gilt es zu unterscheiden wir zwischen unseren R-
Moduln aus [KAG] 1.2.3, die wir ausführlicher R-Ringmoduln nennen, und den
R-Mengenmoduln, die wir hier eingeführt haben. Die R-Ringmoduln bilden ei-
ne volle Unterkategorie der R-Mengenmoduln. Ich verwende für beide dieselbe
Notation R -Mod = ModR in der Hoffnung, daß der Leser aus dem Kontext er-
schließen kann, was jeweils gemeint ist. Die Ropp-Ringmoduln bilden ebenfalls
eine volle Unterkategorie der R-Mengenmoduln. Diese notiere ich vorzugsweise
Mod-R = Mod−R.

2.1.6. Gegeben ein Monoid G gilt es zu unterscheiden zwischen Darstellungen
von G über Z im Sinne von 1.1.2, die wir auch ausführlicher G-Monoidmoduln
nennen, und den G-Mengenmoduln, die wir hier eingeführt haben. Die G-Mo-
noidmoduln bilden eine volle Unterkategorie der G-Mengenmoduln. Ich verwen-
de für beide dieselbe Notation G -Mod = ModG in der Hoffnung, daß der Leser
aus dem Kontext erschließen kann, was jeweils gemeint ist.
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2.1.7. Eine Darstellung eines Monoids G über einem Ring k ist ein Modul über
der Menge k t G mit gewissen Zusatzeigenschaften. Ich notiere die Kategorie
dieser Darstellungen

(G, k) -Mod = Modk,G

Allgemein sollen durch Kommata getrennte Aufzählungen operierender Mengen
bedeuten, daß die Operationen der Elemente der verschiedenen Mengen miteinan-
der kommutieren sollen, und wenn in der Aufzählung Monoide oder Ringe auftre-
ten, wird implizit gefordert, daß diese auch als Ringe beziehungsweise Monoide
operieren, und zwar von links, wenn sie auf der linken Seite des Kürzels Mod
stehen, und von rechts, wenn sie auf der rechten Seite stehen.

2.1.8. Man hätte fast Lust, im vorhergehenden Ab statt Mod zu schreiben, aber
das habe ich mich nicht getraut.

2.1.9 (Universelle Eigenschaft injektiver Modulhomomorphismen). Injektive
Modulhomomorphismen i : U ↪→ M haben die universelle Eigenschaft, daß für
jeden Modulhomomorphismus ϕ : X → M mit ϕ(X) ⊂ U die induzierte Abbil-
dung ϕ : X → U auch ein Modulhomomorphismus ist.

Definition 2.1.10. Seien Ω eine Menge und M ein Ω-Modul. Eine Teilmenge
L ⊂ M heißt ein Ω-Untermodul oder ausführlicher Untermengenmodul, wenn
sie eine abelsche Untergruppe ist und wenn zusätzlich gilt l ∈ L, ω ∈ Ω ⇒ ωl ∈
L.

2.1.11. Eine Teilmenge eines Ω-Moduls ist genau dann ein Ω-Untermodul, wenn
sie so mit der Struktur eines Ω-Moduls versehen werden kann, daß die Einbet-
tung eine Modulhomomorphismus ist. Diese Modulstruktur ist dann eindeutig be-
stimmt.

Beispiel 2.1.12. Ein k-Untervektorraum eines k-Vektorraums V ist dasselbe wie
ein k-Untermengenmodul von V . Der Kern und das Bild jedes Mengenmodulho-
momorphismus ist ein Untermengenmodul.

2.1.13 (Universelle Eigenschaft surjektiver Modulhomomorphismen). Surjek-
tive Modulhomomorphismen p : M � Q haben die universelle Eigenschaft, daß
für jeden Modulhomomorphismus ϕ : M → Y mit ker p ⊂ kerϕ die induzierte
Abbildung von abelschen Gruppen ϕ : Q→ Y ein Modulhomomorphismus ist.

2.1.14. Seien Ω eine Menge, M ein Ω-Modul und L ⊂ M ein Untermodul. So
gibt es auf der Restklassengruppe M/L genau eine Struktur als Ω-Modul derart,
daß die Projektion M �M/L ein Modulhomomorphismus ist. Wir nennen dann
M/L den Quotient von M nach L.

Beispiel 2.1.15. Der Quotient eines Vektorraums nach einem Untervektorraum ist
ein Beispiel für diese Konstruktion. In diesem Fall ist der Quotient stärker nicht
nur ein Mengenmodul, sondern sogar wieder ein Vektorraum.
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2.2 Einfache Moduln und Kompositionsreihen
Definition 2.2.1. Gegeben ein Modul M über einer Menge Ω definieren wir seine
Länge

LängeΩ(M) = Länge(M) = lΩ(M) = l(M) ∈ N t {∞}

als das Supremum über alle n derart, daß es in M eine echt absteigende Kette von
Untermoduln gibt der Gestalt M = Mn ) Mn−1 ) . . . ) M0 = 0, die also
salopp gesprochen in n Schritten vom ganzen Modul zum Nullmodul führt.

Definition 2.2.2. Ein Modul heißt einfach oder gleichbedeutend irreduzibel,
wenn er genau zwei Untermoduln hat, als da heißt, wenn er nicht Null ist, aber
außer sich selbst und Null keine weiteren Untermoduln hat.

Beispiel 2.2.3. Offensichtlich hat ein Modul die Länge Null genau dann, wenn er
der Nullmodul ist, und die Länge Eins genau dann, wenn er einfach ist.

Beispiel 2.2.4. Ein Vektorraum über einem Körper oder Schiefkörper k ist ein ein-
facher k-Modul genau dann, wenn er eindimensional ist. Ein ∅-Modul alias eine
abelsche Gruppe ist einfach genau dann, wenn sie endlich ist von Primzahlord-
nung, also isomorph zu Z/pZ für eine Primzahl p.

Beispiel 2.2.5. Jeder Vektorraum ist einfach als Modul über seinem Endomorphis-
menring.

Beispiele 2.2.6. Alle einfachen Ringmoduln über einem Ring isomorph zu einem
Quotienten des besagten Rings nach einem maximalen Linksideal. Ist der Ring
kommutativ, so kann man besagtes Linksideal aus dem Modul zurückgewinnen
als seinen Annullator. Genauer ist dann der Quotient unseres Rings nach unserem
maximalen Ideal bereits ein Körper, vergleiche [KAG] 1.6.7, und unser einfacher
Modul ist ein eindimensionaler Vektorraum über diesem Körper. Bei nichtkom-
mutativen Ringen können Quotienten nach verschiedenen maximalen Linksidea-
len jedoch als Moduln durchaus isomorph sein: Man denke etwa an den Matri-
zenring Mat(r; k) mit Einträgen in einem Körper k und den einfachen Modul kr

dieses Rings: Hier sind ja die Annullatoren verschiedener von Null verschiedener
Elemente im allgemeinen durchaus verschiedene Linksideale.

Beispiele 2.2.7. Der Hilbert’sche Nullstellensatz [KAG] 1.5.10 besagt, daß alle
einfachen Ringmoduln über einem Polynomring in endlich vielen Variablen mit
Koeffizienten in einem Körper endlichdimensional sind über besagtem Körper. Ist
der Körper algebraisch abgeschlossen, so sind sie sogar eindimensional.

Proposition 2.2.8. Jeder von Null verschiedene endlich erzeugte Modul hat einen
einfachen Quotienten.
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Beweis. Jedes endliche Erzeugendsystem können wir zu einem minimalen Erzeu-
gendensystem verkleinern. Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es dann für jeden
Erzeuger einen Untermodul, der maximal ist mit der Eigenschaft, besagten Er-
zeuger nicht zu enthalten. So ein Untermodul aber muß alle anderen Erzeuger
enthalten und ist mithin maximal unter allen echten Untermoduln.

Lemma 2.2.9 (Homomorphismen von und zu einfachen Moduln). Seien Ω eine
Menge und E,F einfache Ω-Moduln und M ein beliebiger Ω-Modul. So gilt:

1. Jeder Homomorphismus E →M ist injektiv oder Null;

2. Jeder Homomorphismus M → F ist surjektiv oder Null;

3. Jeder Homomorphismus E → F ist bijektiv oder Null;

4. Der Endomorphismenring EndΩE ist ein Schiefkörper.

Beweis. Der Kern ker(E →M) und das Bild im(M → F ) sind Untermoduln von
E beziehungsweise von F und sind folglich Null oder ganz E beziehungsweise
ganz F .

Definition 2.2.10. Seien Ω eine Menge und M ein Ω-Modul. Eine Kompositi-
onsreihe von M ist eine endliche Kette von Untermoduln

M = Mr ⊃Mr−1 ⊃ . . . ⊃M0 = 0

derart, daß Mi/Mi−1 einfach ist für r ≥ i ≥ 1. Der Modul Mi/Mi−1 heißt dann
der i-te Subquotient unserer Kompositionsreihe. Gegeben ein Modul M über
einer Menge Ω erklären wir seine Kompositionslänge

λΩ(M) = λ(M) ∈ N t {∞}

als die kleinstmögliche Länge einer Kompositionsreihe vonM , wenn unser Modul
eine Kompositionsreihe besitzt, und setzen andernfalls λ(M) =∞.

Beispiel 2.2.11. Man überlegt sich leicht, daß die Länge und die Kompositions-
länge eines Vektorraums beide mit seiner Dimension zusammenfallen. Der an-
schließende Satz besagt unter anderem, daß das auch für allgemeine Mengenmo-
duln immer gilt.

Beispiel 2.2.12. Man überlegt sich, daß ein ∅-Modul M alias eine abelsche Grup-
pe genau dann endliche Länge hat, wenn sie endlich ist, und daß ihre Kompositi-
onslänge und Länge dann beide mit der Zahl der mit ihren Vielfachheiten gezähl-
ten Primfaktoren von |M | zusammenfallen.
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Satz 2.2.13 (Jordan-Hölder). Für jeden Modul stimmen seine Länge und seine
Kompositionslänge überein. Weiter haben je zwei Kompositionsreihen eines Mo-
duls dieselbe Länge und bis auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten.

2.2.14. Sobald der Satz bewiesen ist, wird der Begriff der „Kompositionslänge“
überflüssig und wir sprechen nur noch von der „Länge“ eines Moduls.

2.2.15. In Formeln ausgedrückt besagt der zweite Teil unseres Satzes: Sind M =
Mr ⊃ . . . ⊃ M0 = 0 und M = Ns ⊃ . . . ⊃ N0 = 0 zwei Kompositions-
reihen eines Moduls M , so gilt r = s und es gibt eine Permutation σ ∈ Sr
mit Ni/Ni−1

∼= Mσ(i)/Mσ(i)−1 für alle i. Diese Subquotienten oder genauer ihre
Isomorphieklassen heißen die Kompositionsfaktoren unseres Moduls endlicher
Länge M und unser Satz sagt auch, daß jeder Kompositionsfaktor mit einer wohl-
bestimmten Vielfachheit auftritt. Gegeben ein einfacher Modul L notiert man die
Vielfachheit von L als Kompositionsfaktor von M meist

[M : L]

Beispiel 2.2.16. Im Fall einer abelschen Gruppe M haben wir [M : (Z/pZ)] =
max{r | pr teilt |M |}.

Beweis. Die erste Aussage unseres Satzes behauptet in Formeln l(M) = λ(M).
Offensichtlich ist a priori nur die Abschätzung l(M) ≥ λ(M). Als nächstes zeigen
wir nun, daß für jeden ModulM endlicher Kompositionslänge und jeden von Null
verschiedenen Untermodul 0 6= N ⊂M gilt

λ(M/N) < λ(M)

Seien in der Tat M = Mr ⊃ . . . ⊃ M0 = 0 eine Kompositionsreihe von M und
N ⊂ M ein Untermodul. Wir betrachten den Quotienten M̄ := M/N und die
Bilder M̄i der Mi in M̄ und erhalten kurze exakte Sequenzen

(Mi ∩N)/(Mi−1 ∩N) ↪→Mi/Mi−1 � M̄i/M̄i−1

durch explizites Nachdenken: Geht ein Element m + Mi−1 aus der Mitte rechts
nach Null, landet es also in M̄i−1, so muß es aus N + Mi−1 stammen und sich
folglich mitm ∈Mi∩N darstellen lassen. Alternativ mag man das Neunerlemma
[LA2] 4.7.5 auf das kommutative Diagramm

Mi−1 ∩N ↪→ Mi ∩N � (Mi ∩N)/(Mi−1 ∩N)
↓ ↓ ↓

Mi−1 ↪→ Mi � Mi/Mi−1

↓ ↓ ↓
M̄i−1 ↪→ M̄i � M̄i/M̄i−1
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anwenden. Gilt zusätzlich N 6= 0, so kann nicht Mi ∩ N = Mi−1 ∩ N gelten
für alle i. Zu jeder Kompositionsreihe von M haben wir also eine echt kürzere
Kompositionsreihe von M̄ = M/N konstruiert und erkennen damit, daß in der
Tat aus λ(M) < ∞ und N 6= 0 folgt λ(M/N) < λ(M). Man sieht so, daß die
Länge einer beliebigen echt absteigenden Kette von Untermoduln eines Moduls
endlicher Kompositionslänge M nach oben beschränkt ist durch eben diese Kom-
positionslänge λ(M) und folgert sofort l(M) ≤ λ(M). Im Fall λ(M) = ∞ ist
das eh klar und so ergibt sich schließlich für jeden Modul M die Gleichheit

l(M) = λ(M)

Daß je zwei Kompositionsreihen dieselbe Länge haben, folgt sofort. Ist weiter
N ⊂M ein einfacher Untermodul, so gibt es oben genau einen Index j mit

Mj ∩N = N aber Mj−1 ∩N = 0

Für diesen Index haben wir Mj/Mj−1
∼= N und M̄j/M̄j−1 = 0, wohingegen für

die anderen Indizes i 6= j gilt Mi/Mi−1
∼= M̄i/M̄i−1. Nun folgt der Rest des

Satzes mit Induktion.

Korollar 2.2.17 (Längenformel). Gegeben M ⊃ N ein Modul mit einem Unter-
modul gilt in N t {∞} die Gleichheit l(M) = l(M/N) + l(N).

Beweis. Für jeden Untermodul N ⊂M sind die Ungleichungen

l(M) ≥ l(M/N) + l(N)

λ(M) ≤ λ(M/N) + λ(N)

offensichtlich. Da nach dem Satz 2.2.13 von Jordan-Hölder aber die Länge und
die Kompositionslänge übereinstimmen, folgt die Behauptung.

Ergänzung 2.2.18. Eine Variante zum hier gewählten Zugang zu Jordan-Hölder
findet man in [JS06]: Man zeigt wie dort ausgeführt ohne große Schwierigkeiten,
daß je zwei endliche Filtrierungen eines Moduls durch das Einfügen geeigneter
weiterer Untermoduln so verfeinert werden können, daß die Subquotienten der
beiden so enstehenden Filtrierungen bis auf Reihenfolge und Isomorphismen die-
selben sind.

2.2.19. Der Schnitt über ein beliebiges System von Untermoduln eines Moduls
ist wieder ein Untermodul. Gegeben ein Ω-Modul M und eine Teilmenge T ⊂M
gibt es also einen kleinsten Untermodul U ⊂M , der T umfaßt. Wir notieren ihn

〈T 〉Ω := U
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und nennen ihn den von T erzeugten Untermodul. Er kann explizit beschrieben
werden als die von allen ωr . . . ω1m für r ≥ 0 und ωi ∈ Ω und m ∈ M erzeugte
abelsche Untergruppe. Ein Modul heißt endlich erzeugt, wenn er von einer endli-
chen Teilmenge erzeugt wird. Er heißt zyklisch, wenn er von einer einelementigen
Teilmenge erzeugt wird.

Beispiel 2.2.20. Jeder Modul endlicher Länge ist endlich erzeugt. Um ein end-
liches Erzeugendensystem anzugeben, können wir etwa eine Kompositionsreihe
M = Mr ⊃ Mr−1 ⊃ . . . ⊃ M0 = 0 wählen und Elemente mi ∈ Mi\Mi−1 und
dann ist {m1, . . . ,mr} offensichtlich ein Erzeugendensystem. Jeder einfache Mo-
dul ist zyklisch und jedes von Null verschiedene Element ist darin ein Erzeuger.

Definition 2.2.21. Ein Modul heißt noethersch nach der Mathematikerin Emmy
Noether, wenn jeder Untermodul endlich erzeugt ist.

2.2.22. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe alias jeder ∅-Modul ist noethersch
nach [KAG] 1.4.10. Wir wiederholen den Beweis hier nicht.

2.2.23 (Charakterisierungen noetherscher Moduln). Die Vereinigung über ein
nicht leeres total geordnetes System von Untermoduln eines Moduls ist wieder
ein Untermodul. Die beiden alternativen Charakterisierungen noetherscher Mo-
duln aus [KAG] 1.4.13 gelten mit demselben Beweis auch für Mengenmoduln.
Ein Modul ist also noethersch genau dann, wenn jedes nichtleere System von Un-
termoduln ein maximales Element hat genau dann, wenn jede aufsteigende Folge
von Untermoduln stagniert. Man sagt dann auch, unser Modul „erfüllt die aufstei-
gende Kettenbedingung“.

Definition 2.2.24. Ein Modul heißt artinsch nach dem Mathematiker Emil Artin,
wenn jede absteigende Folge von Untermoduln stationär wird. Man sagt dann
auch, unser Modul „erfüllt die absteigende Kettenbedingung“.

Ergänzung 2.2.25. Auf Englisch spricht man von der descending chain condition
oder kurz dcc oder auch von artinian modules. Darin liegt eine gewisse Ironie
der Geschichte: Emil Artin war nämlich armenischen Ursprungs und seine Familie
hatte ihren Familiennamen Artinian zu Artin eingedeutscht.

Beispiele 2.2.26. Der ∅-Modul Z besitzt keinen einfachen Untermodul. Der ∅-
Modul Q besitzt als ∅-Modul weder einfache Untermoduln noch einfache Quoti-
enten. Als Q-Modul ist Q dahingegen einfach.

Übungen

Übung 2.2.27. Ein Modul, der sowohl artinsch als auch noethersch ist, ist von
endlicher Länge. Hinweis: Man interessiere sich für maximale Untermoduln end-
licher Länge.
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Übung 2.2.28. Der Quotient eines Moduls nach einem maximalen echten Unter-
modul ist stets ein einfacher Modul.

Übung 2.2.29. Jeder endlich erzeugte und von Null verschiedene Modul besitzt
einen einfachen Quotienten.

Ergänzende Übung 2.2.30. Man zeige, daß jeder Modul endlicher Länge artinsch
ist. Ein Beispiel für einen artinschen ∅-Modul unendlicher Länge ist der Quotient
Z[2−1]/Z.

2.3 Halbeinfache Moduln
Definition 2.3.1. Ein Modul heißt halbeinfach, wenn er die Summe seiner einfa-
chen Untermoduln ist.

2.3.2. Wir fordern bei der Definition nicht, daß unser Modul die direkte Sum-
me seiner einfachen Untermoduln sein soll. Zum Beispiel ist jeder Vektorraum
über einem Körper halbeinfach, er ist ja die Summe seiner eindimensionalen Teil-
räume, aber im Fall einer Dimension Zwei oder mehr natürlich nicht deren direkte
Summe. Der Nullmodul ist stets halbeinfach als die Summe über die leere Familie
seiner einfachen Untermoduln.

2.3.3. Zwei Untermoduln U,D ⊂ M eines Moduls heißen komplementär und
wir schreibenM = U⊕D, wenn die Addition einen Isomorphismus U⊕D ∼→M
liefert. Hinreichend und notwendig ist dafür, daß gilt U ∩D = 0 und U+D = M .
Wir sagen in dem Fall auch, M sei die direkte Summe von U und D und D sei
ein Komplement von U in M . Analoge Begriffsbildungen benutzen wir auch für
beliebige Familien von Untermoduln eines Moduls.

Proposition 2.3.4 (Charakterisierung halbeinfacher Moduln). Seien Ω eine
Menge und M ein Ω-Modul. So sind gleichbedeutend:

1. M ist halbeinfach alias die Summe seiner einfachen Untermoduln;

2. M ist eine direkte Summe von einfachen Untermoduln;

3. Jeder Untermodul von M besitzt ein Komplement in M .

Beweis. 2⇒1: Das ist klar.

1⇒3: SeiM =
∑

i∈IMi das Erzeugnis einer Familie von einfachen Untermoduln
Mi ⊂ M und sei U ⊂ M der Untermodul, für den wir ein Komplement suchen.
Gegeben J ⊂ I setzen wir

MJ :=
∑
i∈J

Mi
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Ist I endlich, so finden wir natürlich unter allen Teilmengen J ⊂ I mitMJ∩U = 0
eine bezüglich Inklusion maximale Teilmenge. Ist I unendlich, so folgt die Exis-
tenz eines solchen maximalen J mit dem Zorn’schen Lemma. In jedem Fall be-
haupten wir für solch ein maximales J , daß gilt MJ ⊕ U = M . In der Tat,
aus MJ + U 6= M folgt, daß es ein i ∈ I gibt mit Mi 6⊂ (MJ + U), also
Mi ∩ (MJ + U) = 0 da Mi einfach ist. Dann folgt aber (Mi + MJ) ∩ U = 0
und J war nicht maximal.

3⇒2: Wir bemerken zunächst, daß sich die Eigenschaft 3 auf Untermoduln ver-
erbt: Sind nämlich U ⊂ N ⊂ M Untermoduln und ist V ein Komplement von
U in M , so ist notwendig V ∩ N ein Komplement von U in N . Jetzt finden wir
mithilfe des Zorn’schen Lemmas eine maximale Menge von einfachen Untermo-
duln derart, daß ihre Summe in M direkt ist. Wäre diese Summe S nicht ganz M ,
so fänden wir ein von Null verschiedenes Komplement D von S in M . In diesem
Komplement D gäbe es einen von Null verschiedenen zyklischen Untermodul
Z ⊂ D, und der hätte nach Übung 2.2.29 seinerseits einen einfachen Quotien-
ten Z � Q. Nun hat diese Surjektion einen Kern K ⊂ Z und dieser Kern hat
ein Komplement E ⊂ Z und wegen E ∼= Q ist E einfach. Das aber steht im
Widerspruch zur Maximalität von S.

Ergänzung 2.3.5. Beim Nachweis der Implikation 1⇒3 im vorhergehenden Be-
weis hätten wir auch gleich mit der Familie aller einfachen Untermoduln arbeiten
können. Ich hoffe jedoch, daß man anhand des oben gegebenen Arguments besser
nachvollziehen kann, in welchen Fällen das Zorn’sche Lemma benötigt wird.

Korollar 2.3.6. Jeder Quotient und jeder Untermodul eines halbeinfachen Mo-
duls ist halbeinfach.

Beweis. Natürlich ist jeder Quotient eine Summe einfacher Untermoduln und ist
damit halbeinfach nach 2.3.4. Weiter besitzt nach 2.3.4 jeder Untermodul ein
Komplement und ist damit auch isomorph zu einem Quotienten unseres Moduls,
nämlich zu dem Quotienten nach besagtem Komplement. Alternativ kann man
sich daran erinnern, daß wir beim Beweis von 3⇒1 in 2.3.4 bereits gezeigt hatten,
daß sich die Eigenschaft 3 auf Untermoduln vererbt.

Definition 2.3.7. Seien Ω eine Menge undM ein Ω-Modul. Gegeben ein einfacher
Ω-Modul E nennen wir die Summe aller zu E isomorphen Untermoduln von M
den E-isotypischen Anteil von M und notieren diesen Untermodul

ME ⊂M

Satz 2.3.8 (Zerlegung in isotypische Anteile). Gegeben eine Menge Ω und ein
Ω-Modul M liefert die Einbettung der isotypischen Anteile eine Einbettung ihrer
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direkten Summe ⊕
E∈irr(Ω)

ME ↪→M

mit der Notation irr(Ω) für die Menge der Isomorphieklassen einfacher Ω-Moduln.

2.3.9. Das Bild dieser Einbettung ist offensichtlich der größte halbeinfache Un-
termodul von M . Er heißt der Sockel socM von M . Insbesondere zerfällt jeder
halbeinfache Modul in die direkte Summe seiner isotypischen Anteile, die in die-
sem Fall auch seine isotypischen Komponenten heißen.

Beweis. Daß das Bild unserer Abbildung der größte halbeinfache Untermodul ist,
scheint mir klar. Es muß also nur noch gezeigt werden, daß die Summe der isoty-
pischen Komponenten direkt ist. Nach [KAG] 2.1.11 reicht es also zu zeigen, daß
für alle E gilt

ME ∩
∑
F 6=E

MF = 0

Dazu hinwiederum brauchen wir nur zu zeigen, daß jeder einfache Untermodul
einer Summe von einfachen Untermoduln zu einem der Summanden isomorph
ist. Da aber besagte Summe halbeinfach ist, ist unser einfacher Untermodul auch
ein Quotient dieser Summe und damit notwendig auch ein Quotient eines Sum-
manden und folglich isomorph zu diesem Summanden.

Proposition 2.3.10 (Beschreibung isotypischer Komponenten). Gegeben eine
Menge Ω und ein einfacher Ω-Modul E bezeichne S := EndΩE seinen Endo-
morphismenschiefkörper. So liefert für jeden weiteren Ω-Modul M das Einsetzen
einen Isomorphismus von Ω-Moduln

HomΩ(E,M)⊗S E
∼→ME

Beweis. Offensichtlich liefert die Einbettung unserer isotypischen Komponente
einen Isomorphismus HomΩ(E,ME)

∼→ HomΩ(E,M). Wir dürfen also M =
ME annehmen und dann auch, daßM =

⊕
i∈I E eine direkte Summe von Kopien

von E ist. Ein Homomorphismus E →
∏

i∈I E ist nun ein I-Tupel von Homo-
morphismen E → E und landet offensichtlich genau dann in

⊕
i∈I E ⊂

∏
i∈I E,

wenn in diesem Tupel von Homomorphismen fast alle Einträge die Nullabbildung
sind. So sehen wir, daß die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus⊕

i∈I HomΩ(E,E)
∼→ HomΩ(E,

⊕
i∈I E)

induziert. Da das Tensorprodukt mit direkten Summen vertauscht, folgt die Be-
hauptung.
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2.4 Halbeinfachkeit und externes Tensorieren
Proposition 2.4.1 (Halbeinfache Moduln als Modulkategorie). Gegeben eine
Menge Ω und ein einfacher Ω-Modul E mit Endomorphismenschiefkörper S :=
EndΩE induziert das Darantensorieren eine Äquivalenz von Kategorien

⊗SE : Mod-S
≈→ Ω -Mod(E)

zwischen der Kategorie der S-Rechtsmoduln und der Kategorie der Ω-Moduln M
mit M = ME .

2.4.2. Damit diese Aussage sinnvoll wird, muß man sich ein Universum dazuden-
ken. Alternativ kann man sich die Aussage dahingehend präzisiert denken, daß
mit dem im Beweis angegebenen adjungierten Funktor in die Gegenrichtung die
Einheit ebenso wie die Koeinheit der Adjunktion aus Isomorphismen bestehen.

Beweis. Wir betrachten den rechtsadjungierten Funktor HomΩ(E, ) und wissen
aus 2.3.10, daß die Koeinheit der Adjunktion für alle M ∈ Ω -Mod(E) ein Isomor-
phismus HomΩ(E,M) ⊗S E

∼→ M ist. Ebenso ist für jeden S-Rechtsmodul N
die Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus N ∼→ HomΩ(E,N ⊗S E), denn
das gilt für N = S und beide Seiten sind verträglich mit Koprodukten. Die Be-
hauptung folgt.

2.4.3 (Äquivalenzen mit Operationen). Gegeben eine Menge Ω und ein einfa-
cher Ω-Modul E und S := EndΩE sein Endomorphismenschiefkörper und eine
weitere Menge Θ liefert die Äquivalenz aus 2.4.1 offensichtlich auch eine Äqui-
valenz

⊗SE : Θ -(Mod-S)
≈→ Θ -(Ω -Mod(E))

zwischen den Kategorien der jeweiligen Objekte mit Θ-Operation. Ist zusätzlich
Θ ein Ring, so induziert sie auch eine Äquivalenz zwischen den jeweiligen Unter-
kategorien der Objekte, die sogar Ringmoduln sind in Bezug auf Θ.

Proposition 2.4.4 (Externe Tensorprodukte mit einfachen Moduln). Gegeben
eine Menge Ω, ein Kring k, ein einfacher Ω-k-Modul E mit Endomorphismen-
schiefkörper S := EndΩ,kE und eine k-Ringalgebra B liefert das Tensorprodukt
eine Äquivalenz

⊗SE : Mod-(S ⊗k B)
≈→ Ω -Mod(E)-B

zur Kategorie derjenigen Ω-B-Moduln, deren Restriktion zu (Ω, k) isomorph ist
zu einer Summe von Kopien von E.
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2.4.5. Gegeben ein B-Rechtsmodul M ist insbesondere E ⊗k M einfach bezie-
hungsweise halbeinfach als Ω-B-Modul genau dann, wenn S⊗kM einfach bezie-
hungsweise halbeinfach ist als S ⊗k B-Rechtsmodul. Der Fall S = k war Übung
3.1.11.

Beweis. Gegeben eine Menge Ω und ein Kring k und ein einfacher Ω-k-Modul E
und S := EndΩ,kE sein Endomorphismenschiefkörper mit dem offensichtlichen
Ringhomomorphismus k → Z(S) ist die Äquivalenz

⊗SE : Mod-S
≈→ Ω -Mod-(E) k

von vorher offensichtlich verträglich mit den natürlichen k-Modulstrukturen auf
den Morphismenräumen. Ist zusätzlich A eine k-Ringalgebra, so induziert unsere
Äquivalenz folglich eine Äquivalenz zwischen den Kategorien der A-Moduln auf
beiden Seiten, deren Objekte wir erklären als Paare (X,ϕ) aus einem Objekt X
der jeweiligen Kategorie mit einem Homomorphismus ϕ : A → EndX von k-
Ringalgebren. Wir notieren diese Äquivalenz

⊗SE : A -(Mod-S)
≈→ A -(Ω - k -Mod(E))

Mit B := Aopp erhalten wir die Äquivalenz aus der Proposition.

Korollar 2.4.6 (Skalarerweiterung bei einfachen Mengenmoduln). Gegeben
eine Körpererweiterung K/k und eine Menge Ω und ein einfacher (Ω, k)-Modul
E mit Endomorphismenring k ist K ⊗k E ein einfacher (Ω, K)-Modul mit Endo-
morphismenring K.

2.4.7 (Tensorprodukte von Körpern und Schiefkörpern). Die Resultate dieses
Abschnitts liefern besonders interessante Aussagen, wenn man mehr über Ten-
sorprodukte von Körpern und Schiefkörpern weiß. Ich zitiere hierzu insbesondere
[AL] 6.1.2, daß und wie gegeben T/k eine Körpererweiterung und S/k eine endli-
che separable Körpererweiterung das Tensorprodukt T ⊗k S ein Produkt von end-
lich vielen endlichen separablen Körpererweiterungen von T ist. Weiter wird in
3.6.13 unter anderem gezeigt, daß in Charakteristik Null das Tensorprodukt über
einem Körper k zweier Schiefkörper, die endlichdimensionale k-Ringalgebren
sind, zumindest eine halbeinfache k-Ringalgebra ist, also ein endliches Produkt
von Matrixringen über Schiefkörpern.

Satz 2.4.8 (Externes Tensorieren einfacher Moduln). Gegeben ein Körper k
und Mengen Ω,Θ und darüber einfache k-Mengenmoduln E,F mit Endomor-
phismenschiefkörpern S, T liefert das Tensorieren eine Äquivalenz von Kategori-
en

⊗(T⊗kS)(F ⊗k E) : Mod-(T ⊗k S)
≈→ Mod-(Θ,Ω, k)(F,E)
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zur Kategorie aller k-Vektorräume mit kommutierenden Operationen von Θ und
Ω derart, daß die Restriktion zu (k,Ω) beziehungsweise (k,Θ) isomorph ist zu
einer Summe von Kopien von E beziehungsweise F .

Beweis. Wir arbeiten mit dem Diagramm

Mod-(T ⊗k S)

≈

))SSSSSSSSSSSSSS
≈

uukkkkkkkkkkkkkk

Mod-(Θ, S)(F )

≈

))SSSSSSSSSSSSSS
∼ +3Mod-(T,Ω)(E)

≈

uukkkkkkkkkkkkkk

Mod-(Θ, k,Ω)(F,E)� _

��
Mod-(Θ, k,Ω)

Hier meint Mod-(Θ, S)(F ) die Kategorie derjenigen Θ-S-Rechtsmoduln, die als
Θ-k-Moduln isomorph sind zu einer Summe von Kopien von F . Wir wissen be-
reits aus 2.4.4, daß ⊗TF eine Äquivalenz von Kategorien induziert wie der Pfeil
oben links andeutet. Ebenso liefert ⊗SE die Äquivalenz oben rechts. Daß ⊗SE
einen volltreuen Funktor von links nach ganz unten induziert, wissen wir bereits
aus 2.4.1. Analog induziert ⊗TF einen volltreuen Funktor von rechts nach ganz
unten und eine Isotransformation zwischen beiden verknüpften Funktoren von
oben nach unten ist auch schnell angegeben. Nun ist T ein Schiefkörper und⊗TF
gefolgt vom Vergessen der Θ-Operation bildet offensichtlich Mod-(T,Ω)(E) nach
Mod-(k,Ω)(E) ab. Dasselbe gilt auf der anderen Seite und so landen unsere un-
teren Funktoren in der Tat in Mod-(Θ, k,Ω)(F,E) wie behauptet. Ausführlicher
haben wir nach 2.4.1 eine Äquivalenz

⊗TF : Mod-(T,Ω)
≈→ Mod-(Θ, k,Ω)(F )

und offensichtlich bildet ⊗TF ein Objekt genau dann nach Mod-(Θ, k,Ω)(F,E)

ab, wenn es zu Mod-(T,Ω)(E) gehört. Folglich induziert unsere Äquivalenz auch
eine Äquivalenz

⊗TF : Mod-(T,Ω)(E)
≈→ Mod-(Θ, k,Ω)(F,E)

Korollar 2.4.9 (Externe Tensorprodukte einfacher Moduln). Gegeben k ein
Körper und Ω,Θ Mengen und E,F jeweils ein einfacher k-Mengenmodul und
S, T deren Endomorphismenschiefkörper gilt:

1. Genau dann ist F ⊗k E einfach, wenn S ⊗k T ein Schiefkörper ist;
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2. Genau dann ist F⊗kE halbeinfach, wenn S⊗kT ein halbeinfacher S⊗kT -
Rechtsmodul ist.

2.4.10. Das kann man auch bei Bourbaki [Bou12] nachlesen, der im wesentlichen
denselben Beweis gibt, aber die Sprache der Kategorientheorie vermeidet.

Beweis. Wir erinnern unsere Äquivalenz 2.4.8. Nach diesem Satz ist F⊗kE genau
dann einfach, wenn S⊗kT ein einfacher S⊗kT -Rechtsmodul ist, und genau dann
halbeinfach, wenn S ⊗k T ein halbeinfacher S ⊗k T -Rechtsmodul ist.

Übungen

Übung 2.4.11. Gegeben m ≥ 1 ist Z/mZ ein halbeinfacher ∅-Modul alias eine
halbeinfache abelsche Gruppe genau dann, wenn kein Primfaktor in m mehrfach
vorkommt.

Übung 2.4.12. Ein C[X]-Ringmodul M ist halbeinfach genau dann, wenn der
durch Multiplikation mit X gegebene Endomorphismus des C-Vektorraums M
diagonalisierbar ist, als da heißt, wenn M eine Basis aus Eigenvektoren besitzt.
Dasselbe gilt im Fall von k[X]-Ringmoduln für jeden algebraisch abgeschlosse-
nen Körper k. Hinweis: [KAG] 4.7.27. Ist k ein vollkommener Körper und k̄ ein
algebraischer Abschluß, so ist ein k[X]-Ringmodul halbeinfach genau dann, wenn
der durch Erweiterung der Skalare entstehende k̄[X]-Modul halbeinfach ist. Ist k
nicht vollkommen, so gilt das nicht mehr.

Übung 2.4.13. Gegeben ein Homomorphismus ϕ : M → N von Ω-Moduln und
E ein einfacher Ω-Modul bildet ϕ den entsprechenden isotypischen Anteil in den
entsprechenden isotypischen Anteil ab, in Formeln ϕ(ME) ⊂ NE . Ist U ⊂M ein
Untermodul, so haben wir sogar UE = U ∩ME .

Übung 2.4.14. Eine Sequenz M ′ → M → M ′′ von halbeinfachen Moduln ist
exakt genau dann, wenn für alle einfachen Moduln die induzierte Sequenz M ′

E →
ME →M ′′

E exakt ist.

Übung 2.4.15. Man gebe eine halbeinfache abelsche Gruppe mit genau tausend
Elementen an.

Übung 2.4.16. Man bestimme die isotypischen Komponenten der abelschen Grup-
pe Z/30Z.

Übung 2.4.17. Man erkläre, inwiefern die Zerlegung eines halbeinfachen Moduls
in isotypische Komponenten die Eigenraumzerlegung eines Vektorraums unter ei-
nem diagonalisierbaren Endomorphismus verallgemeinert. Hinweis: 2.4.12.
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2.5 Mengenmoduln und Körpererweiterungen
Lemma 2.5.1 (Skalarerweiterung und Homomorphismen). Seien Ω eine Men-
ge und k ein Körper undK eine k-Ringalgebra. Seien Ω-k-ModulnM,N gegeben
mit dimk Homk,Ω(M,N) < ∞. So ist die offensichtliche Abbildung ein Isomor-
phismus

K ⊗k Homk,Ω(M,N)
∼→ HomK,Ω(K ⊗k M,K ⊗k N)

2.5.2. Unter einer der Annahmen dimkK < ∞ oder dimkM < ∞ gilt das auch
ohne unsere Zusatzannahme dimk Hom < ∞, vergleiche [LA2] 6.1.42. Ich habe
die Aussage in der hier gegebenen Allgemeinheit nicht in der Literatur gefunden.

Beweis. Die Erweiterung der Skalare liefert einen Isomorphismus

Homk,Ω(M,K ⊗k N)
∼→ HomK,Ω(K ⊗k M,K ⊗k N)

Sei (αi)i∈I eine k-Basis von K. Bezeichne αi : K → k die Koordinatenfunktio-
nen unserer Basis und α̃i ∈ HomΩ,k(K ⊗k N,N) die davon induzierten Homo-
morphismen. Gegeben ψ ∈ HomΩ,k(M,K ⊗k N gilt dann

α̃i ◦ ψ ∈ Homk,Ω(M,N)

Nun finden wir induktiv v1, . . . , vd ∈ M mit d := dimk Homk,Ω(M,N) derart,
daß für φ ∈ Homk,Ω(M,N) aus φ(v1) = . . . = φ(vd) = 0 folgt φ = 0. Nun kann
es aber für jedes j nur höchstens endlich viele i geben mit (α̃i ◦ ψ)(vj) 6= 0. Also
kann es überhaupt nur höchstens endlich viele i geben mit α̃i ◦ ψ 6= 0 und dann
ist ψ das Bild von

∑
αi ⊗ (α̃i ◦ ψ) und unser Isomorphimus in spe ist schon mal

surjektiv. Die Injektivität folgt aus [LA2] 6.1.48.

Proposition 2.5.3 (Skalarerweiterung und einfache Moduln). Seien Ω eine
Menge und K/k eine Körpererweiterung und M ein einfacher Ω-k-Modul, der
außer den Skalaren keine weiteren Endomorphismen hat, in Formeln

Endk,Ω(M) = k id

So ist auch K ⊗k M ein einfacher Ω-K-Modul mit EndK,Ω(K ⊗k M) = K id.

Beweis. Die letzte Aussage EndK,Ω(K ⊗k M) = K id folgt sofort aus der Ver-
träglichkeit von Homomorphismen und Skalarerweiterungen 2.5.1. Es gilt da-
mit nur noch zu zeigen, daß K ⊗k M einfach ist. Zunächst einmal ist sicher
reskK(K ⊗k M) ein halbeinfacher Ω-k-Modul, ja eine direkte Summe von Ko-
pien von M . Jede kurze exakte Sequenz U ↪→ K ⊗k M � Q induziert also eine
kurze exakte Sequenz von K-Moduln

Homk,Ω(M,U) ↪→ Homk,Ω(M,K ⊗k M)� Homk,Ω(M,Q)

Nun ist die Mitte eindimensional überK nach der bereits bewiesenen Teilaussage.
Folglich steht rechts oder links eine Null und es folgt U = 0 oder Q = 0.
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3 Moduln über Ringen

3.1 Einfache Moduln über Ringen
3.1.1. Im folgenden verstehen wir unter Moduln a priori Ringmoduln.

Definition 3.1.2. Ein Ring von endlicher Länge ist ein Ring, der sowohl als
Linksmodul als auch als Rechtsmodul über sich selber von endlicher Länge ist.

3.1.3 (Zahl einfacher Ringmoduln). Sei R ein Ring. Die Menge der Isomor-
phieklassen von einfachen R-Moduln notieren wir irr(R). Für jeden Ring folgt
aus dem Satz von Jordan-Hölder in N t {∞} die Abschätzung

| irr(R)| ≤ lR(R)

In der Tat ist jeder einfacheR-Modul ein Quotient vonR und tritt folglich in einer
und jeder Kompositionsreihe von R als Subquotient auf.

Korollar 3.1.4 (Zahl einfacher Ringmoduln und Dimension). Sei R ein Ring,
der einen Körper k als Teilring hat. Ist R endlichdimensional als Linksmodul
über k, so gibt es bis auf Isomorphismus höchstens dimk R einfache R-Moduln,
in Formeln gilt also

| irr(R)| ≤ dimkR

Beweis. Offensichtlich gilt | irr(R)| ≤ lR(R) und lR(R) ≤ dimkR.

Ergänzung 3.1.5. Jeder Ring, der als Linksmodul über sich selber artinsch ist, ist
als Linksmodul über sich selber bereits von endlicher Länge. Solche Ringe heißen
auch linksartinsch. Einen Beweis findet man zum Beispiel in [JS06].

Übungen

Übung 3.1.6. Ist ein Ring einfach als Linksmodul über sich selbst, so ist unser
Ring ein Schiefkörper.

Übung 3.1.7. In jedem Ring läßt sich auch jedes echte Linksideal vergrößern
zu einem maximalen echten Linksideal. Genau dann ist ein Linksideal maximal,
wenn der Quotient danach ein einfacher Modul ist. Jeder von Null verschiede-
ne Modul über einem Ring besitzt einen einfachen Subquotienten. Insbesondere
besitzt jeder von Null verschiedene Ring mindestens einen einfachen Modul. Hin-
weis: [KAG] 1.6.4.

Übung 3.1.8. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Körper, so ist jeder einfache
k[X]-Modul eindimensional und isomorph zu k[X]/〈X−λ〉 für genau ein λ ∈ k.
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Übung 3.1.9. Der einzige einfache Modul über dem Endomorphismenring ei-
nes endlichdimensionalen Vektorraums ist der besagte Vektorraum selber, bis auf
Isomorphismus. Dasselbe gilt für endlichdimensionale Vektorräume über Schief-
körpern. Hinweis: Jordan-Hölder. Von einem höheren Standpunkt mag man das
auch als Konsequenz der Morita-Äquivalenz [NAS] ?? verstehen.
Übung 3.1.10 (Isotypische Komponenten als Ideale). Ist R ein Ring und E
ein einfacher R-Modul, so ist die E-isotypische Komponente RE von R als R-
Linksmodul ein beidseitiges Ideal von R. Ist F ein weiterer einfacher R-Modul
mit E 6∼= F , so gilt für das Produkt der isotypischen Komponenten insbesondere
RERF = 0.
Ergänzende Übung 3.1.11 (Tensorprodukte einfacher Moduln). Gegeben Ring-
algebren A,B über einem Körper k und ein einfacher A-Modul E mit Endomor-
phismenring EndAE = k idE liefert die Vorschrift F 7→ E ⊗k F eine Bijektion

irr(B)
∼→ {M ∈ irr(A⊗k B) | HomA(E,M) 6= 0}

In der Tat liefert der Funktor F 7→ E⊗k F sogar eine Äquivalenz von Kategorien

ModB
≈→ {M ∈ ModA⊗kB |M = ME}

zwischen der Kategorie aller B-Moduln und der Kategorie aller der (A ⊗k B)-
Moduln, die als A-Moduln mit ihrer E-isotypischen Komponente zusammenfal-
len. Um das einzusehen, erinnere man die kanonische Beschreibung isotypischer
Komponenten 2.3.10 und prüfe, daß die Vorschrift M 7→ HomA(E,M) einen
quasiinversen Funktor liefert. Das ist im wesentlichen der Fall S = k von 2.4.4.
Ergänzung 3.1.12 (Einfache Moduln über Tensorproduktalgebren). Im allge-
meinen wird es selbst im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Grundkörpers
k = k̄ für k-Ringalgebren A,B auch einfache Moduln über A ⊗k B geben, die
weder als A-Moduln noch als B-Moduln einfache Untermoduln besitzen und die
mithin nicht von der Gestalt E ⊗k F sind. Das einfachste Beispiel, das mir ein-
fällt, arbeitet mit den Ringen von algebraischen Differentialoperatoren A = B =
CbX, ∂c = A1, wie sie in [?] ?? folgende besprochen werden. Für die diagona-
le Einbettung i : ∆ ↪→ C2 liefert dann i+O(∆) nach dem Einbettungssatz von
Kashiwara [?] ?? einen einfachen Modul über A2

∼= A1 ⊗C A1, von dem man
unschwer einsieht, daß er kein Tensorprodukt einfacher A1-Moduln sein kann.

3.2 Endomorphismen einfacher Moduln
Satz 3.2.1. Gegeben eine RingalgebraR über einem algebraisch abgeschlossenen
Körper k = k̄ und ein einfacher R-Modul E endlicher Dimension dimkE < ∞
liefert die offensichtliche Einbettung λ 7→ λ idE einen Isomorphismus

k
∼→ EndRE
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Beweis. Nach Annahme gilt E 6= 0. Jedes ϕ ∈ ModRE besitzt also einen Eigen-
wert, sagen wir λ, und der zugehörige Eigenraum ist offensichtlich ein von Null
verschiedenerR-Untermodul Eig(ϕ;λ) = ker(ϕ−λ id). WennE einfach ist, muß
dieser Untermodul schon ganz E sein und wir folgern ϕ = λ idE .

Beispiel 3.2.2. Ist k ⊂ L ein Körpererweiterung, so wird E := L ein einfacher
Modul über R := L. In diesem Fall haben wir offensichtlich EndRE = L und im
allgemeinen kann natürlich k 6= L gelten, aber eben nur dann, wenn entweder gilt
dimkL =∞ oder wenn k nicht algebraisch abgeschlossen ist.

Korollar 3.2.3 (Schur’sches Lemma). Gegeben eine endlichdimensionale einfa-
che Darstellung eines Monoids über einem algebraisch abgeschlossenen Körper
sind die Skalare ihre einzigen Endomorphismen.

Beweis. Eine einfache Darstellung ist nichts anderes als ein einfacher Modul über
dem Monoidring. Die Behauptung folgt so aus 3.2.1.

Korollar 3.2.4. Jede endlichdimensionale einfache Darstellung eines kommutati-
ven Monoids über einem algebraisch abgeschlossenen Körper ist eindimensional.

Beweis. Jedes Element unseres Monoids operiert in diesem Fall durch einen En-
domorphismus unserer Darstellung, also nach dem Lemma von Schur durch ein
Vielfaches der Identität. Dann aber ist jeder Untervektorraum bereits eine Unter-
darstellung und unsere Darstellung kann nur einfach sein, wenn sie eindimensio-
nal ist.

3.2.5. Die nun folgende Verallgemeinerung von 3.2.1 ist für die Darstellungstheo-
rie endlicher Gruppen ohne Bedeutung. Ihr Beweis benötigt stärkere Resultate der
Mengenlehre.

Satz* 3.2.6. Gegeben eine Ringalgebra R über einem algebraisch abgeschlos-
senen Körper k = k̄ und ein einfacher R-Modul E, dessen Dimension als k-
Vektorraum echt kleiner ist als die Kardinalität von k, liefert die offensichtliche
Einbettung λ 7→ λ idE einen Isomorphismus

k
∼→ EndRE

3.2.7. Insbesondere besitzt eine einfache Darstellung eines Monoids über einem
algebraisch abgeschlossenen Körper, deren Dimension echt kleiner ist als die Kar-
dinalität des Körpers, außer den Skalaren keine Endomorphismen. Wie zuvor folgt
auch, daß eine einfache Darstellung eines kommutativen Monoids über einem al-
gebraisch abgeschlossenen Körper, deren Dimension echt kleiner ist als die Kar-
dinalität des Körpers, eindimensional sein muß.
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Ergänzung 3.2.8. Der Hilbert’sche Nullstellensatz [KAG] 1.5.10 oder auch [KAG]
1.6.9 liefert die verwandte Aussage, daß gegeben eine ringendliche Kringalgebra
R über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k = k̄ jeder einfacheR-Modul
eindimensional ist über k.

Beweis. Das Anwenden auf ein beliebiges von Null verschiedenes Element un-
seres einfachen R-Moduls E liefert natürlich eine Injektion (EndRE) ↪→ E. Die
Dimension des Endomorphismenrings vonE über k ist folglich höchstens so groß
wie die Dimension von E über k. Wäre unser Endomorphismenring echt größer
als k, so müßte er den Funktionenkörper k(X) umfassen, in dem die Familie der
((X − λ)−1)λ∈k etwa nach [LA1] 5.5.12 linear unabhängig ist über k. Das steht
jedoch im Widerspruch zu unseren Voraussetzungen an die Kardinalitäten.

Übungen

Ergänzende Übung 3.2.9. Jede einfache Darstellung einer abelschen Gruppe über
einem algebraisch abgeschlossenen Körper, deren Dimension echt kleiner ist als
die Kardinalität des Körpers, ist eindimensional.

Übung 3.2.10. Ist eine endlichdimensionale Ringalgebra über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper ein Schiefkörper, so fällt sie mit unserem algebraisch
abgeschlossenen Körper zusammen.

3.3 Dichtesatz und Anwendungen
Satz 3.3.1 (Jacobson’s Dichtesatz). Gegeben ein Ring R und ein halbeinfacher
R-Modul M ist das Bild des offensichtlichen Ringhomomorphismus

R→ End(EndRM)M

dicht in folgendem Sinne: Gegeben f ∈ End(EndRM)M und endlich viele Elemente
m1, . . . ,mr ∈M existiert stets ein x ∈ R mit xmi = f(mi) für 1 ≤ i ≤ r.

3.3.2. Jeder Modul ist nach [KAG] 1.3.12 auch ein Modul über seinem eigenen
Endomorphismenring. Ist unser Modul der Ring R selber, so gilt nach [KAG]
2.3.14 sogar ohne alle weitere Voraussetzungen und für jeden beliebigen Ring R
stets R ∼→ End(EndRR)R unter der offensichtlichen Abbildung.

3.3.3. Gegeben eine Menge E mit Verknüpfung alias ein Magma und eine Teil-
menge T ⊂ E erklärt man den Kommutator von T in E durch die Formel
T ′ := {x ∈ E | xt = tx ∀t ∈ T}. Der Kommutator T ′′ des Kommutators
T ′ von T heißt dann der Bikommutator von T und umfaßt natürlich T selbst, in
Formeln

T ⊂ T ′′
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Unser Satz sagt in dieser Terminologie, daß gegeben ein halbeinfacher Modul M
über einem Ring R das Bild D ⊂ EndZM von R → EndZM in der oben ausge-
führten Weise „dicht“ liegt in seinem Bikommutator D′′ ⊂ EndZM . Im übrigen
fällt der „Trikommutator“ stets mit dem Kommutator zusammen, in Formeln

T ′′′ = T ′

In der Tat, T ′′ ⊃ T impliziert T ′′′ ⊂ T ′ und T ′′′ ⊃ T ′ folgt durch Anwenden
der Regel S ′′ ⊃ S auf S = T ′. Man mag das auch als Spezialfall unserer all-
gemeinen Erkenntnisse [KAG] 1.1.12 im Zusammenhang mit Inzidenzstrukturen
auffassen, angewandt auf die Inzidenzstruktur K ⊂ E × E bestehend aus allen
kommutierenden Paaren.

3.3.4. Hier ein Gegenbeispiel. Man betrachte den RingR ⊂ Mat(2; k) der oberen
Dreiecksmatrizen mit Einträgen in einem Körper k und seinen Modul M := k2

der Spaltenvektoren. Der Kommutator D′ ⊂ EndZ k
2 von D = R ⊂ EndZ k

2

besteht nur aus SkalarenD′ = k id ⊂ EndZ k
2 und sein Bikommutator ist folglich

der ganze Matrixring D′′ = Mat(2; k) ⊂ EndZ k
2. Offensichtlich liegt also D

nicht dicht in D′′. Zum Glück ist hier auch M kein halbeinfacher R-Modul. Dies
Beispiel zeigt jedoch, daß der Dichtesatz nicht ohne Voraussetzungen gilt.

3.3.5. Hier kommt ein weiteres Gegenbeispiel. Man betrachte den Ring der dualen
Zahlen D := Z[ε] mit ε2 = 0 und den injektiven Endomorphismus dieses Rings
mit ε 7→ nε für n ≥ 1. Sein Bild ist ein Teilring R ⊂ D. Betrachten wir M := D
als R-Modul, so gilt der Dichtesatz nicht, wie der Leser zur Übung selbst prüfen
mag.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall r = 1 und betrachten zu m = m1 ein Kom-
plement N des Untermoduls Rm ⊂M , so daß also gilt

M = Rm⊕N

Da die Projektion π : M � Rm ↪→M längs unserer Zerlegung in EndRM liegt,
und da gilt f ◦ π = π ◦ f nach Annahme, folgt f(m) ∈ Rm. Es gibt also in
anderen Worten x ∈ R mit f(m) = xm. Den allgemeinen Fall führen wir auf den
Fall r = 1 zurück, indem wir das Element (m1, . . . ,mr) ∈ M⊕r betrachten und
die Abbildung f × . . .× f . Sie entspricht unter dem Isomorphismus

EndZ(M⊕r)
∼→ Mat(r; EndZM)

gegeben durch ϕ 7→ (prj ◦ϕ◦ini)ij einer Diagonalmatrix diag(f, . . . , f) und kom-
mutiert in der Tat mit allen Elementen von EndR(M⊕r), da diese unter unserem
Isomorphismus den Matrizen aus Mat(r; EndRM) entsprechen.
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Korollar 3.3.6 (Satz von Wedderburn). Ist k ein algebraisch abgeschlossener
Körper und A ⊂ Mat(n; k) eine k-Unterringalgebra derart, daß kn einfach ist
als A-Modul, so gilt bereits A = Mat(n; k).

3.3.7. Das Beispiel des Quaterionenschiefkörpers H ∼= C2 mit seiner komplexen
Vektorraumstruktur durch Multiplikation mit komplexen Skalaren von rechts und
seiner offensichtlichen Struktur als Linksmodul über den Quaternionen A = H
zeigt, daß das Korollar nicht für einen beliebigen Teilring gilt.

Beweis. Zunächst gilt EndAk
n = k, da alle Eigenräume von Elementen ϕ ∈

EndAk
n in Bezug auf A Untermoduln sind und jeder Untermodul entweder Null

ist oder ganz kn. Dann folgt A = Endkk
n aus dem Dichtesatz 3.3.1.

3.3.8. Man mag den Satz von Wedderburn auch koordinatenfrei formulieren: Ist
k ein algebraisch abgeschlossener Körper und V ein endlichdimensionaler k-
Vektorraum und A ⊂ EndkV eine k-Unterringalgebra derart, daß V einfach ist
als A-Modul, so gilt bereits A = EndkV . In dieser Sprache läßt sich die Notwen-
digkeit der Bedingung k = k̄ besonders gut einsehen: Sind k ⊂ L Körper und
betrachten wir den Teilring L ⊂ EndkL, so ist ja L ein einfacher L-Modul, aber
im Fall k 6= L gilt L 6= EndkL.

Vorschau 3.3.9. Aus dem Satz von Wedderburn folgt insbesondere, daß für jede
einfache Darstellung V eines endlichen Monoids G über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper k gilt (dimkV )2 ≤ |G|. Stärkere Aussagen in dieser Richtung
werden wir in 4.2.9 kennenlernen. Über allgemeineren Körpern gilt diese Ab-
schätzung im allgemeinen nicht mehr, wie 1.1.33 zeigt.

3.4 Moduln über Tensorproduktalgebren
3.4.1. Gegeben Ringalgebren A,B über einem Kring k und Moduln M über A
und N über B können wir M⊗kN zu einem Modul über der Ringalgebra A⊗kB
machen, indem wir setzen (a ⊗ b)(m ⊗ n) = am ⊗ bn. Ich schlage für diesen
Modul die Notation

M �N = M �k N

vor und nenne ihn das äußere Produkt der oder Boxprodukt von M und N .

3.4.2. Gegeben eine Ringalgebra A über einem Körper k bezeichne

irrfk(A)

die Menge aller Isomorphieklassen einfacher und über k endlichdimensionaler A-
Moduln. Der Buchstabe f steht hier für „finite“ oder „fini“. Die für einen deutschen
Text naheliegende Notation irre hätte zu merkwürdig ausgesehen.
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Satz 3.4.3 (Einfache Moduln über Tensorproduktalgebren). Gegeben Ringal-
gebrenA,B über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k = k̄ induziert das
Boxprodukt eine Bijektion

(irrfk A)× (irrfk B)
∼→ irrfk(A⊗k B)

Beispiel 3.4.4. Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, so ist das im allgemeinen
falsch. Zum Beipiel ist C ein einfacher Modul über der R-Ringalgebra C, aber
C�R C ist kein einfacher Modul über der R-Ringalgebra C⊗R C, denn der Kern
der durch die Multiplikation gegebenen Surjektion C⊗R C� C ist ein von Null
verschiedener echter Untermodul.

3.4.5. Etwas stärkere und allgemeinere Aussagen mögen Sie bereits als Übung
3.1.11 gezeigt haben. Noch allgemeinere Aussagen werden in 2.4.8 und 2.4.9 ge-
zeigt. Ein Gegenbeispiel im Fall unendlicher Dimension wird in 3.1.12 gegeben.

Beweis. GegebenE ∈ A -Mod und F ∈ B -Mod einfach und endlichdimensional
über k ist auch E � F ∈ (A ⊗ B) -Mod einfach, da nach dem Satz von Wedder-
burn 3.3.6 die Operationen Surjektionen A � EndkE und B � EndkF liefern
und damit auch eine Surjektion von A⊗B � Endk(E⊗F ). Die im Satz angege-
bene Abbildung ist also sinnvoll definiert. Ist T ein über k endlichdimensionaler
A ⊗ B-Modul, so besitzt T als A-Modul einen einfachen Untermodul E ⊂ T .
Die offensichtliche Abbildung E � HomA(E, T ) → T ist dann nach 3.4.6 ein
injektiver (A ⊗ B)-Homomorphismus für die Operation durch Nachschalten von
B auf dem Hom-Raum. Ist T einfach, so muß diese Abbildung auch surjektiv sein
und der Hom-Raum muß ein einfacher B-Modul F sein. Die im Satz angegebene
Abbildung ist also surjektiv. Den Nachweis ihrer Injektivität kann der Leser ohne
Mühe aus dem Nachweis der Surjektivität extrahieren.

Lemma 3.4.6. Gegeben k ein Körper und A eine k-Ringalgebra und M ein A-
Modul und E ein einfacher A-Modul mit Endomorphismenring EndAE = k idE
induziert das Auswerten eine Inklusion

E ⊗k HomA(E,M) ↪→M

Beweis. Eventuell haben Sie bereits eine stärkere Aussage als Übung 2.3.10 ge-
zeigt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß M eine
Summe und dann auch eine direkte Summe ist von zuE isomorphen Untermoduln
ist, und in diesem Fall ist das Lemma explizit klar.

Definition 3.4.7. Seien A,B Ringe und M ein Modul über A ⊗Z B. Man nennt
(A,B) ein duales Paar vermittels M , wenn die offensichtlichen Abbildungen
Surjektionen B � EndAM sowie A� EndBM liefern.
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Proposition* 3.4.8 (Zerlegung unter dualen Paaren). Sind zwei Ringalgebren
A,B über einem algebraisch abgeschlossenen Grundkörper k ein duales Paar
vermittels eines über k endlichdimensionalen (A ⊗k B)-Moduls M , und ist M
halbeinfach als A-Modul, so gibt es einfache und paarweise nicht isomorphe
A-Moduln E1, . . . , Er sowie einfache und paarweise nicht isomorphe B-Moduln
F1, . . . , Fr derart, daß M unter A⊗k B zerfällt als

M ∼=
r⊕

ν=1

Eν �k Fν

Beweis. Mit 3.4.6 finden wir schon einmal eine derartige Zerlegung mit allen Eν
einfach und paarweise nicht isomorph. Dann liefert die offensichtliche Abbildung
einen Isomorphismus

∏r
ν=1 EndkFν

∼→ EndAM . Folglich sind die Fν einfache
Moduln für EndAM und damit nach Annahme für B. Damit ist M auch als B-
Modul halbeinfach. Lassen wir nun dasselbe Argument andersherum laufen, so
folgt zusätzlich, daß die Fν paarweise nicht isomorph sind.

3.5 Halbeinfache Ringe
Definition 3.5.1. Ein Ring heißt halbeinfach, wenn er halbeinfach ist als Links-
modul über sich selber.

3.5.2. Aus dem Satz über die Struktur halbeinfacher Ringe 3.5.4 wird folgen, daß
ein Ring halbeinfach ist genau dann, wenn der opponierte Ring halbeinfach ist.
In Teilen der Literatur wird aus mir unerfindlichen Gründen von einem halbeinfa-
chen Ring zusätzlich gefordert, daß er nicht der Nullring sein darf. Der Gruppen-
ring einer endlichen Gruppe über einem Körper oder sogar Schiefkörper, dessen
Charakteristik die Gruppenordnung nicht teilt, ist halbeinfach nach dem Satz von
Maschke 4.1.1.

Ergänzung 3.5.3 (Terminologisches). Unter einem einfachen Ring verstehen wir
einen Ring, der nicht Null ist und außer Null und dem ganzen Ring keine weiteren
zweiseitigen Ideale besitzt. Diese Terminologie ist mit der eben in 2.3.1 eingeführ-
ten Terminologie nicht gut verträglich, da einfache Ringe keineswegs halbeinfach
als Linksmodul über sich selber zu sein brauchen. Ein einfacher Ring R ist viel-
mehr einfach als Modul über dem Produktring R × Ropp, dessen Operation auf
R dabei durch simultane Links- und Rechtsmultiplikation zu verstehen ist. Zum
Beispiel erhält man einen einfachen Ring, wenn man in End(C[X]) den Teilring
betrachet, der von den Multiplikationen mit Polynomen und der Operation ∂ des
Ableitens erzeugt wird. Er wird CbX, ∂c notiert, heißt die „Algebra der algebrai-
schen Differentialoperatoren aufC“ oder auch „Weyl-Algebra in einer Veränderli-
chen“, und wir zeigen in [?] ??, daß er einfach ist. Als weiteres Beispiel erhält man
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auch einen einfachen Ring, wenn man den Quotienten des Endomorphismenrings
eines Vektorraums abzählbarer Dimension nach dem Ideal aller Endomorphismen
endlichen Ranges betrachtet, wie der Leser zur Übung selbst prüfen mag. Dieser
Ring E ist jedoch als Linksmodul über sich selber mit denselben Argumenten wie
in [KAG] 2.1.9 isomorph zu E⊕2, folglich kann er nach 3.5.4 nicht halbeinfach
sein. In der Literatur wird auch oft unter einem „einfachen Ring“ das verstanden,
was in der hier gewählten Terminologie als ein „halbeinfacher einfacher Ring“ zu
bezeichnen ist.

Satz 3.5.4 (Struktur halbeinfacher Ringe). 1. Der Ring EndDL der Endo-
morphismen eines endlich erzeugten Moduls L über einem Schiefkörper D
ist stets halbeinfach. Unter der zusätzlichen Annahme L 6= 0 ist er auch
einfach und hat L als einzigen einfachen Modul bis auf Isomorphismus;

2. Jedes endliche Produkt von halbeinfachen Ringen ist halbeinfach;

3. Jeder halbeinfache Ring besitzt bis auf Isomorphismus nur endlich viele
einfache Moduln und ist selbst eine direkte Summe von endlich vielen ein-
fachen Links-Untermoduln alias Linksidealen;

4. Der opponierte Ring eines halbeinfachen Rings ist stets auch wieder halb-
einfach;

5. Jeder einfache Modul über einem halbeinfachen Ring ist endlichdimensio-
nal als Modul über seinem Endomorphismenschiefkörper;

6. Ist L1, . . . , Lr ein Vertretersystem für die Isomorphieklassen von einfachen
Moduln eines halbeinfachen Rings R und sind Di := EndRLi deren En-
domorphismenschiefkörper, so liefert die offensichtliche Abbildung einen
Ringisomorphismus

R
∼→ (EndD1L1)× . . .× (EndDrLr)

3.5.5. Man mag zur Übung zeigen, daß die Faktoren rechts unter unserem Iso-
morphismus den isotypischen Komponenten des R-Moduls R entsprechen.

3.5.6 (Halbeinfache endlichdimensionale Ringalgebren). Eine endlichdimen-
sionale Ringalgebra über einem Körper ist insbesondere genau dann halbeinfach,
wenn sie isomorph ist zu einem endlichen Produkt von Matrixringen in endlich-
dimensionalen Schiefkörpern über besagtem Körper. Eine endlichdimensionale
Ringalgebra über einem algebraisch abgeschlossenen Körper ist damit genau dann
halbeinfach, wenn sie isomorph ist zu einem endlichen Produkt von Matrixringen
über besagtem Körper.
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Beispiel 3.5.7 (Halbeinfache endlichdimensionale reelle Ringalgebren). Wir
wissen aus [AL] 3.12.2, daß es bis auf Isomorphismus nur drei endlichdimensio-
nale R-Ringalgebren gibt, die Schiefkörper sind, nämlich R,C und den Schief-
körper H der Quaternionen. Jede halbeinfache endlichdimensionale R-Ringalge-
bra ist also isomorph zu einem endlichen Produkt von Matrizenringen in diesen
drei R-Ringalgebren. Ein typisches Beispiel für eine endlichdimensionale halb-
einfache R-Ringalgebra wäre etwa

Mat(2;R)×Mat(7;C)×Mat(2;C)×Mat(5;H)

Beweis. 1. Gegeben ein SchiefkörperD und n ≥ 1 ist der Matrizenring Mat(n;D)
einfach und halbeinfach. In der Tat sieht man leicht ein, daß das von einer belie-
bigen von Null verschiedenen Matrix erzeugte zweiseitige Ideal bereits der gan-
ze Matrizenring sein muß und daß der Linksmodul Dn der Spaltenvektoren ein
einfacher Modul über unserem Matrizenring ist. Der Matrizenring Mat(n;D) ist
nun als Linksmodul über sich selber isomorph zur direkten Summe von n Ko-
pien dieses einfachen Moduls, etwa den Untermoduln aller Matrizen, bei denen
höchstens eine vorgegebene Spalte von Null verschieden ist. Folglich ist er auch
halbeinfach. Da jeder einfache Modul eines Rings ein Quotient des Rings selber
sein muß, zeigt die Zerlegung in isotypische Komponenten 2.3.8, daß Dn im Fall
eines Schiefkörpers D bis auf Isomorphismus der einzige einfache Modul von
Mat(n;D) ist.

2. Das ist klar.

3. Jeder halbeinfache Ring zerfällt in eine direkte Summe von einfachen Untermo-
duln. Seine Eins muß dabei wie jedes Element bereits in einer Summe von endlich
vielen dieser einfachen Untermoduln liegen, und diese Summe ist dann notwendig
bereits der ganze Ring. Da jeder einfache Modul Quotient unseres Rings ist und
damit in einer isotypischen Zerlegung unseres Rings auftreten muß, besitzt unser
Ring bis auf Isomorphismus nur endlich viele einfache Moduln.

4. Ist L1, . . . , Lr ein Vertretersystem für die Isomorphieklassen einfacher Moduln
und mi deren jeweilige Vielfachheit im R-Modul R, so haben wir also einen Iso-
morphismus von R-Linksmoduln R ∼= Lm1

1 ⊕ . . .⊕ Lmrr . Sind Di = EndRLi die
Endomorphismenringe unserer einfachen Moduln, so erhalten wir nach [KAG]
2.3.14 und [KAG] 2.1.17 Ringisomorphismen

Ropp ∼→ EndRR
∼← Mat(m1;D1)× . . .×Mat(mr;Dr)

Das Transponieren von Matrizen liefert dann auch einen Ringisomorphismus

R
∼→ Mat(m1;Dopp

1 )× . . .×Mat(mr;D
opp
r )
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Jeder halbeinfache Ring ist also isomorph zu einem endlichen Produkt von Rin-
gen endlicher quadratischer Matrizen mit Einträgen in Schiefkörpern. Umgekehrt
folgt aus 1 und 2, daß alle Ringe dieser Gestalt halbeinfach sind. Insbesondere ist
der opponierte Ring eines halbeinfachen Rings stets wieder halbeinfach.

5. Nach dem Vorhergehenden wissen wir bereits, daß gegeben ein Schiefkörper
D und eine natürliche Zahl m ≥ 1 jeder einfache Modul über dem Matrizenring
Mat(m;D) isomorph ist zum Modul Dm der Spaltenmatrizen und jeder einfache
Rechtsmodul isomorph zum ModulDm der Zeilenmatrizen, dessen Endomorphis-
menring hinwiederum D selber ist, nun aber durch Linksmultiplikation wirkend.

6. Sicher liefert die offensichtliche Abbildung einen injektiven Homomorphismus

R ↪→ (EndD1L1)× . . .× (EndDrLr)

Teil 5 zusammen mit dem Dichtesatz zeigt, daß er ein Isomorphismus sein muß.
Im Rückblick folgern wir zusätzlich mi = dimDiLi. In Worten stimmt also die
Multiplizität eines einfachen Linksideals in R überein mit seiner Dimension über
dem jeweiligen Endomorphismenschiefkörper.

Übungen

Übung 3.5.8. Man zeige, daß jeder Linksmodul über einem halbeinfachen Ring
halbeinfach ist.

Übung 3.5.9. Besitzt ein Ring einen endlich erzeugten halbeinfachen Modul mit
verschwindendem Annulator, so ist er halbeinfach.

Ergänzende Übung 3.5.10. Besitzt ein einfacher Ring ein Linksideal, das als Links-
modul einfach ist, so muß unser Ring keineswegs halbeinfach sein: Der Endomor-
phismenring jedes Vektorraums unendlicher Dimension ist ein Gegenbeispiel.

Übung 3.5.11. Gegeben ein Modul über einem Schiefkörper sind die einzigen
zentralen Idempotenten seines Endomorphismenrings die Null und die Identität.

Übung 3.5.12. Gegeben ein Schiefkörper D und ein zentraler Unterkörper k ⊂ D
und ein endlich erzeugter D-Modul L ist jeder k-lineare Ringautomorphismus
ϕ : EndD(L)

∼→ EndD(L) die Konjugation mit einer Einheit g ∈ (EndkL)×.
Hinweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wirL 6= 0 annehmen. Der
mitϕ zurückgezogene EndD(L)-ModulL ist dann ebenfalls einfach als EndD(L)-
Modul und folglich isomorph zu L über k.

Übung 3.5.13. Gegeben ein endlich erzeugter halbeinfacher Modul M über ei-
nem Ring R zeige man, daß sein Endomorphismenring EndRM halbeinfach ist,
daß dieR-isotypischen Komponenten vonM mit den EndRM -isotypischen Kom-
ponenten von M zusammenfallen, und daß jeder einfache Modul von EndRM
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isomorph ist zu einem Untermodul von M . Wir erhalten mithin eine Injektion
irr(EndRM) ↪→ irr(R), deren Bild aus allen Isomorphieklassen von einfachen
R-Moduln besteht, die in M vorkommen.

Übung 3.5.14. Ein zentrales Idempotentes z ∈ R eines Rings heißt primitiv,
wenn es nicht Null ist und es keine von Null verschiedenen zentralen Idempo-
tenten z1, z2 gibt mit z1 + z2 = z aber z1z2 = 0. Man zeige: Gegeben von Null
verschiedene Vektorräume L1, . . . , Lr über SchiefkörpernD1 . . . , Dr sind die pri-
mitiven zentralen Idempotenten des Produktrings

R := (EndD1L1)× . . .× (EndDrLr)

genau die Tupel mit der Identität an einer Stelle und sonst nur Nullen. Insbeson-
dere ist in einem halbeinfachen Ring stets die Eins die Summe der primitiven
zentralen Idempotenten.

Übung 3.5.15. Selbst in einem kommutativen aber nicht halbeinfachen Ring muß
im allgemeinen die Eins keineswegs die Summe der primitiven zentralen Idempo-
tenten sein. Man gebe ein Gegenbeispiel.

Übung 3.5.16. Jeder Ring Mat(n;D) von endlichen quadratischen Matrizen mit
Koeffizienten in einem Schiefkörper D und n ≥ 1 ist einfach, und jeder halb-
einfache einfache Ring ist isomorph zu einem derartigen Matrizenring für genau
ein n und einen bis auf Isomorphismus wohlbestimmten Schiefkörper D, seinen
Goldie-Schiefkörper. Das fragliche n heißt dann der Goldie-Rang unseres halb-
einfachen einfachen Rings.

Übung 3.5.17. Gegeben ein Schiefkörper D und ein endlich erzeugter D-Modul
V und ein Endomorphismus a ∈ E := EndDV sind gleichbedeutend:

1. Das von a erzeugte Linksideal Ea ist ein einfacher E-Modul;

2. Das von a erzeugte Rechtsideal aE ist ein einfacher E-Rechtsmodul;

3. Unser Endomorphismus a hat den Rang Eins alias aV ∼= D als D-Modul;

4. Unser D-Modul V besitzt eine Basis derart, daß die Matrix von a in Bezug
auf diese Basis genau einen von Null verschiedenen Eintrag hat.

Hinweis: Sind zwei Spalten unserer Matrix a linear unabhängig, so hätte Ea eine
zu große Dimension. Dann beachte man, daß Zeilenrang gleich Spaltenrang auch
für Matrizen mit Einträgen in Schiefkörpern gilt.
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3.6 Spurkriterium für Halbeinfachkeit*
3.6.1. Sei R ein Ring. Der Schnitt J(R) = Jac(R) aller Annullatoren einfacher
R-Moduln heißt das Jacobson-Radikal von R.
3.6.2. Das Jacobsonradikal von R ist auch der Schnitt aller Annulatoren einfa-
cher R-Rechtsmoduln, in Formeln gilt also J(R) = J(Ropp). Um das einzusehen
bemerkt man zunächst

J(R) = {x ∈ R | 1− rx besitzt für alle r ∈ R ein Linksinverses}.

In der Tat finden wir für x 6∈ J(R) einen einfachen R-Modul E und e ∈ E
mit xe 6= 0 und insbesondere e 6= 0 und dann ein r ∈ R mit rxe = e alias
(1−rx)e = 0 und dann kann (1−rx) kein Linksinverses haben. Gibt es umgekehrt
r ∈ R so daß (1 − rx) kein Linksinverses hat, so liegt es in einem maximalen
Linksideal, annulliert also einen einfachen R-Linksmodul E und dann kann rx
und a forteriori x nicht zum Annulator von E gehören. Nun folgern wir stärker

J(R) = {x ∈ R | 1− rxs ist für alle r, s ∈ R invertierbar}.

Die Inklusion ⊃ ist hier eh klar. Andererseits impliziert x ∈ J(R) bereits xs ∈
J(R) für alle s ∈ R und es gibt folglich u mit u(1− rxs) = 1 alias 1 +urxs = u.
Andererseits gibt es dann auch v mit v(1 + urxs) = 1 = vu. Aus vu = 1 und
ua = 1 folgt aber direkt v = a und so die Invertierbarkeit von a.

Proposition 3.6.3 (Lemma von Nakayama). Gegeben ein Ring R und ein end-
lich erzeugter R-Modul M mit J(R)M = M gilt M = 0.

3.6.4. Im Fall kommutativer Ringe kann man nach Matsumura eine stärkere Aus-
sage [KAG] 4.6.2 sogar ohne Verwendung des Zorn’schen Lemmas zeigen, die
man dann auch das „Lemma von Nakayama“ nennt. Wenn ich die Unterschei-
dung betonen will, nenne ich sie das kommutative Nakayamalemma und nenne
die hier bewiesene Aussage 3.6.3 das nichtkommutative Nakayamalemma.

Beweis. Wäre M 6= 0, so gäbe es nach 2.2.8 einen Untermodul N ⊂ M mit
M/N einfach und folglich J(R)(M/N) = 0 alias J(R)M ⊂ N und a forteriori
J(R)M 6= M .

3.6.5 (Jacobsonradikal eines Rings endlicher Länge). Sei R ein Ring, der von
endlicher Länge ist als Linksmodul über sich selber. So ist J(R) offensichtlich ein
nilpotentes zweiseitiges Ideal, in Formeln J(R)n = 0 für n� 0, ja für n ≥ lR(R).
Umgekehrt muß jedes Linksideal J , das aus nilpotenten Elementen besteht, jeden
einfachen Modul annullieren, denn aus JL 6= 0 folgt erst die Existenz von x ∈ J
und m ∈ L mit xm 6= 0 und dann die Existenz von r ∈ R mit (rx)m = m im
Widerspruch zu (rx) ∈ J . Mithin ist in diesem Fall J(R) daß größte Linksideal
von R, das aus nilpotenten Elementen besteht.
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3.6.6 (Ringe endlicher Länge mit Jacobsonradikal Null). Ein Ring R, der von
endlicher Länge ist als Linksmodul über sich selber und dessen Jacobsonradikal
verschwindet, muß halbeinfach sein. In der Tat findet man dann Elemente ein-
facher Moduln m1 ∈ L1, . . . ,mt ∈ Lt derart, daß das Daranmultiplizieren an
(m1, . . . ,mt) ∈ L1 ⊕ . . . ⊕ Lt eine Injektion R ↪→ L1 ⊕ . . . ⊕ Lt induziert, und
dann ist R nach 2.3.6 halbeinfach als Untermodul eines halbeinfachen Moduls.

3.6.7 (Die Spurform und ihre Eigenschaften). Sei k ein Körper. Auf jeder end-
lichdimensionalen k-Algebra A können wir die Linearform

Tr : A → k
a 7→ tr((a·)|A)

betrachten und die Spurform A× A 7→ k erklären durch

(a, b)tr := tr
(
(a·) ◦ (b·)|A

)
Man prüft leicht (a, b)tr = (b, a)tr. Ist unsere Algebra assoziativ, so haben wir
(a, b)tr = Tr(ab) und (ax, b)tr = (a, xb)tr für alle a, b, x ∈ A. Daraus folgt, daß
das Radikal J der Spurform einer assoziativen Algebra stets ein zweiseitiges Ideal
ist. Da die Spur nilpotenter Endomorphismen Null ist und da das Jacobsonradikal
einer endlichdimensionalen Ringalgebra nach 3.6.5 aus nilpotenten Elementen be-
steht, muß im Fall einer endlichdimensionalen RingalgebraA das Jacobsonradikal
J(A) stets im Radikal der Spurform enthalten sein, in Formeln J(A) ⊂ J . Insbe-
sondere ist jede endlichdimensionale Ringalgebra mit nichtausgearteter Spurform
nach 3.6.6 halbeinfach. In Charakteristik Null gilt nach 3.6.12 sogar die Umkeh-
rung.

Vorschau 3.6.8. Im Fall endlichdimensionaler Liealgebren spezialisiert unsere
Spurform zur sogenannten Killingform [HL] 1.6.7.

Vorschau 3.6.9. Etwas allgemeiner gelingt die Definition von Spurform und Spur
auch noch für Ringalgebren über allgemeineren Kringen k, die endlich erzeugt
und projektiv sind als k-Moduln. Wir diskutieren das in [?] ??.

Ergänzung 3.6.10. Auf jeder endlichdimensionalen AlgebraA über einem Körper
k könnten wir zusätzlich zur Linearform Tr : a 7→ tr((a·) : A→ A) a priori auch
noch die Linearform a 7→ tr((·a) : A → A) betrachten und so eine Variante der
Spurform erhalten. Ich kenne jedoch keinen Fall, in dem man mit dieser Variante
einen Zusatznutzen erzielen könnte.

Beispiel 3.6.11. Sei k ein Körper. Auf der k-Algebra A = Mat(n; k) wird die
Spur nach [LA1] 2.6.18 beschrieben durch die Formel Tr(M) = n tr(M) für die
übliche Spur tr : Mat(n; k)→ k aus der linearen Algebra.
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Proposition 3.6.12 (Spurkriterium für Halbeinfachkeit). Eine endlichdimen-
sionale Ringalgebra über einem Körper der Charakteristik Null ist genau dann
halbeinfach, wenn ihre Spurform nichtausgeartet ist.

3.6.13. Insbesondere ist eine halbeinfache endlichdimensionale Ringalgebra über
einem Körper der Charakteristik Null halbeinfach genau dann, wenn sie unter ei-
ner und jeder Körpererweiterung des Grundkörpers halbeinfach wird. In Formeln
ist also A halbeinfach genau dann, wenn K ⊗k A halbeinfach ist für K/k eine
beliebige Körpererweiterung und char k = 0. Ebenso folgt, daß gegeben zwei
halbeinfache endlichdimensionale Ringalgebren A,B über einem Körper k der
Charakteristik Null auch die Ringalgebra A ⊗k B halbeinfach ist, denn Ortho-
gonalbasen der jeweiligen Algebren bezüglich der Spurform liefern unmittelbar
eine Orthogonalbasis ihres Tensorprodukts. Ein Gegenbeispiel in positiver Cha-
rakteristik gibt [AL] 6.1.1, wo wir eine endliche Körpererweiterung L/K angeben
derart, daß der Ring L⊗K L von Null verschiedene nilpotente Elemente hat.

Beweis. Es bleibt nur noch zu zeigen, daß jede halbeinfache Ringalgebra endli-
cher Dimension über einem Körper der Charakteristik Null eine nichtausgeartete
Spurform hat. Nach [AL] 2.9.26 ist aber ein Endomorphismus eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums über einem Körper der Charakteristik Null nilpotent
genau dann, wenn die Spuren aller seiner echten Potenzen verschwinden. Man
zeigt damit leicht, daß unser Radikal J der Spurform im Fall der Charakteristik
Null das größte Linksideal ist, das aus nilpotenten Elementen besteht, also nach
3.6.5 das Jacobsonradikal. Ist das aber Null, so ist unsere Ringalgebra halbeinfach
nach 3.6.6.

3.6.14 (Einfache Moduln und Erweiterung des Grundkörpers). Seien k ein
Körper und A eine Ringalgebra über k und L ein einfacher A-Modul. Gegeben
eine Körpererweiterung K/k muß LK := L ⊗k K kein einfacher, ja noch nicht
einmal ein halbeinfacher Modul über AK := A⊗k K sein, wie das Beispiel [AL]
6.1.1 zeigt. Ist jedoch L endlichdimensional über k, so ist das Bild B ⊂ Endk L
von A halbeinfach nach 3.5.9 und sind wir zusätzlich in Charakteristik Null, so
ist auch BK halbeinfach nach 3.6.13 und damit ist LK halbeinfach als BK-Modul
und a forteriori als AK-Modul.

3.6.15 (Einfache Moduln und Galoiserweiterungen). Seien A eine Ringalge-
bra über einem Körper k und K/k eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Γ.
Sei weiter L ein einfacher A-Modul derart, daß LK ein halbeinfacher AK-Modul
ist. So ist operiert Γ durch k-lineare Ringautomorphismen auf AK und für γ ∈ Γ
ist id⊗γ−1 : LK

∼→ LK ein Isomorphismus

resγLK
∼→ LK
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zwischen dem mit id⊗γ : AK → AK restringierten AK-Modul LK und LK
selbst. Ist der einfacheAK-ModulE ein direkter Summand von LK , so ist folglich
auch resγE ein direkter Summand von LK und kommt mit derselben Vielfachkeit
vor wie E. Darüberhinaus müssen alle einfachen Summanden des AK-Moduls
LK gewisse resγE für unser festes E sein, da die Summe aller zugehörigen isoty-
pischen Komponenten von LK ein Γ-stabiler AK-Untermodul ist, der nach [AL]
6.4.7 durch Erweiterung der Skalare aus einem A-Untermodul von L hervorgehen
muß. Als AK-Modul besitzt LK mithin eine Zerlegung der Gestalt

LK ∼= E⊕n1 ⊕ E⊕n2 ⊕ . . .⊕ E⊕nr

mit n, r ≥ 1 und einfachen AK-Moduln Ei derart, daß es für beliebige i, j min-
destens ein Element γ der Galoisgruppe gibt mit Ei ∼= resγEj . Nehmen wir nun
zusätzlich dimk L < ∞ an, so ist L auch endlichdimensional über seinem Endo-
morphismenschiefkörper D := EndA L und für m := dimD L und d := dimkD
finden wir dm = dimk L sowie EndD L ∼= Mat(m;D)opp. Für Di := EndAKEi
der Endomorphismenschiefkörper von Ei finden wir durch Erweiterung der Ska-
lare weiter

DK
∼= EndAKLK

∼= EndAKE
⊕n
1 × . . .× EndAKE

⊕n
r

∼= Mat(n;D1)× . . .×Mat(n;Dr)

Sicher haben alle Di dieselbe K-Dimension d1 := dimK D1 und damit gilt dann
d = dimK DK = rn2d1 sowie m = (dimk L)/rn2d1.

3.6.16 (Jacobsonradikal und Erweiterung der Skalare). Ist k ein Körper der
Charakteristik Null und A eine endlichdimensionale k-Ringalgebra, so vertauscht
das Bilden des Jacobson-Radikals mit beliebigen Körpererweiterungen, das Pro-
dukt induziert also genauer einen Isomorphismus

J(A)⊗k K
∼→ J(A⊗k K)

In der Tat ist J(A) ein nilpotentes zweiseitiges Ideal und folglich ist auch J(A)⊗k
K ein nilpotentes zweiseitiges Ideal inA⊗kK und folglich enthalten im Jacobson-
Radikal J(A⊗kK). Andererseits istA/J(A) halbeinfach und nach 3.6.13 ist damit
auch (A/J(A))⊗k K halbeinfach und die Behauptung folgt.

3.6.17. Seien k ein Körper der Charakteristik Null und A eine endlichdimensio-
nale k-Ringalgebra derart, daß A/J(A) = D1× . . .×Dr ein Produkt von Schief-
körpern ist. Die einfachen A-Moduln sind also gewisse L1, . . . , Lr und deren En-
domorphismenschiefkörper sind die Di und sind Pi � Li projektive Decken der
Li, so gibt es einen nicht eindeutigen Isomorphismus A ∼→ P1 ⊕ . . . ⊕ Pr von
A-Moduln, der hinwiederum einen Isomorphismus

Aopp ∼→ EndA(P1 ⊕ . . .⊕ Pr)
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induziert. Unter Erweiterung der Skalare, angegeutet durch einen Querstrich, wird
er ein Isomorphismus

Āopp ∼→ EndĀ(P̄1 ⊕ . . .⊕ P̄r)

und P̄ � L̄ ist auch eine projektive Decke. Im Fall einer Galoiserweiterung wis-
sen wir aus 3.6.15, daß L̄ über Ā eine Zerlegung der Gestalt

L̄
∼→ E⊕n1 ⊕ E⊕n2 ⊕ . . .⊕ E⊕nd

hat mit n, d ≥ 1 und einfachen Ā-Moduln Ei derart, daß es für beliebige i, j min-
destens ein Element γ der Galoisgruppe gibt mit Ei ∼= resγEj . Wir finden eine
endliche Galoiserweiterung derart, daß alle Ei den Körper K als Endomorphis-
menring haben. Dann finden wir auch einen Lift zu einem Isomorphismus von
Ā-Moduln

P̄
∼→ Q⊕n1 ⊕Q⊕n2 ⊕ . . .⊕Q⊕nd

mit Qi � Ei jeweils einer projektiven Decke, und auch der ist unkanonisch.

Übungen

Übung 3.6.18. GegebenA ⊃ I eine endlichdimensionale Algebra mit einem Ideal
stimmt die Spurform von I , aufgefaßt als eigenständige Algebra, überein mit der
Einschränkung der Spurform von A auf I .

Übung 3.6.19. Gegeben ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Z/2Z-
graduierten k-Vektorraums alias Supervektorraums V = V0⊕V1 erklärt man die
Superspur str : End(V )→ k in hoffentlich selbsterklärender Notation durch die
Formel

str(A) := tr(A0
0)− tr(A1

1)

Man zeige, daß auch eine endlichdimensionale Z/2Z-graduierte k-Ringalgebra
A mit nichtausgearteter Superspurform (a, b) 7→ str(ab : A → A) halbeinfach
ist als Ring. Hinweis: Man kopiere das Argument aus 3.6.7. Im übrigen ist die
Superspurform nicht symmetrisch, sondern „supersymmetrisch“. Für ein syste-
matisches Verständnis dieser Vorzeichen mag man mit der „Multikategorie der
Supervektorräume“ [TS] ?? arbeiten.

3.7 Erzeugende und Relationen für Ringalgebren**
3.7.1. Gegeben ein Kring k und eine Menge I definiert man die freie k-Ringal-
gebra Ralg0

k I über I als den Monoidring über k nach 1.2.5 des freien Monoids
über I nach [TF] 2.5.2, in Formeln

Ralg0
k I := k〈Mon0 I〉
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Salopp gesprochen kann man diese freie Ringalgebra verstehen als einen „Poly-
nomring in den nicht-kommutierenden Variablen (Xi)i∈I“. Wir notieren sie auch

kb′X1, X2, . . . , Xnc = kbX1, X2, . . . , Xnc

im Fall endlich vieler Variablen oder kb′Xi|i ∈ Ic = kb′!Ic im allgemeinen.
Die unfertigen Klammern sollen andeuten, daß nichtkommutierende Variablen
gemeint sind. Das „Freiheitsstrichlein“ bedeutet wie in [KAG] ?? vereinbart die
Freiheit der Erzeuger. Die kanonische Einbettung can : I → Ralg0

k I hat dann die
universelle Eigenschaft, daß für jede weitere k-Ringalgebra B das Vorschalten
von can eine Bijektion

Ralgk(Ralg0
k I, B)

∼→ Ens(I, B)

zwischen Homomorphismen von k-Ringalgebren und Abbildungen von Mengen
induziert. Jede Abbildung von der Menge I in eine k-Ringalgebra B faktorisiert
also eindeutig über einen Homomorphismus von k-Ringalgebren Ralg0

k I → B,
im Diagramm

I
can //

ϕ

""FFFFFFFFFF Ralg0
k I

ϕ̃

���
�
�

B

3.7.2. Gegeben ein Kring k, eine Menge I und eine Teilmenge R ⊂ Ralg0
k I der

freien k-Ringalgebra über I bezeichnen wir den Quotienten

(Ralg0
k I)/〈R〉

nach dem von R erzeugten Ideal auch als die von der Menge I mit den Rela-
tionen R erzeugte k-Ringalgebra. In der Literatur spricht man meist etwas un-
scharf von der „von der Menge I mit den Relationen R erzeugten k-Algebra“. Oft
schreibt man Relationen auch in der Form a = b mit Elementen a, b ∈ Ralg0

k I .
Damit ist gemeint, daß die Differenz a− b unserer beiden Elemente zu R gehören
soll.

Beispiel 3.7.3. Ist k ein Körper und B ⊂ V eine Basis eines k-Vektorraums V ,
so kann die äußere Algebra

∧
V von V aus [LA2] 7.9.6 beschrieben werden als

die von der MengeB mit den Relationen b2 = 0 erzeugte k-Ringalgebra. Genauer
induziert die Abbildung B →

∧
V, b 7→ b ∈

∧1 V einen Isomomorphismus von
k-Ringalgebren

(Ralg0
k B)/〈b2 | b ∈ B〉 ∼→

∧
V

Beispiel 3.7.4. Der Polynomring über einem Kring k in Variablen X1, . . . , Xn

ist die von den Variablen Xi mit den Relationen XiXj = XjXi erzeugte k-
Ringalgebra.
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Übungen

Übung 3.7.5. Gegeben eine Menge I und ein Körper k ist unser Monoidring
k〈Mon0 I〉 zum freien Monoid Mon0 I über I aus [TF] 2.5.2 isomorph zur Ten-
soralgebra T(k〈I〉) über dem freien Vektorraum über I im Sinne von [LA2] 7.9.7.
Genauer haben die offensichtlichen Abbildungen I → k〈Mon0 I〉 und I → T(k〈I〉)
beide dieselbe universelle Eigenschaft: Für jede k-Ringalgebra A induziert ihr
Vorschalten Bijektionen

Ralgk(k〈Mon0 I〉, A)
∼→ Ens(I, A) und Ralgk(T(k〈I〉), A)

∼→ Ens(I, A)

Übung 3.7.6 (Freier Ring über einer Menge unter einem gegebenen Ring).
Gegeben ein Ring R mag man die Kategorie RingR der „Ringe unter R“ be-
trachten. Objekte sind Ringe A mit einem ausgezeichneten Ringhomomorphis-
mus R → A. Auch für diese Kategorie hat das Bilden der zugrundeliegenden
Menge RingR → Ens einen Linksadjungierten. Ein mögliche Konstruktion die-
ses Linksadjungierten besteht darin, für jedes Wort in I der Länge l die (l + 1)-te
Tensorpotenz von R über Z zu betrachten und die direkte Summe aller dieser
Tensorpotenzen zu bilden, in Formeln die abelsche Gruppe

R|Ic :=
∞⊕
n=0

⊕
(i1,...,in)∈In

R⊗(n+1)

Als Produkt zweier Tensoren erklärt man das Zusammentensorieren über R in der
Tensorpotenz zum verknüpften Wort. Mit dem Ringhomomorphismus R→ R|Ic
gegeben durch Interpretation eines Ringelements als Tensor zu n = 0 und der Ab-
bildung I → R|Ic gegeben durch i 7→ (1⊗1) im Summanden zum Index i ∈ I hat
dannR|Ic die gewünschte universelle Eigenschaft. Ein Tensor r1⊗r2⊗ . . .⊗rn+1

zum Index (i1, . . . , in) ist dann in R|Ic das Produkt r1i1r2 . . . inrn+1, wobei wir
genau genommen unter den Faktoren die Bilder der rν und iν in R|Ic verstehen.
Die Notation R|Ic soll andeuten, daß im Gegensatz zu RbIc die Variablen noch
nicht einmal mit den Ringelementen kommutieren müssen.

3.8 Tensorkalkül für Darstellungen*
3.8.1. Für manche Allgemeinheiten erweist es sich als sinnvoll, die noch allge-
meinere Situation eines Moduls V über einem Ring k mitsamt einer Abbildung
ρ : Ω → Endk(V ) einer beliebigen Menge Ω in seinen Endomorphismenring zu
betrachten. Solch ein Paar (V, ρ) heißt eine Darstellung der Menge Ω über dem
Ring k. Man überlegt sich leicht, daß das dasselbe ist wie eine Darstellung über k
des freien Monoids Mon0 Ω über der Menge Ω.
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3.8.2. Die Darstellungstheorie von Gruppen, Monoiden oder Mengen ist zum Teil
das Studium der Moduln über speziellen Ringen, eben den entsprechenden Grup-
penringen, Monoidringen oder Monoidringen des freien Monoids über einer ge-
gebenen Menge. Die Begriffe einfach, halbeinfach, isotypische Komponente, iso-
typische Zerlegung, Länge und viele mehr bleiben so auch für Darstellungen von
Gruppen, Monoiden und sogar Mengen sinnvoll. Zusätzlich können wir für Dar-
stellungen von Monoiden über kommutativen Ringen jedoch multilineare Abbil-
dungen erklären und erhalten so die viel reichhaltigere Struktur einer Schmelz-
kategorie mit stabil universellen Verschmelzungen, ja im Fall einer Gruppe sogar
mit Multihom. Das soll im folgenden ausgeführt werden.

3.8.3. Gegeben r ≥ 0 und Darstellungen W1, . . . ,Wr, V eines Monoids oder gar
einer Menge G über einem Kring k verstehen wir unter einer Verschmelzung
von Darstellungen eine multilineare Abbildung ϕ : W1 × . . . ×Wr → V , die
G-äquivariant ist in dem Sinne, daß gilt ϕ(gw1, . . . , gwr) = gϕ(w1, . . . , wr) für
alle wi ∈ Wi und g ∈ G. Wir verwenden für die Gesamtheit aller derartigen
Abbildungen wie in [LA2] 6.2.2 die beiden Notationen

Modk,G(W1 g . . .gWr, V ) = Hom
(r)
k,G(W1 × . . .×Wr, V )

Insbesondere liefert im Fall r = 0 das Auswerten auf dem einzigen Punkt ∗ des
leeren Produkts eine Bijektion Modk,G(g, V ) = Homk,G(∗, V )

∼→ V G alias eine
Bijektion zwischen den Mengen der G-äquivarianten 0-linearen Abbildungen in
eine Darstellung und der Menge der G-invarianten Vektoren unserer Darstellung.
Unsere Multiverknüpfung multilinearer Abbildungen [LA2] 6.2.3 induziert eine
Multiverknüpfung von Verschmelzungen von Darstellungen. Unsere universellen
Verschmelzungen

τ : W1 × . . .×Wr → W1 ⊗ . . .⊗Wr

aus [LA2] 6.1.1 im Fall eines Körpers k und aus [TS] ?? im Allgemeinen werden
G-äquivariant mit derjenigen G-Operation auf dem Tensorprodukt, die für g ∈ G
gegeben wird durch g(w1⊗ . . .⊗wr) := gw1⊗ . . .⊗gwr im Fall r ≥ 1 und durch
die triviale Operation auf dem leeren Tensorprodukt k im Fall r = 0. Es ist dann
klar, daß diese Verschmelzungen von Darstellungen τ in das Tensorprodukt in der
Weise universell sind, daß das Vorschalten von τ für jede weitere Darstellung V
eine Bijektion

Modk,G(W1 ⊗ . . .⊗Wr, V )
∼→ Modk,G(W1 g . . .gWr, V )

liefert. Im Fall r = 0 spezialisiert das unter unseren ganzen Identifikationen zu
der durch das Auswerten bei 1 ∈ k gegebenen Bijektion Modk,G(k, V )

∼→ V G.
In anderen Worten ist unsere Einsdarstellung k versehen mit der durch ∗ 7→ 1
erklärten Leerverschmelzung das Einsobjekt unserer Schmelzkategorie.
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3.8.4 (Internes Hom von Gruppendarstellungen). Seien k ein Kring undG eine
Gruppe und U, V,W Darstellungen vonG über k. Erklären wir eine Operation von
G auf Homk(V,W ) durch die Vorschrift gf := ρW (g)◦f ◦ρV (g−1) für g ∈ G und
f ∈ Homk(V,W ), so induziert die offensichtliche Bijektion Modk(U gV,W )

∼→
Modk(U,Homk(V,W )) eine Bijektion

Modk,G(U g V,W )
∼→ Modk,G(U,Homk(V,W ))

Die definitorische Gleichheit Modk,G(V,W ) = Homk(V,W )G von Homomor-
phismen von Darstellungen und G-Invarianten in der Darstellung auf dem Raum
aller linearen Abbildungen kann man dann auch als die Verknüpfung von kanoni-
schen Isomorphismen

Modk,G(V,W )
∼→ Modk,G(k,Homk(V,W ))

∼→ Homk(V,W )G

verstehen, von denen der Erste von [LA2] 6.2.4 herkommt und der Letzte von
3.8.3.
Vorschau 3.8.5 (Darstellungen als Schmelzkategorie). In der in [TS] ?? einge-
führten Terminologie kann man die vorhergehenden Bemerkungen dahingehend
zusammenfassen, daß die Darstellungen eines Monoids, ja einer Menge G über
einem Kring k eine Schmelzkategorie Modk,G mit stabil universellen Verschmel-
zungen bilden. Ist unser Monoid G eine Gruppe, so hat unsere Schmelzkatego-
rie zusätzlich internes Hom im Sinne von [TS] ??. Die definitorische Gleichheit
Modk,G(V,W ) = Homk(V,W )G wird dann ein Spezialfall der natürlichen Bi-
jektionM(V,W )

∼→M(f, VVW ) aus [TS] ?? zwischen Einsverschmelzungen
und Leerverschmelzungen in das interne Hom-Objekt.

3.9 Vertwistete Monoidringe*
3.9.1. Seien A ein Ring und G ein Monoid, das durch Ringhomomorphismen auf
A operiert. Formal nehmen wir also an, daß wir einen Monoidhomomorphismus
σ : G→ Ring(A) ausgezeichnet haben. Unter diesen Annahmen erklären wir die
Kategorie

ModA,σ,G = A -ModG = A -Mod(G,σ)

der G-äquivarianten A-Moduln als die Kategorie aller Paare (M, τ), die beste-
hen aus einem A-Modul M und einer G-Operation τ : G → Ab(M) auf der
abelschen Gruppe M mit der Eigenschaft, daß die Multiplikation mit Skalaren
eine G-äquivariante Abbildung

A×M →M

ist. In Formeln fordern wir also x(am) = xaxm für alle x ∈ G, a ∈ A und m ∈M
und verwenden dabei die Notationen xa := (σ(x))(a) und xm := (τ(x))(m).
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Ergänzung 3.9.2 (Äquivariante Moduln als Schmelzkategorie). Gegeben ein
Kring A mit der Operation eines Monoids G erhalten wir auf diese Weise sogar
eine Schmelzkategorie im Sinne von [TSK] 1.3.2 mit multilinearen G-äquivari-
anten Abildungen als Verschmelzungen. Der mit dieser Begrifflichkeit vertraute
Leser wird unschwer zeigen können, daß diese Schmelzkategorie stabil universel-
le Verschmelzungen hat und, wenn G eine Gruppe ist, sogar internes Hom.

Beispiel 3.9.3. Ist K ein Körper und Γ ⊂ Aut(K) eine endliche Untergruppe sei-
ner Automorphismengruppe und k := KΓ deren Fixkörper, so liefert das Bilden
der Γ-Invarianten eine Äquivalenz von Schmelzkategorien

K -ModΓ ≈→ k -Mod

Das ist im wesentlichen die Aussage von Hilbert’s Satz 90 aus [AL] 6.4.4 und
gilt immer noch nach [AL] 6.4.4 sogar stärker für beliebige Galoiserweiterungen
K/k mit Galoisgruppe Γ, wenn wir die Galoisgruppe mit ihrer Krulltopologie ver-
sehen und nur solche äquivarianten Moduln M betrachten, für die die Operation
Γ ×M → M stetig ist in Bezug auf die Krulltopologie auf Γ und die diskrete
Topologie auf M .

3.9.4. Operiert ein Monoid G auf einem Ring A, geben wir also einen Monoid-
homomorphismus σ : G → Ring(A) vor, so bilden wir den vertwisteten Mo-
noidring

Ao〈G〉 = Aσ〈G〉 = Aσ〈′!G〉
Als additive Gruppe nehmen wir dem üblichen Monoidring. Er besteht mithin aus
allen AbbildungenG→ Amit endlichem Träger oder besser kompakt getragenen
Maßen, die wir schreiben als formale Linearkombinationen

∑
y ayy mit ay 6= 0

für höchstens endlich viele y ∈ G. Um die Multiplikation zu erklären, vereinbaren
wir für die Operation unseres Monoids die Notation xa := (σ(x))(a) und erklären
die Multiplikation durch die Vorschrift (ax)(by) := (a xb)(xy) für a, b ∈ A und
x, y ∈ G. Es ist leicht zu sehen, daß wir einen Isomorphismus von Kategorien

Ao〈G〉 -Mod
∼→ A -Mod(G,σ)

zwischen der Kategorie der Moduln über dem vertwisteten Monoidring und der
Kategorie der G-äquivarianten A-Moduln erhalten, indem wir die Operation von
Ao〈G〉 einschränken zu Operationen von A und von G.

Beispiel 3.9.5. In [AL] 6.1.3 erklären wir für jede endliche Galoiserweiterung
K/k mit Galoisgruppe Γ einen Isomorphismus von k-Ringalgebren

Ko〈Γ〉 ∼→ EndkK

In [KAG] 2.3.17 diskutieren wir eine Äquivalenz k -Mod
≈→ Mat(n; k) -Mod

von Kategorien, die in unserer Situation und in koordinatenfreier Schreibweise zu
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einer Äquivalenz k -Mod
≈→ (EndkK) -Mod mit M 7→ K ⊗k M spezialisiert.

Unsere Äquivalenzen aus 3.9.3 und 3.9.4 fügen sich in diesem Fall zusammen zu
einem bis auf eine natürliche Isotransformation kommutativen Viereck

K -ModΓ ≈ //

o
��

k -Mod
∼

rz llllllllllllll

llllllllllllll

oo
��

Ko〈Γ〉 -Mod ∼ // (EndkK) -Mod

aus Isomorphismen und Äquivalenzen von Kategorien. Die fragliche Isotransfor-
mation bilden dabei die durch Multiplikation gegebenen Isomorphismen K ⊗k
MΓ ∼→M .

3.9.6 (Diskussion der Terminologie). Viele Autoren bezeichnen unseren ver-
twisteten Gruppenring als Smashprodukt und notieren ihn A#Z[G].

Übungen

3.9.7. Man schreibe Beweise zu den in diesem Abschnitt aufgestellten Behaup-
tungen aus.
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4 Darstellungstheorie endlicher Gruppen

4.1 Halbeinfachkeit von Gruppenringen
Satz 4.1.1 (von Maschke). Ist G eine endliche Gruppe und k ein Körper mit
|G|k 6= 0, so ist jede Darstellung von G über k eine direkte Summe von einfachen
Unterdarstellungen.

4.1.2. Insbesondere ist unter den Annahmen des Satzes von Maschke der Grup-
penring halbeinfach. Die Bedingung |G|k 6= 0 bedeutet ausformuliert, daß die
Charakteristik von k nicht die Gruppenordnung |G| teilt. Wir sprechen dann auch
vom Fall nichtteilender Charakteristik.

4.1.3. Im Fall der einelementigen Gruppe stimmt das schon mal: Jeder Vektor-
raum ist eine direkte Summe von eindimensionalen Teilräumen. Eine Darstellung,
die eine direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen ist, nennt man halb-
einfach oder vollständig reduzibel. Gleichbedeutend ist, daß sie einem halbein-
fachen Modul über dem Gruppenring entspricht. Unser Satz gilt mit demselben
Beweis auch für einen Schiefkörper k. Beispiel 1.1.18 zeigt, daß er im allgemei-
nen nicht mehr gilt, wenn die Charakteristik die Gruppenordnung teilt.

Beweis für endlichdimensionale Darstellungen über R oder C. In diesen Fällen
benutzen wir:

Lemma 4.1.4. Gegeben eine Darstellung V über R oder C der endlichen Gruppe
G gibt es auf V ein G-invariantes Skalarprodukt.

Beweis. Ist b : V × V → C irgendein Skalarprodukt, so liefert die Formel

(v, w) =
∑
g∈G

b(gv, gw)

ein G-invariantes Skalarprodukt, als da heißt, ein Skalarprodukt mit der Eigen-
schaft (gv, gw) = (v, w) ∀g ∈ G.

Ist nun W ⊂ V eine endlichdimensionale Unterdarstellung, so ist auch ihr or-
thogonales Komplement W⊥ ⊂ V unter einem invarianten Skalarprodukt eine
Unterdarstellung und wir haben V = W ⊕W⊥ nach [LA2] 1.3.18. Induktiv zeigt
man so, daß jede endlichdimensionale Darstellung V in eine direkte Summe von
einfachen Unterdarstellungen zerfällt.

Beweis im allgemeinen. Wir müssen nur zeigen, daß es für jede Unterdarstellung
W ⊂ V einer endlichdimensionalen Darstellung V von G ein Komplement gibt,
als da heißt eine Unterdarstellung D ⊂ V mit V = W ⊕ D. Dann sind wir
fertig mit vollständiger Induktion über die Dimension im endlichdimensionalen
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Fall und mit der entsprechenden Charakterisierung 2.3.4 halbeinfacher Moduln
im allgemeinen. Ist nun i : W ↪→ V eine Unterdarstellung, so finden wir nach
[LA1] 2.10.2 eine k-lineare Abbildung π : V → W mit π ◦ i = idW . Die lineare
Abbildung

ψ =
1

|G|
∑
g∈G

g ◦ π ◦ g−1

in Hom(V,W ) ist dann sogar ein Homomorphismus von Darstellungen ψ : V →
W mit ψ ◦ i = idW . Ihr Kern kerψ ist folglich eine Unterdarstellung von V mit
V = W ⊕ kerψ.

4.1.5. Ich will den vorhergehenden Beweis nocheinmal von einem anderen Stand-
punkt aus diskutieren und dazu neue Konzepte einführen, die uns auch an anderer
Stelle noch nützlich sein werden.

Definition 4.1.6. Sind V,W Darstellungen einer Gruppe G über einem Körper k,
so machen wir den Raum Homk(V,W ) aller k-linearen Abbildungen von V nach
W selbst zu einer Darstellung vermittels der Vorschrift (gf)(v) = g(f(g−1v))
oder, anders geschrieben,

gf = g ◦ f ◦ g−1

Wir nennen diese Operation der Gruppe auf dem Hom-Raum die Operation durch
Konjugation.

4.1.7. Man sieht sofort, daß die Invarianten im Raum aller linearen Abbildungen
von einer Darstellung V in eine Darstellung W unter der Operation durch Konju-
gation genau die Homomorphismen von Darstellungen sind, in Formeln

Homk(V,W )G = HomkG(V,W )

Im vorhergehenden Beweis haben wir schlicht über die Bahn von π im Hom-
Raum gemittelt und so einen G-invarianten Homomorphismus von Vektorräumen
alias einen Homomorphismus von Darstellungen erhalten. Analoga dieser Kon-
struktionen gibt es in jeder Schmelzkategorie, vergleiche 3.8.4.
Ergänzung 4.1.8. Ist noch allgemeiner V eine Darstellung einer GruppeG undW
eine Darstellung einer Gruppe H , so erhalten wir eine natürliche Operation von
G×H auf Homk(V,W ) durch die Vorschrift

(g, h)f = ρW (h) ◦ f ◦ ρV (g−1) = h ◦ f ◦ g−1

Unsere Definition ergibt sich im Fall H = G durch Einschränken der (G × G)-
Operation auf dem Hom-Raum vermittels der diagonalen EinbettungG ↪→ G×G,
g 7→ (g, g). Wir nennen sie präziser die Operation durch Konjugation auf dem
Hom-Raum, um sie zu unterscheiden von der Operation durch Nachschalten
g : f 7→ ρW (g) ◦ f und der Operation durch Vorschalten g : f 7→ f ◦ ρV (g−1).
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4.1.9 (Zerlegung in isotypische Anteile). Seien G eine endliche Gruppe, k ein
Körper nichtteilender Charakteristik, M eine Darstellung von G und irrk(G) ein
Repräsentantensystem für die Isomorphieklassen einfacher kG-Moduln. So liefert
die Einbettung der isotypischen Anteile nach 2.3.8 einen Isomorphismus⊕

E∈irrk(G)

ME
∼→M

Ergänzung 4.1.10. Gegeben ein komplexer Vektorraum V operiert die symmetri-
sche Gruppe Sn auf V ⊗n durch die Permutation von Tensoren. Die Zerlegung in
isotypische Komponenten

V ⊗n =
⊕

λ∈irrSn

(V ⊗n)λ

ist dann sogar eine Zerlegung in Unterdarstellungen von GL(V ). Ist W ein wei-
terer komplexer Vektorraum, so liefert das Tensorieren beider Zerlegungen eine
Zerlegung

(V ⊗W )⊗n =
⊕

λ,µ∈irrSn

(V ⊗n)λ ⊗ (W⊗n)µ

in eine Summe von unter GL(V ) × GL(W ) stabilen Teilräumen. Betrachten wir
auf beiden Seiten nur die unter Sn alternierenden Tensoren, so erhalten wir mit
dem ersten Isomorphismus nach [LA2] 6.5.12 eine Zerlegung der äußeren Poten-
zen

n∧
(V ⊗W )

∼← (V ⊗W )⊗nsgn =
⊕

λ∈irrSn

(V ⊗n)λ ⊗ (W⊗n)λ⊗sgn

Diese Zerlegung heißt auch die Binet-Cauchy-Identität. Sie kann mithilfe unse-
rer Erkenntnisse 5.1.2 über einfache Darstellungen von symmetrischen Gruppen
auch noch konkreter ausgeschrieben werden.

4.1.1 Übungen

Übung 4.1.11. IstG eine endliche Gruppe und k ein Körper, dessen Charakteristik
die Gruppenordnung teilt, so besitzt die Unterdarstellung der konstanten Funktio-
nen im Gruppenring keinG-invariantes Komplement. Hinweis: Der zu solch einer
Zerlegung gehörige Projektor wäre nach [KAG] 1.3.6 die Rechtsmultiplikation
mit einem Element a des Gruppenrings, das einerseits einer von Null verschiede-
nen konstanten Funktion entsprechen müßte und andererseits der Formel a2 = a
zu genügen hätte. Für die konstante Funktion a ∈ kG mit dem einzigen Funk-
tionswert c ∈ k gilt jedoch a2 = |G|ca.
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4.2 Gruppenringe endlicher Gruppen
4.2.1. Gegeben eine endliche Gruppe G nennen wir einen Körper k einen Spal-
tungskörper fürG, wenn alle einfachen Darstellungen vonG über k außer Skala-
ren keine weiteren Endomorphismen haben. Nach dem Dichtesatz ist dazu gleich-
bedeutend, daß der Gruppenring surjektiv auf den Ring der k-linearen Endomor-
phismen jeder einfachen Darstellung abbildet. Nach dem Schur’schen Lemma ist
jeder algebraisch abgeschlossene Körper ein Spaltungskörper. Da Ringe von qua-
dratischen Matrizen unter Körpererweiterung Ringe von quadratischen Matrizen
bleiben, ist jede Erweiterung eines Spaltungskörpers auch selbst ein Spaltungs-
körper. Offensichtlich besitzt jeder Körper eine endliche Erweiterung zu einem
Spaltungskörper, indem wir etwa alle Matrixeinträge von Repräsentanten der ein-
fachen Darstellungen über dem algebraischen Abschluß adjungieren.

4.2.2. Ich erinnere daran, daß wir uns in 1.2.8 vorgenommen hatten, auch auf
einer endlichen Gruppe G sorgfältig zwischen Funktionen und Maßen aus kG =
Maß!(G) zu unterscheiden. Ich notiere ζ ∈ Maß!(G) das Zählmaß, so daß die
Verknüpfung

Fun(G) ◦ inv // Fun(G)
·ζ //Maß!(G)

ein mit den natürlichen Operationen von G × Gopp verträglicher Isomorphismus
ist. Er ist die Umkehrabbildung des in 1.2.8 betrachtenen Homomorphismus inz,
den wir sogar für nicht notwendig endliche Gruppen erklärt hatten.

Satz 4.2.3 (Fouriertransformation für endliche Gruppen). Seien G eine end-
liche Gruppe, k ein Spaltungskörper und L1, . . . , Lr die einfachen Darstellungen
von G über k bis auf Isomorphismus.

1. Im Fall nichtteilender Charakteristik liefert die Operation einen Ringiso-
morphismus

ρ : kG
∼→ (Endk L1)× . . .× (Endk Lr)

2. Unter der Umkehrabbildung wird A ∈ EndkL für L = Li abgebildet auf
(dimL)(cA ◦ inv)ζ/|G| ∈ kG mit cA : g 7→ tr

(
ρL(g)A|L

)
;

3. Teilt die Charakteristik die Gruppenordnung, so ist ρ zumindest noch ein
surjektiver Ringhomomorphismus.

4.2.4. Der Gruppenring einer endlichen Gruppe über einem Spaltungskörper ei-
ner die Gruppenordnung nichtteilenden Charakteristik ist also in Worten isomorph
vermittels der durch die Operation gegebenen Abbildung zum Produkt der Endo-
morphismenringe der einfachen Darstellungen. Insbesondere ist er isomorph zu
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einem Produkt von Matrixringen. Gegeben B ∈ Mat(d; k) und Eij eine Basisma-
trix finden wir tr(BEij) = Bji. Aus diesem Grund heißt unsere Funktion cA aus
Teil 2 ein Matrixkoeffizient der Darstellung L.

Beweis. Der kG-Modul L1⊕. . .⊕Lr hat nach dem Schur’schen Lemma 3.2.1 den
Endomorphismenring k×. . .×k. Die Surjektivität folgt damit aus dem Dichtesatz
3.3.1, angewandt auf den kG-Modul L1⊕ . . .⊕Lr mit seinem Endomorphismen-
ring k × . . . × k, formal unter Verwendung der offensichtlichen Übung [KAG]
1.3.17. Um die Injektivität zu zeigen bemerken wir, daß ja im Fall nichtteilender
Charakteristik nach Maschke kG selbst eine Summe von einfachen Unterdarstel-
lungen ist. Liegt also ein Element a ∈ kG im Kern unserer Abbildung, so ist
die Linksmultiplikation mit a die Nullabbildung auf kG und es folgt a = 0. Im
Fall nichtteilender Charakteristik folgt das auch unmittelbar aus der Halbeinfach-
heit des Gruppenrings nach Maschke und der Strukturtheorie halbeinfacher Ringe
3.5.4. Diese Argumentation hat den Vorteil, ohne den Dichtesatz auszukommen.
Um die Umkehrabbildung zu bestimmen, beachten wir, daß alle Multiplikatio-
nen mit vom neutralen Element verschiedenen Gruppenelementen spurfreie En-
domorphismen des Gruppenrings liefern, wohingegen die Multiplikation mit dem
neutralen Element alias die Identität auf dem Gruppenring die Spur |G| hat. Für
c =

∑
c(x)δx ∈ kG folgt die Identität

|G|c(g−1) = tr
(
(δgc·)|kG

)
Sie gilt speziell auch für das Element cA ∈ kG mit ρ : cA 7→ A für A ∈ End(L)
und ein festes L = Li. Berechnen wir nun für dieses Element dieselbe Spur auch
auf der anderen Seite unseres Fourierisomorphismus, so erhalten wir die Identität

|G|cA(g−1) = tr((ρL(g)A·)|Endk L)

Gegeben eine Matrix M ∈ Mat(d; k) haben wir aber offensichtlich

tr
(
(M ·)|Mat(d; k)

)
= d tr(M)

Es folgt |G|cA(g−1) = (dimL) tr
(
ρL(g)A|L

)
und die Behauptung.

Ergänzung 4.2.5 (Isotypische Komponenten von links und rechts). Im Fall
nichtteilender Charakteristik zeigt der Satz, daß für jede einfache Darstellung
L einer endlichen Gruppe G die L-isotypische Komponente des Gruppenrings
kG in seiner Eigenschaft als Linksmodul zusammenfällt mit der L∗-isotypischen
Komponente des Gruppenrings kG in seiner Eigenschaft als Rechtsmodul, für die
hoffentlich offensichtliche Struktur als Rechtsmodul auf dem Dualraum L∗. Das
zeigen wir in 4.5.9 allgemeiner für jede endlichdimensionale einfache Darstellung
L einer beliebigen Gruppe G über einem beliebigen Körper k.
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Ergänzung 4.2.6 (Bezug zur Fouriertransformation der Analysis). Ist G eine
endliche und kommutative Gruppe, so ist jede einfache komplexe Darstellung von
G eindimensional und die Isomorphieklassen komplexer einfacher Darstellungen
von G entsprechen eineindeutig den Gruppenhomomorphismen G → C×. Unser
Isomorphismus aus dem Satz entspricht dann der kanonischen Fouriertransforma-
tion

M(G)→ Ens(Ĝ,C)

von komplexen Maßen auf G zu Funktionen auf Ĝ, die wir in [AN3] 3.4.1 im all-
gemeineren Fall einer Fouriergruppe eingeführt hatten. Daß wir in unserem Satz
einen Ringhomomorphismus erhalten, verallgemeinert sich in diesem Fall zu Pro-
position [AN3] 3.5.12 aus der Fouriertheorie, nach der unter der Fouriertransfor-
mation die Faltung zweier Maße in das punktweise Produkt ihrer Fouriertransfor-
mierten übergeht.

Beispiel 4.2.7 (Fouriertransformation für zyklische Gruppen). Ist G = Z/nZ
zyklisch, so finden wir unsere diskrete Fouriertransformation bereits im chinesi-
schen Restsatz wieder, wie im folgenden Diagramm ausgeführt wird, das wir im
Anschluß diskutieren, vergleiche auch 1.2.14.

k[X]

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

����
k[X]/〈Xn − 1〉 ∼ //

o
��

kG

o
��∏

{ζ|ζn=1} k[X]/〈X − ζ〉 ∼ //
∏

L∈irrk G
Endk L

k × . . .× k︸ ︷︷ ︸
n Faktoren

∼
77oooooooooooooo

∼

hhQQQQQQQQQQQQQQQQ

Die universelle Eigenschaft des Polynomrings liefert sicher einen Homomorphis-
mus von k-Kringen k[X] → kG mit X 7→ e1̄ in der Notation 1.2.3. Sicher liegt
Xn − 1 im Kern und die universelle Eigenschaft des Restklassenrings induziert
so die obere Horizontale unseres Diagramms. Die Basis X0, X1, . . . , Xn−1 des
Restklassenrings geht dabei in die Standardbasis des Gruppenrings über, so daß
unsere obere Horizontale ein Isomorphismus sein muß. Ist k = k̄ algebraisch
abgeschlossen und char k kein Teiler von n, so hat Xn − 1 nach [AL] 3.9.7 ge-
nau n paarweise verschiedene Nullstellen ζ1, . . . ζn in k und die Faktorisierung
Xn − 1 = (X − ζ1) . . . (X − ζn) zusammen mit dem chinesischen Restsatz [AL]
2.3.4 liefert den Isomorphismus in der linken Vertikale. Die rechte Vertikale ist
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dahingegen unsere Fouriertransformation 4.2.3. Da nun nach 3.2.4 jede einfa-
che Darstellung unserer abelschen Gruppe G über k eindimensional ist, entspre-
chen diese einfachen Darstellungen eineindeutig den Gruppenhomomorphismen
Z/nZ → k× alias nach [LA2] 4.2.18 den n-ten Einheitswurzeln ζ1, . . . ζn. Die
Kommutativität unseres Diagramms folgt aus den Definitionen. In diesem Sinne
reduziert sich unser Satz 4.2.3 über die diskrete Fouriertransformation also im Fall
zyklischer Gruppen auf einen Spezialfall des chinesischen Restsatzes.

4.2.8. Der erste Teil in unserem Satz gilt analog für jede endlichdimensionale
halbeinfache Ringalgebra über einem algebraisch abgeschlossenen Körper. Die
Fouriertransformation im Fall endlicher zyklischer Gruppen läuft meist unter der
Bezeichnung diskrete Fouriertransformation.

Korollar 4.2.9. Gegeben G eine endliche Gruppe, k ein Spaltungskörper nicht-
teilender Charakteristik und L1, . . . , Lr die einfachen Darstellungen von G über
k bis auf Isomorphismus gilt

|G| = (dimL1)2 + . . .+ (dimLr)
2

Lassen wir die Einschränkung an die Charakteristik fallen, so gilt zumindest noch
die Abschätzung ≤.

Beweis. Offensichtlich mit dem Isomorphismus 4.2.3 der diskreten Fouriertrans-
formation.

Korollar 4.2.10. Gegeben eine endliche Gruppe G und ein Spaltungskörper k
nichtteilender Charakteristik gibt es bis auf Isomorphismus genausoviele einfache
Darstellungen unserer Gruppe über besagtem Körper wie Konjugationsklassen in
unserer Gruppe, in Formeln

| irrk(G)| = |G/ int(G)|

Beweis. Das Zentrum eines Gruppenrings kG besteht offensichtlich genau aus
den FunktionenG→ k, die mit allen Gruppenelementen kommutieren, und damit
aus den Funktionen, die konstant sind auf Konjugationsklassen. Man nennt sie
Klassenfunktionen. Das Zentrum der anderen Seite in Satz 4.2.3 ist aber nach
den beiden anschließenden Übungen 4.2.23 und 4.2.24 offensichtlich isomorph als
k-Vektorraum zu einem Produkt von r Kopien des Grundkörpers k× . . .× k.

Korollar 4.2.11 (Dimension einfacher Darstellungen und Charakteristik). Ist
k ein Spaltungskörper nichtteilender Charakteristik für eine endliche Gruppe G,
so teilt die Charakeristik auch keine der Dimensionen der einfachen Darstellun-
gen von G über k.
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Beweis. Das folgt sofort aus unserer expliziten Beschreibung der inversen Abbil-
dung zur diskreten Fouriertransformation.

4.2.12. Seien G eine endliche Gruppe und k ein Spaltungskörper nichtteilender
Charateristik. Sei L eine einfache Darstellung von G. Nach unserer Fouriertrans-
formation 4.2.3 gibt es genau ein Element eL ∈ kG derart, daß eL durch die
Identität auf L operiert und durch Null auf jeder einfachen Darstellung M von G,
die nicht isomorph ist zu L, in Formeln

(eL· : M →M) =

{
id : M →M falls M ∼= L;
0 : M →M falls M einfach, M 6∼= L.

Dies Element eL nennen wir den Projektor zu L. Die Summe all dieser Projekto-
ren ist per definitionem die Eins des Gruppenrings.

Beispiel 4.2.13. Die Gruppe Z/2Z hat über jedem Körper k der Charakteristik
ungleich Zwei die beiden einfachen Darstellungen k+ und k−. Die zugehörigen
Projektoren sind ek+ = (δ0̄ + δ1̄)/2 und ek− = (δ0̄ − δ1̄)/2.

Beispiel 4.2.14. Der Projektor zur Einsdarstellung k hat stets die Gestalt ek =
|G|−1

∑
g∈G δg. In der Tat operiert dieses Element des Gruppenrings auf der Eins-

darstellung als die Identität und auf allen anderen einfachen Darstellungen als
Null, da diese außer der Null keinen unter G invarianten Vektor besitzen können.

Ergänzung 4.2.15. Die Projektoren zu den einfachen einfachen Darstellungen ei-
ner endlichen GruppeG im Fall nichtteilender Charakteristik lassen sich im Grup-
penring kG auch allein aus der Ringstruktur heraus beschreiben als die „primiti-
ven zentralen Idempotenten“ im Sinne von 3.5.14.

Definition 4.2.16. Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung V einer Grup-
pe G über einem Körper k definiert man ihren Charakter χV : G→ k durch die
Vorschrift

χV (g) := tr(g|V )

4.2.17. Ich bestehe darauf, daß dieser Charakter eine Funktion χV ∈ Fun(G; k)
auf unserer Gruppe ist und nicht ein Element des Gruppenrings kG = Maß!(G; k).

4.2.18. Da nach [LA1] 2.6.16 konjugierte Matrizen dieselbe Spur haben, sind
Charaktere stets Klassenfunktionen. Die Dimension einer Darstellung ist offen-
sichtlich gerade der Wert ihres Charakters beim neutralen Element e ∈ G, in
Formeln

(dimk V )k = χV (e)

Hier meinen wir links das Bild der Dimension unter dem eindeutig bestimm-
ten Ringhomomorphismus Z → k. Die Charaktere der einfachen Darstellungen
heißen die einfachen Charaktere oder auch abkürzend die Charaktere unserer
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Gruppe. Im Fall komplexer Darstellungen einer abelschen Gruppe sind das genau
die Gruppenhomomorphismen G → C×, weshalb unsere Terminologie hier mit
der in [AN3] 2.7.8 eingeführten Terminologie verträglich ist.

Korollar 4.2.19 (Charakter-Projektor-Formel). Für jede endliche Gruppe G
und jeden Spaltungskörper k nichtteilender Charakteristik liefert der Charakter
einer einfachen Darstellung L ihren Projektor vermittels der Identität

eL =
dimL

|G|
(χL ◦ inv)ζ

Beispiel 4.2.20. Der Charakter der Einsdarstellung ist die konstante Funktion Eins
auf unserer Gruppe. Den zugehörigen Projektor kennen wir bereits aus 4.2.14 und
das paßt.

Beweis. Wir müssen nur unsere allgemeine Formel für die Umkehrabbildung zur
diskreten Fouriertransformation aus 4.2.3 auf den Fall des Identitätsendomorphis-
mus einer einfachen Darstellung anwenden.

Korollar* 4.2.21. Seien G eine endliche Gruppe, k ein Spaltungskörper nicht-
teilender Charakteristik und a ∈ kG ein Element des Gruppenrings. Ist das
von a erzeugte Linksideal L := kGa eine einfache Darstellung von G, so gilt
dimk(aL) = 1 und aM = 0 für alle einfachen Darstellungen M mit M 6∼= L.

4.2.22. Sind wir in der Situation unseres Satzes 3.4.8 zu dualen Paaren und gilt
L ∼= Eν , so erhalten wir einen natürlichen Isomorphismus aM ∼→ Fν von Dar-
stellungen von H .

Beweis. Unter der diskreten Fouriertransformation kann a nur in Endk L einen
von Null verschiedenen Anteil haben, da es zurL-isotypischen Komponente gehört.
Wenden wir auf diesen Anteil unsere Übung 3.5.17 an, so sehen wir, daß er ein
Endomorphismus vom Rang Eins sein muß. Das Korollar folgt.

Übungen

Übung 4.2.23. Das Zentrum des Endomorphismenrings eines Vektorraums be-
steht genau aus allen Multiplikationen mit Skalaren aus dem Körper.

Übung 4.2.24. Das Zentrum eines Produkts von Ringen ist das Produkt ihrer Zen-
tren.

Ergänzende Übung 4.2.25. Gegeben eine endliche Gruppe und ein Spaltungs-
körper nichtteilender Charakteristik zeige man: Genau dann ist die Gruppe kom-
mutativ, wenn alle ihre einfachen Darstellungen über besagtem Körper eindimen-
sional sind.
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Übung 4.2.26. Man zeige, daß jede nichtkommutative Gruppe der Ordnung Acht
über C bis auf Isomorphismus genau vier eindimensionale Darstellungen und ge-
nau eine einfache zweidimensionale Darstellung und keine weiteren einfachen
Darstellungen hat. Man bestimme sie im Fall der Bierdeckelgruppe und im Fall
der Quaternionengruppe.

Übung 4.2.27. Die Quaternionengruppe Q := {±1,± i,± j,± k} im Quaternio-
nenring aus [AL] 1.4.13 hat über R bis auf Isomorphismus vier eindimensionale
Darstellungen und nur noch eine weitere einfache Darstellung, nämlich die offen-
sichtliche Darstellung H. Die Strukturtheorie halbeinfacher Ringe 3.5.4 liefert so
einen Isomorphismus

RQ ∼→ R× R× R× R×H

Analoges gilt über Q. Hinweis: Man untersuche den Quotienten Q/{±1}.

4.3 Orthogonalitätsrelationen
Satz 4.3.1 (Orthonormalität einfacher Charaktere). Gegeben eine endliche
Gruppe G und ein Spaltungskörper k nichtteilender Charakteristik bilden die ein-
fachen Charaktere eine Orthonormalbasis des Raums der Klassenfunktionen in
Bezug auf die symmetrische Bilinearform (ϕ, ψ) := |G|−1

∑
ϕ(g−1)ψ(g).

Beweis. Bezeichne Ĝ die Menge der Isomorphieklassen von einfachen Darstel-
lungen über k. Wir können unseren Satz 4.2.3 über die diskrete Fouriertransfor-
mation ausschreiben zur Aussage, daß im Diagramm

Maß!(G; k)
ρ

∼
//
∏

L∈Ĝ EndkL

·diag(dimL)o
��

Fun(G; k)

|G|−1ζ·(◦ inv) o

OO

∏
L∈Ĝ EndkL

c
∼

oo

mit derjenigen Abbildung als unterer Horizontale, unter der ein Endomorphismus
A ∈ EndkL auf die Funktion cA : g 7→ tr

(
ρL(g)A|L

)
abgebildet wird, das ein-

mal im Kreis herumgehen an jeder Stelle die Identität liefert. Die Spurform 3.6.7
auf Maß!(G) wird gegeben durch (ϕ, ψ)tr = Tr(ϕψ) = |G|

∑
ϕ[g−1]ψ[g] mit

eckigen Klammern um die Punkte, auf deren durch die eckigen Klammern notier-
ten charakteristischen Funktionen die jeweiligen Maße ausgewertet werden. Diese
Spurform entspricht unter der oberen Horizontale der Spurform auf unserem Pro-
dukt von Endomorphismenringen

((AL), (BL))tr = Tr((AL)(BL)) =
∑
L∈Ĝ

(dimL) tr(ALBL|L)
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Unter der unteren Horizontale entspricht mithin die Bilinearform

(ϕ, ψ) := |G|−1
∑

ϕ(g)ψ(g−1)

auf Fun(G) der Bilinearform ((AL), (BL)) :=
∑

L∈Ĝ(dimL)−1 tr(ALBL|L) auf
dem Produkt von Endomorphismenringen. So erhalten wir insbesondere für ein-
fache Darstellungen M,L ∈ Ĝ die Orthonormalitätsrelation (χL, χM) = δL,M .
Ein Dimensionsvergleich zeigt den Rest.

4.3.2 (Dimension des Endomorphismenrings einer Darstellung). Gegeben ei-
ne endliche Gruppe G und eine endlichdimensionale Darstellung L über einem
Körper k nichtteilender Charakteristik liefern unsere Orthonormalitätsrelationen
4.3.1 für die k-Dimension ihres Endomorphismenrings die Formel

dimk(EndkGL) = (χL, χL)

Hierfür müssen wir noch nicht einmal annehmen, daß k ein Spaltungskörper ist,
da wir uns durch Erweiterung der Skalare auf diesen Fall zurückziehen können.

Korollar 4.3.3 (Orthonormalität komplexer einfacher Charaktere). Gegeben
eine endliche Gruppe G bilden die komplexen einfachen Charaktere eine Ortho-
normalbasis des Raums der komplexen Klassenfunktionen in Bezug auf das Stan-
dardskalarprodukt 〈ϕ, ψ〉 := |G|−1

∑
ϕ(g)ψ(g).

Beweis. Das folgt sofort aus 4.3.1, wenn man bemerkt, daß alle Eigenwerte von
ρL(g) Einheitswurzeln sind, so daß gilt

χL(g−1) = tr(ρL(g)−1) = tr(ρL(g)) = χL(g)

4.3.4 (Berechnung von Multiplizitäten). Gegeben eine endlichdimensionale kom-
plexe Darstellung V einer endlichen Gruppe über einem können wir also die Viel-
fachheit, mit der eine vorgegebene einfache Darstellung L in einer Zerlegung un-
serer Darstellung V als direkte Summe einfacher Darstellungen auftritt, berechnen
als den Wert

[V : L] = 〈χL, χV 〉
unseres Skalarprodukts auf den Charakteren.

4.3.5. Wir können die Orthonormalität einfacher komplexer Charaktere auch di-
rekter einsehen, indem wir das Argument von oben etwas umschreiben. Gegeben
eine endliche Gruppe G betrachten wir dazu das Diagramm

Maß!(G;C)
ρ

∼
//
∏

L∈Ĝ EndCL

·diag(dimL)o
��

Fun(G;C)↔

|G|−1ζ· o

OO

∏
L∈Ĝ EndCL

c∗

∼
oo
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mit der unteren Horizontale abgewandelt zu A 7→ c∗A mit c∗A : g 7→ tr
(
ρL(g)∗A :

L → L
)
, wobei das Sternchen oben den Adjungierten in Bezug auf ein und je-

des G-invariante Skalarprodukt auf L bezeichnet. Der obere Index↔ erinnert uns
daran, daß wir die „vertauschte“ G-Operation auf dem Funktionenraum betrach-
ten müssen, wenn wir erreichen wollen, daß unser Diagramm aus äquivarianten
Abbildungen besteht. Wegen (ρL(g−1)) = (ρL(g)−1) = (ρL(g)∗) kommutiert
auch dieses Diagramm. Wird unter der oberen Horizontale g ∈ G ⊂ CG auf
das Tupel von Endomorphismen (ρL(g)) abgebildet, so geht g−1 auf das Tupel
(ρL(g−1)) = (ρL(g)−1) = (ρL(g)∗) der adjungierten Endomorphismen. Die Ab-
bildung CG → CG mit ϕ 7→ ϕ∗ := inv∗ ϕ entspricht unter ρ also dem kompo-
nentenweise Adjungieren, das wir auch mit einem Stern notieren. Jetzt erinnere
ich aus 3.6.7 die Spur Tr(a) := Tr

(
(a·) : A → A

)
einer endlichdimensionalen

Algebra und die Formeln Tr(ϕ) = |G|ϕ[e] für den Gruppenring einer endlichen
Gruppe sowie Tr(A) = d tr(A) für die Ringalgebra der (d× d)-Matrizen. Indem
wir die offensichtliche Identität

Tr(ϕ∗ψ) = Tr(ρ(ϕ∗ψ)) = Tr(ρ(ϕ∗)ρ(ψ)) = Tr(ρ(ϕ)∗ρ(ψ))

ausschreiben, erhalten wir die Skalarproduktverträglichkeit der Fouriertrans-
formation

|G|
∑
g∈G

ϕ[g] ψ[g] =
∑
L∈Ĝ

(dimC L) tr
(
ρL(ϕ)∗ρL(ψ)

)
für ρL(ϕ)∗ ∈ EndCL der zu ρL(ϕ) adjungierte Endomorphismus in Bezug auf ein
und jedesG-invariante Skalarprodukt auf L. Das liefert einen weiteren Beweis für
die Orthonormalität der einfachen Charaktere. Um die Analogie zur Inversionsfor-
mel der Fouriertheorie [AN3] 3.7.21 herauszuarbeiten, betrachten wir schließlich
auch noch die Erweiterung unseres Diagramms zum Sechseck

CG ρ

∼
//
∏

L∈Ĝ EndCL
·diag(

√
dimL)

∼
((QQQQQQQQQQQQ

CG

|G|−1/2·
∼

==||||||||| ∏
L∈Ĝ EndCL

·diag(
√

dimL)

∼

vvmmmmmmmmmmmm

CG
|G|−1/2·

∼
aaBBBBBBBBB ∏

L∈Ĝ EndCL
c∗

∼
oo

und verwenden dabei die eigentlich „falsche“ Identifikation des Gruppenrings
mit dem Raum der Funktionen auf unserer Gruppe, in Formeln die Identifikati-
on Fun(G;C)↔

∼→ Maß!(G;C) mit [g] 7→ δg. Betrachten wir nun in der mittle-
ren Horizontale auf beiden Seiten die Skalarprodukte, die gegeben werden durch
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∑
g∈G ϕ(g)ψ(g) auf dem Gruppenring und 〈A,B〉 := tr(A∗B) auf dem Produkt

der Endomorphismenringe, für A,B ∈ EndCL und A∗ die adjungierte Abbildung
zu A in Bezug auf ein und jedes G-invariante Skalarprodukt auf L, so bedeu-
tet unsere Skalarproduktverträglichkeit, daß die Morphismen unseres Diagramms
zueinander inverse unitäre Isomorphismen zwischen beiden Räumen auf der mitt-
leren Horizontale induzieren. Ein Analogon für kompakte Hausdorffgruppen dis-
kutieren wir in [TM] 4.9.8.

Proposition 4.3.6 (Orthonormalität komplexer Matrixkoeffizienten). Bilden
gewisse ρL : G → U(dL) ein Repräsentantensystem für die einfachen unitären
Darstellungen einer endlichen Gruppe G, so bilden die renormalisierten Matrix-
koeffizienten

√
dimL (ρL)ij eine Orthonormalbasis von Fun(G;C) in Bezug auf

das Standardskalarprodukt 〈ϕ, ψ〉 := |G|−1
∑

g∈G ϕ(g)ψ(g).

Beweis. Die Matrizen Eij bilden eine Orthonormalbasis von Mat(d;C) für das
durch 〈A,B〉 = tr(A∗B) gegebene Skalarprodukt. Schieben wir diese Ortho-
normalbasis in unserem Sechseck nach links unten, so ergibt sich die Behaup-
tung.

4.3.7. Aus der Orthonormalität komplexer Matrixkoeffizienten 4.3.6 und der Er-
kenntnis χL =

∑dimL
i=1 (ρL)ii folgt auch ein weiteres Mal die Orthonormalität der

einfachen Charaktere in Bezug auf das Standardskalarprodukt.

4.3.8. Die wesentlichen Informationen über die komplexen Darstellungen einer
endlichen Gruppe werden meist in Form einer Charaktertafel dargeboten: Die
Spalten solch einer Tafel sind indiziert durch Repräsentanten der Konjugations-
klassen, die Zeilen durch die einfache Darstellungen bis auf Isomorphismus, und
in der Tafel stehen die Werte des Charakters der entsprechenden einfachen Dar-
stellung auf Elementen der entsprechenden Konjugationsklasse. Über den Kon-
jugationsklassen wird meist in einer eigenen Zeile ihre Kardinalität angegeben,
damit auch das Skalarprodukt auf dem Raum Klassenfunktionen aus der Tafel
hervorgeht.

Beispiel 4.3.9. Die einfachen Darstellungen der symmetrischen Gruppe S3 sind
die Einsdarstellung eins, die Signumsdarstellung sgn und die Darstellung spieg als
zweidimensionale Spiegelungsgruppe, bei der die drei ungeraden Permutationen
operieren als Spiegelungen an drei Geraden durch den Ursprung, die paarweise
den Winkel 60◦ einschließen. Zeichnen wir zwei ungerade Permutationen s, t ∈
S3 aus, so können wir die Elemente von S3 aufzählen als S3 = {e, s, t, sts, ts, st}
und die Charaktertafel hat die Gestalt
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e s, t, sts ts, st
eins 1 1 1
sgn 1 −1 1
spieg 2 0 −1

Um die unterste Zeile zu prüfen bemerkt man, daß jede ebene lineare Spiegelung
Spur Null hat, jede ebene Drehung um 120◦ jedoch Spur ζ + ζ̄ = −1 für ζ eine
primitive dritte Einheitswurzel.

4.3.10 (Orthogonalitätsrelationen in der Charaktertafel). Seien G eine endli-
che Gruppe und χ1, . . . , χr die einfachen komplexen Charaktere von G. Bilden
x1, . . . , xr ein Repräsentantensystem für die Konjugationsklassen und bezeichnet
x̂ ⊂ G die Konjugationsklasse von x ∈ G, so lauten die Orthogonalitätsrelationen

δij =
1

|G|
∑
k

|x̂k| χi(xk)χj(xk)

Wegen der Bahnformel |x̂k| · |ZG(xk)| = |G| ist also die Matrix mit den Einträgen
|ZG(xk)|−1/2χi(xk) unitär. Dasselbe gilt a forteriori für ihre transponierte Matrix
und zeigt

δij|ZG(xi)| =
∑
k

χk(xi)χk(xj)

Insbesondere können wir also aus der Charaktertafel auch die Gruppenordnung
|G| = |ZG(e)| und die Ordnungen der Konjugationsklassen |x̂k| = |G|/|ZG(xk)|
ablesen. Wenn wir mithin die Spalten durch die einfachen Darstellungen indizie-
ren, so sind die Spaltenvektoren paarweise orthogonal und ihre quadrierte Länge
ist die Kardinalität des Zentralisators der jeweiligen Konjugationsklasse.

Übungen

Übung 4.3.11 (Charaktere von Permutationsdarstellungen). Gegeben eine Grup-
peG und eine endlicheG-MengeX und ein Körper k zeige man für den Charakter
der zugehörigen Permutationsdarstellung V := Ens(X, k) nach 1.1.12 die Formel

χV (g) = |Xg|

In Worten ist also der Wert des Charakters bei g die als Element von k zu verste-
hende Zahl der Fixpunkte von g in X .

Übung 4.3.12. Gegeben eine Darstellung V einer Gruppe nennen wir die Darstel-
lung V ∗ = Hom(V, k) auch die kontragradiente Darstellung. Man zeige, daß
der Charakter der kontragredienten Darstellung gegeben wird durch die Formel
χV ∗(g) = χV (g−1). Weiter zeige man χV⊕W = χV + χW .
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Übung 4.3.13. Gegeben eine endliche Gruppe G und eine komplexe Darstellung
ρ : G → GL(L) von G folgt aus |χL(g)| = χ(e) bereits, daß ρ(g) ein Vielfaches
der Identität ist. Hinweis: ρ(g) ist diagonalisierbar und alle seine Eigenwerte sind
Einheitswurzeln.

4.4 Charaktere und algebraische Zahlen*
4.4.1. In diesem Abschnitt werden verschiedene weiterführende Aussagen der
Charaktertheorie diskutiert, deren Beweise grundlegende Kenntnisse der kommu-
tativen Algebra benötigen.

Satz 4.4.2 (Dimensionen einfacher Darstellungen). Gegeben ein Spaltungskörper
der Charakteristik Null und eine endliche Gruppe ist die Dimension jeder ein-
fachen Darstellung unserer Gruppe über dem gegebenen Körper ein Teiler der
Gruppenordnung.

Beweis. Seien k unser Körper, G unsere endliche Gruppe und L unsere einfache
Darstellung. Wir gehen aus von der Gleichung eL ∗ eL = eL im Gruppenring. Mit
der Charakter-Projektor-Formel 4.2.19 folgt mit ζ dem Zählmaß

χLζ ∗ χLζ =
|G|

dimL
χLζ

Per definitionem ist χL(g) die Summe der Eigenwerte von g : L → L. Wegen
gn = 1 für n = |G| sind diese Eigenwerte n-te Einheitswurzeln. Ist also β ∈ k
eine primitive n-te Einheitswurzel, so nehmen alle Charaktere Werte in Z[β] an.
Bezeichnet I ⊂ Z[β] das von den Werten des Charakters χL erzeugte Ideal, so
folgern wir im Körper k die Inklusionsrelation

I ⊃ |G|
dimL

I

Nun ist Z[β] eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, erzeugt etwa von den Po-
tenzen 1, β, β2, . . . βn−1. Foglich ist mit [LA2] 4.4.1 auch I eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe. Zusätzlich ist I offensichtlich torsionsfrei und mit [LA2] 4.4.12
dann sogar frei über Z, in Formeln I ∼= Zr für geeignetes r ∈ N. Zusammen mit
der Erkenntnis I 6= 0 impliziert unsere Inklusion oben nun (|G|/dimL) ∈ Z wie
gewünscht.

Satz* 4.4.3. Die Dimensionen der einfachen Darstellungen einer endlichen Grup-
pe G bilden über jedem Spaltungskörper nichtteilender Charakteristik dieselbe
Multimenge.
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4.4.4. Am Schluß des Beweises dieses Satzes zeigen wir unter den Annahmen das
Satzes zusätzlich, daß salopp gesprochen auch „die einfachen Charaktere nicht
vom Grundkörper abhängen“. Diese Idee muß man jedoch erst noch zu einer
präzisen Aussage machen, denn es ist a priori nicht klar, wie man Funktionen
mit Werten in verschiedenen Körpern überhaupt sollte vergleichen können.
4.4.5. Für diesen Satz brauchen wir etwas mehr Kenntnisse in kommutativer Al-
gebra und insbesondere den Begriff [KAG] ?? eines projektiven Moduls und den
Begriff [KAG] ?? des Ranges eines endlich erzeugten projektiven Moduls über
einem Integritätsbereich.

Beweis. SeiC der Körper der komplexen Zahlen oder allgemeiner irgendein alge-
braisch abgeschlossener Körper der Charakteristik Null. Die Charakter-Projektor-
Formel 4.2.19 zusammen mit elementaren Erkenntnissen aus dem vorhergehen-
den Beweis von Satz 4.4.2 über die Dimension einfacher Darstellungen zeigt, daß
die Projektoren ei ∈ CG zu den einfachen Darstellungen mit der Notation n :=
|G| für die Gruppenordnung Koeffizienten im Teilring R := Z[ n

√
1, n−1] ⊂ C

haben. Wenn wir diese Projektoren für alle einfachen Darstellungen aufaddieren,
gilt offensichtlich e1 + . . . + er = 1. Andererseits haben wir eiej = δijei. Wir
folgern eine Zerlegung des Gruppenrings RG der Gestalt

RG = e1RG⊕ . . .⊕ erRG

Hier ist klar, daß eiRG ein projektiver R-Modul sein muß und daß dieser pro-
jektive R-Modul im Sinne von [KAG] ?? den Rang rgR(eiRG) = (dimC Li)

2

haben muß. Für jeden Körper k nichtteilender Charakteristik, in dem es eine n-te
Einheitswurzel der Ordnung n gibt, also eine Nullstelle des n-ten Kreisteilungs-
polynoms Φn ∈ Z[X], finden wir nun einen Ringhomomorphismus R → k,
da nämlich R durch formales Invertieren des Elements n aus dem Restklassen-
ring Z[X]/〈Φn(X)〉 entsteht. Die Bilder der Projektoren ei unter dem induzierten
Ringhomomorphismus RG → kG sind dann offensichtlich paarweise orthogo-
nale Idempotente ēi ∈ kG mit der Summe Eins, also ē1 + . . . + ēr = 1 und
ēiēj = δij ēi. Weiter gilt offensichtlich

dimk(ēikG) = rgR(eiRG) = (dimC Li)
2

Weil wir aber bereits wissen, daß es über k nicht mehr einfache Darstellungen
geben kann als über C, nämlich höchstens soviele wie Konjugationsklassen in
unserer Gruppe, sind die ēi notwendig die Projektoren zu den einfachen Darstel-
lungen von G über k. Die Charakter-Projektor-Formel 4.2.19 zeigt nun sogar, daß
wir die einfachen Charaktere von G über k erhalten, indem wir von den einfachen
Charakteren von G über C ausgehen, beachten, daß sie Werte in R annehmen
müssen, und dann die so erhaltenen Abbildungen χi : G → R noch mit einem
fest gewählten Ringhomomorphismus R→ k verknüpfen.
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4.4.6. Man beachte, daß die im vorhergehenden Beweis konstruierte Identifika-
tion irrC(G)

∼→ irrk(G) von der Wahl eines Ringhomomorphismus R → k ent-
scheidend abhängt. Man kann das bereits am Beispiel der zyklischen Gruppen gut
erkennen.

4.4.7. Für den Rest dieses Abschnitts setzen wir Kenntnisse über ganze Kringer-
weiterungen im Umfang von [KAG] 5.1 voraus. Wir müssen wissen, daß die über
Z ganzen komplexen Zahlen einen Teilring vonC bilden, der alle Einheitswurzeln
enthält und dessen Schnitt mit Q schlicht Z selber ist. Weiter müssen wir wissen,
daß jeder Teilring von C, der als additive abelsche Gruppe endlich erzeugt ist,
bereits aus über Z ganzen Zahlen besteht.

Satz 4.4.8 (Ganzheitseigenschaften von Charakteren). Gegeben eine endliche
GruppeG ist für jeden einfachen komplexen Charakter χ vonG und jedes Element
g ∈ G mit Konjugationsklasse ĝ der Quotient χ(g)|ĝ|/χ(e) ganz über Z.

Beweis. Die Projektoren e1, . . . , er zu den einfachen komplexen Darstellungen
bilden eine Basis des Zentrums des Gruppenrings Z := Z(CG). Entwickeln wir
z ∈ Z als z =

∑r
i=1 ωi(z)ei, so sind die ωi Ringhomomorphismen ωi : Z → C.

Bezeichnet ĝ die Konjugationsklasse von g ∈ G und [ĝ] ihre Indikatorfunktion
und ζ das Zählmaß, so erzeugen die Maße [ĝ]ζ einen Teilring ZZ ⊂ Z. Sein Bild
ωi(ZZ) ⊂ C ist dann ein Teilring, der modulendlich ist über Z und der damit nach
[KAG] 5.1.5 aus über Z ganzen Elementen von C bestehen muß. Insbesondere
sind die ωi([ĝ]ζ) stets ganz über Z. Nun finden wir aber

ωi(z)ei = zei

und auf einer einfachen Darstellung L mit ei = id : L → L operiert die linke
Seite durch einen Endomorphismus der Spur ωi(z) dimL = ωi(z)χL(e). Im Fall
z = [ĝ]ζ operiert aber die rechte Seite durch einen Endomorphismus der Spur
χL(g)|ĝ| und es folgt ωi([ĝ]ζ) = χL(g)|ĝ|/χL(e) und so die Behauptung.

Satz 4.4.9 (Notwendige Nullstellen von Charakteren). Gegeben eine endliche
Gruppe G und eine einfache komplexe Darstellung ρ : G → GL(L) und ein Ele-
ment g ∈ G, dessen Konjugationsklasse ĝ eine zu χL(e) = dimC L teilerfremde
Kardinalität hat, gilt ρ(g) ∈ C× idL oder χL(g) = 0.

Beweis. Wir setzen χ := χL schreiben 1 = aχ(e) + b|ĝ| mit a, b ∈ Z. Teilen wir
diese Gleichung durch χ(e) und multiplizieren sie mit χ(g), so folgt aus 4.4.8,
daß α := χ(g)/χ(e) ganz ist über Z. Nun ist aber χ(g) eine Summe von χ(e)
Einheitswurzeln und es folgt |α| = |χ(g)/χ(e)| ≤ 1. Sicher liegt χ(g) in einem
Unterkörper K ⊂ C, der endlich und Galois ist über Q, und für γ ∈ Gal(K/Q)
finden wir ebenso |αγ| ≤ 1. Das Produkt aller αγ liegt dann in Q und ist ganz

71



über Z, liegt also in Z, und muß also Null sein, wenn es nicht den Betrag Eins hat.
Wenn es aber den Betrag Eins hat, so müssen alle Eigenwerte von ρ(g) dieselbe
Einheitswurzel gewesen sein.

Satz 4.4.10. Hat eine endliche Gruppe G eine Konjugationsklasse, deren Kardi-
nalität eine echte Primzahlpotenz ist, so ist unsere Gruppe nicht einfach.

4.4.11. Unter einer echten Primzahlpotenz verstehen wir hier wie immer eine
Primzahl hoch einer positiven Zahl.

Beweis. Seien p eine Primzahl und g ∈ G mit |ĝ| = pl > 1. Sei ρ : G → GL(L)
eine einfache Darstellung von G mit Charakter χ. Aus p - χ(e) folgt mit 4.4.9
schon mal ρ(g) ∈ C× idL oder χ(g) = 0. Im ersten Fall liegt g im Normalteiler
ρ−1(C× idL), der damit die ganze Gruppe sein muß, so daß wir eine eindimensio-
nale Darstellung vor uns haben. Diese muß notwendig trivial sein, wennG einfach
sein will. Wenn also G einfach ist, so folgt χ(g) = 0 für jeden nichttrivialen ein-
fachen Charakter χ mit p - χ(e). In Fun(G;C) gilt jedoch |G|[e] =

∑
χ χ(e)χ mit

der Summe über alle einfachen Charaktere, und das Auswerten bei g liefert

0 = 1 +
∑
p|χ(e)

χ(e)χ(g)

mit dem ersten Summanden für den trivialen Charakter. Das aber impliziert, daß
1/p ganz ist über Z, und dieser Widerspruch beendet den Beweis.

Satz 4.4.12 (p-q-Satz von Burnside). Eine Gruppe, deren Kardinalität nur durch
höchstens zwei Primzahlen teilbar ist, ist stets auflösbar.

4.4.13. Jede Gruppe mit 30 Elementen ist auflösbar nach Übung [AL] 1.4.23. Jede
Gruppe mit weniger als 60 Elementen ist mithin auflösbar.

Beweis. Seien sonst p 6= q Primzahlen undG eine Gruppe mit |G| = paqb und a ≥
1. Wir wählen eine p-Sylow P ⊂ G. Nach [AL] 1.3.6 finden wir ein nichttriviales
Element g 6= 1 im Zentrum von P . Dann gilt ZG(g) ⊃ P und folglich ist die
Kardinalität |ĝ| der Konjugationsklasse ĝ von g eine q-Potenz. Im Fall |ĝ| > 1
ist G nicht einfach nach 4.4.10 und wir kommen mit vollständiger Induktion zum
Ziel. Im Fall |ĝ| = 1 hat G nichttriviales Zentrum und wir kommen auch mit
vollständiger Induktion zum Ziel.

4.5 Matrixkoeffizienten und isotypische Komponenten*
4.5.1. In diesem Abschnitt erklären wir, warum in Gruppenringen über einem
beliebigen Körper und jede endlichdimensionale einfache Darstellung E die E-
isotypische Komponente des Gruppenrings zusammenfällt mit der E∗-isotypi-
schen Komponente des Gruppenrings als Rechtsmodul über sich selber, vergleiche
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4.5.9. Weiter erklären wir, warum im Gruppenring einer endlichen Gruppe über ei-
nem beliebigen Körper das Produkt von Matrixkoeffizienten zu nichtisomorphen
einfachen Darstellungen stets verschwindet.

4.5.2. Gegeben ein Kring k und ein k-Modul V bezeichnen wir im folgenden den
dualen k-Modul als V ∗ := Homk(V, k).

4.5.3 (Matrixkoeffizientenabbildung eines Moduls einer Ringalgebra). Ge-
geben ein Kring k und eine k-Ringalgebra A und ein A-Modul V bezeichne
S := (EndA V )opp den Opponierten des Endomorphismenrings von V . Dann ist,
wie man leicht nachrechnet, die Abbildung

κ : V ⊗S V ∗ → A∗

gegeben durch κ : v ⊗ ϕ 7→ cϕ,v mit cϕ,v(a) := ϕ(av) ein Homomorphismus von
A-Bimoduln. Wir nennen sie die Matrixkoeffizientenabbildung.

4.5.4. Ist V eine Darstellung einer Menge G über einem Kring k, so erklärt man
für v ∈ V undϕ ∈ V ∗ den Matrixkoeffizienten cϕ,v : G→ k durch die Vorschrift

cϕ,v(g) := ϕ(gv)

Ist G ein Monoid und fassen wir V als Modul über dem Monoidring A := kG
auf, so entspricht dies cϕ,v ∈ Ens(G, k) dem zuvor definierten cϕ,v ∈ A∗ unter der
durch die Restriktion auf G ⊂ kG gegebenen Bijektion A∗ ∼→ Ens(G, k).

Satz 4.5.5 (Matrixkoeffizienten und isotypische Komponenten). Seien k ein
Kring, A eine k-Ringalgebra, E ein einfacher A-Modul und S := (EndAE)opp

der Opponierte des Endomorphismenschiefkörpers von E. So induziert die Ma-
trixkoeffizientenabbildung einen Isomorphismus von A-Bimoduln

κ : E ⊗S E∗
∼→ A∗E

von E ⊗S E∗ mit der E-isotypischen Komponente A∗E des A-Linksmoduls A∗.

4.5.6. Insbesondere erzeugen im Fall eines einfachen A-Moduls E seine Matrix-
koeffizienten die E-isotypische Komponente A∗E des A-Linksmoduls A∗ als abel-
sche Gruppe. Über einem Körper k folgt auch, daß von Null verschiedene Ma-
trixkoeffizienten zu paarweise nichtisomorphen einfachen A-Moduln linear unab-
hängig sind.

4.5.7. Ist k ein Körper und A eine k-Ringalgebra und E ein endlichdimensionaler
einfacher A-Modul, so finden wir, indem wir unseren Satz auf den Aopp-Modul
E∗ anwenden, daß das Bild der zugehörigen Matrixkoeffizientenabbildung sowohl
die E-isotypische Komponente von A∗ als A-Linksmodul ist als auch die E∗-
isotypische Komponente von A∗ als A-Rechtsmodul. Insbesondere stimmen in
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dieser Situation diese beiden isotypischen Komponenten überein. Notieren wir
IsoR(M ;E) := ME die E-isotypische Komponente eines R-Moduls M in Bezug
auf einen einfachenR-Modul E und Iso−R(N ;F ) die F -isotypische Komponente
eines R-Rechtsmoduls N in Bezug auf einen einfachen R-Rechtsmodul F , so
haben wir also in Formeln

IsoA(A∗;E) = Iso−A(A∗;E∗)

4.5.8. Ich bin nicht vollständig glücklich damit, daß in unserer Notation die iso-
typische Komponente für die Linksmodulstruktur durch einen Index von rechts
angedeutet wird, aber es schien mir auch wieder übertrieben, die allgemeine No-
tation am Fall der Bimoduln auszurichten.

Beweis. Die kanonische Beschreibung isotypischer Komponenten aus 2.3.10 lie-
fert einen Isomorphismus

κ : E ⊗S HomA(E,A∗)
∼→ A∗E

Gegeben ein A-Modul N und ein A-Rechtsmodul M induzieren weiter die offen-
sichtlichen Isomorphismen Homk(N,M

∗)
∼→ (M ⊗k N)∗ aus [KAG] 2.8.13 Iso-

morphismen HomA(N,M∗)
∼→ (M⊗AN)∗. Genauer können liefern die üblichen

Formeln natürliche Bijektionen beider Seiten mit der Menge der A-balancierten
k-bilinearen Abbildungen M ×N → k. Wenden wir das auf N = E und M = A
an, so folgt unser Satz.

4.5.9 (Isotypische Komponenten von Gruppenringen). Ist k ein Körper und A
eine k-Ringalgebra und E ein endlichdimensionaler einfacher A-Modul und gibt
es eine Einbettung

A ↪→ A∗

von A-Bimoduln, so stimmen nach 2.4.13 und 4.5.7 die E-isotypische Kompo-
nente von A als A-Linksmodul und die E∗-isotypische Komponente von A als
A-Rechtsmodul überein. Eine typische Anwendung ist der Fall eines Gruppen-
rings kG, in dem die Abbildung kG ↪→ (kG)∗, unter der jedem Gruppenelement
das „Bestimmen des Koeffizienten seines Inversen“ zugeordnet wird, ein Homo-
morphismus von Bimoduln ist.

4.5.10 (Verschwinden von Produkten von Matrixkoeffizienten). Gegeben eine
endliche Gruppe und ein Körper haben Matrixkoeffizienten zu nichtisomorphen
einfachen Darstellungen im Gruppenring das Produkt Null. In der Tat gehören
unsere Matrixkoeffizienten nach 4.5.9 dann zu verschiedenen isotypischen Kom-
ponenten des Gruppenrings, und diese isotypischen Komponenten sind ja nach
3.1.10 Ideale des Gruppenrings.

74



Ergänzung 4.5.11. Gegeben ein Körper k und eine k-Ringalgebra A und ein ein-
facher A-Modul E unendlicher Dimension wird E∗ im allgemeinen nicht ein-
fach sein. Hat zum Beispiel A abzählbare Dimension, so gilt dasselbe für jeden
einfachen A-Modul, aber der Dualraum eines einfachen unendlichdimensionalen
A-Moduls hat notwendig eine überabzählbare Dimension. Auch der Sockel des
Dualen eines einfachen A-Moduls kann bereits überabzählbare Dimension haben.
Ein explizites Beispiel in der Lie-Theorie ist ein einfacher Vermamodul, dessen
Dualraum überabzählbar viele paarweise nicht isomorphe einfache Whittakermo-
duln enthält.

4.6 Ergänzungen zu Charakteren*
4.6.1. Auch bei endlichdimensionalen Darstellungen nicht notwendig endlicher
Gruppen über nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Körpern beliebiger
Charakteristik bestimmt der Charakter die weitgehend Darstellung. In diesem Ab-
schnitt werden verschiedene Aussagen in dieser Richtung besprochen.

4.6.2 (Kriterien für von Null verschiedenen Charakter). Gegeben eine end-
lichdimensionale einfache Darstellung V einer Gruppe über einem Körper der
Charakeristik Null oder einem algebraisch abgeschlossenen Körper ist ihr Cha-
rakter nicht die Nullfunktion. Im ersten Fall ist bereits der Wert am neutralen
Element nicht Null, im zweiten Fall folgt es unschwer aus dem Satz von Wed-
derburn 3.3.6. Ich erwarte, daß das allgemeiner für vollkommene Körper gilt, und
muß mal in Bourbaki nachschlagen. Für allgemeine Körper gilt es nicht, wie das
folgende Beispiel 4.6.3 zeigt.

Beispiel 4.6.3. Gegeben eine endliche inseparable Körpererweiterung L/K ist L
eine einfache Darstellung überK der multiplikativen Gruppe L×, deren Charakter
nach [KAG] 8.3.7 die Nullfunktion ist.

Ergänzung 4.6.4. Eine einfache Darstellung einer Gruppe wird bereits durch die
Angabe einer beliebigen von Null verschiedenen Linearkombination ihrer Ma-
trixkoeffizienten bis auf Isomorphismus eindeutig festgelegt. In der Tat liegt nach
4.5.5 jeder Matrixkoeffizient in derjenigen isotypischen Komponente des Raums
der Funktionen auf unserer Gruppe, der zu besagter einfacher Darstellung gehört.
Insbesondere wird eine endlichdimensionale einfache Darstellung durch ihren
Charakter bis auf Isomorphismus eindeutig festgelegt, sofern dieser nicht die Null-
funktion ist.

Satz 4.6.5 (Charakterisierung durch Charaktere). 1. Endlichdimensionale Dar-
stellungen einer endlichen Gruppe über einem Körper der Charakteristik
Null sind isomorph genau dann, wenn sie denselben Charakter haben.
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2. Endlichdimensionale Darstellungen einer beliebigen Gruppe über einem
Körper der Charakteristik Null haben dieselben Kompositionsfaktoren mit
denselben Vielfachheiten genau dann, wenn sie denselben Charakter haben.

Beweis. Nach dem Satz von Maschke 4.1.1 sind Darstellungen einer endlichen
Gruppe über einem Körper der Charakteristik Null halbeinfach. Es reicht also, die
zweite Aussage zu zeigen. Sind aber Li diejenigen paarweise nichtisomorphen
einfachen Darstellungen, die als Kompositionsfaktoren in unserer Darstellung M
auftreten, und ist m(i) die Vielfachheit des Auftretens von Li und bezeichnet χi
den Charakter von Li, so gilt

χM =
r∑
i=1

m(i)χi

Da aber die χi in verschiedenen isotypischen Komponenten des Gruppenrings
liegen und nicht Null sind, sind sie linear unabhängig. Da wir in Charakteristik
Null arbeiten, können wir somit die Multiplizitäten m(i) am Charakter χM von
M ablesen.
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5 Darstellungen der symmetrischen Gruppen

5.1 Einfache Darstellungen und Young-Diagramme
5.1.1. Wir stellen zunächst die beiden Hauptsätze vor, die wir beweisen wollen.
Unter einem Young-Diagramm verstehen wir wie in [AL] 1.5.3 eine endliche
Teilmenge Y ⊂ N× N mit der Eigenschaft

((i, j) ∈ Y und i′ ≤ i und j′ ≤ j) ⇒ (i′, j′) ∈ Y

Die Elemente von Y nennen wir die „Kästchen“ unseres Youngdiagramms und
stellen uns ein Element (i, j) vor als das Kästchen auf einem Rechenpapier, bei
dem die Koordinaten der linken unteren Ecke gerade (i, j) sind. Zum Beispiel
stellt das Bild

das Youngdiagramm {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (2, 0), (3, 0)} dar. In der
Praxis denke ich selber bei Youngdiagrammen stets an Bilder dieser Art.

Satz 5.1.2 (Einfache Darstellungen der symmetrischen Gruppen). 1. Gegeben
ein Youngdiagramm Y besitzt die Gruppe SY := Ens× Y aller Permutatio-
nen von Y bis auf Isomorphismus genau eine einfache komplexe Darstel-
lung L(Y ) mit der Eigenschaft, daß darin sowohl die Einsdarstellung des
Spaltenstabilisators von Y als auch die Signumsdarstellung des Zeilensta-
bilisators von Y vorkommen;

2. Gegeben n ≥ 0 erhalten wir eine Bijektion

Yn
∼→ irrCSn

Y 7→ L(Y )

zwischen der Menge Yn aller Youngdiagramme mit n Kästchen und der
Menge aller Isomorphieklassen von einfachen komplexen Darstellungen der
symmetrischen Gruppe Sn, indem wir für jedes Youngdiagramm Y mit n
Kästchen eine Bijektion Y ∼→ {1, . . . , n} wählen, dadurch SY mit Sn iden-
tifizieren, und unsere einfache Darstellung L(Y ) aus Teil 1 mit dieser Iden-
tifikation als Darstellung von Sn auffassen.

5.1.3. Nach 1.1.9 hängt die so erhaltene Darstellung L(Y ) der Gruppe Sn bis auf
Isomorphismus nicht von der Wahl der Bijektion Y ∼→ {1, . . . , n} ab.
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Definition 5.1.4. Gegeben ein Youngdiagramm Y mit n Kästchen ist ein Tableau
der Gestalt Y eine Bijektion T : Y

∼→ {1, . . . , n}. Wir veranschaulichen uns
solch ein Tableau, indem wir in jedes Kästchen unseres Youngdiagramms den
Wert schreiben, den T dort annimmt. Ein Standardtableau ist ein Tableau, dessen
Einträge in allen Zeilen und Spalten monoton wachsen.

Satz 5.1.5 (Dimensionen der einfachen Darstellungen). Für jedes Youngdia-
gramm Y stimmt die Dimension der zugehörigen einfachen komplexen Darstel-
lung L(Y ) von Sn überein mit der Zahl der Standardtableaus der Gestalt Y .

Beispiel 5.1.6. Im Fall der symmetrischen Gruppe S3 haben wir drei Young-
Diagramme mit drei Kästchen. Sie entsprechen den drei einfachen Darstellungen
nach 4.3.9. Die Spiegelungsdarstellung ist zweidimensional, was der Tatsache ent-
spricht, daß es für das fragliche Youngdiagramm zwei Standardtableaus gibt.

triv spieg sgn

3
2
1

3
1 2

2
1 3 1 2 3

Beispiel 5.1.7. Im Fall der symmetrischen Gruppe S4 haben wir fünf Young-
Diagramme mit vier Kästchen

Sie entsprechen einfachen Darstellungen wie folgt: Ganz links steht die Einsdar-
stellung, ganz rechts die Signumsdarstellung, in der Mitte die zweidimensionale
einfache Darstellung von S3 zurückgezogen mit dem Gruppenhomomorphismus
S4 � S3, dessen Kern die Doppeltranspositionen zusammen mit dem neutralen
Element bilden. Die restlichen beiden Darstellungen sind rechts die dreidimensio-
nale Darstellung auf dem Umgebungsraum des Tetraeders, die von den Permuta-
tionen seiner Ecken induziert wird, und links ihr Tensorprodukt mit der Vorzei-
chendarstellung.

Beispiel 5.1.8. Die Permutationsdarstellung von Sn auf Cn zerfällt für n ≥ 2 in
zwei einfache Darstellungen, nämlich die Gerade 〈(1, 1, . . . , 1)〉 und ihr orthogo-
nales Komplement unter dem Standard-Skalarprodukt. Daß dieses Komplement
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einfach ist, erkennt man zum Beispiel, indem man nachrechnet, daß der Endo-
morphismenring unserer Permutationsdarstellung zweidimensional ist: Genauer
besteht er aus allen Matrizen, bei denen alle Einträge auf der Diagonalen über-
einstimmen und alle Einträge außerhalb der Diagonale ebenfalls übereinstimmen.
Das Youngtableau für den nichttrivialen Summanden hat im Fall n = 6 die Gestalt

und hat auch für allgemeines n nur zwei Spalten, von denen die Zweite aus einem
einzigen Kästchen besteht. In der Tat kommt in unserem orthogonalen Komple-
ment die Einsdarstellung von Sn−1 ⊂ Sn vor als die Gerade 〈(1, 1, . . . , 1 − n)〉
und die Signumsdarstellung von S2 ⊂ Sn als die Gerade 〈(1,−1, 0, . . . 0)〉.
5.1.9. Ist R ein Ring und e ∈ R idempotent und M ein R-Modul, so induziert das
Auswerten bei e offensichtlich eine Bijektion HomR(Re,M)

∼→ eM . Das mögen
Sie auch bereits als Übung [KAG] 1.3.13 ausgeführt haben. Man mag auch direkt
bemerken, daß der Annullator von e das Linksideal R(1− e) ist.

Beweis von 5.1.2. Wir betrachten im Gruppenring CSY die beiden Idempotenten

EY = |S|−1
∑
g∈S

g und AY = |Z|−1
∑
h∈Z

sgn(h) h

Diese Idempotenten sind genau die Projektoren zur Einsdarstellung von S und zur
Signumsdarstellung von Z. Die beiden von diesen Idempotenten erzeugten Links-
ideale des Gruppenrings CSY notieren wir M(Y ) := (CSY )EY und N(Y ) :=
(CSY )AY . Der mit Induktion von Darstellungen 6.3.2 vertraute Leser wird sie
nebenbei bemerkt leicht identifizieren können mit den induzierten Darstellungen
zur Einsdarstellung des Spaltenstabilisators beziehungsweise der Signumsdarstel-
lung des Zeilenstabilisators. In einer Darstellung L von SY kommt nach 5.1.9
die Einsdarstellung des Spaltenstabilisators vor genau dann, wenn gilt EYL 6= 0
alias HomCSY (M(Y ), L) 6= 0. Ebenso kommt die Signumsdarstellung des Zei-
lenstabilisators vor genau dann, wenn gilt AYL 6= 0 alias HomCSY (N(Y ), L) 6= 0
und wegen der Halbeinfachkeit gleichbedeutend HomCSY (L,N(Y )) 6= 0. Jede
einfache Darstellung L von SY mit beiden Eigenschaften ist also das Bild eines
Homomorphismus von Darstellungen M(Y ) → N(Y ), und Teil 1 folgt leicht,
wenn wir zeigen können, daß gilt

dimC HomCSY (M(Y ), N(Y )) = 1 (∗)
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In der Tat ist dann unser L notwendig das Bild eines und jedes von Null verschie-
denen derartigen Homomorphismus. Nehmen wir speziell den durch Rechtsmul-
tiplikation mit AY gegebenen Homomorphismus und beachten die im folgenden
gezeigte Formel EYAY 6= 0, so ergibt sich für diese durch Y bestimmte einfache
Darstellung L ∼= L(Y ) sogar die explizite Formel

L(Y ) ∼= (CSY )EYAY

In anderen Worten kann L(Y ) also beschrieben werden als das vom sogenannten
Young-Symmetrisator EYAY im Gruppenring erzeugte Linksideal. Um nun zu
zeigen, daß der Raum der Homomorphismen M(Y )→ N(Y ) eindimensional ist,
schreiben wir diese Behauptung zunächst mithilfe unserer Vorbemerkung 5.1.9
und den Definitionen um zur Behauptung

dimCEY (CSY )AY = 1

Nun gilt ja offensichtlich S ∩ Z = 1, also EYAY 6= 0, und für alle x ∈ SZ gilt
EY xAY = ±EYAY . Es reicht also, wenn wir zusätzlich für alle x 6∈ SZ zeigen
EY xAY = 0 oder gleichbedeutend x−1EY xAY = 0. Nun haben wir natürlich

|S|x−1EY x =
∑

g∈x−1Sx

g

Bezeichnet Y = Y1 ∪ Y2 ∪ . . . die Partition des Youngdiagramms Y in seine
Spalten, so ist x−1Sx gerade die Gruppe aller derjenigen Permutationen von Y ,
die jedes Stück der Partition

Y = x−1Y1 ∪ x−1Y2 ∪ . . .

unserer Kästchenmenge Y stabilisieren. Trifft nun jede transformierte Spalte x−1Yi
jede Zeile unseres Youngdiagramms in höchstens einem Element, so scheint es
mir offensichtlich, daß es ein y im Zeilenstabilisator Z geben muß mit yx−1Yi =
Yi für alle i, woraus sofort folgt x ∈ SZ. Im Fall x 6∈ SZ gibt es folglich eine
transformierte Spalte x−1Yi, die mit einer Zeile von Y mindestens zwei Elemente
gemeinsam hat. Die Vertauschung dieser beiden Elemente ist dann eine Transpo-
sition t ∈ x−1Sx ∩ Z, und deren Existenz zeigt EY xAY = 0, da dann ja gilt

(x−1EY x) ∈ CSY (t+ 1) und AY ∈ (t− 1)CSY

Damit wissen wir, daß die Darstellungen L(Y ) einfach sind. Da es offensichtlich
ebensoviele Young-Diagramme mit n Kästchen gibt wie Partitionen der Zahl n
wie nach [AL] 1.5.6 Konjugationsklassen in der symmetrischen Gruppe Sn, ist
der erste Satz bewiesen, sobald wir zeigen, daß die Darstellungen L(Y ) paarwei-
se nicht isomorph sind. Um das zu zeigen, führen wir auf der Menge Yn aller
Youngdiagramme mit n Kästchen eine Teilordnung ein.
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Eine Permutation der Kästchen eines Youngdiagramms, bei der das Bild jeder
Spalte höchstens ein Kästchen in jeder Zeile hat, kann durch Nachschalten eines
Elements des Zeilenstabilisators in den Spaltenstabilisator geschoben werden.

Das Bild deutet solch eine Permutation an, die Wirkung der Permutation auf die
Kästchen der zweiten Spalte habe ich durch Pfeile angedeutet, bei den anderen
Kästchen rechts ist nur an der Textur zu sehen, aus welcher Spalte sie kommen.
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Definition 5.1.10. Ein Youngdiagramm heißt kleinergleich einem anderen in der
Dominanz-Teilordnung genau dann, wenn es für jedes s ∈ N in den ersten s
Spalten insgesamt höchstens ebensoviele Kästchen besitzt wie das andere. Wir
notieren diese Teilordnung Y ≤ Y ′.

Fortführung des Beweises. Wählen wir irgendeine Bijektion Y
∼→ {1, . . . , n},

identifizieren mit ihrer Hilfe SY mit Sn und fassen mithilfe dieser Identifikation
die Darstellungen M(Y ) und N(Y ) von SY als Darstellungen von Sn auf, so
erhalten wir nach 1.1.9 bis auf Isomorphismus wohldefinierte Darstellungen von
Sn. Für je zwei Diagramme Y, Y ′ ∈ Yn behaupten wir nun

HomCSn(M(Y ), N(Y ′)) 6= 0 ⇒ Y ≤ Y ′

Sobald das gezeigt ist, sind wir fertig, denn dann folgt aus L(Y ) ∼= L(Y ′) sofort
Y ≤ Y ′ ≤ Y und damit Y = Y ′. Seien also Bijektionen ϕ : Y

∼→ {1, . . . , n}
und ϕ′ : Y ′

∼→ {1, . . . , n} beliebig gewählt. Die von ϕ induzierte Identifikation
SY

∼→ Sn hat die Gestalt x 7→ ϕxϕ−1, und den zugehörigen Isomorphismus von
Gruppenringen notieren wir analog C 7→ ϕCϕ−1. Mit denselben Argumenten wie
zuvor gilt es in diesen Notationen zu zeigen

Y 6≤ Y ′ ⇒ (ϕEY ϕ
−1)(CSn)(ϕ′AY ′ϕ

′−1) = 0

Es reicht dazu, für jede Bijektion ψ : Y ′
∼→ Y zu zeigen

Y 6≤ Y ′ ⇒ EY ψAY ′ = 0

Wie zuvor reicht es dafür weiter zu zeigen, daß für Y 6≤ Y ′ unter jeder Bijek-
tion Y ∼→ Y ′ aus mindestens einer Spalte von Y mindestens zwei Kästchen in
derselben Zeile von Y ′ landen. In der Yat gibt es dann ja ein s derart, daß Y
mehr Kästchen in den ersten s Spalten stehen hat als Y ′. Dann können wir diese
Kästchen jedoch nicht so mit Kästchen von Y ′ identifizieren, daß wir in jeder Zeile
von Y ′ höchstens s Kästchen erwischen. Also erwischen wir in mindestens einer
Zeile von Y ′ mindestens s+ 1 Kästchen, und von denen müssen dann mindestens
zwei aus derselben Spalte von Y kommen.

Beweis von 5.1.5. Gegeben ein Youngdiagramm Y operiert die Gruppe SY aller
Permutationen der Kästchen frei und transitiv von rechts auf der Menge BY :=
Ens×(Y, {1, . . . , n}) aller Tableaus der Gestalt Y vermittels der Vorschrift T σ =
T ◦ σ für

T : Y
∼→ {1, 2, . . . , n}

ein Tableau und σ : Y
∼→ Y eine Permutation. Als CSY -Rechtsmodul ist also

CSY isomorph zum freien C-Vektorraum CBY über der Menge aller Tableaus
der Gestalt Y mit seiner hoffentlich offensichtlichen Rechtsoperation von CSY .
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Beispiel zur Dominanzteilordnung. Stellen wir uns ein Youngdiagramm als eine
Geröllhalde von Kästchen vor, so sind in unserer Dominanzteilordnung genau
diejenigen Partitionen kleiner, die entstehen, wenn in unserer Geröllhalde ein

oder mehrere Kästchen weiter nach unten purzeln.
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Bezeichne nun DY ⊂ BY die Menge aller Standardtableaus der Gestalt Y . Ich
behaupte, daß die Einschränkung res einer formalen Summe auf die Teilmenge
aller Standardtableaus eine Surjektion

res : (CBY )EYAY � CDY

induziert. In der Tat, wenden wir auf ein Standardtableau ϕ der Gestalt Y von
rechts alle Elemente von SZ an, als da heißt eine beliebige Vertauschung der
Einträge jeder Spalte gefolgt von einer beliebigen Vertauschung der Einträge je-
der Zeile, so erhalten wir zwar eventuell außer ϕ selbst noch weitere Standard-
tableaus, aber für diese ist offensichtlich die Folge der Zeilensummen lexikogra-
phisch größer als bei unserem Ausgangstableau. Gegeben ϕ ∈ DY ⊂ CBY ein
Standardtableau gilt für unsere Einschränkung res auf die Teilmenge aller Stan-
dardtableaus demnach

res (ϕEYAY ) ∈ |S|−1|Z|−1ϕ+
∑
ϕ<ψ

Cψ

wobei die Notation ϕ < ψ rechts andeuten soll, daß nur über Standardtableaus
ψ mit einer lexikographisch größeren Folge von Zeilensummen summiert wird.
So ergibt sich die behauptete Surjektivität. Es folgt, daß die Zahl der Standardta-
bleaus eine untere Schranke für die Dimension von (CBY )EYAY und damit auch
eine untere Schranke für die Dimension der einfachen Darstellung L(Y ) ist. Daß
die Zahl der Standardtableaus sogar mit dieser Dimension übereinstimmt, folgt
dann aus der durch 5.2.1 bewiesenen Formel mit der aus 4.2.9 spezialisierten all-
gemeinen Erkenntnis ∑

Y ∈Yn

(dimC L(Y ))2 = |Sn|

Ergänzung 5.1.11. Das Bilden der Umkehrabbildung liefert eine Bijektion zwi-
schen unserer Menge BY := Ens×(Y, {1, . . . , n}) und der Menge der Bijektionen
in der Gegenrichtung Ens×({1, . . . , n}, Y ). Oft wird in der Literatur letzere Men-
ge als Menge der Tableaus bezeichnet. Diese trägt dann in natürlicher Weise eine
Linksoperation von SY und eine Rechtsoperation von Sn.

Ergänzung 5.1.12. Gegeben ein Youngdiagramm Y trägt die Menge BY aller Ta-
bleaus der Gestalt Y auch eine Linksoperation der Sn „durch Nachschalten“, die
mit der Rechtsoperation von SY „durch Vorschalten“ kommutiert. Unsere Räume
(CBY )EYAY für die verschiedenen Young-Diagramme werden mit dieser Ope-
ration von Sn nach dem vorhergehenden genau die einfachen Darstellungen von
Sn. Die Argumente von eben zeigen, daß die ψEYAY für ψ ∈ DY Standardtab-
leaus eine Basis dieser einfachen Darstellung bilden. Dasselbe gilt für die um die
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Nenner bereinigten sogenannten Specht-Vektoren

v(ψ) := ψ|Z||S|EYAY = ψ

(∑
g∈S

g

)(∑
h∈Z

sgn(h)h

)

Sie sind in Worten formale Linearkombinationen von Tableaus, die zu jedem Stan-
dardtableau ψ der Gestalt Y gebildet werden, indem man erst seine Varianten mit
in jeder Spalte beliebig permutierten Einträgen betrachtet, und dann deren Vari-
anten mit in jeder Zeile beliebig permutierten Einträgen, und alle diese Tableaus
aufsummiert, jeweils gewichtet mit dem Signum der letzteren Permutation.

Ergänzung 5.1.13. Seien k ein beliebiger Ring und Y ein Youngdiagramm mit
n Kästchen und BY := Ens×(Y, {1, . . . , n}) die Menge der Y -Tableaus. Seien
weiter Z, S ⊂ Ens×(Y ) der Zeilenstabilisator und der Spaltenstabilisator. Zum
freien k-Modul kBY betrachtet man in der modularen Darstellungstheorie meist
den Raum der sogenannten „Z-Koinvarianten“, also den Quotienten (kBY )Z nach
dem von allen a(z − 1) für a ∈ kBY und z ∈ Z erzeugten k-Untermodul. Ei-
ne k-Basis dieses Quotienten von kBY bildet die Menge der Bilder der Tableaus.
Man nennt diese Bilder auch Tabloide und notiert sie als Tableaus ohne senkrech-
te Striche, um anzudeuten, daß es auf die Reihenfolge der Einträge in den Zeilen
nun nicht mehr ankommen soll. Das Tabloid alias die Nebenklasse eines Tableaus
T notiert man [T ]. Die Elemente des Raums der Koinvarianten faßt man als for-
male Linearkombinationen von Tabloiden auf und nennt sie Polytabloide. Dann
betrachtet man den Raum der spaltenalternierenden Elemente (kBY )S -sgn und das
Bild der Verknüpfung

(kBY )S -sgn ↪→ kBY � (kBY )Z

der offensichtlichen Homomorphismen von Sn-Darstellungen. Dieses Bild wird
L(Y ) notiert und heißt der Specht-Modul. Natürlich ist

(kBY )S -sgn = kBY

(∑
h∈S

sgn(h)h

)

ein zyklischer kSn-Modul und für jedes Tableau T ∈ BY ist T
(∑

h∈S sgn(h)h
)

ein Erzeuger. Das Bild dieses Erzeugers im Raum (kBY )Z der Koinvarianten no-
tieren wir JT K und nennen es das zu T gehörige Polytabloid. Die Polytabloide JT K
für T ∈ BY erzeugen also den Spechtmodul zum Youngdiagramm Y als k-Modul
und jedes Polytabloid JT K erzeugt den Spechtmodul L(Y ) als kSn-Modul.

Ergänzung 5.1.14. Operiert ein MonoidG auf einer MengeX und ist k ein Kring,
so wird der freie k-Modul kX in offensichtlicher Weise eine Darstellung von G.
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Die beiden Specht-Vektoren zu den beiden Standardtableaus einer gewissen
vorgegebenen Gestalt mit drei Kästchen. Das Mitteln über die Bilder unter dem

Spaltenstabilisator Z ⊂ SY liefert in obigem Bild die Zeilensummen, das Mitteln
mit Vorzeichen über den Zeilenstabilisator dann die alternierenden

Spaltensummen unter jedem Eintrag.
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Illustration der Hakenlängenformel. Eingezeichnet sind alle Haken mit mehr als
nur einem Kästchen. Die zu diesem Young-Diagramm gehörige einfache

Darstellung hat danach die Dimension

8!

6 · 5 · 3 · 2 · 2
= 8 · 7 · 2 = 112
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Weiter erhalten wir eine G-invariante symmetrische bilineare Abbildung kX ×
kX → k durch die Vorschrift (x, y) 7→ δxy für x, y ∈ X . Die Basis der Tabloide
liefert so eine symmetrische invariante Bilinearform auf (kBY )Z .

Ergänzung 5.1.15. Eine besonders schöne Formel für die Dimension der einfa-
chen Darstellung L(Y ) einer symmetrischen Gruppe ist die Hakenlängenformel

dimC L(Y ) =
|Y |!∏

(i,j)∈Y (Hakenlänge von (i, j))

Die Hakenlänge eines Kästchens (i, j) ∈ Y ist dabei erklärt als die Zahl aller
(a, b) ∈ Y mit a = i, b ≥ j oder b = j, a ≥ i. Ich gebe hierfür keinen Beweis.

5.1.16. Über die Darstellungen der symmetrischen Gruppen ist noch sehr viel
mehr bekannt, siehe zum Beispiel [Sag00, Jam78, JK81, FH91]. Was die Dar-
stellungen über Körpern positiver Charakteristik angeht, ist aber auch noch vieles
offen. Selbst die Dimensionen der meisten einfachen Darstellungen sind in diesem
Fall noch nicht bekannt.

Vorschau 5.1.17 (Gelfand-Modell für symmetrische Gruppen). Sei I ⊂ Sn die
Menge aller Idinvolutionen in der symmetrischen Gruppe. Auf der Menge I ope-
riert die symmetrische Gruppe durch Konjugation. Es gibt nun ein äquivariantes
Geradenbündel L auf I derart, daß seine globalen Schnitte isomorph sind zur di-
rekten Summe aller einfachen Darstellungen der symmetrischen Gruppe Sn, in
Formeln ⊕

Y ∈Yn

L(Y ) ∼= Γ(I;L)

Das Geradenbündel kann hierbei dadurch charakterisiert werden, daß für eine
Idinvolution τ die Operation der Standgruppe von τ auf der Faser Lτ durch den
Charakter geschieht, der durch das Signum der Operation der Elemente der Stand-
gruppe auf der Fixpunktmenge {1, . . . , n}τ von τ gegeben wird.

Übungen

Übung 5.1.18. Man zeige, daß das Tensorieren mit der Vorzeichendarstellung
dem Übergang zur dualen Partition alias zum an der Hauptdiagonale gespiegelten
Youngdiagramm entspricht, in Formeln L(Y ) ⊗ sgn ∼= L(τY ) für τ die Vertau-
schung der beiden Koordinaten.

Übung 5.1.19. Man zeige in der Notation [KAG] 4.7.13 die beiden Implikationen
[M(Y ) : L(Y ′)] 6= 0 ⇒ Y ≤ Y ′ und [N(Y ) : L(Y ′)] 6= 0 ⇒ Y ≥ Y ′,
die beschreiben, welche einfachen Darstellungen als Kompositionsfaktoren von
M(Y ) und N(Y ) auftreten können. Darüberhinaus zeige man

[M(Y ) : L(Y )] = [N(Y ) : L(Y )] = 1
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5.2 Der Robinson-Schensted-Algorithmus
5.2.1. Wir erhalten eine Bijektion zwischen der Menge aller Permutationen σ
von {1, . . . , n} und der Menge aller Paare von Standardtableaus mit jeweils n
Kästchen und gleicher Gestalt, d.h. gleichem zugrundeliegendem Young-Diagramm
vermittels des sogenannten Robinson-Schensted-Algorithmus wie folgt: Zunächst
stellen wir unsere Zahlen in der durch σ gegebenen Reihenfolge auf als σ(1), σ(2),
. . . , σ(n). Dann lassen wir sie „ein Young-Haus bauen und bewohnen“ nach den
folgenden Regeln: Im i-ten Schritt geht die Zahl σ(i) von links nach rechts durch
die erste Etage des Young-Hauses, wie es bis dahin bereits konstruiert ist. Ist sie
größer als alle Bewohnerinnen der ersten Etage, baut sie am Ende der ersten Eta-
ge ein Kästchen an und zieht dort ein. Sonst verdrängt sie die erste Bewohnerin
der ersten Etage, die größer ist als sie selber, und diese versucht es in der zwei-
ten Etage. Ist sie größer als alle Bewohnerinnen der zweiten Etage, so baut sie
sich am Ende der zweiten Etage ein Kästchen an und zieht dort ein. Sonst ver-
drängt sie in der zweiten Etage die erste Bewohnerin, die größer ist als sie selber,
und diese versucht es in der dritten Etage etc. Der i-te Schritt ist fertig, wenn die
Zahlen σ(1), σ(2), . . . , σ(i) alle wieder in einem Kästchen wohnen. So entsteht,
wie man sich unschwer überlegt, ein Standardtableau L(σ). Die Reihenfolge, in
der die Kästchen angebaut werden, erinnern wir in einem zweiten Standardta-
bleau R(σ) derselben Gestalt, bei dem in demjenigen Kästchen die Zahl i steht,
das im i-ten Schritt angebaut wurde. Daß wir auf diese Weise in der Tat eine Bi-
jektion zwischen der Menge aller Permutationen und der Menge aller Paare von
Standardtableaus gleicher Gestalt erhalten, kann der Leser hoffentlich ohne all-
zu große Schwierigkeiten selbst einsehen. In jedem Fall denke ich, daß es noch
schwieriger wäre, einen in Worten aufgeschriebenen Beweis nachzuvollziehen.

Beispiel 5.2.2. Es sei σ(1), σ(2), . . . , σ(5) die Folge 3, 1, 5, 4, 2. Wir erhalten der
Reihe nach

3 1
3
1

2
1

3
1 5

2
1 3

3 5
1 4

2 4
1 3

5
3 4
1 2

5
2 4
1 3

Das Paar von Standardtableaus ganz am Ende der Zeile ist dann dasjenige, das der
Robinson-Schensted-Algorithmus unserer Permutation σ zuordnet.

5.3 Berechnung der Charaktere
5.3.1. Aus dem Beweis von Satz 5.1.2 wissen wir insbesondere, daß für je zwei
Young-Diagramme Y, Y ′ ∈ Yn gilt

HomCSn(M(Y ), N(Y ′)) 6= 0 ⇒ Y ≤ Y ′
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Zusätzlich wissen wir aus demselben Beweis dimC HomCSY (M(Y ), N(Y )) = 1.
Es ist nun für das folgende bequemer, mit Partitionen natürlicher Zahlen im Sinne
von [AL] 1.5.1 zu arbeiten. Gegeben eine Partition λ ∈ Pn alias eine absteigende
Folge λ(1) ≥ λ(2) ≥ . . . ≥ λ(r) > 0 = 0 = 0 . . . natürlicher Zahlen mit
Summe n bilden wir in hoffentlich offensichtlicher Weise die Untergruppe Sλ =
Sλ(1) × . . .× Sλ(r) ⊂ Sn der symmetrischen Gruppe und schreiben

M(λ) = (CSn)Eλ

mit Eλ = |Sλ|−1
∑

g∈Sλ g für die Darstellung, die wir später auch als die indu-
zierte der Einsdarstellung M(λ) = indSnSλ C verstehen werden. Wie in [AL] 1.5.4
erklärt liefert das Bilden der Spaltenlängen eine Bijektion s : Yn

∼→ Pn und für
λ = s(Y ) haben wir per definitionem M(λ) = M(Y ). Ebenso setzen wir dann
L(λ) = L(Y ) und übertragen die Dominanzteilordnung 5.1.10 vermittels s von
Young-Tableaus auf Partitionen. Notieren wir nun die Charaktere der induzierten
Darstellung M(λ) und der einfachen Darstellung L(λ) als

χM(λ) = ψλ und χL(λ) = χλ

so liefern unsere obigen Formeln

ψλ = χλ +
∑
µ>λ

aλ,µχµ

mit natürlichen Zahlen aλ,µ.Wir können also die Charaktere χλ der einfachen Dar-
stellungen erhalten, indem wir auf die Basis der ψλ mit einer Anordnung, in der
die ψλ zu größeren Indizes zuerst kommen, das Gram-Schmidt’sche Orthogonali-
sierungsverfahren anwenden.
5.3.2. Wie zu Beginn des Beweises von 5.1.2 liefert das Auswerten auf dem Idem-
potenten Isomorphismen HomCSn((CSn)Eλ, (CSn)Eµ)

∼→ Eλ(CSn)Eµ und für
das Skalarprodukt der zugehörigen Charaktere folgt sofort

(ψλ, ψµ) = |Sλ\S/Sµ|

Um die Kardinalität dieser Menge von Doppelnebenklassen zu berechnen, beach-
ten wir die Bahnformel |Gx| · |Gx| = |G| und folgern für jede endliche Menge X
mit der Operation einer endlichen Gruppe G die Formel

|G\X| =
∑
x∈X

1

|Gx|
=
∑
x∈X

|Gx|
|G|

Ist speziell X = Sn und G = Sλ×Sµ, so spezialisiert unsere Formel zur Identität

|Sλ\Sn/Sµ| =
1

|Sλ| · |Sµ|
∑
x∈Sn

|xSλx−1 ∩ Sµ|
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Untersuchen wir hier die Schnitte für jede Konjugationsklasse Cν ⊂ Sn separat
und beachten für den Zentralisator Zν eines Elements der Konjugationsklasse Cν
die Bahnformel |Cν | · |Zν | = |Sn|, so ergibt sich

|Sλ\Sn/Sµ| =
|Sn|

|Sλ| · |Sµ|
∑
ν

|Sλ ∩ Cν | · |Sµ ∩ Cν |
|Cν |

5.3.3. Für die Gruppe S4 haben wir zum Beispiel die Partitionen λ = (4), (3, 1),
(22), (2, 12), (14) in abkürzender Notation, wo die Hochzahlen Vielfachheiten
meinen, so daß etwa ((2, 12) ein Kürzel wäre für die Partition 4 = 2 + 1 + 1.
Wir erhalten |Sλ| = 24, 6, 4, 2, 1 und |Cλ| = 6, 8, 3, 6, 1. Die Kardinalitäten der
Schnitte |Sλ ∩ Cν | werden gegeben durch den Eintrag in der Spalte unter λ und
der Zeile neben ν in der Tafel

4 3, 1 22 2, 12 14

4 6 0 0 0 0
3, 1 8 2 0 0 0
22 3 0 1 0 0

2, 12 6 3 2 1 0
14 1 1 1 1 1

Die Matrix der (ψλ, ψµ) ergibt sich dann zu

4 3, 1 22 2 , 12 14

4 1 1 1 1 1
3, 1 1 2 2 3 4
22 1 2 3 4 6

2 , 12 1 3 4 7 12
14 1 4 6 12 24

Damit ergibt sich schließlich die Zerlegung unserer induzierten Darstellungen in
einfache Darstellungen zu

ψ(4) = χ(4)

ψ(3,1) = χ(3,1) + χ(4)

ψ(22) = χ(22) + χ(3,1) + χ(4)

ψ(2,12) = χ(2,12) + χ(22) + 2χ(3,1) + χ(4)

ψ(14) = χ(14) + 3χ(2,12) + 2χ(22) + 3χ(3,1) + χ(4)

5.4 Jucys-Murphy-Elemente
Definition 5.4.1. Das j-te Jucys-Murphy-Element ξj im Gruppenring ZSn der
n-ten symmetrischen Gruppe ist die Summe aller Transpositionen von j mit klei-
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neren Elementen, in Formeln

ξj =
∑

1≤i<j

(i, j)

5.4.2 (Die Jucys-Murphy-Elemente kommutieren paarweise). Per definitio-
nem ist ξ1 = 0. Offensichtlich kommutiert das j-te Jucys-Murphy-Element mit
allen Elementen aus Sn, die sowohl j als auch die Teilmenge {1, . . . , j − 1} fest-
halten. Insbesondere kommutieren die Jucys-Murphy-Elemente untereinander.

Lemma 5.4.3. Die elementarsymmetrischen Funktionen in den Jucys-Murphy-
Elementen ξj liegen im Zentrum des Gruppenrings ZSn.

Beispiel 5.4.4. Die Summe ξ1 + . . .+ ξn ist die Summe aller Transpositionen und
folglich zentral.

Beweis. Wir betrachten im Polynomring über dem Gruppenring (ZSn)[X] das
Produkt

(X + ξ1)(X + ξ2) . . . (X + ξn)

Es reicht zu zeigen, daß es mit allen Transpositionen sj := (j, j+ 1) benachbarter
Elemente kommutiert. Dazu reicht es zu zeigen, daß sj mit

(X + ξj)(X + ξj+1)

kommutiert, also mit ξj + ξj+1 und ξjξj+1. Wir finden ohne große Mühe

sjξjsj = ξj+1 − sj
sjξj+1sj = ξj + sj

und müssen also nur noch prüfen, daß gilt ξjξj+1 = (ξj+1 − sj)(ξj + sj) alias
sjξj + 1 = ξj+1sj . Hier aber rechnen wir ohne Schwierigkeiten aus, daß beide
Seiten beschrieben werden können als eine Summe der Identität mit Dreizykeln,
genauer durch den Ausdruck

1 +
∑

1≤i<j

(i, j + 1, j)
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6 Verschiedene weiterführende Resultate

6.1 Reeller, komplexer und quaternionaler Typ
6.1.1. Wir erinnern an die Körper beziehungsweise Schiefkörper R ⊂ C ⊂ H
der reellen Zahlen, komplexen Zahlen und Quaternionen H aus [LA1] 5.6.4 und
bezeichnen Darstellungen einer Gruppe G über den jeweiligen Ringen als reel-
le, komplexe und quaternionale Darstellungen. Die Restriktion der Skalare macht
in offensichtlicher Weise aus quaternionalen Darstellungen komplexe Darstellun-
gen und aus komplexen Darstellungen reelle Darstellungen. Umgekehrt macht
die Erweiterung der Skalare aus reellen Darstellungen komplexe Darstellungen
und aus komplexen Darstellungen quaternionale Darstellungen. In Formeln meint
man etwa für V eine komplexe Darstellung mit der durch Erweiterung der Skalare
gegebene quaternionale Darstellung die quaternionale Darstellung H⊗C V .

Definition 6.1.2. 1. Eine reelle Darstellung heißt:

(a) von quaternionalem Typ, wenn sie durch Restriktion der Skalare aus
einer quaternionalen Darstellung entsteht;

(b) von komplexem Typ, wenn sie durch Restriktion der Skalare zwar
nicht aus einer quaternionalen, aber doch immerhin aus einer komple-
xen Darstellung entsteht;

(c) von reellem Typ sonst.

2. Eine komplexe Darstellung heißt:

(a) von reellem Typ, wenn sie isomorph ist zu einer Darstellung, die
durch Erweiterung der Skalare aus einer reellen Darstellung entsteht;

(b) von quaternionalem Typ, wenn sie durch Restriktion der Skalare aus
einer quaternionalen Darstellung entsteht;

(c) von komplexem Typ sonst.

3. Eine quaternionale Darstellung heißt:

(a) von reellem Typ, wenn sie isomorph ist zu einer Darstellung, die
durch Erweiterung der Skalare aus einer reellen Darstellung entsteht;

(b) von komplexem Typ, wenn sie zwar nicht von reellem Typ ist, aber
isomorph ist zu einer Darstellung, die durch Erweiterung der Skalare
aus einer komplexen Darstellung entsteht;

(c) von quaternionalem Typ sonst.
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6.1.3 (Typen reeller Darstellungen und ihre Endomorphismen). Gegeben eine
einfache reelle Darstellung höchstens abzählbarer Dimension ist ihr Endomor-
phismenring nach [AL] 3.12.3 als R-Ringalgebra isomorph zu genau einem der
Ringe R,C oder H. Offensichtlich können wir den Typ unserer Darstellung in
diesem Fall an ihrem Endomorphismenring ablesen.

6.1.4 (Typen quaternionaler Darstellungen und ihre Endomorphismen). Ge-
geben eine einfache quaternionale Darstellung höchstens abzählbarer Dimensi-
on ist ihr Endomorphismenring nach [AL] 3.12.2 als R-Ringalgebra isomorph
zu genau einem der Ringe R,C oder H. Wieder können wir den Typ unserer
Darstellung an ihrem Endomorphismenring ablesen, aber diesmal ist die Bezie-
hung umgekehrt, der Endomorphismenring R zeigt quaternionalen Typ an, der
Endomorphismenring C komplexen Typ und der Endomorphismenring H reel-
len Typ. In der Tat liefert die Rechtsmultiplikation auf dem ersten Tensorfak-
tor für jede reelle Darstellung V von G einen R-linearen Ringhomomorphismus
Hopp → EndH,G(H ⊗R V ), und ist umgekehrt eine quaternionale Darstellung W
von G mit einem R-linearen Ringhomomorphismus Hopp → EndH,G(W ) gege-
ben, so können wirW als Modul überH⊗RHopp mitG-Operation auffassen, nach
6.1.10 also als Modul über End−RH mit G-Operation und nach [KAG] 2.3.17
entsteht W dann durch Erweiterung der Skalare H⊗R aus einer reellen Darstel-
lung von G. Ähnlich liefert die Rechtsmultiplikation auf dem ersten Tensorfaktor
für jede komplexe Darstellung V von G einen R-linearen Ringhomomorphismus
Copp → EndGH(H ⊗C V ). Ist umgekehrt eine quaternionale Darstellung W von
G mit einem R-linearen Ringhomomorphismus Copp → EndGH(W ) gegeben, so
können wirW als Modul überH⊗RCopp mitG-Operation auffassen, nach Übung
6.1.10 also als Modul über End−CH mit G-Operation und nach [KAG] 2.3.17
entsteht W dann durch Erweiterung der Skalare H⊗C aus einer komplexen Dar-
stellung von G.

6.1.5. Auch einfache komplexe Darstellungen höchstens abzählbarer Dimension
haben einen wohlbestimmten Typ, können also nicht gleichzeitig durch Skalarer-
weiterung aus einer reellen Darstellung und durch Restriktion aus einer quater-
nionalen Darstellung hervorgehen. Um das zu sehen, holen wir etwas weiter aus,
um diese Behauptung dann schließlich in 6.1.8 sogar etwas allgemeiner zu zeigen
für beliebige komplexe Darstellungen mit Endomorphismenring C.

6.1.6. Zu jedem komplexen Vektorraum V bilden wir wie in [LA2] 1.12.33 den
komplex konjugierten Vektorraum V , indem wir dieselbe unterliegende additive
Gruppe nehmen, die Operation von a ∈ C auf v ∈ V jedoch ändern zu einer
Operation a · v, die mit der ursprünglichen Operation av verknüpft ist durch die
Formel a · v = āv. Es ist in diesem Zusammenhang praktisch, für jedes Element
v ∈ V dasselbe Element in seiner Eigenschaft als Element des komplex konju-
gierten Vektorraums v̄ ∈ V zu notieren, so daß wir unseren Punkt für die neue
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Operation der Skalare gleich wieder weglassen können und unsere zweite Formel
besonders suggestiv in der Form āv̄ = av geschrieben werden kann. Ist V eine
komplexe Darstellung einer Gruppe G, so ist V mit derselben Operation von G
auch eine komplexe Darstellung, die komplex konjugierte Darstellung.

Proposition 6.1.7 (Typ komplexer Darstellung und Endomorphismen). Sei V
eine komplexe Darstellung einer Gruppe G.

1. Genau dann ist V die Komplexifizierung einer reellen Darstellung von G,
wenn es einen Isomorphismus von Darstellungen J : V

∼→ V gibt mit
J2 = idV ;

2. Genau dann ist V die Restriktion einer quaternionalen Darstellung von G,
wenn es einen Isomorphismus von Darstellungen J : V

∼→ V gibt mit
J2 = − idV .

Beweis. Im ersten Fall ist V isomorph zur Komplexifizierung der reellen Unter-
darstellung V J der J-Invarianten, vergleiche auch [ML] 2.2.13. Im zweiten Fall
können wir V zu einem H-Rechtsmodul machen, indem wir als Rechtsmultipli-
kation mit j ∈ H unser J nehmen. Der Rest des Beweises sei dem Leser überlas-
sen.

Korollar 6.1.8 (Typen einfacher komplexer Darstellungen). Sei V eine kom-
plexe Darstellung einer Gruppe G, deren einzige Endomorphismen die Skalare
sind, in Formeln ModGC V = C. So sind wir in genau einem der folgenden drei
Fälle:

1. Die Darstellung V ist von reellem Typ, als da heißt, sie entsteht aus einer
reellen Darstellung W durch Komplexifizierung;

2. Die Darstellung V ist von quaternionalem Typ, als da heißt, sie entsteht aus
einer quaternionalen Darstellung V über H durch Restriktion der Skalare;

3. Die Darstellung V ist nicht isomorph zu ihrer komplex konjugierten Dar-
stellung V .

6.1.9. Per definitionem heißt eine komplexe Darstellung von komplexem Typ,
wenn sie weder von reellem noch von quaternionalem Typ ist. Das Korollar im-
pliziert, daß diese Eigenschaft für komplexe Darstellungen mit Endomorphismen-
ring C gleichbedeutend ist zur Eigenschaft, nicht isomorph zu sein zu ihrer kon-
jugierten Darstellung.
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Beweis. Sind wir in einem der ersten beiden Fälle, so sind wir nach 6.1.7 nicht
im dritten Fall. Sind wir umgekehrt nicht im dritten Fall, so gibt es einen Isomor-
phismus J : V

∼→ V . Per definitionem gilt

Jav = a · Jv = āJv ∀a ∈ C, v ∈ V

Unser J liefert auch einen Isomorphismus J̄ : V
∼→ V , für den wir der Klar-

heit halber manchmal die alternative Bezeichnung J̄ verwenden, obwohl es sich
rein mengentheoretisch um dieselbe Abbildung handelt. Nach Annahme gilt auch
J̄J = a idV für geeignetes a ∈ C×, und da J̄J = J2 kommutiert mit J , haben
wir nach der vorhergehenden Rechnung hier sogar a ∈ R×. Aus unseren Vor-
aussetzungen folgt nun auch dim HomG(V, V ) = 1. Ändern wir J ab um einen
Skalar z ∈ C×, so ändert sich J̄J um den Skalar |z|2 ∈ R>0. Also gilt für alle
J : V

∼→ V entweder J2 = a idV mit a > 0 oder J2 = a idV mit a < 0. Im ersten
Fall finden wir leicht ein J mit J2 = idV und nach 6.1.7 ist unsere Darstellung die
Komplexifizierung einer reellen Darstellung. Im zweiten Fall finden wir ebenso-
leicht ein J mit J2 = − idV und nach 6.1.7 ist unsere Darstellung die Restriktion
einer quaternionalen Darstellung.

Übungen

Übung 6.1.10. Die Abbildung q ⊗ w 7→ (u 7→ quw) induziert einen Ringisomor-
phismus H ⊗R Hopp ∼→ EndR(H). Dieselbe Abbildung induziert einen Ringiso-
morphismus H⊗R Copp ∼→ End−C(H).

Übung 6.1.11. Gegeben eine endlichdimensionale komplexe Darstellung V einer
endlichen Gruppe G ist die komplex konjugierte Darstellung stets isomorph zur
kontragredienten Darstellung, in Formeln V ∼= V ∗. Hinweis: 4.1.4.

Übung 6.1.12. Gegeben eine Gruppe G bezeichne irraKG die Menge der Iso-
morphieklassen einfacher Darsellungen von G über K = R,C,H von höchstens
abzählbarer Dimension und

irraKG = irraRKG t irraCKG t irraHKG

die Zerlegung nach reellem, komplexem und quaternionalem Typ. So liefern die
offensichtlichen durch Restriktion beziehungsweise Erweiterung der Skalare ge-
gebenen Abbildungen Bijektionen

irraHHG
∼−→ irraHC G

∼−→ irraHR G

irraRHG
∼←− irraRCG

∼←− irraRRG

irraCHG
∼←− irraCCG/(V∼V )

∼−→ irraCRG
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In der Mitte der untersten Zeile ist hier der Quotient nach der Äquivalenzrelati-
on gemeint, unter der eine Darstellung und ihre komplex konjugierte Darstellung
identifiziert werden. Dabei bestehen im übrigen nach 6.1.8 alle Äquivalenzklassen
aus genau zwei Elementen. Hinweis: Um zu zeigen, daß einfache Darstellungen
jeweils einfach bleiben, beachte man, daß Erweiterung der Skalare gefolgt von
Restriktion der Skalare jede reelle Darstellung V zu V ⊕ V macht und jede kom-
plexe Darstellung V zu V ⊕ V . Für die Wohldefiniertheit der Abbildung unten
links muß der Leser zunächst H ⊗C V ∼= H ⊗C V zeigen. Die Surjektivität aller
Abbildungen folgt aus den Definitionen. Für die Injektivität etwa der ersten Abbil-
dung oben links beachte manH⊗CV ∼= V ⊕V für jede quaternionale Darstellung
V . Die Injektivität der anderen Pfeile zeigt man ähnlich.

6.2 Invariante Bilinearformen auf Darstellungen
Proposition 6.2.1. Seien G eine Gruppe und V eine endlichdimensionale ein-
fache Darstellung von G über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k mit
char k 6= 2. So sind wir in genau einem der folgenden drei Fälle:

1. Es gibt auf V eine von Null verschiedene symmetrische G-invariante Bili-
nearform. Diese ist dann nichtausgeartet und bis auf einen Skalar eindeutig
bestimmt;

2. Es gibt auf V eine von Null verschiedene symplektische G-invariante Bili-
nearform. Diese ist dann nichtausgeartet und bis auf einen Skalar eindeutig
bestimmt;

3. Es gibt auf V keine von Null verschiedene G-invariante Bilinearform.

Beweis. Nach dem Schur’schen Lemma haben wir dim HomG
k (V, V ∗) ≤ 1 und

jeder von Null verschiedene Homomorphismus ist ein Isomorphismus. Da unsere
Identifikation Hom(V, V ∗)

∼→ Bil(V ) aus 6.2.13 verträglich ist mit der Operation
von G, folgt auch für den Raum der invarianten Bilinearformen

dimk Bil(V )G ≤ 1

und jede von Null verschiedene invariante Bilinearform ist nichtausgeartet. Ist
unser Raum von Bilinearformen eindimensional, so operiert schließlich unsere
durch das Vertauschen der Argumente definierte Selbstinverse aus 6.2.14 darauf
entweder als die Identität oder als die Multiplikation mit (−1).

6.2.2. Im allgemeinen definiert man S2V als den Quotienten von V ⊗V nach allen
v⊗w−w⊗v und

∧2 V als den Quotienten von V ⊗V nach allen v⊗v. Ist unsere
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Charakteristik nicht Zwei, so geht der Unterraum der Invarianten unter der Ver-
tauschung der Faktoren unter der Projektion isomorph nach S2V der Unterraum
der Schiefinvarianten isomorph nach

∧2 V , aber in Charakteristik zwei ist beides
nicht mehr richtig. Für endlichdimensionales V haben wir stets Bil(V ) = V ∗⊗V ∗
in kanonischer Weise.

Lemma 6.2.3. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und g : V → V eine
lineare Abbildung, so haben wir

tr(g2|V ) = tr(g|S2V )− tr(g|
∧2 V )

Beweis. Ist g diagonalisierbar und v1, . . . , vn eine Basis aus Eigenvektoren zu Ei-
genwerten λ1, . . . , λn, so ist (vivj)i≤j eine Basis aus Eigenvektoren in S2V und
(vi ∧ vj)i<j eine Basis von Eigenvektoren von

∧2 V und unsere Behauptung re-
duziert sich auf die offensichtliche Identität

n∑
i=1

λ2
i =

∑
i≤j

λiλj −
∑
i<j

λiλj

Im allgemeinen ist g jedenfalls trigonalisierbar über einer geeigneten Erweiterung
des Grundkörpers, und dann greift dasselbe Argument.

Proposition 6.2.4. Gegeben eine einfache Darstellung V einer endlichen Gruppe
G über einem algebraisch abgeschlossenen Körper einer von Zwei verschiedenen
Charakteristik gilt

|G|−1
∑

χV (g2) =


1 falls V eine symmetrische Form besitzt;
0 falls V keine Form besitzt;
−1 falls V eine symplektische Form besitzt.

Mit der Abkürzung „Form“ sind dabei jeweils von Null verschiedeneG-invariante
Bilinearformen gemeint, die dann, wie bereits gezeigt, notwendig nichtausgeartet
sind.

Beweis. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper einer von Zwei verschie-
denen Charakteristik zerfällt der Raum der Bilinearformen Bil(V ) in die Teil-
räume

Bil(V ) = Sym(V )⊕ Alt(V )

der symmetrischen beziehungsweise alternierenden Bilinearformen. Ist V eine
Darstellung einer Gruppe G, so notieren wir die entsprechende Darstellung

B = S ⊕ A

98



Die entsprechenden kanonischen Identifikationen definieren Isomorphismen von
Darstellungen S2V ∗

∼→ S und
∧2 V ∗

∼→ A und mit Lemma 6.2.3 erhalten wir

χV (g2) = χS(g−1)− χA(g−1)

Nun gilt ja (χS, χtriv) = 1 beziehungsweise (χA, χtriv) = 1 in Bezug auf unsere
symmetrische Bilinearform aus ?? genau dann, wenn es auf V bis auf Skalar
genau eine nichtausgeartete symmetrische beziehungsweise symplektische Form
gibt. Die Proposition folgt.

Definition 6.2.5. Eine quaternionale Sesquilinearform auf einem quaternio-
nalen Vektorraum alias H-Rechtsmodul V ist eine Abbildung V × V → H,
(v, w) 7→ 〈v, w〉 derart, daß für alle v, w, v′, w′ ∈ V und λ, µ ∈ H gilt:

1. 〈v + v′, w〉 = 〈v, w〉+ 〈v′, w〉, 〈vλ, w〉 = λ̄〈v, w〉;

2. 〈v, w + w′〉 = 〈v, w〉+ 〈v, w′〉, 〈v, wµ〉 = 〈v, w〉µ.

Sie heißt hermitesch, wenn zusätzlich gilt

3. 〈v, w〉 = 〈w, v〉,

und ein Skalarprodukt oder genauer ein quaternionales Skalarprodukt, wenn
außerdem noch gilt

4. 〈v, v〉 ≤ 0⇒ v = 0.

Beispiel 6.2.6. Auf dem Hn erhalten wir ein quaternionales Skalarprodukt durch
die Vorschrift 〈v, w〉 = v̄1w1 + . . .+ v̄nwn.

6.2.7 (Existenz invarianter quaternionaler Skalarprodukte). Auf jeder end-
lichdimensionalen quaternionalen Darstellung einer endlichen Gruppe existiert
ein invariantes quaternionales Skalarprodukt. Man zeigt das wie im reellen oder
komplexen Fall durch das Mitteln eines beliebigen Skalarprodukts.

6.2.8. Jedes q ∈ H läßt sich eindeutig schreiben als q = z + jw mit z, w ∈ C.
Ich nenne dann w den j-Teil von q und schreibe w = jot(q). Man prüft leicht
jot(zq) = z̄ jot(q) für z ∈ C und jot(q̄) = − jot(q). Man rechnet mühelos nach,
daß gegeben ein Skalarprodukt auf einem quaternionalen Vektorraum sein j-Teil
(v, w) 7→ jot〈v, w〉 komplex-bilinear und symplektisch ist.

Satz 6.2.9 (Formen und Typen einfacher komplexer Darstellungen). Seien G
eine endliche Gruppe und V eine einfache komplexe Darstellung von G.

1. Genau dann ist V von reellem Typ, wenn es auf V eine nichtausgeartete
symmetrische G-invariante Bilinearform gibt;
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2. Genau dann ist V quaternionalem Typ, wenn es auf V eine nichtausgeartete
symplektische G-invariante Bilinearform gibt;

3. Genau dann ist V von komplexem Typ, wenn V nicht isomorph ist zu seiner
eigenen kontragredienten Darstellung, V � V ∗.

6.2.10. Ich zeige zu Ende dieses Abschnitts als 6.2.12 auch noch eine Variante
dieser Proposition im Fall nicht notwendig einfacher Darstellungen. Dann schlie-
ßen sich die Fälle jedoch nicht mehr gegenseitig aus.

Beweis. 1. Ist unsere Darstellung die Komplexifizierung einer Darstellung über
R, so erhalten wir durch Komplexifizieren eines invarianten Skalarprodukts auf
besagter Darstellung über R eine invariante nichtausgeartete symmetrische Bili-
nearform auf unserer komplexen Darstellung. Ist umgekehrt eine invariante sym-
metrische Bilinearform (v, w) 7→ s(v, w) gegeben, so wählen wir zusätzlich ein
invariantes Skalarprodukt (v, w) 7→ 〈v, w〉 und betrachten die Komposition J der
von unserer Bilinearform und unserem Skalarprodukt induzierten Isomorphismen

V
∼→ V ∗

∼→ V

Per definitionem gilt (v, w) = 〈v, Jw〉 ∀v, w ∈ V und folglich

〈v, J2w〉 = (v, Jw) = (Jw, v) = 〈Jw, Jv〉

und wir erkennen, daß J2 selbstadjungiert ist und nur positive Eigenwerte hat.
Aus dem Schur’schen Lemma folgt J2 = a idV mit a > 0. Mit 6.1.7 folgt dann
leicht, daß unsere Darstellung die Komplexifizierung einer Darstellung über R ist.

2. Ist unsere Darstellung die Restriktion einer Darstellung über H, so ist der j-Teil
im Sinne von 6.2.8 eines invarianten quaternionalen Skalarprodukts im Sinne von
6.2.5, das es nach 6.2.7 stets gibt, eine invariante nichtausgeartete symplektische
Bilinearform auf unserer komplexen Darstellung. Ist umgekehrt eine invariante
symplektische Bilinearform gegeben, so liefert unsere Konstruktion wieder ein
komplex-schieflineares J , für das J2 selbstadjungiert ist und diesmal nur negative
Eigenwerte hat. Aus dem Schur’schen Lemma folgt dann J2 = a idV mit a < 0
und aus 6.1.7 folgt so, daß unsere Darstellung die Restriktion einer quaternionalen
Darstellung ist.

3. Das ist klar nach 6.1.11.

Korollar 6.2.11. Gegeben eine einfache komplexe Darstellung V einer endlichen
Gruppe G gilt

|G|−1
∑

χV (g2) =


1 falls V von reellem Typ ist;
0 falls V von komplexem Typ ist;
−1 falls V von quaternionalem Typ ist.
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Beweis. Das folgt sofort, wenn man 6.2.4 mit 6.2.1 kombiniert.

Proposition 6.2.12 (Formen und Typen komplexer Darstellungen). Seien G
eine endliche Gruppe und V eine endlichdimensionale komplexe Darstellung von
G. So gilt:

1. Genau dann ist V isomorph zur Komplexifizierung einer reellen Darstel-
lung von G, wenn es auf V eine invariante nichtausgeartete symmetrische
Bilinearform gibt;

2. Genau dann ist V isomorph zur Restriktion einer quaternionalen Darstel-
lung von G, wenn es auf V eine invariante nichtausgeartete symplektische
Bilinearform gibt.

Beweis. Die Hinrichtung geht genauso wie im Beweis von 6.2.1. Für die Rück-
richtung wählen wir wie im Beweis von 6.2.1 auf unserer Darstellung ein inva-
riantes Skalarprodukt und finden wieder einen schieflinearen Automorphismus
J unserer Darstellung derart, daß J2 selbstadjungiert ist und nur positive bezie-
hungsweise negative Eigenwerte hat. Ändern wir dann J auf den Eigenräumen
von J2 durch einen geeigneten Skalar ab, so können wir J2 = id beziehungswei-
se J2 = − id erreichen.

Übungen

Übung 6.2.13. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k erhalten wir eine
Bijektion

Hom(V, V ∗)
∼→ Bil(V )

zwischen dem Raum der Homomorphismen von V in seinen Dualraum und dem
Raum der Bilinearformen auf V , indem wir jedem Homomorphismus ϕ : V →
V ∗ die Bilinearform ϕ̂ zuordnen, die gegeben wird durch ϕ̂(v, w) = (ϕ(v))(w).
Wir kennen diese Bijektion bereits aus [AN2] 8.3.13, wo wir ihre Inverse g 7→
cang notiert hatten.

Übung 6.2.14. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k haben wir auf
dem Raum Bil(V ) der Bilinearformen eine natürliche selbstinverse Abbildung,
das „Vertauschen der Argumente“. Ihr Eigenraum zum Eigenwert 1 besteht genau
aus allen symmetrischen Bilinearformen, ihr Eigenraum zum Eigenwert (−1) aus
allen symplektischen alias alternierenden Bilinearformen, und Fall char k 6= 2 ist
Bil(V ) die direkte Summe dieser Eigenräume.

Übung 6.2.15 (Eindeutigkeit invarianter Sesquilinearformen). Je zwei invari-
ante Sesquilinearformen auf einer irreduziblen endlichdimensionalen komplexen
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Darstellung eines Monoids unterscheiden sich höchstens um einen Skalar. Hin-
weis: Man beachte für einen komplexen Vektorraum mit der Notation Ses(V ) für
die Menge der Sesquilinearformen s : V × V → C die Identifikation

Ses(V )
∼→ Hom(V , V ∗)

mit s 7→ fs und fs gegeben durch fs(v̄) : w 7→ s(v, w) mit V dem komplex
konjugierten Vektorraum nach [LA2] 1.12.33.

Übung 6.2.16 (Eindeutigkeit invarianter Skalarprodukte). Gegeben ein inva-
riantes Skalarprodukt auf einer irreduziblen endlichdimensionalen reellen Dar-
stellung eines Monoids ist jede weitere invariante symmetrische Bilinearform ein
Vielfaches. Hinweis: Hauptachsentransformation [LA2] ??.

Übung 6.2.17 (Eindeutigkeit quaternionaler invarianter Skalarprodukte). Ge-
geben ein invariantes quaternionales Skalarprodukt auf einer irreduziblen end-
lichdimensionalen quaternionalen Darstellung eines Monoids G ist jede weite-
re invariante hermitesche quaternionale Sesquilinearform ein reelles Vielfaches.
Hinweis: Unsere Formen werden durch ihren Realteil festgelegt und der ist ein
invariantes Skalarprodukt beziehungsweise eine invariante symmetrische Biline-
arform einer einfachen reellen Darstellung des Monoids G× {±i,±j,±k,±1}.

6.3 Induktion und Koinduktion für Monoide
6.3.1. Ich erinnere an das Konzept adjungierter Funktoren, das in [TF] 4.3 disku-
tiert wird.

Satz 6.3.2 (Adjungierte von Restriktionen). Sei ϕ : H → G ein Monoidho-
momorphismus. Das Restringieren von Darstellungen alias der Funktor resHG :
G -Mod → H -Mod besitzt einen Rechtsadjungierten indGH und einen Linksad-
jungierten prodGH .

6.3.3. Ist ϕ : H ↪→ G die Einbettung eines Untermonoids, so nennt man indGH
meist die Induktion und prodGH manchmal die Koinduktion. Im Fall G = 1
benutzt man die Bezeichnungen ind1

HM = MH sowie prod1
HM = MH und

nennt diese abelschen Gruppen dieH-Invarianten und dieH-Koinvarianten von
M . Explizit haben wir in diesem Fall MH = {m ∈ M | hm = m ∀h ∈ H} und
MH = M/〈hm − m | m ∈ M,h ∈ H〉. Ist allgemeiner ϕ eine Surjektion
ϕ : H � G und K ihr Kern, so sind für M ∈ H -Mod die Räume MK und MK

der Invarianten und Koinvarianten in natürlicher Weise Darstellungen von G und
wir erhalten natürliche Isomorphismen prodGHM

∼→MK und indGHM
∼→MK .
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6.3.4. Gegeben Darstellungen M ∈ H -Mod und N ∈ G -Mod bezeichnet man
als Frobenius-Reziprozität die kanonischen Isomorphismen

HomH(resHG N,M)
∼→ HomG(N, indHG M)

HomH(M, resHG N)
∼→ HomG(prodGHM,N)

Aus der Transitivität der Restriktionen folgt auch in diesem Kontext sofort die
Transitivität von Induktion und Koinduktion.

Beweis. Wir geben verschiedene Beweise, um diese zentralen Konstruktionen un-
ter verschiedenen Blickwinkeln zu beleuchten.

1. Für jeden Ringhomomorphismus A → B hat die Restriktion B -Mod →
A -Mod den Rechtsadjungierten M 7→ HomA(B,M) und den Linksadjungier-
ten M 7→ B ⊗A M, siehe [KAG] 2.8.5 und [KAG] 2.8.7. Identifizieren wir
H -Mod = ZH -Mod und G -Mod = ZG -Mod und spezialisieren zum von ϕ
induzierten Ringhomomorphismus ZH → ZG, so erhalten wir eine erste Be-
schreibung unserer adjungierten Funktoren als

indGHM = HomZH(ZG,M) und prodGHM = ZG⊗ZH M

2. Alternativ können wir die induzierte Darstellung konstruieren als

indGHM = {f : G→M | f(hx) = hf(x) ∀h ∈ H, x ∈ G}

mit der G-Operation gegeben durch (gf)(x) = f(xg) für alle x, g ∈ G. Die
Identifikation mit HomZH(ZG,M) geschieht durch die Einschränkung eines der-
artigen Homomorphismus auf die Teilmenge G ⊂ ZG.

3. Die folgende Konstruktion induzierter und koinduzierter Darstellungen scheint
mir am anschaulichsten, sie funktioniert jedoch nur für Gruppen H ⊂ G. Wir be-
trachten dazu das sogenannte balancierte Produkt G ×/H M, das definiert ist als
der Raum der H-Bahnen in G ×M unter der Operation h(g,m) = (gh−1, hm),
und die Menge aller Schnitte beziehungsweise aller Schnitte mit endlichem Träger
der Projektion π : G×/H M � G/H , also

indGHM = {s : G/H → G×/H M | π ◦ s = id}

prodGHM = {s : G/H → G×/H M | π ◦ s = id, | supp s| <∞}

Die Fasern von π sind hier abelsche Gruppen in natürlicher Weise, π ist G-äqui-
variant für die offensichtliche G-Operation von links auf beiden Räumen, und die
Operation vonG induziert Gruppenhomomorphismen zwischen den Fasern von π.
Damit erhalten wir eine Operation vonG auf unseren Mengen von Schnitten durch
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„Verschieben“, (gs)(x) = g(s(g−1x)), und das ist unsere dritte Konstruktion.
Um sie im Fall der induzierten Darstellung mit der vorherigen Konstruktion zu
identifizieren, bilden wir zu einer Abbildung f : G→M die Abbildung f̃ : G→
G ×M, x 7→ (x, f(x−1)) und beachten, daß sie für unsere speziellen f absteigt
zu einem Schnitt s : G/H → G ×/H M, falls H ⊂ G eine Einbettung ist. Im
Fall der koinduzierten Darstellung ordnen wir einem Tensor g⊗m ∈ ZG⊗ZHM
den Schnitt s zu mit s(gH) = (g,m). Insbesondere gibt es im Fall H ⊂ G stets
eine natürliche Einbettung prodGHM ⊂ indGHM und unter der Zusatzannahme
|G/H| <∞ ist diese Einbettung sogar ein Isomorphismus.

Vorschau 6.3.5. Ist H → G ein Gruppenhomomorphismus mit endlichem Kern,
so gibt es besondere interessante Transformationen prodGH → indGH . Speziell ist
für H eine endliche Gruppe und G trivial die Multiplikation mit NH :=

∑
h∈H h

solch eine Transformation von den Koinvarianten zu den Invarianten, und für
H ⊂ G eine Einbettung von Gruppen wird eine derartige Transformation im vor-
hergehenden dritten Beweis von 6.3.2 mit konstruiert. In ?? wird skizziert, wie sie
sich als Spezialfall allgemeinerer Konstruktionen verstehen lassen sollten.

6.3.6. Sei ϕ : H → G ein Gruppenhomomorphismus und k ein Körper und be-
zeichne d : H -Modk → H -Modopp

k das Bilden der kontragredienten Darstellung.
So induziert die offensichtliche Isotransformation

G -Modk
d //

resHG
��

G -Modopp
k

∼

t| ppppppppppp

ppppppppppp
(resHG )opp

��
H -Modk

d // H -Modopp
k

durch Übergang zu den Rechtsadjungierten eine Isotransformation

G -Modk G -Modopp
k

doppoo

∼

t| ppppppppppp

ppppppppppp

H -Modk

indGH

OO

H -Modopp
k

doppoo

(prodGH)opp

OO

Wir haben also kürzer geschrieben stets natürliche Isomorphismen

indGH(dM)
∼→ d(prodGHM)

Wenden wir sie auf M = dN an und schalten N → ddN davor, so ergeben sich
natürliche Homomorphismen indGH(N) → d(prodGH dN). Dualisieren wir sie, so
erhalten wir natürliche Homomorphismen prodGHM → d(indGH(dM)).
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Satz 6.3.7 (Mackey). Sei G eine Gruppe mit Untergruppen H,L und sei A eine
Darstellung von H . Sei X ⊂ G ein Repräsentantensystem für die L-H-Doppel-
nebenklassen. Gegeben x ∈ X setzen wir Ux = xHx−1 ∩ L und betrachten die
Einbettung Ux ↪→ H, u 7→ x−1ux. So haben wir kanonische Isomorphismen

resLG
(
prodGH A

) ∼→
⊕
x∈X

prodLUx
(
resUxH A

)
resLG

(
indGH A

) ∼→
∏
x∈X

indLUx
(
resUxH A

)
Beweis. Wir zeigen nur den ersten Isomorphismus, der Zweite ergibt sich ana-
log. Auf der linken Seite steht ZG⊗ZH A. Nun zerfällt ZG als ZL-ZH-Bimodul
offensichtlich in ZG =

⊕
Q ZQ, wo Q über die L-H-Doppelnebenklassen in G

läuft. Wählen wir x ∈ Q, so liefert weiter die Vorschrift f ⊗ g 7→ fxg einen
Isomorphismus von ZL-ZH-Bimoduln ZL ⊗ZUx ZH

∼→ ZQ. Damit ist der Satz
klar.

Bemerkung 6.3.8. Ist im vorhergehenden Satz speziell H = L ein Normalteiler
von G, so haben wir X = G/H und die Summanden beziehungsweise Faktoren
auf der rechten Seite unserer Formeln sind schlicht die H-Moduln Ax, die man
erhält, wenn man die Operation von H auf A mit der Konjugation durch x ∈ G
vertwistet.

Korollar 6.3.9. SeiG eine Gruppe mit UntergruppenH,L und seienA ∈ H -Mod,
B ∈ L -Mod Darstellungen. Sei X ⊂ G ein Repräsentantensystem für die L-H-
Doppelnebenklassen inG. Für x ∈ X setzen wir Ux = xHx−1∩L und betrachten
die Einbettung Ux ↪→ H, u 7→ x−1ux. So haben wir einen kanonischen Isomor-
phismus

HomG(prodGH A, indGL B)
∼→
∏
x∈X

HomUx(resUxH A, resUxL B)

Beweis. Klar mit dem vorhergehenden Satz von Mackey 6.3.7 und den Adjunk-
tionen (prod, res) sowie (res, ind).

Ergänzung 6.3.10. Vertauschen wir die Rollen von H und L, so haben wir mit
demselben Beweis auch einen kanonischen Isomorphismus

HomG(prodGL B, indGH A)
∼→
∏
x∈X

HomUx(resUxL B, resUxH A)
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Übungen
Übung 6.3.11. Gegeben endliche Gruppen H ⊂ G und ein Körper k der Charak-
teristik Null können wir die koinduzierte Darstellung der Einsdarstellung von H
auch beschreiben als

prodGH k
∼= (kG)

(∑
h∈H

h

)
Dieselbe Formel gilt, wenn nur H endlich ist.
Übung 6.3.12 (Charaktere induzierter Darstellungen). Gegeben H ⊂ G end-
liche Gruppen und V eine endlichdimensionale komplexe Darstellung von H gilt
für den Charakter der induzierten Darstellung W := indGH V die Formel

χW (g) =
1

|H|
∑
x∈G

χ̇V (xgx−1)

mit χ̇V : G→ C der Ausdehnung von χV : H → C durch Null. Bilden alternativ
x1, . . . , xr ein Repräsentantensystem für die Rechtsnebenklassen vonH inG, also
G =

⊔r
i=1 xiH , so gilt auch

χW (g) =
r∑
i=1

χ̇V (xigx
−1
i )

In diesem Sinne ist es sinnvoll, jeder Klassenfunktion χ : H → C die indu-
zierte Klassenfunktion χ : H → C durch ebendiese Formel zuzuordnen. Für
die Standardskalarprodukte auf den Räumen der Klassenfunktionen sind damit
das Restringieren und das Induzieren von Klassenfunktionen adjungierte lineare
Abbildungen

C(H)
indGH−→
←−
resHG

C(G)

im Sinne von [LA2] 1.12.5. Daher rührt vermutlich die Terminologie der „adjun-
gierten Funktoren“.

6.4 Clifford-Theorie
6.4.1. Gegeben eine Gruppe H und ein Körper k bezeichne im folgenden

Ĥ := irrkH

die Menge der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen der Gruppe H über
dem Körper k. Gegeben eine Darstellung V von H und χ ∈ Ĥ bezeichne Vχ ⊂ V
den zugehörigen isotypischen Anteil alias die Summe aller Bilder von Verflech-
tungsoperatoren von unserer einfachen Darstellung nach V .
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6.4.2. Gegeben G ⊃ N eine Gruppe mit einem Normalteiler induziert die Opera-
tion von G auf N durch Konjugation eine Operation der Gruppe G auf der Menge
N̂ . Die Standgruppe von χ ∈ N̂ notieren wir Gχ. Nach 1.1.9 gilt stets Gχ ⊃ N .

Satz 6.4.3 (Einfache Darstellungen und Normalteiler). Gegeben k ein Kör-
per und G ⊃ N eine Gruppe mit Normalteiler liefert die Abbildung, die einer
einfachen Darstellung V ∈ Ĝ die Menge aller Paare (χ, Vχ) mit χ ∈ N̂ und
Vχ der zugehörigen N -isotypischen Komponente zuordnet und daraus alle Paare
(χ, Vχ) mit Vχ = 0 wegläßt, eine Bijektion

Ĝ
∼→ Par(G,N)/G

zwischen der Menge der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von G und
der Menge aller G-Bahnen auf der G-Menge Par(G,N) aller Paare

Par(G,N) := {(χ,W ) | χ ∈ N̂, W ∈ Ĝχ mit Wχ = W}

unter der offensichtlichenG-Operation. Die inverse Abbildung wird gegeben durch
[(χ,W )] 7→ prodGGχW .

Beweis. Sei V eine Darstellung von G. Die Operation von G auf N induziert eine
Operation vonG auf N̂ und für alle g ∈ G gilt offensichtlich g : Vχ → Vgχ. Weiter
ist die Summe der isotypischen Komponenten stets direkt nach [NAS] 2.3.8. Folg-
lich bilden für jede G-Bahn B ⊂ N̂ die zugehörigen isotypischen Komponenten
eine G-Unterdarstellung

VB :=
⊕
χ∈B

Vχ

von V . Ist V einfach, so muß es demnach genau eine Bahn Gχ = B = B(V )
geben mit V = VB. Wir schreiben kG -ModB für die Kategorie aller G-Moduln
V mit V = VB und behaupten für alle χ ∈ N̂ eine Äquivalenz von Kategorien

kG -ModGχ
≈→ kGχ -Modχ

V 7→ Vχ

In der Tat können wir den Funktor R : kG -Mod → kGχ -Modχ gegeben durch
R : V 7→ Vχ schreiben als die Restriktion gefolgt vom Bilden des besagten N -
isotypischen Anteils. Wir erhalten dazu einen Linksadjungierten durch die Vor-
schrift

L : W 7→ prodGGχ(W )

Wegen g : Vχ
∼→ Vgχ ist klar, daß L bereits in kG -ModGχ landet. Aus demselben

Grund induziert die kanonische Abbildung W → prodGGχ(W ) einen Isomorphis-
mus auf die χ-isotypische Komponente der rechten Seite, als da heißt, die Ad-
junktion induziert einen Isomorphismus W ∼→ RLW . Es bleibt nur zu zeigen,
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daß auch umgekehrt die Adjunktion einen Isomorphismus LRV ∼→ V induziert,
daß also für V ∈ kG -ModGχ die von der Adjunktion alias Frobenius-Reziprozität
6.3.4 herkommende Abbildung ein Isomorphismus

prodGGχ Vχ
∼→ V

ist. In der Tat induziert nun unsere Abbildung einen Isomorphismus auf den χ-
isotypischen Komponenten. Damit haben sowohl Kern als auch Kokern unseres
Isomorphismus in spe höchstens von Null verschiedene isotypische Komponen-
ten an Stellen ψ ∈ Gχ. Andererseits aber haben sowohl Kern als auch Kokern
Komponente Null bei χ und folglich auch Komponenten Null bei allen ψ ∈ Gχ.
Der Satz folgt.

6.4.4. Gegeben H n N ein semidirektes Produkt zweier Gruppen induziert die
Operation von H auf N eine Operation der Gruppe H auf der Menge N̂ . Die
Standgruppe von χ ∈ N̂ notieren wir Hχ.

Korollar 6.4.5 (Darstellungen semidirekter Produkte). Gegeben ein semidi-
rektes Produkt H nN einer endlichen Gruppe H mit einer abelschen Gruppe N
liefert die Abbildung V 7→ {(χ, Vχ) | χ ∈ irrfCN mit Vχ 6= 0} eine Bijektion

irrfC(H nN)
∼→ Par /H

zwischen der Menge der Isomorphieklassen komplexer einfacher Darstellungen
von H n N und der Menge der H-Bahnen auf der Parametermenge Par aller
Paare Par := {(χ,W ) | χ ∈ irrfCN, W ∈ irrfCHχ} mit der offensichtlichen
H-Operation.

6.4.6. Statt C dürfen wir hier allgemeiner einen beliebigen algebraisch abge-
schlossenen Grundkörper nehmen. Der Beweis bleibt derselbe.

Beweis. Das folgt durch Spezialisierung aus Clifford-Theorie 6.4.3. Genauer in-
duziert die dort gegebene Bijektion unter der Annahme |G/N | < ∞ eine Bijek-
tion zwischen endlichdimensionalen Einfachen auf beiden Seiten. Nehmen wir
zusätzlich den Grundkörper k algebraisch abgeschlossen und N abelsch an, so
sind die einfachen endlichdimensionalen k-Darstellungen eindimensional und die
Restriktion liefert für alle derartigen χ eine Äquivalenz von Kategorien

k(Hχ nN) -Modχ
≈→ kHχ -Mod

So folgt dann das Korollar.
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Übungen

Übung 6.4.7. Man entwickle die Charaktertafeln der Diedergruppen aus [LA2]
5.4.2. Wiewiele einfache Darstellungen haben diese Gruppen? Was sind deren
Dimensionen?

6.5 Darstellungen endlicher Heisenberg-Gruppen*
6.5.1. Allgemein erklärt man für jede abelsche Gruppe V mit einer alternierenden
bilinearen Abbildung ω : V × V → A in eine weitere abelsche Gruppe A die
zugehörige Heisenberg-Gruppe

Heis(V, ω) := V × A

mit der Verknüpfung (v, α)(w, β) := (v + w, α + β + ω(v, w)). Das Zentrum
dieser Gruppe ist die Menge aller (v, α) mit 2ω(v, w) = 0 für alle w ∈ V .

6.5.2 (Einfache Darstellungen der endlichen Heisenberggruppen). Wir unter-
suchen nun einfache komplexe Darstellungen der Heisenberggruppe G im Fall ei-
nes endlichdimensionalen symplektischen Vektorraums V über einem endlichen
Körper k = Fq. Das Zentrum operiert auf jeder einfachen Darstellung durch einen
multiplikativen Charakter. Ist dieser Charakter der triviale Charakter, so kommt
unsere Darstellung durch Rückzug von einer einfachen Darstellung der additiven
Gruppe V her und wir erhalten so q2n = |V | paarweise nichtisomorphe eindi-
mensionale Darstellungen. Ist dieser Charakter χ : Fq → C× nicht der triviale
Charakter, so betrachten wir irgendeinen Lagrange’schen Teilraum L ⊂ V und
den trivial fortgesetzten Charakter χ̃ : L× Fq → C× mit χ̃(v, α) = χ(α) und in-
duzieren Cχ̃ zu einer Darstellung Vχ unserer Heisenberggruppe. Für 2n = dimV
erhalten wir dann eine qn-dimensionale Darstellung der Heisenberggruppe, auf
der das Zentrum immer noch durch denselben multiplikativen Charakter χ ope-
riert. Diese induzierten Darstellungen sind jedoch alle einfach, denn L×Fq ist ein
Normalteiler und die Bahn von χ̃ unter Konjugation hat genau qn Elemente: Es
gilt nämlich

(w, 0)(v, β)(w, 0)−1 = (v, β + 2ω(w, v))

Folglich ist für jede Linearform λ ∈ L∗ der Charakter (v, α) 7→ χ(2λ(v)+α) kon-
jugiert zu χ̃. Wegen (q− 1)(qn)2 + (qn)2 = |G| müssen das bereits alle einfachen
Darstellungen gewesen sein.
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7 Abelsche Kategorien

7.1 Projektive Decken
7.1.1. Unter einer abelschen Kategorie darf und sollte der mit der abstrakten De-
finition [TG] 2.5.4 nicht vertraute Leser stets eine eingebettete abelsche Katego-
rie verstehen, als da heißt eine volle Unterkategorie der Kategorie aller Moduln
über einem fest vorgegebenen Ring, die stabil ist unter dem Bilden von Subquo-
tienten und endlichen direkten Summen. Die Begriffe Epimorphismus oder kurz
epi und Monomorphismus oder kurz mono aus der allgemeinen Begriffswelt
abelscher Kategorien spezialisieren dann zu surjektiven beziehungsweise injekti-
ven Modulhomomorphismen.
Beispiele 7.1.2. Ist A ein Ring, so ist die Kategorie aller A-Moduln oder genauer
aller A-Moduln in einem vorgegebenen Universum eine abelsche Kategorie. Sind
A ⊃ B Ringe, so ist die Kategorie aller A-Moduln, die halbeinfach sind über B,
eine abelsche Kategorie. Dasselbe gilt für die Kategorie aller A-Moduln, die über
B halbeinfach und von endlicher Länge sind.

Definition 7.1.3. Ein Objekt einer abelschen Kategorie heißt einfach, wenn es
nicht null ist und jeder Morphismus zu unserem Objekt entweder epi oder null ist.
Gleichbedeutend können wir dual auch fordern, daß unser Objekt nicht null ist
und jeder Morphismus aus unserem Objekt entweder mono oder null ist.

7.1.4. Der Satz von Jordan-Hölder [KAG] 4.7.12 gilt a forteriori auch für jede
eingebettete abelsche Kategorie. Nach Übung [TG] 2.5.26 gilt er sogar für jede
abelsche Kategorie.

Definition 7.1.5. Ein ObjektM einer Kategorie heißt unzerlegbar, wennM nicht
final ist und es keine zwei nicht finalen Objekte W1,W2 gibt mit M ∼= W1 ×W2.

Beispiel 7.1.6. Die unzerlegbaren Ojekte in der Kategorie der Darstellungen ei-
nes Monoids über einem vorgegebenen Ring k sind genau unsere unzerlegbaren
Darstellungen im Sinne von 1.1.21.

Definition 7.1.7. Ein Objekt P einer abelschen Kategorie A heißt projektiv,
wenn der Funktor A(P, ) : A → Ab exakt ist. Ein Objekt I einer abelschen
Kategorie A heißt injektiv, wenn der Funktor A( , I) : A → Abopp exakt ist.

7.1.8. Projektive Moduln werden in [TS] 5.6.10 folgende diskutiert, injektive Mo-
duln in [TS] 6.6.1 folgende.
Vorschau 7.1.9. Der Rahmen abstrakter abelscher Kategorien hat den Vorteil, daß
die opponierte Kategorie einer abelschen Kategorie stets wieder abelsch ist. Die
projektiven Objekte einer abelschen Kategorie sind dann genau die injektiven Ob-
jekte der opponierten Kategorie.
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Definition 7.1.10. Seien A eine abelsche Kategorie und A ∈ A ein Objekt.

1. Ein Morphismus η : P � A heißt ein wesentlicher Epimorphismus, wenn
er ein Epimorphismus ist und wenn für beliebige Morphismen f : Q → P
gilt: (η ◦ f epi)⇒ (f epi). Gleichbedeutend ist die Forderung, daß zwar P
selbst surjektiv aufA geht, daß aber kein echtes Unterobjekt von P surjektiv
auf A geht;

2. Eine projektive Decke des Objekts A ist ein Paar (P, η) bestehend aus ei-
nem projektiven Objekt P ∈ A und einem wesentlichen Epimorphismus
η : P � A.

Dual erklärt man wesentliche Monomorphismen und injektive Hüllen.

Beispiel 7.1.11 (Wesentliche Monomorphismen von Moduln). Ein Untermodul
M ⊂ I ist genau dann wesentlich, wenn er mit jedem weiteren von Null ver-
schiedenen Untermodul U ⊂ I mindestens ein von Null verschiedenes Element
gemeinsam hat, wenn also jedes von Null verschiedene Element von I durch Da-
vormultiplizieren eines Ringelements zu einem von Null verschiedenen Element
von M gemacht werden kann. In 7.1.28 zeigen wir, daß jeder Modul eine bis auf
nichteindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmte injektive Hülle besitzt. Da-
hingegen muß, wie in 7.1.19 erklärt wird, keineswegs jeder Modul eine projektive
Decke besitzen.

Beispiel 7.1.12 (Wesentliche Epimorphismen von Moduln). IstA eine Katego-
rie von Moduln, die mit einem Modul auch alle seine Untermoduln enthält, so ist
ein Epimorphismus P �M wesentlich genau dann, wenn beliebige Urbilder der
Elemente eines Erzeugendensystems von M bereits P erzeugen. Zum Beispiel ist
das Auswerten bei t = 0 ein wesentlicher Epimorphismus CJtK� C von Moduln
über dem Ring der formalen Potenzreihen CJtK. Dahingegen ist das Auswerten
bei t = 0 kein wesentlicher Epimorphismus C[t]� C von C[t]-Moduln.

Beispiel 7.1.13. Ist R ein lokaler Kring mit maximalem Ideal m, so ist nach dem
Lemma von Nakayama [KAG] 4.6.12 oder auch 3.6.3 für jeden endlich erzeugten
R-Modul M die kanonische Surjektion M � M/mM ein wesentlicher Epimor-
phismus von R-Moduln.

Proposition 7.1.14 (Eindeutigkeit projektiver Decken). Sind A eine abelsche
Kategorie und A ∈ A ein Objekt und (P, η) sowie (P ′, η′) projektive Decken von
A, so gibt es einen Homomorphismus i : P → P ′ mit η = η′ ◦ i und jeder solche
Homomorphismus ist ein Isomorphismus

i : P
∼→ P ′
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7.1.15. Dual sind auch injektive Hüllen, wenn sie denn existieren, eindeutig bis
auf nichteindeutigen Isomorphismus. Wie bereits angekündigt zeigen wir in 7.1.28,
daß injektive Hüllen im Fall von Modulkategorien stets existieren.

Beispiel 7.1.16 (Injektive Hülle des trivialen C[t]-Moduls C). Die offensichtli-
che Einbettung C[t]/tC[t] ↪→ C[t, t−1]/tC[t] ist ein wesentlicher Monomorphis-
mus von C[t]-Moduln. Als Abbildung von Vektorräumen kann sie identifiziert
werden mit der Einbettung C ↪→ C[t−1]. Aus [TS] 6.6.7 wissen wir zusätzlich,
daß dieser C[t]-Modul injektiv ist. Damit haben wir die injektive Hülle des trivia-
len C[t]-Moduls C gefunden.

Beweis. Der besseren Übersichtlichkeit halber stelle ich die Objekte und Mor-
phismen der Proposition nocheinmal graphisch dar. Die Proposition behauptet die
Existenz eines Isomorphismus i im Diagramm

P
i //_______

η �� ��???????? P ′

η′~~~~~~~~~~~~

A

Da η′ ein Epimorphismus ist und P projektiv, gibt es i : P → P ′ mit η′ ◦ i = η.
Da η ein Epimorphismus ist und η′ wesentlich, ist i ein Epimorphismus. Da P ′

projektiv ist, muß i spalten. Bezeichnet i′ : P ′ → P eine Spaltung, also i◦ i′ = id,
so haben wir offensichtlich η ◦ i′ = η′. Da η wesentlich ist, muß mithin auch i′ ein
Epimorphismus sein. Damit sind i und i′ zueinander inverse Isomorphismen.

7.1.17. Im Allgemeinen ist der Isomorphismus i : P
∼→ P ′ aus Proposition 7.1.14

keineswegs eindeutig bestimmt. Motiviert durch die Proposition erlauben wir uns
dennoch den bestimmten Artikel und sprechen von der projektiven Decke eines
Objekts in einer abelschen Kategorie, wenn eine solche existiert. Manchmal mei-
nen wir damit auch nur das Objekt P statt dem Paar (P, η).

Lemma 7.1.18. Ist L ein einfaches Objekt in einer abelschen Kategorie und
P � L ein wesentlicher Epimorphismus, so ist P unzerlegbar. Insbesondere ist
die projektive Decke eines einfachen Objekts stets unzerlegbar.

Beweis. Ist P ′ ⊕ P ′′ ∼→ P eine Zerlegung, so haben wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit P ′ � L und damit P ′ � P , also P ′′ = 0.

Beispiel 7.1.19 (Der trivialeC[t]-ModulC besitzt keine projektive Decke). Die
offensichtliche Surjektion C[t] � C[t]/tC[t] = C ist kein wesentlicher Epimor-
phismus von C[t]-Moduln. Gäbe es eine projektive Decke P � C, so müßte P
also ein echter direkter Summand von C[t] sein. Der C[t]-Modul C[t] ist aber un-
zerlegbar.
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Proposition 7.1.20 (Fitting-Zerlegung). Gegeben ein ObjektM endlicher Länge
in einer abelschen Kategorie und ein Endomorphismus f ∈ End(M) hängen für
hinreichend großes n � 0 die Unterobjekte ker fn und im fn nicht von n ab und
ihre Einbettungen liefern eine Zerlegung

(ker fn)⊕ (im fn)
∼→M

Beispiel 7.1.21. Im Fall eines Endomorphismus f eines endlichdimensionalen
Vektorraums über einem algebraisch abgeschlossenen Körper ist die Fittingzerle-
gung die Zerlegung in den Hauptraum zum Eigenwert Null und die direkte Summe
der übrigen Haupträume.

Beweis. Für beliebige Morphismen h nach M und g von M erhalten wir in offen-
sichtlicher Weise ein kommutatives Diagramm

imh

����

� � //M

����
im(g ◦ h) �

� // im g

mit vertikalen Epimorphismen induziert von g und horizontalen Monomorphis-
men gegeben durch die offensichtlichen Einbettungen. Ist f ein Endomorphismus
von M und hat M endliche Länge, so haben auch die Bilder aller fn endliche
Länge nach 7.1.4 und diese Längen bilden eine monoton fallende Folge. Mit-
hin gibt es eine Stelle n, ab der diese Längen konstant werden. Nun erinnern
wir daran, daß Monomorphismen und ebenso Epimorphismen zwischen Objekten
gleicher endlicher Länge notwendig Isomorphismen sein müssen. Nehmen wir in
unserem Diagramm h = g = fn, so erhalten wir demnach ein kommutatives
Diagramm der Gestalt

im fn

o
��

� � //M

����
im f 2n ∼ // im fn

mit durch fn induzierten Vertikalen, das offensichtlich eine Spaltung s unserer
Surjektion fn : M � im fn mit Bild im s = im fn liefert.

Proposition 7.1.22 (Einfache Quotienten unzerlegbarer Projektiver). Gege-
ben ein unzerlegbares projektives Objekt P endlicher Länge in einer abelschen
Kategorie und Epimorphismen auf einfache Objekte a : P � L sowie b : P �M
existiert genau ein Isomorphismus i : L

∼→M mit b = i ◦ a.

Beweis. Sei i : K ↪→ P der Kern von a. Gilt bi 6= 0, so ist bi ein Epimorphismus
und es gibt folglich α : P → K mit biα = b : P � M . Dann kann iα nicht
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nilpotent sein und muß aufgrund der Fittingzerlegung ein Isomorphismus sein
im Widerspruch dazu, daß i kein Epimorphismus ist. Es folgt bi = 0 und damit
induziert a einen Epi und a forteriori einen Isomorphisms i : L

∼→M .

7.1.23. Gegeben ein wesentlicher Epimorphismus P � L auf ein einfaches Ob-
jekt einer abelschen Kategorie A besteht der Kern der durch Nachschalten der
Projektion gegebenen Abbildung A(P, P ) → A(P,L) aus allen Nichtepimor-
phismen. Ist P projektiv von endlicher Länge, so induziert das Vorschalten des
besagten Epimorphismus nach 7.1.22 weiter eine Bijektion A(L,L)

∼→ A(P,L).

Proposition 7.1.24 (Kriterium für projektive Decken). Ist P ein projektives
Objekt endlicher Länge einer abelschen Kategorie und η : P � M ein Epimor-
phismus derart, daß kein echter direkter Summand von P surjektiv auf M geht, so
ist unser Epimorphismus eine projektive Decke.

7.1.25. Die Bedingung, daß P endliche Länge hat, ist hierbei wesentlich. In der
Tat geben wir in 7.1.19 einen Epimorphismus eines unzerlegbaren projektiven
C[T ]-Moduls auf eine einfachen C[T ]-Modul an, der keine projektive Decke ist.

Beweis. Ist f : U → P ein Morphismus mit η ◦ f epi, so finden wir wegen der
Projektivität von P einen Morphismus s : P → U mit (η ◦ f) ◦ s = η. Betrachten
wir nun die Fittingzerlegung von P für (f ◦ s), so ist für hinreichend großes n
das Bild von (f ◦ s)n ein Summand von P , der auch schon surjektiv auf M geht.
Solch ein Summand muß aber nach Annahme P selbst sein und es folgt f epi, als
da heißt, η ist wesentlich wie gewünscht.

Definition 7.1.26. Eine abelsche Kategorie, in der jedes Objekt endliche Länge
hat, nennen wir eine längenendliche Kategorie.

Satz 7.1.27 (Unzerlegbare Projektive in längenendlichen Kategorien). In ei-
ner längenendlichen Kategorie mit genügend projektiven Objekten besitzt jedes
Objekt eine projektive Decke, je zwei einfache Quotienten eines unzerlegbaren
projektiven Objekts sind isomorph, und wir erhalten so zueinander inverse Bijek-
tionen{

Einfache Objekte,
bis auf Isomorphismus

}
∼↔

{
Unzerlegbare projektive Objekte,

bis auf Isomorphismus

}
L 7→ (die projektive Decke von L)

(der einfache Quotient von P ) ← [ P

Beweis. Nach Annahme ist jedes einfache Objekt Quotient eines Projektiven und
dann auch eines unzerlegbaren Projektiven und der muß nach 7.1.24, da er nach
Annahme endliche Länge hat, seine projektive Decke sein. Umgekehrt kann ein
unzerlegbares projektives Objekt endlicher Länge nach 7.1.22 bis auf Isomorphis-
mus nur einen einfachen Quotienten haben.
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Satz* 7.1.28 (Injektive Hüllen). Jeder Modul über einem Ring besitzt eine injek-
tive Hülle und diese ist eindeutig bis auf nichteindeutigen Isomorphismus.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus 7.1.14, angewandt auf die opponier-
te Kategorie zur Kategorie der Moduln über unserem Ring. Um die Existenz zu
zeigen, erinnern wir zunächst aus [TG] 3.2.12, daß wir jeden Modul M in einen
injektiven Modul I einbetten können. Dann finden wir mit dem Zorn’schen Lem-
ma unter allen Untermoduln U ⊂ I mit M ⊂ U ⊂ I und M wesentlich in U
einen maximalen Untermodul J = Umax. Weiter finden wir mit dem Zorn’schen
Lemma in I auch einen Untermodul Vmax, der maximal ist unter allen Untermo-
duln, die Umax nur in Null treffen. Dann ist Umax ↪→ I/Vmax auch ein essentieller
Monomorphismus. Nun können wir die Einbettung Umax ↪→ I zu einem Homo-
morphismus I/Vmax → I fortsetzen, dessen Bild auch essentiell über Umax sein
muß und folglich mit Umax zusammenfällt. Mithin spaltet Umax ↪→ I/Vmax und
dann spaltet auch Umax ↪→ I und Umax ist injektiv.

Vorschau 7.1.29. Wir zeigen in [TG] 3.4.2, daß gegeben ein Körper K die Ein-
bettung K ↪→ K[T−1

1 , . . . , T−1
r ] eine injektive Hülle des Augmentationsmoduls

K über dem Polynomring K[T1, . . . , Tr] ist.

Übungen

Ergänzende Übung 7.1.30. Sei M ein Objekt einer abelschen Kategorie und f ein
Endomorphismus von M . Man zeige: Ist M artinsch, wird also jede absteigende
Folge von Unterobjekten vonM stationär, so gilt immer nochM = ker fn+im fn

für n� 0. Ist M noethersch, wird also jede aufsteigende Folge von Unterobjek-
ten von M stationär, so gilt immer noch 0 = ker fn ∩ im fn für n� 0.

Übung 7.1.31. Jeder von Null verschiedene Quotient eines unzerlegbaren projek-
tiven Objekts endlicher Länge ist unzerlegbar.

Übung 7.1.32. Ein Objekt einer abelschen Kategorie heißt halbeinfach, wenn es
isomorph ist zu einem Koprodukt einfacher Objekte. Man erinnere den Begriff
eines Unterobjekts und zeige, daß jedes Objekt M endlicher Länge in einer abel-
schen Kategorie ein größtes halbeinfaches Unterobjekt besitzt. Es heißt der Sockel
von M und wird notiert als

soc(M)

Jeder Quotient und jedes Unterobjekt eines halbeinfachen Objekts endlicher Länge
sind halbeinfach. Wenn man sich nicht auf Objekte endlicher Länge beschränkt,
gelten analoge Aussagen, aber man muß dabei mehr Sorgfalt in Fragen der Men-
genlehre walten lassen.
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7.2 Zerlegungen in unzerlegbare Objekte
Lemma 7.2.1. Jeder noethersche und ebenso jeder artinsche Modul läßt sich
schreiben als eine endliche direkte Summe unzerlegbarer Untermoduln.

Beweis. Nur für diesen Beweis bezeichne Z das System aller derjenigen Unter-
moduln unseres Moduls M , die sich als eine endliche direkte Summe unzerleg-
barer Untermoduln schreiben lassen. Ist nun M = M0 ⊕ N0 eine Zerlegung mit
M0 6∈ Z , so finden wir auch eine Zerlegung M = M1 ⊕ N1 mit M1 6∈ Z und
M1 (M0 undN1 ) N0. In der Tat gilt nach AnnahmeM0 6∈ Z , also istM0 weder
Null noch unzerlegbar. Unser Modul M0 läßt sich demnach nichttrivial zerlegen
als M0 = M ′

0 ⊕ M ′′
0 . Aus M0 6∈ Z folgt dann M ′

0 6∈ Z oder M ′′
0 6∈ Z . Ohne

Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir M ′
0 6∈ Z annehmen. Dann erhalten

wir für M die Zerlegungen

M = M0 ⊕N0 = M ′
0 ⊕M ′′

0 ⊕N0 = M1 ⊕N1

mit M1 := M ′
0 6∈ Z und M1 ( M0 und N1 := M ′′

0 ⊕ N0 ) N0. Jede Zerlegung
M = M0⊕N0 mitM0 6∈ Z führt in dieser Weise zu einer nicht stagnierenden auf-
stegenden Kette von Untermoduln N0 ( N1 ( . . . und damit zum Widerspruch
zur AnnahmeM noethersch sowie zu einer nicht stagnierenden absteigenden Ket-
te von Untermoduln M0 ) M1 ) . . . und damit zum Widerspruch zur Annahme
M artinsch. Gälte aberM 6∈ Z , so hätte es die ZerlegungM = M⊕0 = M0⊕N0

mit M0 6∈ Z . Dieser Widerspruch beendet den Beweis.

Proposition 7.2.2 (Endomorphismen unzerlegbarer Objekte). Gegeben ein un-
zerlegbares Objekt M endlicher Länge in einer abelschen Kategorie ist jeder En-
domorphismus von M entweder ein Automorphismus oder nilpotent. Die nilpo-
tenten Elemente von EndM bilden ein Ideal m des Endomorphismenrings und
der Restklassenring ist ein Schiefkörper (EndM)/m.

Beweis. Hätten wir einen Endomorphismus, der weder nilpotent noch ein Auto-
morphismus ist, so wäre die zugehörige Fitting-Zerlegung 7.1.20 eine nichttriviale
Zerlegung unseres Objekts. Das zeigt die erste Behauptung. Insbesondere ist das
Produkt von einem beliebigen Endomorphismus mit einem Nilpotenten in beiden
möglichen Reihenfolgen stets wieder nilpotent, da es ja nicht epi beziehungsweise
mono und damit kein Automorphismus sein kann. Es ist weiter klar, daß fürN nil-
potent 1−N ein Isomorphismus ist mit Inversem 1+N+N2+. . .. Folglich ist auch
allgemeiner die Summe eines Automorphismus u mit einem nilpotenten Endo-
morphismusN ein Automorphismus, da sie sich ja als (u+N) = u(1−(−u)−1N)
schreiben läßt und (−u)−1N nilpotent sein muß nach unserer Vorüberlegung. Da-
mit ist dann aber notwendig die Summe von zwei Nilpotenten wieder nilpotent
und diese bilden ein Ideal. Es folgt, daß der Restklassenring ein Schiefkörper sein
muß.
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7.2.3. Ein Ring heißt lokal, wenn seine Nichteinheiten ein Ideal bilden. Dies Ideal
ist dann natürlich das größte echte Ideal unseres Rings. Der Nullring ist nicht
lokal, denn die leere Menge ist kein Ideal. In einem lokalen Ring ist die Summe
aus einer Nichteinheit und einer Einheit offensichtlich stets eine Einheit.

7.2.4 (Lokalität von Endomorphismenringen). Insbesondere ist also der Endo-
morphismenring eines unzerlegbaren Objekts endlicher Länge aus einer abelschen
Kategorie stets lokal, als da heißt, seine Nichteinheiten bilden ein Ideal. Umge-
kehrt ist ein Objekt mit lokalem Endomorphismenring stets unzerlegbar, denn ist
ein Objekt Null, so auch sein Endomorphismenring, und ist ein Objekt die Summe
von zwei von Null verschiedenen Unterobjekten, so sind die Projektoren auf diese
Unterobjekte zwei Nichteinheiten des Endomorphismenrings, deren Summe eine
Einheit ist.

Proposition 7.2.5 (Lemma von Nakayama für lokale Ringe). Seien (R,m) ein
lokaler Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Sind m1, . . . ,mr ∈M gege-
ben derart, daß ihre Nebenklassen den Quotienten M/mM erzeugen, so erzeugen
die mi bereits M selbst. Inbesondere gilt

M = mM ⇒ M = 0

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis der zweiten Aussage. Sei dazu e1, . . . , en
ein unverkürzbares endliches Erzeugendensystem von M . Aus M = mM und
n ≥ 1 folgt, daß es a1, . . . , an ∈ m gibt mit e1 = a1e1 +a2e2 + . . .+anen. Daraus
folgt weiter (1 − a1)e1 = a2e2 + . . . + anen. Da (1 − a1) invertierbar ist, war
unser Erzeugendensystem nicht unverkürzbar und dieser Widerspruch zeigt M =
0. Für den allgemeinen Fall bezeichne N ⊂ M den von m1, . . . ,mr erzeugten
Untermodul. Es folgt erst N +mM = M und dann mM �M/N und schließlich
m(M/N) = M/N und so M/N = 0 alias M = N .

7.2.6 (Lokale Ringe endlicher Linkslänge). Hat ein lokaler Ring (A,m) endli-
che Länge als Modul über sich selber, so ist sein maximales Ideal m nilpotent. In
der Tat sind dann alle Potenzen mr endlich erzeugte A-Moduln und aus mr 6= 0
folgt mr ) mr+1 mit Nakayama 7.2.5. Da nach Annahme jede absteigende Folge
von Linksidealen stagniert, muß es ein n geben mit mn = 0.

Ergänzung 7.2.7. Man kann zeigen, daß ein Ring genau dann endliche Linkslänge
hat, wenn er artinsch ist als Linksmodul über sich selber. Einen Beweis findet man
in [JS06].

Proposition 7.2.8 (Lokalitätskriterium). Ein Ring E endlicher Linkslänge mit
genau zwei Idempotenten ist lokal mit nilpotentem maximalen Ideal.
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Beweis. Die Multiplikation von rechts liefert für jeden Ring E einen Isomorphis-
mus Eopp ∼→ EndE E und unser E ist nach Annahme ein unzerlegbarer E-Modul
endlicher Länge. Also istEopp lokal nach 7.2.4 und dann ist offensichtlich auchE
lokal. Nach 7.2.6 ist unter diesen Voraussetzungen aber auch das maximale Ideal
von E nilpotent.

Proposition 7.2.9 (Struktur von Endomorphismenringen). Seien M1, . . . ,Mn

unzerlegbare Objekte einer abelschen Kategorie mit Endomorphismenringen von
endlicher Linkslänge. So gilt:

1. Im Endomorphismenring R := End(M1⊕ . . .⊕Mn) ihrer direkten Summe
bilden die Matrizen aus Nichtisomorphismen ein nilpotentes Ideal J;

2. Sind die Mi paarweise nicht isomorph und mi ⊂ End(Mi) die Ideale der
Nichtautomorphismen, so induziert die diagonale Einbettung End(M1) ×
. . .× End(Mn) ↪→ R einen Isomorphismus

End(M1)/m1 × . . .× End(Mn)/mn
∼→ R/J

3. Sind die Mi paarweise nicht isomorph und bezeichnet Ki := End(Mi)/mi

den nach 7.2.2 zugehörigen Schiefkörper und betrachten wir allgemeiner
R := End(M⊕r1

1 ⊕ . . . ⊕ M⊕rn
n ), so induziert die diagonale Einbettung

End(M⊕r1
1 )× . . .× End(M⊕rn

n ) ↪→ R einen Isomorphismus

Mat(r1;K1)× . . .×Mat(rn;Kn)
∼→ R/J

7.2.10 (Struktur von Ringen endlicher Linkslänge). Gegeben ein Ring E end-
licher Linkslänge zeigt der durch Multiplikation von rechts gegebene Isomorphis-
mus Eopp ∼→ EndE E, daß wir unsere Proposition auf Eopp anwenden können mit
E = M1 ⊕ . . .⊕Mn einer Zerlegung des E-Moduls E in unzerlegbare Summan-
den. Insbesondere hat Eopp und damit auch E selbst ein maximales nilpotentes
Ideal und der zugehörige Restklassenring ist halbeinfach. In diesem Fall bilden
die endlich erzeugten E-Moduln eine längenendliche Kategorie und die Mi sind
deren unzerlegbare Projektive, die in der Zerlegung von E mit gewissen positiven
Vielfachheiten auftauchen können.

7.2.11. In den Notationen der Proposition ist J das Jacobsonradikal von R und
die Ki beziehungsweise die Kri

i bilden ein Repräsentantensystem für die Isomor-
phieklassen einfacher R-Moduln.

Ergänzung 7.2.12. In [KAG] 2.8.4 konstruieren wir ganz allgemein eine Äquiva-
lenz zwischen den Modulkategorien unserer Endomorphismenringe aus Teil 2 und
Teil 3, die sich ihrerseits als ein Spezialfall der sogenannten „Morita-Äquivalenz“
erhalten läßt.
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Beweis. Wir identifizieren Endomorphismen f der direkten Summe mit Matrizen
(fij) von Homomorphismen. Sind keine der Einträge fij Isomorphismen, so lie-
gen alle Produkte frifik . . . flr von Matrixeinträgen mit einer Kette von Indizes,
die bei r beginnt und bei r endet, im nach 7.2.8 nilpotenten Ideal mr ⊂ EndMr

der Nichtautomorphismen, denn wäre so eine Verknüpfung ein Automorphismus
von Mr, so müßte flr eine spaltende Einbettung sein. Für l := max(LängeMr)
kommt in jeder Kette von Indizes der Länge nl mindestens ein Index l-mal vor.
Es folgt Jnl = 0. Die weiteren Behauptungen der Proposition folgen daraus un-
mittelbar.

Beispiel 7.2.13. Der Endomorphismenring der abelschen Gruppe Z ⊕ Q ist iso-
morph zum Teilring von Mat(2;Q) aller Matrizen A mit Einträgen A11 ∈ Z und
A21 = 0. Er ist von endlicher Rechtslänge, aber nicht von endlicher Linkslänge.

7.2.14. Gegeben ein projektives Objekt P endlicher Länge in einer abelschen Ka-
tegorie hat sein Endomorphismenring EndP endliche Rechtslänge. Ein Beweis
wird im Beweis von 7.5.3 gegeben.

Satz 7.2.15 (Krull-Schmidt). Ist M ein Modul endlicher Länge über einem Ring
und sind M ∼= M1 ⊕ . . .⊕Mr sowie M ∼= N1 ⊕ . . .⊕Ns zwei Zerlegungen von
M in eine direkte Summe von unzerlegbaren Moduln, so gilt r = s und es gibt
eine Permutation σ ∈ Sr mit Mi

∼= Nσ(i) für 1 ≤ i ≤ r.

Satz 7.2.16 (Allgemeiner Krull-Schmidt). Ist M ein Objekt einer additiven Ka-
tegorie und sind M ∼= M1 ⊕ . . . ⊕ Mr sowie M ∼= N1 ⊕ . . . ⊕ Ns zwei Zer-
legungen von M in eine direkte Summe von unzerlegbaren Objekten derart, daß
alle Mi einen lokalen Endomorphismenring haben, so gilt r = s und es gibt eine
Permutation σ ∈ Sr mit Mi

∼= Nσ(i) für 1 ≤ i ≤ r.

7.2.17. Die zweite Variante ist in verschiedener Hinsicht allgemeiner: Erstens ver-
allgemeinern wir von Modulkategorien auf beliebige additive Kategorien, und
zweitens fordern wir nur die Lokalität der Endomorphismenringe der Mi. Das
folgt in abelschen Kategorien unter der Voraussetzung endlicher Länge nach 7.2.2
aus der Unzerlegbarkeit.

7.2.18 (Diskussion der Terminologie). Für diese Sätze ist auch die Bezeichnung
„Krull-Remak-Schmidt“ gebräuchlich, die sich jedoch inhaltlich schwer rechtfer-
tigen läßt.

Beispiel 7.2.19 (Ein nicht in Unzerlegbare zerlegbarer Modul). Ist V ein Vek-
torraum unendlicher Dimension, so ist sein Endomorphismenring E als Links-
modul über sich selber keine direkte Summe von unzerlegbaren Untermoduln. In
der Tat erhalten wir eine Bijektion zwischen Untervektorräumen W ⊂ V und
direkten Summanden F ⊂ E vermittels der Vorschrift W 7→ Hom(W,V ), und
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die unzerlegbaren direkten Summanden von E entsprechen so genau den Gera-
den in V . Die Summe aller unzerlegbaren direkten Summanden von E liefert aber
nicht ganz E, sondern nur den Untermodul aller Endomorphismen von endlichem
Rang. Im Übrigen gilt auch E ∼= En als E-Linksmodul für alle n ≥ 1.
Ergänzung 7.2.20. Man beachte, daß durchaus auch unter anderen Vorausset-
zungen die Eindeutigkeit einer Zerlegung in Unzerlegbare im Sinne des Satzes
von Krull-Schmidt gezeigt werden kann: Insbesondere erwähne ich die Wohlbe-
stimmtheit des Ranges für freie Moduln über von Null verschiedenen kommuta-
tiven Ringen [KAG] 2.3.10, die im Fall eines unzerlegbaren Ringes eine analoge
Aussage liefert, und die Klassifikation endlich erzeugter Moduln über Hauptideal-
ringen [KAG] 2.4.8.

Beweis. Wir schreiben die Identität auf M als Matrix (fij) mit fij : Mj → Ni

und ebenso als Matrix (gji) mit gji : Ni →Mj . Im Endomorphismenring von M1

gilt dann
id = g11f11 + g12f21 + . . .+ g1sfs1

Wegen der Lokalität des Endomorphismenrings von M1 muß hier einer der Sum-
manden eine Einheit sein, sagen wir der Erste. Dann ist aber f11 eine spaltende
Injektion und wegen der Unzerlegbarkeit von N1 ein Isomorphismus. Durch ge-
eignete Spaltenumformungen können wir nun alle anderen Einträge in der ers-
ten Zeile der Matrix der (fij) zum Verschwinden bringen und durch geeignete
Zeilenumformungen alle anderen Einträge in der ersten Spalte. Das bedeutet in
anderen Worten: Bewegen wir die Zerlegung von M in die Mj mit einem ge-
eigneten Automorphismus von M , so können wir erreichen, daß gilt M1 = N1

und M2 ⊕ . . . ⊕Mr = N2 ⊕ . . . ⊕ Ns. Von da aus kommen wir dann mit einer
offensichtlichen Induktion ans Ziel.

Übungen

Übung 7.2.21. Jede endlichdimensionale Ringalgebra A über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper k ist als A-Linksmodul isomorph zur direkten Summe

A ∼=
⊕

L∈irr(A -Mod)

(PL)⊕ dimL

der projektiven Decken PL ihrer einfachen Moduln L, genommen jeweils mit der
Vielfachheit dimk L.

7.3 Blockzerlegung
7.3.1. Gegeben Kategorien (Ai)i∈I definieren wir ihr Produkt als diejenige Ka-
tegorie

∏
i∈I Ai, deren Objekte Tupel von Objekten aus den jeweiligen Katego-
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rien sind und deren Morphismen entsprechend Tupel von Morphismen sind, mit
der offensichtlichen Verknüpfung. Darin betrachten wir die volle Unterkategorie⊕
Ai ⊂

∏
Ai bestehend aus allen Tupeln von Objekten, die nur an endlich vielen

Stellen nicht ein Nullobjekt alias initial und final sind. Wir nennen diese Kategorie
die direkte Summe der Kategorien Ai. Sind schließlich alle Ai volle Unterkate-
gorien einer festen KategorieAmit endlichen Koprodukten, so schreiben wir kurz

A =
⊕
i∈I

Ai

für die Aussage, daß der durch das Bilden von Koprodukten gegebene Funktor
von rechts nach links eine Äquivalenz von Kategorien ist.

Übungen

Übung 7.3.2 (Blockzerlegung längenendlicher Kategorien). Seien A eine län-
genendliche Kategorie und ∼ die Äquivalenzrelation auf irrA, die erzeugt wird
von der Relation, für die gilt L ∼ N genau dann, wenn es nichtspaltende Erwei-
terungen N ↪→ E � L von L durch N gibt. Betrachten wir für jede Teilmenge
Ω ⊂ irrA die Unterkategorie AΩ aller Objekte, deren sämtliche einfachen Sub-
quotienten zu Ω gehören, so haben wir eine Äquivalenz von Kategorien⊕

Ω∈irrA/∼

AΩ
≈→ A

mit der direkten Summe über alle Äquivalenzklassen Ω in irrA. Diese Summan-
den AΩ können ihrerseits nicht weiter als direkte Summen zerlegt werden und
heißen die Blöcke von A.

7.4 Grothendieck-Gruppen
Definition 7.4.1. Ist A eine abelsche Kategorie, so erklären wir die Grothen-
dieckgruppe [A] von A als die freie abelsche Gruppe ZA über den Objekten
modulo den Relationen A = A′ + A′′ wann immer es in A eine kurze exakte
Sequenz A′ ↪→ A� A′′ gibt, in Formeln

[A] = ZA/〈A− A′ − A′′ | Es gibt eine kurze exakte Sequenz A′ ↪→ A� A′′〉

Jedes Objekt A ∈ A liefert ein Element [A] ∈ [A].

7.4.2. Ist G eine abelsche Gruppe und λ : A → G eine beliebige additive Ab-
bildung, was bedeuten soll, daß gilt λ(A) = λ(A′) + λ(A′′) für jede kurze ex-
akte Sequenz A′ ↪→ A � A′′, so gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus
λ̃ : [A]→ G mit λ̃[A] = λ(A).
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Lemma 7.4.3. Für jede längenendliche Kategorie bilden die Isomorphieklassen
einfacher Objekte eine Basis ihrer Grothendieckgruppe.

Beweis. SeiA unsere längenendliche Kategorie. Gegeben ein Objekt M ∈ A mit
Filtrierung M = Mn ⊃Mn−1 ⊃ . . . ⊃M0 = 0 erhalten wir in der Grothendieck-
gruppe induktiv

[Mj] =

j∑
i=1

[Mi/Mi−1]

Das zeigt schon einmal, daß die einfachen Isomorphieklassen die Grothendieck-
gruppe erzeugen. Gegeben L ∈ irrA ist andererseits die Abbildung A → Z,
die jedem Objekt A die Vielfachheit von L in einer und damit nach 7.1.4 jeder
Kompositionsreihe vonA zuordnet, eine additive Abbildung. Das zeigt die lineare
Unabhängigkeit Isomorphieklassen einfacher Objekte in der Grothendieckgrup-
pe.

7.4.4. IstA ein Objekt endlicher Länge in einer abelschen Kategorie und benutzen
wir die Notation [A : L] ∈ N für die Vielfachheit von L ∈ irrA in einer Kom-
positionsreihe von A, so gilt natürlich in der Grothendieckgruppe der besagten
abelschen Kategorie die Gleichung

[A] =
∑

L∈irrA

[A : L] [L]

Haben wir irgendeine Menge von Objekten B ⊂ A derart, daß die Klassen [B]
mit B ∈ B eine Basis der Grothendieckgruppe [A] bilden, so dehnen wir unsere
Notation aus und definieren [A : B] = [A : B]B ∈ Z durch die Gleichung

[A] =
∑
B∈B

[A : B] [B]

Besitzt A eine B-Fahne, womit eine endliche Filtrierung gemeint sei, deren suk-
zessive Subquotienten alle isomorph sind zu gewissen Objekten von B, so zählt
[A : B] diejenigen Subquotienten, die isomorph sind zu einem festen B ∈ B.

Übungen

Übung 7.4.5. Jeder Funktor T : A → B von abelschen Kategorien, der kurze
exakte Sequenzen zu kurzen exakten Sequenzen macht, induziert auf den Gro-
thendieckgruppen einen Gruppenhomomorphismus T = [T ] : [A]→ [B].
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7.5 Morita-Äquivalenz
7.5.1. Ein Objekt P einer Kategorie C heißt ein Separator, wenn es für je zwei
verschiedene Morphismen f, g : X → Y in C einen Morphismus h : P → X
gibt mit fh 6= gh. In anderen Worten bedeutet das, daß der Funktor C(P, ) : C →
Ens- C(P ) von C in die Rechtsmengen über dem Endomorphismenmonoid von P
treu ist.
7.5.2 (Projektive Separatoren in längenendlichen Kategorien). In einer länge-
nendlichen Kategorie ist ein projektives Objekt P genau dann ein Separator, wenn
es jedes einfache Objekt zum Quotienten hat. In der Tat folgt daraus induktiv, daß
jedes Objekt ein Quotient einer endlichen direkten Summe von Kopien von P ist.

Satz 7.5.3 (Abstrakte Morita-Äquivalenz). Seien A eine längenendliche Kate-
gorie und P ∈ A ein projektiver Separator. So induziert der Funktor der Ho-
momorphismen von P eine Äquivalenz von A mit der Kategorie aller endlich
erzeugten Rechtsmoduln über dem Endomorphismenring von P , in Formeln

A(P, ) : A ≈→ Modf-A(P )

Ergänzung 7.5.4. Dieser Satz ist ein nach meinem Geschmack besonders attrak-
tiver Vertreter einer ganzen Familie von Sätzen, die auf verschiedene Weisen die
Erkenntnis präzisieren, daß „abstrakte abelsche Kategorien im wesentlichen das-
selbe sind wie Kategorien von Moduln über Ringen“. Der Satz gilt mit fast dem-
selben Beweis auch, wenn wirA schwächer nur noethersch annehmen. Der Endo-
morphismenring unseres projektiven Objekts muß dann bereits rechtsnoethersch
sein, da wir die Unterobjekte von P beschreiben können als Äquivalenzklassen in
der Menge aller Morphismen P⊕n → P für n ∈ Nmit der durch das „gegenseitig
übereinander faktorisieren“ erklärten Äquivalenzrelation. Die Anordnung auf der
Menge der Unterobjekte entspricht dann der Teilordnung des „Faktorisierens“. In
derselben Weise können wir die angeordnete Menge der endlich erzeugten Rechts-
ideale von E := A(P ) beschreiben, die folglich zur Menge der Unterobjekte von
P ordnungsisomorph ist. Das aber zeigt dann, daß E rechtsnoethersch sein muß.
Vorschau 7.5.5. IstA eine beliebige abelsche Kategorie und P ein projektives Ob-
jekt endlicher Länge, so betrachten wir die Serre-Unterkategorie K := {M ∈ A |
A(P,M) = 0} und finden in ??, daß A(P, ) eine Äquivalenz von der Kategorie
der Objekte endlicher Länge im Quotienten A/K mit der Kategorie Modf-A(P )
der endlich erzeugten Rechtsmoduln über dem Endomorphismenring von P indu-
ziert. Dasselbe gilt hoffentlich mit demselben Beweis, wenn P noethersch ist und
wir die noetherschen Objekte von A/K betrachten.

Beweis. Für ein beliebiges Objekt P einer beliebigen abelschen Kategorie A mit
Endomorphismenring E = A(P ) haben wir einen Funktor

H = A(P, ) : A → Mod-E
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Er bildet das Objekt P auf seinen Endomorphismenring E ab. Der durch Links-
multiplikation gegebene Ringisomorphismus E ∼→ End−E E zeigt, daß unser
Funktor eine Äquivalenz 〈P 〉⊕

≈→ 〈E〉⊕ induziert zwischen der vollen Unterkate-
gorie aller zu endlichen direkten Summen von Kopien von P isomorphen Objekte
vonA und der vollen Unterkategorie aller zu endlichen direkten Summen von Ko-
pien von E isomorphen Objekte von Mod-E. Ist P projektiv, so ist unser Funktor
A(P, ) : A → Mod-E zusätzlich exakt und macht einfache Objekte aus A zu
einfachen E-Moduln oder zu Null, denn für je zwei Surjektionen a, b von P auf
ein- und dasselbe einfache Objekt gibt es r ∈ E mit ar = b. Ist zusätzlich P von
endlicher Länge, so ist folglich auch sein Endomorphismenring E von endlicher
Länge als E-Rechtsmodul. Ist A eine längenendliche Kategorie, so liefert sicher
jedes projektive Objekt P ∈ A einen exakten Funktor

A(P, ) : A → Modf-E

Wir müssen noch zeigen, daß dieser Funktor sogar eine Surjektion auf Isomor-
phieklassen liefert und daß er volltreu ist. Da aber E unter unseren Voraussetzun-
gen insbesondere rechtsnoethersch ist, besitzt jeder endlich erzeugte E-Rechts-
modul M eine Auflösung der Gestalt En → Em � M und wir folgern M ∼=
H(coker(P n → Pm)), als da heißt H liefert eine Surjektion auf Isomorphieklas-
sen. Ist zusätzlich jedes einfache Objekt ein Quotient von P , so finden wir für
jedes B ∈ A eine rechtsexakte Sequenz der Gestalt P n → Pm � B. Sie bleibt
rechtsexakt unter H . Für beliebiges A ∈ A betrachten wir dann das kommutative
Diagramm

A(P n, A) ← A(Pm, A) ←↩ A(B,A)
↓ ↓ ↓

Hom−E(HP n, HA) ← Hom−E(HPm, HA) ←↩ Hom−E(HB,HA)

mit exakten Zeilen. Die beiden linken vertikalen Isomorphismen müssen dann
rechts einen vertikalen Isomorphismus zwischen den Kernen der linken Horizon-
talen induzieren. Das zeigt, daß H volltreu ist.

Beispiel 7.5.6. Ist A die Kategorie aller endlichdimensionalen Vektorräume über
einem Körper k und P = kn der Vektorraum der Zeilenmatrizen mit der natürli-
chen Rechtsoperation des Matrizenrings Mat(n; k), so spezialisiert unser Satz zu
einer Äquivalenz k -Modf

≈→ Mat(n; k) -Modf. Das ist hinwiederum ein Spe-
zialfall einer sehr allgemeinen Aussage [KAG] 2.3.17, die ihrerseits nicht mehr
aus unserem Satz folgt: Für jeden Ring R liefert der Funktor ModR(Rn, ) eine
Äquivalenz von Kategorien

R -Mod
≈→ Mat(n;R) -Mod
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7.6 Darstellungen von Köchern*
7.6.1. Wir erinnern die Terminologie der Köcher aus [LA2] 7.6.2. Ein Köcher
(englisch quiver, französisch carquois) ist ein DatumK = (P,E, a, e) bestehend
aus zwei Mengen P,E und zwei Abbildungen a, e : P → E. Wir nennen die
Elemente von P die Pfeile des Köchers und die Elemente von E seine Ecken
oder auch Punkte. Für einen Pfeil ~p ∈ P nennen wir a(~p) seinen Anfangspunkt
und e(~p) seinen Endpunkt. Ein Morphismus F von unserem Köcher in einen
weiteren Köcher (P ′, E ′, a′, e′) ist ein Paar bestehend aus einer Abbildung F :
P → P ′ auf den Pfeilen und einer Abbildung F : E → E ′ auf den Ecken derart,
daß gilt Fa = a′F und Fe = e′F . Wir erhalten so die Kategorie aller Köcher

Car

Ähnlich wie bei Kategorien schreiben wir gerne abkürzend K für die Eckenmen-
ge eines Köchers K = (P,E, a, e) und K(x, y) für die Menge der Pfeile mit
Anfangspunkt x und Endpunkt y.

Definition 7.6.2. Eine Darstellung eines Köchers K über einem Körper k ist ein
Köchermorphismus V : K → Modk. Ein Morphismus von Darstellungen von
Köchern ist eine Transformation zwischen Köchermorphismen.

7.6.3. Die Darstellungen eines Köchers über einem Körper k bilden mit der offen-
sichtlichen k-Struktur eine abelsche k-Kategorie. Die Kategorie der Darstellungen
eines Köchers K über einem Körper k kann besonders konzise beschrieben wer-
den als die Kategorie Car(K,Modk). Etwas ausführlicher ist eine Darstellung ei-
nes Köchers (P,E, a, e) über einem Körper k eine Zuordnung V , die jeder Ecke
q ∈ E einen k-Vektorraum Vq zuordnet und jedem Pfeil p ∈ P eine k-lineare
Abbildung

V (p) : Va(p) → Ve(p)

Gegeben zwei Darstellungen V,W unseres Köchers über einem Körper k ist wei-
ter ein Morphismus von Darstellungen ϕ : V → W eine Familie von k-linearen
Abbildungen ϕq : Vq → Wq für q ∈ E derart, daß für alle Pfeile p ∈ P das
folgende Diagramm kommutiert:

Va(p)
V (p)−→ Ve(p)

ϕa(p) ↓ ↓ ϕe(p)
Wa(p)

W (p)−→ We(p)

7.6.4. Nach [TD] 1.1.5 liefert das Vorschalten des kanonischen Köchermorphis-
mus ε : K → K̃ von einem Köcher in seine Pfadkategorie für jeden Körper k
einen Isomorphismus von Kategorien

Cat(K̃,Modk)
∼→ Car(K,Modk)
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Ein Köcher mit 5 Ecken und 6 Pfeilen.
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Eine Darstellung eines Köchers K ist also salopp gesprochen dasselbe wie ein
Funktor K̃ → Modk.

7.6.5. Besitzt ein KöcherK nur endlich viele Punkte, so bilden wir dazu zu jedem
Körper k eine k-Ringalgebra, seine Wegealgebra

W = Wk(K)

Als zugrundeliegenden k-Vektorraum nehmen wir den freien k-Vektorraum über
der Menge

⊔
x,y∈E K̃(x, y) aller Wege unseres Köchers. Darin erklären wir das

Produkt w ◦ v zweier Wege als das Aneinanderhängen, wenn w da anfängt wo v
aufhört, und setzen sonst schlicht w ◦ v = 0. Die Multiplikation in der Wegeal-
gebra schließlich erklären wir durch lineare Fortsetzung. Der Weg der Länge Null
an einem Punkt x ist die Identität idx des Objekts x in der Pfadkategorie und wir
notieren ihn ex ∈ W als Element der Wegealgebra. Das Einselement der Wege-
algebra ist der Ausdruck 1W =

∑
x∈E ex und die ex sind paarweise orthogonale

Idempotente. Wir erhalten in diesem Fall eine Äquivalenz

ModW
≈→ Car(K,Modk)

zwischen der Kategorie der Moduln über der Wegealgebra und der Kategorie der
Darstellungen des Köchers, indem wir einem W -Modul M den Köchermorphis-
mus zuordnen, der jeden Punkt x ∈ E auf den k-Vektorraum exM wirft und jeden
Pfeil p von x zu einer weiteren Ecke y auf das Daranmultiplizieren des entspre-
chenden Elements der Wegealgebra, einer k-linearen Abbildung exM → eyM .

Definition 7.6.6. Eine k-lineare Relation in einem Köcher K ist eine formale Li-
nearkombination von Wegen mit gemeinsamem Anfangs- und Endpunkt, in For-
meln ein Element von kK̃(x, y) für feste Ecken x, y ∈ E.

Definition 7.6.7. Eine Darstellung eines Köchers mit Relationen (K, R) ist eine
Darstellung derart, daß „alle Relationen erfüllt sind“, daß also alle Relationen die
Nullabbildung vom Vektorraum des Anfangspunkts der jeweiligen Relation in den
Vektorraum ihres Endpunkts liefern. In unserer Notation meint R eine Menge von
Relationen.

7.6.8. Die Kategorie aller Darstellungen eines Köchers mit Relationen (K, R) ist
abelsch. Besitzt der Köcher nur endlich viele Ecken, so ist sie äquivalent zur Ka-
tegorie aller Moduln über dem Quotienten der W(K)/〈R〉 der Wegealgebra nach
dem von den Relationen erzeugten beidseitigen Ideal.

Definition 7.6.9. Wir nennen einen Köcher mit Relationen nilpotent, wenn es ein
n gibt derart, daß alle Wege der Länge n zu dem von den Relationen erzeugten
beidseitigen Ideal der Wegealgebra gehören.
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Definition 7.6.10. Wir nennen einen Köcher mit Relationen reduziert, wenn in
den Relationen keine Wege der Längen Null oder Eins mit von Null verschiedenen
Koeffizienten vorkommen.

Satz 7.6.11 (Köcher für längenendliche k-Kategorien). Seien k ein Körper und
A eine längenendliche k-Kategorie mit endlich vielen einfachen Isomorphieklas-
sen, genügend Projektiven und mit der Eigenschaft, daß der Endomorphismenring
jedes einfachen Objekts eindimensional ist über k. So gilt:

1. Unsere Kategorie A ist äquivalent als k-Kategorie zur Kategorie der end-
lichdimensionalen Darstellungen eines endlichen reduzierten nilpotenten
Köchers mit Relationen;

2. Jede derartige Äquivalenz liefert eine Bijektion zwischen den Ecken des
Köchers und den einfachen Isomorphieklassen unserer Kategorie und für
L,M ∈ irrA eine durch die Menge der Pfeile von L nach M indizierte
k-Basis von Ext1

A(L,M).

7.6.12. Der Satz gilt insbesondere für die Kategorie der endlichdimensionalen
Moduln über einer endlichdimensionalen Ringalgebra über einem algebraisch ab-
geschlossenen Körper.
7.6.13. Der fragliche Köcher wird zwar durch unsere längenendliche k-Kategorie
A eindeutig festgelegt, keineswegs aber die Relationen. Der Beweis wird zeigen,
daß auch jede Wahl von durch die Pfeile des Köchers indizierten Basen der jewei-
ligen Erweiterungsgruppen von einer Äquivalenz herkommt.

Beweis. Sei L1, . . . , Lr ein Repräsentantensystem der einfachen Isomorphieklas-
sen. Bezeichne Pi � Li die jeweiligen projektiven Decken nach 7.1.27 und
P =

⊕
Pi ihre Summe. Dieses Objekt ist ein projektiver Separator und nach

7.5.3 liefert das Bilden der von P ausgehenden Morphismen eine Äquivalenz von
Kategorien

A(P, ) : A ≈→ Modf-A(P )

Um die Arbeit mit Rechtsmoduln zu vermeiden, setzen wir A := A(P )opp. Die
Projektoren ei := pr◦i auf die Summanden bilden in A eine Familie von paarweise
orthogonalen Idempotenten mit Summe 1 =

∑
ei. Bezeichne J ⊂ A das Jacob-

sonradikal. Nach 7.2.9 und 7.1.23 bilden die ēi eine k-Basis von A/J und liefern
so einen Isomorphismus von k-Ringalgebren

ke1 × . . .× ker
∼→ A/J

Weiter liefert Übung [TG] 3.2.39 für einen beliebigen Ring A mit einem zweisei-
tigen Ideal J einen Isomorphismus HomA/J(J/〈J2〉, A/J)

∼→ Ext1
A(A/J,A/J)

von A/J-Bimoduln und damit in unserem Fall Isomorphismen

ei(J/〈J2〉)ej
∼→ Ext1

A(Lj, Li)
∗
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von k-Vektorräumen. Da A eine endlichdimensionale k-Ringalgebra ist, stimmen
die Ext1-Gruppen in der Kategorie aller A-Moduln und in der Kategorie aller
endlichdimensionalen A-Moduln überein und sind damit nach unserer Äquiva-
lenz von Kategorien auch isomorph zu den entsprechenden Ext1-Gruppen in A.
Nach 7.2.9 ist in unserem Fall weiter J ein nilpotentes Ideal, mithin wird A als
k-Ringalgebra erzeugt von den ei für 1 ≤ i ≤ r und Repräsentanten in eiJej
von je einer Basis der k-Vektorräume ei(J/〈J2〉)ej für 1 ≤ i, j ≤ r. In anderen
Worten haben wir so A beschrieben als die Köcheralgebra eines endlichen redu-
zierten nilpotenten Köchers mit Relationen und Teil 1 ist bewiesen. Um Teil 2
zu zeigen, müssen wir nur prüfen, daß in der Kategorie der endlichdimensionalen
Darstellungen eines endlichen reduzierten nilpotenten Köchers mit Relationen die
Darstellungen mit k an einer Ecken und Null an allen anderen Ecken und Nullab-
bildungen für alle Pfeile eine Repräsentantensystem der einfachen Darstellungen
bilden und daß die durch „ein Pfeil wird die Identität, die anderen werden zu Null“
gegebenen Erweiterungen zwischen derartigen einfachen Darstellungen eine Ba-
sis der entsprechenden Erweiterungsräume liefern. Das mag dem Leser überlassen
bleiben.

7.6.14. Seien k ein Körper und A eine endlichdimensionale Ringalgebra über k
und J ⊂ A das Jacobsonradikal. Ist A/J separabel über k, das gilt zum Beispiel
stets für k von der Charakteristik Null, so gibt es nach dem Spaltungssatz von
Wedderburn [TG] 3.3.9 eine Unterringalgebra S ⊂ A mit A = S ⊕ J als k-
Vektorraum. Des weiteren ist dann, das ist gerade die Definition der Separabilität,
der Ring S ⊗k Sopp halbeinfach. Insbesondere finden wir einen S-Unterbimodul
I ⊂ J mit I ∼→ J/J2 und nach 7.2.9 liefert die Multiplikation eine Surjektion

TSI � A

der freien Tensoralgebra des S-Bimoduls I aufA. Nach Annahme ist der Kern die-
ser Surjektion enthalten im Ideal T≥2

S I der Tensoren vom Grad mindestens zwei.
Da wir endliche Dimension angenommen hatten, umfaßt er T≥nS I für n� 0. Un-
sere Isomorphismen HomA/J(J/〈J2〉, A/J)

∼→ Ext1
A(A/J,A/J) gelten weiter

und übersetzen sich in Isomorphismen

HomS(I, S)
∼→ Ext1

A(S, S)

Beide Seiten sind S-Bimoduln vermittels der Rechtsoperation von S auf S und
I und darunter, das habe ich nun schnell geraten, sind unsere Abbildungen Bi-
modulisomorphismen. Will man also Erweiterungen einfacher A-Moduln L,M
verstehen, so gilt es, Idempotente eL, eM ∈ S zu wählen mit L ∼= SeL und M ∼=
SeM und dann erhalten wir

HomS(IeL, SeM)
∼→ Ext1

A(L,M)
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Ziehe ich mich nun weiter zurück auf char k = 0, so ist für beliebige endlich-
dimensionale S-Moduln P,Q die Abbildung „verknüpfe und nimm die k-Spur“
eine nicht ausgeartete Paarung

HomS(P,Q)× HomS(Q,P )→ k

Speziell liefert sie einen Isomorphismus HomS(IeL, SeM)
∼→ HomS(SeM , IeL)∗

in den k-Dualraum. Nach 5.1.9 liefert andererseits das Auswerten auf dem Idem-
potenten eM einen Isomorphismus HomS(SeM , IeL)

∼→ eMIeL und so erhalten
wir schließlich zumindest in Charakteristik Null einen wohlbestimmten Isomor-
phismus von k-Vektorräumen

(eMIeL)∗
∼→ Ext1

A(L,M)

7.6.15 (Endlichdimensionale Ringalgebren und Köcher). Für jede endlichdi-
mensionale Ringalgebra B über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k ist
B -Modf eine längenendliche k-lineare Kategorie mit genug Projektiven und nach
dem Schur’schen Lemma ist auch der Endomorphismenring jedes einfachen Mo-
duls k-eindimensional. Wir finden nach 7.6.11 also einen endlichen reduzierten
nilpotenten Köcher mit Relationen (K, R) und eine Äquivalenz von Kategorien

B -Modf
≈→W(K)/〈R〉 -Modf

Unter dieser Äquivalenz entspricht der projektive Separator B links einem pro-
jektiven Separator rechts, sagen wir

B 7→ P
⊕m(1)
1 ⊕ . . .⊕ P⊕m(r)

r

für Vielfachheiten m(1), . . . ,m(r) ∈ N≥1. So finden wir für A := W(K)/〈R〉 die
Algebra unseres Köchers mit Relationen Isomorphismen von k-Algebren

Bopp ∼→ EndB(B)
∼→ EndA(P

⊕m(1)
1 ⊕ . . .⊕ P⊕m(r)

r )

Aopp ∼→ EndA(A)
∼→ EndA(P1 ⊕ . . .⊕ Pr)

Die m(i) sind dann die Dimensionen der einfachen B-Moduln und das Tensorie-
ren mit dem A-B-Bimodul

Hom(P
⊕m(1)
1 ⊕ . . .⊕ P⊕m(r)

r , P1 ⊕ . . .⊕ Pr)

induziert eine Äquivalenz von Kategorien B -Mod
∼→ A -Mod und analog kon-

struiert man eine quasiinverse Äquivalenz.
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Proposition 7.6.16 (Standardauflösung). Gegeben ein Körper k und ein Köcher
K = (P,E, a, e) mit endlich vielen Ecken und Köcheralgebra A und ein Modul
M ∈ A -Mod über der Köcheralgebra erhalten wir eine kurze exakte Sequenz⊕

~p∈P A ida(~p)⊗k ide(~p) M ↪→
⊕

z∈E A idz ⊗k idzM � M

a⊗m 7→ a~p⊗m− a⊗ ~pm
a⊗m 7→ am

Beweis. Daß die Verknüpfung verschwindet, scheint mir evident. Um die Exakt-
heit zu zeigen, erklären wir eine Filtrierung 0 ⊂ A≤0 ⊂ A≤1 ⊂ . . . auf A nach
der Weglänge. Filtrieren wir M durch 0 = M≤−1 ⊂ M≤0 = M , so erhalten wir
eine Filtrierung unseres Komplexes durch Unterkomplexe⊕

~p∈P

A≤ν−1 ida(~p)⊗ ide(~p) M →
⊕
z∈E

A≤ν idz ⊗ idzM →M≤ν

Nach [KAG] 7.1.16 reicht es zu zeigen, daß die Sequenz der assoziierten graduier-
ten Vektorräume exakt ist. Im Grad Null gibt es da nur die beiden hinteren Terme
und einen Isomorphismus zwischen diesen, und in höheren Graden gilt dasselbe
für die beiden vorderen Terme.

Übungen

Übung 7.6.17. Man finde einen Isomorphismus zwischen der Ringalgebra der un-
teren (n×n)-Dreiecksmatrizen und der Wegealgebra des Köchers mit Eckenmen-
ge {1, 2, . . . , n} und Pfeilmenge {(i, i+ 1) | 1 ≤ i < n}.

7.7 Verschiedenes
Satz 7.7.1 (Jacobson-Morozov). Seien A eine abelsche Kategorie und X ∈ A
ein Objekt und N : X → X ein nilpotenter Endomorphismus von X . So besitzt
X genau eine endliche Filtrierung (X≥r)r∈Z derart, daß für alle r giltN(X≥r) ⊂
X≥r+2 und für alle r ∈ N zusätzlich

N r : X≥−r/X≥−r+1 ∼→ X≥r/X≥r+1

7.7.2. Unter einer endlichen Filtrierung verstehen wir hier wie in [KAG] 7.1.3
eine von Null kommende und voll endende Filtrierung.

Beweis. Gegeben r ∈ N mit N r = 0 liefern unsere Annahmen offensichtlich
. . . = X≥−r−1 = X≥−r = X≥−r+1 und ebenso X≥r = X≥r+1 = X≥r+2 = . . .
Wenn unsere Filtrierung voll endet, so folgt X = X≥−r+1, und wenn unsere
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Filtrierung von Null kommt, so folgt X≥r = 0. Gilt r = 0, so folgt X = 0 und
die Behauptung ist klar. Gilt r ≥ 1, so folgt X≥r−1 = imN r−1 und X≥−r+2 =
kerN r−1 und im Fall r = 1 erhalten wir X≥0 = X und X≥1 = 0 und die
Behauptung ist wieder klar. Im Fall r ≥ 2 schließlich gilt imN r−1 ⊂ kerN r−1

und wir können zu Y := kerN r−1/ imN r−1 übergehen und per Induktion darauf
eine eindeutig bestimmte Filtrierung mit den gewünschten Eigenschaften finden.
Die Urbilder in kerN r−1 dieser Filtrierung auf Y ergänzt um X≥−r+1 = X und
X≥r = 0 bilden dann eine Filtrierung auf X mit den gewünschten Eigenschaften.
Deren Eindeutigkeit folgt leicht mit derselben Induktion.
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9 Die Vorlesung Darstellungstheorie im SS 16
Es handelte sich um eine vierstündige Vorlesung, also 4×45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Übungen.

19.4 Beginn der Darstellungstheorie endlicher Gruppen nach [NAS] 1.1, aber
nicht Darstellungen als Multikategorie [NAS] 3.8.3. Darstellungen als Mo-
duln über dem Gruppenring [NAS] 1.2, aber nicht freie abelsche Gruppen
mit Involution [NAS] 1.2.10.

22.4 Satz von Jordan-Hölder für Moduln [NAS] 2.2.13. Halbeinfache Moduln
[NAS] 2.3. Isotypische Anteile [NAS] 2.3.8 und Sockel. Dichtesatz von Ja-
cobson [NAS] 3.3.1.

26.4 Lemma von Schur [NAS] 3.2.1. Nicht Darstellungen von Produkten. Satz
von Maschke [NAS] 4.1.1. Diskrete Fouriertransformation [NAS] 4.2.3.
Spuren in Algebren [NAS] ??. Charaktere und Charakter-Projektor-Formel
[NAS] 4.2.19.

28.4 Orthogonalitätsrelationen für Charaktere [NAS] ??, [NAS] ??, [NAS] 4.3.10
und Matrixkoeffizienten [NAS] ??. Dimension einfacher Darstellungen [NAS]
4.4.2. Inverse Fouriertransformation und Matrixkoeffizienten [NAS] ??.

3.5 Einfache Darstellungen von Produkten [NAS] 3.4.3. Haar’sche Maße als
Radonmaße auf lokal kompakten Hausdorffgruppen [TM] 4.3.3 ohne Be-
weis. Charaktere der einfachen endlichdimensionalen stetigen Darstellun-
gen Orthonormalsystem in den Klassenfunktionen, mit dichtem Erzeugnis
in der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz [TM] 4.9.15, beides noch
ohne Beweis.

10.5 Orthogonalitätsrelationen für Matrixkoeffizienten [TM] ?? und Charaktere
[TM] 4.9.15 auf kompakten Hausdorffgruppen.

12.5 Untergruppen als Untermannigfaltigkeiten [ML] 1.2.3. Deren Tangential-
raum und die Exponentialabbildung [ML] 1.2.11. Beispiele O(n) und SL(n;R).
Angefangen mit dem Kommutator auf dem Tangentialraum.

24.5 Lie-Algebra einer Matrix-Liegruppe [ML] 1.3. Adjungierte Darstellung [ML]
1.3.3. Lie-Algebren von Schnitten. Einparameteruntergruppen [ML] 1.4.3,
[ML] 1.4.5. Homomorphismen von Matrix-Liegruppen [ML] 1.4.10. Noch
nicht gezeigt, daß das Differential mit der Lieklammer verträglich ist.

31.5 Verträglichkeit von Differential und Lie-Klammer. Ableiten von Darstel-
lungen. Ableiten der adjungierten Darstellung. Verflechtungsoperatoren für
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Liegruppen und Liealgebren. Unterdarstellungen für Liegruppen und Lieal-
gebren. Einfache Darstellungen von Liegruppen und Liealgebren.

2.6 Einfache Darstellungen von SU(2), SO(3) und sl(2;C) nach [ML] 2.3.2,
[ML] 2.3.5, [ML] 2.3.9. Klassifikation der kompakten zusammenhängen-
den Liegruppen nach [ML] 5.5.3 ohne Beweis. Beispiele niedrigen Ranges,
noch nicht U(n).

7.6 Ausführlich U(n) besprochen, mit maximalen Tori, Weylgruppe, Wurzel-
system, nach [ML] 5.5.2 und [ML] 5.5.6. Geometrie endlicher Spiegelungs-
gruppen nach [SPW] 1.6.1, insbesondere frei transitive Operation auf der
Menge der Alkoven und erzeugt von Spiegelungen an den Wänden eines
festen Alkoven. Klassifikation einfacher Darstellungen durch höchstes Ge-
wicht begonnen.

9.6 Klassifikation durch das höchste Gewicht [ML] 5.8.5, Surjektivität steht
noch aus. Weyl’sche Integrationsformel [ML] 5.10.1 ohne Beweis.

14.6 Weyl’sche Formeln bewiesen bis auf Dimensionsformel und Integrations-
formel. Klassifikation durch das höchste Gewicht beendet.

16.6 Dimensionsformel und Integrationsformel bewiesen.

21.6 Einfache, einfache, halbeinfache, reduktive Liealgebren [HL] 1.1.18. Lie-
algebren kompakter Liegruppen reduktiv. Universelle einhüllende Algebra
[?] ??.

23.6 Struktur halbeinfacher komplexer Lie-Algebren. Cartan’sche und ihr Be-
zug zu maximalen Tori, Wurzelsystem, Wurzelraumzerlegung, Weylgrup-
pe. Verma-Moduln, speziell im Fall sl(2;C). Frei über U(n). Noch nicht:
Eindeutiger einfacher Quotient, universelle Eigenschaft.

28.6 Eindeutiger einfacher Quotient, universelle Eigenschaft von Verma-Moduln.
Kostant’sche Partitionsfunktion. Endlichdimensionale Darstellungen. Casimir-
Operator begonnen.

30.6 Casimir-Operator, Kostant’sche Charakterformel [?] ??, Weyl’sche Charak-
terformel nocheinmal bewiesen.

5.7 Vermamoduln und Hauptseriendarstellungen. Harish-Chandra-Isomorphismus,
noch ohne Injektivität und Surjektivität. Chevalley-Isomorphismus noch oh-
ne Beweis, aber Beispiel gl(n;C).

7.7 Herleitung des Chevalley-Isomorphismus und des Harish-Chandra-Isomor-
phismus.
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12.7 Zentrale Charaktere, einfache Verma-Moduln, KategorieO. Noch nicht den
interessanten Fall von Beispiel sl(2;C) behandelt.

14.7 Hauptblock von O im Fall sl(2;C) als Darstellungen von Köcher. Block-
zerlegung vonO. Projektive Vermamoduln, Existenz von genug Projektiven
mit Vermafahne.

19.7 Verschiebungsfunktoren, deren Effekt auf Vermamoduln, Äquivalenz durch
Verschiebung.

21.7 BGG-Reziprozität, Verschiebung durch die Wand, Multiplizitäten in Ver-
mamoduln im Hauptblock von sl(3;C), Hecke-Algebra der symmetrischen
Gruppe, Kazhdan-Lusztig-Vermutung.
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10 Nichtkommutative Algebra und Symmetrie SS
19

Es handelte sich um eine vierstündige Vorlesung, also 4×45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Übungen.

23.4 Beginn der Darstellungstheorie endlicher Gruppen nach [NAS] 1.1, aber
nicht Darstellungen als Multikategorie [NAS] 3.8.3. Darstellungen als Mo-
duln über dem Gruppenring [NAS] 1.2, aber nicht freie abelsche Gruppen
mit Involution [NAS] 1.2.10. Einfache Moduln über Ringen [NAS] 2.2.9.

25.4 Satz von Jordan-Hölder für Moduln [NAS] 2.2.13. Charakterisierung halb-
einfacher Moduln [NAS] 2.3.4.

30.4 Isotypische Anteile [NAS] 2.3.8 und Sockel. Dichtesatz von Jacobson [NAS]
3.3.1. Struktur halbeinfacher Ringe [NAS] 3.5.4.

2.5 Lemma von Schur. Satz von Maschke. Einfache Darstellungen von Produk-
ten versprochen. Nach der Pause Tensorprodukte diskutiert.

7.5 Einfache Darstellungen von Produkten. Diskrete Fouriertransformation mit
Korollaren. Spur auf Algebren. Projektoren, aber noch nicht Charakter-Projektor-
Formel.

9.5 Charaktere. Charakter-Projektor-Formel 4.2.19. Orthonormalität einfacher
Charaktere 4.3.1 und 4.3.3. Charaktertafel und Orthogonalitätsrelationen
darin 4.3.10. Die Dimensionen einfacher Darstellungen teilen die Gruppen-
ordnung 4.4.2. Noch nicht Unabhängigkeit von der Charakteristik 4.4.3.

14.5 Unabhängigkeit von der Charakteristik 4.4.3. War wohl zu schwer, da brauch-
te man zu viel kommutative Algebra. Matrixkoeffizienten und isotypische
Komponenten. War wohl zu allgemein. Die inverse Fouriertransformation
habe ich angefangen. Nächstes Mal fertig machen.

16.5 Inverse Fouriertransformation, mittlerweile auch 4.2.3. Orthonormalbasis
des komplexen Gruppenrings durch Matrixkoeffizienten 4.3.6. Darstellun-
gen der symmetrischen Gruppe angefangen.

21.5 Darstellungen der symmetrischen Gruppe besprochen. Robinson-Schensted-
Algorithmus. Obere Abschätzung der Dimensionen der einfachen Darstel-
lungen nicht ausgeführt.
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23.5 Haar’sches Maß ohne Beweis. Darstellende Funktionen. Invariantes Ska-
larprodukt. Hauptsatz der Fouriertheorie auf kompakten Hausdorffgruppen,
noch ohne Beweis.

28.5 Beweise zum Hauptsatz der Fouriertheorie auf kompakten Hausdorffgrup-
pen [TM] 4.9.5. Das habe ich danach nocheinmal gründlich überarbeitet.

4.6 Leonardo vertritt mich und diskutiert die Beziehungen zwischen reellen,
komplexen und quaternionalen Darstellungen.

6.6 Leonardo vertritt mich und diskutiert die Beziehungen zwischen reellen,
komplexen und quaternionalen Darstellungen.

18.6 Klassifikation der einfachen Darstellungen der SO(3) nach [ML] 1.1.17 als
Fernziel deklariert. Tangentialraum und Exponentialabbildung nach [ML]
1.2.3 besprochen und versprochen, das nächste Mal wieder zur Algebra zu-
rückzukommen.

25.6 Tangentialraum bei der Eins an Matrixliegruppe stabil unter dem Kommu-
tator. Lie-Algebren. Gruppenwege in Matrixliegruppen. Stetige Homomor-
phismen von Matrixliegruppen glatt. Darstellungen von zusammenhängen-
den Matrixliegruppen und ihren Liealgebren.

27.6 Einfache Darstellungen von SU(2) und SO(3) und sl(2;C). Einfache Dar-
stellungen von SU(n) versprochen.

2.7 Sätze von Engel [HL] 1.4.1, [HL] 1.4.18 und Lie [HL] 1.5.2. Klassifikation
durch das höchste Gewicht versprochen.

4.7 Auflösbarkeitskriterium von Cartan [HL] 1.6.1 und [HL] 1.6.12. Charakte-
risierung halbeinfacher Liealgebren [HL] 1.7.9.

9.7 Satz von Weyl [HL] 2.1.6. Jordan-Zerlegung nur bis [HL] 2.2.10, eigentli-
cher Beweis steht noch aus.

11.7 Jordanzerlegung fertig. Wurzelraumzerlegung begonnen. g0 = h gezeigt,
Rest noch nicht.

16.7 Wurzelraumzerlegung fertig. Klassifikation halbeinfacher Liealgebren durch
Wurzelsysteme besprochen. Klassifikation durch das höchste Gewicht noch
ohne Beweis.

18.7 Klassifikation durch das höchste Gewicht: Wohldefiniertheit der Abbildung
bewiesen und deren Injektivität. Struktur der dominanten Gewichte. Surjek-
tivität im Fall der speziellen linearen Liealgebra.
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23.7 Einhüllende Algebra. Poincaré-Birkhoff-Witt ohne Beweis, nur Skizze. Verma-
Moduln und ihre eindeutig bestimmten einfachen Quotienten. Noch nicht
gezeigt, daß diese für dominante Gewichte endlichdimensional sind. Weyl’sche
Dimensionsformel angegeben und Beweis versprochen.

25.7 Beweis der Klassifikation durch das höchste Gewicht zu Ende gebracht.
Weyl’sche Charakterformel angegeben und für sl(2;C) geprüft. Ausblick
auf Kazhdan-Lusztig-Vermutung und deren Beweis. Bezug zum unitären
Dual und dessen Bedeutung in der Physik angerissen.
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Indexvorwort
Hier werden die Konventionen zum Index erläutert. Kursive Einträge bedeuten,
daß ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben ähneln, wie etwa das ∪ dem Buchstaben u
oder das ⊂ dem c, so liste ich sie zusätzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben führe ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ζ unter z und ω unter o.
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[M : L] Vielfachheit, 21
k[G] Monoidring, 11
R|Ic freier Ring, 50
V konjugierter Vektorraum, 94
∗ Faltung

in Gruppenring, 11
� äußeres Produkt

von Moduln, 37

additiv
Abbildung, 121

äußeres Produkt
von Moduln, 37

Algebra
Erzeuger und Relationen, 49

Anfangspunkt, von Pfeil in Köcher, 125
artinsch

Modul, 23
Objekt, 115

Bikommutator, 35
Binet-Cauchy-Identität, 57
Block

einer längenendlichen Kategorie,
121

Boxprodukt
von Moduln, 37

Car, 125
carquois, 125
Charakter

einer Darstellung, 62
einfacher, 62

Charakter-Projektor-Formel, 63
Charaktertafel, 67
χV Charakter von V , 62

Darstellung
einer Menge, 50

einfache, 7
irreduzible, 7
komplex konjugierte, 95
kontragradiente, von Gruppe, 68
unzerlegbare, 7
von Gruppe, 4
von Köcher, 125
von Köcher mit Relationen, 127
von Monoid, 4
zyklische, 8

dcc, 23
descending chain condition, 23
Dichtesatz

von Jacobson, 35
Dichtesatz von Jacobson, 35
direkte Summe, 6, 24, 121
Dominanz-Teilordnung, 82
duales Paar, 38

Ecke
von Köcher, 125

einfach
Charakter, 62
Darstellung, Gruppe, 7
Modul, 19
Objekt, 110
Ring, 39

Einsdarstellung, 5
Element

zyklisches, 8
Endpunkt, von Pfeil in Köcher, 125

Faltung
Multiplikation eines Monoidrings,

11
Filtrierung

endliche, 131
Fitting-Zerlegung
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in abelschen Kategorien, 113
Fouriertransformation

diskrete, 61
Frobenius-Algebra, 15
Frobenius-Reziprozität

bei Gruppen, 103

Gitter, 14
Goldie-Rang, 43
Goldie-Schiefkörper, 43
Grothendieckgruppe, 121
Gruppenring, 11

Hakenlänge, 88
Hakenlängenformel, 88
halbeinfach

in abelscher Kategorie, 115
Modul, 24
Ring, 39

Heisenberg-Gruppe, 109
hermitesch

quaternional, 99
Homomorphismus

von Darstellungen, 6
Hülle

injektive, 111, 115

Idempotentes
zentrales primitives, 43

Induktion
von Darstellungen, 102
von Klassenfunktionen, 106

induziert
Darstellung, 102
Klassenfunktion, 106

injektiv
Objekt, 110

innerer Automorphismus
eines Monoids, 10

Invarianten
von Gruppe, 102

inz, 14

irr(k,G) irreduzible Darstellungen, 7
irra einfache Darstellungen höchstens

abzählbarer Dimension, 96
irreduzibel

Darstellung, Gruppe, 7
Modul, 19

irrfk(A) einfache endlichdimensiona-
le Moduln, 37

isomorph
Darstellungen, 6

Isomorphismus
von Darstellungen, 6

isotypisch
Anteil, 25

isotypische Komponente, 26
isotypischer Anteil, 106

J(R) Jacobson-Radikal, 44
Jac(R) Jacobson-Radikal, 44
Jacobson’s Dichtesatz, 35
Jacobson-Morozov, 131
Jacobson-Radikal, 44
Jordan-Hölder

für Moduln, 21
Jucys-Murphy-Element, 91

Kaplansky
Nullteilervermutung, 15

Klassenfunktion, 61
Köcher, 125

Darstellung von, 125
Koinduktion

von Darstellungen, 102
Koinvarianten

von Gruppe, 102
Kommutator

einer Teilmenge, 35
Komplement, 24
komplementär, 24
komplexer Typ, 93
Kompositionsfaktor
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von Modul, 21
Kompositionslänge, 20
Kompositionsreihe

eines Moduls, 20
konjugiert

Darstellung
komplexe, 95

Vektorraum, komplexer, 94
kontragredient

Darstellung von Gruppe, 10
Konvolution

Multiplikation eines Monoidrings,
11

kristallographisch, 10
Krull-Schmidt, 119

l(M) Länge von M , 19
Länge(M) Länge von M , 19
Länge

eines Moduls, 19
längenendlich

abelsche Kategorie, 114
linksartinsch

Ring, 32
lokal

Ring, 117

Mackey-Formel, 105
Maschke, Satz von, 55
Matrixkoeffizient, 73
Matrixkoeffizientenabbildung, 73
Mengenmodul, 17
Modul

äquivarianter
für Monoidoperation, 52

einfacher, 19
halbeinfacher, 24
irreduzibler, 19

Modulhomomorphismus, 17
Monoidmodul, 17
Monoidring, 11

vertwistet, 53
Morita-Äquivalenz

abstrakte, 123

Nakayama, Lemma von
nichtkommutatives, 44

nilpotent
Köcher mit Relationen, 127

noethersch
Modul, 23
Objekt, 115

Nullteilervermutung, 15

Operation
durch Konjugation, 56
durch Nachschalten, 56
durch Vorschalten, 56

Permutationsdarstellung, 5
Pfeile, 125
Polytabloid, 85
primitiv

zentrales Idempotentes, 43
Produkt

äußeres
von Moduln, 37

von Kategorien, 120
projektiv

Objekt, 110
projektive Decke, 111
Projektor, 62
Punkt

von Köcher, 125

quaternionaler Typ, 93
quiver, 125

Radikal
Jacobson-Radikal, 44

Rang
Goldie-Rang, 43

reduziert
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Köcher mit Relationen, 128
reeller Typ, 93
Relation

in einem Köcher, 127
Ring

einfacher, 39
lokaler, 117
von endlicher Länge, 32

Ringalgebra
freie, 48

Ringmodul, 17
Robinson-Schensted-Algorithmus, 89

Schiefkörper
Goldie-Schiefkörper, 43

Schur, Lemma von, 33, 34
Separator, 123
Sesquilinearform

quaternionale, 99
Skalarprodukt

quaternionales, 99
Smashprodukt

der Ringtheorie, 54
soc Sockel, 26
soc(M) Sockel, 115
Sockel, 26, 115
Spaltungskörper

einer endlichen Gruppe, 58
Specht-Modul, 85
Specht-Vektor, 85
Spurform, 45
Spurkriterium, 46
Standarddarstellung, 5
Standardskalarprodukt

auf komplexem Gruppenring, 65
Standardtableau, 78
Subquotient, 20
Superspur, 48
Supervektorraum, 48

Tableau, 78

Tabloide, 85
trivial

Operation von Monoid, 5
Typ einer Darstellung, 93

Unterdarstellung
abstrakte, 7

Untermengenmodul, 18
unzerlegbar

Darstellung, 7
Objekt, 110

Vektor
zyklischer in Darstellung, 8

Verschmelzung
von Darstellungen, 51

vertwistet
Monoidring, 53

vollständig reduzibel, 55

Wedderburn, 37
Wegealgebra, 127
wesentlich

Epimorphismus, 111
Monomorphismus, 111

Young-Diagramm, 77
Young-Symmetrisator, 80

Z-Form
einer Darstellung, 10

zyklisch
Darstellung, 8
Element, 8
Vektor

in abstrakter Darstellung, 8
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