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1 Infinitesimale zentrale Charaktere

1.1 Motivation

1.1.1 (Bezug zu Darstellungen von Gruppen). Die Frage nach den Multiplizi-
titen [A(X) : L(v)] der einfachen Subquotienten in Jordan-Ho6lder-Reihen von
Vermamoduln hat sich als ebenso schwierig wie fruchtbar erwiesen. Sie ist auch
fiir Darstellungen von Gruppen relevant. Zum Beispiel werden wir in ?? zei-
gen, daf fiir die Wirkung der topologischen Gruppe SL(n;C) auf der komple-
xen Fahnenmannigfaltigkeit F,, = F die teilgeordnete Menge der SL(n;C)-
invarianten unter der Norm der gleichméfigen Konvergenz abgeschlossenen Un-
tervektorrdume des Raums C(F) := Top(F,C) der stetigen komplexwertigen
Funktionen F — C isomorph ist zur Opponierten der partiell geordneten Menge
der Untermoduln des Vermamoduls A(0) der halbeinfachen Liealgebra sl(n; C).
Allgemeiner werden wir zeigen, daf} die anderen Vermamoduln in einer analo-
gen Beziehung zu den Riumen stetiger Schnitte anderer dquivarianter komplexer
Geradenbiindel auf der Fahnenmannigfaltigkeit stethen. Um ein etwas leicher zu
erreichendes motivierendes Ziel vor Augen zu haben, formulieren wir bereits hier
ein erstes Hauptresultat.

Satz 1.1.2 (Einfache Vermamoduln). Seien g D b eine halbeinfache komplexe
Liealgebra mit einer Cartan’schen und sei RT C R(g, ) ein System von positiven
Wurzeln und . Genau dann ist der Vermamodul A()N) einfach, wenn gilt (\ +
p, Yy €{1,2,...} Ya € RY mit p der Halbsumme der positiven Wurzeln.

1.1.3. Um das einzusehen, miissen wir zunichst das Zentrum der Einhiillenden
Algebra verstehen. Dall unsere Bedingungen hinreichend sind, wird dann zu Ende
des Abschnitts in 1.6.12 bewiesen. Dal} sie auch notwendig sind, wird erst in 2.6.2
klar werden.

1.2 Das Zentrum der universellen Einhiillenden

Definition 1.2.1. Das Zentrum Z(R) eines Rings R ist definiert als der Teilring
derjenigen Elemente, die mit allen anderen Elementen unseres Rings kommutie-
ren, in Formeln

Z(R) ={z€ R|2zr=rzVre R}

1.2.2. Gegeben eine Lie-Algebra g bezeichne Z(g) := Z(U(g)) das Zentrum ihrer
Einhiillenden U(g). Im Fall einer halbeinfachen komplexen Liealgebra hatten wir
in ?? bereits den Casimiroperator C' € Z(g) kennengelernt. Im folgenden wollen
wir uns einen Uberblick iiber das ganze Zentrum verschaffen.



1.2.3. Seien g D b eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra mit einer Cartan’schen
und R C R(g,h) ein System positiver Wurzeln. Nach ?? operiert jedes Ele-
ment des Zentrums Z := Z(g) der Einhiillenden auf jedem Vermamodul durch
einen Skalar. Wir vereinbaren die Bezeichnung (z, \) fiir den komplexen Skalar,
mit dem z € Z auf dem Verma-Modul A(\) = A(\, R™) operiert, in Formeln
zv = (z, \)v fir alle v € A(\). Wir erhalten so einen C-linearen Ringhomomor-
phismus von Z in den Ring aller C-wertigen Funktionen auf dem Dualraum der

Cartan’schen
E=¢pr: Z — Ens(h*,C)
z = (z)

Satz 1.2.4 (Harish-Chandra-Isomorphismus). Seien g D b eine halbeinfache
komplexe Lie-Algebra mit einer Cartan’schen und sei R™ C R(g, b) ein System
positiver Wurzeln. So liefert der eben erklirte Homomorphismus & einen Isomor-
phismus zwischen dem Zentrum Z der Einhiillenden von g und dem Ring der unter
der dot-Operation der Weylgruppe invarianten polynomialen Funktionen auf §*,
in Formeln

¢ Z(g) S O0(p") ™)

1.2.5. Fiir einen komplexen Vektorraum V' bezeichnen wir ganz allgemein mit
O(V) C Ens(V,C) diejenige Unterringalgebra der Algebra aller C-wertigen
Funktionen auf V/, die von den linearen Funktionen erzeugt wird, und nennen ihre
Elemente die polynomialen Funktionen auf V. Die universelle Eigenschaft der
symmetrischen Algebra S(V*) liefert einen Homomorphismus S(V*) — O(V),
der in unserem Fall und allgemeiner im Fall eines beliebigen unendlichen Grund-
korpers ein Isomorphismus ist.

1.2.6. Ist f : V — V" eine lineare oder affine Abbildung, so liefert das ,,Vorschal-
ten von f* einen Homomorphismus in die Gegenrichtung f* : O(V') — O(V),
@ — o f.Operiert insbesondere eine Gruppe G auf V' durch lineare oder affine
Transformationen, so operiert G auch auf O(V'). Die unter (G invarianten poly-
nomialen Funktionen auf V' heiBen dann die G-Invarianten und werden O(V )¢
notiert.

1.2.7. Natiirlich induziert die Abbildung (—p) : h* — h* einen Isomorphismus
zwischen den Invarianten fiir die dot-Operation der Weylgruppe und den Invari-
anten fiir die lineare Opration

(=p) O™ = 0"

Man zeigt unschwer, daB die Verkniipfung (—p)* o ¢ : Z = O(h*)" nicht mehr
von der Wahl eines Systems positiver Wurzeln abhingt. Meist nennt man diese
Verkniipfung dann den Harish-Chandra-Isomorphismus.



1.2.8. Ich ziehe eine andere Sichtweise vor. Gegeben eine halbeinfache komplexe
Liealgebra g heilit die Einskomponente GG ihrer Automorphismengruppe die ad-
jungierte Gruppe unserer halbeinfachen komplexen Liealgebra. Nun wissen wir
aus [HL] 2.6.1 und [HL] 2.4.5, daf} die adjungierte Gruppe je zwei Cartan’sche
ineinander konjugiert, und wir wissen aus [HL] 2.6.6 oder besser 1.3.6, daf} sie
sogar je zwei Paare (), R") bestehend aus einer Cartan’schen und einem System
positiver Wurzeln in ihrem Dualraum ineinander konjugiert. So ein Paar (h, R™)
wird damit durch unsere halbeinfache Liealgebra g eindeutig bestimmt bis auf
eindeutigen Isomorphismus. Wir nennen es die absolute Cartan’sche von g und
notieren es

(babs ’ R:{bs>

Der Weylvektor ist dann ein wohlbestimmtes Element p,,s € b, und der Harish-
Chandra-Homomorphismus ein wohlbestimmter Isomorphismus

Z(g) = O(h%,) "
Beweis. Zunichst einmal zeigen wir, daB £(Z) wirklich aus polynomialen Funk-
tionen auf h* besteht; danach, dal £ sogar in den (I¥/-)-invarianten polynomialen

Funktionen landet; und zum Schluf3, daf} die damit erst recht eigentlich etablierte
Abbildung aus unserem Satz injektiv und surjektiv ist. Bezeichne

Tt A = Ay

diejenige Projektion eines Verma-Moduls auf seinen hochsten Gewichtsraum, die
alle anderen Gewichtsrdume A(\),, annulliert. Wir betrachten die Zerlegung g =
ndhdn’, wobei n beziehungsweise n* die direkten Summen der Wurzelrdume zu
den negativen beziehungsweise positiven Wurzeln meint. Der Satz von Poincaré-
Birkhoff-Witt liefert dann fiir die Einhiillende U := U(g) eine Vektorraumzerle-
gung U = U(h) @ (nU + Un™) und wir notieren

n:U—U(h) =S(b)

die Projektion ldngs dieser Zerlegung. Diese Projektion ist kein Algebrenhomo-
morphismus, sondern nur eine lineare Abbildung. Fiir die Operation auf dem ka-
nonischen Erzeuger vy € A(\) eines Verma-Moduls gilt jedoch offensichtlich
ma(uvy) = n(u)vy. Fir z € Z ist sogar die Projektion 7, tiberfliissig und wir
haben

zuy =n(z)vy YA€

Nun ist hoffentlich klar, daB fiir u € U(h) gilt uvy, = dx(c(u))v, fir ¢ die Kom-
position U(h) = S(h) = O(h*) C Ens(h*,C) und 6§, das Auswerten bei \. Wir
finden also (z,\) = d,\(c(n(z))) fiir alle A alias £(z) = c(n(z)). Also ist £(z)



schon einmal polynomial fiir alle z € Z. Als néchstes zeigen wir, da} £ sogar in
den (W-)-Invarianten landet. Wir wissen nach [KAG] 1.1.24, da8 zwei Polynom-
funktionen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum iiber einem Korper der
Charakteristik Null, die auf der von einer Basis erzeugten Untergruppe iiberein-
stimmen, schon gleich sind. Es reicht also fiir alle z € Z und w € W zu zeigen,
daB £(z) und £(z) o (w-) auf dem Gitter X der ganzen Gewichte dieselben Werte
annehmen. Da die einfachen Spiegelungen die Weylgruppe erzeugen, miissen wir
nur zeigen, daf} gilt

(z,\) = (2,84 A\) YaellLAe X

Wir kennen jedoch schon aus ?? fiir alle A € h* mit (A + p, @) € N eine Einbet-
tung A(s, - A) < A(X) oder einfacher einen von Null verschiedenen Homomor-
phismus. Da das Zentrum der universellen Einhiillenden dann auf diesen beiden
Moduln durch denselben Skalar operieren muf, ergibt sich die Behauptung. Wir
wissen damit, daB unser ¢ tatsédchlich in den (W :)-invarianten Polynomfunktio-
nen landet. DaB} ¢ einen Isomorphismus des Zentrums mit diesem Ring induziert,
wird erst nach einigen Vorbereitungen in den folgenden Abschnitten im Anschluf3
an 1.4.4 gezeigt werden. ]

Erginzung 1.2.9. Unter dem Harish-Chandra-Isomorphismus Z = O(h*)" ent-
spricht dem durch den prinzipalen Antiautomorphismus gegebenen Automorphis-
mus z — 2z von Z die durch die Multiplikation mit (—1) : h* — b* induzierte
Abbildung links. Um das zu sehen geht man aus von der Erkenntnis, daB fiir do-
minante Gewichte A € X gilt L(\)* = L(—wg)), und folgert

(27, 0) = (2, —wo)) = (z,w0 - (—wo))) = (2, =\ = 2p)

erst fiir alle A € X, und da diese Zariski-dicht liegen dann fiir alle A € h*. Unter
dem nichtnormalisierten Isomorphismus Z = O(h*)""") entspricht der prinzipale
Antiautomorphismus links also dem Automorphismus rechts, der von der Punkt-
spiegelung h* — b* mit Zentrum —p erzeugt wird. Identifiziert man die Punkte
aus dem Abschlu3 der dominanten Weylkammer mit gewissen maximalen Idea-
len des Zentrums, so ist unser prinzipaler Antiautomorphismus vertriaglich mit
der Involution A — —w,\ dieser Kammer, sowohl im verschobenen als auch im
unverschobenen Fall.

1.3 Der Chevalley-Isomorphismus

Satz 1.3.1 (Chevalley-Isomorphismus). Seien g D h eine halbeinfache komplexe
Liealgebra mit einer Cartan’schen und sei G C Aut(g) die adjungierte Gruppe
nach [HL] 2.6.1. So induziert die Restriktion von Funktionen O(g) — O(h) einen
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Isomorphismus zwischen den G-Invarianten in O(g) und den Weylgruppeninvari-
anten in O(b), in Formeln

Res: O(g)¢ = O(h)"

Ergdnzung 1.3.2. Dieser Isomorphismus ist ein algebraischer Verwandter unse-
res Homéomorphismus 7'/W = K/(int K) fiir eine zusammenhingende torierte
kompakte Liegruppe (K, T") aus [ML] 5.10.12. In der Sprache der geometrischen
Invariantentheorie [KAG] 9.6.22 besagt unser Satz, da} die Einbettung ) — g
einen Isomorphismus h/WW = g/ G zwischen den algebraischen Quotienten in-
duziert, von denen der erste sogar ein geometrischer Quotient ist.

Beispiel 1.3.3. Wir besprechen den Fall g = sl(n; C) und zeigen dazu eine ana-
loge Aussage fiir g = gl(n; C) mit h dem Unterraum der Diagonalmatrizen, die
zwar streng genommen nicht durch den vorstehenden Satz abgedeckt wird, deren
Beweis mir jedoch besonders instruktiv scheint. Unser Invariantenring O(g)® ist
in diesem Fall die Menge aller Polynome in den Matrixeintrdgen, die konstant sind
auf allen Konjugationsklassen. Ist + = x5 + x,, die (konkrete) Jordan-Zerlegung
von x € gl(n;C), so gehort xs + ex,, fiir alle £ # 0 zur selben Konjugationsklasse
wie z. Fiir f € O(g)® ist also ¢ — f(zs + £z,) eine polynomiale Funktion in ¢,
die konstant ist auerhalb von ¢ = 0. Es folgt sofort f(z) = f(z5), und da jede
halbeinfache Konjugationsklasse die Menge ) der Diagonalmatrizen trifft, defi-
niert die Restriktion eine Injektion O(g)“ — O(h). Nun sind je zwei Diagonal-
matrizen konjugiert, deren Eintrége sich nur in ihrer Reihenfolge unterscheiden.
Folglich landet unsere Injektion in den symmetrischen Polynomen in den Matri-
xeintriigen, als da heiBtin O(h)". Weiter wissen wir aber, daB die symmetrischen
Polynome ihrerseits Polynome sind in den elementarsymmetrischen Polynomen,
und fiir diese finden wir als Urbilder in O(g)“ die Funktionen, die jeder Matrix
einen geeigneten Koeffizienten ihres charakteristischen Polynoms zuordnen. Also
ist unsere Restriktion fiir g = gl(n; C) und b die Diagonalmatrizen eine Bijektion
O(g)% = O(h)W. Dasselbe folgt leicht fiir g = sl(n; C).

Beispiel 1.3.4. Im Fall der Gruppe G = SO(2n; C) besteht die Lie-Algebra g aus
allen schiefsymmetrischen Matrizen und eine interessante invariante polynomiale
Funktion aus O(g)“ ist die Pfaff’sche Determinante [LLA2] 2.5.8.

1.3.5. Der Beweis wird in eine Folge von Teilresultaten aufgebrochen. Lemma
1.3.6 zeigt, daB3 unsere Restriktion die G-Invarianten wirklich in die 1/ -Invarianten
abbildet. Bemerkung 1.3.7 zeigt, daB3 die Einschrinkung der Restriktionsabbil-
dung auf O(g)® injektiv ist. Im Anschluf daran zeigen wir dann noch die Sur-
jektivitit, indem wir hinreichend viele G-invariante polynomiale Funktionen auf
g explizit angeben.

Lemma 1.3.6 (Realisierung der Weylgruppe in der adjungierten Gruppe).
Sei g eine halbeinfache Liealgebra. Ist ) C g eine Cartan’sche Unteralgebra und
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w € W ein Element der Weylgruppe, so gibt es ein Element der adjungierten
Gruppe w € G mitw(h) C b und

w=w:h—0Hh

Beweis. Es reicht, ein mogliches s, fiir jede Wurzel « € R anzugeben. Dazu
wihlen wir 2, € ga, Yo € §_o mit [Z,, yo] = @” und versuchen unser Gliick mit

54 = exp(ad x,) exp(ad(—y,)) exp(ad z,)

Fir h € kera C b gilt offensichtlich [z,,h] = 0 = [ya, h], folglich halten
exp(ad z,), exp(ad y,) und schlieBlich auch $, jedes h € ker « fest. Dann be-
rechnen wir noch mit Gewalt

So(aY) = exp(adz,)exp(ad(—ya))(a” — 2z,)
= exp(adz,)(a’ — 2z, — 2y, — 20" + 2y,)
—aV — 2z, + 27,

= —Q{\/

und das Lemma ist gezeigt. [

1.3.7. Seien g D bh eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen
und sei G C GL(g) die adjungierte Gruppe. So liegt G Zariski-dicht in g. Das
haben wir bereits beim Beweis der Konjugiertheit von Cartan’schen [HL] 2.4.5 ge-
zeigt. Will man das differentielle Dominanzkriterium [HL] 2.4.8 hier vermeiden,
kann man auch einfacher argumentieren mit der Erkenntnis, daB jede nichtleere in
der metrischen Topologie des C™ offene Teilmenge bereits Zariski-dicht liegt.

Beweis der Surjektivitdt in 1.3.1. Dazu miissen wir geniigend G-invariante poly-
nomiale Funktionen auf g konstruieren. Ist p : ¢ — End V eine endlichdimen-
sionale Darstellung von g und p € N, so behaupten wir, da = +— tr(p(z)?) zu
O(g)% gehort. In der Tat kommutiert fiir alle y € g das Diagramm

gV — V
(ad y)®id +id ®@p(y) l lp(y)
gV — V

Wenn man y als nilpotent annimmt und von beiden vertikalen Abbildungen exp
nimmt und das enstehende kommutative Diagramm auf x ® v auswertet, folgt

p((exp(ady))(z)) (exp p(y)) v = (exp p(y)) (p(z)v)

Mit den Abkiirzung g := exp(ady) und b := exp p(y) finden wir p(gz)bv =
bp(z)v alias p(gz) = bp(x)b~t ist konjugiert zu p(x) fiir g := exp(ady) und
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dann natiirlich fiir alle ¢ € . Wir erhalten also als invariante Funktionen schon
mal die Funktionen C(V,p) € O(g)“ gegeben durch C(V,p)(x) = tr(py(z)P).
Nun beachte man, da3 O(h) als C-Vektorraum von allen Potenzen \" mit A € X
ein ganzes Gewicht erzeugt wird. Betrachten wir also die ,,.Symmetrisierung*

sym: O(h) — O(h)"
/ = Zwew wf

so erzeugen die sym(\P) fir A € X schon O(h)" als C-Vektorraum. Es ist aber
klar, daB die Restriktionen auf ) der bereits konstruierten Invarianten die Gestalt

C(LA),p) = > ausym(p?)

BEXT, p<A

haben mit a) # 0, genauer gilt fiir h € h offensichtlich

C(L(A),p)(h) =) (dim L(A),)v(h)"

vex

Eine kurze Induktion zeigt dann, daf unsere Restriktion in der Tat eine Surjektion
O(g)% — O(h)W liefert. O

1.4 Herleitung des Harish-Chandra-Isomorphismus

1.4.1. Ist V ein Vektorraum und x : V' — V eine lineare Abbildung, so gibt es of-
fensichtlich genau eine Fortsetzung = : TV — TV von x zu einer Derivation auf
der Tensoralgebra, und diese induziert eine Derivation 2 : SV — SV auf der sym-
metrischen Algebra. Ist V' endlichdimensional und der Grundkorper algebraisch
abgeschlossen, so haben wir einen natiirlichen Isomorphismus SV = O(V*),
unter dem unser & dem Anwenden des durch y — (y o z) auf V* gegebenen
Vektorfelds entspricht.

1.4.2. Ist g eine Liealgebra und = : g — g eine Derivation, so induziert unse-
re Derivation £ : Tg — Tg aus 1.4.1 eine Derivation © : Ug — Ug auf der
einhiillenden Algebra. Ist speziell x = ad y fiir y € g, so finden wir

z(u) = yu — uy

In der Tat sind beide Seiten Derivationen von Ug, die auf allen u € g iibereinstim-
men. Folglich miissen sie gleich sein.

1.4.3. Ist g eine komplexe Lie-Algebra und V' eine Darstellung von g, so operiert
g auf den Tensorpotenzen V®™ und auch auf der ganzen Tensoralgebra TV . Diese



Operation geschieht offensichtlich durch Derivationen, d.h. wir haben einen Lie-
Algebren-Homomorphismus

g— Der¢ TV

Weiter ist die symmetrische Algebra SV eine Quotientendarstellung von TV und
man sieht ohne Schwierigkeiten, dafl wir so auch eine Operation durch Derivatio-
nen g — Derc SV erhalten.

1.4.4. Sei g eine komplexe Lie-Algebra. Die adjungierte Darstellung fiihrt nach
unseren allgemeinen Uberlegungen zu Beginn dieses Abschnitts zu einer g-Opera-
tion durch Derivationen auf der Tensoralgebra und auf der symmetrischen Algebra
und auch zu einer g-Operation durch Derivationen auf der universellen Einhiillen-
den Algebra

g — Derc Ty

g — Derc Sg

g — Derc Ug

Auf der universellen Einhiillenden U := Ug notieren wir ad x die Derivation
zu x und priifen leicht (ad x)(u) = xu — ux, da beide Seiten Derivationen der
Einhiillenden sind, die auf v € g C U denselben Effekt haben. Insbesondere
konnen wir das Zentrum der Einhiillenden auch beschreiben als die g-Invarianten
unter der adjungierten Operation, in Formeln

Z=U?

1.4.5. Ist V = g* die koadjungierte Darstellung und ist unsere Lie-Algebra end-
lichdimensional, so erhalten wir speziell eine Operation durch Derivationen g —
Derc O(g). Geometrisch konnen wir diese Operation verstehen, indem wir ein
x € g auffassen als das algebraische Vektorfeld y — [z, y] auf dem Raum g. Ist
g die Lie-Algebra einer Liegruppe G, so wird unsere Operation induziert von der
adjungierten Operation von GG auf g, die eine Operation von GG auf O(g) liefert,
die dann differenziert werden kann.

Proposition 1.4.6. Ist g eine komplexe halbeinfache Liealgebra und G ihre ad-
jungierte Gruppe, so haben wir O(g)® = O(g)¢.

Beweis mit Lie-Theorie. Fiir jedes r > 0 bilden die polynomialen Funktionen
vom Grad < r eine stetige Darstellung der adjungierten Gruppe G und die Opera-
tion von g ist offensichtlich die zugehorige abgeleitete Operation der Liealgebra.
Die Proposition folgt damit aus [ML] 2.2.5. Im Rahmen algebraischer Gruppen
kann man auch mit [AAG] 4.6.23 argumentieren. ]
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Beweis. Wir wihlen Bezeichnungen fiir unsere beiden Operationen und notieren
sie

p:g — DercO(g)

Y:G — Autc O(g)

Jetzt behaupten wir fiir y € g nilpotent in Autc O(g) die Gleichung

exp p(y) = Y(exp(ady))

Da beiden Seiten Automorphismen von C-Ringalgebren sind, reicht es zu zeigen,
daB ihre Einschrinkungen auf den Raum g* C O(g) der linearen Funktionen
iibereinstimmen. Zu zeigen ist also nur

exp(ad”y) = (exp(ady) ')~

und das folgt sofort aus ad*y = (— ad y) . Aus unserer ersten Gleichung erhalten
schon einmal O(g)? C O(g)“. Da andererseits die Lie-Algebra g von ihren nilpo-
tenten Elementen erzeugt wird, kann man O(g)? auch beschreiben als die Menge
aller f € O(g) mit p(y)f = 0 fiir alle nilpotenten y € g. Mit dem anschlieBenden
Lemma 1.4.7 folgt so umgekehrt auch O(g)¢ C O(g)?. O

Lemma 1.4.7. Sei x : V — V ein lokal nilpotenter Endomorphismus eines Q-
Vektorraums. Bezeichne exp(Qx) C GL(V') die Untergruppe aller exp tx mit
t € Q. So besteht der Kern von x genau aus den Invarianten von exp(Qx), in
Formeln

ker z = VP

Beweis. Die Inklusion C ist evident. Die andere Inklusion D folgt aus der Tatsa-
che, daB} auch eine vektorwertige polynomiale Funktion vy + vt +. ..+ v,t" einer
Variablen ¢ aus einem unendlichen Korper nur konstant sein kann, wenn sie keine

Terme hoherer Ordnung hat, v; = ... = v, = 0. Betrachten wir nun speziell fiir
v € V die Abbildung Q — V', t — exp(tz)v, so ist unsere Abbildung konstant
genau dann, wenn gilt zv = 0. [l

Herleitung des Harish-Chandra-Isomorphismus. Wir betrachten dazu mit den No-
tationen aus dem ersten Teil des Beweises von 1.2.4 das kommutative Diagramm

Ulg) = S(b)
U U

Z(g) 5 S(H)")

Die Abbildung 7 in der oberen Zeile ist vertrdglich mit den Standardfiltrierungen
?? auf den jeweiligen Rdumen. Die Abbildung ¢ in der unteren Zeile ist folglich
vertriiglich mit den jeweils induzierten Filtrierungen. Induziert £ : Z — S(h)W")
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einen Isomorphismus nach Ubergang zu den assoziierten graduierten Riumen, so
ist es nach [KAG] 7.1.16 bereits selbst ein [somorphismus. Machen wir nun diesen
Ubergang, so erhalten wir das innere Rechteck eines kommutativen Diagramms
der Gestalt

O(g) O(b)

S(g)? S(p)W
/s<g*>g sw*)W\
0(g)° = o(b)"

Die Bedeutung der anderen Pfeile wird im folgenden erldutert: Mit den beiden in-
neren oberen nach aufien weisenden Pfeilen sind die Identifikationen gr(U(g)) —
S(g) und gr(S(h)) = S(h) aus dem Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt ?? gemeint,
mit dem inneren nach auflen weisenden Pfeil unten rechts die hoffentlich offen-
sichtliche Identifikation gr(S(h)")) = S(h)". Der innere nach auBen weisende
Pfeil unten links meint die Identifikation gr(Z(g)) = gr(U(g)?) — (grU(g))? =
S(g)? mit dem ersten Pfeil wie im anschliefenden Lemma 1.4.9. Die obere mitt-
lere Horizontale sei induziert von der Projektion g — b, die alle Wurzelrdume zu
Null macht, die mittleren Vertikalen seien die offensichtlichen Inklusionen, und
die untere mittlere Horizontale sei definiert durch die Kommutativitit der dariiber-
liegenden Zelle unseres Diagramms. Aus der Kommutativitit der anderen Zellen,
deren Nachweis dem Leser iiberlassen bleiben kann, folgt dann die Kommutativi-
tit des mittleren Rechtecks. Betrachten wir nun die Killingform oder allgemeiner
irgendeine nichtausgearteten invariante Bilinearform auf g und betrachten die da-

12



von induzierten Isomorphismen g — g* und h = b*, so identifiziert sich das
mittlere Rechteck mit dem duBeren Rechteck, worin wir die obere Horizontale
als die Restriktion von Funktionen verstehen. In diesem Diagramm ist die unte-
re Horizontale aber ein Isomorphismus, eben der Chevalley-Isomorphismus aus
1.3.1. [

Lemma 1.4.8 (Invarianten und assoziierte Graduierte). Ist V' eine Darstellung
einer endlichen Gruppe W iiber einem Korper k und ist auf V eine Filtrierung
durch Unterdarstellungen gegeben und teilt die Charakteristik von k nicht die
Gruppenordnung, so liefert die Einbettung einen Isomorphismus zwischen dem
assoziierten Graduierten der Invarianten und den Invarianten des assoziierten
Graduierten

gr(VY) = (gr V)"

Beweis. Nach dem Satz von Maschke [NAS] 4.1.1 ist unter unseren Annahmen
jede Darstellung unserer Gruppe iiber besagtem Korper halbeinfach als Modul
tiber dem Gruppenring, nach [NAS] 2.3.4 besitzt also jede Unterdarstellung ein
Komplement und insbesondere auch die Unterdarstellungen V<"~1 C V=", Das
Lemma folgt. [

Lemma 1.4.9. Gegeben eine eine Liealgebra g iiber einem Korper der Charak-
teristik Null ist die Standardfiltrierung auf U = U(g) stets (ad g)-stabil und die
von der Einbettung U® C U induzierte Einbettung gr(U®) C gr U induziert einen
Isomorphismus

gr(U?) = (grU)*

Beweis. Ist V ein Vektorraum, so operiert die symmetrische Gruppe S,, auf V&
durch Vertauschung der Faktoren. Im Fall char £ = 0 induziert die Surjektion
Ven — S"V einen Isomorphismus

(VEm)Sn 5 8"V

von den ,,symmetrischen* Tensoren der Stufe n auf die n-te homogene Kompo-
nente der symmetrischen Algebra, vergleiche [KAG] 3.5.4. Wir bezeichnen mit
TSV C TV die Summe iiber alle (VV®")S» und haben damit einen Isomorphis-
mus
TSV & SV

von Vektorrdaumen konstruiert, der allerdings mit der Multiplikation im Allgemei-
nen nicht vertrdglich sein wird. Ist V' eine Darstellung einer Lie-Algebra g, so
operiert g auch durch Derivationen auf TV und SV, unser T®V ist eine Unterdar-
stellung von TV und unsere Abbildung TSV = SV ist ein Isomorphismus von
Darstellungen. Ist g eine Lie-Algebra und U := U(g) ihre Einhiillende, so erhal-
ten wir in derselben Weise einen Isomorphismus von Darstellungen TSg = U,

13



der einen Isomorphismus gr T®g = gr U induziert. Damit paBt der Morphismus
aus dem Lemma in ein kommutatives Diagramm

gr((T°g)7) — (gr(T9))e
+ S
gr(U®)  —  (erU)

Hier sind die Vertikalen und obere Horizontale Isomorphismen, also auch die un-
tere Horizontale. [

Ubungen

Ubung 1.4.10. Das Zentrum von U(gl(n;C)) ist der Polynomring, der erzeugt
wird von den Elementen ¢y, . . ., ¢, mit

G = Z Ev o) Evyw@) - - - Evi-1)v()
v: Z/iZ—{1,....n}

Speziell wird ¢; = F1; + Ea + ... + E,, die Einheitsmatrix in gl(n; C) und c,
ist der Casimiroperator zu einer geeigneten Bilinearform auf gl(n; C).

1.5 Zentrale Charaktere

1.5.1. Gegeben ein kommutativer Ring A bezeichne Max A die Menge der ma-
ximalen Ideale von A. Ist A eine ringendlicher C-Kring, so liefert die Abbildung
@ — ker ¢ nach der korpertheoretischen Form des Hilbert’schen Nullstellensatzes
und genauer [KAG] 1.6.24 eine Bijektion

Kring®(4,C) = Max A

Wir haben also zum Beispiel eine kanonische Bijektion Max C[ X7, ..., X, | =
C"™ und koordinatenfrei fiir jeden endlichdimensionalen komplexen Vektorraum
V' eine kanonische Bijektion Max O(V) = V. Weiter liefert jeder Homomor-
phismus f : A — B von C-Kringen in einen weiteren ringendlichen C-Kring B
eine Abbildung in der Gegenrichtung

MaxB — MaxA
x =

Satz 1.5.2 (Maximale Ideale von Invariantenringen). Sei A ein ringendlicher
C-Kring mit einer Operation einer endlichen Gruppe W durch Automorphismen.
So induziert die von der Einbettung AW C A induzierte Abbildung Max A —
Max(AY) eine Bijektion

(Max A)/W = Max(A")
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und fiir alle m € Max(A") liefert die Einbettung von C einen Isomorphismus
C S AV /m.

Erginzung 1.5.3. In [KAG] 5.3.3 zeigen wir dieselbe Aussage iiber einem belie-
bigen algebraisch abgeschlossenen Grundkorper und zeigen zusitzlich, dafl auch
AW ringendlich ist iiber dem Grundkorper.

Beweis. Wir beginnen mit der Surjektivitit. Sei m C A" ein maximales Ideal
und (Am) das von m in A erzeugte Ideal. Ich behaupte (Am) # A. Es reicht zu
zeigen, dab fiir ein beliebiges Ideal m C A" aus (Am) = A folgt m = AW, Aber
(Am) = A impliziert eine Gleichung

armi+...+am, =1 mita; € A, m; € m.

Summieren wir alle Transformierten dieser Gleichung unter den verschiedenen
x € W auf, so ergibt sich eine Gleichung der Gestalt

b1m1 —i——}—brmT = ‘W|

mit b; € A" und es folgt m = AY. Fiir m € Max(A") gibt es also m € Max A
mit m O Am, und dann haben wir notwendig m N A" = m. Das zeigt die Sur-
jektivitit der Abbildung in unserem Satz und zeigt auch, daB die offensichtliche
Abbildung eine Injektion A" /m < A/m ist und mithin die Einbettung von C
in den ersten Ring auch ein Isomorphismus. Es bleibt nur noch die Injektivitit
der ersten Abbildung im Satz zu zeigen. Sind aber A\, u € Max A gegeben mit
A& W, so gibtes ein a € A, das ,,verschwindet an der Stelle A aber bei keinem
der zp*, in Formeln a € A\, a € xpn Vo € W. Bilden wir dann das Produkt aller
xa mit € W, so erhalten wir eine Invariante f € A" mit f € \, f & u. Das
zeigt die Injektivitét. 0

Definition 1.5.4. Sei g eine komplexe Lie-Algebra und Z := Z(g) das Zentrum
ihrer Einhiillenden. Ein Homomorphismus von C-Kringen Z — C heifit ein zen-
traler Charakter von g. Ist Z endlich erzeugt als C-Algebra, so konnen und
werden wir die Menge aller zentralen Charaktere identifizieren mit Max Z.

Proposition 1.5.5. Seien g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, b eine Car-
tan’sche und R* ein ausgezeichnetes System positiver Wurzeln. Die von unse-
rem Harish-Chandra-Homomorphismus induzierte Abbildung & : h* — Max Z,
A — Anny A()) induziert eine Bijektion

h*/(W-) = Max Z

Bemerkung 1.5.6. Ich hoffe, dal der Leser aus dem Kontext erschlieBen kann,
wann £ eine Abbildung Z — O(h*) meint und wann wie hier die induzierte Ab-
bildung h* — Max Z.
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Beweis. Wir betten unsere Abbildung ein in ein Diagramm

b* /(W) = Max Z
Ll ™
(Max O(h))/(W-) — Max (O(h*)™)

wo die linke Vertikale induziert wird von der kanonischen Identifikation h* —
Max O(h*), die rechte Vertikale von ¢ : Z = O(h*)"") und die untere Ho-
rizontale von der Einbettung O(h*)W") < O(h*). Der Leser mag priifen, daf
dies Diagramm kommutiert. Die rechte Vertikale ist bijektiv nach dem Satz von
Harish-Chandra. Die untere Horizontale ist bijektiv nach dem vorhergehenden all-
gemeinen Satz 1.5.2. Die Proposition folgt. [

Lemma 1.5.7. Jeder einfache Subquotient eines Vermamoduls A(\) ist isomorph
zu einem L(x - \) fiirx € W.

Beweis. Das folgt sofort aus Proposition 1.5.5, da jeder Subquotient von demsel-
ben maximalen Ideal des Zentrums der Einhiillenden annulliert werden muf} wie
der ganze Vermamodul. [

1.6 Die ganzzahlige Weylgruppe eines Gewichts

1.6.1. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper der Cha-
rakteristik Null, R C V ein Wurzelsystem [SPW] 2.1.2 und A € V/(R) eine Ne-
benklasse unter dem Wurzelgitter. Wir bezeichnen mit W die Weylgruppe unseres
Waurzelsystems und mit W, C W die Standgruppe der Nebenklasse A. Weiter de-
finieren wir das System der auf A ganzzahligen Wurzeln durch

Ry:={a€R|{\a")€Z VYAeA}

Man sieht leicht ein, dal R, ein Wurzelsystem ist in dem von ihm aufgespannten
Teilraum von V. Gegeben ein System positiver Wurzeln BT C R ist sicher auch
R™ N R, ein System positiver Wurzeln in R,. Die zugehérige Menge von einfa-
chen Wurzeln notieren wir ITy C R* N R,. Offensichtlich gilt stets IIN Ry C IT,.

1.6.2. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Korper der Cha-
rakteristik Null und R C V ein Wurzelsystem. Ist A € V' gegeben, so bezeichnen
wir mit \ seine Nebenklasse modulo dem Wurzelgitter und nennen die Standgrup-
pe W5 dieser Nebenklasse die ganzzahlige Weylgruppe von A, nicht zu verwech-
seln mit der Standgruppe W, von A selbst. Ebenso nennen wir Ry das ganzzah-
lige Wurzelsystem von \. Bei genauerem Hinsehen erkennt man unschwer, daf3
diese Bildungen sogar nur von der Nebenklasse von A modulo dem Gitter X der
ganzzahligen Gewichte abhidngen.
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Die Spiegelebenen der affinen Weylgruppe eines Wurzelsystems, das im Bild
neben [SPW] 2.4.5 eingezeichnet war. Hier habe ich ein Gewicht ) eingezeichnet
und als fette Punkte den Nullpunkt sowie die Elemente seiner Nebenklasse A
unter dem Wurzelgitter. Die Spiegelungen an den beiden fett eingezeichneten
Linien erzeugen die ganzzahlige Weylgruppe W5 von A. Die Spiegelungen an
den durchgezogenen Linien erzeugen den Stabilisator in der affinen Weylgruppe
seiner Nebenklasse modulo dem Wurzelgitter.
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Proposition 1.6.3 (zur ganzzahligen Weylgruppe eines Gewichts). Seien V'
ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper der Charakteristik Null,
R C V ein Wurzelsystem, W die Weylgruppe und A € V/{R) eine Nebenklasse
des Wurzelgitters. So wird die Standgruppe W von A erzeugt von den Spiegelun-
gen an den auf A ganzzahligen Wurzeln, in Formeln

Wy = (sa | @ € Ry)

Beweis. Sei A € A ein Reprisentant. Das anschlieBende Lemma 1.6.4 zeigt, daf3
die Standgruppe W, von A\ in der affinen Weylgruppe V unseres Wurzelsystems
R von Spiegelungen erzeugt wird. Damit wird auch W, von Spiegelungen er-
zeugt, denn IV, ist gerade das Bild von WV, unter dem Bilden des linearen Anteils
W — W. Die Spiegelungen aus W, sind aber per definitionem gerade die Spie-
gelungen zu Wurzeln aus R,. [l

Lemma 1.6.4. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem ange-
ordneten Korper k und YW C Aff* V eine affine Spiegelungsgruppe im Sinne
von [SPW] 1.5.2. Ist K D k eine Korpererweiterung, so wird auch fiir jedes
A € K ®y, V seine Standgruppe VW, C W erzeugt von Spiegelungen.

Beweis. Wir ergidnzen ey = 1 € k zu einer k-Basis (e;);c; von K und erhalten
eine Zerlegung K ®; V = @P(e; ® V). Nach geeigneter Umbenennung von [
konnen wir dann A darstellen in der Form

>\I>\0+€1®)\1+...+€n®)\n

mit \; € V. Bezeichnet w € GL(V') den linearen Anteil von w € W, so haben
wir offensichtlich

WA = WAy +€1Q WA + ...+ e, W\,

Die Standgruppe von )\ kénnen wir demnach so beschreiben: Wir nehmen erst die
Standgruppe von )\, eine endliche affine Spiegelungsgruppe nach [SPW] 1.7.5.
Diese identifizieren mit der endlichen Spiegelungsgruppe ihrer linearen Anteile
und nehmen dann darin die Standgruppe von \;, darin hinwiederum die Stand-
gruppe von ), etcetera. In jedem Schritt wird aber nach [SPW] 1.7.5 aus einer
Spiegelungsgruppe wieder eine Spiegelungsgruppe. O

Definition 1.6.5. Seien V' O R D R" ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber
einem Korper der Charakteristik Null, ein Wurzelsystem und ein System positiver
Wurzeln. Gegeben A € V/(R) eine Nebenklasse des Wurzelgitters bezeichnen
wir die durch Ry\N R gegebene Linge auf der Standgruppe W) miti, : Wy — N
und bezeichnen mit wy € W)y das beziiglich [, lingste Element.
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1.6.6. Sei ganz allgemein (¥, E) eine endliche affine Spiegelungsgruppe und
A einer ihrer Alkoven. Wir betrachten im Raum der Richtungsvektoren E die
Menge A* aller nichtnegativen Linearkombinationen von Vektoren, die (—1)-
Eigenvektoren von Spiegelungen sind und in Richtung von A zeigen. Nun fiihren
wir auf /' zwei Teilordnungen ein:

1. A < o moge bedeuten 1 € X\ + A*. Wir verwenden das Symbol <, um den
Unterschied zur Relation < aus 1.6.8 anzudeuten;

2. A = p moge bedeuten, daB es eine Folge ¢4, s, ..., von Spiegelungen
glbtmlt)\ < tl/\ < tgtl)\ < < tr...tgtl)\ = Uu.

Offensichtlich ist die zweite Relation stérker als die Erste. Offensichtlich ist weiter
in jeder 1V-Bahn auf £ der Reprisentant aus A das groBte Element fiir beide
Teilordnungen und der Reprisentant aus w4 A = — A das Kleinste.

Ergénzung 1.6.7. Im Ubrigen ist fiir A € A und 2,y € W auch 2\ < y)\ gleich-
bedeutend dazu, daB gilt > y in der Bruhat-Teilordnung auf 11" aus [SPW] 3.3.

Definition 1.6.8. Seien V' O R D R™ ein Vektorraum mit einem Wurzelsystem
und einem ausgezeichneten System positiver Wurzeln. Wir fithren zwei Teilord-
nungen auf V' ein:

1. A < moge wie in ?? bedeuten p1 € X + |RT);

2. A 1 pmoge bedeuten, daB es eine Folge ¢4, o, . . . , ¢, von Spiegelungen gibt

Beispiel 1.6.9. Auch auf der Weylbahn eines ganzen Gewichts ist die zweite Re-
lation im allgemeinen echt stirker. Zum Beispiel mag man das Wurzelsystem
{e;—ej |t #j}in{(a1,...24) €ER* |21 +...+ 24 =0} aus [SPW] 2.1.18 vom
Typ As betrachten mit dem tiblichen System positiver Wurzeln R* = {e; — ¢; |
i < j}. Fir die Gewichte A = N — pund p = ¢/ — pmit i/ = 31 4269 +4e3+¢4
und \ = &1 +4e5+2¢3+3¢,4 in den Notationen [SPW] 2.1.18, also mite;(e;) = 0;5,
giltdann p1 = A+ 2(g1 —e3) +2(e3 — £4) und damit A < p in Bezug auf das duale
Wurzelsystem. Wir haben auch W - A = W - 4, aber dennoch gilt nicht A 1 u, wie
man unschwer einsieht.

Definition 1.6.10. Seien 1 ein Vektorraum iiber einem Korper der Charakteristik
Null und R* € R C V ein Wurzelsystem im Sinne von [SPW] 2.1.2 mit einem
ausgezeichneten System positiver Wurzeln. Dann bilden wir die Halbsumme der
positiven Wurzeln p = p(R™) und betrachten die Menge

Vaiom ={A eV | (A+pa”)g{-1,-2,...} Va € R"}

19



und nennen ihre Elemente die p-dominanten Vektoren von V. Sind wir in einer
der in der Darstellungstheorie iiblichen Situationen, dal unser Vektorraum etwa
der Dualraum einer Cartan’schen ist, so daf} seine Elemente iiblicherweise als Ge-
wichte bezeichnet werden, so sprechen wir entsprechend von p-dominanten Ge-
wichten. Die dominanten Gewichte in h* erhalten wir mithin aus den p-dominanten
ganzen Gewichten durch die Addition von p.

Korollar 1.6.11. Seien V. O R D R™" ein Vektorraum iiber einem Korper der
Charakteristik Null mit einem Wurzelsystem und einem ausgezeichneten System
positiver Wurzeln. So haben wir:

1. Fiiralle \ € V gilt A\ (W - \) = Wy - \;

2. Fiir jedes \ € V besitzt seine Bahn unter seiner ganzzahligen Weylgruppe,
kurz seine ganzzahlige Bahn W5 - \ ein grofites und ein kleinstes Element
beziiglich T und a forteriori auch beziiglich <;

3. Ein Gewicht A € V ist p-dominant genau dann, wenn es das grofite Element
seiner ganzzahligen Bahn W5 - \ ist. Das kleinste Element besagter Bahn
ist dann wsy, - \.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus den Definitionen. Die anderen ergeben
sich, wenn wir Bemerkung 1.6.6 anwenden auf die dot-Operation der ganzzah-
ligen Weylgruppe W5 auf dem affinen Raum \ + (R)q iiber dem angeordneten
Korper Q. [

Proposition 1.6.12 (Einfache Vermamoduln). Der Vermamodul A()\) einfach,
wenn gilt (A + p,aV) &€ {1,2,...} Ya € R*, wo p die Halbsumme der positiven
Wurzeln bezeichnet.

Vorschau 1.6.13. Die in dieser Proposition formulierte hinreichende Bedingung
fiir die Einfachkeit eines Vermamoduls aus obigem Satz ist auch notwendig, wie
aus unserer Beschreibung aller Homomorphismen zwischen Vermamoduln 2.6.2
unmittelbar folgen wird.

Beweis. Wir wissen nach 1.5.7, daBl nur die einfachen Hochstgewichtsmoduln
L(zx-A) mitz € Wund z -\ € A — |R") als einfache Subquotienten in Fra-
ge kommen. Nach 1.6.11 gehort x dann zur ganzen Weylgruppe W5 und ist A
das <-kleinste Element von W5 - A, so muB3 A(\) einfach sein. Dies <-kleinste
Element ist aber nach 1.6.11 auch das 1-kleinste und kann deshalb charakterisiert
werden durch die Eigenschaft (A + p,a") & {1,2,...} firalle« € R". O
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Beispiel 1.6.14. Im Kontext von 1.6.5 muf} die Bruhat-Teilordnung auf W nicht
notwendig die Bruhat-Teilordnung auf I/, induzieren. Ist etwa IR das Wurzelsys-
tem vom Typ G5 mit Basis {«, 3} und (3, ") = —3, und erkldren wir \ durch
(N, V) =1/2und (\, 8Y) = 1 und A als seine Nebenklasse, so ist Ry vom Typ
Aj x Ay, aber die Bruhat-Teilordnung auf W induziert eine totale Ordnung auf
Wi.
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2 Multiplizititen von Vermamoduln

Die Kategorie O wurde eingefiihrt in einer Arbeit von Bernstein-Gelfand-Gelfand
[BGG76] als natiirlicher Rahmen fiir das Studium der Jordan-Holder-Multiplizititen
von Vermamoduln. Die Bezeichnung geht auf das russische Wort ocaoBHO®BI fiir
»grundlegend* zuriick. In obiger Arbeit zeigen die Autoren eine Analogie im Kon-
text unendlichdimensionalen Darstellungen komplexer halbeinfacher Liealgebren
zur sogenannten ,,Brauer-Nesbitt-Reziprozitit* [?] aus der modularen Darstel-
lungstheorie endlicher Gruppen. Fiir derartige Phdnomene hat sich mittlerweile
die Bezeichnung ,,.BGG-Reziprozitit* durchgesetzt.

2.1 Kategorie O

Definition 2.1.1. Gegeben g D b eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit
einer Cartan’schen und ein System R™ positiver Wurzeln setzen wir b := b &
D, cr+ 9o und definieren die Kategorie O als diejenige volle Unterkategorie in
der Kategorie aller Darstellungen der Liealgebra g, die gegeben wird durch die
Bedingungen

M ist endlich erzeugt iiber g
O =0(g,h,R") :={ M € g-Mod | M ist lokal endlich iiber b
M ist halbeinfach iiber b

Die zweite Bedingung meint ausgeschrieben, dafl jeder Vektor unserer Darstel-
lung in einem endlichdimensionalen b-stabilen Teilraum enthalten ist. Die dritte
Bedingung bedeutet, dal} alle /7 € b auf unserer Darstellung durch diagonalisier-
bare Endomorphismen operieren, daf$} also gilt M = € ey Mo mit

My:={me M| Hm=XNH)mVH € b}
dem Gewichtsraum zum Gewicht .

2.1.2. Die Terminologie ,.halbeinfach* ist an dieser Stelle aus der Theorie der Mo-
duln tiber Ringen entnommen: Wie in [NAS] 2.3.1 nennen wir auch Darstellungen
von Liealgebren ,,halbeinfach, wenn sie das Erzeugnis ihrer einfachen Unterdar-
stellungen sind. Durch [NAS] ?? ist der Begriff ,,halbeinfach* ja sogar fiir Moduln
iiber beliebigen Mengen erklirt.

Erginzung 2.1.3. Ist g eine halbeinfache komplexe Liealgebra und h C g ei-
ne Cartan’sche und R(g, h) das Wurzelsystem, so erhalten wir nach Ubung [HL]
2.3.29 eine Bijektion

Systeme R C R(g, ) von ~ Borelsche Unteralgebren,
positiven Wurzeln die h umfassen
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durch die Vorschrift R* +— b = bh @& @+ 9a- Im Rahmen der Theorie der
algebraischen Gruppen [AAG] 4.6.28 sieht man ohne gro3e Schwierigkeiten, daf3
Jje zwei Borel’sche Unteralgebren einer endlichdimensionalen reduktiven komple-
xen Liealgebra konjugiert sind unter einem Automorphismus der Liealgebra, so
daf insbesondere jede Borel’sche einer halbeinfachen Liealgebra von der oben an-
gegebenen Gestalt ist. Weiter hingt unsere Kategorie O(g, h, R*) C g-Mod von
der Wahl von b gar nicht ab, sondern nur von der Borel’schen b, und wir hitten
sie durchaus O(g, b) notieren konnen: In der Tat kann die dritte Bedingung um-
formuliert werden zur Forderung, daB fiir jeden b-Untermodul N C M unserer
Darstellung der Quotient N/[b, b] N ein halbeinfacher b-Modul ist. Ich schrei-
be dennoch O(g, h, R1), weil sich so die Theorie der Borel’schen Unteralgebren
ausklammern la6t.

2.1.4. Gegeben g D h eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Car-
tan’schen und sei Rt ein System positiver Wurzeln. So ist fiir die zugehorige
Borel’sche b die Surjektion b — h mit den Wurzelrdumen im Kern ein Homo-
morphismus von Liealgebren und jedes Gewicht A € h* liefert durch Vorschalten
besagter Surjektion einen Charakter A : b — C. Wir erinnern an die Verma-
Moduln A(X) = A(X,b) = U(g) Que) Cy = prod} C, aus ??. Eine endliche
Filtrierung eines g-Moduls durch Unterdarstellungen, deren sukzessive Subquo-
tienten samtlich Vermamoduln zu einer festen Borel’schen sind, nennt man eine
Verma-Fahne.

Lemma 2.1.5 (Erste Eigenschaften der Kategorie O). Seien g D b eine komple-
xe halbeinfache Liealgebra mit Cartan’scher und R™ ein System positiver Wurzeln
mit der zugehorigen Kategorie O. So gilt:

1. Alle Vermamoduln A(\) = A(M,b) liegen in O. Ist allgemeiner V eine
endlichdimensionale Darstellung von b, die halbeinfach ist iiber ), so be-
sitzt prody V = U(g) ®Qup) V eine Vermafahne und gehort zu O;

2. Alle Subquotienten von Darstellungen aus O liegen wieder in O, und jedes
Objekt von O ist Quotient eines Objekts von O mit einer Vermafahne;

3. Jede Darstellung aus O ist ein U(g)-Modul endlicher Liinge;

4. Alle Gewichtsriume von Darstellungen aus O sind endlichdimensional, ja
fiir alle M € O und v € b* ist sogar der Raum @,po M, ., endlichdimen-
sional; -

5. Gehoren bei einer kurzen exakten Sequenz von Darstellungen von g die En-
den zu O und ist die Mitte halbeinfach unter unserer Cartan’schen b, so
gehort auch die Mitte zu O;
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6. Die Kategorie der Darstellungen aus O ist stabil unter dem Tensorieren
mit endlichdimensionalen Darstellungen von g, in Formeln haben wir also

(dimE <ocound M € O) = E® M € O;

7. Die einfachen Darstellungen aus O sind genau die einfachen Hochstge-
wichtsmoduln. Bezeichnet genauer L(\) den nach ?? eindeutig bestimmten
einfachen Quotienten von A(\), so haben wir eine Bijektion

hb* = urO
A = L\

2.1.6. Im letzten Punkt bezeichnet irr© die Menge der Isomorphieklassen von
einfachen Objekten aus O. Dieselbe Notation verwenden wir fiir beliebige ,,abel-
sche Kategorien®.

Beweis. 1. Vermamoduln sind endlich erzeugt, ja sogar zyklisch. Weiter zerfal-
len sie nach ?? in Gewichtsriume, genauer haben sie die Zerlegung A()\) =
@D, cr_|r+) A(A), mit der Notation |R™) fiir das von R erzeugte Untermono-
id von h*. Da alle diese Gewichtsraume wieder nach ?? von endlicher Dimension
sind und da gilt
UOAN, € D ANy
HE|RT)

und da iiberdies (v + |RT)) N (A —|R™)) stets endlich ist, hat die rechte Seite un-
serer Inklusion endliche Dimension und unser Vermamodul ist auch lokal endlich
iber b. Allgemeiner ist das Produzieren alias Koinduzieren

U(g)®u(e) = prod; : b-Mod — g-Mod

nach ?? ein exakter Funktor und macht h-halbeinfache Moduln zu h-halbein-
fachen Moduln. Da b auflosbar ist, besitzt IV nach dem Satz von Lie oder viel-
mehr seinem Korollar [HL] 1.5.6 oder auch einfacheren expliziten Uberlegungen
in unserer speziellen Situation eine Filtrierung

oO=WwcVvic...cV,=V

mit eindimensionalen Subquotienten V;/V;_; = C,, fiir geeignete \; € h*. Wir
erhalten so auf prodj V' eine Filtrierung durch die prodi V; mit Subquotienten
prodj C,, = A()\;). DaB prod;] V' lokal endlich ist iiber b, folgert man ganz ana-
log wie bei Vermamoduln.

2. DaB} Quotienten von Objekten aus O wieder in O liegen ist offensichtlich. Um
es fiir Untermoduln zu erhalten miissen wir nur bemerken, dafl jeder Untermo-
dul eines endlich erzeugten U(g)-Moduls endlich erzeugt ist, da ndmlich U(g)
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noethersch ist nach ??. Um schlieBlich ein beliebiges Objekt M € O als Quotient
eines Objekts mit Vermafahne zu schreiben, suchen wir uns einen endlichdimen-
sionalen erzeugenden Teilraum V' C M, den wir ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit b-stabil annehmen diirfen, und erhalten eine Surjektion prod] V' — M.

3. Das folgt sofort aus Teil 2, da nach ?? jeder Vermamodul endliche Léange hat.
4. Das folgt sofort aus dem bereits bewiesenen Teil 2 des Lemmas.

5. Das einzige Problem ist zu zeigen, daf die Mitte auch lokal endlich ist unter b.
Das folgt jedoch mit Teil 4, wenn wir beachten, dall mit Anfang und Ende unserer
Sequenz auch ihre Mitte die in Teil 4 beschriebene Endlichkeitseigenschaft haben
muB.

6. Sind Darstellungen £ und M lokal endlich iiber b beziehungsweise halbein-
fach tiber b, so gilt offensichtlich dasselbe fiir ihr Tensorprodukt. Sind weiter £
und M Darstellungen einer Liealgebra und wird M als Darstellung erzeugt von
einem Teilraum V' C M, so wird offensichtlich £ @ M erzeugt von £ ® V. Ist
insbesondere M endlich erzeugt und F endlichdimensional, so ist auch £ @ M
endlich erzeugt.

7. Das folgt aus Teil 2. Nach ?? wissen wir nidmlich bereits, dal alle Kompositi-
onsfaktoren von Vermamoduln einfache hochste Gewichtsmoduln sind. L]

Beispiel 2.1.7 (Die Kategorie O im Fall s((2; C)). Wir untersuchen die Katego-
rie O im Fall g = sl(2;C). Wir arbeiten mit der tiblichen Basis e, h, f wie in
[HL] 1.2.14 und mit h = Ch und b = Ch & Ce. Da alle h-Eigenrdume jedes Ob-
jekts M € O endlichdimensional sind, operiert der Casimiroperator C' = Cj,
darauf lokal endlich und M zerfillt in die direkte Summe seiner Hauptrdume

M = @,.c Hau(C|M; a). Wir setzen
O ={M € O | (C — a) operiert lokal nilpotent auf M }

Wir wissen nach ??, daf der Casimiroperator auf zwei einfachen Moduln L(\)
und L(x) genau dann durch denselben Skalar a operiert, wenn gilt A = p oder
A = s - u fiir s das einzige nichttriviale Element der Weylgruppe. Wir unterschei-
den drei Fille.

Singuliirer zentraler Charakter. Der Fixpunkt —p von (s-) ist das einzige \ €
h* mit (C' — a)A(N\) = 0. In diesem Fall gibt es in ,O nur ein einfaches Objekt
L(—p) = A(—p) und ein beliebiges Objekt M € ,O ist isomorph zu einer di-
rekten Summe von Kopien dieses einfachen Objekts und der von der universellen
Eigenschaft induzierte Morphismus ist ein Isomorphismus prodg(M_,) = M;

Regulirer nicht ganzer zentraler Charakter. Es gibt zwei Gewichte A # p mit
(C —a)A(N) = (C —a)A(u) = 0, aber wir haben A\ — 11 ¢ (R). In diesem Fall
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gibt es in ,O genau zwei einfache Objekte L(A) = A(A) und L(p) = A(u) ein
beliebiges Objekt M € ,O ist isomorph zu einer direkten Summe von Kopien
dieser beiden einfachen Objekte, genauer sind die Gewichtsrdume M, und M,
stabil unter b und die universelle Eigenschaft koinduzierter Darstellungen liefert
einen Isomorphismus prodg (M, & M,,) = M;

Regulirer ganzer zentraler Charakter. Es gibt zwei Gewichte A # p mit
(C —a)A(N) = (C —a)A(p) = 0und A — p € (R). Dann finden wir n € N
mit {\, u} = {np,—(n + 2)p}. In diesem Fall gibt es in ,O genau zwei einfa-
che Objekte, die einfache endlichdimensionale Darstellung L(np) der Dimension
n + 1 und den einfachen Vermamodul L(—(n + 2)p) = A(—(n + 2)p). Wir wer-
den in 2.5.12 Aquivalenzen zwischen je zwei dieser Kategorien ,O konstruieren
und konzentrieren uns im folgenden auf den Fall a = 0. Dann hat (O als einfache
Objekte nur die Einsdarstellung L(0) = C und den Vermamodul A(—2p) und wir
erhalten eine Aquivalenz

00 = {V € Car(q 2 p,C-Modf) | (V, =V, = V,) =0}

mit der besagten Kategorie aller Darstellungen des oben angedeuteten Kochers
mit zwei Ecken p, ¢ und zwei Pfeilen, indem wir dem Objekt M € (O das Dia-
gramm

My Lo,
e

zuordnen. Der quasiinverse Funktor wird dann dadurch gegeben, da3 man M, @
M_,, als b-Modul auffaBt und aus U(g) ®u) (Mo ® M_,,) den von allen Aus-
driicken f®(v,0)—1®(0, fv) erzeugten g-Untermodul herausteilt. Man iiberzeugt
sich im Kocherbild leicht, dall unsere Kategorie bis auf Isomorphismus genau fiinf
unzerlegbare Objekte besitzt: Die ersten vier mag man schematisch schreiben als
C=20,0=2C,C — Cund C « C, wo wir in den letzten beiden Fillen nur
den von Null verschiedenen Pfeil notiert haben. Das Fiinfte dieser unzerlegbaren
Objekte ist C < C? mit in; und pr, als Morphismen. In (O entsprechen diese
fiinf Objekte der Reihe nach den Darstellungen L(0), L(—2p) = A(—2p), A(0),
einem noch nicht besprochenen Objekt V(0) und L(1) ® A(—p). Ein Moglich-
keit, V(0) hier schon zu beschreiben, ist als der Kokern eines und jedes injektiven
Morphismus A(—2p) — L(1) ® A(—p).

Ubungen

Ubung 2.1.8. Der Raum der Homomorphismen zwischen Darstellungen aus O ist
stets endlichdimensional.
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Ubung 2.1.9 (Dualitiit auf O). Seien g O h eine komplexe halbeinfache Lieal-
gebra mit einer Cartan’schen und R™ ein System positiver Wurzeln. Man erin-
nere aus dem Beweis von [HL] 3.5.11, daB es einen Liealgebrenautomorphismus
7:¢g — ggibtmit 72 = id und 7(h) = —h Vh € b, und daB derartige Lieal-
gebrenautomorphismen Chevalley-Involutionen heiflen. Man zeige, dal3 wir fiir
jede Chevalley-Involution zu g D b eine Aquivalenz von Kategorien

d=d, : 05 O°PP

erhalten durch die Vorschrift dM := (M*)[ alias den Raum der h-endlichen Vek-
toren der kontragredienten Darstellung mit der durch 7 getwisteten g-Operation,
in Formeln zf := —f o (7x). Weiter zeige man, dal die kanonische Abbildung
in den Bidualraum fiir alle M € O einen Isomorphismus M — ddM indu-
ziert. Man zeige, da} der natiirliche Homomorphismus £* @ M* — (E ® M)*
fir M € O und E eine endlichdimensionale Darstellung einen Isomorphismus
E*" @ dM = d(E ® M) induziert. Im iibrigen ist auch E*” isomorph zu E, aber
das Auszeichnen eines Isomorphismus bedeutet eine unkanonische Wahl. Man
zeige weiter dimc(dM), = dimg (M), und folgere dL(A\) = L(\).
Ergiinzende Ubung 2.1.10 (V-Moduln und ihre universelle Eigenschaft). Seien
g D b eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen und R*
ein System positiver Wurzeln. Gegeben A € h* und eine Chevalley-Involution 7
setzen wir

V(A) =V.(A\) :=d;A(N)
und erkliren den kanonischen Erzeuger v| € V(\), des hochsten Gewichtsraums
durch v, (vy) = 1 fiir vy € A(N), den bereits in ?? erklirten kanonischen Erzeu-
ger. Fiir alle M € O folgere man aus ??, dal wir einen Isomorphismus

Homy (M, V(X)) = M7/ 3 pepr 8-aM31,

erhalten, indem wir jeden Homomorphismus auf den A\-Gewichtsraum einschrinken
und den durch v, gegebenen Isomorphismus V(\), = C nachschalten. Dadurch
ist das Paar (V(\), v, ) eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus
und héngt insbesondere nicht von der Wahl der Chevalley-Involution 7 ab.

2.2 Zerlegungen der Kategorie O

2.2.1. Ich erinnere an unsere allgemeine Terminologie [NAS] 7.3.1 zur Blockzer-
legung.

Lemma 2.2.2 (Zerlegung nach der Nebenklasse der Gewichte). Fiir A C bh*
setze man Oy :={M € O | M) # 0 = X € A}. So haben wir die Zerlegung

O:@OA
)

A €bh*/(R
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Beweis. Gegeben ein Objekt M € O und eine Nebenklasse unter dem Wurzelgit-
ter A € h*/(R) setzen wir My = @, ., M,. Natiirlich sind die M, Unterdarstel-
lungen von M und es gilt M = @, M. Den Rest des Beweises iiberlassen wir
dem Leser. ]

2.2.3. Wir erinnern an das Zentrum Z der universellen Einhiillenden Algebra
U(g), an die Menge Max Z aller maximalen Ideale von Z und an die Abbildung
€ :bh" — MaxZ, A — Annz A()), deren Fasern nach 1.5.5 gerade die Bahnen
unter der dot-Operation der Weylgruppe sind.

Lemma 2.2.4 (Zerlegung nach zentralem Charakter). Fiir y € Max Z setze
man O :={M € O | x"M = 0 fiir n > 0}. So haben wir die Zerlegung

Beweis. Nach 2.1.5.3 hat jedes M € O endliche Léinge und alle seine einfachen
Subquotienten sind einfache hochste Gewichtsmoduln. Auf diesen operiert jedoch
das Zentrum durch Skalare. Damit ergibt sich unser Satz als Spezialfall aus dem
Satz iiber die verallgemeinerte Hauptraumzerlegung von Moduln iiber kommuta-
tiven Ringen [KAG] 4.8.1. [

Satz 2.2.5 (Blockzerlegung von O). Gegeben ein Gewicht \ € h* mit Nebenklas-
se X = A+ (R) unter dem Wurzelgitter bezeichne O, = ¢ O N Oy den Schnitt
der zugehorigen Unterkategorien aus beiden vorhergehenden Lemmata 2.2.2 und
2.2.4. So haben wir die Zerlegung

0= 0,

A€hGom

2.2.6. Aus unserer Beschreibung 2.6.2 aller Homomorphismen zwischen Verma-
moduln wird unmittelbar folgen, daB sich die O, nicht mehr weiter in direk-
te Summen von nichttrivialen Unterkategorien zerlegen lassen. Das rechtfertigt
dann auch recht eigentlich erst die Bezeichnung unserer Zerlegung als Blockzer-
legung. Den Block Oy, der die Einsdarstellung enthilt, bezeichnet man auch als
den Hauptblock von O.

Beweis. Die einfachen Isomorphieklassen in ¢(y)O werden reprisentiert von den
L(p) mit p € W - A, der Bahn von A\ unter der zum Fixpunkt —p verschobenen
Operation der Weylgruppe nach [?] ??, und die einfachen Isomorphieklassen in
Oy, werden reprisentiert von den L(z) mit y1 € A. Es reicht demnach zu zeigen,
daB fiir alle A\ € h* der Schnitt von W - X\ und A genau ein p-dominantes Gewicht
enthilt. Dazu dienen die Uberlegungen zur Geometrie von Spiegelungsgruppen.
Die Aussage selber ergibt sich als Korollar 1.6.11. [
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Korollar 2.2.7. Seien g eine halbeinfache komplexe Liealgebra, hy C g eine
Cartan’sche, R™ C R(g,b) ein System positiver Wurzeln und \ € b ein p-
dominantes Gewicht.

1. Die einfachen Objekte von O, werden parametrisiert durch die dot-Bahn
des Gewichts )\ unter seiner ganzzahligen Weylgruppe, genauer haben wir
eine Bijektion Wy - A\ = irr Oy, durch die Vorschrift 1 — L(p);

2. Der Vermamodul A(ws - \) ist einfach.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der ersten Aussage von 1.6.11. Zum Nach-
weis der Zweiten bemerken wir, daB fiir A € b}, ein p-dominantes Gewicht und
x € W5 beliebig nach 1.6.11 gilt

wy - A<z - A< A

Jeder einfache Subquotient von A (ws-\) gehort nun aber zu O, und ist daher nach
unseren Resultaten zur Blockzerlegung 2.2.5 ein einfacher hochster Gewichtsmo-
dul der Gestalt L(x - A\) mit z € W5. Bei A(wy - A\) kommt nun als einfacher
Untermodul nur L(wy - ) in Frage, als da heift, jeder einfache Untermodul unse-
res Vermamoduls ist bereits der Vermamodul selber. [

Ubungen

Ubung 2.2.8. Man zeige, daB fiir jede Chevalley-Involution die zugehorige Dua-
litat auf O die Blockzerlegung erhilt, in Formeln M € Oy = dM € O,.

2.3 Projektive Objekte von O

2.3.1. Wir haben mittlerweile bewiesen, daf} ,,fast alle Vermamoduln einfach
sind. Unser Leitproblem fiir die nichsten Abschnitte ist es, die Kompositionsfak-
toren der iibrigen Vermamoduln zu bestimmen. Dazu wird sich ein vertieftes Ver-
stindnis der Projektiven von O als auBerordentlich hilfreich erweisen. Darunter
verstehen wir projektive Objekte der abelschen Kategorie O, d.h. Darstellungen
P € O derart, dal3 jeder surjektive Homomorphismus M — N zwischen Darstel-
lungen M, N € O eine Surjektion O(P, M) — O(P, N) induziert. Hier erinnere
ich unsere allgemeine Konvention, nach der wir fiir eine Kategorie C und Objekte
M, N € C mit C(M, N) die Menge der Morphismen von M nach N bezeichnen.

Satz 2.3.2 (Projektive Vermamoduln). Seien g eine halbeinfache komplexe Lie-
algebra, iy C g eine Cartan’sche und R C R(g, h) ein System positiver Wurzeln.
So ist fiir jedes p-dominante Gewicht \ € b} der Vermamodul A(\) ein projek-
tives Objekt der Kategorie O.
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Vorschau 2.3.3. Diese hinreichende Bedingung fiir die Projektivitit eines Verma-
moduls aus obigem Satz ist auch notwendig. Wir zeigen das in ??.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dal A(\) projektiv ist in O,, denn der Projektions-
funktor pry : O — O, ist exakt und wir haben

O(A(N), M) = Ox(A(A), pry M)

fiir alle M € O. Nach unseren Erkenntnissen iiber die ganzzahlige Weylgruppe
aus 1.6.11 und iiber die Irreduziblen in O, aus 2.2.7 haben wir fiir M € O, jedoch
M, # 0 = v < A. Nach ??2.2?? liefert also fiir M € O, das Auswerten auf dem
kanonischen Erzeuger vy € A()) einen Isomorphismus Oy (A()), M) = M. Da
jedoch das Bilden des A\-Gewichtsraums ein exakter Funktor ist, folgt aus diesem
Isomorphismus die Projektivitit von A(\). O

Satz 2.3.4. Es gibt in O geniigend projektive Objekte und jedes projektive Objekt
von O besitzt eine Vermafahne.

Beweis. Das folgt sofort aus den zwei priziseren Aussagen 2.3.5 und 2.3.6, die
wir gleich im Anschluf} beweisen. ]

Proposition 2.3.5. Jeder Vermamodul kann eingefiigt werden in eine kurze exakte
Sequenz N — P — A(\), bei der P projektiv ist in O und N eine Vermafahne
besitzt, in der nur Subquotienten A(u) mit 1 > X vorkommen.

Beweis. Gegeben v € h* und M ein b-Modul betrachten wir in M den Untervek-

torrraum
Ty M = @ M,

[y
Sicher ist die Summe aller Gewichtsrdume eine Unterdarstellung von A und
T<~M ist hinwiederum ein Quotient dieser Unterdarstellung nach einem b-stabilen
Teilraum und damit auch ein b-Modul. Wir betrachten nun den Projektionsfunktor
pry : O — O, und bilden fiir » € |R") in O die Darstellungen

Pty = pryprody T<aty prodg Ca

Zusammen mit den natiirlichen Surjektionen bilden sie ein durch die Menge |R™)
indiziertes projektives System, das mit A(\) endet. Wir behaupten, dal P<,,, fiir
v hinreichend groB3 nicht mehr von v abhiingt und dafl das dann ein projektives
Objekt P der gewiinschten Gestalt ist. Genauer stabilisiert unser System bereits,
wenn A\ + v groBer ist als jedes Gewicht aus (W - X\) N (A + (R)), denn die
Kerne der Surjektionen im projektiven System vor Anwenden von pr, haben stets
Vermafahnen und werden unter dieser Bedingung von pr, annulliert. Weiter folgt
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unter dieser Bedingung an v fiir jedes N € O, aus N, # 0 schon i < \ + v. Fiir
beliebiges M € O folgern wir damit kanonische Isomorphismen

Mod®(P<ty, M) Mod®(P<ytr, pry M)

Mod® (T<xty prodz Cy,pry M)
Modb(prodg Cy,pry M)
Mod"(Cy, pry M)

(pry M)

Llilid b

und erkennen so die Projektivitit von P<y4,. Die iibrigen in der Proposition be-
haupteten Eigenschaften sind leicht einzusehen. [

Proposition 2.3.6. Seien M', M" € O. Genau dann besitzt M' & M" eine Ver-
mafahne, wenn sowohl M’ als auch M" eine Vermafahne besitzen.

Beweis. DalB eine direkte Summe von zwei Moduln mit Vermafahne auch eine
Vermafahne besitzt ist offensichtlich. Um die andere Implikation zu zeigen begin-
nen wir mit einem Lemma.

Lemma 2.3.7. Besitzt M € O eine Vermafahne und ist \ ein maximales Ge-
wicht von M und v € M, ein von Null verschiedener Gewichtsvektor, so ist die
Abbildung A(\) — M, vy — v eine Injektion und M /A(N) besitzt auch eine
Vermafahne.

Beweis des Lemmas. Besitzt M eine Vermafahne, so ist M offensichtlich frei als
U(n)-Modul. Das zeigt, daB unsere Abbildung A(X) — M eine Injektion sein
muB. Thr Bild ist offensichtlich U(g)v. Gegeben eine Vermafahne

M=M,>..OM,D>DM,_1D>My=0

von M sei nun ¢ der Index mit v € M; aber v ¢ M; ;. Da A ein maximales
Gewicht von M war, haben wir notwendig U(g)v — M;/M;_; und damit U(g)vN
M;_1 = 0. Also hat M = M /U(g)v die Vermafahne

M=M,>..DM;=M, 1>...O0My=0 O

Um nun die Proposition zu zeigen, wihlen wir einen von Null verschiedenen Vek-
tor v zu einem maximalen Gewicht aus einem der beiden Summanden, sagen wir
aus M’. Dann haben wir offensichtlich M’ & M” = M’ & M" und Induktion
tiber die kleinstmogliche Léinge einer Vermafahne von M beendet den Beweis der
Proposition. O

2.3.8. Wir bezeichnen mit P()\) eine projektive Decke von L()\) in O, als da
heif3t, ein unzerlegbares projektives Objekt mit Quotient L(\). Nach 2.3.4 existiert
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stets solch ein Objekt. Nach [NAS] 7.1.27 ist es eindeutig bis auf nichteindeutigen
Isomorphismus und wir haben

dime Homg(P(X), L)) = 6,

Weiter hat der Kern der offensichtlichen Surjektion P(A\) — A(\) nach 2.3.5 und
2.3.6 eine Vermafahne, in der nur Subquotienten A(x) mit o > A auftreten.

Satz 2.3.9 (Reziprozititsformel). Die Vielfachheit eines Vermamoduls als Sub-
quotient in einer Vermafahne eines unzerlegbaren Projektiven der Kategorie O
stimmt iiberein mit der Vielfachheit des einfachen Quotienten von besagtem Pro-
jektiven als Subquotient einer Kompositionsreihe von besagtem Vermamodul, in
Formeln

POV : A(]s = [Aw) : L(N)]  VAueb’

2.3.10. Die Reziprozititsformel wurde in diesem Kontext zuerst von Bernstein,
Gelfand und Gelfand bewiesen und wird deshalb meist BGG-Reziprozitit ge-
nannt. Daf} die Subquotienten in einer Vermafahne eines Objekts von Kategorie
bis auf Reihenfolge wohldefiniert sind, kann man entweder aus dem gleich fol-
genden Beweis ableiten oder auch einfacher aus 2.5.10.

Beweis. Nach 2.3.8 haben wir dim¢ Homg(P(X), L(p)) = 05, und damit
dimc O(P(N), M) = [M : L(\)]

fiir alle Objekte M € O. Wegen [A(u) : L(A)] = [V(u) : L(A)] reicht es also, fiir
alle A\, pu die Gleichheit [P(\) : A(u)]a = dimc O(P(N), V(1)) zu zeigen, und
dafiir miissen wir nur fiir alle projektiven Objekte P von O und alle Gewichte p
die Gleichheit

[P : A(p)]a = dime O(P, V()

zeigen. Wir zeigen diese Gleichheit allgemeiner fiir alle Objekte P mit Vermafah-
ne, und zwar durch vollstindige Induktion iiber die Linge einer Vermafahne. Sei
dazu Q — P — A()) eine kurze exakte Sequenz in O. Es reicht zu zeigen, daf3
sie eine kurze exakte Sequenz

O(AN), V() = O(P, V() = O(Q, V(1))

induziert, als da heifit, da die rechte Abbildung hier wie bereits angedeutet ei-
ne Surjektion sein muf3. Um das zu sehen, zeigen wir zunichst, dafl jede kurze
exakte Sequenz V() — E — A(\) in O spaltet. Gilt hier nicht A\ < p, so
liefert die universelle Eigenschaft von Vermamoduln unmittelbar eine Spaltung.
Gilt dahingegen A < pu, so dualisieren wir und sind auch wieder fertig. Fiir die
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mit den langen exakten Ext-Sequenzen vertrauten Leser ist der Beweis damit zu
Ende. Die anderen miissen sich noch iiberlegen, da3 wir durch Bilden des Pushout
E := cok((i,—p)" : Q = (P @ V(u)) zur Einbettung i : () — P und irgend-
einem Morphismus ¢ : ) — V(i) ein kommutatives Diagramm mit exakten

Zeilen
Q <= P — AN

! ! I
V(/L) — F — A()\)

erhalten. Da die untere Zeile spaltet, 148t sich unser Morphismus ¢ : Q) — V(u)
in der Tat zu einem Morphismus P — V() ausdehnen. O

Ubungen

Ubung 2.3.11. Ist P ein projektives Objekt von O und E eine endlichdimensio-
nale Darstellung, so ist auch £/ ® P ein projektives Objekt von O.

2.4 Die Tensoridentitit®

Proposition 2.4.1 (Die Tensoridentitiit und ihre Verwandten). Sei b — g ein
Homomorphismus von Liealgebren iiber einem Korper k. Gegeben Darstellungen
M € b-Mod und E € g-Mod haben wir kanonische Isomorphismen von g-
Moduln

prod}(E @, M) = E ®y, (prod} M)

ind} Homy(E, M) =  Homg(E,ind] M)

ind} Homy, (M, E) = Homy(prod} M, E)

Erginzung 2.4.2. Eine Variante dieser Aussagen fiir Mengen mit Gruppenopera-
tion wird in [TF] 4.8.26 ausformuliert.

Beweis. Ganz allgemein ist nach [TF] 4.8.22 der Adjungierte einer Verkniipfung
von Funktoren die Verkniipfung der Adjungierten, wenn sie existieren. Diese Er-
kenntnis gilt es nun anzuwenden auf die kommutativen Diagramme von Funktoren
g-Mod e, g-Mod g-Mod Hom—(E>’ ) g-Mod
3 1 \J \

b-Mod Z% b-Mod  b-Mod %) 4. Mod

g-Mod "0 g Moderr
1 {
b-Mod "2G" b Modorr
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mit den Restriktionen als Vertikalen und der Adjunktion (E®, Hom(F, )) bezie-
hungsweise der Tatsache, daB der Rechtsadjungierte der Horizontalen Hom( , E)
im Diagramm ganz rechts wieder Hom( , F) ist, nur diesmal aufgefaft als Funktor
in der Gegenrichtung. ]

2.4.3. Nehmen wir im letzten unserer Isomorphismen speziell £ = k, so ergibt
sich ein kanonischer Isomorphismus (prodf N)* = ind}(N*).

Ubungen

Ubung 2.4.4. Der erste unserer drei Isomorphismen wird unter der Identifikation
prody M = U(g) ®u(s) M auf Elementen gegeben durch die Vorschrift u ® (e ®
m) — ule® (1 ®m)).
Ubung 2.4.5. Gegeben eine weitere Darstellung F' € g-Mod kommutiert das
Diagramm

prod}(E® F ® M) — (E ® F) ® prodj M

| i

E®prod}(F® M) — E ® (F ® prod] M)

2.5 Verschiebungsfunktoren

2.5.1. Wir erinnern an die Zerlegung O = @/\ehdom O, aus 2.2.5, in der A tiber
alle p-dominanten Gewichte lduft. Zu dieser Zerlegung gehoren Projektionsfunk-
toren pry : O — O, und Einbettungsfunktoren iny : Oy — O.

Definition 2.5.2. Gegeben \, i1 zwei p-dominante Gewichte mit ganzer Differenz
i — A € X betrachten wir eine einfache endlichdimensionale Darstellung £ mit
extremem Gewicht ¢ — A und einem ausgezeichnetem Erzeuger des zugehori-
gen Gewichtsraums und definieren den Verschiebungsfunktor von \ nach 4,
auf englisch und franzosisch translation functor, als den Funktor

T'I;\Z O, — ON
M — pr,(E®M)

2.5.3. Die Wahl eines ausgezeichneten Erzeugers des zugehorigen Gewichtsraums
ist nur eine von vielen Moglichkeiten, unseren Funktor bis auf eindeutigen Iso-
morphismus festzulegen. Alternativ konnte man auch £ = L(v) nehmen fiir
{v} =W(pn— )N XT, aber mit dieser Wahl erreicht man bei den nun folgenden
Konstruktionen nur schwer denselben Grad von Eindeutigkeit.

Lemma 2.5.4 (Erste Eigenschaften der Verschiebungsfunktoren). Seien \, 1
zwei p-dominante Gewichte mit ganzer Differenz. So gilt:

34



1. Der Verschiebungsfunktor T% ist exakt;
2. Es gibt Adjunktionen (T;\“ ),

3. Die Verschiebungsfunktoren vertauschen mit der Dualitdit, wir geben im
Beweis sogar genauer fiir jede Chevalley-Involution eine ausgezeichnete
Isotransformation T o d = d o T an;

4. Unter unseren Verschiebungsfunktoren T% werden Projektive zu Projekti-
ven.

Beweis. 1. Der Verschiebungsfunktor T% ist exakt als Komposition der exakten
Funktoren T\ = pr, o(E®) o iny;

2. Wir haben natiirliche Adjunktionen (iny, pr, ), (E®, E*®) und (pr,,, in,, ). Wei-
ter haben wir Tz = pr, o(E*®) o in,, wobei wir in £* den Gewichtsvektor aus-
zeichnen, der auf dem in F ausgezeichneten Gewichtsvektor den Wert Eins an-
nimmt. So erhalten wir eine Adjunktion von Funktoren (T%, Tz);

3. Wir denken uns hier eine Chevalley-Involution 7 fest gewihlt und verstehen
d = d,. Wir haben kanonische Isomorphismen (£ ® M)* = E* @ M* we-
gen dim £ < oo und dann auch d(E ® M) = dFE ® dM. Weiter erkldren wir
kanonische Isomorphismen dE = E dadurch, daB wir den eben erklérten ausge-
zeichneten extremen Gewichtsvektor von £* mit dem ausgezeichneten extremen
Gewichtsvektor von £ identifizieren. Mit der offensichtlichen Isotransformation
pr, od = dopr ,, erhalten wir dann kanonische Isomorphismen

TAdM pr, (£ ®dM)
pr,(dE ® dM)
pr,d(E® M)
dpr,(E® M) = d(T\M)

AR

Das zeigt die Behauptung.

4. Ist in der Tat P projektiv in O,, so ist O5(P, ) o Tf; = 0,(TLP, ) exakt als
Verkniipfung exakter Funktoren und somit ist T4 P projektiv in O,,. [

2.5.5. Wir bezeichnen von nun an mit W) die Standgruppe von \ beziiglich der
dot-Operation und W5 die ganzzahlige Weylgruppe von A nach 1.6.2. Bei der
ganzzahligen Weylgruppe kommt es noch nicht einmal darauf an, ob wir diesen
Begriff in Bezug auf die lineare Operation oder in Bezug auf die dot-Operation
verstehen.

Proposition 2.5.6 (Verschieben von Vermamoduln). Seien A, i1 zwei p-domi-
nante Gewichte mit ganzer Differenz A — i1 € X. So besitzt fiir alle Elemente der
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ganzzahligen Weygruppe x € W5 der verschobene Vermamodul T\ A(x - \) eine
Vermafahne, in der jeder Vermamodul A(xy - p) mity € W, /(W NW,) genau
einmal als Subquotient auftritt.

2.5.77. Zwei Spezialfille verdienen besondere Beachtung: Im Fall W, C W, der
sogenannten Verschiebung auf Winde werden Vermamoduln zu Vermamoduln,
genauer gilt TYA(z-\) = A(x - p). Im Fall W, D W, der sogenannten Verschie-
bung aus Winden hat TYA(x - A) eine Filtrierung mit Subquotienten A(xy - 1)
fury € Wy/W,.

Beweis. Wir haben nach der Definition T\A(z - \) = pr, (£ ® A(z - A)) fiir
E = L(v) mit {v} = W(u— A) N X", Jetzt brauchen wir ein Lemma.

Lemma 2.5.8. Sei E eine endlichdimensionale Darstellung von g. So hat die Tens-
ordarstellung E ® A(\) eine Verma-Fahne mit Subquotienten A(\ + 1), wobei n
iiber die Multimenge P,,(E) der Gewichte von E mit ihren Multiplizitiiten lduft.

Beweis. Die Tensoridentitidt 2.4.1 liefert uns einen kanonischen Isomorphismus
E ®c prodi C, = prod}(E ®c C,), und jede Filtrierung des b-Moduls £ mit
eindimensionalen Subquotienten induziert eine A-Fahne der gewiinschten Art auf
E® A(N). ]

Insbesondere hat in unserem Fall F® A(z-\) eine Vermafahne mit Subquotienten
A(z - A+ 1), wo i die Multimenge P,(E) der Gewichte von £ durchlduft. Wir
miissen demnach nur fiir alle € P,(£) die drei Implikationen

pr,A(x-A+n)#0 & JyeWymitz-A+n=ay-p

%
dimFE, =1

zeigen. <= und |} sind evident. Wir zeigen nun =-. Gegeben eine beliebige affine
Spiegelungsgruppe WV auf einem affinen euklidischen Raum £ wird fiir beliebige
v, w € E nach [SPW] 1.7.7 der Abstand ||v — zw|| minimal genau fiir die z € W,
fiir die v und zw im Abschluf} desselben Alkoven liegen. Lassen wir speziell VW =
W5 = W; operieren vermittels der dot-Operation als affine Spiegelungsgruppe
auf dem affinen euklidischen Raum E' = A+ (R) iiber dem angeordneten Korper
Q, so liegen A\ und p im Abschlufl desselben Alkoven, da sie beide p-dominant
sind. Andererseits sind aber die Gewichte maximaler Linge von F nach ?? genau
die extremen Gewichte, d.h. die Gewichte auf dem Weylgruppenorbit W (u — A).
Nur dann kann also ein Gewicht 7 € P, (£) den Abstand zwischen einem Element
aus W5 - A und einem Element aus Wy - p tiberbriicken, wenn unser Gewicht
1 extrem ist und die beiden fraglichen Punkte im Abschlu3 desselben Alkoven
liegen. Genau dann liegen nun aber z- A und zy-p im Abschluf} desselben Alkoven,

36



- —— .

o

[lustration zur Verschiebung aus der Wand: In diesem Fall ergibt sich eine kurze
exakte Sequenz

A(p) = TYAN) = Ay - p)
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wenn es ein z aus der Standgruppe von A gibt mit y - © = z - i, und dann wird
ihre Differenz auch in der Tat gerade iiberbriickt durch ein extremes Gewicht von
E, namlich durch das Gewicht zz(p — \). H

2.5.9. Ich erinnere an die Grothendieckgruppe einer abelschen Kategorie [NAS]
?? und an den von einem exakten Funktor induzierten Gruppenhomomorphismus
[NAS] 7.4.5.

Proposition 2.5.10. Die einfachen Moduln, die Vermamoduln und die unzerleg-
baren Projektiven liefern jeweils eine Z-Basis der Grothendieckgruppe von Q.

Beweis. Es reicht, die analoge Aussage fiir die Kategorien ,, O zu zeigen. Die
Einfachen bilden fiir jede lingenendliche Kategorie eine Basis der Grothendieck-
Gruppe, siehe [NAS] 7.4.3. Die Einfachen von , O sind genau die L(\) mit A
aus einer geeigneten endlichen Menge S, genauer der Menge S = £ !(). Die
quadratische Matrix der [A(A) : L(x)] mit A, 4 € S hat Einsen auf der Diagonalen
und obere Dreiecksgestalt bei geeigneter Nummerierung von .S. Mithin ist diese
Matrix invertierbar und das zeigt, daB auch die [A(\)] mit A € S eine Z-Basis von
[O] bilden. Fiir die unzerlegbaren Projektiven argumentiert man genauso, auch
die Matrix [P(\) : A(u)]a mit A, € S hat nach 2.3.8 Einsen auf der Diagonalen
und obere Dreiecksgestalt bei geeigneter Nummerierung von S. [

Korollar 2.5.11. Seien A\, € b}, ., zwei p-dominante Gewichte mit ganzer Dif-
ferenz. Gilt W\ C W, so induziert T’/{Tﬁ auf der Grothendieckgruppe [O,] die
Multiplikation mit der natiirlichen Zahl |W,/W,|. Insbesondere wird unter der
Verschiebung Ti‘L aus der Wand kein von Null verschiedener Modul zu Null.

Beweis. Die Vermamoduln aus O, bilden eine Basis der Grothendieckgruppe
[O,,]. Das Korollar folgt damit aus 2.5.6. O

Satz 2.5.12. Gegeben p-dominante Gewichte \, jn mit ganzer Differenz A —u € X
und mit derselben Standgruppe Wy = W, unter der dot-Operation liefert der
Verschiebungsfunktor eine Aquivalenz von Kategorien

Th: 0\ 5 O,

Beweis. Es reicht zu zeigen, die vermittels einer Adjunktion « erkldrten Abbil-
dungen Isomorphismen

Gp s M S TYTAM  und  ay : TATON 5 N

sind fiir alle M € Oy, N € O,. Wir fiihren das nur fiir die Erste unserer beiden
Abbildungen aus. Per defintionem ist &, das Bild der Identitit auf TX M unter
dem durch die Adjunktion gegebenen Isomorphismus

O (TAM, TAM) = Ox(M, TyTHM)
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Aus TAM # 0 folgt also &y # 0. Da die Endomorphismen von Vermamoduln
genau die skalaren Vielfachen der Identitit sind, ist nach 2.5.6 mithin &, ein Iso-
morphismus fiir jeden Vermamodul M = A(z - A\) € O,. Dann ist &), auch ein
Isomorphismus fiir jeden Modul M mit Vermafahne, nach dem Fiinferlemma und
Induktion. Nach 2.1.5.2 ist aber jedes Objekt von O Quotient eines Objekts mit
Vermafahne. Damit ist natiirlich auch jedes Objekt von O, Quotient eines Objekts
von O, mit Vermafahne. Fiir beliebiges M folgt dann die Behauptung vermittels
einer Zwei-Schritte-Auflosung durch Objekte mit Vermafahne und erneuter An-
wendung des Fiinferlemmas. 0

Korollar 2.5.13. Seien )\, v € b}, mit \ — pp € X und W = W,. So gilt fiir alle
x,y € Wy = Wy die Identitiit von Jordan-Holder-Multiplizitdten

[A(z-A) Ly - N)] = [A(z - p) : L(y - p)]

Beweis. Wir haben eine Aquivalenz von Kategorien, die A(z - \) auf A(z - )
abbildet und damit natiirlich auch den eindeutigen einfachen Quotienten auf den
eindeutigen einfachen Quotienten. 0

2.6 Homomorphismen zwischen Vermamoduln

2.6.1. Seien g D b eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra mit einer Cartan’schen
und sei R ein System von positiven Wurzeln.

Satz 2.6.2 (Homomorphismen zwischen Vermamoduln). 1. Jeder von Null
verschiedene Homomorphismus zwischen zwei Vermamoduln ist injektiv;

2. Jeder Vermamodul hat genau einen einfachen Untermodul, und dieser ein-
fache Untermodul ist auch selbst wieder ein Vermamodul;

3. Der Raum der Homomorphismen zwischen zwei Vermamoduln hat hoch-
stens die Dimension Eins;

4. Bezeichne 71 die stirkste reflexive transitive Relation auf b* derart, daf; gilt
(Sa+A) T Afiiralle N € b* und o € R™ mit (s, - A) < Aalias (\+p,aV) €
N. Andererseits stehe A(N\) C A(p) fiir die Aussage, dafy sich A(\) als
Untermodul in A(u) einbetten lift. So haben wir

AN CA() & Au

2.6.3. Bezeichne n™ C g die Summe der Wurzelrdume zu positiven Wurzeln.
Unser Satz kann auch aufgefa3t werden als eine Beschreibung des h-Moduls der
n'-Invarianten in einem beliebigen Vermamodul.
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Beweis. 1. Ist A ein Ring, so ist jeder Homomorphismus des A-Linksmoduls A
in sich selber die Multiplikation mit einem Element von A von rechts. Ist A ein
Integritétsring, so ist folglich jeder von Null verschiedene Homomorphismus des
A-Linksmoduls A in sich selber injektiv. Bezeichne n C g die Summe der Wur-
zelrdume zu nichtpositiven Wurzeln. Wenden wir unsere Erkenntnis an auf die
Einhiillende A = U(n) und beachten, da8 Vermamoduln als Moduln iiber U(n)
isomorph sind zu U(n) selber, so ergibt sich die Behauptung.

2. Jeder Vermamodul ist frei iiber dem Integrititsring U(n) und damit auch tor-
sionsfrei. Fir u € U(n),v € A(\) folgt aus u - v = 0 also schon u = 0 oder
v = 0. Ein einfacher Modul L(\) kann aber nur dann torsionsfrei sein iiber U(n),
wenn er schon selbst ein Vermamodul ist, L(\) = A(\). Insbesondere ist jeder
einfache Untermodul eines Vermamoduls selbst wieder ein Vermamodul. Fiir eine
endlichdimensionale Lie-Algebra n kann es nun aber keine Einbettung

U(n) @ U(n) < U(n)

von U(n)-Linksmoduln geben, denn die Bilder von (1, 0) und (0, 1) unter so einer
Einbettung miiBten fiir geeignetes n € N in US"(n) liegen und wir hitten damit

Einbettungen ‘ . ‘
U='(n) @ US(n) — US""(n)

fiir alle 7 € N im Widerspruch dazu, daB dim U=’(n) nach Poincaré-Birkhoff-Witt
gegeben wird durch ein Polynom in 4, genauer dim U~'(n) = (") fiird = dimn.
Ein Vermamodul kann damit nicht zwei verschiedene einfache Untermoduln be-
sitzen, denn beide miissten Vermamoduln sein und Schnitt Null haben im Wider-

spruch zu unseren Betrachtungen zu Moduln tiber U(n).

3. Bezeichne soc A()) den einfachen Untermodul von A()), d.h. seinen Sockel.
Da nach Teil 1 jeder von Null verschiedene Homomorphismus von Vermamoduln
injektiv ist, verschwindet er auch nicht auf dem Sockel des Ausgangsmoduls. Ge-
geben Vermamoduln A(X) und A(p) folgern wir die dritte Behauptung nun aus
den Inklusionen

O(A(N), A(p)) — O(soc A(N), A(p)) = O(soc A(N),soc A(p))

4. Der Beweis dieser Aussage kann erst nach einigen Vorbereitungen im Anschluf3
an 2.6.19 gegeben werden. [l

Definition 2.6.4. Sei s € S eine einfache Spiegelung. Eine Verschiebung durch
die s-Wand ist ein Funktor
05 : Oy — Oy

der Gestalt 6, = T} T} fiir ein 11 € b, N X auf der s-Wand, d.h. mit W, = (s).
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Vorschau 2.6.5. Wir werden uns spiter iiberlegen, dal} so eine Verschiebung durch
die Wand bis auf natiirliche Aquivalenz nicht von der Wahl der Stelle ;. auf der
Wand abhiingt. Die moglichen p sind iibrigends genau alle ganzzahligen Linear-
kombinationen von fundamentalen dominanten Gewichten, in denen das funda-
mentale dominante Gewicht zu unserer einfachen Spiegelung den Koeffizienten
—1 hat und alle anderen Koeffizienten nichtnegativ sind.

Lemma 2.6.6 (Eigenschaften von Verschiebungen durch Wiinde). Sei s eine
einfache Spiegelung in Bezug auf unser System von positiven Wurzeln R*. So gilt:

1. Jede Verschiebung 0, durch die s-Wand ist ein exakter und selbstadjungier-
ter Funktor, der mit jeder Dualitdit vertauscht;

2. Die von unseren Adjunktionen o : (T(, T}) und w : (T}, T8) induzierten
Transformationen & : id — 04 beziehungsweise w : 0, — id liefern ge-
nau dann von Null verschiedene Abbildungen M — 0,M beziehungsweise
O, M — M, wenn gilt 0,.M # 0,

3. Wir haben dim O(A,0,A) = dim O(0;A, A) = 1 fiir jeden Vermamodul
A aus Oy,

4. Wir haben 0,A(x - 0) = 0;A(xs - 0) fiir alle v € W, und nehmen wir
zusdtzlich x < xs an, so gibt es eine kurze exakte Sequenz

Az -0) = 0;A(x - 0) - A(zs - 0)

Vorschau 2.6.7. Wir werden gleich zeigen konnen, daBl die kurze exakte Sequenz
aus 4 nicht spaltet: Sobald wir die Einbettung A(z-0) C A(zs-0) kennen, liefert
die Annahme einer Spaltung nimlich einen Widerspruch zur Aussage von Teil 3.

Beweis. 1. Die entsprechenden Aussagen iiber Verschiebungsfunktoren aus 2.5.4
liefern sofort eine natiirliche Aquivalenz 6, o d = d o 6, und die Existenz von
Adjunktionen (0, ;).

2. Unsere Adjunktionen liefern von Null verschiedene Abbildungen M — 6;M
beziehungsweise 0,/ — M genau dann, wenn gilt T§' M # 0. In der Tat kommen
sie ja her von der Identitit auf T4 M vermittels der Adjunktionsisomorphismen

Hom(T{M, THM) = Hom(M, T)T{M)
Hom(T{M, THM) = Hom(T)TyM, M)

SchlieBlich liefert jedoch die Verschiebung aus der Wand Tg eine Injektion auf
der Grothendieckgruppe nach 2.5.11, und die dort bewiesene Aussage zeigt ge-
nauer 0, M # 0 < THM # 0.
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3. Das folgt mit den Adjunktionen (Tfj, T}) und (T}, T§) daraus, dag Vermamo-
duln auf die Wand geriickt Vermamoduln bleiben.

4. Als aus der Wand geriickter Vermamodul hat 6,A(z - 0) = T)A(x - 1) nach
2.5.6 eine Vermafahne mit Subquotienten A(x-0) und A(xs-0). Diese Vermafah-
ne 4Bt sich tatsédchlich in der behaupteten Weise anordnen, da sie sonst nach ??
spalten miifite und sich dann eben umsortieren liel3e. [

2.6.8. Ich erinnere an die Bruhat-Teilordnung [SPW] 3.3.2 auf der Weylgruppe.
Sie kann dadurch charakterisiert werden, dal} gegeben eine kiirzestmogliche Dar-
stellung w = s; ... s, eines Elements als Produkt von einfachen Spiegelungen die
Menge {x € W | x < w} mit der Menge aller Produkte von Teilausdriicken x =
Si(1) - - - Si(s) zusammenfillt, fir ss > Ound @ : {1,...,s} — {1,...,r} streng
monoton wachsend. Dal3 jedoch diese Menge nicht von der Wahl der kiirzest-
moglichen Darstellung abhingt und dafl wir so in der Tat eine partielle Ordnung
erhalten, muf} erst einmal bewiesen werden. Aus [SPW] 1.6.11 folgt sogar, da3
jedes z < w unter den reduzierten Teilausdriicken unserer gegebenen kiirzest-
moglichen Darstellung zu finden ist.

Proposition 2.6.9. Bezeichne < die Bruhat-Teilordnung auf der Weylgruppe. So
haben wir fiir alle x,y € W

Alx-0)CAy-0) = x>y

Beweis. Fir diesen Beweis kiirzen wir A(z - 0) = A(x) ab und haben insbeson-
dere A(0) = A(e) fir e € W das neutrale Element. Wir zeigen zunichst die
Implikation < und gehen dazu in mehreren Schritten vor.

1. Nach ?? gilt A(s) C A(e) fiir alle einfachen Spiegelungen s € S.
2.Firz,y e Wund s € Smitz < zs, y < ys gilt

Alx) C Aly) = A(xs) C A(ys)

Um das zu sehen, wenden wir auf die linke Inklusion den Funktor #, an und
erhalten mithilfe von 2.6.6 ein kommutatives Diagramm

Alz) — 0;A(x) — A(zs)

{ { {
Aly) — 0,A(y) — A(ys)

Wiire hier die rechts induzierte Vertikale die Nullabbildung, so miifite die mittlere
Vertikale iiber A(y) faktorisieren. Da 6, exakt ist, ist jedoch die mittlere Vertikale
injektiv, und wir erhielten auf diese Weise eine Injektion ;A (x) — A(y) und da-
mit eine Injektion von U (n)-Linksmoduln U(n) @ U(n) < U(n). Die aber kann
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es nicht geben, wie wir bereits im Beweis von 2.6.2 gesehen hatten.

3. Fir alle z € W gilt A(x) C A(e). Das folgt aus den ersten beiden Schrit-
ten mit Induktion iiber die Ldange von x. Man kann das aber auch zeigen, ohne
Punkt 2 zu verwenden, indem man die volle Kraft von ?? ausnutzt, die ja auch
st >x = A(sx) C A(zx) liefert fiir alle einfachen Spiegelungen s € S.

4. Wir zeigen als Zwischenschritt fiir jeden Vermamodul A aus Oy, da$} jede Kom-
position von Abbildungen A — ;A — A verschwindet. Nach dem vorherge-
henden Punkt, und da diese Morphismenrdaume eh hochstens eindimensional sind,
diirfen wir uns hierbei auf den Fall A = A(e) beschrinken. Unsere Adjunktionen
zeigen in diesem Fall, da die Homomorphismenrdume von A(e) oder A(s) nach
0;A(e) = 0;A(s) eindimensional sind, und die Homomorphismenrdume in der
umgekehrten Richtung desgleichen. Die kanonische Abbildung 0,A(e) — A(e)
faktorisiert also iiber die Einbettung A(s) C A(e) und die Komposition von ka-
nonischen Abbildungen A(e) — 6;A(e) — A(e) ist folglich in der Tat Null.

5. Wir zeigen fiir alle z € W und s € S, daB gilt
xs >z = A(zrs) C Ax)

Nach dem vorhergehenden Punkt faktorisiert nimlich die von Null verschiedene
kanonische Abbildung A(zs) — 0;A(zs) tiber den Kern der kanonischen Abbil-
dung O0,A(xs) — A(xs), als da heiBt iiber A(x).

6. Istx = 5159 ... s; eine reduzierte Darstellung von x und haben wir y mity < z,
so gibt es nach unserer Charakterisierung der Bruhatteilordnung 2.6.8 geeignete
t; € {s;,e} mity = tyly...1; und sogar so, daB} die vom neutralen Element e
verschiedenen ¢; eine reduzierte Darstellung von y bilden. Mit 2 und 5 folgern wir
nun induktiv A(sysy...5;) C A(tite ... t;) fir alle q.

7. Die andere Implikation A(x) C A(y) = z > y folgt sofort aus dem anschlie-
Benden Lemma. O]

Lemma 2.6.10. Seien x,y € W. So gilt [A(y-0) : L(z - 0)] #0 <z > v.

Beweis. Wir kiirzen stirker A(x - 0) = A(z) = A, ab und dhnlich P(z - 0) = P,
sowie L(z - 0) = L,. Die Implikation < folgt aus der Implikation < in 2.6.9
alias der Inklusion A, C A, fiir x > y, die ja bereits bewiesen ist. Es gilt noch

= zu zeigen. Gegeben x € W und s € S mit z < xs bemerken wir zunichst
[0sL.s : L;] # 0. In der Tat haben wir ndmlich

O(Axa esLxs) = O(esAxa Lxs) D O(Aacsa Lxs) 7& 0

mit dem letzten Teil von 2.6.6. Ist also z = s. . .t eine reduzierte Darstellung von
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x als Produkt einfacher Spiegelungen, so folgern wir der Reihe nach

0s...0,L, L] #0 = O(A,0s...60,L,)#0
= 000;...0,A., L) #0
= P, ist Summand von 0, ...0,A,
= ([Pr:A))#0=1[6;...0,A.: A)] #0)
= ([P:A)#0=y<x)

In der Tat hatja 6, . ..60,A. eine Vermafahne mit Subquotienten A ., wo z iiber die
Multimenge aller Teilausdriicke des Worts s. .. ¢ lauft. Aus [P, : A,] # 0 folgt
also z > y, und die Reziprozititsformel 2.3.9 liefert die Behauptung. [l

2.6.11. Damit ist 2.6.9 vollstindig bewiesen, als da heif3t, im Hauptblock O, wer-
den die Homomorphismen zwischen Vermamoduln vollstindig kontrolliert durch
die Bruhat-Teilordnung auf der Weylgruppe. Als nichstes behandeln wir allge-
meiner Blocke mit ganzem Parameter und miissen einige kombinatorische Vorbe-
reitungen treffen.

Lemma 2.6.12. Seien R O R ein Wurzelsystem mit einem System positiver Wur-
zeln, (W, S) seine Weylgruppe mit den einfachen Spiegelungen, S, C S eine Teil-
menge der Menge der einfachen Spiegelungen und W, C W das Erzeugnis von
S,. So haben wir:

1. Injeder Nebenklasse aus W /W, gibt es genau einen Repriisentanten kleins-
ter Linge und genau einen Reprdsentanten grofiter Linge. Sie sind auch fiir
die Bruhat-Teilordnung die kleinsten beziehungsweise grofiten Elemente ih-
rer Nebenklasse.

2. Bezeichnet W' C W die Menge der kiirzesten Reprisentanten, so gilt fiir
alle v € W' und y € W, die Formel l(zy) = l(z) + I(y).

Ergdnzung 2.6.13. Dasselbe gilt analog fiir jedes Coxetersystem (W, S), verglei-
che [SPW] 3.3.13 und [SPW] 3.3.15.

Beweis. Bezeichne R, C R die Menge aller derjenigen Wurzeln, die sich aus den
einfachen Wurzeln zu Spiegelungen aus .S, linear kombinieren lassen. Sicher ist
R, ein Wurzelsystem in dem von ihm aufgespannten Teilraum. Offensichtlich sta-
bilisiert jedes s € S, die Menge R"\R,. Gegeben w € W ist nun R, N (wR™)
ein System positiver Wurzeln in R, und es gibt folglich genau ein v € W, mit
v(R, N (wR™)) = R, N R*. Da die Linge eines Elements nach [SPW] 2.2.15
genau die Zahl der positiven Wurzeln ist, die von ihm negativ gemacht werden, ist
x = vw notwendig das kiirzeste Element der Linksnebenklasse 1W/,w und fiir alle
y € W, gilt [(yx) = l(y) + I(z). Das zeigt die analoge Aussage fiir Linksneben-
klassen. Die im Lemma behauptete Aussage fiir Rechtsnebenklassen folgt durch
Invertieren. ]
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Proposition 2.6.14. Gegeben |1 € b NX ein ganzes p-dominantes Gewicht und
x,y € W kiirzeste Reprdisentanten von Nebenklassen aus W /W, gilt

Alx-p) CAy-p) x>y

Beweis. Um die Implikation < zu zeigen, riickt man die Einbettung A(z - 0) C
A(y - 0) mit T an die Stelle ;. Um die andere Implikation = zu zeigen, folgern
wir aus A(z - 1) C A(y - p) der Reihe nach

Hom(THA(z - O) Ay -p)) #0 wegen THA(z - 0) = A(x - ),
Hom(A(x - 0), T A( w)) # 0 wegen der Adjunktion (T, Tg), und
Hom(A(x - 0), (yu 0)) #0 fiireinu € W, wegen 2.5.6.

Mit dem Hauptblock-Fall 2.6.9 folgt dann x > yu > . [

2.6.15. Gegeben \ € b, ist W5 kanonisch isomorph zur Weylgruppe des Wur-
zelsystems Rjy. Das System positiver Wurzeln R N Ry definiert folglich eine
Teilordnung auf W7, die wir ,,die Bruhatteilordnung auf W5 nennen und >3 no-
tieren.

Satz 2.6.16. Gegeben \ € b und x,y € WS; kiirzeste Reprdsentanten von
Nebenklassen aus W5 /W), gilt mit >5 der Bruhat-Teilordnung auf W die Regel

Alx-N) CAy-A) & >3y

Beweis. Ganz genauso wie der Beweis fiir den bisher behandelten Spezialfall
A € biom N X mit zwei Ausnahmen: Erstens sollten wir uns klarmachen, daf3
es fiir jede einfache Spiegelung s € Wj tatsdchlich ein o € b, N (A + X) gibt
mit W, = (s). Das iiberlassen wir dem Leser. Zweitens benétigen wir fiir jede
einfache Spiegelung s € Wj eine Einbettung A(s - A\) C A(\). Das leistet die
anschlieBende Proposition 2.6.17. [

Proposition 2.6.17. Gegeben A € b* beliebig und s € W eine Spiegelung mit
(s-A) < Agilt A(s- ) C A(N).

Beweis. Zunichst einmal zeigen wir das fiir A ganz und regulir. In diesem Fall
haben wir ja A\ = z - fiir eindeutig bestimmte z € W und ¢ € X N b}, und
es gilt, aus (sz - ) < (z - ) zu folgern sz > z in der Bruhat-Teilordnung. Nun
bedeutet unsere Ungleichung (sz - 1) < (z - p) aber geometrisch gerade, daB
die Spiegelebene L von s den Alkoven B von (z - 1) und den Alkoven A von p
nicht trennt. Mit ?? folgt erst [(sz) > [(z) und dann sz > z wie gewiinscht. Jetzt
behandeln wir den allgemeinen Fall. Hier beruht das Argument auf dem folgenden
Lemma, das wir im Anschluf3 beweisen.
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Lemma 2.6.18. Fiir jedes ganze Gewicht v € X ist die Menge
{reph” | A(t+v)C A1)}

abgeschlossen in b* fiir die Zariski-Topologie.

Daraus folgt dann die Proposition, denn ist sagen wir o die Wurzel zu s und setzen
wir (A+p, @¥) = n, betrachten die Hyperebene H aller 7 € h* mit (7+p, ") =n
und nehmen v = —na, so gilt (s-7) = 7+ v fir alle 7 € H und nach dem schon
Bewiesenen haben wir A(7 + v) C A(7) fiir alle reguldren 7 € X N H. Da diese
jedoch in H Zariski-dicht liegen, folgt diese Inklusion mit 2.6.18 fiir alle 7 € H
und insbesondere fiir \. [

Beweis von Lemma 2.6.18. Gegeben Vektorrdume V, W endlicher Dimension ist
die Menge aller Injektionen sicher Zariski-offen in Hom(V, W) und die Menge
der Nicht-Injektionen folglich Zariski-abgeschlossen. Identifizieren wir alle A(\)
mit dem festen Vektorraum U(n) vermittels ihres kanonischen Erzeugers v, und
ist v € X fest gewdhlt, so wird fiir « € R die Operation eines Elements x,, € g,
eine von \ abhéngige lineare Abbildung

Spa()‘) : U(n)v — U(n)u—i-a

Man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeiten, daf3 wir auf diese Weise eine algebrai-
sche Abbildung ¢, : h* — Hom(U(n),, U(n), ) erhalten. Die A mit A(A+v) C
A(A) koénnen nun beschrieben werden als das Urbild der Nicht-Injektionen unter
der algebraischen Abbildung h* — Hom (U(n),, P, g+ U(n),4a), die jedem
A € b* die Spaltenmatrix der ¢, (\) zuordnet. O

2.6.19. Wir haben nun Satz 2.6.16 vollstindig bewiesen und damit die Homomor-
phismen zwischen Vermamoduln sogar noch expliziter beschrieben als im ein-
gangs formulierten Satz 2.6.2. Der Vollstindigkeit halber miissen wir jedoch auch
noch die dort gegebene Beschreibung ableiten.

Beweis von 2.6.2.4. Wir zeigen also noch
AN) CA(p) < Atp

Die Implikation < ist schon klar nach 2.6.17. Zum Nachweis der anderen Impli-
kation schreiben wir A\ = x - 7und p = y - 7 mit 7 € b}, und z,y € W> und es
reicht, aus x >- y zu folgern (z - 7) 1 (y - 7). Zu zeigen ist also nur, daB fiir eine
Spiegelung s € W- mit I-(sy) > [-(y) gilt (sy - 7) 1 (y - 7). Das folgt jedoch aus
??, angewandt auf die affine Spiegelungsgruppe W C Aff(7 + (R:)q)- O

Satz 2.6.20. Es gilt [A(N) : L(p)] #0 < A1 .
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Beweis. Die Implikation < folgt sofort aus der eben bewiesenen Inklusion von
Vermamoduln A(A) C A(u). Die andere Implikation zeigt man wie ihren Spezi-
alfall 2.6.10. O

Satz 2.6.21 (Verschieben einfacher Moduln auf Wiinde). Seien gegeben Ge-
wichte \, i € b, mit ganzer Differenz und Wy C W,,. Sei x € W5 der grifite
Reprdsentant aus seiner Nebenklasse in W5 /W . So haben wir

L(x - u) falls x auch der grifite Reprdisentant
Th L(x - \) = aus seiner Nebenklasse in W /W, ist,

0 sonst.

2.6.22. Man kann die Bedingung in Satz 2.6.21 auch geometrischer fassen wie
folgt: Fiir jede Spiegelung auf einem affinen Raum iiber einem angeordneten
Korper betrachtet man die dreiteilige Partition in die zwei offenen Halbrdume und
die Spiegelhyperebene. Gegeben eine affine Spiegelungsgruppe betrachtet man
die grobste Partition des affinen Raums, die feiner ist als diese Partition fiir jede
der Spiegelebenen. Die Stiicke dieser Partition heilen die Facetten unserer affinen
Spiegelungsgruppe. Ist unsere Spiegelungsgruppe endlich und zeichnen wir einen
Alkoven A als dominant aus, so definieren wir zu einer Facette /' ihren oberen

AbschluB £ als R )
F=(Hn () Hin () Hx
HOF HiDF H, DF

wo der Schnitt {iber alle Spiegelhyperebenen H lduft. Dann haben wir fiir beliebi-
ge © € Wj in der Situation des Satzes T L(x - \) = L(z - ) genau dann, wenn
x - i im oberen Abschluf3 der Facette von x - A liegt, fiir die Operation von Wy auf
A + (R5)q- Andernfalls gilt T L(x - ) = 0.

Beweis. Schiebt man einen einfachen Modul auf Winde, so erhilt man einen ein-
fachen Modul oder Null. In der Tat ist jeder einfache Modul das Bild eines Ho-
momorphismus von einem Vermamodul in einen Nablamodul und umgekehrt hat
jeder von Null verschiedene derartige Homomorphismus einfaches Bild. Folglich
kommen fiir T L(x - \) iiberhaupt nur die Alternativen L(z - 1) und 0 in Betracht.
Ist z nicht der grofite Reprisentant seiner Nebenklasse aus 1 /W,,, so finden wir
in dieser Nebenklasse ein y, das noch grofler ist. Da x maximal war in seiner Ne-
benklasse aus W5 /W), folgt (y - A\) # (x - A) und L(x - \) ist ein Quotient des
Kokerns der Inklusion A(y - A) < A(x - A). Beim Verschieben auf die Winde
wird diese Inklusion jedoch nach 2.5.6 eine Inklusion von einem Vermamodul in
sich selber, folglich muf3 ihr Kokern bei diesem Verschieben sterben. Es bleibt
damit nur zu zeigen, daf} diejenigen einfachen Moduln, denen das vorhergehen-
de Argument eine Uberlebenschance einrdumt, auch tatséichlich die Verschiebung
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Die eingekringelten Punkte aus der Bahn von A unter der dot-Operation der
Weylgruppe zeigen die Gewichte = - A mit T L(z - \) = 0, bei denen eben ,,von
der Seite der positiven Weylkammer her auf die Wand geriickt wird*. Die Pfeile
deuten dahingegen an, auf welche Einfachen in der Wand die anderen Einfachen

auBerhalb der Wand geschoben werden.
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auf die Wand iiberleben. Mithilfe der Vermamoduln erkennt man jedoch, daf} das
Verschieben eine Surjektion T : [O0,] — [O,] auf den Grothendieckgruppen
liefert. Das zeigt, da3 in der Tat die iibrigen Einfachen alle am Leben bleiben
miissen. ]

Korollar 2.6.23. Seien \, ;1 € b, mit \ — p € X und Wy C W,. So gilt fiir
alle v,y € Wy = W mit y maximal in seiner Nebenklasse yW, die Identitiit von
Jordan-Holder-Multiplizititen

[A(z - A) : Ly - M = [A(z - p) : Ly - p)]

Beweis. Der Verschiebungsfunktor T% ist ein exakter Funktor, der A(z - \) auf
A(x- ) abbildet, einfache Objekte auf einfache Objekte oder auf Null, das Objekt
L(y - A) auf L(y - ), und kein nicht zu L(y - A) isomorphes einfaches Objekt von
O auf L(y - p). O

2.6.24. Wir sehen insbesondere, da3 wir aus den Multiplizitdten der Vermamo-
duln im Hauptblock bereits die Multiplizititen aller Vermamoduln mit ganzem
hochsten Gewicht herleiten konnen.

2.6.25 (Multiplizititen im subgenerischen Fall). Sei A € b} gegeben derart,
daf} seine ganzzahlige Weylgruppe genau zwei Elemente hat, sagen wir Wy =
{e, s}, und die Standgruppe von A trivial ist, in Formeln s - A # \. So haben wir
nach 2.6.2 eine kurze exakte Sequenz

As - A) = A(N) = L(\)

Wegen A(s-A) = L(s- A) nach 1.6.12 liefert diese Sequenz bereits alle Multipli-
zititen von Vermamoduln im Block O,.

2.6.26 (Einige weitere Multiplizititen). Wir erinnern unsere Notation A, =
A(z - 0) und betrachten den Isomorphismus A : ZW = [Oy], der gegeben wird
durch x — [A,] fiir x € WW. Unsere Formeln 2.6.6 fiir die Verschiebung von Ver-
mamoduln durch die Wand zeigen 6,0 A = Ao (-(1 + s)) fiir jede einfache Spie-
gelung s € W. Wir erkldren nun C, € ZW durch die Vorschrift A(C,) = [P,]

alias
Coi=Y [Pa:Aay

yeWw
Aus der Reziprozititsformel und unseren Erkenntnissen iiber Homomorphismen
von Vermamoduln folgt [P, : A.Ja > 1und [P, : A.]n = 1. Wir wissen,
daB 6, P, projektiv ist, also 6,FP, = @zew Pz@m(z) fiir geeignete Vielfachheiten
m(z) > 0. Es folgt C,(1 +5) = >,y m(2)C; mit m(z) > 0. Besitzt nun W
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genau zwei einfache Spiegelungen s und ¢, so betrachten wir im Gruppenring die
Elemente D, := > _ v und finden durch elementare Rechnung

y<z
2D, falls xs < x;
D,(1+s)=1< D;s+ D, fallsxzs> xundz # e;
D, falls x = e oder x = ¢.

Im Fall sts = tst alias g = sl(3;C) iiberzeugt man sich nun leicht, da} wir
notwendig C, = D, erhalten und damit

) | 1 fallsy > x;
At Ly] = { 0 sonst.

In derselben Weise erhilt man im Fall einer beliebigen halbeinfachen Liealgebra
fiir ein p-dominantes Gewicht A mit |IW5| < 6 und beliebige u, v € W5 - A die
Multiplizititen

1 fallsv 1 p;

0 sonst.

AG) : L) = {

Im allgemeinen liegen die Verhiltnisse jedoch nicht so einfach, wie im weiteren
ausgefiihrt werden soll.
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3 Kazhdan-Lusztig-Theorie

3.1 Iwahori-Hecke-Algebra

3.1.1. Gegeben GG D B eine Gruppe mit einer endlichen Untergruppe konnen wir
im Gruppenring ZG mit der Konvolution * als Multiplikation die additive Un-
tergruppe H (G, B) der B-Biinvarianten betrachten. Eine Z-Basis dieser Unter-
gruppe bilden die charakteristischen Funktionen der B-Doppelnebenklassen. Die
Untergruppe H (G, B) C ZG ist zwar abgeschlossen unter der Konvolution, be-
sitzt jedoch im allgemeinen in Bezug auf diese Multiplikation kein Einselement.
Um das zu korrigieren fithren wir auf 7 (G, B) eine neue Multiplikation ein durch
die Vorschrift

[*pg:i= ﬁ(f*g)

und erhalten so einen Ring mit der charakteristischen Funktion von B als Einsele-
ment, die sogenannte Hecke-Algebra zu G O B.

3.1.2 (Ursprung der Terminologie). In ?? werde ich diskutieren, wie man diese
Konstruktion auf den Fall einer beliebigen Untergruppe B verallgemeinern kann,
und inwiefern gewisse Erzeuger der Hecke-Algebra zu GL(2;R) D GL(2;Z)
dann gerade den Operatoren entsprechen, die Hecke in die Theorie der Modulfor-
men eingefiihrt hat und denen unsere Hecke-Algebra ihren Namen verdankt.

3.1.3. Bezeichne I, den endlichen Korper mit ¢ Elementen. Wir interessieren uns
fiir den Fall der endlichen Gruppe G = GL(n;F,) mit der Untergruppe B der
oberen Dreiecksmatrizen. Nach [LA1] ?? ist GG die disjunkte Vereinigung der B-
Doppelnebenklassen zu Permutationsmatrizen, in Formeln

GL(n;Fy) = | | BwB

wESn

Die charakteristischen Funktionen 7}, der Doppelnebenklassen Bx B fiir x € S,
bilden folglich eine Z-Basis der Hecke-Algebra H = H(G, B). Bezeichne I(z)
die Zahl der Fehlstinde alias die Lange der Permutation = in Bezug auf die Men-
ge S der Transpositionen benachbarter Elemente, die genau die einfachen Spie-
gelungen sind in Bezug auf das durch B gegebene System positiver Wurzeln. Wir
behaupten fiir die Multiplikation x5 in dieser Heckealgebra, die wir von nun an
einfach durch Hintereinanderschreiben notieren, die Formeln

T, T, = T, falls [(z) + l(y) = l(xy);
T? = qT.+ (q—1)T, fiir s von der Linge [(s) = 1.

s

In der Tat kennen wir aus Ubung [LLA2] 5.2.7 fiir die Kardinalititen der Doppelne-
benklassen die Formel |BxB| = ¢!®|B|. Fiir z, y mit [(z) + I(y) = [(zy) liefert
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Die Untergruppe B U BsB im Fall der Transposition benachbarter Elemente
s = (2,3) in der GL(6).
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die Multiplikation BxB x g ByB — G sicher eine Abbildung, deren Bild BxyB
umfalt. Ein Vergleich der Kardinalititen zeigt dann, dal3 sie sogar eine Bijektion
mit BxyB liefern muB, und das zeigt die erste Formel. Ist s € §,, von der Linge
I(s) = 1, also die Vertauschung zweier benachbarter Elemente von {1, ..., n}, so
erkennt man leicht, da B LI BsB eine Untergruppe ist, namlich die Untergrup-
pe aller invertierbaren Block-obere-Dreiecksmatrizen mit lauter (1 x 1)-Blocken
aber einem (2 x 2)-Block auf der Diagonalen, und daB diese Untergruppe genau
(q¢+1)|B| Elemente hat. Es folgt (T +T,) * (T, +T.) = (¢+1)|B|(Ts + T.) und
in der Hecke-Algebra mit dem neutralen Element 1 = T, gilt folglich (7, +1)? =
(q+ 1)(Ts+ 1) alias T2 = (¢ — 1)Ts + ¢.

Vorschau 3.1.4. Haben wir allgemeiner eine zusammenhédngende reduktive al-
gebraische Gruppe iiber dem endlichen g-elementigen Korper I, mit einer Bo-
rel’schen und bezeichnet G O B die zugehdrigen endlichen Gruppen [F-wertiger
Punkte, so gilt das Vorhergehende entsprechend, sobald wir in unserer Borel’schen
eine Cartan’sche wihlen und statt mit S,, allgemeiner mit der zugehorigen Weyl-
gruppe W und der darauf durch die Borel’sche festgelegten Lingenfunktion arbei-
ten. Die Elemente der Linge Eins heiflen in dieser Allgemeinheit die ,,einfachen
Spiegelungen®.

Lemma 3.1.5 (Universelle Strukturkonstanten). Fiir die symmetrische Gruppe
W = S,, mit dem System einfacher Spiegelungen S = {(i,1+ 1) | 1 <i < n}
gibt es eindeutig bestimmte Polynome c; , im Polynomring Z[q] derart, daf3 bei
Einsetzen einer beliebigen echten Primzahlpotenz fiir q in unserer Hecke-Algebra
aus 3.1.3 gilt

TxTy = Z Ci,y(Q)Tz

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar und nur die Existenz ist noch zu zeigen. Ist
y = s eine einfache Spiegelung, so haben wir 7,7, = T, falls xs > z und
T, T, = ToT? = qT,s + (¢ — 1)T, falls s < x und die Existenz ist auch
klar. Im allgemeinen schreibe man T, = T ... T, fir y = s...r eine reduzierte
Darstellung. [

Satz 3.1.6 (Iwahori-Hecke-Algebra fiir S,)). Fiir die symmetrische Gruppe W :=
S,, mit dem System einfacher Spiegelungen S := {(i,1+ 1) | 1 < i < n} gibt
es auf dem freien Modul @, ., Z[q|T, iiber dem Polynomring Z[q| zur Basis W
genau eine assoziative 7|q)-bilineare Verkniipfung derart, dafs gilt

.7, = Ty falls [(z) + U(y) = l(zy);
T? = qT.+ (¢q— 1T, fiirseS.

s

Beweis. Die Eindeutigkeit scheint mir offensichtlich. Um die Existenz einer der-
artigen Verkniipfung zu zeigen, mag man schlicht eine Verkniipfung definieren
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durch die im vorhergehenden Lemma 3.1.5 eingefiihrten Polynome ¢ , vermit-
tels der Vorschrift
T.T,=Y ¢,T.

Das einzige Problem ist der Nachweis der Assoziativitit der so erkldrten Verk-
niipfung. Unser freier Z[q|-Modul mit Verkniipfung 148t sich jedoch durch Spe-
zialisieren von ¢ zu allen echten Primzahlpotenzen einbetten in das Produkt aller
zuvor betrachteten konkreten Hecke-Algebren aus 3.1.3. In der Tat ist das Produkt
dieser Spezialisierungsabbildungen injektiv, da jedes Polynom nur endlich viele
Nullstellen hat. Da alle konkreten Hecke-Algebren assoziativ sind, muf} das auch
fiir unsere Iwahori-Hecke-Algebra gelten. [

Satz 3.1.7 (Iwahori-Hecke-Algebra eines Coxetersystems). Gegeben ein Coxe-
tersystem (W, S) gibt es auf dem freien Modul @, Z[q]T, iiber dem Polynom-
ring Z[q| zur Basis W genau eine assoziative Z|q|-bilineare Verkniipfung derart,
daf gilt

.7, = T, falls [(z) + U(y) = l(zy);
T2 = ¢T.+(¢— VT, firsesS.

3.1.8. Die durch unseren Satz erklirte Z|q]-Ringalgebra heifit die Hecke-Algebra
oder ausfiihrlicher Iwahori-Hecke-Algeba unseres Coxetersystems. Wir verwen-
den dafiir die Notation
HW.S) = D ZlIT.
zeW

Beweis. Diese Verallgemeinerung von 3.1.6 zeigt man im Fall einer Diedergruppe
S = {s,t}, indem man auf dem freien Z[q]-Modul &, ,,, Z[q]T,, Endomorphis-
men (75-) und (7}-) sowie (-7s) und (-7}) erkldrt durch

{ Ty falls sz > x;

(Ty) : Ty —

Ty + (¢ — )T, falls sz < z,

und analoge Regeln in den drei anderen Fillen. Dann priift man durch explizite
Rechnung, dafl (75-) und (7}-) mit (-7%) und (-7}) jeweils kommutieren. Die En-
domorphismen unseres freien Z[g|-Moduls, die mit (-7) und (-7;) kommutieren,
bilden dann offensichtlich eine Ringalgebra mit den behaupteten Eigenschaften.
Im allgemeinen betrachtet man die von den in derselben Weise definierten En-
domorphismen (7-) von €, .y, Z[q]T. und folgert aus dem bereits behandelten
Diederfall, dal} sie die Zopfrelationen erfiillen. Da man nun nach [SPW] 3.2.5
zwischen je zwei reduzierten Darstellungen ein und desselben Elements einer Co-
xetergruppe mit Zopfrelationen hin- und hergehen kann, folgert man leicht, daf3
die von diesen Endomorphismen erzeugte Unterringalgebra die behaupteten Ei-
genschaften besitzt. ]

54



Erganzung 3.1.9. Gegeben ein Coxetersystem (17, S) und ein Kring R und eine
Abbildung S — R, s — g5 mit der Eigenschaft, daB gilt ¢, = ¢, falls £s ungerade
Ordnung hat, gibt es auf dem freien Modul &, RT,, iiber dem Kring R zur
Basis W genau eine assoziative ?-bilineare Verkniipfung derart, da} gilt

T, T, = T, falls I(x) + I(y) = l(xy);
T2 = ¢T.+ (¢s— 1T, firseS.

Der Beweis bleibt mutatis mutandis derselbe. Meist wihlt man R = Z[Q), g] und
spricht dann von Hecke-Algebren mit verschiedenen Parametern.

3.1.10 (Varianten der Hecke-Algebra). Vielfach betrachtet man statt der im vor-
hergehenden Satz erklédrten Hecke-Algebra

H=HW.5) = D ZlT:

zeW

Varianten mit nach Z[q, ¢~'] oder sogar nach Z[q'/?, ¢~'/?] erweiterten Skalaren
und bezeichnet diese Algebren mit demselben Buchstaben 7. Der Ausdruck ¢'/2
meint in diesem Zusammenhang nur ein formales Symbol, dessen Quadrat ¢ sein
soll. Wir fiihren stattdessen ein neues Symbol v ein mit v=2 = ¢ und bezeich-
nen den Ring der Laurentpolynome in v mit £ = Z[v,v~'] und arbeiten also in
Formeln ausgedriickt meist mit der Algebra

H=HW,S)= EB Zlv, v T, = Zv,v™ "] Qg (@ Z[q]Tx>

zeW

Das Tensorieren ist dabei beziiglich der Einbettung Z[q] — Z[v,v"!] mitq > v 2
gemeint und ganz rechts steht unsere Hecke-Algebra aus 3.1.7.

3.1.11 (Beschreibung der Hecke-Algebra durch Erzeuger und Relationen).
Die Hecke-Algebra H(W,S) zu einem Coxetersystem (W, S) vom Schlufl der
vorhergehenden Bemerkung 3.1.10 kann mit der Abkiirzung ¢ = v~2 und der Ter-
minologie aus [NAS] 3.7.2 auch beschrieben werden als die £-Ringalgebra mit
den Erzeugern {T}.cs, den quadratischen Relationen (7 + 1)(7s — ¢) = 0 so-
wie den sogenannten Zopf-Relationen 7,7 ...Ts = T;T ... T; beziechungswei-
se T\iTs ... T, = T,T,T;...T; wenn gilt st...s = ts...t beziechungsweise
sts...t =tst...sfirs,t € S. Das folgt ohne Schwierigkeiten aus der Erkennt-
nis [SPW] 3.2.5, dal man zwischen je zwei reduzierten Darstellungen ein und
desselben Elements einer Coxetergruppe mit Zopfrelationen hin- und hergehen
kann.
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3.2 Kanonische Basis der Hecke-Algebra

3.2.1. Seien (W, .S) ein Coxetersystem, [ : W — N die zugehorige Langenfunk-
tion und < die Bruhat-Teilordnung auf V. Insbesondere bedeutet x < y also
x <y, x #y. Bezeichne £ = Z[v,v~!] den Ring der Laurentpolynome iiber Z in
einer Variablen v. Auf dem freien £-Modul

H=HWS) =P LT,

zeW

iiber W gibt es nach 3.1.11 genau eine Struktur einer assoziativen £-Algebra mit
T.T, = Ty, falls I[(z) + I(y) = l(zy) und T? = v2T, + (v=? — 1)T fiir alle
s € S. Diese assoziative Algebra H nennen wir im folgenden die Hecke-Algebra
von (W, S). Sie ist unitir mit Eins-Element 7., wir schreiben auch oft 7, = 1.

3.2.2. Die Hecke-Algebra kann in leichter Abwandlung von 3.1.11 auch beschrie-
ben werden als die unitiire assoziative £-Algebra mit den Erzeugern { H,} g fiir
H, = vT}, den quadratischen Relationen

(Hy +v)(Hy, —v™ ') =0 alias H>=1+ (v ' —v)H,

sowie den sogenannten Zopf-Relationen H H; ... Hy; = H,H, ... H; beziehungs-
weise H,H,H, ... H, = HiH,H, ... H; wenn gilt st...s = ts...t beziehungs-
weise sts...t = tst...s fir s,t € S. Alle Hy sind invertierbar, genauer priift
man leicht die Formel
H'=H,+(v—v1)

3.2.3. Wir arbeiten von nun an mit H, = v'®T,. Sicher gilt auch H,H, = H,,
falls [(x) + I(y) = [(xy). Mit den H, sind also auch alle H, Einheiten in H.
Wir konnen involutive alias selbstinverse Ringautomorphismen a,b : H — H
definieren durch die Regeln

a(v) =—v,  a(H,) = (-1)VH,
b(v) = —v~t, b(H,) = H,.

Wir konnen weiter involutive Ringantiautomorphismen 6,7 : H — H erkldren
durch die Regeln

S(v)y=v"t,  6(H,) =H]!,

i(v) = v, i(Hy) = Hy—1.
Diese vier Involutionen kommutieren paarweise und definieren mithin eine Ope-
ration von (Z/27)* auf H, die fiir nichtkommutatives W sogar treu ist. Insbeson-
dere ist d = id : H — H ein involutiver Automorphismus von #, die sogenannte
Dualitiit. Indem man H, als ein Produkt von Hg mit s € S schreibt, priift man
leicht

d(H,) € H,+>» LH,

y<x

56



Die Dualitdt d spielt in der Theorie der Kazhdan-Lusztig-Polynome eine funda-
mentale Rolle. Wir schreiben oft d(H) = H, es giltalso7 = v~"' und H, =
(H,-1)"'. Wir nennen H € H selbstdual, wenn gilt H = H.

Satz 3.2.4. Sei (W,S) ein Coxetersystem. Fiir alle x € W gibt es genau ein
selbstduales H , € H mit der Eigenschaft

H, e H,+ ZUZ[U]Hy

Yy

3.2.5. In [KL79] wird unser H , mit C! bezeichnet. Kazhdan und Lusztig arbeiten
mit der Variablen ¢ = v~2 und mit der £-Basis der T,. Wir werden gleich se-
hen, da} die H , eine £-Basis der Heckealgebra bilden. Sie heif3t die kanonische
selbstduale Basis oder kurz kanonische Basis.

3.2.6 (Die Kazhdan-Lusztig-Vermutungen). Seien g D b eine halbeinfache
komplexe Liealgebra und R ein System positiver Wurzeln. Ebenfalls in [KL79]
wird die Vermutung ausgesprochen, daf} unsere Elemente

Cot= ) [Pa:AJay=) [A:Lajay

yew yew

des Gruppenrings ZW aus 2.6.26, die die Jordan-Holder-Multiplizitdten der Ver-
mamoduln beschreiben, die Bilder der kanonischen Basis der Heckealgebra unter
dem durch v — 1 gegebenen Ringhomomorphismus H — ZW sind, in Formeln
H, — C, bei v — 1. Das ist mittlerweile bewiesen und ich will im weiteren
Verlauf dieser Vorlesungen einen Beweis vorstellen.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit folgen sofort aus den beiden anschlie-
Benden Lemmata 3.2.7 und 3.2.8. Alternativ kann man das Theorem auch aus der
sehr allgemeinen Proposition ?? folgern. [

Lemma 3.2.7. Es gibt fiir alle x € W ein selbstduales H, € H mit H, €
H, + qu vZ[v]|H,.

Beweis. Wir wissen ja schon, daB gilt H, = H;! = H, + (v — v™!) fiir alle
s € S. Insbesondere ist H, + v selbstdual, und sobald wir die Eindeutigkeit der
H , gezeigt haben, konnen und werden wir H 4+ v mit H _ abkiirzen. Die Rechts-
multiplikation von (H; + v) auf H wird beschrieben durch die Formeln

H,, +vH, falls xs > x;
H,,+v'H, fallsxs < x.

H,(Hs+v)= {

Wir zeigen nun das Lemma durch Induktion iiber die Bruhat-Teilordnung. Sicher
konnen wir die Induktion mit /, = H, = 1 beginnen. Sei nun x € W gegeben
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und sei die Existenz von H, bekannt fiir alle y < z. Falls = # e finden wir s € S
mit zs < z und nach Induktionsvoraussetzung gilt

ﬂxs(‘HS + U) = Hl" + Z hyHy

y<zx

fur geeignete h, € Z[v]. Wir bilden

ﬂ:}c —st+v Zh

y<zx
und unsere Induktion lauft. [
Lemma 3.2.8. Fiir H € ) vZ[v|H, folgt aus H = H schon H = 0.

Beweis. Sicher gilt H, € H, + Zy < LH , fir H, wie in der schon gezeigten
Behauptung 3.2.7 und folglich H, € H, + Zy@ LH, fiir alle x € W. Schreiben
wir nun H =} h,H, und wahlen z maximal mit h, # 0, so folgt aus H = H
schon h, = h, im Widerspruch zu h, € vZ[v]. Das zeigt die Behauptung und das
Lemma ist bewiesen. [

Definition 3.2.9. In einer abelschen Gruppe F mit Involution d bezeichne E* C
E die Untergruppe der selbstdualen Elemente E™ := {e € E | de = e}.

Proposition 3.2.10. Die selbstdualen Elemente der Hecke-Algebra bilden einen
freien Modul H™ iiber Lt = Z[(v + v™')] mit Basis H, mit v € W. Als Algebra
iiber LT wird H* erzeugt von den H_mit s € S.

Beweis. Offensichtlich bilden die H , eine £-Basis von H, und > _ h, H , ist selbst-
dual genau dann, wenn alle /,, es sind. Die induktive Konstruktion der H , zeigt
sogar, daf alle H, in der Z-Unteralgebra von H liegen, die von den H, mits € S
erzeugt wird. 0
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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