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1 Singulire Homologie

1.1 Simpliziale Homologie

Definition 1.1.1. Fiir jede Menge A betrachten wir die abelsche Gruppe ZA aller
Abbildungen f : A — Z, die nur auf endlich vielen Elementen von A Wer-
te ungleich Null annehmen. In kategorientheoretischer Sprache ist das die freie
abelsche Gruppe ZA = Ab'A iiber A. Die Elemente von ZA fassen wir auf als
endliche formale Linearkombinationen von Elementen von A und schreiben sie
f=> aAmitay = f(\) € Zund X € A.

1.1.2. Wir haben eine offensichtliche Abbildung A — ZA, die eben jedem Ele-
ment die charakteristische Funktion der entsprechenden einelementigen Teilmen-
ge zuordnet. Gegeben eine weitere abelsche Gruppe G 146t sich jede Abbildung
¢ : A — G auf genau eine Weise zu einem Gruppenhomomorphismus ¢ :
ZN\ — G ausdehnen, den wir die lineare Fortsetzung von ¢ nennen.

Definition 1.1.3. Sei K = (E,K) ein Simplizialkomplex im Sinne unserer Defi-
nition , also eine Menge F mitsamt einem System C C P(E) von endlichen
Teilmengen von £, das unter dem Bilden von Teilmengen stabil ist und alle ein-
elementigen Teilmengen von £ enthilt. Eine geometrische Anschauung fiir dieses
eher kombinatorische Datum mag der zugehérige Polyeder A(/C) nach ge-
ben. Gegeben ¢ € N alias ¢ > 0 bilden wir erst die Menge

K5 :={0:{0,...,q} — E | o injektiv, imo € K}

aller angeordneten ¢-Simplizes in unserem Simplizialkomplex, deshalb auch der
obere Index <. Dann bilden wir iiber dieser Menge die freie abelsche Gruppe
ZquS. Und schlieBlich bilden wir deren Quotienten

SK :=ZK: (o om — (sgnm)o | 0 € K5, m € Spi1)

im Sinne von [ ] , in dem je zwei angeordnete g-Simplizes, die sich nur
in ihrer Anordnung und in dieser um eine Permutation 7 unterscheiden, bis auf
das Signum der fraglichen Permutation 7 € S, miteinander identifiziert wer-
den. Diesen Quotienten S,K nennen wir die Gruppe der g-Simplizialketten von
K. Einen angeordneten g-Simplex o notieren wir (vo, ...,v,) mit v; = o(i).
Die abweichende Konvention aus , wo der Buchstabe o meist einen Sim-
plex ¢ € K alias eine Teilmenge der Menge E der Ecken bezeichnete, wer-
den wir von nun an nicht mehr verwenden. Wir benutzen stattdessen fiir solche
Teilmengen lateinische Buchstaben, etwa s € K. Die Gruppenhomomorphismen
o= : ZICqSJrl — ZICqS, die auf angeordneten Simplizes durch die Formel

(Vo, ..., vq) — Z (=1)"(V0y -+« s Diy e+ 5 0y)

0<i<q
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Anschauung fiir den Rand einer 2-Simplizialkette. In der linken Spalte habe ich
versucht, zwei Elemente der freien abelschen Gruppe iiber der Menge der
angeordneten Simplizes graphisch darzustellen, die dieselbe Simplizialkette
repriasentieren, sowie ganz unten besagte Simplizialkette selber. In der rechten
Spalte werden die jeweiligen Rinder angedeutet.



gegeben werden mit einem Hut alias einer “Tarnkappe” tiber der wegzulassenden
Komponente, induzieren Gruppenhomomorphismen

a = aq+1 . Sq+1IC — Sq]C

auf den Simplizialketten, die Randoperatoren. In der Tat, da die symmetrische
Gruppe durch Transpositionen benachbarter Elemente erzeugt wird, miissen wir
fiir die Wohldefiniertheit dieser Randoperatoren nur priifen, da die beiden Rén-
der O=(vg, . . ., Vi, Vg1, - - -, V) und —0=(vg, . . ., Viy1, Vi, . . . , V) fiir alle i diesel-
be Simplizialkette reprédsentieren, und das ist leicht einzusehen. Weiter priift man
ohne Schwierigkeiten, da3 die Verkniipfung von je zwei aufeinanderfolgenden
Randoperatoren Null ist. Auf diese Weise erhalten wir eine Sequenz von abel-
schen Gruppen

sk s kD sk,

den Komplex der Simplizialketten. Um mit Beschrankungen der Indizes keinen
Arger zu kriegen, setzen wir unsere Sequenz ins Negative fort durch Null und
vereinbaren S,K = 0 fiir ¢ < 0.

Vorschau 1.1.4. Jeder Simplizialkomplex hat genau einen (—1)-Simplex, namlich
die leere Menge, und es mag natiirlicher erscheinen, den Komplex der Simplizi-
alketten nicht bei Null enden zu lassen, sondern ihn durch S_/C = Z fortzuset-
zen und erst darunter mit Nullen fortzufahren. Diese Variante unserer bisherigen
Definitionen werden wir spiter noch ausfiihrlicher diskutieren, sie fiihrt zur soge-
nannten “‘reduzierten Homologie”.

1.1.5. Anschaulich mag man sich eine 0-Simplizialkette vorstellen als eine endli-
che formale Linearkombination von Ecken mit ganzzahligen Koeffizienten; eine
1-Simplizialkette als eine endliche formale Linearkombination von “gerichteten”
Kanten, wobei wir uns einen angeordneten 1-Simplex o : {0,1} — FE als ei-
ne von ¢(0) nach o(1) gerichtete Kante denken und eine Kante mit der umge-
kehrten Richtung mit dem Negativen der urspriinglichen Kante zu identifizieren
ist; den Rand einer orientierten Kante als Endpunkt minus Anfangspunkt; eine
2-Simplizialkette als eine endliche formale Linearkombination von “orientierten”
Dreiecksflidchen, wobei wir einen angeordneten 2-Simplex o : {0,1,2} — E
durch einen Kreispfeil im Drehsinn des Weges von ¢ (0) iiber o(1) nach o(2) und
wieder nach ¢(0) andeuten, und eine Dreiecksfliche mit umgekehrter Orientie-
rung mit dem Negativen der urspriinglichen Dreiecksfliche zu identifizieren ist;
und den Rand einer orientierten Dreiecksfliche als die Summe ihrer drei Kan-
ten, jeweils versehen mit der Richtung, fiir die sie einen Rundweg in der durch
die Orientierung unserer Dreiecksfliche gegebenen Laufrichtung bilden. Die Her-
kunft der Bezeichnung O fiir die Randoperatoren wird in diskutiert.
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Ein Simplizialkomplex mit 12 Ecken, 20 Kanten und 8 Zweisimplizes. Darin
eingezeichnet eine 1-Simplizialkette, bestehend aus der formalen Summe der
sieben mit einem Pfeil versehenen fetten Kanten, zu verstehen mit der durch
diesen Pfeil gegebenen Orientierung und jeweils mit dem Koeffizienten 8.
Ebenfalls eingezeichnet der Rand dieser Simplizialkette, bestehend aus der
formalen Summe der zwei besonders fetten Punkte mit den darangeschriebenen
Koeffizienten £8. Wenn wir unsere 1-Simplizialkette entsprechend durch die
beiden Kanten zwischen diesen beiden Punkten mit geeigneter Orientierung und
geeigneten Koeffizienten ergédnzen, so erhalten wir einen 1-Simplizialzykel.



Definition 1.1.6. Sei K ein Simplizialkomplex. Wir definieren

Z,K :=ker(9, : S,K — S,-1K) die Gruppe der ¢-Simplizialzykel;
B,K :=im 0,1, die Gruppe der ¢-Simplizialrinder (engl. boundaries);
H,K :=7,K/B,K die g-te simpliziale Homologiegruppe von .

In der letzten Zeile ist die Restklassengruppe aus [ ] gemeint.

1.1.7. Anschaulich gesprochen beschreiben die verschiedenen Homologiegrup-
pen verschiedene Arten von Lochern des Polyeders A(K). Zum Beispiel liefert
1.2.11 in Verbindung mit 2.4.3 einen Isomorphismus zwischen HoXC und der freien
abelschen Gruppe iiber der Menge der Zusammenhangskomponenten von A(K),
die ja durch eine gewisse Art von Lochern voneinander getrennt werden; der
“Hurewicz-Isomorphismus” 1.5.2 in Verbindung mit 2.4.3 einen Isomorphismus
zwischen H; C und dem maximalen abelschen Quotienten der Fundamentalgruppe
von A(K), der eine andere Art von Lochern beschreibt; und die “Alexanderduali-
tit” ?? in Verbindung mit 2.4.3 fiir jeden endlichen Simplizialkomplex in R einen
Isomorphismus zwischen Hy/C und der freien abelschen Gruppe iiber der Men-
ge der beschrinkten Zusammenhangskomponenten des Komplements von A(K),
d.h. mit der freien abelschen Gruppe iiber den “Kavitdten” unseres Polyeders, die
eine wieder andere Art von Lochern beschreibt. Die hoheren Homologiegruppen
beschreiben dhnliche Phanomene in hoheren Dimensionen, fiir die ich leider keine
rdaumliche Anschauung mehr anbieten kann.

Beispiel 1.1.8 (Simpliziale Homologie eines vollen Simplex). Ist (F, K) ein
Simplizialkomplex mit £ # () und K der Menge aller endlichen Teilmengen von
E so ist der Komplex der Simplizialketten fiir jede Anordnung von £ kanonisch
isomorph in nichtnegativen Graden zum Komplex aus dem gleich anschlieBenden
Lemma 1.1.9. Folglich liefert die Abbildung nach ZXC_, F aus Lemma 1.1.9 einen
Isomorphismus Hy IC = Z und Lemma 1.1.9 zeigt weiter, daf} alle anderen Ho-
mologiegruppen verschwinden. Der zugehorige Polyeder A(K) ist fiir endliches
FE ein voller Simplex mit | E| Ecken, und unsere Erkenntnis bedeutet anschaulich,
daB solch ein voller Simplex “keine Locher hat”.

Lemma 1.1.9. Fiir jede nichtleere angeordnete Menge E ist der Komplex
0 ZK_\FE «— ZKoE <+ ZK\E «— ZKoFE «+— ...

exakt, wo IC,E das System aller (q+ 1)-elementigen Teilmengen von E bezeichnet
und der Randoperator O = 0= durch die Formel aus 1.1.3 gegeben wird, so dafs
wir fiir vg < ... < v, haben

0 :{vo,...,v.} — Z (=1)4wo, -+ -y Diy oo, 04}

0<i<q



Zwei homologe 1-Simplizialzykel in einem zweidimensionalen
Simplizialkomplex mit 12 Zwei-Simplizes, 24 Eins-Simplizes und 12
Null-Simplizes. Betrachtet man die Summe aller mit der Orientierung “im
Uhrzeigersinn” versehenen Zwei-Simplizes, so ist der Rand dieser
2-Simplizialkette die Differenz der durch Doppelpfeile bzw. einfache Pfeile
angedeuteten 1-Zykel.



1.1.10. Wir verstehen hier Exaktheit im Sinne von . Ausgeschrieben behaup-
ten wir also, da} an jeder Stelle der Kern des auslaufenden Pfeils mit dem Bild
des einlaufenden Pfeils zusammenfillt. Eine wichtige Variante des Lemmas zei-
gen wir spiter als 2.4.8.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir £ endlich annehmen.
Ist dann v € E die kleinste Ecke und definieren wir Gruppenhomomorphismen
§ 1 ZK E — ZK 41 E durch die Vorschrift 6{v, ..., v,} = {v,vg,...,v,} falls
v # vg bzw. 6{w, ..., v,} = 0 sonst, so priift man leicht an jeder Stelle 9§+ 00 =
id . Also ist in unserem Komplex jeder Zykel ein Rand. [

Beispiel 1.1.11. Ist (E, K) ein Simplizialkomplex mit 3 < |E| < oo und K der
Menge aller echten Teilmengen von E, so liefert die letzte Abbildung aus obi-
gem Komplex wieder einen Isomorphismus Hy X = Z und die erste einen Iso-
morphismus H,, X = Z fiir n = |E| — 2 und alle anderen Homologiegruppen
verschwinden. Der zugehdorige Polyeder A(K) ist der “anschauliche Rand” eines
vollen Simplex mit n + 2 Ecken.

Ubung 1.1.12. Man berechne die simpliziale Homologie der “Vereinigung der
Kanten eines Tetraeders”, also |E| = 4 und K alle Teilmengen mit hochstens
zwei Elementen.

Ubung 1.1.13. Man zeige: Besitzt ein Simplizialkomplex eine Ecke mit der Ei-
genschaft, daB jeder Simplex bei Dazunehmen dieser Ecke ein Simplex bleibt,
so verschwinden seine hoheren simplizialen Homologiegruppen und seine nullte
Homologiegruppe ist isomorph zu Z. Hinweis: 1.1.9.

Ubung 1.1.14. Man berechne die simpliziale Homologie des “Randes eines Qua-
drats”.

Ubung 1.1.15. Man zeige, daB gegeben ein Simplizialkomplex K das Bild der
offensichtlichen Abbildung Xy — Hy/C eine Z-Basis ist und dall zwei Ecken aus
ICo dasselbe Basiselement liefern genau dann, wenn sie durch einen Kantenweg
verbunden werden konnen.

Ubung 1.1.16. Man fiigt bei einem Simplizialkomplex eine Kante zwischen zwei
bereits existierenden Ecken hinzu. Wie konnen sich die Homologiegruppen unse-
res Simplizialkomplexes dabei @ndern?

1.1.17. Unser nidchstes Ziel ist zu zeigen, daf die simplizialen Homologiegrup-
pen eines Simplizialkomplexes X bis auf Isomorphismus nur vom topologischen
Raum A(K) abhingen und nicht von der gewihlten Triangulierung. Dazu erkli-
ren wir ganz allgemein fiir einen beliebigen topologischen Raum seine “singulidren
Homologiegruppen” und konstruieren ganz am Schluf dieses Abschnitts in 2.4.3
Isomorphismen zwischen den simplizialen Homologiegruppen eines Simplizial-
komplexes und den singulidren Homologiegruppen seines Polyeders A(K).

10



1.2 Definition der singuliren Homologie

Definition 1.2.1. Sei ¢ > 0. Der topologische Raum

Aq:{(l’oa...,xq)ERqJ’-l ngzgl,lezl}

heiflt der ¢-te Standardsimplex. Es ist also A ein Punkt, A; ein Geradenseg-
ment, A\, eine Dreiecksfliche, A3 ein massiver Tetraeder und so weiter.

Definition 1.2.2. Eine stetige Abbildung o : A, — X des ¢-ten Standardsimplex
A, in einen topologischen Raum X heif3t ein singuliirer ¢-Simplex von X.

1.2.3. Das Adjektiv singuldr ist hier in dem Sinne zu verstehen, da3 wir aul3er der
Stetigkeit keine Forderungen an o stellen. Wir erlauben also auch nicht-injektive,
ja sogar konstante Abbildungen o als singuldre Simplizes, so dafl das Adjektiv
singuldr zumindest einen Teil unserer singuldren Simplizes recht gut beschreibt.
Der Buchstabe S bei S,.X steht jedoch fiir “Simplex”, nicht etwa fiir “singulér”.

Definition 1.2.4. Wir bezeichnen mit
S, X := ZTop(A,, X) = Ab' Top(A,, X)

die freie abelsche Gruppe iiber der Menge aller singuldren g-Simplizes von X
und nennen ihre Elemente singulire ¢-Ketten. Diese Gruppe ist natiirlich riesig.
Zum Beispiel liefert die offensichtliche Bijektion Top(Ag, X) — X Gruppen-
isomorphismen Sy X — ZX. Um mit Beschrinkungen der Indizes keinen Arger
zu kriegen, vereinbaren wir zusitzlich S, X = 0 fiir ¢ < 0.

Definition 1.2.5. Fiir¢ > 1und 0 < ¢ < g erkldren wir die i-te Kantenabbildung
k?i = k); . Aq—l — Aq

dadurch, daB} sie nach der i-ten Stelle die Koordinate Null einfiigen soll. Dann
erkldren wir fiir alle ¢ einen Gruppenhomomorphismus 0 = 0, : S, X — 5,1 X,
den sogenannten Randoperator: Fiir ¢ < 0 setzen wir schlicht 9, = 0 und fiir
q > 1 erkldren wir 0, durch die Vorschrift, daf fiir jeden singuldren ¢-Simplex o

gelten soll
q

d(o) = Z(—l)ia ok’

i=0
Natiirlich sind die Elemente von S, X eigentlich formale Z-Linearkombinationen
von ¢-Simplizes und die Definition sagt uns, dal wir unseren auf den Simplizes
definierten Randoperator O linear auf alle Ketten auszudehnen haben.

11
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Eine singulidre 1-Kette in der Papierebene. Das Bild von (0, 1) € A, ist jeweils
durch eine Pfeilspitze kenntlich gemacht. Die Parametrisierung dieser ganzen
Wiirmer kann ich nicht darstellen. Es werden im allgemeinen auch welche
darunter sein, deren Bild beliebige Kompakta der Papierebene sind, vergleiche

. Der Rand ist die formale Summe “Endpunkte minus Anfangspunkte”.

12
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Versuch der Darstellung eines singuldren 2-Simplex mit seinem Rand. Die
Zahlen an den Ecken der Dreiecksflidche links zeigen, wohin die Vektoren der
Standardbasis eg, e, e, des R?, deren konvexe Hiille ja der Standardsimplex A,
ist, abgebildet werden. Es ist in diesem Zusammenhang bequem und iiblich, die

Nummerierung der Standardbasis um Eins zu verschieben und den ersten Vektor
der Standardbasis als eq zu bezeichnen.
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Lemma 1.2.6. Es gilt 0,1 00, = 0.

Beweis. Wir miissen nur fiir jeden ¢g-Simplex ¢ mit ¢ > 2 priifen, daf gilt 9,_; o
0y(0r) = 0. Nun priift man sofort, daB gilt k! o k}_; = kJ o ki_} falls i > j. Es
folgt

Og-1004(0) = 012 1_o(—1)'o 0 k'

>exY, V) >

und wir sehen, daf} sich in dieser Doppelsumme die Terme mit ¢ > 5 und die
Terme mit ¢ < j gegenseitig autheben. [

Definition 1.2.7. Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren
Z,X =ker(9,:S,X — S,-1X), die Gruppe der singuliiren ¢-Zykel;

B,X :=im 0,4, die Gruppe der singuliren ¢-Rénder (engl. boundaries);
H,X :=7,X/B,X die ¢-te singuléire Homologiegruppe von X.

Die Nebenklasse in H, X eines Zykels ¢ € Z,X heilit seine Homologieklasse und
wird mit [¢] € H, X bezeichnet.

1.2.8. Die Zykel und Rinder sind natiirlich Untergruppen in der Gruppe aller Ket-
ten, nach 1.2.6 gilt genaver B, X C Z,X C S,X. Deshalb ist es auch iiberhaupt
nur moglich, die Quotientengruppe H, X = Z,X/B,X zu bilden.

1.2.9. Spiter werden wir noch andere Homologietheorien kennenlernen. Die hier
vorgestellte Theorie heifit genauer die singulire Homologie mit ganzzahligen
Koeffizienten. Wollen wir besonders betonen, dal wir die singulire Homolo-
gie eines topologischen Raums meinen, schreiben wir statt H, X genauer Hzi“gX .
Statt Koeffizienten in Z konnen wir als Koeffizienten in unseren formalen Linear-
kombinationen von Simplizes auch Elemente einer beliebigen abelschen Gruppe
G zulassen und erhalten dann auf dieselbe Weise weitere abelsche Gruppen, die
die singuliiren Homologiegruppen von X mit Koeffizienten in GG heiflen und
H,(X; G) notiert werden.

1.2.10. Auf den ersten Blick sehen unsere Homologiegruppen recht unhandlich
aus: Es sind Quotienten einer riesigen abelschen Gruppe durch eine fast ebenso
riesige Untergruppe. Wir werden aber sehen, dal unsere H, so schone Eigen-
schaften haben, dal man sie dennoch fiir viele interessante Raume sehr explizit
berechnen und verstehen kann.

14



Beispiel 1.2.11 (Homologie eines Punktes). Fiir den einpunktigen Raum X = pt
gilt H,(pt) = 0 fiir ¢ # 0. Des weiteren ist der einzige Nullsimplex ¢ : Ay — pt
ein Zykel und die Vorschrift 1 +— [o] liefert einen Isomorphismus

In der Tat gibt es fiir jedes ¢ > 0 genau einen ¢-Simplex in pt, also gilt S,(pt) =
fiir alle ¢ > 0 und die Randabbildung 0, verschwindet fiir ¢ ungerade und ¢ <
ist aber ein Isomorphismus fiir ¢ > 2 gerade.

)

Beispiel 1.2.12 (Homologie eines Koprodukts). Ist X = | | X, die Zerlegung
eines topologischen Raums X in seine Wegzusammenhangskomponenten, so sind
die hoffentlich offensichtlichen Isomorphismen S, X, — S,X vertriglich
mit den Randoperatoren und induzieren folglich Isomorphismen

PHX, > HX

Beispiel 1.2.13 (Nullte Homologie). Fiir jeden topologischen Raum X faktori-
siert die Abbildung X — HyX, die jedem Punkt die Homologieklasse des kon-
stanten Nullsimplex mit besagtem Punkt als Wert zuordnet, iiber die Menge (X )
der Wegzusammenhangskomponenten von X und induziert einen Isomorphismus

ZT&'()(X) = H()X

zwischen der freien abelschen Gruppe iiber der Menge 7o (X ) der Wegzusammen-
hangskomponenten von X und der nullten Homologie von X. In der Tat reicht es
nach dem vorhergehenden Beispiel 1.2.12, das fiir X wegzusammenhingend zu
priifen. Wir haben jedoch eine natiirliche Abbildung, die sogenannte Augmenta-
tion

(SN SoX — 7

dYazx — Y ay

und es reicht, fiir wegzusammenhingendes X die Formel ker ¢ = im 0; zu zeigen.
Nun wird aber im 0, erzeugt von allen formalen Summen x —y mit z, y € X, denn
je zwei Punkte lassen sich durch einen Weg verbinden. Daraus folgt dann sofort
kere = im0;.

Lemma 1.2.14 (Homologie konvexer Mengen). Ist K C R" eine konvexe Teil-
menge, so gilt H, K = 0 fiir ¢ > 0.

Beweis. Ist K leer, so ist eh nichts zu zeigen. Sonst zeichnen wir einen beliebigen
Punkt p € K aus und definieren fiir ¢ > 0 den Prismen-Operator

P=P,:5,K — SenK

15



L(PG')[ 0,9, 4)

G(0,1)

—\

AN
CPG’)(/’JO; 0) =

G (,0)

((PG)‘EOI/II 0)

Ein 1-Simplex o und der daraus durch Anwenden des Prismenoperators zu einem
Punkt p entstehende 2-Simplex Po.

16



der “jeden ¢-Simplex durch Verbinden mit dem ausgezeichneten Punkt p zu ei-
nem (q + 1)-Simplex erweitert,” ganz dhnlich wie beim Beweis von 1.1.9. Formal
definieren wir P auf Simplizes o : A, — K dadurch, da} Po der Simplex Po :
A1 — K sein soll mit (Po)(1 — 7, 720,...,72,) = (L = T)p+ 10 (0, ..., 24)
fir alle 7 € [0, 1]. Hier ist Po stetig, da [0, 1] x A, — A1, (7,20,...,24) —
(1 —7,720,...,72,) als stetige Surjektion eines Kompaktums auf einen Haus-
dorffraum nach final ist. Nun setzen wir P linear auf Ketten fort und priifen
die Relation 0P + PO =id : S;K — S K fiir ¢ > 0. In der Tat gilt ja

I(Po) = Zogquﬂ(_l)j(PU) Okéﬂ
P(0o) = Zogqu(—l)jP(aok‘g)

und priift leicht die Formeln (Po) o kY, , = o und (Po) o k!, = P(o o ki™!) fiir
1 <7 < g+ 1. Also haben wir in der Tat 0P + P0 = id auf ¢g-Ketten mit ¢ > 0,
damit gilt im Fall ¢ > 0 fiir jeden Zykel z € Z,K schon 0Pz = z und z ist ein
Rand. .

Ergdnzung 1.2.15. Wir konnen auch allgemeiner fiir eine beliebige stetige Ab-
bildung f : [0,1] — [0,1] mit f(0) = 0 und f(1) = 1 die Variante P; des
Prismenoperators betrachten mit (Po)((1 — 7), 720, ..., 72,) = (1 — f(7))p +
f(m)o(zo,...,z,) fur alle 7 € [0, 1]. Nehmen wir fiir f insbesondere eine glatte
Abbildung, die in einer Umgebung von 7 = 1 konstant den Wert Eins annimmt, so
macht diese Variante des Prismenoperators glatte Simplizes zu glatten Simplizes.
Das wird uns insbesondere im Zusammenhang mit dem Beweis des Satzes von de
Rham in ?? helfen.

Ergdnzung 1.2.16. Diese Ergédnzung ist fiir Leser gedacht, die bereits mit den
Grundlagen der Funktionentheorie vertraut sind. Gegeben U @ Cund f : U — C
holomorph und ¢ : A; — U ein 1-Simplex erkldren wir das Integral [ f(z)dz,
indem wir ¢ vermittels des durch die Projektion auf die zweite Koordinate gege-
benen Homdomorphismus ¢ : A; — [0, 1] als Weg auffassen und dariiber integrie-
ren im Sinne von . Lineare Fortsetzung liefert unmittelbar ein Integralbegriff
fiir holomorphe Funktionen iiber 1-Ketten, und unter Beachtung der Homotopie-
Invarianz des Wegintegrals erhalten wir so sogar eine wohlbestimmte Paa-
rung

H,(U) x O™(U) —  C
(o], £) = [ f)dz

zwischen der ersten Homologiegruppe und der additiven Gruppe der holomorphen

Funktionen auf U. Diese Paarung schreiben wir dann auch fiir jede Homologie-
Klasse b in der Form (b, f) — [, f(z)dz.

17



1.3 Funktorialitit der Homologie

1.3.1. In diesem Abschnitt erkldren wir fiir jede stetige Abbildung f : X — Y
Gruppenhomomorphismen H,(f) = f. : H,X — H,Y derart, da} unsere Homo-
logiegruppen H, Funktoren H, : Top — Ab von der Kategorie der topologischen
Rédume in die Kategorie der abelschen Gruppen werden.

Definition 1.3.2. Gegeben eine stetige Abbildung f : X — Y definieren wir
Gruppenhomomorphismen S,f : S,X — S,Y, indem wir jedem Simplex o :
A, — X den Simplex f oo : A, — Y zuordnen, und linear auf S, X fortsetzen.

Lemma 1.3.3. Gegeben f : X — Y stetig gilt 0,0 S,f = Sq—1f 0 0y, d.h. es
kommutieren die Diagramme

s, x 2 gy

0l 10

STD G

Beweis. Wir miissen das nur auf jedem ¢-Simplex o : A, — X priifen. Es gilt

aber in der Tat
(Og0Sef)(0) = 0O4(foo) ,
= Z(—l)lfogo k’;
= (Sq—lfoaq)(a) L

1.3.4. Das Lemma zeigt, dal S,f Zykel auf Zykel und Rénder auf Rénder ab-
bildet. Fiir einen g-Zykel z in X héngt also die Homologieklasse seines Bildes
(S¢f)(2) in Y nur von der Homologieklasse von z ab. Wir erhalten somit einen
Gruppenhomomorphismus

H,f: HX — HY
[2] = [(Se)(2)]

Man sieht leicht, da gilt H,(fog) = H,(f)oH,(g) und H,(id) = id, also erhalten
wir fiir alle ¢ € Z einen Funktor H, : Top — Ab. Oft verwenden wir auch die
Abkiirzung H,(f) = f..

Ubung 1.3.5 (Zerlegung der Homologie). Sei X = | | X, eine Zerlegung von
X in paarweise disjunkte offene Teilmengen und 7,, : X,, — X die jeweilige
Einbettung. So definieren die H,(i,,) : H,(X,) — H,(X) einen Isomorphismus
D Hy(Xw) = Hy(X).

1.3.6. Wir wiederholen die vorhergehenden Argumente noch einmal in einer aus-
gefeilten Sprache und fiithren dazu die Kategorie der “Kettenkomplexe” ein.
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Definition 1.3.7. Ein Kettenkomplex oder Komplex von abelschen Gruppen
ist ein Paar C' = (C, ), wo C eine Familie (C}),cz abelscher Gruppen ist und
0 eine Familie von Gruppenhomomorphismen 0, = 3(10 :Cy — Cyq firg € Z
derart, daf} gilt

04-100, =0 fiiralle q.

Ein Morphismus s : C' — D von Kettenkomplexen, auch Kettenabbildung ge-
nannt, ist eine Familie von Gruppenhomomorphismen s, : C;, — D, derart, da3
gilt 8;3 084 = Sg—1 oﬁqo fiir alle ¢ € Z oder, etwas salopp geschrieben, dos = so0.
Wir erhalten so die Kategorie Ket = Ket(Ab) aller Komplexe von abelschen
Gruppen. Darin gibt es ein finales und kofinales Objekt, den Nullkomplex, bei
dem eben alle Gruppen und Differentiale Null sind. Analog erklédrt man fiir einen
beliebigen Ring R die Kategorie Ket(R-Mod) aller Komplexe von R-Moduln.

1.3.8. Fiir diese Struktur ist auch noch eine andere Terminologie iiblich. Ganz all-
gemein nennt man eine abelsche Gruppe C' mit einer Zerlegung C' = P ez Ca
eine graduierte abelsche Gruppe und ist zusitzlich ein Gruppenhomomorphis-
mus 0 : C — C gegeben mit (C,) C C,—; und 9* = 0, so nennt man das
Paar (C, 0) eine differentielle graduierte abelsche Gruppe oder kurz eine dg-
Gruppe mit Differential 0. Analog definieren wir die Kategorie der differentiel-
len graduierten Moduln iiber einem Ring 1 und notieren sie dgMody, so daf also
gilt Ket(R-Mod) = dgMod . Manchmal arbeitet man auch allgemeiner mit dem
Begriff einer differentiellen abelschen Gruppe, womit schlicht ein Paar (A, 0)
gemeint ist bestehend aus einer abelschen Gruppe A und einem Gruppenhomo-
morphismus 9 : A — A mit der Eigenschaft 9> = 0. Natiirlich kdnnte man auch
differentielle graduierte abelsche Gruppen betrachten, bei denen das Differential
einen anderen “Grad” hitte als in unserer Definition, aber die kommen seltener
vor und wir blenden sie deshalb vorerst einmal aus.

Beispiel 1.3.9. Fiir jeden topologischen Raum X ist der Komplex der singulédren
Ketten (SX, 0) ein Kettenkomplex. Fiir jede stetige Abbildung f : X — Y bilden
nach Lemma 1.2.6 die S,(f) eine Kettenabbildung Sf : SX — SY. Da gilt S(f o
g) = S(f) o S(g) sowie S(id) = id, erhalten wir so einen Funktor

S : Top — Ket

Definition 1.3.10. Fiir jedes ¢ € Z definieren wir einen Funktor, die ¢-te Homo-
logiegruppe eines Kettenkomplexes

Hy,: Ket — Ab
C +— HyC):=kerd,/imd, 1

als den Quotienten vom Kern des Differentials nach seinem Bild. Auf den Ob-
jekten ist das schon mal in Ordnung und wir miissen nur noch erkldren, wie
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ein Morphismus von Kettenkomplexen s : C' — D Morphismen auf der Ho-
mologie H,(s) : H,(C) — H,(D) definiert. Aus 9” o s = s 0 9 folgt aber
s(im9%) C imdP, s(kerd”) C ker &P und damit induziert s Morphismen
H,(s) : Hy(C) — H,(D). Wieder sieht man leicht, daB gilt H,(s o t) = H,(s) o
H,(t) und H,(id) = id, unser H, ist also ein Funktor fiir alle ¢ € Z. Manchmal
betrachten wir auch den Funktor

H : Ket — Ket

der einem Komplex die Gesamtheit seiner Homologiegruppen zuordnet, aufgefal3t
als Komplex mit Differential Null. Man kann auch fiir eine differentielle abelsche
Gruppe (A, 0) ihre Homologie betrachten, darunter versteht man dann die abel-
sche Gruppe HA = ker 9/ im 0, die in diesem Fall keine Graduierung trigt.

1.3.11. Wir erhalten mit diesen Begriffsbildungen und Notationen unsere Funk-
toren der singuldren Homologiegruppen H, : Top — Ab als die Verkniipfungen
H, = H;™® = H, o S von Funktoren

Top S Ket 4 Ab

Man iibertragt die Begriffsbildungen Zykel, Rand, Homologieklasse auf beliebi-
ge Kettenkomplexe C' und schreibt ker 9, = Z,C fiir die Zykel, im 0,41 = B,C
fur die Rander und [¢] € H,C fiir die Homologieklasse eines Zykels ¢ € Z,C.

Ubung 1.3.12. Ist 7 : Y — X eine Uberlagerung mit endlichen Fasern, so erhilt
man eine Kettenabbildung 7' : SX — SY, indem man jedem singuliren Sim-
plex die Summe seiner Lifts zuordnet. Man zeige, daB fiir die auf der Homologie
induzierten Transferabbildungen

™ HX — HY

im Fall einer n-blittrigen Uberlagerung gilt (H,7) o7’ = n-id : H,X — H,X. Ist
unsere Uberlagerung normal und ist G ihre Gruppe von Decktransformationen, so
zeige man weiter 7' o (H,m) = > _ H,g: H,Y — H,Y.

Ubung 1.3.13. Man erklire, wie fiir einen festen topologischen Raum X die Ho-
mologiegruppen mit Koeffizienten aus 1.2.9 als Funktoren Ab — Ab, M +—
H,(X; M) aufgefaBSit werden kénnen, und wieso damit fiir jeden Ring R die Grup-
pen H,(X; R) in natiirlicher Weise zu R-Moduln werden.

gelG

1.4 Homotopie-Invarianz

Satz 1.4.1 (Homotopie-Invarianz). Homotope stetige Abbildungen induzieren
dieselbe Abbildung auf der Homologie.
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Der Transfer eines singuldren Eins-Simplex unter einer zweiblittrigen
Uberlagerung der Kreislinie.



1.4.2. Dieser Satz ist schon ein sehr starkes Hilfsmittel zur Berechnung der singu-
laren Homologiegruppen. Er impliziert zum Beispiel, daB ein zusammenziehbarer
Raum dieselbe Homologie hat wie ein Punkt. Wir geben zwei Beweise: Erst einen
mehr rechnerischen Beweis, und dann einen mehr konzeptionellen Beweis, der
jedoch im Gegensatz zu unserem rechnerischen Beweis auf der Kenntnis der Ho-
mologie konvexer Mengen 1.2.14 aufbaut. Wir werden das im Folgenden durchge-
fiihrte konzeptionelle Beweisverfahren spiter formalisieren zum “Satz {iber azy-
klische Modelle” 3.6.15 und damit auch die sogenannte “Kiinneth-Formel” tiber
die Homologie von Produkten zeigen. Aus dieser Formel kann die Homotopie-
Invarianz im iibrigen auch unschwer hergeleitet werden.

Erster Beweis. Bezeichnet f,g : X — Y unsere homotopen stetigen Abbildun-
gen, so behauptet der Satz fiir alle ¢ die Gleichheit H,(f) = H,(g) von Abbil-
dungen H, X — H,Y. Es gilt also zu zeigen, daB fiir jeden Zykel z € Z,X
die Differenz (S,f)(z) — (S,9)(#) ein Rand in Y ist. Anschaulich ist das recht
klar: Unsere Differenz ist eben “der Rand des Gebiets, das von besagtem Zykel
wihrend der Homotopie von f nach g iiberstrichen wird”. Etwas formaler sei
h : X x [0,1] — Y eine Homotopie von f nach g. Bezeichne w, : A, —
A, x [0,1] diejenige affine Abbildung, die die Ecken e, ..., e, unseres Stan-
dardsimplex der Reihe nach abbildet auf (e, 0), ..., (e,,0), (e, 1),...,(eq 1).
Bezeichne 6, : S,X — S,11Y die Abbildung, die auf Simplizes gegeben wird
durch

q
Sg(0) = (=1)"ho (o x id) o w,
v=0
Nun priifen wir fiir die so gegebenen Abbildungen ¢, die Identititen 9§ 4 0 =
Sq9 — Sqf. Sobald das getan ist, sind wir fertig, denn dann gilt fiir jeden Zykel
z € Z,X die Formel (S,9)(z) — (S,f)(2) = 0dz und unsere Differenz ist in
der Tat ein Rand. Fiir den Nachweis unserer Identititen kiirzen wir (e,,0) = v,
und (e,, 1) = w, ab und vereinbaren fiir ¢ + 1 Punkte a, b, ..., ¢ einer konvexen
Teilmenge eines reellen Raums die Notationen [a, b, . . ., ¢| fiir die Abbildung von
A, in unsere konvexe Teilmenge, die die Ecken der Reihe nach auf diese Punkte
wirft. Dann haben wir also w,, = [vo, ..., vy, W,, ..., w,] und

9o4(0) = 3,5, (=1)"(=1)"h(o xid)[vg, ..., Dys - -+, Vyy Wyy -, Wy
+ Eygu(—l)”(—l)’”lh(a X 1d) [V, -« vy Uy Wy ooy Wy« o, Wy

Andererseits ergibt sich d(c) = > (—1)"cleq,...,€,, ..., €, und damit

n

0g10(0) = >0, (=) (=) h(o x id)[vo, - .o Dy -+ oy Vs Wy -+ 5 W4
+ ZKM(—l)”(—l)“h(a X 1) [V0, « +«y Vyy Wy o ooy Wy« o, Wy
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Nach dem Aufaddieren bleiben nur noch die Terme mit v = p der oberen Summe
iibrig, und auch diese 16schen sich paarweise aus bis auf den Summanden mit v =
i = 0 vorne und den Summanden mit v = y = ¢ hinten. Da nun aber gilt h(o X
id)[wo, . .., w,| = go und h(o x id)[vo, . .., v, = fo, folgt die Behauptung. [

1.4.3. Es mag der Anschauung helfen, sich klarzumachen, daf} die Bilder der w,
die vollen Simplizes maximaler Dimension einer Triangulierung von A, x [0, 1]
sind. Fiir die formale Argumentation ist das jedoch belanglos.

Zweiter Beweis. Sei wieder h : X x [0,1] — Y eine Homotopie von f nach
g. Bezeichnen wir die Inklusionen X — X x [0,1], z — (x,t) mit 4;, so gilt
f=hoigund g = hoi;. Esreicht nun, H,(ig) = H,(i1) zu zeigen, denn daraus
folgt mit der Funktorialitit der Homologie schon

Hy(f) = Hy(h) o Hy(io) = Hy(h) o Hy(iy) = Hy(g)

Die Formel H,(ig) = H,(i;) bedeutet, daB fiir jeden Zykel z € Z, X die Differenz
seiner Bilder (S,ig)(2) — (S4i1)(2) ein Rand ist. Um das nachzuweisen reicht es,
eine Familie von Morphismen

§=06,=10":5,X — Sg1(X x[0,1])

fiir ¢ € Z zu konstruieren derart, daf gilt 90 + 00 = S;i; — Sy, denn dann ist
(Sqi1)(2) —(S4t0)(2) = 0z ein Rand fiir jeden Zykel = € Z,X. Eine Moglichkeit,
derartige Morphismen explizit anzugeben, liefert die explizite Formel

q

0 =Y (=1)"(0 x id)w,

v=0

in den Notationen unseres ersten Beweises. Ich will jedoch auch noch einen mehr
konzeptionellen Zugang erkldren. Es ist bequem, solch eine Familie zu konstruie-
ren als Transformation, wo wir beide Seiten auffassen als Funktoren in X von den
topologischen Rdaumen in die abelschen Gruppen. Dann kénnen wir uns namlich
stiitzen auf eine Variante des Yoneda-Lemmas. Bezeichne dazu 7, € S,(4,) den
tautologischen ¢-Simplex id : A, — A,.

Lemma 1.4.4. Fiir jeden Funktor G : Top — Ab liefert das Auswerten auf
dem tautologischen q-Simplex eine Bijektion zwischen der Menge der natiirlichen
Transformationen von S, nach G und der Menge G(A,), in Formeln

Trans(S,,G) — G(A,)
) = 0a,(7q)
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Dies Bild zeigt zwei homotope Abbildungen der Kreislinie in die punktierte
Ebene und die Bilder desselben aus der formalen Summe von fiinf singuldren
Eins-Simplizes bestehenden Eins-Zykels unter diesen beiden Abbildungen. Des
weiteren ist in der Abbildung eine Zweikette in der punktierten Ebene
angedeutet, gegeben durch die formale Summe von insgesamt zehn singuldren
Zwei-Simplizes, davon die Hilfte mit dem Koeffizienten (—1), deren Rand
gerade die Differenz unserer beiden Eins-Zykel ist. So erkennt man, daf unsere
beiden Eins-Zykel dieselbe Homologieklasse in der punktierten Ebene
repréasentieren.
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Beispiel 1.4.5. Der Randoperator 0 : S, — S,_; entspricht unter dieser Bijektion
der Kette 07, € S,_1(4,).

Beweis. Das gilt auch viel allgemeiner: Ist C eine Kategorie und A € C ein Ob-
jekt, so konnen wir den Funktor ZC(A, ) : C — Ab bilden, und ist G : C — Ab
ein anderer Funktor, so liefert die Abbildungsvorschrift 6 — Ja(ida) eine Bi-
jektion Trans(ZC (A, ),G) = G(A). Wir iiberlassen die Details dem Leser zur
Ubung, man orientiere sich am Yoneda-Lemma . 0

Wir hatten gesehen, dall wir nur fiir alle topologischen Riume X und alle ¢ € Z
Morphismen § = d, : S, X — Sg4+1(X x [0, 1]) konstruieren miissen derart, daf3
gilt

8(5q + 5q_13 == Sqil - Sqio (*)q
Wir konstruieren die d, als Transformationen o, : S, = F,;; in den Funktor
Fii1: X — Sg41(X x [0, 1]) von oben. Sie werden dann nach 1.4.4 schon durch
die Angabe jeweils eines Elements 0,(7,) = V, € S;41(A, x [0, 1]) eindeutig
festgelegt und wir miissen nur unsere V; so wihlen, daf} die obigen Gleichungen
(%), erfillt sind. Da (x), aber eine Gleichung von Transformationen S, = F,
ist, gilt sie wieder nach dem Lemma immer, wenn sie nach Auswerten auf dem
tautologischen Simplex 7, € S,(A,) gilt, also genau dann, wenn gilt

(904 4 04-10)(7q) = (Sqi1 — Sqio)(7y)
in S,(A, x [0,1]). Fir V, = §,(7,) bedeutet das genau
OVy = (Sqi1 — Sqto — 04-10)(7g)

Man beachte, daB hier die rechte Seite von d,_1, also von V,_; abhédngt. Wir wih-
len nun mogliche V;, induktiv und nehmen an, da3 die V. fir 7 < ¢ — 1 schon
konstruiert sind und die Gleichungen (%), fir 7 < g — 1 gelten. Als Basis der
Induktion diirfen wir V,; = 0 fiir 7 < 0 nehmen und als V{, irgendeinen singulédren
Simplex A; — Ag x [0, 1], der die Endpunkte des Geradensegments A; “in der
richtigen Reihenfolge” auf die Endpunkte des Geradensegments A x [0, 1] abbil-
det. Da nun nach Lemma 1.2.14 fiir ¢ > 0 gilt H (A, x [0,1]) = 0, kénnen wir
eine ¢g-Kette in A, x [0, 1] fiir ¢ > 0 als Rand schreiben genau dann, wenn sie ein
Zykel ist. Wir finden fiir ¢ > 0 also unser V;, wie gewiinscht genau dann, wenn
gilt
a(Sqil — Sqio — 6q_18) (Tq> =0

Das zeigen wir induktiv, indem wir unter Verwendung von (*),_; rechnen

8(Sqi1 — Sqio — (5(]_18) = (Sq_lil — Sq_lio — 86q_1)8
= 5,00
=0 [
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Eine mogliche Wahl von V|, die anders ist als im Beweis vorgeschlagen, und
dazu eine mogliche Wahl von V;
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Definition 1.4.6. Zwei Kettenabbildungen f,¢g : A — B von Kettenkomplexen
heilen kettenhomotop oder kurz homotop genau dann, wenn es eine Familie
04 : Ay — Bg41 von Gruppenhomomorphismen gibt mit f, —g, = 9,410,+094-10,
fiir alle ¢. Wir schreiben dafiir auch manchmal 0 : f ~ g.

1.4.7. Eine Kettenabbildung hei3t nullhomotop genau dann, wenn sie homotop
ist zur Nullabbildung. Per definitionem sind zwei Kettenabbildungen kettenhomo-
top genau dann, wenn ihre Differenz nullhomotop ist. Ist weiter g o h eine Ver-
kniipfung von Kettenabbildungen und ist eine der beiden nullhomotop, so auch
die Verkniipfung, wie Sie in 1.4.9 selbst priifen sollen. Wir konnen deshalb die
Homotopiekategorie der Kettenkomplexe abelscher Gruppen definieren, mit
Kettenkomplexen von abelschen Gruppen als Objekten und Homotopieklassen
von Kettenabbildungen als Morphismen. Wir notieren sie Hot(Ab) oder Hotay,
oder auch einfach nur Hot, wenn aus dem Kontext klar sei sollte, da3 nicht die
Homotopiekategorie topologischer Rdume gemeint ist. Isomorphismen in einer
Homotopiekategorie von Komplexen nennen wir auch Homotopieidquivalenzen
und notieren sie — . Ein Komplex heit nullhomotop genau dann, wenn er ho-
motopiedquivalent ist zum Nullkomplex.

1.4.8. Unsere Argumente von eben zeigen, dafl die Homologiegruppen ganz all-
gemein Funktoren H, : Hot(Ab) — Ab definieren. Weiter haben wir gezeigt,
dal homotope Abbildungen f, g kettenhomotope Abbildungen Sf, Sg auf den
singuldren Ketten liefern, genauer erhalten wir fiir jede Homotopie h : f ~ g eine
Kettenhomotopie Sf ~ Sg als Sh o § mit § wie im Beweis von 1.4.1. Bezeichnen
wir wie bisher mit Hot die Homotopiekategorie topologischer Riume, so erhalten
wir mithin ein kommutatives Diagramm von Funktoren
S Hq
Top — Ket(Ab) — Ab
| l I

Hot = Hot(Ab) % Ab

Insbesondere induziert eine Homotopiedquivalenz stets Isomorphismen auf der
Homologie. Nun ist die konstante Abbildung von einem topologischen Raum auf
einen Punkt eine Homotopiedquivalenz genau dann, wenn unser Raum zusam-
menziehbar ist. Da Funktoren Isomorphismen zu Isomorphismen machen, liefert
also fiir jeden zusammenziehbaren Raum X die konstante Abbildung Isomorphis-
men von seiner Homologie mit der Homologie eines Punktes. Wir folgern fiir X
zusammenziehbar H, X = 7Z fiir ¢ = 0 und Null sonst.

Ubung 1.4.9. Man zeige, daB die Verkniipfung einer nullhomotopen Kettenab-
bildung mit einer beliebigen Kettenabbildung wieder nullhomotop ist, und zwar
sowohl fiir das Davorschalten wie auch fiir das Dahinterschalten.
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Ubung 1.4.10 (Hom-Komplex). Sind (C,0%) und (D, 9”) Kettenkomplexe, so
definieren wir einen Kettenkomplex Hom(C, D) durch die Vorschrift

(Hom(C, D)); = [ [ Hom(Cy, Dy

q

mit Differential (f) = 0 o f — (=1)VIf 0 9°, wo wir |f| = i schreiben
fir f € (Hom(C,D));. Man zeige, daB} gilt 9(9(f)) = 0, daBl die Nullzykel
des Hom-Komplexes gerade die Kettenabbildungen von C' nach D sind, in For-
meln Z, Hom(C, D) = Ket(C, D), und daf} die nullte Homologie in natiirlicher
Weise identifiziert werden kann mit dem Raum der Morphismen von C' nach D
in der Homotopiekategorie der Kettenkomplexe, in Formeln Hy Hom(C, D) =
Hot(C, D). In dieser Weise erhalten wir natiirliche Abbildungen

HHom(C, D) — Hom(HC, HD)

Ergdnzung 1.4.11. Die Wahl der Vorzeichen in unserem Hom-Komplex mag will-
kiirlich wirken. Sie kann jedoch zuriickgefiihrt werden auf unsere Vorzeichen-
wahl bei der Definition des Tensorkomplexes 3.4.1: Durch diese Definition wird
der Funktor Hom(X, ) : Ket — Ket festgelegt als der Rechtsadjungierte von
®X : Ket — Ket, und nach 3.4.13 erhalten wir so gerade das Hom, das wir hier
ad hoc definiert haben.

Ubung 1.4.12. Sei C ein Komplex von Vektorriumen. Man zeige, daB es in der
Homotopiekategorie der Kettenkomplexe von Vektorrdumen genau einen Isomor-
phismus C' = HC' gibt, der auf der Homologie die offensichtliche Identifikation
HC = H(HC) induziert.

1.5 Erste Homologie und Fundamentalgruppe

1.5.1. Der Klarheit halber schreiben wir in diesem Abschnitt anders als sonst []
fiir die Homotopieklasse mit festen Endpunkten eines Weges und wie iiblich |z]
fiir die Homologieklasse eines Zykels. Bezeichne ¢ : A; = [0, 1] die Restrikion
auf den Standard-1-Simplex A; = {(z,y) € [0,1]* | # + y = 1} der Projektion
auf die zweite Koordinate.

Satz 1.5.2. 1. Fiir jeden punktierten Raum (X, x) gibt es genau einen Grup-
penhomomorphismus von seiner Fundamentalgruppe in seine erste singu-
lire Homologiegruppe m(X,x) — HiX mit der Eigenschaft, daf3 gilt
[7] — [ o ¢ fiir alle geschlossenen Wege v € Q(X, x).

2. Fiir jeden wegzusammenhdngenden punktierten Raum induziert dieser Grup-
penhomomorphismus einen Isomorphismus zwischen der Abelisierung nach
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Ein geschlossener, nicht zusammenziehbarer, aber dennoch nullhomologer Weg
im Komplement einer zweielementigen Teilmenge der komplexen Zahlenebene.
Denken wir uns das Mittelkreuz als Basispunkt und bezeichnet o bzw. /3 in der
Fundamentalgruppe das Umrunden gegen den Uhrzeigersinn von a bzw. b, so ist
unser Fundamentalgruppe nach frei erzeugt von o und (3 und unser Weg
reprisentiert das Element a~! 37! in der Fundamentalgruppe.
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der Fundamentalgruppe und der ersten singuliren Homologiegrup-
pe, den sogenannten Hurewicz-Isomorphismus

(X, )™ 5 X

1.5.3. Dieser Isomorphismus hiingt von der Wahl unserer Bijektion ¢ : A; =
[0, 1] ab. Wihlen wir hier statt der Projektion auf die zweite Koordinate die Pro-
jektion auf die erste Koordinate, so dndert er sein Vorzeichen. Ein geschlossener
Weg, der unter der im Satz beschriebenen Abbildung zum Nullelement der ersten
Homologiegruppe wird, heif3t auch nullhomolog.

Beweis. 1. Offensichtlich definiert die Vorschrift v +— [y o ¢| eine Abbildung
can : Q(X,z) — H; X vom Wegeraum in die erste Homologiegruppe. Um zu
zeigen, dal sie auf Homotopieklassen von Wegen konstant ist, geben wir eine
alternative Beschreibung. Bezeichne Exp : [0, 1] — S! unsere iibliche Abbildung
t — exp(2mit). Da Exp nach final ist, gibt es zu jedem geschlossenen Weg
v € (X, x) eine stetige Abbildung ¥ : S — X mit v = 7§ o Exp . Betrachten
wir nun in der Kreislinie S' den 1-Zykel z = Expoc € Z;(S'), so kénnen wir
unsere Abbildung von Q(X, z) nach H; X auch schreiben als

7= [yed = (Hi7)lZ]

Sind nun 7, 8 € Q(X,z) homotop mit festen Endpunkten, so sind 4 und 3 ho-
motope Abbildungen von S' nach X, da wieder nach auch id x Exp :
[0,1] x [0,1] — [0, 1] x S final ist. Wir erhalten damit

=106 = i
= H, 5 nach Homotopieinvarianz 1.4.1
= (H17)[2] = (Hi0)[z]

= [yod=1[8od

Folglich definiert die Vorschrift [y] — [y o ¢] in der Tat eine wohlbestimmte Ab-
bildung 7 (X, z) — H;X. Wir miissen fiir den ersten Teil nur noch zeigen, daf
sie ein Gruppenhomomorphismus ist. Dazu betrachten wir die affine Abbildung
p: Ay — [0,1] mit (1,0,0) — 0, (0,1,0) — 1/2und (0,0,1) — 1. Offensicht-
lich gilt fiir beliebige v, 5 € Q(X, z), ja sogar fiir zwei beliebige verkniipfbare
nicht notwendig geschlossene Wege in S; X die Identitit

O((B*7y)op)=voc—(B*y)oc+Boc

als da heiBt (3 * ) o ¢ ist homolog zu y o ¢ + (3 o ¢, und fiir v, § € Q(X, x) folgt
daraus in H; X die Gleichung [(3*y)oc] = [yoc] + [Bo¢].

30



2
+ +
Y S S

L

—

Der tautologische Zwei-Simplex mit seinem Rand sowie der Zwei-Simplex
p: Ay — [0,1] und sein Rand in S; ([0, 1]).
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2. Da H; X abelsch ist, definiert die Abbildung aus Teil 1 nach einen Grup-
penhomomorphismus
can ;T (X, 2)™ — H X

Wir nehmen nun X wegzusammenhingend an und wéhlen fiir jeden Punkty € X
einen Weg o, € (X, y, x) von z nach y. Dann definieren wir einen Gruppenho-
momorphismus

w: S X — m(X,2)™®

durch die Vorschrift, daf3 er einen 1-Simplex ¢ : A; — X abbilden moge auf die
Klasse des geschlossenen Weges w(o) = @, x (0 o ¢ 1) o, fiir 2 = (0, 1) und
y = o(1,0) die Enden unseres 1-Simplex. Wir zeigen nun, dal dieser Gruppen-
homomorphismus alle Rinder in B; X auf das neutrale Element von 7 (X, z)*"
wirft. In der Tat, der Rand eines 2-Simplex 7 : Ay, — X wird unter unserem Grup-
penhomomorphismus abgebildet auf [av, * (Tok)* ], wo u = 7(0, 0, 1) das Bild
einer Ecke von A, istund & : [0, 1] — A, den Weg mit Anfangs- und Endpunkt in
dieser Ecke bezeichnet, der einmal auf dem Rand von A, umliuft in einer Rich-
tung, die der Leser sich selber iiberlegen moge. Da aber schon £ selbst homotop ist
zum konstanten Weg, gilt dasselbe fiir die obige Verkniipfung. Folglich definiert
unsere Vorschrift einen Gruppenhomomorphismus in der umgekehrten Richtung

w: X — (X, 2)™

Es bleibt zu zeigen, daB er invers ist zu dem in Teil 1 konstruierten Homomorphis-
mus can. Um w o can = id nachzuweisen, wihlen wir einen geschlossenen Weg
v € Q(X, x) und erkennen, dal unter unserer Verkniipfung seine Klasse abgebil-
det wird auf die Klasse von @, * v * o in m (X, ). Das zeigt w o can = id.
Um can o w = id nachzuweisen bemerken wir, daB fiir jeden 1-Simplex o unser
w(o) durch den Weg @,(1,) * (0 0 ¢™') % a(o1) reprisentiert wird. Nach dem
Schluf} des vorhergehenden Beweises ist damit can(w(c)) homolog zur 1-Kette
0+ Qy(1,0) © € — Qg(0,1) © ¢. Definieren wir also ¢ : SoX — 5. X durchy — o oc,
so ist can(w(o)) — o homolog zu 0Jo fiir jeden 1-Simplex o und nullhomolog fiir
jeden 1-Zykel a € Z, X, in Formeln [can(w(a))] = [a] Va € Z1X. O

Definition 1.5.4. Zwei normierte geschlossene Wege «, (3 in einem topologischen
Raum heiBen frei homotop genau dann, wenn es eine durch 7 € [0, 1] parametri-
sierte Familie geschlossener normierter Wege -, gibt mit v = «, 3 =  und so,
daB (t,7) — ~,(t) stetig ist auf [0, 1]2.

Ubung 1.5.5. Man zeige, daB je zwei frei homotope geschlossene Wege unter dem
Hurewitz-Homomorphismus auf dieselbe Homologieklasse abgebildet werden.
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Dies Bild soll illustrieren, warum fiir einen Zwei-Simplex 7 : Ay — X sein
Rand unter unserem Gruppenhomomorphismus abgebildet auf
[aw, * (T o k) % ], wo u = 7(0,0, 1) das Bild einer Ecke von A, ist und
k:[0,1] — A, den Weg mit Anfangs- und Endpunkt in dieser Ecke bezeichnet,
der einmal auf dem Rand von A, umliuft.
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1.6 Homologie offener Teilmengen der Ebene

1.6.1. Gegeben w, z € C zwei verschiedene Punkte der komplexen Zahlenebene
spezialisiert der Hurewitz-Isomorphismus 1.5.2 zu einem Isomorphismus

71 (C\w, z) = H;(C\w)

Wir notieren den duch die Umlaufzahl v — Um(v,w) aus gegebenen Iso-
morphismus Um( ,w) : m(C\w,2) = Z. Man kann leicht zeigen, daB die auf
der Homologie induzierte Abbildung nicht von z abhédngt und folglich mit

Um(,w) : H;(C\w) = Z

bezeichnet werden kann. Fiir eine Homologieklasse ov € H;(C\w) notieren wir
ihr Bild unter dieser Abbildung mit Um(«, w) und nennen diese Zahl die Um-
laufzahl unserer Klasse « um den Punkt w. Fiir einen 1-Zykel 0 € Z;(C\w)
notieren wir das Bild seiner Homologieklasse unter dieser Abbildung wieder mit
Um(o,w) := Um([o], w) und nennen diese Zahl die Umlaufzahl des Zykels o
um den Punkt w.

Ergdnzung 1.6.2. Bei unserer Definition 1.2.16 des Integrals holomorpher Funk-
tionen iiber 1-Zykel haben wir mit Vorbedacht dieselbe durch die Projektion auf
die zweite Koordinate gegebene Identitfikation ¢ : A; = [0, 1] zugrundegelegt
wie bei der Konstruktion des Hurewitz-Isomorphismus. Ist also 7 : [0, 1] — C ein
Weg und y o ¢ : A; — C der zugehorige 1-Simplex, so gilt

/f(z)dZ: [ ]f(z)dz

Der mit den Grundlagen der Funktionentheorie vertrauten Leser wird nun leicht
einsehen konnen, daf fiir jeden Punkt w € C und jede Homologieklasse v &
H; (C\w) ihre Umlaufzahl um den Punkt w auch durch die Formel

1 1
Um(y,w) = — / dz
Y

2m Z— W

beschrieben werden kann, mit dem in 1.2.16 erklérten Integralbegriff. Fiir im Sin-
ne von 1.2.16 “geschlossene” 1-Simplizes folgt das unmittelbar aus dem Residu-
ensatz oder auch direkter aus dem Beweis von , und im allgemeinen folgt es
dann aus der Erkenntnis, dal3 jeder 1-Zykel homolog ist zu einer Linearkombina-
tion geschlossener 1-Simplizes.

Satz 1.6.3 (Homologie offener Teilmengen der Ebene). Ist U @ C eine offene
Teilmenge der komplexen Zahlenebene, so liefert die durch das Bilden der Um-
laufzahlen gegebene Abbildung H,(U) x (C\U) — Z, (0, w) — Um(o, w) einen
Gruppenisomorphismus

H,(U) = C.(C\U,Z)
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zwischen der ersten Homologiegruppe von U und der Gruppe der stetigen Z.-
wertigen Funktionen mit kompaktem Triiger auf dem Komplement von U.

1.6.4. Die Injektivitit unserer Abbildung bedeutet in anderen Worten, daf} ein Zy-
kel in einer offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene in unserer Teilmenge
nullhomolog ist genau dann, wenn er keinen Punkt auBBerhalb besagter Teilmen-
ge umlduft. In 2.10.22 wird erkldrt, wie sich unser Satz auf offene Teilmengen
beliebiger endlichdimensionaler Vektorrdume verallgemeinern 14ft.

Ubung 1.6.5. Man zeige, daB eine zusammenhingende offene Teilmenge der Ebe-
ne R? genau dann einfach zusammenhiingend ist, wenn ihre erste Homologiegrup-
pe verschwindet.

Ergdnzung 1.6.6. Fiir Zykel in nicht notwendig offenen Teilmengen der komple-
xen Zahlenebene gilt die Aussage von Satz vorhergehenden Satzes im allgemeinen
nicht mehr, wie nebenstehendes Beispiel illustriert.

Ergdnzung 1.6.7. Umléuft ein geschlossener Weg in einer offenen Teilmenge der
komplexen Zahlenebene U @ C keinen Punkt des Komplements C\U, so ist er
nach 1.6.3 insbesondere nullhomolog, und nach 1.2.16 verschwindet folglich das
Integral jeder auf unserer Teilmenge holomorphen Funktion iiber besagten Weg.
Diese Aussage ist in der Funktionentheorie bekannt als die Umlaufzahlversion
des Integralsatzes von Cauchy.

Ergdnzung 1.6.8 (Residuensatz, homologische Version). Sei U @ C eine offene
Teilmenge und P C U eine endliche Teilmenge und f : U\P — C holomorph
und 7 ein Zykel in U\ P, der in U nullhomolog ist. So gilt

/f(z) dz = 27riZUm(7,p) Res(f, p)

peEP

Wir kénnten das genauso herleiten wie den Residuensatz . Stattdessen fiihren
wir hier einen alternativen Beweis vor, der von der Laurententwicklung unabhén-
gig ist und die Niitzlichkeit unserer neuen Sprache zeigen soll. Wihlen wir um
jede der Singularititen w € P einen Kreisweg -, mit so kleinem Radius, daf3
die ganze abgeschlossene Kreisscheibe innerhalb dieses Weges in U enthalten ist
und keine andere Singularitit enthilt, so gilt Um(v,,, w) = 1 und Um(y,,v) =0
fur alle v € P\w und fir alle v € C\U. Die Zykel v und ) Um(y, w)~, ha-
ben also dieselben Umlaufzahlen um alle Punkte des Komplements von U\ P in
C, als da heiBt, ihre Differenz ist in U\ P nullhomolog. Daraus folgt wegen der

Homologieinvarianz des Wegintegrals aber sofort
[@d: =Y vniw) [ )as
vy weP Yw
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[lustration zum Satz tiber die Homologie offener Teilmengen der Ebene 1.6.3.
Die Ebene C habe ich hier ersetzt durch eine “eiférmige” konvexe offene
nichtleere Teilmenge derselben, die ja homdomorph ist. Das Komplement von U
ist schraffiert eingezeichnet und besteht aus vier Zusammenhangskomponenten,
von denen eine nicht kompakt ist. In die kompakten
Zusammenhangskomponenten habe ich Zahlen geschrieben, die die Werte einer
Funktion aus C.(C\U, Z) meinen, und dariiber hinaus habe ich einen Eins-Zykel
in U angegeben, der unter dem Isomorphismus aus unserem Satz auf besagte
Funktion abgebildet wird.
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Ist unsere Teilmenge nicht offen, so gilt die Aussage von Satz 1.6.3 im
allgemeinen nicht mehr. Betrachten wir etwa die stetige Funktion

f:[0,1] —-R

mit f(z) = xsin(rax!) fir z # 0 und f(z) = 0 fiir x = 0. Betrachten wir in der
komplexen Zahlenebene C die Wege

m o=t
n(t) = t+if(1)
v3(t) = t+isup(f(t),0)
1(t) = t+iinf(f(¢),0)

Der Zykel 1 + 72 — 73 — 74 hat dann Umlaufzahl Null um jeden Punkt im
Komplement seiner Spur. Dennoch ist er in seiner Spur nicht nullhomolog, was
ich hier nur heuristisch begriinden will: Wie fein ich eine endliche Zerstiickelung
auch wihle, die Situation in der Nihe des Ursprungs bleibt einfach zu verworren.
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Anschauliche Darstellung zum Beweis von Satz 1.6.3. Als A ist hier die
Vereinigung der zwei eng schraffierten Stiicke gemeint.
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und die Formel aus der Definition des Residuums zeigt dann den Residuen-
satz.

Beweis von 1.6.3. Jeder Zykel o € Z,(U) wird in S;(C) ein Rand, 0 = O« fiir
a € Sy(C). Liegt w auf keinem Simplex von «, so gilt sicher Um(o,w) = 0.
Folglich verschwindet Um (o, w) bei festem o fiir alle w auBerhalb eines geeig-
neten Kompaktums. Da w — Um(o, w) auch stetig von w abhingt, also eine
lokal konstante Funktion ist, wird sich der Leser leicht selbst iiberlegen konnen.
Damit liefert unsere Abbildungsvorschrift schon einmal einen Gruppenhomomor-
phismus
H,(U) — C.(C\U, Z)

und es bleibt, dessen Injektivitit und Surjektivitit zu zeigen. Wir beginnen mit
der Surjektivitit. Es reicht sicher zu zeigen, dafl alle Funktionen im Bild lie-
gen, die nur die Werte Null und Eins annehmen. Dann zerfillt aber das Kom-
plement in die disjunkte Vereinigung C\U = Ay U A; einer kompakten Teil-
menge A;, auf der der Wert Eins ist, und einer in C\U und C abgeschlosse-
nen Teilmenge, auf der der Wert Null ist. Nach existiert ein 6 > 0 mit
|y — xo| > 0 Vry € Ay g € Ag. Wir konnen also auf unsere Ebene ein
“Rechenpapier-Raster” legen, das so fein ist, da3 keines der Rechenkéstchen so-
wohl Ay als auch A; trifft. Zu jedem Rechenkistchen erkldren wir seinen “Kan-
tenzykel”, der anschaulich der Summe seiner vier mit konstanter Geschwindig-
keit im Gegenuhrzeigersinn zu durchlaufenden Kanten entspricht, in hoffentlich
offensichtlicher Weise. Dann betrachten wir die Summe o aller “Kantenzykel”
zu Rechenkistchen, die A; treffen, und behaupten, daf3 dieser Zykel o in U liegt
und jeden Punkt von A; einmal umliuft, jeden Punkt von A, dahingegen kein-
mal. Letzteres scheint mir offensichtlich. Ersteres scheint mir auch offensichtlich
fiir Punkte, die auf keiner Kante eines Kistchens liegen. Fiir Punkte auf Kanten
und Ecken unseres Rechenpapiers ist es aber auch leicht zu sehen. Damit ist die
Surjektivitit bewiesen, und es gilt, auch noch die Injektivitit zu zeigen. Dazu un-
terbrechen wir den Beweis und zeigen zunichst einige Hilfsaussagen.

Lemma 1.6.9. Jeder Zykel in einer offenen Teilmenge der Ebene ist in dieser
offenen Teilmenge homolog zu einer formalen Summe von Kanten von Kdstchen
auf einem hinreichend feinen Rechenpapier.

Beweis. Nach dem Satz von Hurwitz 1.5.2, genauer der leicht zu zeigenden Sur-
jektivitdt des Hurwitz-Isomorphismus, ist jeder Zykel in einem wegzusammen-
hingenden Raum homolog zu einem geschlossenen Weg oder préziser zu einem
Zykel, der durch einen einzigen singuldren Simplex gegeben wird. Jeder Zykel in
einem beliebigen Raum ist folglich homolog zu einer endlichen Linearkombina-
tion von derartigen “geschlossenen” Simplizes. Jeder geschlossene Weg in einer
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Ein Zykel und eine dazu homologe Summe von Kanten in einer ringférmigen
offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene.
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offenen Teilmenge der Ebene ist weiter homolog, ja nach sogar homotop zu
einem geschlossenen polygonalen Weg und dann sogar frei homotop zu einem ge-
schlossenen polygonalen Weg mit Ecken aus Q 4+ Qi. Jedes der Geradensegmente
dieser polygonalen Wege ist hinwiederum homotop in unserer offenen Teilmenge
zu einem “Treppenweg” mit Ecken in Q + Qi, und der Hauptnenner aller Koordi-
naten aller Ecken aller dieser Treppenwege gibt uns dann eine mogliche Feinheit
fiir unser Rechenpapier. [

Fiir den Beweis des Satzes reicht es also zu zeigen, daf} jeder solche “Kantenzy-
kel”, der keinen Punkt auflerhalb unserer offenen Teilmenge umlduft, bereits in
unserer offenen Teilmenge nullhomolog ist. Dazu beachten wir zunichst, daf} die
Umlaufzahl auf dem Komplement der Spur unseres Kantenzykels in der Ebene
lokal konstant ist. Liegt also der Abschluf} eines unserer Rechenkéstchen nicht
ganz in unserer offenen Teilmenge, so verschwindet dort die Umlaufzahl an allen
Stellen, die nicht gerade zu Kanten unseres Kantenzykels gehoren, und insbeson-
dere im Innern des besagten Késtchens. Die Umlaufzahl unseres Kantenzykels
kann nun nur auf dem Innern von endlich vielen Rechenkéstchen von Null ver-
schieden sein, und diese gehoren nach dem Vorhergehenden mit ihrem Abschlufl
zu unserer offenen Teilmenge. Wir konnen also einen weiteren Kantenzykel in
unserer offenen Menge konstruieren, der zu unserem urspriinglichen Kantenzykel
homolog ist und bei dem die Umlaufzahl um jeden Punkt im Innern jedes Rechen-
kiéstchens verschwindet, indem wir bei jedem Rechenkédstchen mit von Null ver-
schiedener Umlaufzahl ein geeignetes Vielfaches seines “Randzykels” zu unserem
urspriinglichen Zykel addieren. Auf diese Weise toten wir auf dem entsprechen-
den Kistchen die Umlaufzahl und auf den anderen Késtchen dndert sich nichts
und wir erhalten einen zu unserem urspriinglichen Zykel homologen Kantenzy-
kel, der iiberhaupt keinen Punkt im Innern irgendeines Rechenkéstchens umléuft.
Das anschlieBende Lemma beendet dann den Beweis. 0

Lemma 1.6.10. In einem Kantenzykel, der keinen Punkt aus dem Innern irgend-
eines Kdastchens umlduft, kommt jede Kante gleich oft in beiden Richtungen vor.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit argumentieren wir nur fiir senk-
rechte Kanten. Nehmen wir also an, eine senkrechte Kante kidme a-mal in der
Richtung nach oben und b-mal in die Gegenrichtung vor. Ziehen wir von unserem
Kantenzykel den Randzykel des Késtchens links neben unserer Kante ab, und
zwar a-mal im Gegenuhrzeigersinn und b-mal im Uhrzeigersinn, so erhalten wir
einen neuen Kantenzykel mit Umlaufzahl b — a auf diesem Késtchen und Um-
laufzahl null auf dem Késtchen rechts daneben. Diese Kante selbst gehort aber
gar nicht mehr zur Spur unseres Zykels, und weil die Umlaufzahl lokal konstant
ist folgt b — a = 0. U
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2 Relative Homologie mit Anwendungen

In diesem Abschnitt fithren wir eine Verallgemeinerung unserer singuldren Homo-
logiegruppen ein, die sogenannten “relativen Homologiegruppen” eines topologi-
schen Raums relativ zu einer Teilmenge. Man mag sich fragen, ob es nicht sinn-
voller wire, erst einmal die bisher eingefiihrten gewohnlichen Homologiegruppen
so eingehend zu studieren, dall wir sie fiir einige elementare Beispiele auch be-
rechnen konnten, anstatt gleich zu verallgemeinern. Es erweist sich jedoch, dal3
diese Verallgemeinerung bei der Berechnung der gewohnlichen Homologiegrup-
pen entscheidend hilft, sobald wir (1) die lange exakte Homologiesequenz her-
geleitet haben, die die relative mit der gewohnlichen Homologie in Beziehung
setzt, und (2) den Satz iiber die Ausschneidung gezeigt haben, der sich nur fiir die
relative Homologie iiberhaupt formulieren 1a63t.

2.1 Relative Homologie

Definition 2.1.1. Ist (X, A) ein Raumpaar, als da heift ein topologischer Raum
X mit einer Teilmenge A, so liefert die Einbettung A — X fiir alle ¢ € Z Inklu-
sionen S;A — S,X auf den Gruppen der singuldren g-Ketten. Die Quotienten-
gruppe bezeichnen wir mit

S,(X, A) == S,X/S,A

und nennen ihre Elemente relative ¢-Ketten. Wir geben der Quotientenabbildung
Sq¢X — S4(X, A) keinen Namen.

2.1.2. Die Quotientenabbildung liefert einen Isomorphismus zwischen der freien
Gruppe iiber der Menge aller der ¢-Simplizes o : A, — X, deren Bild nicht in A
enthalten ist, und der Gruppe der relativen g-Ketten S (X, A). Diese Sichtweise
zeigt, dal} auch die relativen Ketten eine freie abelsche Gruppe bilden.

Definition 2.1.3. Man iiberzeugt sich leicht, daf es eindeutig bestimmte Gruppen-
homomorphismen 0, : S,(X, A) — S,_1(X, A) gibt derart, da8 auch das rechte
Quadrat im folgenden Diagramm kommutiert:

S,A —  S,X > S,(X,A)

g | O | 0, 1
Sq_lA — Sq_lX - Sq_l(X, A)

Es ist klar, daf die S,(X, A) mit diesem Differential einen Kettenkomplex bil-
den, d.h. es gilt 0 o 0 = 0. Wir notieren ihn S(X, A) und definieren die relativen
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Homologiegruppen von unserem Raumpaar als die Homologie dieses Ketten-
komplexes, in Formeln

H, (X, A) :=H,(S(X, A)) = ker 9,/ im 0y 41

Die_Elemente von ker éq heiflen auch die relativen g-Zykel, die Elemente von
im J,4, die relativen ¢g-Rénder und fiir einen relativen Zykel c bezeichnet wieder
[c] seine Homologieklasse.

Erginzung 2.1.4. In 2.3.22 wird klar werden, dal3 wir unter geeigneten Annahmen
an unser Raumpaar (X, A) die relative Homologie H, (X, A) fiir ¢ > 0 identifi-
zieren konnen mit der Homologie H, (X /A) des Raums X /A, der aus X entsteht
durch die Identifikation der Teilmenge A zu einem Punkt.

Beispiel 2.1.5. Wir haben H, ([z, y], {z,y}) = Z, fir z < y in R. Diese Aussage
konnen Sie sich als Ubung hier schon iiberlegen, wir erhalten sie spiter auch als
einen Spezialfall von 2.3.3. Wir haben nach 2.3.5 auch Hy(D?, S') = Z. Einen
Erzeuger dieser relativen Homologie kann man wie folgt finden: Man schneidet
den Kuchen D? wie iiblich in Stiicke und betrachtet jedes der Stiicke mit einer
geeigneten Orientiering als 2-Simplex. Die formale Summe dieser Simplizes hat
dann als Rand nur den Rand des Kuchens selber und bildet folglich einen relativen
Zykel, von dem man mithilfe des zweiten Teils von 2.3.3 zeigen kann, da} seine
Klasse in der Tat die relative Homologie erzeugt. Die erste relative Homologie
des Mobiusbands M aus relativ zu seinem Randkreis S* hat genau zwei
Elemente, H, (M, S') = Z/2Z, und ein nichttriviales Element wird représentiert
durch den 1-Zykel, der “in der Mitte des Mdbiusbands einmal umléduft”. Um das
prizise zu zeigen, benotigen wir jedoch die lange exakte Homologiesequenz 2.2.2.

Definition 2.1.6. Ein Morphismus von Raumpaaren f : (X, A) — (Y, B) ist
per definitionem schlicht eine stetige Abbildung f : X — Y mit f(A) C B.
So ein f induziert eine Abbildung H,f auf der relativen Homologie. Genauer
definiert man zunichst S,f : S,(X, A) — S,(Y, B) durch die Bedingung, daf
auch das rechte Quadrat im folgenden Diagramm kommutiert:

SA > S, X - S,(X, A)

| | l
S;B — S,Y — S,(Y,B)

Dann priift man, da} diese S, f sogar mit den Differentialen kommutieren und so
einen Morphismus von Kettenkomplexen

Sf:S(X,A) — S(Y,B)

definieren. Dieser Morphismus liefert dann schlieBlich auf der Homologie die ge-
wiinschten Morphismen H, f : H, (X, A) — H (Y, B).
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Ein Erzeuger der relativen Homologie Hy(D?, S') & Z
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2.1.7. Man priift, da3 wir auf diese Weise sogar einen Funktor
S : {Raumpaare} — {Kettenkomplexe}
erhalten. Durch Verkniipfung mit den Homologie-Funktoren
H, : {Kettenkomplexe} — {Abelsche Gruppen}
konnen wir also unsere relativen Homologiegruppen verstehen als Funktoren
H, : {Raumpaare} — {Abelsche Gruppen}

Die Definition der relativen Ketten schenkt uns natiirliche Morphismen SX —
S(X,A) und damit H, X — H,(X, A). Es ist klar nach den Definitionen, daf
H,X — H,(X,0) stets ein Isomorphismus ist.

2.1.8. Ich notiere die Kategorie der Raumpaare Top®~ . Die in der Literatur ver-
breitete alternative Notation Top® gefillt mir nicht, da sie in wieder anderen Ko-
ventionen das kartesische Produkt der Kategorie Top mit sich selber bedeuten
sollte, und wir diese Begriffsbildung auch bendtigen werden.

Ubung 2.1.9 (Zerlegung der relativen Homologie). Sei X = | | X,, eine Zerle-
gung eines Raums X in paarweise disjunkte offene Teilmengen und i, : X,, — X
die jeweilige Einbettung. Seien A,, C X,, beliebig und sei A C X ihre Vereini-
gung. So definieren die H,(i,,) : H, (X, Ay) — Hy(X, A) einen Isomorphismus
PH, (X, Ay) = Hy(X, A).

Ubung 2.1.10. Man konstruiere eine Isotransformation zwischen den beiden fol-
genden Funktoren von den Raumpaaren in die abelschen Gruppen:

1. (X, A) — Hy(X, A)

2. (X, A) { Die freie abelsche Gruppe iiber der Menge aller Wegzu- }

-sammenhangskomponenten von X, die A nicht treffen

Definition 2.1.11. Seien f,g : (X, A) — (Y, B) zwei Morphismen zwischen
Raumpaaren. Eine Homotopie von f nach g ist ein Morphismus von Raumpaaren
h:(X x[0,1],A x[0,1]) — (Y, B) derart, daB gilt hoip = fund ho i, = g.

Ubung 2.1.12. Man zeige: Sind zwei Morphismen f,g : (X, A) — (Y, B) ho-
motop, so induzieren sie dieselben Abbildungen H,f = H,g : H, (X, A) —
H,(Y, B) auf den relativen Homologiegruppen. Hinweis: Man wiederholt den al-
ten Beweis. Man zeige durch ein Beispiel, da3 es nicht ausreicht nur vorauszuset-
zen, daf} f und g als Abbildungen X — Y sowie als Abbildungen A — B jeweils
zueinander homotop sind.
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2.2 Die lange exakte Homologiesequenz

Satz 2.2.1. Sei O <5 C % C” eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomple-
xen, als da heifit C;, — C, — C7 soll fiir alle q eine kurze exakte Sequenz von
abelschen Gruppen sein. So gilt:

1. Es gibt fiir jedes q genau einen Gruppenhomomorphismus, den sogenannten
Randoperator X
J:H,C" — Hy O

derart, daf3 gilt é[c"} =[] fiir Zykel " € Z,C" und ¢ € Z, 1C" genau
dann, wenn es ein c € C, gibt mit pc = ¢ und Oc = ic’.

2. Mit diesen Homomorphismen erhalten wir eine exakte Sequenz von abel-
schen Gruppen, die abstrakte lange exakte Homologiesequenz

o Hgp1 O — HyC' — H,C — HyC" — Hyy O — ..

2.2.2. Die Bezeichnung als Randoperator ist durch die topologische Anwendung
motiviert: Wir werden im folgenden zu jedem Raumpaar (X, A) Homomorphis-
men 0 = 0, : H,(X, A) — H,_;(A) konstruieren derart, daf} die Sequenz

= Hg (X, A) — Hy(A) — Hy(X) — Ho(X, A) — Hpa(A) — ...

exakt ist, wenn wir diese O und die von den Einbettungen (A, () — (X,0) —
(X, A) induzierten Abbildungen als Morphismen nehmen. Ist genauer eine rela-
tive Homologieklasse [¢] € H,(X, A) gegeben, so reprisentieren wir [c| durch
einen relativen ¢-Zykel ¢ € S,(X, A) und diesen durch eine g-Kette ¢ € S,X.
Dann ist 9¢ € S, 1A ein (¢ — 1)-Zykel und wir nehmen als J[c] seine Homo-
logieklasse, in Formeln d[c] := [0¢]. DaB wir so eine wohldefinierte Abbildung
erhalten und dal} mit diesen Abbildungen die oben angegebene Sequenz exakt ist,
folgt aus Satz 2.2.1, angewandt auf die “kurze exakte Sequenz von Kettenkomple-

2

xen
SA — SX — S(X, A)

Unsere Sequenz heifit die lange exakte Homologiesequenz des Raumpaares
(X, A).

Beweis. Das folgende Diagramm stellt alle im Beweis benotigten Gruppen und
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Dieses Bild soll den Randoperator der langen exakten Homologiesequenz
anschaulich machen. Es stellt einen zweidimensionalen Simplizialkomplex /C
mit 18 Zwei-Simplizes dar und darin schraffiert einen Teilkomplex .A. Die
Summe der sieben durch einen Kreispfeil mit einer Orientierung versehenen
Zwei-Simplizes ist ein relativer Zwei-Zykel aus SKC/S.A und reprisentiert eine
relative simpliziale Homologieklasse in Hy(SK/S.A). Sein Rand ist die Summe
der im Bild durch Pfeile gerichteten Kanten, ein simplizialer Eins-Zykel aus SA,
dessen Homologieklasse in H;(S.A) das Bild unserer relativen simplizialen
Homologieklasse unter dem Randoperator der langen exakten
Homologiesequenz représentiert.
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Abbildungen dar:
Cq+1 - C(;/+1

! l
¢, = C, — CJ
l ! l
Cor = Co1 —~ O
l l

1
Oq—2 — q—2

Jetzt beginnen wir mit der eigentlichen Argumentation. Ist ¢ € C/ ein Zykel und
¢ € C, ein Urbild, in Formeln pc = ¢”, so folgt pdc = d¢” = 0 und mit Exaktheit
bei C,_; gibtes ¢’ € C;_, mitic’ = Jc. Dies ¢’ muB sogar ein Zykel sein, denn es
gilt idc = did = 9*c = 0 und 7,5 ist injektiv.

Wir wollen gerne 9[¢/] = [¢] setzen und miissen zeigen, da die Homologie-
klasse [¢/] weder von der Wahl von ¢’ noch von der Wahl von ¢ abhéngt. Aber sei
sonst b € C7, | gegeben und sei ¢ abgeindert zu ¢ + 9b”. Wir finden b € C 14
mit pb = b”. Wihlen wir ¢ € C, mit p¢ = ¢ + 9b”, so folgt p(¢ — ¢ — db) = 0,
also ¢ — ¢ — 0b = it fir V' € Cy. Ist nun 9¢ = i so folgt i(¢' — ¢’) = i0Y’ und
somit [¢'] = [¢/] wie gewiinscht.

Damit ist also O definiert und wir iiberlassen dem Leser den Nachweis, daf3
dies & durch die im ersten Teil des Satzes angegebene Eigenschaft charakterisiert
wird. Es bleibt nur die Exaktheit unserer Sequenz nachzuweisen. Man folgert mii-
helos aus den Definitionen da3 die Verkniipfung je zweier aufeinanderfolgender
Morphismen verschwindet, also ker D im . Wir miissen noch ker C im an jeder
Stelle zeigen.

Bei H,C folgt aus [¢] — 0 fiir ¢ € Z,C sofort pc = Jb” und die Surjektivitit
von Cyyq — CF, ) liefertuns b € Cyyq mit pb = ", also p(c — 0b) = 0. Dann gibt
es aber nach der Exaktheit von ) — C; — C{ ein ¢ € C} mitic’ = ¢ — 0bund
notwendig ist ¢’ ein Zykel und [¢] — [c¢ — 0b] = [¢]. Bei H,C" folgt aus [¢"] — 0,
daB fiir jedes Urbild ¢ € C, mit ¢ — ¢” gilt Oc = ic’ fiir einen Rand ¢’ = 0b' in
C;_,. Dann ist aber c —ib’ € C, ein Zykel und [¢"] das Bild von [c — '] € H,C.
Bei H, 1" folgt aus [¢'] +— 0 jaic’ = Oc fiir ¢ € Cy und dann muB pc € C7 ein
Zykel sein mit [pc|] — [¢]. Der Satz ist bewiesen. O

2.2.3. Gegeben ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen

exakten Zeilen
O/ PN C s O//

! ! !
D/ (SN D N D//
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ist auch das folgende Diagramm kommutativ:

- H,CO — H,C — H/C" —H 0 —
l ! ! !
— H,D'" — HD — HD" —H, D —

Das folgt aus der Funktorialitdt von H, fiir die ersten beiden Quadrate und aus der
Konstruktion von 0 fiir das dritte Quadrat.

2.2.4. Inbesondere kommutieren fiir jeden Morphismus f : (X, A) — (Y, B) von
Raumpaaren mit den Randabbildungen der jeweiligen langen exakten Homolo-
giesequenzen die Diagramme

Hy(X,4) — Hga(A)

| |
H,(Y,B) — Hy1(B)

Korollar 2.2.5. Sei f : (X,A) — (Y, B) ein Morphismus von Raumpaaren.
Induziert f Isomorphismen H,f : H,X = H,Y und H,f : H,A = H,B fiir alle
q, so induziert f auch auf der relativen Homologie Isomorphismen

Hyf: Hq<X7 A) = Hq(Ya B)

Beweis. Das folgt aus der langen exakten Homologiesequenz mit dem anschlie-
Benden Fiinferlemma. ]

2.2.6. Induziert f Homotopiedquivalenzen X — Y und A — B, so induziert f
insbesondere Isomorphismen auf der relativen Homologie, ohne dal} es deshalb
eine Homotopiedquivalenz von Raumpaaren sein miif3te.

Lemma 2.2.7 (Fiinferlemma). Wir betrachten ein kommutatives Diagramm von
abelschen Gruppen der Gestalt

A - B - C —-— D — F

l l l ! !
A - B — ¢ — D — F

Sind die beiden Horizontalen exakte Sequenzen und sind alle Vertikalen bis auf
die mittlere Isomorphismen, so ist auch die mittlere Vertikale ein Isomorphismus.

Beweis. Diese Diagrammjagd iiberlassen wir dem Leser. Man bemerke, da3 wir
sogar bei der Vertikale ganz links nur die Surjektivitit verwenden und bei der
Vertikale ganz rechts nur die Injektivitit. 0
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2.2.8. Sind X D Y D Z topologische Rdume, so erhalten wir eine lange exakte
Sequenz

. Hua(XY)—-H,(Y,Z) - H,(X,Z) - H,(X,Y) - H,.1.(Y, Z2) ...

die lange exakte Homologiesequenz des Tripels (X, Y, Z), aus der kurzen ex-
akten Sequenz von Kettenkomplexen

SY/SZ < SX/SZ —» SX/SY

die hinwiederum eine Konsequenz des noetherschen Isomorphiesatzes ist.

Ubung 2.2.9. (Neunerlemma). Sei gegeben ein kommutatives Diagramm von
(kommutativen) Gruppen mit kurzen exakten Zeilen der Gestalt

A3 — By — (s

! ! !
Ay — By — (%
! ! !

Al — Bl —» Cl

und seien die senkrechten Kompositionen jeweils Null. Sind zwei der Spalten kur-
ze exakte Sequenzen, so auch die Dritte. Hinweis: Man benutze die lange exakte
Homologiesequenz. Im Fall nichtkommutativer Gruppen bleibt allerdings nur die
Diagrammjagd, vergleiche [ ]

Ubung 2.2.10. Eine kurze exakte Sequenz A’ — A — A” von abelschen Gruppen
heiBt spaltend genau dann, wenn es einen Isomorphismus A = A’ @ A” gibt
derart, daf das folgende Diagramm kommutiert, mit ¢’ — (a’,0) und (¢, a") —
a” in der unteren Horizontalen:

A/ SN A s A//

| L2 I
A/ PN A/ @ A// s A//

Man zeige, daf fiir eine kurze exakte Sequenz A" — A — A” von abelschen
Gruppen gleichbedeutend sind: (1) Die Sequenz spaltet; (2) Die Surjektion A —»
A” besitzt ein Rechtsinverses; (3) Die Injektion A" — A besitzt ein Linksinverses.

2.2.11. Man nennt ganz allgemein eine Surjektion von Gruppen, die ein Recht-
sinverses besitzt eine spaltende Surjektion und eine Injektion von Gruppen, die
ein Linksinverses besitzt, eine spaltende Injektion. Dieselbe Terminologie ver-
wendet man bei Moduln iiber Ringen und auch in noch groBerer Allgemeinheit.
In welcher Bedeutung das jeweils gemeint ist, ob also die fraglichen Halbinversen
Gruppenhomomorphismen, Modulhomomorphismen oder irgendeine andere Art
von Morphismen sein sollen, gilt es jeweils aus dem Kontext zu erschlie3en.
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Ubung 2.2.12. Eine abelsche Gruppe I heift frei genau dann, wenn sie isomorph
ist zur freien abelschen Gruppe ZM iiber einer Menge M. Man zeige, dal jede
Surjektion von einer beliebigen abelschen Gruppe auf eine freie abelsche Gruppe
spaltet.

Ubung 2.2.13. Sei gegeben ein kommutatives (3 x 3)-Diagramm von Kettenkom-
plexen mit exakten Zeilen und Spalten

A/ [N A s A//
! ! !
B/ N B s B/l
l | !

O/ SN C s O/I

So kommutiert das Diagramm der Randoperatoren der zugehorigen langen exak-
ten Homologiesequenzen bis auf ein Vorzeichen, genauer kommutiert das Dia-
gramm
d
HqC// - Hq_lC’
ol 1 -a
d
Hq_lA” — Hq_QA/

2.3 Ausschneidung

Satz 2.3.1 (Ausschneidung). Sei (X, A) ein Raumpaar und L C A eine Teil-
menge von A, deren Abschluf3 im Inneren von A liegt, in Formeln L C A°. So
liefert die Einbettung (X\L, A\L) — (X, A) Isomorphismen auf den relativen
Homologiegruppen

H,(X\L, A\L) = H,(X, A)

2.3.2. Ganz prizise gesagt meinen wir im Satz mit L C A° den AbschluB in X
und das Innere in Bezug auf X, pedantisch gesagt also Cly (L) C Ofx(A). Der
Satz besagt salopp gesprochen, daB3 sich die relative Homologie nicht dndert, wenn
wir die Menge L gleichzeitig sowohl aus X als auch aus A herausschneiden. Wir
stellen den Beweis zuriick und geben zunichst einige Anwendungen. Bezeichne
0A, C A, den anschaulichen Rand 0A,, = {(x¢,...,z,) € A, | ; = 0 fiir
mindestens ein i} des n-ten Standardsimplex.

Satz 2.3.3. Die Homologiegruppen H,(A,,0A,) der Standardsimplizes relativ
zu ithrem Rand werden gegeben durch

Z q=n,;
0 sonst,

H,(A,,0A,) = {
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und die Klasse 1, des tautologischen Simplex T, ist ein Erzeuger der relativen
Homologiegruppe H,,(A,,, 0A,,).

2.3.4. Einen meiner Ansicht nach anschaulicheren Zugang zur Berechnung die-
ser Homologiegruppen vermittels der “Mayer-Vietoris-Sequenz” erkldren wir in
2.3.20. Er liefert jedoch keine explizite Beschreibung eines Erzeugers, und diese
explizite Beschreibung werden wir brauchen, um den Zusammenhang zwischen
simplizialer und singuldrer Homologie zu kliren.

Beweis. Fir n = 0 ist A,, ein Punkt und 0A,, die leere Menge und der Satz ist
unsere Aussage 1.2.11 iiber die Homologie eines Punktes. Den allgemeinen Fall
folgern wir durch vollstindige Induktion. Dazu betten wir A,, ein in A, 1, indem
wir als letzte Koordinate eine Null anfiigen, und betrachten in A, ; die Spitze
p = (0,0,0,...,1), die der Seitenfliche A,, C A, ;; gegeniiberliegt. Weiter be-
trachten wir die Vereinigung A, 1 C A, aller Seitenflachen, die diese Spitze p
enthalten, und die Isomorphismen

Hq(Ana aAn) :) Hq(aAn+1\p> An-i—l\p) ; Hq(aAn+l> An-I—l)

die von den Einbettungen aufgrund der Homotopieinvarianz und der Ausschnei-
dung von p induziert werden. Die Randabbildung zur langen exakten Homologie-
sequenz des Tripels (A1, 0A,11, Ayyq) liefert weiter Isomorphismen

Hqul (An+17 aAnJrl) = Hl] (aAn+17 An+1)

und die erste Behauptung folgt durch Induktion. Unter diesen Isomorphismen geht
die Klasse [7,,+1] € Hyr1(Ani1, 0A,41) tiber in (=1)"7,] € H,(A,,0A,),
und so ergibt sich auch die zweite Behauptung mit vollstindiger Induktion. [

Korollar 2.3.5. Fiir n > 0 wird die Homologie des n-Balls relativ zu seinem
Rand gegeben durch die Formeln

_ 7 q=n;
n n—1\ ~v )
H,(D", 5"77) = { 0 sonst.
Beweis. Das folgt sofort aus 2.3.3, da es etwa nach einen Homodomorphis-
mus A, — D" gibt, der eine Bijektion 0A, — S™~! induziert. Alternativ folgt
es auch aus dem anschlieenden Satz. ]

Satz 2.3.6. Die Homologiegruppen der Sphiren S™ werden fiir n > 1 gegeben

durch
Z q=0oderq=n;

Hy(5") = { 0 sonst.

Die Nullsphiire S° besteht schlicht aus zwei Punkten, wir haben in diesem Fall
also Hy(S°) =2 Z & Z sowie H,(S°) = 0 fiir ¢ > 0.
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Beweis. Das ergibt sich aus dem vorhergehenden Korollar 2.3.5 mit der langen ex-
akten Homologiesequenz des Raumpaars (D™ *!, S™). Einen alternativen und viel-
leicht anschaulicheren Beweis mithilfe der sogenannten “Mayer-Vietoris-Sequenz”
geben wir in 2.3.20. Er hat allerdings den Nachteil, keinen expliziten Erzeuger der
Homologie zu liefern. [

Korollar 2.3.7. Fiirn > 0 und jeden Punkt p € R" gilt

Hy(R", R™\p) = { 0 sonst.

Insbesondere sind R™ und R™ fiir n # m nicht homéomorph.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit p = 0 annehmen. Die
Einbettung (D", S~ ') — (R", R™\0) induziert nun aufgrund der Homotopiein-
varianz 2.2.5 Isomorphismen auf den relativen Homologiegruppen und die Aus-
sage folgt so aus 2.3.5. [

Korollar 2.3.8. Sei n > —1. Es gibt keine stetige Abbildung r : D"*' — S™
deren Einschrdankung auf S™ die Identitdt ist.

Beweis. Seii : S — D"'! die Einbettung. Aus 7 o i = id folgt, daR die Ver-
kniipfung
H,S" — H,D"™' — H,S"

von Hr mit H+¢ die Identitit ist. Die Identitiat auf Z kann aber nicht tiber 0 fakto-
risieren und das erledigt den Fall n > 1. Im Fall n = 0 argumentiert man analog,
daB die Identitit auf Z2 nicht iiber Z faktorisieren kann. Der Fall n = —1 ist eh
klar. ]

Satz 2.3.9 (Fixpunktsatz von Brouwer). Jede stetige Abbildung f : D" — D"
des abgeschlossenen n-Balls auf sich selber besitzt einen Fixpunkt.

Beweis. Sonst konnte man eine stetige Abbildung r : D™ — S™~! konstruieren
durch die Vorschrift, daB r(z) der Punkt ist, in dem der Strahl, der von r(x) aus-
geht und durch z lduft, die Sphére S™! trifft. Das stinde jedoch im Widerspruch
zum vorhergehenden Korollar 2.3.8. [

2.3.10. Wir beginnen nun mit den Vorbereitungen zum Beweis des Ausschnei-
dungssatzes. Die zentrale Rolle spielen hier die Unterteilungsoperatoren U, :
S,X — S,X, die jeden Simplex “baryzentrisch unterteilen”. Wir konstruieren sie
als natiirliche Transformationen U, : S, — S,. Um solche natiirlichen Transfor-
mationen festzulegen, brauchen wir ja nach Lemma 1.4.4 nur U,(7,) € S,(A,)
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1
o — o > P

A

U 2

/A |+
1-4\"/-4\
z/ tA

Der Effekt der Unterteilungsoperatoren U; und U, auf Simplizes. Die Zahlen an
den Ecken der Dreiecksflichen zeigen wieder, wohin die Vektoren der
Standardbasis ey, ey, e3 des R?, deren konvexe Hiille ja der Standardsimplex A,
ist, abgebildet werden.
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anzugeben. Fiir jede konvexe Teilmenge K eines R” und jeden Punkt p € K erin-
nern wir dazu an den Prismen-Operator P = P, : S, K — 5,1 K aus dem Beweis
von 1.2.14. Dann setzen wir U, = 0 fiir ¢ < 0 und definieren wir U, fiir ¢ > 0 in-
duktiv vermittels der Vorschrift Uy(7y) = 7 und Uy(7,) = PU,_1(07,) falls ¢ >
0, wo P den Prismenoperator beziiglich des Schwerpunkts ﬁ(l, 1,...,1) von
A, bezeichnet.

Lemma 2.3.11. Die Unterteilung U : SX — SX ist eine Kettenabbildung.

Beweis. Es gilt zu zeigen OU, = U,_,0 fiir alle q. Wir zeigen die Gleichheit
durch Induktion iiber ¢. Natiirlich reicht es, die Gleichheit auf 7, zu zeigen. Die
Fille ¢ = 0, 1 tiberlassen wir dem Leser. Fiir ¢ > 2 haben wir

oU,(1,) = 0PU,_10(7,)
(—P0+1d)U,—10(1y)
= Uq718(7q>

die erste Gleichung nach Definition, die Zweite da 0P + P0 = id auf S,A, fiir
q > 1, die Dritte da OU,_; = U,_50 nach Induktion. O

Lemma 2.3.12. Die Unterteilung ist in natiirlicher Weise kettenhomotop zur Iden-
titdt, es gibt in anderen Worten natiirliche Transformationen

Tq : Sq = Sq+1

mit 0T, + T,_10 = U, — id fiir alle q. Insbesondere induziert U die Identitiit auf
der Homologie.

2.3.13. Dies Lemma wird sich spiter als eine Konsequenz des Satzes iiber azykli-
sche Modelle 3.6.15 erweisen.

Beweis. Wir versuchen induktiv mogliche natiirliche Transformationen 7, zu fin-
den und miissen nur 7,(7,) € S,4+1(4,) angeben. Wir kénnen mit 7" = 75 = 0
beginnen und miissen dann induktiv die Gleichungen

aTq(Tq) = _Tq—la(Tq) + Uq(Tq) — Tq

16sen. Da Hy(A,) = 0 fiir ¢ > 1 geht das, wenn die rechte Seite ein Zykel ist.
Dazu rechnen wir stur mit der Induktionsannahme

—0T,_1(01,) + 0Uy(1,) — 01y =
= (T;—20 — U1 +1d)(07,) + 0U,(1,) — 071, = 0
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Definition 2.3.14. Gegeben eine Uberdeckung V C P(X) eines topologischen
Raums X bezeichne S};X C 54X die freie Gruppe iiber allen denjenigen Sim-
plizes, die ganz in einem der V' € ) liegen. Wir nennen S;} X die Gruppe der
V-feinen Ketten.

Satz 2.3.15 (iiber feine Ketten). Sei V eine Uberdeckung eines Raums X derart,
daf} selbst die offenen Kerne der Mengen aus )V schon X iiberdecken, in Formeln
X = Uyey V©. So induziert die Einbettung SYX < SX vom Komplex der V-
feinen Ketten in den Komplex aller singuldren Ketten Isomorphismen auf allen
Homologiegruppen.

2.3.16. Mit 4.6.3 wird aus diesem Resultat sogar folgen, daf diese Einbettung
eine Homotopiedquivalenz SY X 5 SX ist.

Beweis. Mit der langen exakten Homologiesequenz miissen wir nur zeigen, dafl
die Homologie von SX/SYX verschwindet. Nun bilden unsere Abbildungen U
und 7 sicher SYX auf sich selber ab und induzieren also Operatoren U, T auf
dem Quotienten. Offensichtlich ist auch U homotop zur Identitiit vermittels 7" und
liefert also die Identitit auf den Homologiegruppen von SX/SY X. Fiir jedes ¢
und jede Kette v € S,.X gibt es aber nach dem anschlieBenden Lemma 2.3.17 ein
n > 0mit Uy € S};X, also U™y = 0 fiiry € SqX/SB;X die Nebenklasse von 7.
Wir folgern H,(SX/SYX) = 0. O

Lemma 2.3.17. Sei V eine offene Uberdeckung von X. Fiir jedes q und jede Kette
v €S, X gibtesn > 0mit Uy € S;}X.

Beweis. Es reicht sicher, das Lemma fiir jeden Simplex v : A, — X zu zeigen.
Nun sieht man, da} der maximale Durchmesser eines Simplex, der mit von Null
verschiedenem Koeffizienten in U"™(7,) vorkommt, fiir n — oo beliebig klein
wird. Insbesondere ist fiir n > 0 nach dem Uberdeckungssatz von Lebesgue
jeder solche Simplex ganz in einer der Mengen v~ (V°) mit V' € V enthalten.
Das bedeutet aber gerade U™y € S;X : [

Satz 2.3.18 (Ausschneidung). Sei (X, A) ein Raumpaar und L C A eine Teil-
menge, deren Abschluf3 im Inneren von A liegt, in Formeln L C A°. So liefert die
Einbettung (X\L, A\L) — (X, A) Isomorphismen auf den relativen Homologie-

gruppen, in Formeln
H,(X\L, A\L) 5 H,(X, A)
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Dieses Bild soll Anschauung fiir den Ausschneidungsisomorphismus geben. X
ist darin die Papierebene, A alles aulerhalb des kleinen Eis und L alles au3erhalb
der Zackenlinie. Das grofle Dreieck stellt einen singuldren Zweisimplex in X
dar, der relativ zu A ein Zykel ist, da eben sein Rand in A liegt. Nach
zweimaliger baryzentrischer Unterteilung entsteht diese Art Spinnennetz, eine zu
unserem Zweisimplex homologe singulidre Zweikette. Lassen wir aus dieser
Zweikette alle Simplizes fort, die nicht in X'\ L liegen, die also aus unserer
Zackenlinie herauspieken, so reprédsentiert der Rest immer noch dieselbe
Homologieklasse in der relativen Homologie Hy (X, A), die folglich herkommt
von einer Homologieklasse in Hy(X\ L, A\ L). Damit sollte zumindest die
Surjektivitdt der von der Einbettung (X\ L, A\L) — (X, A) auf der Homologie
induzierten Abbildung anschaulich klar werden.
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Beweis. Wir betrachten die Uberdeckung X = AU (X\L), geben ihr den Namen
V und bilden ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen der Gestalt

S(A\L) — SA®S(X\L) —» SYX

! ! |
S(X\L) — SX@®S(X\L) —»  SX
! ! |

S(X\L,A\L) — S(X, A) — SX/SVX

Hier ist zu verstehen, dal die beiden oberen horizontalen Inklusionen die “diago-
nalen” Einbettungen z — (z, z) sein sollen und die folgenden Surjektionen die
Differenzen (x,y) — = — y. Nach dem Neunerlemma ist die untere Horizontale
dann auch exakt, und da nach dem Satz iiber feine Ketten 2.3.15 die Homologie
von SX/SY X verschwindet, folgt unser Satz aus der langen exakten Homologie-
sequenz. 0

2.3.19. Sei X = X;U X, ein topologischer Raum mit einer Uberdeckung V durch
zwel offene Teilmengen. Wir betrachten die Einbettungen

(X;NXs) 2% X, &% X
und erhalten eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen
S(X1NXy) — SX; & SX, - SVX

Hier fassen wir die Elemente der direkten Summe als Spaltenvektoren auf, die
erste Abbildung wird gegeben durch die Spaltenmatrix (Siy, Sis) ", und die zweite
durch die Zeilenmatrix (Sj;, —Sj2). Nehmen wir dazu die lange exakte Homolo-
giesequenz und verwenden die von der Einbettung SY X < SX induzierten Iden-
tifikationen H,(SYX) = H,X, so erhalten wir die sogenannte Mayer-Vietoris-
Sequenz, eine lange exakte Sequenz der Gestalt

cee Hq(Xl N Xg) — Hq(Xl) @D Hq(XQ) — Hq(X) — Hq—l(Xl N XQ) e

Die ersten beiden Abbildungen dieser Sequenz werden gegeben durch die Spal-
tenmatrix (H,i1, Hyio) " und die Zeilenmatrix (H,j;, —H,j2), die dritte Abbildung
ist nicht ganz so leicht explizit anzugeben.

Beispiel 2.3.20 (Homologie der Sphéiren, Variante). Mithilfe der Mayer-Vietoris-
Sequenz 2.3.19 bestimmen wir ein weiteres Mal die Homologie der Sphédren. Man
schreibt fiir diesen Beweis die Kugelschale als die Vereinigung zweier offener et-
was iiber den Aquator hinaus verdickter Hemisphiren S™ = U+ U U~ und erhiilt
nach 2.3.19 eine lange exakte Sequenz

Hq(U+) ®Hy(U™) — Hy(5") — Hq—l(U+ nNU™) — Hq—l(U+) ®Hy1(U7)
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und so weiter. Der Schnitt U+ N U~ ist homotopiedquivalent zum Aquator S™~!
und die Hemisphéren sind beide zusammenziehbar und haben folglich dieselbe
Homologie wie ein Punkt. Man sieht nun explizit leicht ein, daB wir fiirn = 0,1
das behauptete Ergebnis erhalten, und fiir n > 2 folgt durch Betrachten der obigen
Sequenz

Hq(Sn) = qul<U+ n Uﬁ) = qul(Snfl)

fir ¢ > 2 und Hy(S™) = 0 und Hy(S™) = Z. Die Homologie der Sphiren ergibt
sich durch vollstindige Induktion. Diese Herleitung gefillt mir eigentlich besser
als die Herleitung aus 2.3.3, sie liefert jedoch nicht unmittelbar die Beschreibung
eines Erzeugers der Homologie.

Ubung 2.3.21 (Relative Mayer-Vietoris-Sequenz). Sei X ein topologischer Raum
und seien U,V @ X zwei offene Teilmengen. Betrachten wir die offene Uberde-
ckung von U U V durch U und V' und bilden das Diagramm

SUNV) SU & SV — SY(UUV)
| | |
SX -, SX @SX — SX
| | |

S(X,UNV) — S(X,U)®S(X,V) — S(X)/S¥Y(UuUV)

mit “diagonalen” Abbildungen in den linken Horizontalen und “Differenzen von
erstem minus zweitem Term” in den rechten Horizontalen, so entsteht in der un-
teren Zeile eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Die natiirliche Sur-
jektion S(X)/SY(UUV) — S(X,U UV ) induziert weiter Isomorphismen auf der
Homologie, und so erhalten wir eine natiirliche lange exakte Sequenz

—H,X,U)eH,(X,V) - H/(X,UUV) - H,4(X,UNV) — ...

und die Randoperatoren dieser Sequenz bilden mit den Randoperatoren der Mayer-
Vietoris-Sequenz und den Randoperatoren der langen exakten Homologiesquen-
zen nach 2.2.13 ein bis auf Vorzeichen kommutierendes Viereck.

Ergiinzende Ubung 2.3.22. Sei (X, A) ein Raumpaar. Bezeichne X/A den Raum
mit Quotiententopologie, der entsteht, wenn man A zu einem Punkt identifiziert.
Man zeige: Gibt es U mit A C U C X derart, daB die Einbettungen A — U und
AJA — U/A Homotopiedquivalenzen sind, so liefert die offensichtliche Abbil-
dung Isomorphismen

H,(X, A) 5 Hy(X/A, A/A)
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2.4 Homologie von Simplizialkomplexen

Definition 2.4.1. Seien K ein Simplizialkomplex und A(K) der zugehdrige Poly-
eder. Im Komplex SA(K) der singulédren Ketten unseres Polyeders betrachten wir
den Unterkomplex

S*A(K)
aller simplizialen Ketten, wo S;A(K) C S;A(K) definiert ist als das Erzeugnis
aller im Sinne von simplizialen Abbildungen A, — A(K). Derartige sim-

pliziale Abbildungen brauchen keineswegs injektiv zu sein, zum Beispiel ist die
konstante Abbildung eines Standardsimplex auf eine Ecke durchaus auch simpli-
zial.

2.4.2. Sei K ein Simplizialkomplex. Die Gruppenhomomorphismen S;A(K) —
S,K von den simplizialen Ketten in die Simplizialketten, die auf injektiven sim-
plizialen Abbildungen A, — A(K) in der offensichtlichen Weise erklirt sind und
auf nichtinjektiven simplizialen Abbildungen A, — A(K) den Wert Null anneh-
men, definieren eine Kettenabbildung S°A(K) — SK. Um das zu sehen, muf}
man nur die Vertriglichkeit mit den Randoperatoren nachzuweisen. Das ist nicht
weiter schwierig und sei dem Leser iiberlassen.

Satz 2.4.3 (Simpliziale als singulire Homologie). Fiir jeden Simplizialkomplex
K induzieren die Kettenabbildung aus 2.4.2 von den simplizialen Ketten in die
Simplizialketten sowie die Einbettung von den simplizialen Ketten in die singuld-
ren Ketten SKC — S°A(K) — SA(K) Isomorphismen auf allen Homologiegrup-
pen

H K & Hy(S'AK)) 2 Hy(A(K))

Ergdnzung 2.4.4. Aus 4.6.3 und 2.4.2 wird im iibrigen sogar folgen, dal} die frag-
lichen Kettenabbildungen samtlich Homotopiedquivalenzen sind.

Beweis. Wir wihlen eine Anordnung < der Menge E der Ecken von K, was nach

stets moglich ist. Diese Wahl liefert uns auch eine Anordnung auf jedem
Simplex, die wir verwenden, um jedem Simplex s € K, denjenigen angeordneten
Simplex (s) = (s)= € K=, (s) : {0,...,¢q} — E zuzuordnen, der Bild s hat und
streng monoton wichst. Zu jedem angeordneten Simplex o € ICqS definieren wir
dann weiter in S; A(K) den simplizialen ¢-Simplex

o =1[0(0),...,0(9)] : Ay = A(K)

durch die Vorschrift (zo, ..., z,) — xoof(\/O) +...+ xqaf(vq) in den Notationen aus
und machen in der Notation keinen Unterschied zwischen einem angeord-
neten Simplex und der zugehorigen simplizialen Kette. Insbesondere ist fiir jeden
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¢-Simplex s € K, also (s) ein Homéomorphismus A, — A(s). Die von allen (s)
mit s € K, erzeugte Untergruppe von S; A(K) notieren wir

SEA(K)

und nennen sie die Gruppe der ordnungsvertriglichen simplizialen ¢-Ketten
von K. Offensichtlich bilden die ordnungsvertriglichen simplizialen Ketten einen
Unterkomplex S®A(K) C S*A(K) im Komplex aller simplizialen Ketten von
A(K), und wir erhalten ein kommutatives Diagramm

SK — SA(K) — SA(K)

AN i /
S=A(K)

Der schrige Pfeil nach links oben ist offensichtlich ein Isomorphismus von Ket-
tenkomplexen. Nun zeigen wir in den anschlieBenden Propositionen 2.4.5 und
2.4.7, daB die beiden anderen Pfeile nach oben beide Isomorphismen auf der Ho-
mologie induzieren. Daraus folgt dann der Satz. [l

Proposition 2.4.5. Fiir jede Anordnung der Ecken eines Simplizialkomplexes K
liefert die Einbettung S®A(K) — SA(K) der ordnungsvertrdiglichen simplizia-
len Ketten in alle singuliren Ketten Isomorphismen auf allen Homologiegruppen.

Beweis. Wir schreiben kurz A(KC) = X und setzen fiir k € Z

Xi= |J A

selq, ¢<k

Dieser Raum heif3t das k-Skelett von C. Nun betrachten wir fiir alle £ das folgen-
de kommutative Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen exakten Zeilen:

Sost SN SOSXk+1 s Sost+1/Sost

! ! l
SXk — SXk_H —» SXk+1/SXk

Das zugehorige Diagramm von langen exakten Homologiesequenzen schreiben
wir
c Hgil(Xk+17Xk> — Hngk — HZSXkJrl — HES(X]H,l,Xk) .

l ! I !
o He1 (X1, X)) — HeXe — HeXenn — Hp(Xpg, Xi) .o

und werden nun durch Induktion iiber k zeigen, daf3 HZSX r — Hg X}, ein Isomor-
phismus ist fiir alle £ und ¢. Fiir £ < 0 ist das klar. Im anschlieBenden Lemma
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2.4.6 werden wir zeigen, daB Hp®(Xpy1, Xi) — Hg(Xpi1, Xi) ein Isomorphis-
mus ist fiir alle ¢ und alle k. Der Induktionsschritt besteht dann im Anwenden
des Fiinferlemmas, und unter der Zusatzannahme X = X, fiir £k > 0 ist unser
Satz damit bereits bewiesen. Im allgemeinen bemerken wir zusitzlich, dal nach

jede singuldre Kette von X schon in einem X} liegt, und iiberlassen den
Rest des Beweises dem Leser zur Ubung. Spiter wird er den Beweis auch mit-
hilfe des Satzes iiber die Exaktheit filtrierender Kolimites 5.1.29 direkt beenden
konnen. 0

Lemma 2.4.6. Die offensichtlichen Abbildungen auf den relativen Ketten liefern
Isomorphismen Hy* (X1, Xi) = Hy (X1, Xk)-

Beweis. Die linke Seite ist hier die Homologie eines Komplexes, der nur im Grad
k + 1 lebt. Genauer ist Hy’, | (Xy11, X}) frei erzeugt von den Nebenklassen der
ordnungsvetriglichen simplizialen Ketten (s) fiir s € K1, und bei g # k + 1
verschwindet unser Komplex mitsamt seiner Homologie. Wir untersuchen nun die
rechte Seite H, (X1, X)) und betrachten dazu das “verdickte k-Skelett” U, C
Xj41, das wir erhalten, indem wir aus X, die Schwerpunkte aller (k£ + 1)-
Simplizes entfernen. Die beiden Einbettungen

(Xkt1, Xi) = (Xis1, Ur) = (Xigp1 \ X, U\ Xk)

induzieren Isomorphismen auf der relativen Homologie: Die Linke nach 2.2.5 und
1.4.1, da X, — Uy eine Homotopiedquivalenz ist und die Rechte mit Ausschnei-
dung des k-Skeletts Xj. Das Raumpaar rechts ist aber schlicht die disjunkte unzu-
sammenhingende Vereinigung tiber alle (k + 1)-Simplizes s € Ky der Raum-
paare (A°(s), A°(s)\b(s)), wo wir A°(s) fiir den “offenen” Simplex schreiben
und mit b(s) = =5 (po + ... + px) den Schwerpunkt von A(s) bezeichnen. Zu-
sammenfassend erhalten wir also mit den offensichtlichen Abbildungen ein kom-
mutatives Diagramm

Hy (X1, Ur) = @@, Hy(A%(s), A%(5)\b(s))

I IR
Hq(X?l, Up) ?B Hy(A(s), A(s)\b(s))
l l

Hy (X1, Xi) = D, Hy(A(s), 0A(s))

wo die Summen jeweils iiber alle (k + 1)-Simplizes s € K1 laufen und wir mit
OA(s) dhnlich wie in 2.3.3 das k-Skelett von A(s) bezeichnen. Die mit ~ be-
zeichneten Pfeile darin sind offensichtlich Isomorphismen, und die iibrigen Pfeile
folglich auch. Nach 2.3.3 wissen wir aber, daBl H,(A(s), 0A(s)) verschwindet fiir
q # k + 1 und daB es fiir ¢ = k£ + 1 frei ist vom Rang 1 und erzeugt wird von der
Klasse von (s). Das zeigt das Lemma. O
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Proposition 2.4.7. Fiir jede Anordnung der Ecken eines Simplizialkomplexes K
liefert die Einbettung S A(K) — S°A(K) der ordnungsvertréiglichen simplizia-
len Ketten in alle simplizialen Ketten Isomorphismen auf allen Homologiegrup-
pen.

Beweis. Den Fall, daB unser Simplizialkomplex nur aus einem Simplex besteht,
erledigen 1.1.9 und das anschlieBende Lemma 2.4.8. Den Fall, da} unser Sim-
plizialkomplex endlich ist, folgern wir induktiv: Bezeichne in der Tat H; K =
H,(S°A(K)) die Homologie des Komplexes der simplizialen Ketten im Polyeder
eines Simplizialkomplexes K. Ist = K" U K" eine Darstellung unseres Simpli-
zialkomplexes als Vereinigung zweier Unterkomplexe, so liefert der Beweis der
Mayer-Vietoris-Sequenz auch in dieser Situation Mayer-Vietoris-Sequenzen fiir
H® und H®. Mit dem Fiinferlemma und Induktion iiber die Zahl der Simplizes
unseres Simplizialkomplexes sehen wir so, daf} die Proposition fiir endliche Sim-
plizialkomplexe folgt, sobald wir sie fiir Simplizes kennen. Der Fall beliebiger
Simplizialkomplexe hinwiederum folgt aus dem Fall endlicher Simplizialkomple-
xe mit etwas Nachdenken oder formal mit der Exaktheit filtrierender Kolimites
5.1.29. ]

Lemma 2.4.8. Fiir jede nichtleere Menge E ist der Komplex von freien abelschen
Gruppen 0 « 7 « ZE « ZE? « ZE? « ... exakt, wo der Randoperator
gegeben wird durch

O(vo, - vg) = Y (=1)"(vo, ...y ..., vy)

2.4.9. Dieser Komplex ist kanonisch isomorph zu dem um die Augmentation nach
Z erweiterten Komplex der simplizialen Ketten S°A(E) des Simplex A(E) mit
Ecken E.

Beweis. Halten wir eine Ecke v € F fest und definieren § : ZEY — ZE"" durch
die Vorschrift 6(v,...,v,) = (v, vo,...v,), so priift man leicht an jeder Stelle
00 + 00 = id . Also ist unser Komplex sogar nullhomotop. O

Korollar 2.4.10. Ist KC ein Simplizialkomplex, so bendtigt man hochstens ||
Erzeuger fiir die Gruppe H,(A(K)).

Beweis. Hierzu braucht man auf3er 2.4.3 nur noch die Erkenntnis , dafl man
fiir eine Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe hochstens soviel
Erzeuger benotigt wie fiir die urspriingliche Gruppe. [

Ergdnzung 2.4.11. Wenn wir Homologie mit Koeffizienten betrachten wie in 1.2.9,
so bleiben alle bisherigen Resultate und Beweise mit den hoffentlich offensicht-
lichen Modifikationen giiltig, insbesondere auch Satz 2.4.3 iiber die Beziehung
zwischen singulédrer und simplizialer Homologie.
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Definition 2.4.12. Fiir einen beliebigen topologischen Raum X setzt man
by(X) := dimg H,(X; Q) € NU {0}

und nennt diese Zahl die ¢-te Betti-Zahl von X. Sind alle Betti-Zahlen endlich
und verschwinden sie fiir ¢ > 0, so heif3t ihre alternierende Summe

X(X) = (1) (X) € Z

die Euler-Charakteristik von X und wir sagen, unser Raum “habe eine wohlde-
finierte Eulercharakteristik™.

2.4.13. Wir haben x(X) = |X]| fiir einen endlichen diskreten Raum mit |X|
Punkten. Es ist auch fiir allgemeinere Riume oft sinnvoll, x(X) als eine Ver-
allgemeinerung der “Zahl der Punkte von X aufzufassen. Eine mogliche Be-
grilndung wird in 2.4.20 skizziert, eine weitere in 3.6.1 in Gestalt der Formel
X(X xY) = x(X)x(Y). Wir schreiben bei einem beliebigen Korper

X(X:1k) = (—1)"dimy, Hy(X; k)

wann immer dieser Ausdruck sinnvoll ist, d.h. alle Summanden endlich sind und
fast alle Summanden verschwinden.

Korollar 2.4.14 (Eulercharakteristik von Simplizialkomplexen). Die Eulercha-
rakteristik des Polyeders eines endlichen Simplizialkomplexes K wird fiir jeden
Korper k gegeben durch die der Zahl der Simplizes gerader Dimension abziiglich
der Zahl der Simplizes ungerader Dimension, in Formeln

XAKK): k) =) (—1)7IK,|

Beweis. Wir wenden das anschliefende Lemma 2.4.15 an auf den Komplex S(KC; k)
der Simplizialketten mit Koeffizienten in k£, dessen Homologie ja nach 2.4.3 genau
die Homologie von A(K) mit Koeffizienten in % ist. H

Lemma 2.4.15. Ist A ein Komplex endlichdimensionaler k-Vektorrdume und ver-
schwinden von den A; alle bis auf endlich viele, so gilt

D (—1)'dimy A; = > (—1) dimy, H; A
2.4.16. Man nennt die linke Seite hier auch die Eulercharakteristik des Ketten-

komplexes A und die Gleichung besagt dann, dal ein Kettenkomplex dieselbe
Eulercharakteristik hat wie seine Homologie.
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Beweis. Das folgt sofort aus den Gleichungen
dimA; = dim(ker9;) + dim(im 9;)
dimH;A = dim(ker9;) — dim(im 0;41) O

Korollar 2.4.17 (Euler’scher Polyedersatz). Ist A(F) — S? eine Triangulie-
rung der Kugelschale, so gilt | Fo| — |F1| + |Fa| = 2, in Worten

| Ecken| — | Kanten| + |Fldchen| = 2

2.4.18. Dies Resultat von Euler, ein Vorldufer der Homologietheorie, hat der Euler-
Charakteristik ihren Namen gegeben. Man folgert es auch allgemeiner fiir in ge-
eigneter Weise definierte “polyedrische” Zerlegungen der Kugelschale wie sie et-
wa die platonischen Korper liefern, indem man derartige polyedrische Zerlegun-
gen zu Triangulierungen verfeinert. Zum Beispiel hat ein Wiirfel 6 Fldchen, 12
Kanten und 8 Ecken, und in der Tat gilt 6 — 12 + 8 = 2.

Ubung 2.4.19. Man bestimme die Eulercharakteristik des Torus S! x S*.

Ubung 2.4.20. Ein topologischer Raum X werde von zwei offenen Teilmengen
tiberdeckt, X = U U V| und beide sowie ihr Schnitt mégen im Sinne von 2.4.12
eine wohldefinierte Eulercharakteristik besitzen. Man zeige, dall dann auch der
urspriingliche Raum eine wohldefinierte Eulercharakteristik besitzt und daf} gilt

X(X) =x(U) +x(V) = x(UNV)

Lemma 2.4.21. Ist A ein Komplex endlichdimensionaler k-Vektorrdume und ¢ :
A — A ein Homomorphismus von Komplexen und verschwinden von den A; alle
bis auf endlich viele, so gilt fiir die Spuren

D (1) tr(plA) = (=1 tr(g|HiA)

2.4.22. Der Ubersichtlichkeit halber haben wir die von p aufden A; und den H; A
induzierten Abbildungen auch kurzerhand ¢ notiert. Ist ¢ die Identitit, so erhal-

ten wir zumindest im Fall eines Korpers & der Charakteristik Null unser Lemma
2.4.15 als Spezialfall.

Beweis. Das folgt sofort aus den Gleichungen

tr(p|d;) = tr(p|ker 9;) + tr(p| im ;)
tr(¢|H;A) = tr(p|ker 9;) — tr(p]im d;41)

die man hinwiederum aus der Additivitit der Spur folgert. [
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Satz 2.4.23 (Simplizialer Fixpunktsatz). Sei ¢ : (E,K) — (E,K) eine simpli-
ziale Selbstabbildung eines endlichen Simplizialkomplexes mit @(s) # s fiir alle
Simplizes mit mindesten zwei Ecken. So gilt fiir die Zahl der Fixpunkte von ¢ die
Formel

[E?| = (—1)" tr(Hp[H;K)

Beweis. Beide Seiten stimmen aufgrund von Lemma 2.4.21 und aufgrund unserer
Annahmen iiberein mit Y (—1)" tr(S;¢[S:K) O

Jetzt sollte simpliziale Approximationen diskutieren und zeigen, daf3 stetige
Selbstabbildungen der Sphéiren S™ mit von —(—1)" verschiedenem Abbildungs-
grad stets einen Fixpunkt haben.

2.5 Endlichkeitsaussagen fiir Mannigfaltigkeiten

Satz 2.5.1 (Wilder). Die Homologiegruppen von kompakten Mannigfaltigkeiten
sind stets endlich erzeugt. Ist allgemeiner X eine Mannigfaltigkeit und K C X
eine kompakte Teilmenge, so ist das Bild von H, K — H, X endlich erzeugt fiir
allen € 7.

Ergdnzung 2.5.2. Der Satz gilt mit demselben Beweis auch fiir Mannigfaltigkeiten
mit Rand und fiir Homologie mit Koeffizienten in einem beliebigen noetherschen
Ring.

Beweis. Per Induktion iiber n mithilfe des anschlieBenden Lemmas. ]

Lemma 2.5.3. Sei X ein lokal kompakter Hausdorff-Raum und n > 0 eine natiir-
liche Zahl. Wir nehmen an, daf3 gilt:

1. Fiir jedes Paar M C W von Teilmengen von X mit M kompakt und W
offen in X ist das Bild von H,,_ M — H,,_{W endlich erzeugt;

2. Jeder Punkt v € X besitzt eine Umgebung mit endlich erzeugter n-ter Ho-
mologie.

So ist im(H,, K — H, X) endlich erzeugt fiir jedes Kompaktum K C X.
Beweis. Wir betrachten in der Potenzmenge von X die Teilmenge

K ist kompakt und besitzt eine offene
E=&,=4¢ K CX| Umgebung U @ X derart, da} das Bild
von H,U — H, X endlich erzeugt ist

Nach unseren Annahmen besitzt jeder Punkt von = eine Umgebung aus £. Aus
K € £und L ¢ K folgt ohne Schwierigkeiten L. € £. Konnen wir zeigen, daf3
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mit zwei Kompakta L und K stets auch ihre Vereinigung zu £ gehort, so gehort
offensichtlich jede kompakte Teilmenge von X zu £ und wir sind fertig. Seien
also K, L € £und U,V @ X offen mit K C U und L C V und im(H,,U—H,X)
und im(H,,V—H, X) endlich erzeugt. Da X nach Voraussetzung lokal kompakt
ist, finden wir sicherauchU; c U, Vi e Vmit K C U, CU; CUund L C V; C
Vi C V und Uy, V; kompakt. Dann betrachten wir das kommutative Diagramm

H,(U;uV)) — H,.,(UynW)

! !
H,UaH,V — H,(UUV) — H,(UNV)
! !

HX®H,X — H,X

Das Bild der linken Vertikale ist endlich erzeugt nach Wahl von U und V. Das
Bild der rechten Vertikalen ist endlich erzeugt nach Annahme 1, angewandt auf
M = U, nVyund W = U N V. Die mittlere Horizontale ist exakt als Teil einer
Mayer-Vietoris-Sequenz. Dann muf aber nach dem anschlieBenden Lemma auch

das Bild der Komposition in der mittleren Vertikalen endlich erzeugt sein und es
folgt LUK € €&. O]

Lemma 2.5.4. Sei gegeben ein kommutatives Diagramm von abelschen Gruppen
der Gestalt

A — B
! !
c - D — F
! !
F —- G

Ist das Bild der beiden dufleren Vertikalen C'F und BE endlich erzeugt und ist
die mittlere Horizontale exakt bei D, so ist auch das Bild der Komposition AG in
der mittleren Vertikalen endlich erzeugt.

Beweis. Dem Leser iiberlassen. ]

2.6 Variationen zur simplizialen Homologie*

2.6.1. Will man explizite Rechnungen durchfiihren, so ist es oft hilfreich, mit ei-
nem etwas allgemeineren Begriff von Triangulierung zu arbeiten, bei dem man
weniger Simplizes benétigt. Auch fiir theoretische Uberlegungen sind die im fol-
genden erklidrten Begriffsbildungen oft niitzlich, wir werden uns bei der weiteren
Entwicklung der Homologietheorie jedoch nicht darauf stiitzen.
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Definition 2.6.2. Gegeben n € N bezeichne [n] die Menge

] =1{0,1,...,n}

Bezeichne A< die Kategorie mit Objekten [n| fir n € N und streng mono-
ton wachsenden Abbildungen als Morphismen und <A := (A<)°PP jhre oppo-
nierte Kategorie. Eine semisimpliziale Menge X, bei Hatcher [ ] auch A-
Komplex genannt, ist ein kontravarianter Funktor X von der Kategorie A< in die
Kategorie der Mengen, in Formeln

X : <A — Ens

Gegeben eine semisimpliziale Menge X bilden wir den zugehdrigen topologi-

schen Raum
A(X) = <|_| X|n] x An> / ~

neN

wobei die Aquivalenzrelation ~ erzeugt wird durch die Bedingungen
(XD)(x),t) ~ (z,(AD)(t)) VYn,meN, b:[n] — [m], x € X[m], t € A,

und wir (Xb) : X[m] — X|n] die zu b gehorige Abbildung von Mengen no-
tieren sowie (Ab) : A, — A,, die durch b induzierte Abbildung zwischen den
entsprechenden Standardsimplizes.

Erginzung 2.6.3. Jede Transformation X — Y von Funktoren im Sinne einer
Sammlung von vertriaglichen Abbildungen X [n] — Y[n| liefert eine stetige Ab-
bildung A(X) — A(Y). Wir erhalten so aber nur Abbildungen, die auf dem
Inneren aller Simplizes injektiv sind. GroBere Flexibilitit, allerdings um den Preis
geringerer Anschaulichkeit, bieten die sogenannten simplizialen Mengen, d.h.
Funktoren

<A — Ens

wo A< die Kategorie mit Objekten [n] fiir n € N bezeichnet, diesmal mit belie-
bigen monoton wachsenden Abbildungen als Morphismen, und analog wie zuvor
SA := (A=)°PP deren opponierte Kategorie. Wir diskutieren sie noch etwas im
Anschluf. Was man heute eine simpliziale Menge nennt, hie} frither eine voll-
stindige semisimpliziale Menge, und manche Autoren, etwa [?], lassen dann das
Adjektiv “vollstandig” auch schon mal weg und bezeichnen als “semisimpliziale
Menge” das, wofiir heutzutage die Bezeichnung als “simpliziale Menge” iiblich
ist.
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Anschaulich mag man bei einer semisimplizialen Menge X die Elemente der
Menge X [0] als Punkte denken; die Elemente der Menge X [1] als Pfeile
zwischen diesen Punkten, wobei auch Pfeile erlaubt sind, die beim selben Punkt
beginnen und enden; die Elemente der Menge X [2] als Héute, die zwischen
“Dreiecken aus Pfeilen eingespannt sind”, wobei es eben auch erlaubt ist, da} in
dasselbe Dreieck mehrere Héute eingespannt werden, als Dreiecke gewisse
geordnete Tripel von Pfeilen zu verstehen sind, und im Fall “entarteter Dreiecke”
jede Haut zusétzlich erinnern muf, “in welcher Reihenfolge sie ihre Randpfeile
denkt”. Besteht X'[0] aus einem Element und X [1] aus zweien und alle anderen
X [n] sind leer, so ist A(X) eine Acht, dargestellt als zwei 1-Simplizes, bei denen
man alle vier Endpunkte identifiziert hat.
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Beispiel 2.6.4. Gegeben ein Simplizialkomplex (£, ) mit einer Anordnung sei-
ner Eckenmenge konnen wir einen semisimpliziale Menge X bilden, indem wir
als X [n] alle streng monoton wachsenden Abbildungen [n] — F nehmen, deren
Bild in /C,, liegt, und jeder streng monotonen Abbildung b : [m] — [n] die durch
das Vorschalten von b gegebene Abbildung X (b) = (ob) : X[n| — X[m]. Es
reicht hier sogar, eine partielle Ordnung der Eckenmenge vorzugeben, die auf je-
dem Simplex eine Anordnung induziert. Wir erhalten dann Bijektionen X [n| —
K,, und einen Homdomorphismus A(X) = A(K).

Beispiel 2.6.5. Eine semisimpliziale Menge X mit X [n] = () fiir n > 2 ist “das-
selbe” wie ein Kocher im Sinne von

Beispiel 2.6.6. Betrachten wir die semisimpliziale Menge X eines 2-Simplex im
Sinne des vorhergehenden Beispiels und “verdoppeln darin X[2] zu einer zwei-
elementigen Menge”, so erhalten wir eine semisimpliziale Menge Y, deren topo-
logischer Raum A(Y') aus zwei lings ihres Randes verklebten Dreiecksflichen
besteht, in Formeln A(Y) 2 S2.

Ubung 2.6.7. Man gebe eine semisimpliziale Menge mit zwei 2-Simplizes, vier 1-
Simplizes und zwei 0-Simplizes an, dessen zugehoriger topologischer Raum das
Mobiusband ist.

Lemma 2.6.8. Bezeichnet A = A, \OA,, das anschauliche Innere des Standard-
simplex, so liefert fiir jede semisimpliziale Menge X die offensichtliche Abbildung
eine Bijektion von Mengen

| | Xn] x Ay = A(X)

Beweis. Bezeichne X, das k-Skelett von X, gegeben durch X;[n] = X|n] fiir
n < kund Xi[n] = 0 fiir n > k. Man zeigt das Lemma durch Induktion iiber &
fiir alle X} und folgert es dann fiir X selbst. U

Satz 2.6.9 (Simpliziale gleich singuliire Homologie, Variante). Sei X eine se-
misimpliziale Menge. Fiir jedes v € X|q| betrachten wir die Abbildung A, —
A(X), t = (z,t)/ ~ . Bezeichne S;A(X) C S,A(X) die von diesen Sim-
plizes erzeugte Untergruppe. So induziert die Einbettung von Kettenkomplexen
Sg"A(X) — S A(X) Isomorphismen auf der Homologie.

Beweis. Mutatis mutandis identisch zum Beweis von 2.4.3 und dem Leser iiber-
lassen. L]

Erginzung 2.6.10. Simpliziale Mengen sind nur schwer explizit anzugeben. Fast
gleichbedeutend konnen wir auch kontravariante Funktoren von der Kategorie al-
ler nichtleeren endlichen angeordneten Mengen mit monoton wachsenden Ab-
bildungen als Morphismen in die Kategorie der Mengen betrachten. Wir werden
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diese insbesondere fiir die kombinatorische Formulierung der Homotopietheorie
wichtige Begriffsbildung hier jedoch nicht weiter entwickeln. Eine bemerkens-
werte Realisierung solch einer simplizialen Menge X gibt Drinfeld in [?]: Er
erweitert X in der kanonischen Weise zu einem Funktor auf der Kategorie al-
ler endlichen angeordneten Mengen, ordnet einem derartigen Funktor die Menge
lim X (mo([0, 1]\ F")) zu, wo der Limes iiber alle endlichen Teilmengen £’ C [0, 1]
lauft, und versieht diese Menge dann mit einer geeigneten Topologie.

Ergdnzung 2.6.11. Gegeben eine semisimpliziale Menge X : A< — Ens®? bil-
den wir eine simpliziale Menge X : AS — Ens°"? durch die Vorschrift

X[n] =] | X[1] x {x € A%([n], [1]) | A surjektiv}

>0

und indem wir fiir « : [m] — [n] monoton die Abbildung X (x) : X[n] — X[m]
dadurch erklédren, daf3 sie dem Paar (x, \) das Paar ((X(k;))(x), ks o \) zuordnet
fiir die eindeutige Zerlegung x = k; o ks in A= in eine Surjektion gefolgt von
einer Injektion als [m] — [a,] — [n].

Ergdnzung 2.6.12. Auch jede Transformation X — Y von simplizialen Mengen
im Sinne einer Sammlung von vertréglichen Abbildungen X [n| — Y'[n]| liefert
eine stetige Abbildung A(X) — A(Y'). Wir erhalten nun auch etwa die konstante
Abbildung auf einen Punkt. Gegeben zwei Transformationen Z — X und Z — Y
konnen wir ihren Pushout X L, Y bilden durch die Vorschrift (X Lz Y)[n] =
X[n] Ugzpy Y[n]. Man kann (?) zeigen, dafl diesem Pushout auch ein Pushout
topologischer Rdume entspricht. Fithren wir diese Konstruktion etwa mit Z — X
einem Unterfunktor und Y einem Punkt durch, so erhalten wir eine simpliziale
Menge, deren zugehoriger Raum aus A(X) entsteht durch die Identifikation des
Teilraums A(Z) zu einem Punkt.

2.6.13. Nach 5.1.10 konnen wir in analoger Weise zu jedem Funktor in die Ka-
tegorie der simplizialen Mengen den Kolimes bilden. Zum Beispiel kann jede
semisimpliziale Menge als solch ein Funktor aufgefat werden, indem man jeden
ihrer Simplizes als simpliziale Menge versteht, und dann ist der Kolimes gerade
die unserer semisimplizialen Menge zugeordnete simpliziale Menge aus 2.6.11.

Ergdnzung 2.6.14. Wir sagen, eine simpliziale Menge X habe eine Dimension
< k genau dann, wenn jeder Simplex aus einem Simplex von X[I] mit [ < k
hervorgeht unter einer monoton wachsenden Abbildung [n] — [I].

Ergédnzung 2.6.15. Eine simpliziale Menge einer Dimension < 0 ist im Wesentli-
chen eine endliche Menge, eben die Menge X [0].

Ergdnzung 2.6.16. Eine simpliziale Menge einer Dimension < 1 ist im wesentli-
chen dasselbe wie ein “Diagrammschema’ oder “Kdcher” im Sinne von
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Ergdnzung 2.6.17. Eine simpliziale Menge einer Dimension < 2 kann dhnlich als
ein “Diagrammschema fiir 2-Kategorien” gelesen werden, wo bei einer Realisie-
rung in einer 2-Kategorie jedem Element von X [2] ein 2-Morphismus zuzuordnen
ist vom einkantigen Weg zur zweikantigen Komposition, und wo zu verstehen ist,
daB den Pfeilen aus X[2], die von X[1| herkommen, die 2-Identitit zugeordnet
werden soll.

Ergdnzung 2.6.18. Eine simpliziale Menge X einer Dimension < 2 kann auch
als ein “Diagrammschema fiir 2-Kategorien” gelesen werden. Gegeben = € X [n]
und b : [m] — [n] vereinbaren wir dazu fiir X (b) : X[n] — X[m| die Notation

X(b) 1z = Ty, b(1)6(0)

Eine Realisierung A eines derartigen Schemas in einer 2-Kategorie C wire in
dieser Interpretation zu verstehen als eine Zuordnung, die

1. jedem Element z € X[0] ein Objekt A(z) zuordnet;

2. jedem Element p € X[1] einen Morphismus A(p) : A(pg) — A(p1) derart,
daB jedem ausgearteten Pfeil p = x(, die Identitit auf A(x) zugeordnet
wird;

3. jedem Element ¢ € X|[2] einen 2-Morphismus A(ce1)A(c10) = A(co2)
derart, dal jedem ausgearteten 2-Simplex ¢ = p; o oder ¢ = p; 1 der
Identitits-Zweimorphismus auf A(p) zugeordnet wird;

Fassen wir eine Kategorie als Zweikategorie auf, indem wir nur Identititen als
Zweimorphismen erlauben, so spezialisiert diese Interpretation zu einem Dia-
grammschema mit Kommutativititsbedingungen. Die Assoziativitit der Verkniip-
fung in einer Kategorie sorgt dafiir, daB sich fiir den Tetraeder Az mit ¢ = id :
[3] — [3] die Vorgabe von A(t; ) und A(ty) und A(t3-) stets eindeutig zu einer
Realisierung des durch die simpliziale Menge A3 gegebenen Diagramm-Schemas
ergdnzen lafBt.

Ergdnzung 2.6.19. Eine simpliziale Menge X einer Dimension < 3 wird dann
wohl analog als ein “Diagrammschema fiir 3-Kategorien gelesen werden kon-
nen. Jedenfalls kann man sie speziell als “Diagrammschema mit Kommutativi-
tiatsbedingungen fiir 2-Kategorien” lesen in der Weise, da3 zusitzlich zu obigen
Forderungen

4. fir jedes Element ¢ € X[3] die Gleichheit

A(tso0) 0 A(ts2)A(ta10) = Altsi0) o A(tse1)A(to)

von Kompositionen von Zweimorphismen erfiillt ist.

74



Eine simpliziale Menge, entstehend aus dem im Bild dargestellten
semisimplizialen Menge durch Identifikation der gestrichelten Kante zu einem
Punkt. Eine Realisierung in einer Kategorie wiirde bedeuten, dal man an alle
vier Ecken Objekte setzt und an alle vier Kanten Morphismen derart, daf die
Verkniipfung “links oben beginnend einmal im Kreis herum” die Identitit ist.
Formal wire das als Kolimes im Sinne von 2.6.13 zu verstehen.
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2.6.20. Bezeichne schlieBlich A die Kategorie mit Objekten [n] fiir n € N und
beliebigen Abbildungen als Morphismen. Jeder topologische Raum X definiert

einen Funktor
X : A — Eng°?

vermittels X [n] = Top(A,, X), indem wir zu a : [n] — [m] erst durch affine
Fortsetzung der entsprechenden Abbildung auf den Ecken eine stetige Abbildung
a: A, — A, konstruieren und dann durch Vorschalten X[a] : X[m] — X|[n]
bilden. Wir nennen X den Funktor der singuliren Simplizes in X. Jede ste-
tige Abbildung f : X — Y definiert durch Nachschalten eine Transformation
f : X = Y. Vermittels der Einbettungen A< «— A< < A konnen wir den
Funktor der singuldren Simplizes in X zu einem semisimplizialen Komplex X
einschrianken, dessen simpliziale Homologie dann genau die singuldare Homolo-
gie unseres urspriinglichen Raums X ist.

2.6.21. Eine merkwiirdige weitere Variante ist die zyklische Kategorie von Connes.
Ihre Objekte sind gewisse angeordnete Mengen mit einem ausgezeichneten Au-
tomorphismus, und zwar bezeichnet [n| nun die angeordnete Menge Z mit dem
Automorphismus

n+1)+:Z>Z

Morphismen sind Klassen monotoner Abbildungen, die mit den jeweiligen Auto-
morphismen vertrédglich sind, modulo dem Vor- oder Nachschalten der besagten
Automorphismen. So gibt es etwa (n + 1) Morphismen [0] — [n] in der zykli-
schen Kategorie ebenso wie in A<, aber in der zyklischen Kategorie gibt es auch
ebensoviele Morphismen in der Gegenrichtung.

2.7 Einbettungen von Sphiren in Sphéiren

Satz 2.7.1 (Jordan-Brouwer). Seien n,r > —1 und sei s" C S™ eine Teilmenge
der n-Sphdire, die homdomorph ist zur r-Sphdre S”. So haben wir:

r>n Unmoglich;

r=n Impliziert S™ = s";

r=n—1 Dann hat S"\s" genau zwei Zusammenhangskomponenten,
und der Rand jeder dieser beiden Komponenten ist s";

r <n—2 Dannist S™\s" zusammenhdingend.

2.7.2. Hier ist die (—1)-Sphére wie in als die leere Menge zu verstehen. Im
Rahmen der Garbentheorie werden wir in ?? einen kiirzeren Beweis fiir den zen-
tralen Schritt 2.7.10 unserer Argumentation geben konnen. Der elementarere Be-
weis hier wird uns bis zum Ende dieses Abschnitts beschéftigen. Als Vorbereitung
auf den Beweis beginnen wir mit einer Diskussion der sogenannten “reduzierten
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Homologie”. Diese Variante der Homologie hilft auch sonst oft, Sonderbetrach-
tungen im Grad Null zu vermeiden.

Erginzung 2.7.3. Im Fall » = n — 1 induziert fiir eine zweipunktige Teilmenge
Z bestehend aus einem Punkt in jeder Komponente des Komplements S™\s" 1
die Einbettung s"~! < S™\ Z einen Isomorphismus auf der Homologie. Im Fall
n = 2 folgt das etwa aus , im allgemeinen zeigen wir es erst als Ubung 2?.

Definition 2.7.4. Fiir jeden Raum X kann man den Komplex SX der singuli-
ren Ketten verlingern zu einem Komplex SX mit SqX = 5,X fir g # —1 und
S_1X = Z, wobei der unterste Randoperator 9y : SoX — S_; X gegeben wird
durch die sogenannte Augmentation 9y = ¢ : > n,z — > n,. Offensichtlich
erhalten wir so wieder einen Funktor S : Top — Ket. Wir definieren dann die
reduzierten Homologiegruppen von X als die Homologiegruppen des augmen-

tierten Komplexes der singuldren Ketten, in Formeln
H,(X) == H,(5X)

2.7.5. Diese Definition weicht im Fall X = () von der in der Literatur gebriuchli-
chen Konvention ab, bei der—so will mir scheinen—das Widerstreben gegeniiber
Homologie in negativen Graden die Oberhand gewonnen hat iiber das Streben
nach Klarheit des Formalismus.

2.7.6. Fir X # () gilt ﬁq(X ) = 0 fiir ¢ < 0, fiir die leere Menge erhalten wir
jedoch III_l(Q)) = Z. Gegeben eine abelsche Gruppe G bezeichne ganz allgemein
(g den Komplex mit G im Grad ¢ und Nullen sonst. Speziell meint also Z[—1]
den Kettenkomplex mit Z im Grad —1 und Nullen sonst. Wir haben eine kurze
exakte Sequenz von Kettenkomplexen Z[—1] — SX — SX. Mit der zugehorigen
langen Homologiesequenz erhalten wir H, X = ﬁqX fir ¢ > 0 und im Fall
X + () eine kurze exakte Sequenz HyX < HyX — Z, mithin nach 2.2.12 und
2.2.10 einen allerdings nicht kanonischen Isomorphismus Hy X = HoX & Z. Es
gilt also HoX =0 genau dann, wenn X leer oder wegzusammenhingend ist, und
die reduzierte Homologie von Sphéren wird fiir alle n > —1 gegeben durch

Sorany o Z n=gq;
Hy(57) = {O sonst.

2.7.7. Fiir ein Raumpaar (X, A) folgt aus der kurzen exakten Sequenz von Ket-
tenkomplexen SA <— SX — SX/SA auch eine lange exakte Sequenz

- I:Iq—kl()(a A)— ﬁq(A) — Hy(X) — ﬁq(Xv A) — I:Iq—l(A) e

fur Raumpaare in der reduzierten Homologie, wobei natiirlich gilt SX / SA =
SX/SA und folglich H (X, A) = H,(X, A). Fiir jeden Punkt p € X erhalten
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wir so insbesondere einen kanonischen Isomorphismus H,(X) — H, (X, p). Ho-
motope Abbildungen f, g : X — Y induzieren auch auf der reduzierten Homolo-
gie dieselben Abbildungen: Um das zu sehen reicht es, unsere Kettenhomotopie
Sf ~ Sg durch Null auf S_; X = Z fortzusetzen. Die Mayer-Vietoris-Sequenz
und ihr Beweis iibertragen sich ebenso ohne Schwierigkeiten in die reduzierte
Homologie. Der folgende Beweis ist eine erste Illustration fiir die Niitzlicheit der
reduzierten Homologie.

Proposition 2.7.8. Gegeben eine stetige Injektion eines Hyperkubus in eine Sphd-
re beliebiger Dimension verschwinden die reduzierten Homologiegruppen des
Komplements des Bildes in allen Graden.

Beweis. Sei also in Formeln » > O und ¢ : [0, 1] — S™ eine stetige Injektion mit
Bild im ¢ = ([0, 1]"). Unsere Proposition behauptet in Formeln H,(S™\ im ) =
0 fiir alle g. Als stetige Injektion von einem Kompaktum in einen Hausdorffraum
ist ¢ nach ein Homdomorphismus auf sein Bild. Da S™ nie zusammenzieh-
bar ist, folgt S” # im . Wir konnen uns also auf ¢ > 0 beschrinken. Dafiir
machen wir eine Induktion iiber  und geben dazu der Aussage der Proposition
den Namen P(r). Nach Konvention ist [0, 1]° ein Punkt und S™\z ist zusammen-
ziehbar, ja sogar homdomorph zu R" fiir alle z € S™. Das liefert unsere Indukti-
onsbasis P(0).

Sei nun P(r — 1) bekannt, sei ¢ : [0, 1]” — S™ eine stetige Injektion und sei
z € S,(S™\ im ) ein g-Zykel, ¢ > 0. Es gilt zu zeigen, daB z ein Rand ist. Fiir
I C [0, 1] setzen wir

Ur = S"\e(I x [0,1]"7)

und kiirzen Uy = Uy ab. Nach unserer Induktionsannahme P(r — 1) gibt es
fir alle ¢ € [0,1] ein w; € S,41U; mit Owy = z. Mit Kompaktheitsargumenten
folgt, da} sogar gilt w; € S 41U fiir eine geeignete Umgebung B von ¢ in [0, 1].
Mit zusitzlichen Kompaktheitsargumenten gibt es dann eine Folge 0 =ty < t; <
... <ty = lderart, daB fiir alle i ein w; € Sy41U [t;_1,t;) €Xistiert mit Ow; = z.Die
Aussage P(r) folgt nun mit Induktion iiber 7, wenn wir noch die anschliefende
Folgerung aus unserer Induktionsannahme P(r — 1) bemerken. O]

Lemma 2.7.9. Sei r > 1 und es gelte P(r — 1). Sei ¢ : [0,1]" — S™ eine
stetige Injektion. Seien 0 < a < b < ¢ < 1. Gegeben Ketten u € Sqy1Ujqy

und v € Sy Up, g mit Ou = Ov gibt es dann auch eine Kette w € Sqy1Ul, ) mit
Oow = du = Ov.

Beweis. Sicher gilt

U[a,b] U U[b,c] = Uy und U[a,b] N U[b,c} = U[a,c]

78



Die Mayer-Vietoris-Sequenz der reduzierten Homologie liefert uns nun
I:IqHUb - ﬁqU[a»c} - I:IqU[a,b] b I:IqU[bﬁ] - I:Iqu

Da hier das rechte und linke Ende verschwindet nach P(r — 1), steht in der Mitte
ein [somorphismus. Schreiben wir also Ju = Jv = z, so ist 2z ein Zykel in SqU [a,d]>
der ein Rand wird in SqU [a,8] @SqU b,c]- Also muB z auch in SqU [a,c) Dereits ein Rand
gewesen sein. O

Satz 2.7.10. Seien r,n > —1 und sei s" C S™ eine Teilmenge der n-Sphdre, die
homoomorph ist zur r-Sphdre S”. So gilt

Z q=n—r—1;
0 sonst.

fi (s = {

Beweis. Wir machen wieder eine Induktion iiber 7. Fiir » = —1 ist die Aussage
schon aus 2.7.6 bekannt. Ist nun » > 0, so schreiben wir s” = s U s_ als Vereini-
gung von zwei abgeschlossenen Hemisphéren mit Schnitt s, Ns_ = s"1 = 571,
Wir wenden die reduzierte Mayer-Vietoris-Sequenz an auf X1 = S™\si, es
istalso Xy UX_ = S"\s"'und X, N X_ = S"\s" und wir erhalten mit
2.7.8 Isomorphismen H,p1(S™\s™1) = H,(S™\s"), also induktiv H,(5™\s") =

Hyr1(S™\s7") = Horp1 (S). u

Beweis von Jordan-Brouwer 2.7.1. Der Fall r > n ist unmoglich, da H, stets ver-
schwindet fiir ¢ < —1. Im Fall » = n haben wir S” = 5", denn H_;(X) # 0
bedeutet X = ). Im Fall » < n — 2 haben wir Ho(S™\s") = 0 aber S™\s" # 0.
Es folgt Ho(S™\s") = Z, und damit hat S™\s” nach 1.2.13 genau eine Weg-
zusammenhangskomponente, die auch die einzige Zusammenhangskomponente
sein muB. Im Fall 7 = n — 1 haben wir Hy(S™\s") = Z, also Ho(S™\s") = 72
und damit hat S™\s" nach 1.2.13 genau zwei Wegzusammenhangskomponenten.
Da bei einer offenen Teilmenge von S™ jeder Punkt eine wegzusammenhéngen-
de Umgebung hat, sind das auch die Zusammenhangskomponenten von S™\s".
Jetzt miissen wir nur noch im Fall r = n — 1 zusitzlich zeigen, daB s"~! im
AbschluB jeder der beiden Zusammenhangskomponenten von S™\s"~! liegt. Fiir
jedes z € s"~! und eine beliebige offene Umgebung U von z in S™ finden wir eine
Teilmenge A C s"~! mit # € A derart, daB gilt A C U und s" "'\ A4 = [0,1]"L.
Wir setzen s" '\A = e. Nach 2.7.8 ist S™\e wegzusammenhéngend. Verbin-
den wir nun zwei Punkte aus verschiedenen Zusammenhangskomponenten von
S™\s"~!in S™\e durch einen Weg o, so muB o durch A laufen. Ist o (¢) bzw. o(s)
der erste bzw. letzte Punkt von o in A, so liegen fiir kleines ¢ > 0 notwendig
o(t —€), o(s+ €) in U, aber in verschiedenen Wegzusammenhangskomponenten
von S™\s" 1. Jede offene Umgebung U von  trifft also beide Komponenten von

S\ sn1L, O
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Korollar 2.7.11. Sei n > 2 und sei s" ' C R" eine Teilmenge, die homéo-
morph ist zur (n — 1)-Sphdére S™~'. So zerfillt ihr Komplement R™\s" ! in zwei

Zusammenhangskomponenten, deren Rand jeweils s" " ist.

Beweis. Man fasse R"™ auf als das Komplement eines Punktes in S™. [

2.7.12. Der Spezialfall n = 2 des vorhergehenden Korollars heif3t der Jordan’sche
Kurvensatz. Er besagt grob gesprochen, daf} jede geschlossene Kurve in der Ebe-
ne die Ebene in zwei Zusammenhangskomponenten zerlegt.

Ergiinzende Ubung 2.7.13 (Invarianz von Gebieten). Seien U,V C R” zwei
Teilmengen, die homdomorph sind als topologische Raume. Man zeige: Ist U of-
fen, so ist auch V' offen. In der Funktionentheorie nennt man offene Teilmengen
der komplexen Zahlenebene auch Gebiete, daher die Terminologie. Hinweis: Es
reicht, wenn wir fiir jede Einbettung f : EF — S™ der abgeschlossenen Einheits-
kugel £ @ R™ in die S™ zeigen, daf ihr Inneres E° offenes Bild hat. Das Komple-
ment des Bildes der Randsphire f(OF) besteht aus zwei Zusammenhangskom-
ponenten Wy, W5 nach dem Satz von Jordan-Brouwer 2.7.1 und wir erhalten eine
disjunkte Zerlegung in zusammenhingende Teilmengen S™ = W1 U f(OF) U Ws.
Das Komplement des Bildes f(F) besteht aus einer Zusammenhangskomponente
nach 2.7.8, somit erhalten wir auch eine disjunkte Zerlegung in zusammenhéngen-
de Teilmengen S™ = (S™\ f(E)) U f(OF) U f(E°). Gilt nun ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit (S™\ f(E)) C W1, so folgt W5 C f(E°) und Zusammenhang-
sargumente zeigen, dal beide Inklusionen Gleichheiten sein miissen.

Ubung 2.7.14. Eine injektive stetige Abbildung zwischen zusammenhingenden
kompakten Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension ist stets surjektiv. Hinweis:
2.7.13.

2.7.15. Sind s, s’ C S™ disjunkte Teilmengen, die homéomorph sind zu S bzw.
S9mit p+q = n—1, so kann man ihre Verschlingungszahl v(s, s’) € N definieren
als den Betrag des Bildes der Eins unter Z = H,(s) — H,(S"\s') = Z. Der
Spezialfall ¢ = 0 wird in 2.7.3 diskutiert. Mehr dazu findet man in [ ].

Erginzende Ubung 2.7.16. Gegeben ein topologischer Raum X erklirt man seine
Suspension als den Raum

X = X % [0,1]/ ~

wobei die Aquivalenzrelation ~ alle Punkte von X x {0} und alle Punkte von X x
{1} zu jeweils einem Punkt identifiziert. Die lange exakte Sequenz der reduzierten
Homologie zum Raumpaar (XX, X x {1}) mit XX = X x [0,1]/X x {0} liefert
dann Isomorphismen H;, (XX, X x {1}) 5 H;(X x {1}) fiir X # (), und mit
2.3.22 erhalten wir wieder fiir X # () und alle 7 kanonische Isomorphismen

Hi 1 (2X) 5 Hy(X)
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2.8 Homologie von endlichen Zellkomplexen

Definition 2.8.1. Gegeben eine stetige Abbildung f : A — X erklédrt man ihren
Abbildungskegel als den topologischen Raum

K(f) = (X b (Ax[0,1]) U pt)/ ~

wobei pt = {*} den einpunktigen Raum bezeichnet und die Aquivalenzrelation
~ erzeugt sei durch f(a) ~ (a,0) sowie (a, 1) ~ x fiir alle a € A.

Beispiel 2.8.2. Istn > Ound f : S~ ! — X eine stetige Abbildung, so sagt man
auch, der Abbildungskegel K (f) entstehe aus X durch Ankleben einer n-Zelle
vermittels f. Im Fall n = 0 alias A = () ist K (f) schlicht die disjunkte Vereini-
gung von X mit einem Punkt; im Fall n = 1 das Ankleben einer Kante, indem
ihre beiden Endpunkte mit Punkten des Ausgangsraums identifiziert werden; im
Fall n = 2 das Ankleben einer Kreisscheibe lidngs ihres Randkreises etc.

Satz 2.8.3 (Anklebesequenz). Ist f : A — X stetig und K(f) der Abbildungs-
kegel von f, so gibt es in der reduzierten Homologie eine lange exakte Sequenz

..—>I:IqA—>I:IqX—>I:IqK(f)—>I:Iq_1A—>...

deren erste Abbildung von f induziert wird und deren zweite von der Einbettung

2.8.4. Es konnen also anschaulich gesprochen beim Ankleben einer n-Zelle im
Wesentlichen zwei Dinge passieren: Entweder die angeklebte Zelle “fiillt ein (n —
1)-Loch”, als da heif3t I:In_lS n-l_, I:In_lX ist eine Injektion und die Homologie
von X im Grad n — 1 wird beim Ankleben entsprechend kleiner; Oder die an-
geklebte Zelle “schafft ein n-Loch”, als da heif3t ﬁn_lS"‘l — ﬁn_lX ist keine
Injektion und die Homologie von X im Grad n wird beim Ankleben entsprechend
groBer. In diesem Fall kann sich natiirlich die Homologie im Grad n — 1 auch noch
etwas verkleinern, es wird eben eine endliche Untergruppe daraus weggeteilt, und
das ist dann nicht mehr so leicht anschaulich zu machen. In jedem Fall gilt jedoch
ﬁqX = ﬁqK(f) firqg #n,n— 1.

Beweis. Das Bild der ausgezeichneten einpunktigen Menge pt im Abbildungske-
gel bezeichnen wir wieder mit pt und das Bild von X wieder mit X. Wir erhalten
so zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen des Abbildungskegels K (f) = K,
deren Komplemente eine offene Uberdeckung bilden. Von diesen offenen Mengen
ist die eine zusammenziehbar, ndmlich das Komplement von X, und der Schnitt
unserer beiden offenen Mengen kann identifiziert werden mit A x (0, 1). Die zu-
gehorige Mayer-Vietoris-Sequenz der reduzierten Homologie hat also die Gestalt

L — T, (A x (0,1)) — H,(K\ pt) — H,(K) — H,_1(A x (0,1)) — ...
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Der Abbildungskegel der Abbildung, die eine Kreislinie A zu einer Acht X
zusammenzwickt. Die hier zu sehende Kreislinie in mittlerer Hohe ist das Bild
von A x {1/2} oder vielleicht auch eher von A x {1/4} im Abbildungskegel.

TN

v

Zwei Fille des Anklebens einer Eins-Zelle, hier gezackt eingezeichnet. Im ersten
Fall wird ein Eins-Loch geschaffen, im zweiten Fall ein Null-Loch geschlossen.
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Wendet man 2.8.5 auf Z = [0, 1] und die die Topologie des Abbildungskegels
definierende finale Abbildung an, so erkennt man leicht, dal die Einbettung X —
(K'\ pt) eine Homotopiedquivalenz ist, und es bleibt uns nur, im homotopiekom-
mutativen Diagramm

(a,1/2)

a
A — Ax(0,1)
! l

X — K\pt

mit Homotopiedquivalenzen in den Horizontalen zur reduzierten Homologie iiber-
zugehen und so in unserer Mayer-Vietoris-Sequenz H,(A x (0, 1)) — H,(K\ pt)
durch H A — H,X zu ersetzen. O

Proposition 2.8.5. Ist p : X — Y final und surjektiv und Z lokal kompakt, so ist
auchp X id : X x Z — Y X Z final und surjektiv.

Beweis. Sei W C Y x Z eine Teilmenge mit offenem Urbild U @ X x Z. Es gilt
zu zeigen, daB W selbst offen ist. Sei dazu (y, z) € W ein Punkt und (z, z) eines
seiner Urbilder. Sicher gibt es eine kompakte Umgebung K von z mit {z} x K C
U. Man iiberlegt sich leicht, dal dann

A={ae X |{a} x K CU}

offen ist in X und da gilt A = p~*(p(A)). Folglich ist p(A) offen in Y und wir
haben (y,z2) € p(A) x K C W. Mithin liegt mit jedem Punkt auch eine ganze
offene Umgebung des besagten Punktes in W und W ist offen. [

Alternativer Beweis mit ??. Sei W ein topologischer Raumund g : Y x Z — W
eine Abbildung. Ist g o (p x id) : X x Z — W stetig, so nach ?? auch die
induzierte Abbildung X — C(Z,W). Diese Abbildung faktorisiert jedoch als
X —Y — C(Z,W) mit p als erstem Pfeil und der von g induzierten Abbildung
als zweitem Pfeil, da wir p surjektiv vorausgesetzt hatten. Ist zusitzlich p final, so
ist folglich mit g o (p x id) auch die von g induzierte Abbildung Y — C(Z, W)
stetig und damit nach ?? wiederum g selbst. [

Korollar 2.8.6 (Homologie von Zellkomplexen). Entsteht X aus der leeren Men-
ge durch sukzessives Anheften endlich vieler Zellen und heften wir dabei keine
Zellen der Dimension > d an, so gilt H,X = 0 fiir ¢ > d und H, X ist eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe fiir alle q € 7.

Beweis. Man benutze fiir die zweite Aussage, dal} bei einer kurzen exakten Se-
quenz abelscher Gruppen A” — A — A” die Mitte endlich erzeugt ist genau
dann, wenn die Enden es sind. O]
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Beispiel 2.8.7 (Homologie der komplex projektiven Rdume). Der P"C ergibt
sich aus dem P"~'C durch Anheften einer 2n-Zelle. Betrachten wir genauer die
Abbildung F' : D?*" — P"C gegeben durch die Abbildungsvorschrift 2 = (2, ..., 2,_1) —
(20,1 2n-1,1 — ||z||) und nehmen ihre Restriktion zu f : S?*~! — P"~!C als
Anklebeabbildung, so konstruiert man ohne Schwierigkeiten einen Homéomor-
phismus K (f) = P"C zwischen dem Abbildungskegel und P"C. Wir erhalten

also
s o~ | ZLoq=0,2,...,2n;
Hy(P"C) = { 0 sonst.

Entsteht allgemeiner X aus der leeren Menge durch sukzessives Anheften von
Zellen gerader Dimension, so verschwindet H, X fiir ungerades ¢ und fiir gerades
q ist H, X eine freie abelsche Gruppe, deren Rang gerade die Anzahl der angehef-
teten ¢-Zellen ist.

Ubung 2.8.8. Man zeige, daB die Homologie der quaternionalen projektiven Réu-
me gegeben wird durch H,(P"H) = Z fiir ¢ = 0,4, . . ., 4n und Null sonst.

Satz 2.8.9 (Eulercharakteristik von Zellkomplexen). Der Raum X entstehe aus
der leeren Menge durch sukzessives Anheften von endlich vielen Zellen. Sei c, die
Zahl der verwendeten q-Zellen und sei k ein Korper. So wird die Eulercharakte-
ristik von X gegeben durch die Formel

XX k) =) (=1)%,

. i . .
Beweis. Ist ... — A; = A;_ 1 — ... eine lange exakte Sequenz von endlich-
dimensionalen Vektorrdumen und verschwinden von den A; alle bis auf endlich
viele, so gilt fiir die Eulercharakteristik unseres Komplexes

D (=1 dimA; =) (—1)'dimH;A =0
nach 2.4.15. Schreiben wir unsere Sequenz in der Gestalt
.—Dgy1 =B, —Cy,— Dy, — By_1 — ...

so folgt natiirlich

D (—1)dimCy = > (=1)*dim B, + Y (—1)?dim D,

Nun 148t sich die Eulercharakteristik natiirlich auch mithilfe der reduzierten Ho-
mologie darstellen als x(X; k) — 1 = > (—1)7dim, H,(X; k). Mit unserer An-
klebesequenz folgt x(X;k) — 1 = x(Y;k) — 1+ (—1)", wenn X aus Y durch

Ankleben einer n-Zelle entsteht. Der Satz ergibt sich nun mit Induktion. [l
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2.8.10. Der vorhergehende Beweis konnte alternativ auch auf unserer Formel
x(UUV) = x(U) 4+ x(V) — x(UNV) aus 2.4.20 aufgebaut werden: Diese
Formel liefert sogar allgemeiner unter den offensichtlichen Endlichkeitsannah-
men fiir f : A — X stetig mit den im Beweis der Anklebesequenz diskutierten
Argumenten die Formel

X(K(f) = x(X) + 1= x(4)

Man diese Formel jedoch auch direkt aus der Anklebesequenz folgern.

2.9 Homologie und Orientierung

Satz 2.9.1 (Homologie und Orientierung). Ist n > 0 eine natiirliche Zahl und
g € GL(n;R) eine invertierbare reelle Matrix, so induziert die stetige Abbildung
g : R™ — R" auf der reduzierten Homologiegruppe ﬁn_l(R”\O) die Multiplika-
tion mit dem Vorzeichen der Determinante von g, in Formeln

- det g - -
H,_ 19 = :H,,_1(R™\0 H,,_; (R™\0
0= (o) o (BN0) = oy (B0
2.9.2. Wir verwenden hier die Konvention, nach der die Identitit auf dem Null-
vektorraum die Determinante 1 hat.

Beweis. Etwa nach bilden fiir n > 1 die Elemente von GL(n; R) mit posi-
tiver bzw. negativer Determinate gerade die beiden Wegzusammenhangskompo-
nenten von GL(n;R). Elemente g, h aus derselben Wegzusammenhangskompo-
nente liefern homotope Abbildungen g,h : (R™\0) — (R™\0). Wenn wir also
den Satz fiir ein g mit det g < 0 zeigen, so folgt er in voller Allgemeinheit. Nun
betrachten wir den anschaulichen Rand 0A,, des n-ten Standardsimplex wie in
2.3.2 und die Homotopiedquivalenzen

(R™\0) — (R™™M\R(1,1,...,1)) < 0A,

wo die linke Einbettung als letzte Koordinate eine Null anfiigt und in der Mitte
die Gerade durch den Nullpunkt mit Richtungsvektor (1,1, ..., 1) herausgenom-
men wird. Nehmen wir n > 2 an, so hilt die Vertauschung der ersten beiden
Koordinaten unsere beiden Teilrdume fest. Der Satz folgt so fiir n > 2 mit dem
kanonischen Isomorphismus H,,(A,,, 0A,,) — ﬁn_l(aAn) aus dem anschlieBen-
den Lemma 2.9.3. Die Fille n = 0, 1 iiberlassen wir dem Leser. 0

Lemma 2.9.3. Sein > 2 und sei g : A,, — A, die stetige Abbildung, die gegeben
wird durch die Vertauschung der beiden ersten Koordinaten. So induziert g auf der
relativen Homologie H,, (A, 0A,) die Multiplikation mit —1, in Formeln

H,g = (—1) : H,(A,,0A,) — H,(A,,0A,)
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Beweis. Wir betrachten in A,, den singuléren (n + 1)-Simplex
o = leo,e1,€0, €, .., 0] 1 Dy — Ay

der die Ecken von A, in der angegebenen Reihenfolge auf die Ecken von A,
abbildet und der auf ganz A, ;; affin ist. Wir erinnern, daf} der tautologische Sim-
plex 7,, = id unsere relative Homologiegruppe erzeugt und erkennen durch expli-
zite Rechnung

00 € T+ (Sng)(Tn) + Sp(0A,)

Daraus folgt [7,,] + (H,g)[7.] = 0in H,(A,, 0A,). O

Korollar 2.9.4 (Vektorfelder auf Sphéren). Genau dann gibt es auf der n-Sphdire
S™ ein nirgends verschwindendes stetiges Vektorfeld, wenn ihre Dimension n un-
gerade ist.

Beweis. Ein Vektorfeld ist fiir uns eine stetige Abbildung v : S® — R"™! derart,
daB v(x) senkrecht steht auf x fiir alle z, in Formeln = L v(x) Vo € S™. Istn
ungerade, so konnen wir ein mogliches v angeben durch

U(x07 e ,iUn) = (xl, —Z0, T2, —T1y---,Tn-1, _xn)

In jedem Fall konnen wir ein nirgends verschwindendes Vektorfeld v auf Lange
Eins normieren. Es definiert dann eine Familie von Abbildungen ¢; : S™ — S™,
wo ;(x) der Punkt ist, an dem man landet, wenn man von z in Richtung v(x)
fiir die Zeit ¢t auf dem entsprechenden GroBkreis um die Sphire lduft, in For-
meln ¢;(x) = (cost)z + (sint)v(x). So erhalten wir nun offensichtlich eine Ho-
motopie zwischen der Identitdt und der Antipodenabbildung a = ¢, : S
5" x +— —x und folgern H,(a) = id auf H,(S™). Da aber die Einbettung
5™ s (R™7'\0) eine Homotopieiquivalenz ist und da folglich gilt H,(a) =
(=1)"*1id auf H, (R"*\0), kann es eine derartige Homotopie nur fiir ungera-
des n geben. [

—

Ubung 2.9.5. Gegeben A, B @ R" offene Umgebungen des Ursprungs und ¢ :
A = B ein Diffeomorphismus mit g(0) = 0 kommutiert das Diagramm

H,(A, A\0) — H,(B,B\0)

! !
H,(R",R"\0) — H,(R",R"\0)

mit dem Vorzeichen der Funktionaldeterminante det(dyg) als unterer Horizontale.
Hinweis: Fiir vom Ursprung verschiedene Punkte p nahe am Ursprung gilt die

Abschitzung ||g(p) — (dog)(p)|| < I[(dog)(p)]]-
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2.10 Orientierung und Fundamentalzykel

2.10.1. Unter einer d-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit ohne Rand
oder kurz d-Mannigfaltigkeit verstehen wir wie in einen topologischen
Hausdorffraum X derart, dal jeder Punkt p € X eine offene Umgebung besitzt,
die homdomorph ist zu einer offenen Teilmenge des R?. Viele Autoren fordern
von einer Mannigfaltigkeit zusétzlich, daB3 sie “parakompakt” sein soll, oder sogar
noch stirker, daf} ihre Topologie “eine abzédhlbare Basis™ haben soll. Wir werden
solche Bedingungen stets explizit erwédhnen, vorerst sind sie fiir uns belanglos.

2.10.2. Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Fiir jeden Punkt z € M ist die relative
Homologie H,, (M, M\z) frei vom Rang Eins nach Ausschneidung 2.3.18 und
den Resultaten 2.3.7 tiber die Homologie von Sphiren.

Definition 2.10.3. Eine Orientierung einer n-Mannigfaltigkeit ist eine Zuord-
nung w, die jedem Punkt x € M einen Erzeuger w, von H, (M, M\x) zuordnet
und zwar so, daf} gilt: Fiir alle x € M gibt es eine Umgebung U von x und ein
Element wy € H,,(M, M\U) derart, daf fur alle y € U gilt wy — w, unter der
natiirlichen Abbildung H,,(M, M\U) — H, (M, M\y).

2.10.4. Gegeben Riume M D U D V notieren wir die natiirliche Abbildung
H, (M, M\U) — H,(M, M\V) im weiteren Verlauf kurz  — 7|y, so dal wir
etwa statt wy — w,, auch wy|, = w, schreiben kénnen.

2.10.5. In hatten wir eine Orientierung einer Mannigfaltigkeit, genauer ei-
ner eingebetteten n-dimensionalen C!-Mannigfaltigkeit, anders definiert: Als ei-
ne Vorschrift, die an jedem Punkt jeder angeordneten Basis des Tangentialraums
ein Vorzeichen zuordnet und die noch gewisse zusitzliche Eigenschaften hat.
Um eine Orientierung in diesem Sinne mit einer Orientierung im hier erklédrten
topologischen Sinne zu identifizieren, miissen wir zunéchst einen Erzeuger der
relativen Homologie H,,(R", R™\0) auszeichnen. Durch Verschieben und Aus-
schneidung erhalten wir daraus Erzeuger der relativen Homologie H,,(W, W\p)
fir p € W @ R™. Gegeben eine Karte (W, ) der Orientierung ¢ im Sinne von

wihlen wir dann die Bilder der e-fachen dieser Erzeuger unter den von ¢
induzierten Abbildungen H,,(W, W\p) — H,,(M, M\p(p)) als Erzeuger auf der
rechten Seite, und fithren wir das fiir alle zusammenhingenden Karten durch, so
erhalten wir wegen 2.9.5 eine wohldefinierte Orientierung im topologischen Sin-
ne.

Definition 2.10.6. Eine Mannigfaltigkeit, die mindestens eine Orientierung be-
sitzt, heilt orientierbar. Unter einer orientierten Mannigfaltigkeit verstehen
wir eine Mannigfaltigkeit mit einer ausgezeichneten Orientierung. Eine Orientie-
rung auf M induziert in offensichtlicher Weise eine Orientierung auf jeder offenen
Teilmenge von M.
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[lustration der Definition einer Orientierung. Die ganzen Punkte y € U sind
nicht beschriftet, erben aber ihre Orientierung von einem gemeinsamen wy . Die
Homologieklassen habe ich durch Erzeuger angedeutet.
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Anschaulich Darstellung der Erkenntnis, daB die reell projektive Ebene nicht
orientierbar ist. Die reell projektive Ebene ist hier aufgeschnitten dargestellt, die
beiden Kanten miissen so wieder verklebt werden, dal Pfeilspitze auf Pfeilspitze

geht.
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Lemma 2.10.7. Stimmen zwei Orientierungen einer zusammenhdngenden Man-
nigfaltigkeit in einem Punkt iiberein, so sind sie gleich.

Beweis. Seien M unsere zusammenhingende Mannigfaltigkeit und w,n unsere
beiden Orientierungen. Sei x € M gegeben mit w, = n,. Wir zeigen, da} es eine
Umgebung U von x gibt mitw, = n, Vy € U. Sicher diirfen wir dazu annehmen
M = R". Per definitionem gibt es einen offenen Ball U um z und Elemente
wy,nu € Hy(R*, R"\U) mit wy — w, und ny +— n, Vy € U. Da aber fiir so
ein U die Einbettung [somorphismen

H,(R", R"\U) = H,(R",R"\y)

induziert fiir alle y € U, folgt aus w, = n, bereits wy = 7y und dann w, =
ny Vy € U. Die Mengen M aller v € M mit w, = £, sind folglich offen.
Damit ist M = M, U M_ eine Zerlegung in zwei disjunkte offene Teilmengen.
Da nach Annahme A nicht leer ist und M zusammenhéngend, folgtw = 7. [

Ubung 2.10.8. Man zeige, daB P?R nicht orientierbar ist.

Definition 2.10.9. Etwas formaler betrachten wir die Menge

or =ory = |_| H, (M, M\x)

zeM

und versehen sie mit der Topologie, die erzeugt wird von allen Teilmengen der
Gestalt O(U,w) = {w|, | z € U} firU @ M und w € H,(M, M\U). Wir
nennen or,; die Orientierungsgarbe von ). Die offensichtliche Abbildung p :
ory; — M ist stetig, denn das Urbild von U @ M kann beschrieben werden als
die Vereinigung aller O(V,w) mit V' @ U.

Ergdnzung 2.10.10. Nach dem anschlieBenden Lemma 2.10.12 ist ory; — M ei-
ne Uberlagerung und damit in der Terminologie, wie wir sie in ?? einfiihren, der
“étale Raum einer Garbe auf AM/”. In dieser Terminologie bedeutet unsere Kon-
struktion der Orientierungsgarbe iibrigends genau die “Garbifizierung der Prigar-
be U — H, (M, M\U)”.

Beispiel 2.10.11 (Trivialisierung der Orientierungsgarbe von R"). Wir kon-
struieren einen Homéomorphismus Z x R"™ = org» oder vielmehr und noch na-
tiirlicher einen Homdomorphismus

H,(R™, R™\0) x R™ = org»

indem wir jedem Paar (wy, x) das w, € H,(R™,R"\z) zuordnen mit der Eigen-
schaft, dal es fiir einen und jeden Ball B @ R™ mit Zentrum im Ursprung und
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x € Beinwg € H,(R",R"\ B) gibt mit wp|y = wo und wp|, = w,. Wegen der
fiir alle € B von der Einbettung induzierten Isomorphismen H,, (R", R™\ B) =
H, (R, R™\x) ist damit w, wohldefiniert, und dal unsere Abbildung eine Bijek-
tion ist scheint mir offensichtlich. Sie ist stetig, da das Urbild jedes O(U,w) fiir
einen Ball U @ R" offen ist, und da diese Mengen auch schon die Topologie der
Orientierungsgarbe erzeugen. Sie ist offen, da diese Urbilder sogar die Topologie
der linken Seite erzeugen, wie der Leser unschwer einsehen wird.

Lemma 2.10.12. Ist V' @ M eine offene Teilmenge, so haben wir mit den offen-
sichtlichen Abbildungen ein kartesisches Diagramm

ory — 0Ty

! !
V. — M

als da heift, die obere Horizontale liefert einen Homdomorphismus von ory mit
dem Urbild von 'V in ory.

Ergédnzung 2.10.13. Insbesondere ist also nach dem vorhergehenden Beispiel 2.10.11
die natiirliche Projektion or,; — M eine Uberlagerungsabbildung.

Beweis. Mit der offensichtlichen Abbildung ory,, — or,; meinen wir die durch
die natiirlichen Abbildungen H,, (V,V\z) = H, (M, M\x) definierte Injektion
can : ory — orys . Wir zeigen zunichst, daB sie stetig ist. Es gilt also zu zeigen,
daB die Urbilder aller O(U, wy ) offen sind. In der Tat kénnen wir das Urbild einer
solchen Menge aber schreiben als

can”H(O(U,wy)) = U Oy (W, wu|w)

weunv, Wcv
wo wir mit wy |y das Bild von wy unter

meinen und mit Oy ( , ) die definitionsgemiBen Erzeuger der Topologie auf
ory bezeichnen. Ahnlich aber einfacher erkennt man, da unsere Injektion can :
ory — ory, offen ist. Mithin trdgt ory die von ory; induzierte Topologie, und
dann folgt ohne weitere Schwierigkeiten, dal unser Diagramm kartesisch ist. [

Ubung 2.10.14. Die faserweise Addition orj; x p; ory; — ory; sowie das faser-
weise Negative ory; — ory, sind stetig, und der Nullschnitt M/ — or), ist auch
stetig.
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2.10.15. Die Teilmenge ory, C oryy, die aus allen Erzeugern von H,, (M, M\z)
fiir die verschiedenen z € M besteht, ist eine zweiblittrige Uberlagerung von
M und eine Orientierung von M ist nichts anderes als ein Lift A/ — orj, der
Identitit auf M alias ein Schnitt dieser Uberlagerung. Insbesondere ist M orien-
tierbar genau dann, wenn or;, — M eine triviale Uberlagerung ist, und 2.10.7 ist
auch eine Konsequenz aus dem Satz iber die Eindeutigkeit von Lifts. Ist M/
zusammenhingend und x € M fest gewihlt, so liefert diese Uberlagerung eine
Operation der Fundamentalgruppe (M, x) auf einer zweielementigen Menge
alias einen Homomorphismus 71 (M, z) — {£1} und M ist orientierbar genau
dann, wenn diese Orientierungsdarstellung konstant ist.

Ubung 2.10.16. Eine einfach zusammenhiingende Mannigfaltigkeit ist stets ori-
entierbar, und sogar allgemeiner jede Mannigfaltigkeit, deren Fundamentalgruppe
keinen Normalteiler vom Index zwei besitzt.

Ubung 2.10.17. Fiir jede Mannigfaltigkeit M ist der Raum or}; eine orientierbare,
ja sogar eine in natiirlicher Weise orientierte Mannigfaltigkeit.

Satz 2.10.18 (n-te Homologie orientierbarer n-Mannigfaltigkeiten). Gegeben
eine kompakte zusammenhdngende orientierbare n-Mannigfaltigkeit M ist ihre n-
te Homologiegruppe H,, M frei vom Rang Eins und die offensichtliche Abbildung
definiert fiir alle v € M Isomorphismen

H,M = H, (M, M\x)

Beweis. Um beim Beweis dieses Satzes die notige Flexibilitdt zu haben, zeigen
wir im folgenden gleich die allgemeinere Aussage 2.10.22. [

Definition 2.10.19. Ist (M, w) eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit, so gibt
es nach dem Satz 2.10.18 iiber die hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten genau
einwy € H,M mitw; — w, Vx € M. Dies wy; heifit der Fundamentalzykel
der orientierten Mannigfaltigkeit A/, obwohl es genau genommen eigentlich gar
kein Zykel ist, sondern vielmehr eine Homologieklasse.

Ubung 2.10.20. Man folgere aus 2.10.18: Ist eine kompakte orientierbare Man-
ningfaltigkeit M/ mit einer Triangulierung M = A(K) versehen, so konnen wir
jedem n-Simplex ein Vorzeichen und eine Anordnung zuordnen derart, dal die
Summe der entsprechenden mit Vorzeichen simplizialen n-Simplizes ein Zykel
ist. Ist M auch noch zusammenhiingend, so gibt es genau zwei derartige Zykel
und ihre Homologieklassen sind genau die beiden Erzeuger von H, M, also die
beiden Fundamentalzykel zu den beiden moglichen Orientierungen.
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Versuch einer graphischen Darstellung jeweils eines Repriasentanten eines der
beiden Fundamentalzykel der Kreislinie und der Sphére.
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Definition 2.10.21. Gegeben eine Mannigfaltigkeit M/ und A C M eine Teilmen-
ge nennen wir einen Lift A — or,, der Einbettung A — M auch einen Schnitt
iiber A der Orientierungsgarbe. Die Gruppe der Schnitte iiber A notieren wir

['(A;ory) =TA

Der Trager eines Schnitts s € ['A ist die Menge supp s C A aller derjenigen
Punkte, an denen er von Null verschieden ist. Dieser Tréger ist stets abgeschlossen
in A. Wir notieren die Untergruppe aller Schnitte mit kompaktem Triger

INAcCTrA

Satz 2.10.22 (Hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten). Sei M eine n-Man-
nigfaltigkeit und A @, M eine abgeschlossene Teilmenge. So haben wir fiir ¢ > n
stets H, (M, M\ A) = 0, und fiir ¢ = n induziert die offensichtliche Abbildung
J = ja einen Isomorphismus zwischen der n-ten relativen Homologie des Kom-
plements von A und der Gruppe der Schnitte mit kompaktem Triger von A in die
Orientierungsgarbe, in Formeln

j:Hy (M, M\A) = TA
2.10.23. Ein Spezialfall dieser Aussage wurde bereits in 1.6.3 diskutiert.

Beweis. Um Schreibarbeit zu sparen kiirzen wir H (M, M\ A) = H,(\4) ab und
bemerken zunéchst:

Lemma 2.10.24. Sind A, Ay abgeschlossen in M und gilt der Satz fiir Ay, Ay
und Ay N As, so gilt er auch fiir A, U As.

Beweis. Das folgt mit dem Fiinferlemma aus dem kommutativen Diagramm

Hpr1(\A1NA2) — H,(\Ai1UA2) — H,(\A1)®H,.(\A42) — Hp(\A1NA2)

l l 1§ l
0 —  Ii(A1UA)  — MA@l As — Ty (A1NA2)

mit exakten Zeilen, wo wir oben die relative Mayer-Vietoris-Sequenz 2.3.21 be-
nutzt haben. 0

Jetzt gehen wir in mehreren Schritten von Spezialfillen bis zur allgemeinen Si-
tuation.

1. Ist M = R" und A C R” ein kompakter Quader, dem wir auch Seiten der Lin-
ge Null erlauben, so gilt der Satz ganz offensichtlich, da fiir jeden Punkt p € A
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Diese Bild soll den Satz iiber hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten
illustrieren. In der groBen offenen Ellipse M betrachten wir die abgeschlossene
Teilmenge A, die aus den beiden kompakten kleinen schraffierten Eiern und
einer ebenfalls eingezeichneten nichtkompakten Zusammenhangskomponente
besteht. Die Orientierungsgarbe ist in diesem Fall isomorph zu M x Z, ihre
Schnitte iiber A miissen auf allen drei Zusammenhangskomponenten von A
konstant sein, und die Schnitte mit kompaktem Trédger sind genau die Schnitte,
die auf der nichtkompakten Komponente verschwinden. Der ebenfalls
eingezeichnete singulidre Zweisimplex ist ein Zykel in M relativ zu M\ A. Seine
Homologieklasse entspricht dem Schnitt aus 'y A, der auf der entsprechenden
Komponente von A den Wert plus oder Minus Eins annimmt, je nach Wahl der
Identifikation unserer Orientierungsgarbe mit M/ x Z, und der auf dem Rest von
A den Wert Null annimmt.
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die Einbettung R™\ A — R™\p eine Homotopie#quivalenz ist.

2.Ist M = R und A C R" kompakt, so gilt der Satz. In der Tat, gegeben
z € S,;R" mit 0z € S,_1(R"\ A) finden wir ¢ > 0 und £ C R" endlich mit

ACcA = Uv+[—e,e]"

veE

und 0z € S,_;(R™"\A4'). Es folgt, daB8 unser [z] € H,(R",R"\ A) das Bild von
[z] € Hy(R",R™\ A’) ist. Nun gilt der Satz fiir unsere “Wiirfelmenge” A’ nach
Schritt 1 und dem Lemma. Das zeigt unsere Behauptung im Fall ¢ > n. Im Fall
q = n zeigen wir zunichst die Injektivitit j4[z] = 0 = [z] = 0. Dazu wihlen wir
unsere Wiirfelmenge A’ zusitzlich so, daB jeder Wiirfel von A’ die Menge A trifft,
etwa indem wir £ C A wihlen. Dann ist die Restriktion 'A” — T"A injektiv und
aus ja[z] = 0 folgt ja[2] = 0 und damit [2] = 0 sogar in H,(R", R™\ A’). Das
zeigt die Injektivitdt von j 4. Um die Surjektivitiit von j4 zu zeigen, argumentieren
wir dhnlich: Jeder stetige Schnitt s € I'A ist lokal konstant und gleichmifig ste-
tig, 14Bt sich also stetig auf eine geeignete kompakte Wiirfelmenge A’ ausdehnen
und kommt damit sogar von einer Klasse aus H,,(R™, R™\ A’) her.

3. Sei A kompakt und M beliebig. So konnen wir A schreiben als eine endliche
Vereinigung von Kompakta, die jeweils ganz in einer Karte enthalten sind. Dann
sind wir fertig mit Induktion nach Schritt 2 und dem Lemma.

4. Sei A abgeschlossen und M lasse sich einbetten als offene Teilmenge mit kom-
paktem AbschluB in eine groBere n-Mannigfaltigkeit X, in Formeln M @ X mit A/
kompakt. So bezeichnen wir den Rand von M in X mit 9M = M\ M, betrachten
die lange exakte Sequenz des Tripels

(X, X\OM, X\(OM U A))

und beachten, dal OM und OM U A kompakt sind. Mit dem bereits Bewiesenen
folgt fir ¢ > n schon 0 = H,(X\0M, X\(OM U A)) und durch Ausschneiden
von X\ M auch 0 = H,(M, M\A). Im Fall ¢ = n erhalten wir mit derselben
Ausschneidung ein kommutatives Diagramm

0 — H,(M\M\A) — Hp(X,X\(0MUA)) — Hy(X,X\0M)
! 2 2
0 — A — Fy(aMUA) — F!(aM)

mit exakten Zeilen, wo die zweite horizontale Abbildung der unteren Zeile einen
Schnitt mit kompaktem Triger fortsetzt durch Null. Die Behauptung folgt mit dem
Fiinferlemma.

5. Der allgemeine Fall. Sei zunichst ¢ > n und z € S, M ein Reprisentant von

96



w € H,(M, M\A). So finden wir U @ M mit z € S,U und U kompakt. Nach
dem vorhergehenden Punkt verschwindet die Klasse von z schon in H, (U, U\ 4),
also erst recht in H, (M, M\ A) und es folgt H, (M, M\ A) = 0 fiir ¢ > n. Im Fall
g = n beachten wir fiir U @ M das kommutative Diagramm

H,(U,U\A) — H,(M,M\A)

! !
I"(AOU) — FIA

wo die untere Horizontale ausdehnt durch Null. Ist U kompakt, so ist die linke Ver-
tikale ein Isomorphismus nach dem vorigen Schritt. Aber jedes w € H,,(M, M\ A)
wird reprisentiert von einem z € S,, M, wir finden dann U @ M mit U kompakt
und z € S,U und so kommt w schon her von einem [z] € H,,(U, U\ A). Das zeigt
die Injektivitdt von j4. Die Surjektivitit zeigen wir dhnlich: Fiir jedes s € I'/A
gibtes U @ M mit U kompakt und s € I'(ANU) und dann kommt s sogar schon
her von H,, (U, U\ A). O

Korollar 2.10.25. Ist M eine zusammenhdiingende aber nicht kompakte oder nicht
orientierbare n-Mannigfaltigkeit, so gilt H, M = 0.

Korollar 2.10.26. Ist A C R" abgeschlossen mit endlich vielen kompakten und
beliebig vielen sonstigen Zusammenhangskomponenten, so gilt

H,_;(R"\A) = Z*
fiir k die Zahl der kompakten Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Wir haben H,, (R, R"\ A) = H,_;(R™\ A) nach der langen exakten Ho-
mologiesequenz und der linke Raum ist isomorph zu I''A = Z* nach unserem
Satz 2.10.22. ]

2.10.27. Dies letzte Korollar 2.10.26 ist ein Spezialfall der sogenannten “Alexan-
der-Dualitét” ??2.

2.10.28. Sind wir im Spezialfall A/ = C und benutzen die kanonische Orien-
tierung von C, um I';A zu identifizieren mit stetigen Abbildungen A — Z mit
kompaktem Trédger, so ordnet unser Isomorphismus

H,(C\A;Z) = T\A

der Klasse [7] eines Zykels ~ diejenige Funktion A — Z zu, deren Wert an einer
Stelle z € A die Umlaufzahl im Sinne von 1.6.2 des Zykels v um den Punkt z ist.
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Eine Abbildung einer Kreislinie auf sich selbst vom Abbildungsgrad Zwei. Die
Orientierungen sind durch Pfeilspitzen angedeutet. An den Punkten des Urbilds
zweier Punkte sind auch die lokalen Abbildungsgrade eingetragen, unter
Verwendung der Abkiirzungen =+ fiir 1.
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Definition 2.10.29. Sei f : M — N eine stetige Abbildung von kompakten
orientierten zusammenhéingenden n-Mannigfaltigkeiten. Seien wy; € H,, M und
wy € H,N die Fundamentalzykel. Der Abbildungsgrad grad f von f ist die
ganze Zahl, die gegeben wird durch die Gleichung

fuwnr = (grad f) wy

2.10.30. Insbesondere ist eine Abbildung wie in der Definition mit von Null ver-
schiedenem Abbildungsgrad stets surjektiv, da nach 2.10.25 fiir die nichtkompakte
bzw. im Fall n = 0 fiir die leere Mannigfaltigkeit N\p gilt H,(N\p) =0 Vp €
N und da jede Abbildung, deren Bild einen Punkt p nicht enthilt, faktorisiert als
M — (N\p) — N. Des weiteren haben homotope Abbildungen nach 1.4.1 den-
selben Abbildungsgrad.

Definition 2.10.31. Sei f : M — N eine stetige Abbildung von orientierten n-
Mannigfaltigkeiten. Ist ¢ € M ein isolierter Punkt der Faser iiber f(q), gibt es in
anderen Worten eine offene Umgebung U @ M von ¢ mit U N f~1(f(q)) = {q},
so definieren wir den lokalen Abbildungsgrad von f bei ¢ als die ganze Zahl
grad, [ € Z, die gegeben wird durch die Gleichung

feomly = (grad, flwn| )

fir f, : H,(U,U\q) — H,,(N, N\ f(q)) die auf der Homologie induzierte Abbil-
dung und wy; bzw. wy die entsprechenden Fundamentalzykel. Diese Abbildung
hingt offensichtlich nicht von der Wahl von U ab.

Beispiel 2.10.32. In Ubung 2.9.5 haben Sie gezeigt, daB der lokale Grad im Fall
eines lokalen Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen des R™ gerade das
Vorzeichen der Funktionaldeterminante ist. In Ubung 2.10.34 werden Sie unter
anderem zeigen, daf3 der lokale Abbildungsgrad am Ursprung der Abbildung C —
C, z — 2" genau n ist.

Satz 2.10.33 (iiber den Abbildungsgrad). Gegeben cine stetige Abbildung f :
M — N von kompakten orientierten zusammenhdngenden n-Mannigfaltigkei-
ten und ein Punkt p € N mit endlichem Urbild ist der Abbildungsgrad von f
die Summe der lokalen Abbildungsgrade bei den Urbildern unseres Punktes, in
Formeln

grad f = Z grad, f

a€f~1(p)
Beweis. Wir nummerieren die Punkte aus der Faser iiber p als ¢y, . . . , ¢, und wih-
len fiir sie paarweise disjunkte offene Umgebungen U, . .., U,. Dann betrachten
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wir fiir jedes 7 das kommutative Diagramm

7 7
! ! !
H,N S H, (N, N\p) = H,, (N, N\p)

wobei der letzte [somorphismus der mittleren Horizontalen durch Ausschneidung
und der relativen Version der Zerlegung der Homologie 2.1.9 entsteht. Gehen wir
von der Mitte der linken Vertikalen direkt nach unten, so wird der Fundamen-
talzykel wy, abgebildet auf (grad f)wy. Gehen wir dahingegen in der mittleren
Horizontale nach rechts, so erhalten wir das Tupel der wy,|,,, wie die obere Hilfte
des Diagramms zeigt, gehen wir dann nach unten, so erhalten wir die Summe der
lokalen Abbildungsgrade multipliziert mit wy |,. Gehen wir wieder nach links, so
folgt die Behauptung. 0

Ubung 2.10.34. Man bestimme die lokalen Abbildungsgrade der nichtkonstanten
Polynomfunktionen P : C — C.

Ubung 2.10.35 (Riickzug von Orientierungen). Ist f : M/ — N eine étale Ab-
bildung von n-Mannigfaltigkeiten und x € M ein Punkt, so gibt es genau einen
Isomorphismus H,, (M, M\z) — H,(N, N\ f(z)), der fiir alle Umgebungen U
von z, die homdomorph auf ihr Bild abgebildet werden, vertrdglich ist mit den
von f induzierten Isomorphismen H, (U, U\x) — H,(f(U), f(U)\f(z)). Wir
erhalten so ein kartesisches Diagramm

orpy — OI'ny

! !
M — N

Insbesondere 146t sich jede Orientierung von N “zuriickziehen” zu einer Orien-
tierung von M.

Ubung 2.10.36. Jede Operation einer Gruppe auf einer Mannigfaltigkeit induziert
eine Operation auf der Orientierungsgarbe, die vertriglich ist mit der faserweisen
Addition. Operiert eine Gruppe D topologisch frei auf einer Mannigfaltigkeit M,
so ist auch M/D eine Mannigfaltigkeit und die obere Horizontale aus 2.10.35
induziert einen Homdomorphismus

(orp)/D = OT' (M D)

Ubung 2.10.37. Die Kugelschalen S” sind orientierbar fiir alle » > 0. Fiir r > 1
sind sie auch zusammenhéingend und die Antipodenabbildung S” = S” bildet
einen Fundamentalzykel ab auf sich selber fiir r ungerade und auf sein Negatives
fiir r gerade. Der reell projektive Raum P"R ist orientierbar fiir r = Ound » > 1
ungerade, jedoch nicht fiir » > 1 gerade.
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2.11 Satz von Helly*

Satz 2.11.1 (Helly). Seien K, ..., K, konvexe Teilmengen von R". Ist der Schnitt
von je (n + 1) unserer K; nicht leer, so haben alle K; einen Punkt gemeinsam.

2.11.2. Im Fall von kompakten konvexen Teilmengen folgt das sogar fiir belie-
bige Familien mit . Im allgemeinen ist es fiir unendliche Familien falsch,
wie etwa die Familie aller Intervalle [a, c0) in R zeigt. Man findet einen sehr ele-
mentaren Beweis dieser Aussage etwa in Wikipedia. Ich gebe im folgenden einen
homologischen Beweis, der zwar einerseits unnotig kompliziert ist, andererseits
aber auch die Bedeutung unserer homologischen Sétze illustriert.

Homologischer Beweis. Wir tiberlegen uns zunéchst, da3 wir ohne Beschridnkung
der Allgemeinheit alle K; offen annehmen diirfen. In jedem nichtleeren Schnitt ei-
ner Auswahl der K; wihlen wir dazu einen Punkt. Ersetzen wir nun K; durch die
konvexe Hiille aller derjenigen eben gewihlten Punkte, die in K; liegen, so erken-
nen wir, dal wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit alle K; kompakt anneh-
men diirfen. Wire der Schnitt aller K; leer, so auch der Schnitt aller K; + B(0; ¢)
tiber alle 7 und alle € > 0. Dann wire dieser Schnitt aber nach bereits
fiir ein festes € > 0 leer und dasselbe gilte fiir den Schnitt der offenen Mengen
K; + B(0;¢). Damit erkennen wir, dal wir auch ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit alle K; offen annehmen diirfen. Nach dem Satz iiber hohe Homologie
von Mannigfaltigkeiten wissen wir H,(U) = 0 fir ¢ > n und U @ R". Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, da} jede echte Teilfami-
lie der K; nichtleeren Schnitt hat. Setzen wir nun U = |J K; und bezeichnen
mit V diese offenen Uberdeckung von U, so haben wir eine exakte Sequenz von
Kettenkomplexen

S(ﬂm) .= PSE N EK;) - @SK, » 88U

1<j

mit Abbildungen gegeben durch Matrizen mit Eintridgen

S(Kyn...nK,n.. .nkK.,)“L§FK,n.. . nK,0...nK,)

In der Tat ist das “fiir jeden singuldren Simplex so”, im wesentlichen nach 1.1.9,
angewandt auf die angeordnete Menge aller Indizes 7 mit der Eigenschaft, daf}
unser singuldrer Simplex in der Menge K liegt. Wire () K; = (), so hitten wir fiir
den ersten Komplex unserer Sequenz _; # 0. Da nach Annahme alle anderen

Komplexe bis auf S¥U exakt sind, folgte mit der Notation C}, fiir den Kokern des
(k + 1)-ten Pfeils, aufgefaBt als Kettenkomplex, fiir £ = 0, 1, ... aus der langen

exakten Homologiesequenz induktiv H(C}) # 0 und schlieBlich HT(SVU ) #0
im Widerspruch zu H,(U) = 0. O
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2.11.3. Ich wiiBte gerne, warum ein Simplizialkomplex, der sich als Triangulie-
rung einer konvexen Teilmenge eines affinen Raums iiber einem beliebigen ange-
ordneten Korper realisieren 146t, azyklisch ist.
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3 Homologie mit Koeffizienten und Produkte

3.1 Homologie mit Koeffizienten

Definition 3.1.1. Sei GG eine abelsche Gruppe. In unseren bisherigen Argumen-
ten konnen wir stets G statt Z schreiben und erhalten so allgemeinere Funktoren
von topologischen Ridumen oder Raumpaaren in die abelschen Gruppen. Sie hei-
Ben die Homologie bzw. reduzierte Homologie mit Koeffizienten in G. Zum
Beispiel definieren wir die ¢g-te Homologie

Hq(XS G)

eines Raums X mit Koeffizienten in G, indem wir die Homologie des Komplexes
S(X; G) der singuldren Ketten mit Koeffizienten in G nehmen, wobei S,(X; G)
schlicht die Menge aller endlichen formalen Ausdriicke > n,o bezeichnet mit
ne € G und n, = 0 fiir alle bis auf endlich viele Simplizes ¢ : A, — X. Wir
schreiben H,(X; G) fiir die reduzierten Homologiegruppen und H, (X, A; G) fiir
die relativen Homologiegruppen mit Koeffizienten in G.

3.1.2. Es wird auch andersherum ein Schuh daraus: Halten wir den Raum X fest,
so wird G +— H,(X;G) ein Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen
in sich selber. Ist insbesondere R ein Ring und G ein R-Modul, so werden die
Homologiegruppen mit Koeffizienten in G auch R-Moduln in natiirlicher Weise.

Ubung 3.1.3. Gegeben eine kurze exakte Sequenz G’ — G — G” von abelschen
Gruppen und ein topologischer Raum X zeige man, wie in natiirlicher Weise Ran-
doperatoren definiert werden konnen derart, da3 eine lange exakte Sequenz

s Hy(X5GY) — Hy(X; Q) — Hy(X:GY) = Hyy (X6 —

entsteht. Diese Randoperatoren heiflen die Bockstein-Homomorphismen.

3.1.4. Die meisten der bisher bewiesenen allgemeinen Aussagen, insbesondere
Homotopieinvarianz, lange exakte Homologiesequenz, Ausschneidung, Mayer-
Vietoris-Sequenz und Anklebesequenz gelten in der Homologie mit Koeffizienten
genauso mit demselben oder fast demselben Beweis. Bei den bisherigen speziellen
Resultaten zur Homologie und reduzierten Homologie von Punkten und Sphiren
kann man direkt priifen, daBl alle Argumente ebenso mit Koeffizienten G funk-
tionieren und wir nur im Endresultat jeweils GG statt Z erhalten. Wir werden in
3.5.2 zeigen, daB Ahnliches allgemein gilt, solange die Homologiegruppen mit
Koeffizienten in Z alle frei sind iiber Z.

Beispiel 3.1.5. Wir behaupten, dal sich ein Landkarte, bei der an jedem “Mehr-
landereck” eine gerade Anzahl von Grenzen beginnnt, stets so mit zwei Farben
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fiarben 146t, daBl keine zwei benachbarten Staaten dieselbe Farbe haben. Staaten,
die nur Grenzsteine gemeinsam haben, gelten hierbei nicht als benachbart! Um
das zu zeigen, ergidnzen wir die Anschauungsebene durch einen Punkt im Unend-
lichen zu einer Sphére und unterteilen unsere Staaten durch zusétzliche Grenzen
aber ohne zusitzliche Mehrldnderecken in Bundeslinder, bis wir eine Triangulie-
rung der Sphire erhalten. Die Summe der Staatsgrenzen ist dann ein simplizialer
Einszykel mit Z/27Z-Koeffizienten, der also der Rand einer Zweikette sein mu8,
und diese ist dann die gesuchte Farbung.

3.1.6. Ganz genauso wie in 2.10 definieren wir fiir jede n-Mannigfaltigkeit M
und jede abelsche Gruppe G die Orientierungsgarbe mit Koeffizienten in G und
zeigen fiir jede abgeschlossene Teilmenge A & M, daB gilt H (M, M\A;G) =0
fiir ¢ > n und daB die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

j=ja:Ho(M,M\A;G) = T\A

induziert, wobei rechts die Schnitte mit kompaktem Triager von A in die Orientie-
rungsgarbe mit Koeffizienten in GG zu verstehen sind. Man erkennt ohne Schwie-
rigkeiten, daB die fragliche Orientierungsgarbe gerade die Uberlagerung ist, die
von der Operation der Fundamentalgruppe auf GG vermittels der Orientierungsdar-
stellung aus 2.10.15 herkommt. Daraus folgt, daB fiir eine kompakte zusammen-
hingende n-Mannigfaltigkeit M/ und einen beliebigen Punkt x € M die kanoni-
sche Abbildung
H,(M;G) — H, (M, M\z;G)

ein Isomorphismus ist fiir M orientierbar und eine Injektion mit Bild die Fixpunk-
te der Multiplikation mit (—1) fiir M nicht orientierbar.

Satz 3.1.7. Gegeben eine abelsche Gruppe G verwenden wir im folgenden die
Notation G = {a € G | a + a = 0} fiir die Fixpunkte der Multiplikation mit
(—1). Die Homologie der reell projektiven Riaume P"R mit Koeffizienten in G
wird in dieser Notation gegeben durch

(G q=0;

G/2G 0< g <n, qungerade;
Gy 0<q<mn, qgerade;

H (P'R; &) = G 0 < q=mn, nungerade;
Gy 0 <q=mn, ngerade,
L 0 q > n.

Beweis. Wir kiirzen fiir diesen Beweis H,(X;G) = H,X und P"R = P" ab.
Fiir n > 0 geht P"™! aus P" hervor durch Ankleben einer (n + 1)-Zelle und die
verklebende Abbildung ist schlicht die offensichtliche zweifache Uberlagerung
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S™ — P". Wir haben also H,P**' = H,P" fiir ¢ # n + 1,n und H,P"+! = 0 fiir
q > n + 1 sowie eine exakte Sequenz

0— ﬁn+1P”+1 — ﬁnS” — ﬁnP" — ﬁnIP’"+1 —0

Es reicht zu zeigen, daf} hier der mittlere Pfeil die Nullabbildung ist fiir n gerade
bzw. unter geeigneter Identifikation der Enden die Multiplikationsabbildung (2-) :
G — G fiir n > 0 ungerade. Der Fall n = 0 ist eh klar. Fiir n > 0 betrachten wir
nun das kommutative Diagramm aus dem Beweis von 2.10.33 mit Koeffizienten
in GG. Genauer betrachten wir um p € P" eine trivial iiberlagerte offene Umgebung
U, die homdomorph ist zu einem offenen Ball. Wir haben dann 7~ (p) = {p1, p»}
und 71 (U) = Uy U U, fiir geeignete offene Umgebungen U; von p; in S™. Wir
erhalten also ein kommutatives Diagramm

H,S" — H,(S™,S"\7'(p)) < H,(U,Ui\p1)® H, (U, Us\p2)
! ! !
H,P* — H,(P™, P™\p) & H,(U,U\p)

Mita : S™ — S™ der Antipoden-Abbildung kommutiert nun das Diagramm

la  la a1

Da aber nach 2.9.1 die Antipodenabbildung auf der n-ten reduzierten Homolo-
gie der Sphire S™ die Multiplikation mit (—1)""! induziert, ist die Verkniipfung
H,S" — H,(P",P"\p) das (1 + (—1)"*!)-fache eines [somorphismus. O

3.2 Tensorprodukte iiber Ringen

Definition 3.2.1. Gegeben R ein Ring, M ein R-Rechtsmodul und N ein R-
Linksmodul definieren wir eine abelsche Gruppe M ®g N, das Tensorprodukt
von M mit N iiber R, als den Quotienten der freien abelschen Gruppe Z(M x N)
iiber dem kartesischen Produkt M x N durch die von allen Ausdriicken

(mr,n) — (m,rn)
(m+m/;n) — (m,n)—(m',n)
(m,n+n) — (m,n)—(m,n)

mit m,m’ € M, n,n’ € N und r € R erzeugte Untergruppe. Die Nebenklasse
von (m, n) schreiben wir m ®n. Wenn wir erwarten, dafl der Leser den Grundring
R aus dem Kontext erschlieen soll, und insbesondere im Fall R = Z kiirzen wir
auch gerne ®5 zu ® ab.
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Ergdnzung 3.2.2. Prinzipiell konnten wir auch fiir zwei R-Linksmoduln M, N in
dhnlicher Weise eine abelsche Gruppe T'(M, N) definieren als einen Quotienten
wie eben mit (rm, n)—(m, rn) anstelle von (mr, n)—(m, rn). Diese Konstruktion
erweist sich jedoch fiir nichtkommutative Ringe—und nur fiir diese unterscheidet
sie sich von der zuvor gegebenen Konstruktion—als wenig hilfreich, da sie keine
vergleichbar guten Eigenschaften hat: Als Illustration mag der Leser priifen, dafl
in dem Fall, dal R der Schiefkorper der Quaternionen ist, alle in dieser Weise
gebildeten T'(M, N) schlicht Null sind.

Definition 3.2.3. Sei R ein Ring, M ein R-Rechtsmodul, /N ein R-Linksmodul
und A eine abelsche Gruppe. Eine Abbildung b : M x N — A heifit R-bilinear
genau dann, wenn fiir alle m, m’ € M, n,n’ € N und r € R gilt:

b(mr,n) = b(m,rn)
b(m+m/,n) = b(m,n)+b(m', n)
b(m,n+n') = b(m,n)+b(m,n’)

Satz 3.2.4 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts). Sei R ein Ring, M
ein R-Rechtsmodul und N ein R-Linksmodul.

1. Die Abbildung M x N — M ®g N, (m,n) — m ® n ist R-bilinear.

2. Wann immerb: M x N — A eine R-bilineare Abbildung in eine abelsche
Gruppe A ist, gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus b : M@rN —
A derart, daf3 gilt b(m ® n) = b(m, n) fiir alle m € M,n € N.

Beweis. Vollstindig analog zum in [ ] behandelten Fall des Tensorpro-
dukts iiber einem Korper und dem Leser iiberlassen. [

3.2.5. Keineswegs jedes Element eines Tensorprodukts ist von der Form m®n, die
Elemente dieser Gestalt erzeugen jedoch das Tensorprodukt als abelsche Gruppe.
Besitzt weiter ein Element eines Tensorprodukts eine Darstellung der Gestalt m ®
n, so besitzt es meist sogar viele verschiedene Darstellungen dieser Gestalt. Geben
wir denoch eine Abbildung von einem Tensorprodukt in eine abelsche Gruppe A
an durch eine Vorschrift der Gestalt m ® n — b(m, n), so ist der Leser implizit
gefordert, die Bilinearitét der Abbildung b : M x N — A zu priifen, und gemeint
ist die durch die universelle Eigenschaft 3.2.4 definierte Abbildung b : M @z N —
A.

Beispiel 3.2.6. Es gilt (Z/57) ®7Q = 0, denn wir haben fiir jeden Tensor a® ¢ =
a®5(q/5) =5a® (¢/5) =0® (¢/5) = 0.

3.2.7. Aufgrund der universellen Eigenschaft definieren je zwei R-lineare Ab-
bildungen f : M — M’ und g : N — N’ einen Gruppenhomomorphismus
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fg: M@rN — M ®@gr N, m®n— f(m)® g(n) und wir erhalten so einen

Funktor
(Mod- R) x (R-Mod) — Ab
(M , N) — M®grN

3.2.8. Sind S, R Ringe, so versteht man unter einem S-R-Bimodul eine abel-
sche Gruppe M mit einer Struktur als S-Linksmodul und einer Struktur als R-
Rechtsmodul derart, daf gilt

(sm)r =s(mr) Vse SsmeM,reR

Wir notieren die Kategorie aller S-R-Bimoduln als S -Mod- R. Aufgrund seiner
Funktorialitét ist das Tensorprodukt automatisch auch ein Funktor

(S-Mod- R) x (R-Mod-T) — (S -Mod-T)

fiir beliebige Ringe S, R, T', die Operation von S bzw. 1" geschieht schlicht durch
s(m®n) = (sm) ®n, (m®n)t =m & (nt). Ist speziell R ein kommutativer
Ring, so ist das Tensorprodukt von zwei R-Moduln in natiirlicher Weise wieder
ein [2-Modul. Diesen Fall lernt man oft zuerst kennen.

3.2.9 (Tensorieren mit dem Grundring). Ist R ein Ring und M ein R-Modul, so
ist Rr M — M, r ® m — rm ein Isomorphismus mit Inversem m — 1 ® m.
Fiir diese Eigenschaft wesentlich ist, dal in unseren Konventionen Ringe stets
eine Eins haben und Moduln stets unitir sind.

Lemma 3.2.10 (Tensorprodukte vertauschen mit Summen). Gegeben ein Ring
R definiert die offensichtliche Abbildung fiir einen R-Rechtsmodul M und eine
beliebige Familie von R-Moduln (N;) einen Isomorphismus

Men (P N) = P @n N)

Beweis. In der Tat haben wir sowohl fiir die linke als auch fiir die rechte Seite .S
offensichtliche bilineare Abbildungen can; : M x N; — S und diese sind univer-
sell: Ist irgendeine abelsche Gruppe A gegeben und eine Familie von bilinearen
Abbildungen b; : M x N; — A, so gibt es jeweils genau einen Gruppenhomo-
morphismus b : S — A mit b; = b o can, . O

Beispiel 3.2.11. Wir haben (Z/5Z) ® 77 = (Z,/5Z)".

3.2.12. Das Tensorprodukt vertauscht keineswegs mit beliebigen Produkten, es
vertauscht jedoch mit beliebigen “Kolimites”, vergleiche 5.1.31.

Definition 3.2.13. Eine Sequenz A’ — A — A” von abelschen Gruppen heif3t
rechtsexakt genau dann, wenn sie exakt ist bei A und wenn zusitzlich A — A”
eine Surjektion ist. Wir schreiben rechtsexakte Sequenzen meist A’ — A — A”.
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Lemma 3.2.14 (Das Tensorprodukt ist rechtsexakt). Ist R ein Ring, M ein R-
Rechtsmodul und N' — N — N" eine rechtsexakte Sequenz von R-Linksmo-
duln, so entsteht durch Darantensorieren von M eine rechtsexakte Sequenz von
abelschen Gruppen M @gr N' — M @r N — M @ N".

Beweis. DaB hier die Surjektivitit erhalten bleibt und daf} die Verkniipfung auch
nach dem Tensorieren verschwindet, ist offensichtlich. Wir kiirzen fiir den weite-
ren Beweis ®z = ® ab und haben also eine Surjektion

cok( M@ N — M®N) —» M N"

Wir miissen zeigen, dal} sie eine Injektion ist. Nun gibt es aber offensichtlich eine
wohldefinierte R-bilineare Abbildung M x N” — cok mit (m,n) — m ® n fir
alle n € N. Sie induziert folglich eine Abbildung M @ N” — cok . Man sieht, daf3
wir so eine inverse Abbildung zu unserer Surjektion cok — M ® N” erhalten. [

3.2.15. Die drei vorstehenden Lemmata gelten analog auch fiir den anderen Ten-
sorfaktor.

Beispiel 3.2.16. Wir erhalten (Z/27) ® (Z/AZ) = 7./27., indem wir die Sequenz
Z — Z — 7,/27 mit der Multiplikation (2-) als erster Abbildung tensorieren mit
7./47Z und die Rechtsexaktheit des Tensorprodukts ausnutzen.

Lemma 3.2.17. Ist M ein R-Rechtsmodul und m C R ein Rechtsideal, d.h. ein
Untermodul des R-Rechtsmoduls R, und betrachten wir in M den Untermodul
mM = {d am; | a; € mym; € M}, so induziert die Multiplikation einen
natiirlichen Isomorphismus

(R/m) @ M = M/mM

Beweis. Das folgt, indem wir auf m <— R — R/m den Funktor ® g M anwenden.
O

Beispiel 3.2.18. Das Tensorprodukt ist im allgemeinen nicht linksexakt: Wendet
man auf die Multiplikation (2-) : Z < Z den Funktor ®77Z /27 an, so erhilt man
die Nullabbildung Z /27 — 7./27.

Definition 3.2.19. Eine abelsche Gruppe heif3t torsionsfrei genau dann, wenn die
Multiplikation mit jeder von Null verschiedenen ganzen Zahl auf unserer Grup-
pe eine Injektion induziert. Allgemeiner heifit ein Modul iiber einem Ring torsi-
onsfrei genau dann, wenn die Multiplikation mit jedem von Null verschiedenen
Ringelement auf unserem Modul eine Injektion induziert.

Lemma 3.2.20. Aus einer Injektion N' — N von abelschen Gruppen entsteht
durch Darantensorieren einer torsionsfreien abelschen Gruppe M eine Injektion
M X7z, N — M X7z, N.
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Beweis. Ist M endlich erzeugt, so ist M frei nach und das Lemma folgt
aus 3.2.10. Wir fithren nun den allgemeinen Fall darauf zuriick. Jedes Element
t € M ®z N'ist jaBild eines t; € M; ®7 N’ fiir eine geeignete endlich erzeugte
Untergruppe M; C M. Geht ¢ nach Null in M ®z N, so auch in My ®z N fiir
eine geeignete endlich erzeugte Untergruppe My C M mit M; C M,. Nach dem
bereits behandelten Fall verschwindet damit ¢; schon in M; ®7 N’ und erst recht
in M ®z N’ und es folgt ¢t = 0. O]

3.2.21. In einer Sprache, die wir spiter einfiihren werden, hort sich dieser Beweis
so an: Fiir endlich erzeugte Gruppen gilt das Lemma, da sie frei sind. Eine belie-
bige torsionsfreie Gruppe ist der filtrierende direkte Limes ihrer endlich erzeugten
Untergruppen, das Tensorprodukt kommutiert nach 5.1.31 mit direkten Limites,
und filtrierende direkte Limites sind nach 5.1.29 exakt.

Ubung 3.2.22. Ist N’ — N —» N” eine spaltende kurze exakte Sequenz von
R-Moduln, so bleibt die Sequenz exakt unter M ®p. Insbesondere ist also das
Tensorieren iiber einem Korper stets exakt.

Ubung 3.2.23. Seien R, S Ringe und M € Mod-S, N € S-Mod-R und L €
R-Mod Moduln. So ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus (M ®g
N)®rL > M ®s (N ®rL).

Ubung 3.2.24. Sei S — R ein Ringmomomorphismus. Ist M ein S-Modul und
(m;);er eine Basis von M, so bilden die 1 ® m; eine Basis des R-Moduls R®g M.

Ubung 3.2.25. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus derart, daB S als Ring
erzeugt wird vom Bild ¢(R) von R mitsamt den Inversen der Elemente aus p(R)N
S*, soist fir M € Mod-S und N € S-Mod die kanonische Abbildung eine
Bijektion
M®r NS Mg N

Speziell liefert fiir ein Ideal m C R und M € Mod- R/m sowie N € R/m-Mod
die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus M ®zr N — M ® Rr/m NV,
und fiir je zwei Q-Vektorrdume M, N liefert die offensichtliche Abbildung einen
Isomorphismus M ®7 N = M ®q N.

Ubung 3.2.26. Genau dann besteht eine abelsche Gruppe M nur aus Elementen

endlicher Ordnung, wenn gilt M ®; Q = 0. Etwas allgemeiner wird das auch aus
folgen.

Ubung 3.2.27. Sind M’ — M — M" und N’ — N — N" rechtsexakte Sequen-
zen von Rechts- bzw. Linksmoduln iiber einem Ring R?, so ist auch die Sequenz
(M'"@r N)® (M ®r N') - M ®r N - M" ®r N" rechtsexakt.

Ubung 3.2.28. Gegeben ein Rechtsmodul M iiber einem Ring R erhalten wir aus
der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts ein adjungiertes Paar von Funk-
toren (M ®pg, Ab(M, )) zwischen den Kategorien R-Mod und Ab . In groferer
Allgemeinheit wird das in ?? diskutiert.
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Ergiinzende Ubung 3.2.29. Man zeige: Gegeben A D k ein Ring mit einem Teil-
ring und M ein A-Linksmodul ist der Komplex

mit dem Randoperator

WRAI Ve X...0a, M +— Gy XA X ... a, ¥dmM
—ap R 102 R ... R a, KM

TagRa1 Ras Q... R a,m

exakt, ja sogar nullhomotop. Er heifit der Bar-Komplex oder priziser der nicht
normalisierte Bar-Komplex. Hinweis: Das Davorschreiben von 1 ist eine Ho-
motopie der Identitidt mit der Nullabbildung.

Erginzendes Beispiel 3.2.30. Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist fiir je zwei
Mengen X, Y die offensichtliche Abbildung eine Injektion

Ens(X, R) ®g Ens(Y, R) — Ens(X x Y, R)

In der Tat gehe ay ® by + ... + a,, ® b, nach Null. Die Menge aller (4, ...,r,) €
R™ mit by + ... + r,b, = 0in Ens(Y, R) ist ein Untermodul von R". Ist R
linksnoethersch, so ist dieser Untermodul endlich erzeugt, etwa von ¢y, ..., ¢, €
R™. Fir alle x € X gibt es also 1 (x),...,rs(z) € R derart, daB fiir alle ¢ mit
1 <i<ngilta;(x) =ri(x)cy + ... + rp(x)eg. Es folgt

a1®bl+...+an®bn:ZchjZ-@)bi:er@cﬁbi:O
i, 0,
Heike Mildenberger und Martin Ziegler haben ein Beispiel konstruiert, das zeigt,
daf die kanonische Abbildung

Ens(N, R) ®g Ens(N, R) — Ens(N x N, R)

nicht fiir jeden Ring R injektiv ist. Der Ring R ist dabei der Polynomring in ab-
zdhlbar vielen Variablen zg, z1, xs, ..., Y0, Y1, Y2, ... modulo der quadratischen
Relationen z;y; = 0 Vi, j und x;2; = y;y; = 0 auBer bei {i,j} = {2n,2n + 1}
fiir ein n € N. Man betrachte nun die Elemente @ : ¢ +— x; und b : j — y; von
Ens(N, R). Natiirlich hat a®b in Ens(Nx N, R) das Bild Null. Es reicht zu zeigen,
daB a®b nicht bereits selbst Null ist. Dazu betrachte man das Ideal I C Ens(N, R)
aller Abbildungen mit endlichem Triger und setze R* := Ens(N, R)/I. Die Kom-
position
R — Ens(N,R) - R*
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mit der Einbettung als konstante Funktionen links ist ein Ringhomomorphismus.
Seien a*,b* € R* die Bilder von a,b € Ens(N, R). Man zeigt nun, da8 R* einen
R-linearen Ringautomorphismus f besitzt mit der Eigenschaft f(a*)b* # 0. Wir
betrachten dazu die involutiven Automorphismen fa, = fo,.1 : R = R des Rings
R mit fo,(z2,) = Yont1 und fon(y2n) = Z2,11. Jedes Element von R wird nur
von endlich vielen dieser Automorphismen iiberhaupt bewegt. Zusammen liefern
die f; einen Ringautomorphismus f : Ens(N, R) — Ens(N, R) gegeben durch
(u;)ien — (fi(u;))ien- Dieser Automorphismus ist nicht R-linear, hilt jedoch
das Ideal I fest und der davon induzierte Automorphismus f : R* = R* des
Quotienten ist sogar R-linear, da eben jedes Element von R nur von endlich vielen
unserer Automorphismen f; tiberhaupt bewegt wird und folglich jede konstante
Folge nur an endlich vielen Stellen verdndert wird. Damit ist f(a*)b* das Bild der
Folge (y2y1, Y1Y2, Yay3, Y3y, - - -) in R*, und das ist nicht Null.

3.3 Erste Anwendungen in der Homologietheorie

Proposition 3.3.1. Ist C' € Ket ein Kettenkomplex von abelschen Gruppen und
M eine abelsche Gruppe, so definiert die Vorschrift m ® [c] — [m & ¢| Homo-
morphismen

M @z (H,C) — Hy(M ®7C)

Ist M torsionsfrei, so sind diese Homomorphismen sogar Isomorphismen.

Beweis. Die offensichtlichen vertikalen Abbildungen liefern ein kommutatives
Diagramm

M ®z (B,C) — M®z(2,0) —» M®z(H,C)
! !
B, (M ®;C) — Z,(M®,C) —» Hy(M®zC)

in dem auch die obere Horizontale rechtsexakt ist nach 3.2.14 rechtsexakt ist und
das deshalb die behauptete Abbildung auf der Homologie induziert. Ist M torsi-
onsfrei, so ist die obere Horizontale auch exakt und bei Vertikalen sind Isomor-
phismen und induzieren deshalb einen Isomorphismus auf der Homologie. [

Ubung 3.3.2. Fiir jede abelsche Gruppe M und jeden topologischen Raum X und
jedes m € M und jede ¢-Kette ¢ € S, X erkldren wir die ¢-Kette mc € S,(X; M)
mit Koeffizienten in M in der hoffentlich offensichtlichen Weise. Dann liefert die
Abbildung m ® ¢ — mc Isomorphismen M ®z S, X = S,(X; M) fiir alle ¢ und
sogar einen Isomorphismus M ®z S X = S(X; M) von Komplexen.
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Korollar 3.3.3. Ist X ein topologischer Raum und M eine abelsche Gruppe, so
liefert die Vorschrift m ® [c| — |[mc| natiirliche Homomorphismen

M ®7z Hy(X) — Hy(X; M)
Ist M torsionsfrei, so sind diese Homomorphismen sogar Isomorphismen.

Beweis. Die vorhergehende Proposition 3.3.1 liefert uns Homomorphismen M ®,
H,(X) — Hy(M ®2S X), m®|c] — [m®c]|, und Ubung 3.3.2 liefert uns weiter
Isomorphismen H, (M ®z S X) = H,(X; M), [m ® c] — [md]. O

3.4 Torsionsprodukt von abelschen Gruppen

Definition 3.4.1 (Tensorprodukt von Komplexen). Sind C, D Komplexe von
Rechts- bzw. Linksmoduln iiber einem Ring R, so bildet man einen Komplex von
abelschen Gruppen C'®p D, ihr Tensorprodukt alias den Tensorkomplex, durch
die Vorschrift (C' ®g D), = €D, ,—, Cp ®r D, mit dem Differential

Ic®d) =0c®d+ (—1)ec® dd

3.4.2. Ob mitdem Symbol ® das Tensorprodukt zweier Moduln oder vielmehr das
Tensorprodukt zweier Komplexe gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschlie-
Ben. Da das Tensorprodukt mit direkten Summen vertauscht, kommt es darauf
auch nicht so wesentlich an.

3.4.3. Offensichtlich ist das Tensorprodukt von Kettenkomplexen auch ein Funk-
tor Ket(Mod- R) x Ket(R-Mod) — Ket(Ab). Er geht sogar auf die Homotopie-
Kategorien iiber: Sind f,g : C — (' Kettenhomomorphismen und ist 0 eine
Kettenhomotopie zwischen f und g, in Formeln 60 + 06 = f — g, so ist 6 ® id
eine Kettenhomotopie zwischen f ® id und g ® id . Analoges gilt fiir den zweiten
Tensorfaktor, und das Tensorprodukt definiert damit in der Tat auch einen Funktor

Hot(Mod- R) x Hot(R-Mod) — Hot(Ab)

Definition 3.4.4. Gegeben eine abelsche Gruppe M betrachten wir die kurze ex-
akte Sequenz
KM — ZM — M

Mit ZM meinen wir hier die freie abelsche Gruppe iiber der Menge M und mit
KM schlicht den Kern der offensichtlichen Surjektion ZM — M. Wir notie-
ren P M das Anfangsstiick dieser kurzen exakten Sequenz, also den Komplex mit
PiM = KM und PoM = ZM und P,M = 0 fiir ¢ # 0,1, und nennen ihn
die Standardauflosung von 1/. Gegeben zwei abelsche Gruppen M, N definiert
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man eine dritte abelsche Gruppe M * N, ihr Torsionsprodukt, als die erste Ho-
mologiegruppe des Tensorprodukts ihrer Standardauflosungen, in Formeln

M % N := M xz N := H{(PM @z PN)
Wir erhalten so in offensichtlicher Weise einen Funktor * : Ab x Ab — Ab.

3.4.5. Diese Definition mag auf den ersten Blick bizarr wirken. Erst das gleich
folgende Beispiel 3.4.8 und die Anwendung im universellen Koeffiziententheo-
rem 3.5.2 zeigen ihre Sinnhaftigkeit. Vom hoheren Standpunkt aus betrachtet ist
das Torsionsprodukt unser erstes Beispiel fiir einen “derivierten Funktor”, genau-
er haben wir hier den “ersten derivierten Funktor des Tensorprodukts” vor uns,
vergleiche ??.

3.4.6. Wir kiirzen im folgenden ®7 = ® ab. Bezeichnet M[0] die Gruppe M, auf-
gefal3t als Komplex mit einem einzigen Eintrag im Grad Null, so erhalten wir eine
surjektive Kettenabbildung PM — M[0]. Wir behaupten, daB fiir jedes weitere
N die induzierte Abbildung PM @ PN — M[0] ® PN Isomorphismen auf der
Homologie

H;(PM @ PN) = H;(M[0] @ PN)

liefert. In der Tat ist der Kern unserer surjektiven Kettenabbildung PM — M|0]
der Komplex K?M mit KM in den Graden Null und Eins, der Identitit dazwi-
schen als Randoperator und Nullen sonst.Dieser Komplex KM ist nun offen-
sichtlich nullhomotop. Da PN aus torsionsfreien Gruppen besteht, erhalten wir
mit 3.2.20 eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

K’M @ PN — PM ® PN — M[0] @ PN

und da darin der erste Komplex nullhomotop ist, muf3 nach der langen exakten
Homologiesequenz die zweite Abbildung Isomorphismen auf der Homologie lie-
fern. Ist insbesondere von zwei abelschen Gruppen M, N eine torsionsfrei, so gilt
M + N = 0. In der Tat folgt fiir M torsionsfrei sofort

M x N =H{(PM ®PN) = Hi(M[0] @ PN) =0
mit 3.2.20 fiir die letzte Gleichung. Den Fall von torsionsfreiem N behandelt man

analog.

3.4.7. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen M' — M —
M" erhidlt man nach 3.2.20 fiir alle V eine kurze exakte Sequenz von Komplexen
M'QPN — MQPN — M"®P N und daraus mit 3.4.6 eine exakte Sequenz, die
sogenannte Torsionssequenz oder genauer Torsionssequenz im ersten Eintrag

0 — MxN — MxN — M'xN —
— MN — M®N —» M'®@N — 0
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die natiirlich ist in der kurzen exakten Sequenz M’ — M — M" und in N.
Analog konstruieren wir die Torsionssequenz im zweiten Eintrag.

3.4.8. Fiir jede abelsche Gruppe N und jede natiirliche Zahl m # 0 liefert der
Randoperator der Torsionssequenz zur offensichtliche kurzen exakten Sequenz

757 17 /mZ einen Isomorphismus
(Z/mZ)* N = {a € N | ma=0}

Die Gruppe auf der rechten Seite wiirde man in Worten die “Gruppe aller Elemen-
te von N mit m-Torsion” nennen, daher wohl auch die Bezeichnung der linken
Seite als “Torsionsprodukt”.

Ubung 3.4.9. Man zeige, daB das Torsionsprodukt mit beliebigen direkten Sum-
men vertauscht.

Erginzende Ubung 3.4.10. Das Torsionsprodukt M x N von zwei abelschen Grup-
pen besitzt keine Elemente unendlicher Ordnung. Hinweis: Man zeige (M *N)®z,
Q=0.

3.4.11. Sind C, D Komplexe von Rechts- bzw. Linksmoduln iiber einem Ring R,
soistv : C®r D — D®p C,c®@d +— (—1)l4d @ ¢ ein Isomorphismus
von Kettenkomplexen. Speziell erhalten wir so fiir C, D € Ket einen natiirlichen

Isomorphismus
v:C®D>DeC

In der Tat priifen wir die Bedingung 0v(c® d) = v9(c ® d) durch die Umformun-
gen

v(c®d) = Delg(d @ c)
DIeldlgd @ ¢ + (—1)lld+d g @ gc)
vO(c®d) = v(0c®d)+ (—1)v(c® dd)

— (=)l g g G 4 (—1)lE (= 1)leldiHelgd & ¢

(_
(_

Ergiinzende Ubung 3.4.12. Man zeige, daB unser v : PM @ PN — PN @ PM
aus 3.4.11 Isomorphismen vy n : M * N = N x M liefert mit Up.N O UN p = id.
Man zeige weiter, daB fir M’ <— M — M" eine kurze exakte Sequenz sogar das
Diagramm

M'sx N— M @ N

| |

NsxM'—=NxM

kommutiert mit den Randabbildungen der entsprechenden Torsionssequenzen in
den Horizontalen und unseren Vertauschungen in den Vertikalen.
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Ergiinzende Ubung 3.4.13. Seien A, B Ringe und M € Ket(Mod- A), X €
Ket(A-Mod- B) und N € Ket(Mod- B) Komplexe. So erhalten wir mit dem
Hom aus 1.4.10 einen Isomorphismus von Komplexen

Hom_p(M ®4 X, N) = Hom_4(M,Hom_g(X, N))

gegeben durch ¢ — @ mit ¢(m)(z) = ¢(m & x), und der induzierte Isomor-
phismus auf den Nullzykeln liefert ein adjungiertes Paar ( ® 24X, Hom_5(X, ))
von Funktoren zwischen dgMod_ , und dgMod_ 5 . Speziell erhalten wir so eine
Adjunktion

(®X,Hom(X, ))

von Funktoren Ket — Ket von der Kategorie der Komplexe abelscher Gruppen
in sich selber.

Ergiinzung 3.4.14. Arbeiten wir in Ubung 3.4.13 statt mit Rechts- mit Linksmo-
duln M € Ket(A-Mod), X € Ket(B-Mod-A) und N € Ket(B-Mod), so
haben wir analog

Homp(X ®4 M, N) = Homa(M, Homp (X, N))

vermittels ¢ — ¢ mit ¢(m)(x) = (—1)"#lp(2 ® m). Daraus erhalten wir ins-
besondere ein adjungiertes Paar (X®,4 , Homp(X, )) von Funktoren zwischen
dgMod 4, und dgMod .

3.4.15. Bezeichne Ket die Kategorie der Komplexe abelscher Gruppen oder allge-
meiner der Komplexe von Moduln iiber einem kommutativen Ring £. Wir werden
im folgenden einer Vielzahl von natiirlichen Kettenabbildungen begegnen, die alle
aus den folgenden drei Grundkonstruktionen entstehen:

1. Dem Funktor ® : Ket x Ket — Ket aus 3.4.1;

2. Der Isotransformation a : ®(® x Id) = ®(Id x®) der in hoffentlich offen-
sichtlicher Weise gegebenen Funktoren Ket x Ket x Ket — Ket alias der
Sammlung von natiirlichen Isomorphismen a : (A® B)@C — A®(B®C)
mit (a ® b) ® ¢ — a ® (b ® ¢) nach 3.8.4, genannt “Assoziatoren”;

3. Der Isotransformation von Funktoren v : ®7 = ® fiir die Vertauschung
7 : Ket x Ket — Ket x Ket alias unserer Wahl von natiirlichen Isomor-
phismenv : C ® D = D ® C aus 3.4.11, genannt “Kommutatoren”.

Die Vorzeichenwahlen in diesen Konstruktionen haben wir in der Weise vertrig-
lich gewihlt, da3 gegeben eine endliche Familie von Komplexen und zwei Ten-
sorausdriicke, in denen jeder unserer Komplexe genau einmal vorkommt, je zwei
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mit unseren Assoziatoren a und Kommutatoren v gebildeten Morphismen zwi-
schen unseren beiden Tensorausdriicken iibereinstimmen. Ist etwa unsere Fami-
lie A, B, C und betrachten wir die beiden Tensorausdriicke A ® (B ® C') und
(C ® A) ® B, so kommutiert das Diagramm

(Be(C)®
/ \
A® (B®C) ®(C®A)
(A®££ C®/J/1)
\ /
C®(A® B)

in dem alle Pfeile abwechselnd als Kommutatoren und Assoziatoren in hoffentlich
offensichtlicher Weise zu verstehen sind. Im allgemeinen sieht man unschwer ein,
daf jede derartige Verkniipfung auf Tensoren von homogenen Elementen, unab-
hingig von der Klammerung, durch eine Vorschrift der Arta; ® as ® ... ® a, +—
tay(1) R Ag2) @ ... & Gy(n) gegeben wird, mit einem Vorzeichen, das der Paritit
der Vertauschung der Reihenfolge der Faktoren a; von ungeradem Grad in unse-
rem Tensor entspricht. Salopp gesprochen gilt es also, “ein Vorzeichen (—1)l/
einzufithren, wann immer zwei homogene Tensorfaktoren a, b der Grade |al, |b|
vertaucht werden”. Im iibrigen liegt man mit dieser Faustregel auch richtig bei der
Formel 0(c®d) = 0c®d+(—1)lc®dd aus 3.4.1 fiir das Differential homogener
Tensoren, wenn man sich 0 als “homogen von ungeradem Grad” denkt.

3.4.16. In ?? bzw. ?? werden wir ganz allgemein eine “symmetrische Tensor-
kategorie” erkldren als ein Datum dieser Art mit gewissen Eigenschaften, die in
der hier vorliegenden Situation unter anderem deshalb erfiillt sind, weil wir “die
Vorzeichen bei allen drei Grundkonstruktionen kompatibel gewihlt haben.” Es
sind jedoch im hier vorliegenden Fall der Kettenkomplexe durchaus auch andere
“kompatible Vorzeichenwahlen” denkbar.

3.4.17. Nach 3.4.13 besitzt fiir alle X € Ket der Funktor ® X : Ket — Ket
einen Rechtsadjungierten in der Gestalt des Funktors Hom (X, ) mitsamt den in
3.4.13 beschriebenen Adjunktionsabbildungen. In dieser Weise werden also die
Funktoren Hom (X, ) oder priziser diese Funktoren zusammen mit den fragli-
chen Adjunktionen durch den Funktor ® aus unseren Grundkonstruktionen bereits
eindeutig festgelegt bis auf eindeutigen Isomorphismus.
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3.5 Das universelle Koeffiziententheorem

3.5.1. In diesem Abschnitt kiirzen wir systematisch ®7 = ® und %z = * ab.

Satz 3.5.2 (Universelles Koeffiziententheorem der Homologie). Gegeben ein
topologischer Raum X und eine abelsche Gruppe G gibt es Isomorphismen

H,(X;G) = (Hy(X) ® G) @ (Hp—1(X) * G)

3.5.3. Dasselbe gilt fiir relative Homologie und mit Koeffizienten in einem belie-
bigen Hauptidealring R, fiir den wir allerdings erst noch das Torsionsprodukt
einfithren miiSten. Der Satz behauptet nur die Existenz solcher Isomorphismen.
Inwieweit sie natiirlich sind, wird im Beweis genauer diskutiert werden.

Beispiel 3.5.4. Wir haben einerseits Hy(P?R; Z) = 0 nach 2.10.25 oder 3.1.7 und
Hy(P?R;Z/27Z) = 7./27 nach 3.1.6 oder 3.1.7. In diesem Fall behauptet unser
Theorem die Existenz eines Isomorphismus

Hy(P?R; Z/27) = 7./27 = H,(P°R) * Z/2Z

Das mag der Leser auch direkt priifen, zum Beispiel mithilfe des Hurwitz-Isomor-
phismus und

Beweis. Tensorieren wir die kurze exakte Sequenz KG — ZG — @ iiber Z mit
dem Komplex von freien abelschen Gruppen SX, so erhalten wir mit 3.3.2 eine
kurze exakte Sequenz von Komplexen

SX ® KG — SX ® ZG — S(X;G)

Bilden wir die exakte Homologiesequenz und beachten die Isomorphismen (H,SX)®
ZG = H(SX®ZG) und (H,SX)@ KG = H,(SX ® KG) nach 3.3.1, so ergibt
sich mit der Abkiirzung H,(SX) = H, die lange exakte Sequenz

H,®KG — H,®ZG — H,(X;G) — H,-1 ® KG — H,_1 QZG

und dann mit der Rechtsexaktheit von ® und der Definition von * und 3.5.6 eine
kurze exakte Sequenz

He(X) © G — Hy(X;G) —» Hyt(X) G

Es bleibt zu zeigen, daBl sie spaltet. Aber die kurze exakte Sequenz Z,X —
S,X — B,_1X spaltet, da B,_; X C S,_1.X frei ist nach 3.5.7, wir finden nach
2.2.10 also ein Linksinverses S, X — Z,X der Einbettung der Zykel in die Ketten
und das induziert die gesuchte Spaltung H,(X; G) — H, (X) ® G. O
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3.5.5. Die Spaltung im vorhergehenden Beweis ist fiir festes X natiirlich in G.
Sie kann aber nicht bei festem G # 0 natiirlich in X gewihlt werden. Dazu hiitte
ich gerne ein gut zugingliches Beispiel etwa eines Raums X mit einer stetigen
Abbildung f : X — X, die die Identitét auf Hy(X) und Hy(X) induziert, nicht
aber auf Hy(X; G).

3.5.6. Ist A — B — C — D — E eine exakte Sequenz, so ist (cok(A — B)) —
C — (ker(D — E)) eine kurze exakte Sequenz.

Satz 3.5.7. Jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist frei.

3.5.8. Der anschlieBende Beweis zeigt allgemeiner: Jeder Untermodul eines freien
Moduls iiber einem Hauptidealring ist frei. Fiir endlich erzeugte Gruppen folgt das
aus in Verbindung mit , fiir endlich erzeugte Moduln analog aus

in Verbindung mit . Die Hauptarbeit besteht darin, auch nicht notwendig
endlich erzeugte Gruppen bzw. Moduln zu behandeln.

Beweis. Sei I eine Menge und U C ZI eine Untergruppe. Wir betrachten die
Menge aller Paare (J, B) wo J C [ eine Teilmenge ist und B eine Z-Basis des
Schnitts U N ZJ. Diese Menge ist nicht leer und ist induktiv geordnet. Sie besitzt
also nach Zorns Lemma ein maximales Element (/,,,, B,,) und es gilt zu
zeigen J,, = I. Aber sonst sei ¢ € I\J,,. Das Bild von U N Z(J,, U {i}) in
Zi unter der offensichtlichen Projektion ist von der Form rZ: fiir ein r € Z. Ist
r # 0, so wihlen wir ein Urbild « von 7 in U und (J,, U {i}, B,, U {u}) wire
ein groBeres Paar. Ist » = 0, so wire schon (J,,, U {i}, B,,) ein groBeres Paar. In
jedem Fall steht J,,, # I im Widerspruch zur Maximalitéit von (J,,, By,). [

3.6 Homologie von Produkten

3.6.1. Gegeben topologische Rdume X, Y scheint mir anschaulich klar, daf man
natiirliche Produktabbildungen

(HpX) x (HgY) — Hppg(X X Y)

erwarten darf. Suchen wir zum Beispiel das Produkt von zwei Homologieklassen
vom Grad 1, und werden diese Klassen repréisentiert durch geschlossene Wege
in X bzw. Y, so liefern unsere beiden Wege zusammen eine Abbildung des 2-
Torus nach X X Y| und jede Triangulierung dieses 2-Torus liefert einen 2-Zykel
im Produkt, der dann das Produkt unserer beiden 1-Klassen reprisentieren soll.
Diese Anschauung werden wir im folgenden zur Definition des “Kreuzprodukts
der Homologie” formalisieren und zeigen, wie uns die “Kiinneth-Formel” erlaubt,
die Homologie eines Produkts aus der Homologie seiner Faktoren zu berechnen.
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Arbeiten wir zur Vereinfachung mit Koeffizienten in einem Korper k, so liefert
nach dieser Formel das Kreuzprodukt sogar Isomorphismen

P H(Xk) @ H(Yik) S Hu(X x Yik)

ptg=n

Besitzen insbesondere X und Y eine im Sinne von 2.4.12 wohldefinierte Euler-
charakteristik, so auch X x Y und es gilt x(X x Y) = x(X)x(Y). Der Fall
ganzzahliger Koeffizienten ist nur unwesentlich komplizierter. Nach diesen Vor-
bemerkungen beginnen wir nun die formale Arbeit.

Satz 3.6.2 (Eilenberg-Zilber). Von der Kategorie der Paare topologischer Ridume
in die Kategorie der Kettenkomplexe betrachte man die beiden Funktoren S(x) :

(X,)Y) = S(X xY)undS®S: (X,Y) — SX ®z SY.

1. Es gibt eine Transformation von Funktorenn : S ® S = S(X), die auf der
nullten Homologie dieselben Abbildungen induziert wie die offensichtlichen
Isomorphismen Sy X ®7 SgY — So(X x Y).

2. Fiir jede solche Transformation sind die Kettenabbildungen 1) x y) fiir alle
X, Y Homotopiedquivalenzen.

3. Je zwei solche Transformationen 1 und 1’ bestehen aus homotopiedquiva-
lenten Kettenabbildungen, d.h. gegeben zwei solche Transformationen 1 und
1" haben wir 1(x,y) == 1 y fiir alle X, Y.

3.6.3. Ich gebe zu, dal} die in diesem Text gewdihlte Terminologie zu Verwechs-
lungen der Kategorie Top? = Top x Top aller Paare topologischer Riume mit der
Kategorie Top“ aller Raumpaare aus 2.1.6 einlddt. Mir ist jedoch keine bessere
Terminologie eingefallen.

3.6.4. Der vorstehende Satz liefert uns eine wohlbestimmte Isotransformation
zwischen Funktoren von der Kategorie der Paare topologischer Riume in die Ho-
motopiekategorie der Kettenkomplexe, die Eilenberg-Zilber-Transformation

S®S = S(x)

Eine Kettenabbildung 7xy) : SX ®z SY — S(X x Y), die diese Aquivalenz
“materialisiert”, nennen wir eine Eilenberg-Zilber-Abbildung. Will man ihre an-
schauliche Bedeutung verstehen, so mag das in 3.7.3 gegebene explizite Beispiel
helfen. Wir wollen den Satz abstrakt mithilfe der Methode der “azyklischen Mo-
delle” beweisen und fiihren dazu nun die notige Terminologie ein. Zum Aufwir-
men beweisen wir erst einmal eine einfachere Aussage, das sogenannte “Haupt-
lemma der homologischen Algebra”.
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Ubung 3.6.5. Man zeige, daB fiir je zwei topologische Riume X,Y der offen-
sichtliche Isomorphismus SoX ®z SoY — So(X x Y) einen Isomorphismus
Ho(SX ®7 SY) = HeS(X x Y) induziert.

Definition 3.6.6. Sei R ein Ring. Ein R-Modul P heilit projektiv genau dann,
wenn jeder surjektive Homomorphismus A — A” von R-Moduln eine Surjektion
Hompg(P, A) - Hompg(P, A”) von Homomorphismenrdumen induziert.

Beispiel 3.6.7. Ist A” — A — A” eine kurze exakte Sequenz von Moduln iiber
einem Ring R und ist M ein weiterer R-Modul, so ist die induzierte Sequenz

Homp(M, A") — Hompg(M, A) — Homp(M, A”)

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil mul3 keineswegs wieder eine Sur-
jektion sein. Fiir die kurze exakte Sequenz 27 — 7Z — 7Z/27 etwa kommt die
Identitit Z /27 — 7Z./27 nicht von einem Morphismus Z /27 — 7 her.

Beispiele 3.6.8. Gegeben ein Ring R ist jeder freie R-Modul projektiv. Sind P’, P”
zwei R-Moduln und ist ihre Summe P’ & P” projektiv, so auch die Summanden
P"und P”. Uber einem Ring der Gestalt R = R’ x R” fiir zwei Ringe R', R" ist
insbesondere R’ x 0 ein projektiver Modul, der jedoch nicht frei ist, falls R’ und
R’ von Null verschieden sind.

Lemma 3.6.9. Ein Modul iiber einem Ring ist projektiv genau dann, wenn er
direkter Summand eines freien Moduls ist.

Beweis. Natiirlich ist jeder direkte Summand eines freien Moduls projektiv. Ist
umgekehrt P ein projektiver R-Modul, so finden wir einen freien Modul F' und
eine Surjektion ' — P. Nach Annahme induziert diese Surjektion eine Surjekti-
on Hompg(P, F) — Homg(P, P). Jedes Urbild der Identitit auf P ist dann eine
Spaltung der Surjektion ' — P. [

Satz 3.6.10 (Hauptlemma der homologischen Algebra). Seien gegeben R ein
Ring, P ein Komplex projektiver R-Moduln mit P, = 0 fiir ¢ < 0 und C' ein
Komplex von R-Moduln mit H,(C) = 0 fiir ¢ > 0. So induziert das Bilden der
nullten Homologie eine Bijektion

HOtR(P, C) = HOIIIR(H()P, H(]C)

zwischen der Menge der Homotopieklassen von Kettenabbildungen einerseits und
der Menge der R-linearen Abbildungen auf der nullten Homologie andererseits.

Beweis. Als erstes zeigen wir die Surjektivitit. Sei 7 : HoP — HoC' gegeben.
Wir beginnen unsere Konstruktion einer Kettenabbildung f : P — (' indem wir
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notgedrungen setzen f, = 0 fiir ¢ < 0. Wegen der Projektivitit von F; finden wir
fo: Py — Z,C derart, da} das Diagramm

fo

PO — Z()C
! !
HoP 5 H,C

kommutiert. Dann landet die Verkniipfung f,0 : P, — Z,C sogar in ByC und we-
gen der Projektivitit von P; finden wir f; : P, — Cy mit0f; = fo0 : P, — C.
Haben wir bis zu einem ¢ > 1 induktiv f, bereits gefunden mit 0f, = f,_10, so
gilt 0f,0 = 0, wegen H,C' = 0 landet also f,0 in B,C und wegen der Projektivi-
tit von P44 finden wir f,11 : Ppy1 — Cyqq mit 0f,41 = f,0 und die Induktion
lauft. Das zeigt die Surjektivitit. Um die Injektivitdt zu zeigen miissen wir prii-
fen, dal der Kern unserer Surjektion verschwindet, daf also eine Kettenabbildung
f P — C, die auf der nullten Homologie die Nullabbildung induziert, schon
nullhomotop ist. Wir suchen also unter dieser Voraussetzung s, : P, — C,;; mit
fq = 54-10 + 0s, fiir alle g. Wieder beginnen wir notgedrungen mit s, = 0 fiir
g < 0. Da fy nach Annahme in B,C landet finden wir auch sofort sy mit fy = Jsg.
Haben wir bis zu einem ¢ > 0 induktiv s, bereits gefunden mit f, = ds, + 5,10,
so folgt O(fy4+1 — $,0) = (fy — 0s,)0 = 0und f 41 — 5,0 landet in B, C als da
heiBt, es gibt s, 1 mit f, 11 — s,0 = Js,.1. Das zeigt die Injektivitit. O

Definition 3.6.11. Sei C eine Kategorie. Eine Basis eines Funktors

F:C— Ab

ist eine Familie (M, m;);c; von Paaren bestehend aus jeweils einem Objekt M; €
C und einem Element m; € F(M;) seines Bildes unter unserem Funktor derart,
daB fiir jedes X € C die (F'f)(m;) miti € [ und f € C(M;, X) eine Z-Basis von
F(X) bilden.

Beispiel 3.6.12. Fiir alle ¢ > 0 ist die einelementige Familie (A, 7,) bestehend
aus dem g-ten Standardsimplex A, und dem tautologischen singuldren Simplex
7, € S4(4,) eine Basis des Funktors der ¢g-Ketten S, : Top — Ab.

Proposition 3.6.13. Seien G : C — Ab zwei Funktoren und (M;, m;);cs eine
Basis von F. So haben wir eine Bijektion

Trans(F,G) — [l,c; G(M;)
n = (g (M) )ier

Beweis. Den Beweis dieser Verallgemeinerung von 1.4.4 iiberlassen wir dem Le-
ser. [
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Definition 3.6.14. Sei C eine Kategorie und M C Ob(C) eine Teilmenge. Ein
Funktor ' : C — Ab heif3t frei mit Modellen in M genau dann, wenn er eine
Basis (M;, m;);es besitzt derart, da alle M; zu M gehoren.

Satz 3.6.15 (iiber azyklische Modelle). Seien G : C — Ket zwei Funktoren
von einer Kategorie C in die Kategorie der Kettenkomplexe abelscher Gruppen
und bezeichne F,,G, : C — Ab die homogenen Komponenten der jeweiligen
Komplexe. Sei M eine Menge von Objekten von C. Wir nehmen an, daf3 gilt Fi, = 0
fiir ¢ < 0 und daf alle F) frei sind mit Modellen in M. Wir nehmen weiter an,
dap fiir alle M € M die Homologie H,(GM) verschwindet fiir alle ¢ > 0. So
gilt:

1. Fiir jede Transformation h : HoF = HoG gibt es eine Transformation
f:F=Gmith="mH,f.

2. Sind f,f' : F = G zwei Transformationen mit Hof = Hof', so sind f
und f' “natiirlich kettenhomotop”, als da heift, es gibt Transformationen

8g: Fy = Goypy mit f — [ = 06 + 60.

3.6.16. Ein topologischer Raum, dessen reduzierte Homologie identisch verschwin-
det, heiBt azyklisch. Ubertragen nennt man manchmal auch Komplexe azyklisch,
deren Homologie vom Grad Null abgesehen identisch verschwindet. Die wesentli-
che Voraussetzung des vorhergehenden Satzes 146t sich dahingehend formulieren,
dall “G in echt positiven Graden azyklisch ist auf den Modellen von F”. Speziali-
siert man den Satz iiber azyklische Modelle auf den Fall einer Kategorie C mit nur
einem Objekt und einem Morphismus, eben der Identitét dieses einzigen Objekts,
so erhilt man dieselbe Aussage wie bei der Spezialisierung des Hauptlemmas der
homologischen Algebra 3.6.10 auf den Fall freier statt projektiver Moduln.

Beweis. 1. Notgedrungen setzen wir f, = 0 fiir ¢ < 0. Um eine Transformation
fo : Fo = Gy anzugeben reicht es, die Bilder z; € Go(M;) von m; € Fy(M;)
anzugeben, fiir (M;, m;) eine Basis von Fj. Diese Bilder kdnnen wir sicher als Zy-
kel wihlen derart, da auf der Homologie gilt & : [m;] — [z;]. Dann kommutiert
notwendig das Diagramm

E 2 za
N8 N8
HoF & H,G

und dariiber hinaus gilt 0 f, = f,_10 fiir alle ¢ < 0. Jetzt miissen wir nur noch fiir
q > 0 Transformationen f, : F, = G, konstruieren derart, da3 gilt 0f, = f,—10.
Das gelingt induktiv. Ist (M;, m;) eine Basis von Fj, so reicht es aus, f,(m;) €
G4(M;) so festzulegen, daB gilt

8fqmj = fq_lﬁmj Vj
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Im Fall ¢ = 1 finden wir solche f;(m;), da nach Konstruktion von f; alias wegen
der Kommutativitit obigen Diagramms die Verkniipfung fo0 : FiM; — GoM;
faktorisiert iiber BoGM;. Fir ¢ > 1 folgt aus unserer Azyklizitits-Annahme
H,—1GM; = 0, so daB wir solche f,(m;) finden konnen, wenn gilt 0f,_10m; =
0. Das folgt aber aus der per Induktion bereits bekannten Formel 0f,_; = f,_20.

2. Ahnlich wie im Beweis des ersten Teils konstruieren wir beginnend mit §, = 0
fiir ¢ < 0 induktiv Losungen ¢, der Gleichungen

06y = fy— [l — 8,10

Wir finden solche Losungen fiir ¢ = 0, da f, — f in den Réndern B, G landet, und
fiir ¢ > 0, da wir induktiv haben

a(fq - fé - 5(1718) = (qul - fé—l - 35q,1)8
= 5,500
=0 O

Beweis von Eilenberg-Zilber. Der Funktor (X,Y) — S,(X x Y) ist offensicht-
lich frei mit Basis ((A,, A,), diag), wobei diag : A, — A, x A, die diagonale
Einbettung diag € S,,(A,, x A,,) bezeichnet. Der Funktor (X,Y) — (SX®zSY),
ist frei mit Basis ((A,, Ay), 7 ®T;)p+q=n den Tensorprodukten der tautologischen
Simplizes. Wir zeigen als nichstes, da3 beide Funktoren auf ihren eigenen Model-
len und den Modellen des anderen Funktors azyklisch sind, daf} also die hoheren
Homologiegruppen der Komplexe S(A, xA,) und SA,®7SA, verschwinden. Die
erste Aussage folgt daraus, dal A, x A, konvex ist. Um die zweite Aussage ein-
zusehen, bilden wir den Kettenkomplex Z[0], der nur im Grad Null lebt und dort Z
ist. Nun betrachtet man die Folge von Kettenabbildungen S(A,) — S(pt) — Z[0]
und erkennt, daf alle diese Abbildungen Homotopiedquivalenzen sind, zum Bei-
spiel mit 1.4.8 fiir die erste Abbildung und expliziter Rechnung fiir die zweite,
oder mit 4.6.3. Es folgt eine Homotopiedquivalenz SA, ®z SA, — Z[0] ®z Z[0]
und so die Azyklizitit dieses Komplexes. Der Satz iiber azyklische Modelle in
Verbindung mit 3.6.5 liefert uns also Transformationen 7 : S ® S = S(x) und
a : S(x) = S®S von Funktoren Top? — Ket die auf der nullten Homologie die
durch 3.6.5 gegebene Abbildung bzw. ihre Inverse induzieren. Weiter liefert er,
daf alle moglichen Wahlen von 1 bzw. o dieselbe Transformation von Funktoren
Top? — Hot liefern. Und schlieBlich liefert er, daB 1 o o bzw. a o 7 die Identitiit
auf den durch S ® S bzw. S(x ) gegebenen Funktoren Top® — Hot induzieren, da
sie nimlich beide auf der nullten Homologie die Identitit liefern. [

3.6.17. Sind C, D Komplexe von Rechts- bzw. Linksmoduln tiber einem Ring R,
so haben wir offensichtliche Abbildungen

H,C @rHD — Hpry(C ®p D)
[Jeld  — [c®d]
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Verschwinden unsere beiden Komplexe in allen Graden, die man von Null aus in
Richtung der Pfeile erreicht, so liefert die natiirliche Abbildung sogar einen Iso-
morphismus H,C ®@r HoD — Ho(C &g D) als Konsequenz aus der Rechtsex-
aktheit des Tensorprodukts, vergleiche 3.2.27.

Definition 3.6.18. Gegeben topologische Rdume X, Y induziert jede Eilenberg-
Zilber-Abbildung in der Homotopiekategorie der Kettenkomplexe denselben Iso-
morphismus

Die nach 3.6.17 auf der Homologie induzierten Abbildungen schreibt man in der

Form
H,X xH,Y — H, (X xY)

(c,d) — cxd

und nennt sie das Kreuzprodukt der Homologie. Ist allgemeiner R ein Ring,
so liefert die Vorschrift (¢ ® d) ® r +— ¢ ® rd Isomorphismen von R-Bimoduln
(SX®2SY)®zR = S(X; R)®gS(Y; R). In der Tat kann man zum Beispiel argu-
mentieren, daf die so definierte Abbildung eine Basis fiir die Linksoperation von
R in eine ebensolche iiberfiihrt. Damit definiert jede Eilenberg-Zilber-Abbildung
bis auf Homotopie wohlbestimmte Kettenabbildungen, ja sogar Homotopiedqui-
valenzen S(X; R) ®g S(Y; R) = S(X x Y; R). Die nach 3.6.17 auf der Homo-
logie induzierten Abbildungen schreibt man in der Form

H,(X;R) xH,(Y;R) — H, (X xY;R)
(c,d) — cxd

und nennt sie das Kreuzprodukt der Homologie mit Koeffizienten.

Lemma 3.6.19. Sind C, D Kettenkomplexe von Vektorriumen iiber einem Korper
k, so liefern die natiirlichen Abbildungen Isomorphismen

P H.(C) @ Hy(D) = H,(C @k D)

ptg=n

Beweis. Nach 1.4.12 gibt es in der Homotopiekategorie der Kettenkomplexe von
k-Vektorrdumen eindeutig bestimmte Isomorphismen HC — C und HD = D,
die auf der Homologie die offensichtlichen Identifikationen induzieren. Mit 3.4.3
folgt eine Homotopieiquivalenz HC @ HD — C ® D, die dann den gewiinschten

Isomorphismus HC' ® HD — H(C ® D) induziert. O

Satz 3.6.20 (Kiinneth-Formel mit Koeffizienten in einem Korper). Fiir zwei
beliebige topologische Rdume X,Y und Homologie mit Koeffizienten in einem
Korper k definiert das Kreuzprodukt der Homologie Isomorphismen

P H(X;k) @p Hy(Yik) & Ha(X x Vk)

ptg=n
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Beweis. Fiir diesen Beweis vereinbaren wir die Abkiirzungen H(X; k) =: HX
und S(X; k) =: SX sowie ®, =: ® . Unser Lemma 3.6.19 und die Homo-
topiedquivalenz SX ® SY = S(X x Y) liefern in der Tat auf der Homologie
Isomorphismen

HX ® HY H(X x V)

I I
H(SX) ® H(SY) = H(SX ®SY) S H(S(X x Y)) O

Satz 3.6.21 (Kiinneth-Formel). Gegeben topologische Riume X und Y liefert
das Kreuzprodukt der Homologie die erste Abbildung einer natiirlichen kurzen
exakten Sequenz

P HXeHY) S H,(X xY)» § (HX«HY)

p+g=n pt+g=n—1

die in unnatiirlicher Weise spaltet und deren zweite Abbildung im Beweis explizit
angegeben werden wird.

Ergdnzung 3.6.22. Die von der Vertauschung X X Y — Y x X auf der Homo-
logie induzierte Abbildung 146t sich zu einem Morphismus der entsprechenden
Kiinneth-Sequenzen erginzen. Wie die zugehorige Abbildung auf dem Tensorpro-
dukt der Homologien aussieht, erklirt die “graduierte Kommutativitéit des Kreuz-
produkts” nach 3.8.2. Wie die zugehorige Abbildung auf dem Torsionsprodukt der
Homologien aussieht, habe ich mir nicht so genau iiberlegt. Wer hilft?

3.6.23. Arbeitet man mit Koeffizienten in einem Hauptidealring, so gilt dieselbe
Formel mit demselben Beweis. Insbesondere erhalten wir die Kiinneth-Formel mit
Koeffizienten in einem Korper als Korollar. Ich habe nur deshalb einen separaten
Beweis fiir Korper gegeben, da mir dieser sehr viel einfacher schien als der Beweis
im allgemeinen.

3.6.24 (Verschieben von Komplexen). Ist C' ein Komplex, so bezeichnen wir mit
C[1]

den “um eins gegen die Richtung der Pfeile verschobenen Komplex”, in Formeln
(C[1]), = C,—1 bzw. bei Kokettenkomplexen (C[1])? = C?*'. Jedes Element
¢ € C liefert ein Element c[1] € C[1]. Entgegen leider iiblichen Konventionen
fithre ich hier beim Randoperator kein Vorzeichen ein. Bezeichnet also Z[1]| den
um eins gegen die Richtung der Pfeile verschobenen Komplex Z[0] und ist C' ein
Komplex von abelschen Gruppen, so definiert die Abbildung c®1[1] — ¢[1] einen
Isomorphismus von Komplexen C' ® Z[1] = C[1]. Dahingegen bezeichne
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den um eins gegen die Richtung der Pfeile verschobenen Komplex, bei dem zu-
sitzlich der Randoperator 0 durch —0 ersetzt wird. Jedes Element ¢ € C' liefert
auch ein Element [1]c¢ € [1]C, und in diesen Notationen haben wir d([1]c) =
—[1](0c). Wieder liefert 1[1] ® ¢ + [1]c einen Isomorphismus von Komplexen
Z[1] ® C = [1]C. Die offensichtliche Abbildung induziert dann einen Isomor-
phismus von Kettenkomplexen

(C® D)[1] = C® (D[1])

und die Abbildung [1]c — (—1)ll¢c[1] mit |c| = ¢ fiir ¢ € C9 ist ein Isomorphis-
mus [1]C' = C[1].

Beweis. Sicher haben wir eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen
ZX — SX — BX|1]

wobei vorne und hinten Komplexe mit Differential Null stehen. Tensorieren wir
iiber Z mit dem aus freien abelschen Gruppen bestehenden Komplex SY, so er-
halten wir eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

ZX ®SY < SX ®SY — BX[1] ® SY

Da ZX und BX auch aus freien abelschen Gruppen bestehen und Differential
Null haben, hat die zugehorige lange exakte Homologiesequenz die Gestalt

(BX[]@HY)ppy —
— (ZX®HY), — H,(SX®SY) — (BX[1]oHY), -
— (ZX®HY),.1 —

Man iiberzeugt sich miihelos, dall die Randabbildungen hier schlicht von den Ein-
bettungen der Rénder in die Zykel induziert werden, so dal sich aufgrund der
kurzen exakten Sequenz BX — ZX — HX und der exakten Tor-Sequenz eine
natiirliche kurze exakte Sequenz der Gestalt

(HX ® HY ), — H,(X x V) = (HX « HY),_,

ergibt. Um eine Spaltung dieser Sequenz anzugeben, wihlen wir einfach Linksin-
verse der Einbettungen ZX — SX, ZY < SY und solche Linksinversen existie-
ren, da ja die jeweiligen Kokerne BX, BY nach 3.5.7 frei sind als Untergruppen
der freien abelschen Gruppen SX, SY. U

Ubung 3.6.25. Man berechne die Homologie von P?R x P?R.
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Ergiinzende Ubung 3.6.26 (Verschieben und Hom-Komplexe). Gegeben Kom-
plexe X, Y liefern die offensichtlichen, ohne alle Vorzeichen erklérten Identifika-
tionen Isomorphismen von Komplexen

Hom(X,Z) = Hom(X[1],Z[1])
Hom([1]X,Z) = Hom(X, Z)[-1]
Hom(X,[1]Z) = [1]Hom(X,Z2)

3.7 Eine explizite Eilenberg-Zilber-Abbildung

3.7.1. Um zusitzliche Anschauung bereitzustellen, gebe ich eine mogliche Eilenberg-
Zilber-Abbildung auch noch explizit an. Wir werden diese explizite Form nicht
benotigen, deshalb fiihre ich den Beweis nicht aus. Wir betrachten fiirn = p + ¢
alle affinen injektiven Abbildungen

wi A, = Ay x A,

die Ecken auf Paare von Ecken werfen und die “in jeder Komponente monoton
wachsen auf den Ecken”. So eine Abbildung entspricht eindeutig einer Injektion

w=(,0):{0,...,n} = {0,...,p} x {0,...,q}

mit monoton wachsenden « und (3. Man erkennt, daB} fiir solch ein w notwendig
gilt w(0) = (0,0), w(n) = (p, q) und daB beim Ubergang von i zu i + 1 entweder
« oder (3 aber nicht beide um 1 wachsen. Man kann sich so ein w vorstellen als
einen Weg von (0, 0) nach (p, q), der in jedem von n Zeitschritten entweder eins
nach oben oder eins nach rechts gehen darf. Die Fliche unterhalb dieses Weges
im Quadrat [0, p] x [0, ¢] notieren wir n(w), in Formeln

nw) = 3 (B+ 1) - Al +1) - i)

Unsere Abbildungen w : A, — A, x A, sind die n-Simplizes einer Triangulie-
rung von A, x A4, aber diese Erkenntnis ist nur fiir die Anschauung von Belang.
Jetzt definieren wir Homomorphismen

S, X ®zS,Y — Spiq(X X Y)
CRT = S (=1)"@ (o x T) ow

und erhalten so eine Transformation von Funktoren von der Kategorie aller Paare
topologischer Rdume in die Kategorie der Gruppen.
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Graphische Darstellung einer unserer in beiden Komponenten monotonen
Injektionen w im Fall p = 5, ¢ = 3.
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Ergdnzung 3.7.2. Im iibrigen entsprechen unsere Wege auch eineindeutig den so-
genannten (p, ¢)-Shuffles aus dem Beweis von [ ] . Des weiteren entspre-
chen sie Wege auch eineindeutig den Worten, die man durch das Hintereinander-
schreiben von p Einsen und ¢ Nullen bilden kann und die wir etwa in [GR]
betrachtet hatten.

Lemma 3.7.3. Die in 3.7.1 angegebenen Homomorphismen definieren eine mog-
liche Eilenberg-Zilber-Abbildung

Beweis. Unsere Abbildung ist offensichtlich funktoriell und tut das Richtige in
der nullten Homologie. Nach dem Satz iiber azyklische Modelle 3.6.15 und dem
Beweis des Satzes von Eilenberg-Zilber miissen also nur priifen, daf} sie wirklich
fiir alle X, Y eine Kettenabbildung ist. Das iiberlassen wir dem Leser. 0

3.7.4. Als nichstes beschreiben wir eine Homotopieinverse der Eilenberg-Zilber-
Abbildung.

Definition 3.7.5. Die Abbildungen

Ap

prg = A 18y = Apgund ppy = pt i Ag — Ay,

die hinten ¢ Nullen anhéngen bzw. vorne p Nullen davorschieben, heiflen die p-
Vorderseite bzw. die ¢-Hinterseite unseres Standardsimplex. Hier steht \ fiir
“links” und p fiir “rechts”.

Lemma 3.7.6. Schreiben wir einen beliebigen n-Simplex A, — X X Y in der
Form (o, ) mito : A, — X, 7: A, — Y und definieren Abbildungen

A, 0 S(X xY) — (SX ®z8SY),
(o,7) =D g O @ T
so erhalten wir eine natiirliche Kettenabbildung A : S(X xY) — SX ®y

SY, die Alexander-Whitney-Abbildung, und diese Abbildung reprdsentiert das
Homotopie-Inverse zu einer und jeder Eilenberg-Zilber-Abbildung.

Beweis. Die im Lemma definierte Abbildung ist offensichtlich funktoriell und tut
das Richtige in der nullten Homologie. Nach dem Satz iiber azyklische Model-
le 3.6.15 und dem Beweis des Satzes von Eilenberg-Zilber miissen wir also nur
priifen, daB sie fiir alle X, Y eine Kettenabbildung ist. Dazu rechnen wir

0A(0,7) =) (Z(—nmpki@mu (—1)pZ(—1)0Ap®mw‘)

p+qg=n \i=0 j=0
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wobei wir die a priori undefinierten Ausdriicke o \°&° und 7p°k° als Null inter-
pretieren. Ebenso finden wir auch

n

Ad(o, 1) = Z(—l)” Z okV N\ @ Tk p°

v=0 a+b=n—1
Fiir die entsprechenden Abbildungen mit Werten in A,, fiir n = a 4+ b+ 1 gilt nun
e — ANHE falls0 < v <a+1;
N A fallsa +1 < v < n;

{ o° falls 0 < v < q;

v b
Kp PPk fallsa < v < n.

Damit konnen wir A9(o, 7) umschreiben zu
a b
(D o O W
a+b+1=n v=0 n=0

und wenn wir in der ersten Summe p = a + 1, ¢ = b, i = v substituieren und in
der Zweiten p = a,q =b+ 1, j = p + 1 ergibt sich

p—1 q
Ad(o,7) =) (Z(—Uiawi@rpu (—1)1’2(—1)%Ap®7pw)
p+g=n \ i=0 Jj=1

wobei wir die erste Summe im Fall p = 0 und die zweite im Fall ¢ = 0 als Null
zu verstehen haben. Es folgt 0A(o, 7) = Ad(o, 7). O

3.8 Eigenschaften des Kreuzprodukts

3.8.1. Sei fiir diesen Abschnitt R ein beliebiger Koeffizientenring. Der Ubersicht-
lichkeit halber kiirzen wir H(X; R) = HX und ®z = ® ab.

Proposition 3.8.2 (Eigenschaften des Kreuzprodukts).

Natiirlichkeit: Gegeben stetige Abbildungen [ : X — X' und g : Y — Y’ gilt
fiir beliebige c € H,X und d € H,Y in H, (X' x Y") die Formel

(f+¢) X (g«d) = (f X g)«(c x d)

Einheit: Bezeichnet 1 € Hy(pt) den kanonischen Erzeuger der Homologie eines
Punktes, so gelten unter Unterdriickung der Notation fiir die von den offen-
sichtlichen Identifikationen pt xX — X = X x pt auf der Homologie
induzierten Isomorphismen die Gleichungen

lxc=c=cx1
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Assoziativitat: Gegeben XY, Z topologische Riume und a, b, c zugehorige Ho-
mologieklassen gilt in der Homologie von X XY X Z unter Unterdriickung
der Notation fiir die von den natiirlichen Identifikationen (X x Y) x Z =
X XY xZ 5 X x (Y x Z) auf der Homologie induzierten Isomorphismen
die Gleichung

(axb)xc=ax(bxc)

Graduierte Kommutativitit: Gegeben topologische Riume X,Y bezeichne T :
XxY =Y x X die Vertauschung (x,y) — (y, x). Fiir beliebige homogene
Homologieklassen ¢ € HX und d € HY gilt in H(Y x X') bei kommutativem
Koeffizientenring R die Formel

(e xd) = (=1)ldg x ¢

Beweis. Natiirlichkeit: Das folgt aus dem anschlieenden kommutativen Diagramm
in der Kategorie der Kettenkomplexe

SX®SY — S(XXY)

| |
SX'®SY" — S(X' xY)

mit Eilenberg-Zilber-Abbildungen in den Horizontalen und hoffentlich offensicht-
lichen Abbildungen in den Vertikalen.

Einheit: Wir zeigen nur die erste Gleichung 1 x ¢ = c. Bezeichnet pr : pt x X —
X die Projektion auf die zweite Koordinate, so lautet die prizise Formulierung
unserer Behauptung ja pr,(1 x ¢) = ¢. Um das zu zeigen, betrachten wir das
Diagramm

S(pt) ® SX — S(pt xX)

e®id | ! | pr

RO ®Sx ™'  sx

und behaupten, daf} es kommutiert in der Homotopiekategorie der Kettenkomple-
xe fiir alle X. Dazu hinwiederum fassen wir alle Ecken des Diagramms auf als
Funktoren von den topologischen Riumen in die Kettenkomplexe und alle Pfeile
als Transformationen und miissen mit dem Satz iiber azyklische Modelle 3.6.15.2
nur zeigen, dal das induzierte Diagramm in der nullten Homologie kommutiert
fiir alle X. Das ist aber klar.

Assoziativitdt, erster Beweis: Nach 3.8.4 ist fiir drei Kettenkomplexe A, B, C' die
offensichtliche Abbildung (A® B) @ C' — A® (B ® C') ein Isomorphismus. Wir
diirfen deshalb bei solchen Tensorprodukten die Klammern weglassen, ebenso wie
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bei Produkten topologischer Raume. Dann betrachten wir das durch Eilenberg-
Zilber-Abbildungen gegebene Diagramm von Kettenkomplexen

SX®S(Y x Z)
/ N\
SX ®SY ®SZ S(X xY x Z)

N\ /
S(X xY)®SZ

Aus dem Satz iiber azyklische Modelle folgt d@hnlich wie im vorhergehenden
Punkt, dal unser Diagramm kommutiert in der Homotopiekategorie der Ketten-
komplexe. Gehen wir zur Homologie iiber, so folgt die behauptete Assoziativitit
des Kreuzprodukts.

Assoziativitdt, zweiter Beweis: Um zu zeigen, dal unser Diagramm aus dem ers-
ten Beweis homotopiekommutativ ist, reicht es zu zeigen, dafl das andersherum
gerichtete durch Alexander-Whitney-Abbildungen gegebene Diagramm homoto-
piekommutativ ist. Nehmen wir speziell unsere Alexander-Whitney-Abbildungen
A aus 3.7.6, so ist dies Diagramm jedoch offensichtlich sogar kommutativ als
Diagramm von Kettenkomplexen.

Graduierte Kommutativitdt: Wir erinnern an unseren Vertauschungsmorphismus
C®D 5 D®C, codr (—1)dd® caus 3.4.11 und betrachten das folgende
Diagramm von Funktoren aus der Kategorie der Paare topologischer Raume in die
Kategorie der Kettenkomplexe:

SX®SY — S(X xY)
v | 1 St
SY ® SX — S(Y x X)

Hier sind mit X, Y variable topologische Rdume gemeint und die Horizontalen
sind Eilenberg-Zilber-Abbildungen. Um zu zeigen, daf} dies Diagramm fiir be-
liebige Raume X, Y kommutiert in der Homotopiekategorie der Kettenkomple-
xe, miissen wir wie beim ersten Punkt nach dem Satz iiber azyklische Modelle
3.6.15.2 nur zeigen, dal es kommutiert in der nullten Homologie. Das ist je-
doch offensichtlich. Die graduierte Kommutativitédt des Kreuzprodukts folgt durch
Ubergang zur Homologie. 0

Ubung 3.8.3. Man zeige, daB sich jede Eilenberg-Zilber-Transformation auf ge-
nau einen Weise zu einer Transformation

S(X,A)®S(Y,B) > S(X xY,X x BU AxY)

zwischen Funktoren auf Paaren von Raumpaaren fortsetzen 148t, und daf3 jede
solche Fortsetzung eine von allen Wahlen unabhiingige Aquivalenz von Funktoren
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in die Homotopiekategorie liefert. Wir erhalten so das Kreuzprodukt der relativen
Homologie

H(X,A)@H(Y,B) - HX xY, X x B U AxY)

Bei Koeffizienten in einem Korper ist das Kreuzprodukt auf der relativen Ho-
mologie wieder ein Isomorphismus. Man folgere, da3 es fiir ungerades n keinen
topologischen Raum X geben kann derart, da X x X hom&omorph ist zu R".
Insbesondere gibt es salopp gesagt “keine Wurzel aus dem R3”.

Erginzung 3.8.4. Man sieht ohne Miihe, daf ganz allgemein die offensichtliche
Abbildung c® (d® e) — (¢ ® d) ® e einen Isomorphismus von Kettenkomplexen
CRr(D®sE)— (C®rD)®s F liefert, wobei R, S Ringe sind und wir fiir C
einen Komplex in Mod- R, fiir D einen Komplex in R-Mod- S und fiir £ einen
Komplex in S -Mod nehmen.
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4 Singulare Kohomologie

Fiir eine orientierte kompakte n-Mannigfaltigkeit ohne Rand M darf man erwar-
ten, da} sich der anschauliche Schnitt zweier Zykel formalisieren 146t zu einer
bilinearen Paarung

H, M x H, oM — H,_ s M

Das ist auch in der Tat der Fall, aber die Konstruktion dieses sogenannten “Schnitt-
produkts” und insbesondere deren anschauliche Rechtfertigung ist nicht einfach
und wird uns lange beschiftigen. Wir konstruieren zunichst einmal den Koho-
mologiering, den man fiir einen beliebigen topologischen Raum zwar recht mii-
helos definiert, fiir den ich jedoch im allgemeinen keine Anschauung anbieten
kann. Fiir kompakte orientierbare Mannigfaltigkeiten entspricht die Multiplika-
tion im Kohomologiering unter der “Poincaré-Dualitit” dem oben anschaulich
erklédrten Schnittprodukt, aber diesen Zusammenhang kann ich vorerst nur im Fall
von Zykeln komplementidrer Dimension klar machen und muf3 den allgemeinen
Fall verschieben, bis wir die Garbenkohomologie weit genug entwickelt haben.
Eine interessante Quelle zur Entwicklung der Theorie ist [ ].

4.1 Die Kohomologiegruppen

Definition 4.1.1. Gegeben ein topologischer Raum X und eine abelsche Gruppe
G definieren wir ganz allgemein

SY(X; @) :== Hom(S,X, G) = Ens(Top(4A,, X), G)

fir S, X = S,(X; Z) und nennen die Elemente dieser Gruppe singuliire Koketten
von X mit Koeffizienten in G.

4.1.2. Wir konnen S?(X; ) also auch interpretieren als die Gruppe aller Abbil-
dungen von der Menge der ¢-Simplizes nach GG. Die Gruppe der singuldren Ketten
S,(X; G) mit Koeffizienten in G besteht im Gegensatz dazu nur aus allen auf fast
allen singulédren Simplizes verschwindenden solchen Abbildungen.

4.1.3. Per definitionem ist S?(X; ) gerade die homogene Komponente vom Grad
(—¢) im Komplex Hom(SX, G) = Hom(SX, G[0]) wie erin 1.4.10 definiert wird.
Wir vereinbaren die Konvention, nach der obere Indizes bei einem Komplex be-
deuten sollen, daf3 ein Differential in Richtung wachsender Indizes gemeint ist. Im
allgemeinen kann man diese Regel C = C_, schreiben, aber in konkreten Situa-
tionen wie zum Beispiel hier trigt die Stellung des Index zusétzliche Information.
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Definition 4.1.4. Eine Kokette ¢ € S/(X; ) nennen wir eine Kokette vom Grad
q und schreiben |c¢| = ¢. Den Wert einer Kokette ¢ € S?(X; G) auf einer Kette
z € S,X notieren wir (¢, z) € G. Sprechen wir ohne nihere Spezifikation von
singuldren Koketten, so meinen wir Koeffizienten in Z. Den Randoperator des
Komplexes S*(X; G) := Hom(SX, G) nennen wir den Korandoperator.

4.1.5. Gegeben eine abelsche Gruppe G definieren wir ganz allgemein einen Funk-
tor Ab — Ab°"? A — Hom(A, ). Das Bild eines Morphismus f : A — B unter
diesem Funktor nennen wir das “Vorschalten von f” alias die transponierte Ab-
bildung f" : Hom(B,G) — Hom(A,G). Explizit wird unser Korandoperator
nach 1.4.10 also gegeben durch die Vorschrift § = —(—1)70" : SY(X;G) —
S (X'; G) und noch expliziter durch die Vorschrift (¢, 2) = —(—1)I(c, 9z).

4.1.6. Wir haben nun kontravariante Funktoren konstruiert von den topologischen
Réiumen in die Komplexe abelscher Gruppen als die Komposition

Top — Ket — KetP?

wo der erste Funktor gegeben ist durch X +— SX und der zweite durch C' —
Hom(C, G). Im Fall G = Z notieren wir die Komposition S*, also X — S*X auf
Objekten und f — S* f auf Morphismen.

4.1.7. Im Kontext von Morphismen in Richtung wachsender Indizes bezeichnet
man die Rénder, Zykel und Homologiegruppen meist als Kordnder BC, Kozy-
kel Z¢C' und Kohomologiegruppen HC'.

Definition 4.1.8. Die Kohomologiegruppen unseres Komplexes S*(X'; G) der sin-
gulidren Koketten von X mit Koeffizienten in GG heilen die singulédren Kohomo-
logiegruppen von X mit Koeffizienten in G und werden bezeichnet mit
HU(S™(X; G)) = H, (X5 G) = HI(X; G)

Die Notation H?(X'; G) kann spiter auch Garbenkohomologie bedeuten und der
Leser muf die genaue Bedeutung jeweils aus dem Kontext erschliefen. Offen-
sichtlich erhalten wir so kontravariante Funktoren von den topologischen Raumen
in die abelschen Gruppen H?( ; G) : Top — Ab°’P. Das Bild einer stetigen Ab-
bildung f : X — Y unter einem derartigen Funktor notieren wir H?f = f* :
H?Y — HYX und haben also (f o g)* = g* o f*. Man bezeichnet die Abbildung
f* auch als den Riickzug unter f.

4.1.9. Wir konnen auch die Zuordnung G' — H(X; G) fiir festes X auffassen als
einen Funktor von den abelschen Gruppen in sich selber. Ist insbesondere GG ein
Modul iiber einem Ring R, so erbt HY(X; G) diese Struktur.
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Ubung 4.1.10. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen G’ —
G — G" und ein topologischer Raum X zeige man, wie analog zu 3.1.3 in natiir-
licher Weise Randoperatoren definiert werden konnen so, da3 eine lange exakte
Sequenz

. — HY(X;G") — HY(X;G) - HI(X;G") — H"HX:G') — ...

entsteht. Diese Randoperatoren heilen Bockstein-Homomorphismen.

4.1.11. Wenden wir die Abbildung H Hom(C, D) — Hom(HC, HD) aus 1.4.10
an mit C' = S, X und D dem Komplex, der nur im Grad Null lebt und dort G ist,
so erhalten wir eine Abbildung H?(X; G) — Hom(H, X, G) alias eine Z-bilineare
Abbildung, die Kronecker-Paarung

HY(X;G)x H X — G

(¢, 2) — (¢, z)

Ist G' ein Modul iiber einem Ring k, so erhalten wir analog einen natiirlichen
Homomorphismus H?(X; G) — Homy(H,(X; k), G) von Linksmoduln iiber k,
wobei die k-Operation auf dem Hom-Raum herkommt von der Rechtsoperation
von k auf H,(X; k). Arbeiten wir mit Koeffizienten in einem Korper £, so ist nach
1.4.12 die Kohomologie schlicht der Dualraum der Homologie, die Kronecker-
Paarung definiert genauer Isomorphismen

HY(X; k) = Hom(H,(X; k), k)

Ich kann mir die hoheren Kohomologiegruppen ab ¢ > 2 nur vorstellen als den
Dualraum in diesem Sinne der fiir mich vergleichsweise anschaulichen Homolo-
giegruppen. Im Fall ¢ = 1 erklire ich eine weitere mogliche Anschauung in der
anschlieBenden Bemerkung 4.1.12.

4.1.12. Die erste Kohomologiegruppe mit Koeffizienten in einer abelschen Grup-
pe GG kann man sich im Fall eines “lokal zusammenziehbaren” Raums als die Men-
ge aller Isomorphieklassen von “G-Hauptfaserbiindeln” veranschaulichen, wobei
G mit der diskreten Topologie zu verstehen ist, so dal unsere Hauptfaserbiindel
Uberlagerungen sind. Der Wert einer Isomorphieklasse von Hauptfaserbiindeln
auf einem durch einen geschlossenen Weg dargetellten Zykel wird dann berech-
net, indem man “den Weg liftet und ihm das Gruppenelement zuordnet, das den
Anfangspunkt auf den Endpunkt schiebt”. Fiir allgemeine topologische Riume
werden wir die Menge aller Isomorphieklassen von G-Hauptfaserbiindeln in ??
und ?? mit der “ersten Garbenkohomologiegruppe unseres Raums mit Koeffizien-
ten in G identifizieren.
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4.2 Der Kohomologiering

Definition 4.2.1. Gegeben ein Komplex von abelschen Gruppen A € Ket erkli-
ren wir den dualen Komplex als den Komplex A* = Hom(A,Z) € Ket der
Homomorphismen in den im Grad Null konzentrierten Komplex Z. Das Duali-
sieren ist in offensichtlicher Weise ein Funktor Ket — Ket°?? und wir erhalten
natiirliche Kettenabbildungen

t=tap: A"®B"— (A® B)"

durch die Vorschrift (¢t(f ® g))(a ® b) = (=1)llel f(a)g(b) fiir homogene Ele-
mente f € A*,g € B*,a € Aund b € B. Ich werde in 4.4.18 kurz diskutieren,
warum wir bei der Konstruktion dieser Kettenabbildungen ¢ in Wirklichkeit gar
keine Vorzeichenwabhl treffen und sie vielmehr durch die Daten in 3.4.15 bereits
festgelegt werden.

4.2.2. Ist k ein beliebiger kommutativer Ring und lesen wir im Vorhergehenden
wie im Folgenden H*X = H*(X; k) und ® = ®; und Hom = Homy, und A* =
Hom(A, k), so behalten alle Aussagen weiter ihre Giiltigkeit.

Definition 4.2.3. Gegeben ein topologischer Raum X betrachten wir die bis auf
Homotopie wohlbestimmte Komposition von Kettenabbildungen

SX — S(X x X) — SX ® SX

mit der von der diagonalen Einbettung A : X — X x X induzierten Abbil-
dung vorne und einer Homotopieinversen einer Eilenberg-Zilber-Abbildung 3.6.4
hinten. Durch Dualisieren und Vorschalten der kanonischen Abbildung vom Ten-
sorprodukt der dualen Komplexe in das Duale des Tensorprodukts wie in 4.2.1
erhalten wir daraus eine bis auf Homotopie wohlbestimmte Komposition von Ket-
tenabbildungen

S'X — (SX®SX) —S"'X®S'X

Durch Bilden der Kohomologie und Vorschalten der kanonischen Abbildung 3.6.17
vom Tensorprodukt der Kohomologien in die Kohomologie des Tensorprodukts
erhalten wir weiter eine wohlbestimmte Abbildung

H'X —« H(S'X ®$*X) « 'X @ H*X

Sie beinhaltet lauter bilineare Abbildungen H?X x HYX — HP*?X. Man notiert
diese Abbildungen (a,b) — a U b und bezeichnet sie nach der tassenférmigen
Gestalt des Verkniipfungssymbols als cup-Produkt. Wie bereits erwihnt kann
ich fiir dieses Produkt in der Allgemeinheit beliebiger topologischer Riume zu
meinem Leidwesen keinerlei Anschauung bereitstellen.
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Erginzung 4.2.4. Die Notation U fiir die Multiplikation im Kohomologiering
scheint auf Whitney zuriickzugehen. Seine Motivation war vermutlich, daf} die-
se Multiplikation fiir jede kompakte orientierte Mannigfaltigkeit unter dem Iso-
morphismus der Poincaré-Dualitit dem “Schnittprodukt” auf der Homologie ent-
spricht, fiir das die Notation N nahe liegt. Wir werden das in 4.5.15 noch ausfiih-
ren. Allerdings hat sich mittlerweile fiir das Schnittprodukt die Notation - durch-
gesetzt, und zu allem UberfluB hat man dem Symbol N in der algebraischen To-
pologie daraufhin eine andere Bedeutung zugewiesen, wodurch der Ursprung der
Notation U vollig verschiittet worden ist.

4.2.5. Wenn man mit Koeffizienten in einem Korper £ arbeitet, kann man gleich
zu Beginn der Argumentationskette aus 4.2.3 zur Homologie iibergehen und so
eine natiirliche Abbildung H(X'; k) — H(X; k) ®, H(X; k) erhalten, aus der dann
das cup-Produkt auf der Kohomologie mit Koeffizienten in £ durch Dualisieren
entsteht. Bei der Arbeit mit ganzzahligen Koeffizienten erhalten wir jedoch auf
diese Weise nur kanonische Abbildungen

HX — H(SX ® SX) — HX ® HX

Eine “Komultiplikation” auf der ganzzahligen Homologie ergibt sich nur unter
der zusitzlichen Annahme, da3 der rechte Pfeil ein Isomorphismus ist, also etwa
fiir Riume mit torsionsfreier Homologie.

Satz 4.2.6 (Kohomologiering). Fiir jeden topologischen Raum X wird die totale
Kohomologie H* X = ‘ H?X mit dem cup-Produkt als Multiplikation zu einem
Ring, dem singuliren Kohomologiering von X, und in diesem Ring gilt

aUb=(-1)lPtpyq

Fiir jede stetige Abbildung f : X — Y ist weiter das Zuriickholen ein Ringhomo-
morphismus f* : H'Y — H*X.

4.2.77. Wir stiitzen uns beim Beweis auf das “Kreuzprodukt der Kohomologie” und
seine Eigenschaften, die wir dazu erst einmal diskutieren miissen. Der eigentliche
Beweis unseres Satzes folgt dann im Anschlul an den Beweis der Proposition
4.2.10 zu den Eigenschaften des Kreuzprokukts.

Definition 4.2.8. Gegeben topologische Riume X, Y definieren wir das Kreuz-
produkt der Kohomologie

HPX @ HYY — HPFY(X xY)
a®b — axb

indem wir den Effekt der Komposition

X ®SY — (SX ®SY)* — S*(X x Y)
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auf der Kohomologie betrachten, mit der Transponierten einer Eilenberg-Zilber-
Abbildung als Abbildung rechts und der in 4.2.1 erkldrten Kettenabbildung links,
und dann noch die Abbildung H*X @ H*Y — H*(S"X ® S*Y') aus 3.6.17 von
dem Tensorprodukt der Homologie zweier Komplexe zur Homologie ihres Ten-
sorprodukts davorschalten.

4.2.9. Ist X ein topologischer Raum und A : X — X X X, z — (x,z) die
Diagonale, so gilt nach unserer Definition 4.2.3 fiir beliebige a,b € H*X die

Formel
aUb=A%(axb)

Proposition 4.2.10 (Eigenschaften des Kreuzprodukts).

Natiirlichkeit: Gegeben stetige Abbildungen f : X — X' und g :' Y — Y’ gilt
fiir beliebige ¢ € H? X' und d € HYY' in der Kohomologie der Produk-
traums HPT9(X x Y') die Identitiit

(ffc) x (g"d) = (f x g)"(c x d)

Einheit: Bezeichnet 1 € H°(pt) den kanonischen Erzeuger der Homologie ei-
nes Punktes, so gelten unter Unterdriickung der Notation fiir die von den
Identifikationen pt x X = X = X X pt auf der Kohomologie induzierten
Isomorphismen die Gleichungen

Ilxc=c=cx1

Assoziativitat: Gegeben XY, Z topologische Rdume und a,b, c zugehorige Ko-
homologieklassen gilt unter Unterdriickung der Notation fiir die von den
Identifikationen (X xY) X Z =2 X XY x Z =2 X x (Y x Z) auf der Ko-
homologie induzierten Isomorphismen in der Kohomologie von X XY X Z
die Gleichung

(axb)xc=ax(bxc)

Graduierte Kommutativitit: Gegeben topologische Riume X,Y bezeichne T :
X xY — Y x X die Vertauschung der Faktoren (z,y) — (y,x). Fiir
beliebige homogene Kohomologieklassen ¢ € H* X und d € H'Y gilt dann
in H*(Y x X)) die Identitcit

(e x d) = (=1)l4ld x ¢

Beweis. Um das zu zeigen, gilt es zunichst, alle Diagramme aus dem entspre-
chenden Beweis im Fall des Kreuzprodukts der Homologie 3.8.2 zu dualisieren.
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Dann gilt es jedoch weiter, die Kommutativitit einiger Diagramme von abstrakten
Kettenkomplexen zu priifen, die wir im folgenden ohne Beweis angeben.

Natiirlichkeit: Gegeben C' — (|, D — D; Kettenabbildungen kommutiert mit
den durch 4.2.1 gegebenen Horizontalen, wie bereits in 4.2.1 behauptet, das Dia-

gramm
C*®@D* —— (C®D)*

l l

Einheit: Hier ist nichts zusétzlich zu priifen.

Assoziativitdt: Wir betrachten das Diagramm mit hoffentlich offensichtlichen Mor-
phismen

FXRSY®SZ — (SX®SY)®S'Z — (SX®SY ®S2)

l !
X xY)®SZ — (S(XxY)®S2)*
!
S(X xY x Z)

Das bereits im Beweis der Natiirlichkeit benutzte Diagramm alias die in 4.2.1
behauptete Natiirlichkeit der Morphismen ¢ zeigt, da3 auch dies Diagramm kom-
mutiert. Setzen wir oben links ein Tensorprodukt @ ® b® & von Repriisentanten der
jeweiligen Kohomologieklassen ein, so kommt unten rechts ein Reprédsentant von
(a x b) x c heraus. Nun ist die rechte Vertikale unseres Diagramms gerade einer
der beiden moglichen Wege im Diagramm aus dem Beweis der Assoziativitit fiir
das Kreuzprodukt der Homologie, dualisiert. Malen wir dasselbe Diagramm fiir
die andere Klammerung, so sind also die rechten Vertikalen in beiden Diagram-
men homotopiedquivalent. Um den Beweis zu beenden bendtigen wir dann nur
noch die Information, da3 auch die obere Horizontale unseres Diagramms nicht
von der Wahl der Klammerung abhiingt, also die Kommutativitédt von

(A B)*® C*
/ N
A*®@ B*® C* (A B C)*
N\ /
A*® (B C)*

Deren Nachweis iiberlassen wir dem Leser.

Graduierte Kommutativitdt: Hierzu benotigen wir zusitzlich nur noch die Kom-
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mutativitit von
A*® B* —— (A® B)*

! l

B*® A" —— (B® A)*
mit ¢-Abbildungen in den Horizontalen und von Vertauschungen induzierten Ab-

bildungen in den Vertikalen. Den Nachweis dieser Kommutativitit iiberlassen wir
wieder dem Leser. O

Beweis von 4.2.6. Wir stiitzen uns auf die Darstellung a U b = A*(a x b) des
cup-Produkts aus 4.2.9. Dann haben wir

(aUb)Uc = A*((aUb) X c)

= A"((A%(a x b)) x c)

= A"(A xid)*((a x b) x ¢)

= Ai((a xb) xc)
wo wir im dritten Schritt die Natiirlichkeit des Kreuzprodukts und die Identitéit
¢ = id" ¢ benutzt haben und im vierten Schritt mit A; = A(A x id) die Ab-
bildung X — (X x X) x X, x — ((z,x),x) notieren. Die Assoziativitit des
cup-Produkts folgt nun unmittelbar aus der Assoziativitit des Kreuzprodukts. Als

nichstes behaupten wir, dal 1y = p*l € H°X fiir p : X — pt die konstante
Abbildung ein neutrales Element fiir das cup-Produkt ist. In der Tat gilt

aUlx = A%(axlx)
= A*(id xp)*(a x 1)
= id*(a)
= a
unter Verwendung unserer Erkenntnisse iiber die Einheit beim Kreuzprodukt, und
1x Ua = a zeigt man genauso. Die Formel a U b = (—1)l4lPlp U a folgt aus der
graduierten Kommutativitit des Kreuzprodukts, indem man fiir die Vertauschung

der Faktoren 7 : X x X — X x X die Formel 7oA = A beachtet. Damit erhalten
wir dann wie gewiinscht

aUb = A*(axb)

A*T*(a X b)
(=D)lPA*(b x a)
(=D)lely U a

Die Natiirlichkeit des cup-Produkts folgt unmittelbar aus der Natiirlichkeit des
Kreuzprodukts. O
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4.3 Cup-Produkt von singuliren Koketten

Proposition 4.3.1 (Komultiplikation von Ketten). Fiir jeden topologischen Raum
X ist die Abbildung A : SX — SX ® SX, die auf Simplizes in der Notation 3.7.5
gegeben wird durch die Vorschrift

o Z oA’ @ op?

ptq=|o|

ein Homomorphismus von Kettenkomplexen und erfiillt die Bedingung der Koas-
soziativitit (A ®id) o A = (id®A) o A : SX — SX ® SX ® SX.

Beweis. Die fragliche Abbildung erhilt man als die Verkniipfung SX — S(X x
X) — SX ® SX des direkten Bildes unter der Diagonale mit der Alexander-
Whitney-Abbildung aus 3.7.6. Das ist auch der Grund, aus dem sie A notiert
wird. Als eine Verkniipfung von Kettenabbildungen ist unsere Abbildung eine
Kettenabbildung. Die Koassoziativitit ist offensichtlich. [

Definition 4.3.2. Sei X ein topologischer Raum. Die Verkniipfung
S'X®S'X - (SX®SX)" —S*X

unserer kanonischen Abbildung aus 4.2.1 mit der Transponierten unserer Komul-
tiplikation A aus 4.3.1 wird auch notiert in der Form

a®@b—aUb

und heif3t das cup-Produkt auf den singuliren Koketten. Explizit wird fiir Ko-
ketten a € SPX, b € S7X der Wert von a U b auf einem Simplex 0 : A, — X
gegeben durch die Formel

(aUb,o) = (—=1)"(a,0 0 NP)(b,0 0 p?)

Die Koassoziativitdt von A liefert mit Zhnlichen Argumenten wie beim Beweis
von 4.2.10 die Assoziativitit des cup-Produkts auf den singuldren Koketten, und
daB die Augmentation ¢ € S"X fiir diese Verkniipfung ein neutrales Element
ist, sieht man auch sofort ein. Dall unsere Verkniipfung eine Kettenabbildung ist,
bedeutet explizit die “graduierte Leibniz-Regel”

6(aUb) = (da) Ub+ (—1)1la U ()

aus der hinwiederum folgt, daB die Zykel einen Teilring Z* X C S*X bilden und
darin die Bilder ein Ideal B*X C Z* X. Die Homologie erbt folglich die Struktur
eines graduierten Rings im Sinne von 4.4.2, dessen Multiplikation per definitio-
nem gerade unser cup-Produkt aus 4.2.3 ist. Das zeigt ein weiteres Mal, daf} die
Kohomologie mit dem Cup-Produkt zu einem Ring wird, und liefert somit einen
alternativen Beweis fiir einen Teil von Satz 4.2.6. Die “graduierte Kommutativi-
tiat” des Kohomologierings ist jedoch auf diesem Weg nicht so leicht zu sehen.

143



4.3.3. Jeder stetigen Abbildung f : S?"~! — S™ fiir n > 1 ordnet man eine
ganze Zahl, ihre Hopf-Invariante, zu wie folgt: Bezeichnet X den Raum, der aus
S™ entsteht durch Ankleben einer 2n-Zelle vermittels der Abbildung f, so erhilt
man aus der analog zu 2.8.3 gebildeten “Anklebesequenz der Kohomologie” zwei
Isomorphismen

.— H'X S H"S"— ...
'_>H2n—152n—1; H2nX -

Nun nimmt man den kanonischen Erzeuger von H".S™, holt ihn zuriick nach H" X,
quadriert ihn im Kohomologiering des verklebten Raums X, betrachtet das Urbild
unter dem Korand in H*"~*$2"~! und erhilt ein Vielfaches des kanonischen Er-
zeugers. Der Faktor, mit dem hier multipliziert werden muf3, heif3t dann die Hopt-
Invariante von f. Man kann zeigen, daf} sie nur von der Homotopieklasse von f
abhingt, sieche zum Beispiel [ ].

4.4 Differentielle graduierte Algebra

Noch nicht ganz glatt. Man erinnere 3.4.15.

Definition 4.4.1. Ein differentieller graduierter Ring oder kurz dg-Ring ist ein
differentielle graduierte abelsche Gruppe R mit einer Kettenabbildung RQ R — R
derart, daf die induzierte Abbildung R x R — R die abelsche Gruppe R zu einem
Ring macht. Ein Morphismus von differentiellen graduierten Ringen ist ein
Ringhomomorphismus, der gleichzeitig eine Kettenabbildung ist.

4.4.2. Einen Ring R mit einer Graduierung der zugrundeliegenden additiven Grup-
pe und der Eigenschaft R,R; C R;; Vi,j € Z nennt man einen graduierten
Ring. Nach unserer Definition ist das dasselbe wie ein dg-Ring mit Differential
Null. Ein dg-Ring ist ausgeschrieben ein graduierter Ring R mit einem Differen-
tial d : R — R auf der zugrundeliegenden graduierten abelschen Gruppe derart,
daB die graduierte Leibniz-Regel d(ab) = (da)b + (—1)1"a(db) gilt.

Ubung 4.4.3. In einem graduierten Ring gilt stets 1 € R. In einem dg-Ring gilt
stets d(1) = 0.

4.4.4. Etwas allgemeiner mag man einen beliebigen kommutativen Grundring %
fixieren. Eine differentielle graduierte t-Ringalgebra ist dann ein differentieller
graduierter k-Modul R mit einer Kettenabbildung R ®; R — R derart, daf die
induzierte Abbildung R x R — R den k-Modul R zu einer k-Ringalgebra macht.
Ich werde mich im folgenden auf den Fall £ = Z der dg-Ringe konzentrieren und
die offensichtlichen Verallgemeinerungen dem Leser iiberlassen.
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Erginzung 4.4.5. Leider palit die in erkldrte Notation fiir Verkniipfungen
mit unserer Notation fiir Abbildungen partout nicht zusammen: Gegeben
Mengen X, Y, Z liefert das Verkniipfen von Abbildungen eine Abbildung, die man
in unseren Notationen entweder notieren kann als

Ens(X,Y) x Ens(Y,Z) — Ens(X,Z2)
(f,9) = gof

oder als
Ens(Y,Z) x Ens(X,Y) — Ens(X,Z2)

(9, f) = gof

Beides sieht nicht schon aus und fiihrt bei komplizierteren Formeln leicht zu un-
notiger Verwirrung. Mir scheint das nachgerade die Erbsiinde der iiblichen ma-
thematischen Notation. Ein Ausweg ist schwer zu finden, da beide Notationen
die gesamte mathematische Literatur durchdringen. Ich schlage vor, wenn es spi-
ter einmal darauf ankommt, zusitzlich die mit o besser vertragliche Notation Ens
einzufithren durch die Vorschrift Efs(Y, X) := Ens(X,Y). In dieser Notation
nehmen unsere Formeln die schonere Gestalt

Edas(Z,Y) x Eas(Y, X) — Ens(Z,X)

(9,.f) —  gof
an. Sie hat dariiber hinaus den Vorteil, da3 man dabei an “opponierte Kategorien”
denken kann. Ein anderer Ausweg bestiinde darin, die Notationen x|f := f(x)

und f|g := go f mit dem aus der Programmierung vertrauten “pipe”-Zeichen | zu
verwenden, das so etwa bedeutet “verfiittere das Resultat von dem, was davorsteht,
an das, was dahintersteht”. Diese Notation wire ihrerseits gut mit der iiblichen
Notation Ens(X, Y") vertrdglich, hat jedoch den Nachteil, daB das Symbol | in der
Mathematik bereits vielféltig in anderer Weise verwendet wird.

4.4.6. In Anlehnung an 4.4.5 schlage ich vor, die Notation Hom einzufiihren durch
die Vorschrift
Hom(Y, X) := Hom(X,Y)

fiir Kettenkomplexe X, Y.

Ubung 4.4.7. Gegeben Komplexe C, D, E von Moduln iiber einem beliebigen
Ring liefert das Verkniipfen eine Kettenabbildung

Hoém(E, D) ® Hom(D, C) — Hom(E, C)

Insbesondere ist fiir jede dg-Gruppe (M, d) der Endomorphismenkomplex End M =
Hom(M, M) mit der Verkniipfung als Multiplikation ein dg-Ring. In groBerer All-
gemeinheit wird das in ?? diskutiert.
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4.4.8. Die Homologie eines dg-Rings trigt nach 3.6.17 stets in natiirlicher Weise
die Struktur eines graduierten Rings. Genauer bilden die Kozykel einen gradu-
ierten Teilring und die Korédnder ein graduiertes beidseitiges Ideal im Ring der
Kozykel im Sinne von , so daB} der Quotient wie in eine Ringstruktur
erbt.

Definition 4.4.9. Ein differentieller graduierter Modul oder kurz dg-Modul
tiber einem dg-Ring A ist eine abelsche dg-Gruppe M mitsamt einem Homomor-
phismus von dg-Ringen A — End M. Ein Homomorphismus von dg-Moduln ist
eine A-lineare Kettenabbildung. Wir notieren die Kategorie der dg-Moduln als
A-dgMod oder dgMod 4. Lebt der dg-Ring A nur im Grad Null, so erhalten wir
unsere alte Kategorie von Komplexen von A-Moduln.

4.4.10. Homomorphismen von dg-Gruppen A — End M konnen wir nach 3.4.13
identifizieren mit Homomorphismen von dg-Gruppen A® M — M, und unser ur-
spriinglicher Homomorphismus ist ein Ringhomomorphismus genau dann, wenn
der so gebildete Homomorphismus die Bedingungen erfiillt, die man {iiblicher-
weise von der Operation eines Rings auf einem Modul fordert. Ausgeschrieben
bedeutet das, da3 M ein graduierter A-Modul ist und daf fiir alle homogenen
a € Aund m € M die “graduierte Leibniz-Regel” gilt, die da lautet

d(am) = (da)m + (=1)!"a(dm)

Definition 4.4.11. Ist (A, d) ein dg-Ring, so definiert man den opponierten dg-
Ring A°PP| indem man dieselbe dg-Gruppe zugrunde legt und nur die Multiplika-
tion in der Weise abéndert, daf3 man die Abbildung v : AQ A — A® Aaus3.4.11
davorschaltet. Manchmal verwende ich statt A°PP auch die kiirzere Notation A°.

4.4.12. Explizit wird demnach die neue Multiplikation gegeben durch die Vor-
schrift a * b = (—1)!?/lPlpa. Die analoge Regel a * m = (—1)!%™lmq identifiziert
dann dg-Moduln iiber A°PP mit “dg-Rechtsmoduln” iiber A, deren Definition hof-
fentlich offensichtlich ist. Ist die Identitéit auf einem dg-Ring ein Isomorphismus
A = A°PP_d h. gilt fiir alle homogenen a,b € A die Regel ab = (—1)1*lpa, so
heiB3t unser dg-Ring graduiert kommutativ oder auch superkommutativ.

Ergiinzende Ubung 4.4.13. Gegeben iiber einem Z-graduierten Ring R ein Z-
graduierter Rechtsmodul M und ein Z-graduierter Linksmodul N ist der Kern
der Surjektion M ®; N — M ®pz N stets ein im Sinne von homogener
Teilraum und folglich ist M ®z N in natiirlicher Weise Z-graduiert. Ist R sogar
ein dg-Ring und sind M und N beide dg-Moduln, so induziert das offensichtliche
Differential auf M ®; N ein Differential auf M ®r N.

Ergiinzende Ubung 4.4.14. Gegeben dg-Moduln M, N iiber einem dg-Ring R
ist die Menge der mit der Operation von R in hoffentlich offensichtlicher Weise
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vertriglichen Elemente des Hom-Komplexes Hom (A, N) aus 1.4.10 ein Unter-
komplex Hompg(M, N). Die Nullzykel dieses Komplexes sind genau die Homo-
morphismen von dg-Moduln, in Verallgemeinerung von 1.4.10 gilt also

dgMod (M, N) = Z°Homg(M, N)

Die Nullrinder B° Homp (M, N) dieses Komplexes nennen wir analog nullho-
motope Homomorphismen von differentiellen graduierten Moduln tiber 2 und
fiihren die Homotopiekategorie

R-dgHot = dgHotp

ein dadurch, daf} ihre Objekte R-dg-Moduln sein sollen, die Morphismen jedoch
gegeben sein sollen durch dgHot (M, N) := H° Hompg (M, N).

Ergiinzende Ubung 4.4.15. Gegeben dg-Rechtsmoduln M, N iiber einem dg-Ring
Rist Hom_g(M, N) C Hom(M, N) ein Unterkomplex des Hom-Komplexes. Ist
S ein weiterer dg-Ring und ist M ein S- R-dg-Bimodul, so ist unser Unterkomplex
ein S-dg-Unterrechtsmodul des Hom-Komplexes mit seiner offensichtlichen und
in ?? formalisierten S-Operation von rechts. Analoges gilt, wenn man Links und
Rechts vertauscht.

Erginzende Ubung 4.4.16. Gegeben ein dg-Ring R liefert die Multiplikation des
Rings von links auf sich selber analog zum Fall normaler Ringe einen Iso-
morphismus von dg-Ringen R — Hom_g(R, R) zwischen R selbst und dem
Endomorphismenkomplex von R als dg-Rechtsmodul.

4.4.17. Unsere Adjunktion 3.4.13 liefert nach insbesondere natiirliche Ket-
tenabbildungen von B-Rechtsmoduln Hom_ (X, M) ® 4 X — M, die auch ex-
plizit als das “Auswerten von Homomorphismen auf Elementen” beschrieben wer-
den konnen. Insbesondere erhalten wir so aus den Daten 3.4.15 fiir X, M € Ket
natiirliche Kettenabbildungen

Hom(X,M)® X — M

Ubung 4.4.18. Gegeben Komplexe C, C’, D, D’ von Moduln iiber einem kommu-
tativen Ring erhalten wir eine Kettenabbildung

v : Hom(C, C") @ Hom(D, D') — Hom(C @ D,C" @ D')

durch die Vorschrift (7(f ® ¢))(z ® y) = (=1)197!(fz) ® (gy), wobei das Ten-
sorprodukt {iber besagtem Ring zu verstehen ist. Diese Kettenabbildung entsteht
aus den Daten nach 3.4.15 durch das Anwenden der Adjunktion auf die durch
zweimaliges Auswerten nach 4.4.17 gegebene Kettenabbildung

C® D ®Hom(C,C") ® Hom(D, D) — C' @ D'
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wobei wir verschiedene Assoziatoren und Kommutatoren unterschlagen haben.
Sie wird sich in ?? als Spezialfall einer allgemeinen Konstruktion im Rahmen
von Tensorkategorien erweisen.

Erginzende Ubung 4.4.19. Hinweis: Diese Ubung verfeinert 3.4.13. Gegeben dg-
Ringe A, B und ein A-B-dg-Bimodul X induziert fiir M bzw. N beliebige dg-
Rechtsmoduln iiber A bzw. B die offensichtliche Abbildung Isomorphismen von
Komplexen abelscher Gruppen

Hom_4(M,Hom_g(X,N)) = Hom_p(M ®4 X, N)

Insbesondere erhalten wir durch Ubergang zur nullten Homologie natiirliche Bi-
jektionen dgHot_ ,(M,Hom_p(X, N)) = dgHot_z(M ®4 X, N).

4.5 Die Homologie als Modul iiber der Kohomologie

Definition 4.5.1. Gegeben ein topologischer Raum X betrachten wir die Verkniip-
fung von Kettenabbildungen

SFX®SX - S X®SX®SX —SX

wobei der erste Morphismus gegeben wird durch id ®vA mit A der Komultipli-
kation auf den singuldren Ketten aus 4.3.1 und v der Vertauschung der Tensor-
faktoren 3.4.11, der zweite Morphismus dahingegen durch das Auswerten S*X ®
SX — Z aus 4.4.17 auf den ersten beiden Tensorfaktoren. Diese Verkniipfung
notieren wir

b z—bNz

und nennen sie das cap-Produkt einer Kokette mit einer Kette. Die Bezeich-
nung “cap” fiir englisch “Miitze” erinnert wieder an die Form des Symbols.

4.5.2. Algebraisch betrachtet ist also das cap-Produkt eine Art partieller Auswer-
tung einer Kokette auf einer Kette. Ich kann fiir diese Konstruktion leider keinerlei
Anschauung anbieten.

Definition 4.5.3. Gegeben ein dg-Ring R heilit eine differentielle graduierte Grup-
pe M mit einer Kettenabbildung R ®7 M — M, die sie zu einem R-Modul
macht, ein differentieller graduierter Modul oder kurz dg-Modul {iber unserem
dg-Ring.

4.5.4. Das cap-Produkt macht SX zu einem dg-Modul iiber S* X. Das priift man
zum Beispiel mit Hilfe der Adjunktionsformel

(a,bNz)={(aUb,z) VzeSX, a,beS*X,
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die ihrerseits leicht aus der Definition folgt. Explizit wird das cap-Produkt einer
Kokette b € S?X mit einem Simplex z = 0 : A, 1, — X in den Notationen 3.7.5
gegeben durch

bNo = (=1)P%b,ap?)a AP

4.5.5. Ganz allgemein versteht man unter einem graduierten Modul iiber einem
graduierten Ring R einen R-Modul M mitsamt einer Graduierung M = &, _, M ‘
derart, daB gilt R*M7 C M™ fiir alle 7,j € Z. Nach unserer Definition ist
das dasselbe wie ein dg-Modul mit Differential Null iiber 2 aufgefa3t als dg-
Ring mit Differential Null. Ein dg-Modul iiber einem beliebigen dg-Ring (R, d)
ist ausgeschrieben ein graduierter R-Modul M mit Differential d derart, daf} gilt
d(am) = (da)m + (—1)!%la(dm) fiir alle homogenen a € R und alle m € M.

4.5.6. Nach 3.6.17 ist die Kohomologie H M eines dg-Moduls M iiber einem dg-
Ring R in natiirlicher Weise ein graduierter Modul iiber der Kohomologie H 2 von
R. Konkret bilden die Zykel ZM = ker d von M einen Modul iiber dem Ring ZR
der Zykel von R, die Bilder BM = d(M) bilden darin einen Untermodul, und auf
dem Quotienten HM = Z M /BM operiert das Ideal der Bilder BR C ZR durch
Null, so daB3 die Operation von Z R faktorisiert iiber die behauptete Operation von
HR auf HM.

4.5.7. Unter unserem cap-Produkt wird SX, aufgefaf3t als differentielle graduierte
Gruppe vermittels (S,X) = (SX)~? und Differential 0, ein dg-Modul iiber S*X.
Speziell wird also nach 4.5.6 fiir jeden topologischen Raum X die totale Homo-
logie HX = P , HgX ein Modul iiber dem Kohomologiering H*X. Wir notieren
diese Operation auch mit N und erhalten so das cap-Produkt auf der Homologie

N:HPX x Hy o X — HX

Ubung 458. Ist f : X — Y stetig, b € H?Y und 2z € H,. X, so gilt die
Projektionsformel f,.(f*b N z) = bN (f.2).

459. Ist A C X eine Teilmenge, so ist S*(X, A) als Kern des Ringhomomor-
phismus S*X — S* A ein unter dem Korandoperator stabiles graduiertes Ideal von
S* X und somit ist H* (X, A) ein graduierter Rng, d.h. ein “nicht notwendig unitér-
er Ring”, sowie ein H* X-Modul von rechts und links. Des weiteren ist SA C SX
ein dg-Untermodul fiir die Operation von S* X und das cap-Produkt definiert somit
eine Operation auf dem Kokern S(X, A), in Formeln N : HPX x H,, (X, A) —
H,(X, A). Das Merkwiirdigste ist jedoch die Variante

N:HP(X, A) x Hy\o(X, A) — H, X

Um sie zu erhalten gilt es zu bemerken, dal das dg-Ideal S*(X, A) C S*X den
dg-Untermodul SA C SX annulliert.
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Ubung 4.5.10. Gegeben z € H,, (X, A) kommutiert das Diagramm

HP (X, A) — HP X
Nz | 1Nz
H,X — H,(X, A)

Ubung 4.5.11. Gegeben X D A D Bund z € H,,,(X,B) mit Bild z €
H,,(X, A) kommutiert das Diagramm

H?(X,A) — H"(X,B)
Nz | 1Nz
H,X = H,X

Satz 4.5.12 (Poincaré-Dualitit). Fiir jede kompakte orientierte Mannigfaltigkeit
definiert das cap-Produkt mit dem Fundamentalzykel einen Isomorphismus von
ihrer Kohomologie mit ihrer Homologie.

4.5.13. Ist also in Formeln M eine kompakte orientierte n-Mannigfaltigkeit und
w € H,, M ihr Fundamentalzykel, so liefert das cap-Produkt mit w fiir alle p einen
Isomorphismus

Nw : HPM = H,_,M
4.5.14. Dieser Satz und sein Beweis gelten mit Koeffizienten in einem beliebigen
kommutativen Ring. Gilt in unserem Ring 1 + 1 = 0, so benétigt man noch nicht
einmal die Voraussetzung der Orientierbarkeit.

4.5.15. Fiir zwei Homologieklassen komplementidrer Dimension o € H, M und
B € H,_,M einer orientierten kompakten n-Mannigfaltigkeit ist hoffentlich an-
schaulich klar, was ihre “Schnittzahl” o - 5 € Z sein sollte, die die Schnittpunk-
te von repriasentierenden Zykeln “in generischer Lage” mit geeigneten, von der
Orientierung abhédngigen Vorzeichen zihlt. Der Isomorphismus aus dem obigen
Satz 4.5.12 liefert eine Definition solcher Schnittzahlen: Wir suchen a € H" P M,
b€ HPM mit o« = a Nwyy, 8 = b N wys und setzen

a'ﬁ:<anawM>

Wir werden unsere geometrische Interpretation der so definierten Schnittzahlen in
5.4.6 rechtfertigen. Ebenso zeigt die graduierte Kommutativitét des cup-Produkts
nach 4.2.6, daB} fiir die Schnittzahlen in einer n-Mannigfaltigkeit gilt o - 3 =
(—1)(=leD(=I8) 3. o Nach der Adjunktionsformel (aUb, wy;) = (@, bNwys) und
unseren Definitionen entsprechen sich unter den Identifikationen der Poincaré-
Dualitit fiir einen beliebigen kommutativen Koeffizientenring die drei Paarungen
Hp(Mak) X anp<M; k) _>k7 (Oéaﬁ) = Oé'ﬁ
H"P(M:k) x H,_,(M;k) —k, (a,0) — (a, 3)
H"P(M;k) x HP(M; k) — k, (a,b) +— (aUb,wp)
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Falls eine dieser Paarungen eine Bijektion des linken Raums auf den Dualraum
des rechten Raumes oder das Umgekehrte induziert, so folgt dasselbe fiir die bei-
den anderen Paarungen. Haben wir etwa Koeffizienten in einem Korper oder ist
H,_,_1(M;Z) eine freie abelsche Gruppe, so liefert nach 4.1.11 oder 4.10.1 die
Paarung in der Mitte eine Bijektion des linken Raums auf den Dualraum des rech-
ten Raumes, und dasselbe folgt fiir die beiden anderen Paarungen.

4.5.16. Der Satz liefert uns auch allgemeiner eine Definition des Schnittprodukts
auf der Homologie von M: Man iibertrédgt schlicht das cup-Produkt auf der Koho-
mologie mithilfe der Isomorphismen aus dem Satz in die Homologie. Allerdings
sind wir hier noch nicht in der Lage, die Briicke von dieser Definition bis zur
Anschauung zu schlagen.

4.5.17. Um einen anschaulichen Beweis der Poincaré-Dualitéit zu geben, verall-
gemeinert man zunéchst unseren Satz 2.4.3 iiber den Zusammenhang von singuli-
rer und simplizialer Homologie von endlichen Simplizialkomplexen auf Ridume,
die statt aus Simplizes in dhnlicher Art aus komplizierten kompakten konvexen
Polyedern zusammengesetzt sind, wie zum Beispiel die Oberflachen der platoni-
schen Korper. So kann etwa die Homologie der Sphére mithilfe einer Dodekaeder-
Zerlegung berechnet werden durch einen Komplex der Gestalt Z'? — Z3° — 72°
fiir die 12 Fldchen, 30 Kanten und 20 Ecken. Gehen wir nun iiber zur “dualen”
Zerlegung in kompakte konvexe Polyeder, im Beispiel zur Ikosaeder-Zerlegung
der Sphére in 20 Fldchen mit 30 Kanten und 12 Ecken, so kann man den Komplex,
der urspriinglich die Homologie berechnet, in natiirlicher Weise identifizieren mit
dem Komplex, der beziiglich dieser dualen Zerlegung die Kohomologie berech-
net. Da aber Homologie und Kohomologie von der Zerlegung ginzlich unabhén-
gig sind, ergibt sich H; M = H"~* M fiir jede orientierte kompakte triangulierbare
n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es ist nicht allzu schwer, diese Skizze zu einem
richtigen Beweis auszubauen, sieche zum Beispiel [ ]. Wir werden jedoch
einen anderen Weg gehen, der Triangulierbarkeitsvoraussetzungen vermeidet und
auch abgesehen davon zu allgemeineren Resultaten fiihrt. Genauer wollen wir un-
seren Satz durch eine Art Induktion iiber alle offenen Teilmengen beweisen und
werden dazu eine Version formulieren, die auch nichtkompakte Mannigfaltigkei-
ten einbezieht. Das benétigt einige algebraische Vorbereitungen.

Ubung 4.5.18. Ist f : Y — X eine stetige Abbildung von orientierten kompakten
Mannigfaltigkeiten der Dimension m, n und [Y| € H,,(Y") der Fundamentalzykel
und ¢y € H""™(X) das Poincaré-Duale von f,[Y] € H,,(X), also ¢y N [X] =
f+[Y], so kommutiert das Diagramm

'y <2 v x 22 granem
lmm lmm
H, Y - H, X
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Hinweis: 4.5.7 und 4.5.8. Das Daranmultiplizieren des Poincaré-Dualen des Fun-
damentalzykels einer Untermannigfaltigkeit kann also ausgedriickt werden durch
Riickzug auf der Kohomologie, Poincaé-Dualitit auf der Untermannigfaltigkeit
und Bild auf der Homologie.

4.6 Ein Kriterium fiir Homotopieiquivalenzen

4.6.1. Um bequem unsere bisher bewiesenen Resultate von der Homologie auf die
Kohomologie iibertragen zu konnen, entwickeln wir in diesem Abschnitt zunichst
noch weitere Methoden der homologischen Algebra.

Definition 4.6.2. Wir nennen einen Komplex beschrinkt in Richtung der Pfeile
genau dann, wenn wir in Richtung der Pfeile gehend ab einer Stelle nur noch
Cy = 0 treffen.

Satz 4.6.3 (Kriterium fiir Homotopieiquivalenzen). Sei R ein Ring und sei-
en P, Q) zwei in Richtung der Pfeile beschrdnkte Komplexe von projektiven R-
Moduln. Induziert eine Kettenabbildung f : () — P Isomorphismen auf allen
Homologiegruppen, so ist sie bereits eine Homotopiedquivalenz.

Beweis. Das folgt durch zweifaches Anwenden der anschlieBenden technischen
Proposition 4.6.4. [

Proposition 4.6.4. Sei R ein Ring, P ein in Richtung der Pfeile beschrinkter
Komplex von projektiven R-Moduln und C' ein beliebiger Komplex von R-Moduln.
Induziert eine Kettenabbildung f : C' — P Isomorphismen auf allen Homologie-

gruppen, so besitzt sie ein Rechtsinverses in der Homotopiekategorie, d.h. es gibt
h:P — Cmitfh~idp.

Beweis. Wir konstruieren fiir eine beliebige Kettenabbildung f : C' — P einen
Komplex K = K(f), den sogenannten Abbildungskegel von f wie folgt: Wir
setzen K,, = C,,_1 & P,, fassen die Elemente dieser Summe als Spaltenvektoren
auf und definieren den Randoperator 0¥ : K,, — K,,_; durch die Matrix

-9 0

K _

*~(7 &)

Man priift miihelos 9% 0 9% = 0. Bezeichnet [1]C wie in 3.6.24 den verschobenen

Komplex mit ([1]C),, = C,,_; und Randoperator 91¢ = —9° so ergibt sich mit
den offensichtlichen Abbildungen eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

P — K(f) - [1]C
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und man iiberzeugt sich, dal der Randoperator der zugehdrigen langen exakten
Homologiesequenz gerade H, f : H,C' — H,P ist. Ist speziell H, f ein Iso-
morphismus fiir alle n, so ist der Abbildungskegel K (f) exakt nach der langen
exakten Homologiesequenz, und ist zusitzlich P ein in Richtung der Pfeile be-
schriankter Komplex von projektiven 2-Moduln, so ist nach dem Hauptlemma der
homologischen Algebra 3.6.10 die Kettenabbildung P — K (f) nullhomotop.
Setzen wir so eine Homotopie an als Spaltenmatrix (h,d)", so ergibt sich die
Matrixgleichung

(7o) GG )

Nach Ausmultiplizieren bedeutet die erste Zeile, dal h : P — (' eine Kettenab-
bildung ist, und die zweite, dal fh homotop ist zur Identitét auf P. [

Ubung 4.6.5. Hat ein in Richtung der Pfeile beschriinkter Komplex C' von projek-
tiven R-Moduln projektive Homologie, so ist er homotopiedquivalent zu seiner
Homologie. Fassen wir genauer die Homologie HC' wie auch anderweitig auf als
Komplex mit trivialen Differentialen, so gibt es in der Homotopiekategorie der
Kettenkomplexe genau einen Isomorphismus HC — C, der auf der Homologie
die offensichtliche Identifikation H(HC') — HC' induziert.

4.7 Eigenschaften der Kohomologie

Satz 4.7.1 (Homotopie-Invarianz der Kohomologie). Homotope Abbildungen
zwischen topologischen Rdumen induzieren dieselbe Abbildung auf der Kohomo-
logie.

Beweis. Sind f und g homotop, f ~ g, so sind nach 1.4.8 die induzierten Ab-
bildungen Sf und Sg kettenhomotop, Sf ~ Sg. Dasselbe gilt dann auch fiir die
transponierten Abbildungen auf den Koketten, S*f ~ S*g, und so erhalten wir
wie gewiinscht HY(f) = H%(g). O

Lemma 4.7.2. Sind alle Homologiegruppen eines topologischen Raums X mit
Koeffizienten in einem Ring k freie Linksmoduln iiber k, so induziert die Kronecker-
Paarung mit Koeffizienten fiir jeden k-Modul G Isomorphismen

HY(X; G) = Mody(Hy(X: k), G)

Beweis. Nach 4.6.5 ist unter unseren Voraussetzungen der Komplex S(X; k) als
Komplex von Linksmoduln homotop zu seiner Homologie H(X; k). Also ist na-
tiirlich auch der Komplex S*(X; G) = Homg(S(X; k), G) homotop zum Komplex
Hom, (H(X; k), G). O
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4.7.3. Die Kohomologie eines topologischen Raums X mit Koeffizienten in ei-
nem Korper £ ist insbesondere schlicht der Dualraum der Homologie, in Formeln
HY(X; k) = H,(X;k)*. Wenden wir das Lemma an mit k = Z, so erhalten wir
insbesondere Formeln fiir die Kohomologie eines Punktes und die Kohomologie
von Sphéren mit beliebigen Koeffizienten.

4.7.4. Schon wenn X und Y unendliche diskrete Mengen sind, ist das Analogon
der Kiinneth-Formel 3.6.20 fiir die Kohomologie falsch, selbst mit Koeffizienten
in einem Korper. Nehmen wir jedoch an, alle Homologie-Gruppen des Raums X
seien frei oder, noch allgemeiner, projektiv iiber dem gewihlten Koeffizientenring,
so haben wir ja nach 4.6.5 einen kanonischen Isomorphismus SX = HX in der
Homotopiekategorie der Kettenkomplexe. Nehmen wir dann zusitzlich fiir den
vorletzten Isomorphismus alle Homologiegruppen von X als endlich erzeugt an,
so erhalten wir Homotopiedquivalenzen

SHX xY) S (SX ®SY)" 3 (HX ® SY)* 5 (HX)' ® $'Y & (H'X @ SY)

und man sieht unschwer ein, dafl der auf der Kohomologie in der Gegenrichtung
induzierte Isomorphismus H*X @ H*'Y = H*(X x Y') gerade das Kreuzprodukt
sein muB.

Ubung 4.7.5. In dieser Ubung ist H?(X) eine Abkiirzung fiir H?(X; G) mit be-
liebigen aber festen Koeffizienten G. Sei X = | | X, eine Zerlegung von X in
paarweise disjunkte offene Teilmengen und z,, : X,, — X die jeweilige Ein-
bettung. So definieren die H?(i,,) : H*(X) — HY(X,) einen Isomorphismus
HY(X) = J]HYX,). Dasselbe gilt allgemeiner, wenn wir nur fordern, daB es
fiir v # w keinen Weg von einem Punkt aus X, zu einem Punkt aus X, gibt.

4.7.6. Wir definieren weiter die relative Kohomologie eines Paares als die Koho-

mologie des Komplexes S?(X, A; G) = Ab(S,(X, A), G) der relativen Koketten
und erhalten so einen Funktor

H? : {Raumpaare} — {Abelsche Gruppen }°P?

Lemma 4.7.2 gilt mit demselben Beweis auch fiir die relative Kohomologie. Ge-
geben ein Raumpaar (X, A) liefern die (spaltenden) kurzen exakten Sequenzen
S¢A — S, X — S,(X, A) mittels Dualisierung kurze exakte Sequenzen S?A «
S1X «— S9(X, A). Die kurze exakte Sequenz der Komplexe der singulidren Ko-
ketten liefert wiederum die lange exakte Kohomologiesequenz

0— H°(X,A4) - H°X — H°A — HY(X,A) — ...

mit einem im Raumpaar (X, A) natiirlichen Randoperator. Dasselbe gilt auch mit
beliebigen Koeffizienten. Wir iibertragen beispielhaft noch einige weitere Aussa-
gen auf die Kohomologie.
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Satz 4.7.7 (Ausschneidung fiir die Kohomologie). Ist (X, A) ein Raumpaar und
V' C A eine Teilmenge mit V. C A°, so liefert die Einbettung von Raumpaaren i :
(X\V, A\V) < (X, A) Isomorphismen auf den relativen Kohomologiegruppen

HY(X, A) = HI(X\V, A\V)

Beweis. Nach dem Ausschneidungssatz 2.3.18 induziert die von der Einbettung
herkommende Kettenabbildung Si : S(X\V, A\V) — S(X, A) Isomorphismen
auf der Homologie und ist mithin nach 4.6.3 eine Homotopiedquivalenz. Dann
ist natiirlich auch die transponierte Abbildung S*i : S*(X, A) — S*(X\V, A\V)
eine Homotopiedquivalenz und induziert Isomorphismen auf der Kohomologie.

]

4.7.8. Geht man in der Herleitung der Mayer-Vietoris-Sequenz und der relativen
Mayer-Vietoris-Sequenz in 2.3.19 und 2.3.21 aus kurzen exakten Sequenzen von
komplexen freier abelscher Gruppen zuerst zu den dualen Kettenkomplexen iiber
und bildet erst dann die lange exakte Homologiesequenz, so erhilt man lange ex-
akte Sequenzen von Kohomologiegruppen, genannt die Mayer-Vietoris-Sequenz
und die relative Mayer-Vietoris-Sequenz der Kohomologie.

4.7.9. Ist IC ein Simplizialkomplex, so besteht die obere Zeile des Diagramms

SK «— S°A(K) — SA(K)

AN 7 /
S=A(K)

aus 2.4.3 nach 4.6.3 aus Homotopiedquivalenzen, und wihlen wir zusitzlich ei-
ne Anordnung auf den Ecken, so ist auch der Komplex S®A(K) der ordnungs-
vertrdglichen simplizialen Ketten definiert und das ganze Diagramm besteht aus
Homotopiedquivalenzen. Folglich erhalten wir durch Anwenden von Hom( ,Z)
wieder ein kommutatives Diagramm von Homotopiedquivalenzen, das wir

K — SIAKK) «— STAKK)

N
SesA(K)

notieren und das Isomorphismen zwischen den Kohomologiegruppen dieser Kom-
plexe liefert. Die Elemente von S, A(K) kann man auffassen als unendliche for-
male Linearkombinationen von ordnungsvertrdglichen ¢-Simplizes, formal ha-
ben wir eine kanonische Bijektion SL,A(K) = Ens(K,,Z). Der Korandopera-
tor ordnet einem ¢-Simplex die formale Summe mit geeigneten Vorzeichen aller
(¢ + 1)-Simplizes zu, die unseren g-Simplex enthalten. Ahnlich kann man die
Gruppe der Simplizialkoketten S?K identifizieren mit der Gruppe aller Abbil-
dungen f : ICqS — Z von der Menge aller angeordneten g-Simplizes nach Z mit
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der Eigenschaft f(o o ) = (sgn)f(o) fur alle Permutationen 7 € S,1. Zur
Ubung empfehle ich, diese simpliziale Kohomologie fiir eine Triangulierung der
reellen Zahlengerade explizit zu berechnen.

4.8 Erweiterungen von abelschen Gruppen

4.8.1. Um unsere Kohomologiegruppen aus den Homologiegruppen berechnen
zu konnen, brauchen wir Erweiterungen. Unter einer Erweiterung einer abel-
schen Gruppe M durch eine abelsche Gruppe N versteht man zunéchst einmal
eine kurze exakte Sequenz N — FE — M. Eine zweite solche Erweiterung
N — E’ — M heilit isomorph zu unserer ersten Erweiterung genau dann, wenn
es einen Isomorphismus £ = E’ gibt, der das Diagramm

N — E —- M

I l I
N - E — M

zum Kommutieren bringt. Wir werden uns im folgenden iiberlegen, daf} die Iso-
morphieklassen von derartigen Erweiterungen eine Menge, ja sogar in natiirlicher
Weise eine abelsche Gruppe bilden, und wie wir diese Gruppe zu gegebenen M
und N effektiv berechnen konnen. Die eigentliche Arbeit beginnen wir mit einem
etwas kiinstlichen aber formal einfacheren Zugang zu besagter Gruppe. Das Aus-
arbeiten des Zusammenhangs zum hier nur skizzierten namensgebenden Zugang
iiberlasse ich dem Leser als Ubung 4.8.6.

Definition 4.8.2. Gegeben ein Homomorphismus von abelschen Gruppen f :
A — B definiert man seinen Kokern als die abelsche Gruppe

cok f = B/(im f)

Definition 4.8.3. Gegeben zwei abelsche Gruppen M und N erklidren wir eine
dritte abelsche Gruppe Ext(M, N) durch die Vorschrift

Ext(M, N) := cok(Hom(ZM, N) — Hom(K M, N))

fir KM — ZM — M die Standardauflosung von M aus 3.4.4. Sie heilit die
Gruppe der Erweiterungen von )/ durch N. Die Notation riihrt her von der
englischen und franzosischen Bezeichnung “extension”.

4.8.4. Offensichtlich ist Ext ein kovarianter Funktor in der zweiten und ein kon-
travarianter Funktor in der ersten Variablen. Ist M frei, so spaltet die Sequenz
KM — ZM — M und wir folgern Ext(M, N) = 0 fiir alle N.
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4.8.5. Wir konnen unsere Definition auch dahingehend umschreiben, dal wir den
Komplex PM mit P, M = KM und PyM = ZM und P,M = 0 fiir ¢ # 0,1
aus 3.4.4 betrachten und N = NJ0] als im Grad Null konzentrierten Komplex
auffassen und im Sinne von 1.4.10 den Hom-Komplex Hom(P M, N[0]) bilden.
Damit erhalten wir dann die Darstellung

Ext(M,N) = H_; Hom(PM, N|[0])

Andererseits definiert die Surjektion ZM — M offensichtlich einen Isomorphis-
mus
Hom(M, N) = HoHom(P M, N[0])

Da nun nach 3.5.7 der Komplex PM aus freien abelschen Gruppen besteht, liefert
jede kurze exakte Sequenz N’ — N — N” von abelschen Gruppen eine kurze
exakte Sequenz von Komplexen

Hom(PM, N'[0]) — Hom(PM, N[0]) — Hom(PM, N"[0])

und die zugehorige lange exakte Homologiesequenz liefert mit den eben angege-
benen Identifikationen eine exakte Sequenz

0 — Hom(M,N’) — Hom(M,N) — Hom(M,N") —
—  Ext(M,N') — Ext(M,N) — Ext(M,N") — 0

Sie heil3t die lange exakte Ext-Sequenz im zweiten Eintrag.

Ubung 4.8.6. Man zeige, daB wir eine Bijektion

Erweiterungen von M durch N
im Sinne von 4.8.1, = Ext(M,N)
bis auf Isomorphismus

erhalten, indem wir jeder kurzen exakten Sequenz N — E — M das Bild in
Ext(M, N) der Identitit auf M unter dem Randoperator der zugehdrigen Ext-
Sequenz im zweiten Eintrag zuordnen. Hinweis: Gegeben e € Ext(M, N') wihle
man einen Reprisentanten € : KM — N und bilde durch pushout in die Mitte im
Sinne von 4.9.6 ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen der Gestalt

KM — ZM —» M

| | I
N — E — M
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4.9 Injektive abelsche Gruppen

Definition 4.9.1. Ein Modul [ iiber einem Ring heil3t injektiv genau dann, wenn
gegeben irgendein weiterer Modul M iiber unserem Ring und darin ein Untermo-
dul U C M sich jeder Modulhomomorphismus U — I zu einem Modulhomo-
morphismus M — [ ausdehnen laBt.

4.9.2. In Formeln heift also ein R-Modul [ injektiv genau dann, wenn fiir jede
Injektion ¢ : U <— M von R-Moduln das Vorschalten eine Surjektion (oi) :
Modg(M,I) — Modg(U, I) liefert.

Beispiele 4.9.3. Ist k ein Korper, so ist jeder k-Modul injektiv als k-Modul, aber
natiirlich nicht notwendig als abelsche Gruppe. Einen injektiven Z-Modul nennen
wir eine injektive abelsche Gruppe. Die abelsche Gruppe Q ist injektiv, wie die
gleich anschlieBende Proposition 4.9.5 zeigt. Alternativ kénnen wir auch argu-
mentieren, daB gilt Ab(M, Q) = Modgy(Q ®z M, Q) nach ?? und daB die rechte
Seite ein exakter Funktor in M ist nach 3.2.20.

Definition 4.9.4. Eine abelsche Gruppe heif3t divisibel genau dann, wenn fiir jede
von Null verschiedene ganze Zahl der durch die Multiplikation mit dieser Zahl
gegebene Endomorphismus unserer Gruppe surjektiv ist.

Proposition 4.9.5. 1. Eine abelsche Gruppe [ ist injektiv genau dann, wenn
gilt Ext(M, I) = 0 fiir alle M.

2. Eine abelsche Gruppe ist injektiv genau dann, wenn sie divisibel ist.
3. Jeder Quotient einer injektiven abelschen Gruppe ist injektiv.
4. Jede abelsche Gruppe ldfst sich in eine Injektive einbetten.

4.9.6. Analoges gilt mit einem analogen Beweis auch fiir Moduln iiber beliebigen
Hauptidealringen. Der folgende Beweis verwendet die Konstruktion des “push-
out in der Kategorie der abelschen Gruppen”: Gegeben Homomorphismen abel-
scher Gruppen ¢ : A — Bund ¢ : A — C bildet man die abelsche Gruppe
P = (Be O)/{(¢(a),—(a)) | a € A} mit den durch die Einbettungen in-
duzierten Morphismen B — P und C' — P und erhilt so ein kommutatives
Diagramm
A — B

! !
¢ —- P

von abelschen Gruppen. Die Gruppe P oder genauer die “Hilfte dieses Dia-
gramms unterhalb der Linie durch B und C” heif3t der push-out der Hilfte ober-
halb besagter Linie. Im Rahmen der Kategorientheorie in mag man die

158



universelle Eigenschaft kennenlernen, die push-outs in beliebigen Kategorien cha-
rakterisiert. In unserem speziellen Fall erkennt man leicht, dal die Injektivitit
eines Ausgangspfeils die Injektivitit des dazu parallelen Pfeils in den push-out
impliziert und daf} die Surjektivitit eines Ausgangspfeils gleichbedeutend ist zur
Surjektivitit des dazu parallelen Pfeils in den push-out, in Formeln (A — B) =
(C < P)und (A - B) & (C — P). Vergleiche auch Ubung

Beweis. 1. Fiir I injektiv folgt Ext(M, I) = 0 aus der Definition. Sei umgekehrt
I eine abelsche Gruppe mit Ext(M, I) = 0 fiir alle M. Gegeben eine Injektion
B’ — B ¢gilt es, jeden Morphismus B’ — [ zu einem Morphismus B — [
auszudehnen. Dazu bilden wir den push-out

B — B
! i
I — Y

mit einer Injektion in der unteren Horizontalen nach 4.9.6. Vervollstindigen wir
diese untere Horizontale zu einer kurzen exakten Sequenz / — Y — K und bil-
den dazu die Ext-Sequenz im zweiten Eintrag 4.8.5 mit M = K, so folgt, dal} die
Surjektion Y — K spaltet alias ein Rechtsinverses besitzt. Mit 2.2.10 folgt, da3
dann auch die Injektion / — Y spaltet, und ein Linksinverses Y — [ dazu liefert
dann die gewiinschte Ausdehnung.

2. Ist I injektiv, so induziert fiir alle n # 0 die Injektion (n:) : Z — Z eine
Surjektion Hom(Z, I) — Hom(Z, I) alias (n-) : I — I. Jede injektive abelsche
Gruppe ist also divisibel. Die Umkehrung zeigen wir mit dem Zorn’schen Lemma.
Sei I divisibel, A’ C A eine Untergruppe und ¢’ : A" — I ein Homomorphismus.
Es gilt, ¢’ auf ganz A auszudehnen. Wir betrachten dazu die Menge aller Paare
(A1, 1) mit A einer Untergruppe von A oberhalb von A’ und ¢, einer Fortset-
zung von ¢’ auf A;. Die Menge aller derartigen Paare ist in offensichtlicher Weise
induktiv geordnet, wir finden also eine maximale Ausdehnung (A,ax, Pmax ). Wé-
re hier nicht A, = A, so konnten wir ein ¢ im Komplement wihlen und das
pushout-Diagramm
Apax N {a) — (a)
! !
Al ax —  Apax + (@)

bilden. Da I divisibel ist, konnen wir die Einschrinkung von ., 1dngs der linken
Vertikale ausdehnen ldngs der oberen Horizontale zu sagen wir ¢, : (a) — I, und
Ymax Und ¢, zusammen liefern dann eine Ausdehung von ¢, auf den pushout.
Das aber widerspriache der Maximalitit unserer Ausdehnung.

3. Das folgt direkt aus 2, oder auch aus 1 mit der Ext-Sequenz 4.8.5.

159



4. Eine derartige Einbettung liefert nach 3 die rechte Vertikale des kokartesischen
Diagramms

M — M
| !
QM —» I

DaB die untere Horizontale eine Surjektion und die rechte Vertikale eine Injektion
ist, folgt aus der expliziten Konstruktion des pushout nach 4.9.6. [

49.7. Ist N/ — N — N” eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen und
ist M ein weitere abelsche Gruppe, so ist die induzierte Sequenz

Hom(M, N') — Hom(M, N) — Hom(M, N")

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil mufl keineswegs wieder eine Sur-
jektion sein. Ist jedoch M frei, so ist auch der rechte Pfeil offensichtlich wieder
eine Surjektion und unsere Sequenz folglich exakt. Ist hnlich M’ — M — M"
eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen und ist /V ein weitere abelsche
Gruppe, so ist die induzierte Sequenz

Hom(M", N) — Hom(M, N) — Hom(M', N)

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil mufl ebensowenig eine Surjektion
sein. Unsere Erweiterungsgruppen sind in gewisser Weise Korrekturterme fiir die-
se Phianomene. Im ersten Fall ist das die Bedeutung von 4.8.5. Wir zeigen es nun
im zweiten Fall.

4.9.8. Gegeben eine abelsche Gruppe NV betrachten wir die kurze exakte Sequenz
N — Iy — Cy mit der im letzten Schritt des Beweises von 4.9.5 als pushout
konstruierten Einbettung von NV in eine injektive Gruppe I = [y als erstem Pfeil
und dem Kokern dieser Einbettung als zweitem Pfeil. Den Zweischrittkomplex
Iy — Cy in Graden Null und (—1) notieren wir ZN. Gegeben eine kurze exakte
Sequenz von abelschen Gruppen M’ < M — M" erhidlt man nun wegen der
Injektivitét der Eintrdge Z N eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

Hom(M",ZN) — Hom(M,ZIN) —» Hom(M’,IN)

Die zugehorige lange exakte Homologiesequenz liefert mit den durch die Homo-
logiesequenz im zweiten Eintrag gegebenen Identifikationen eine exakte Sequenz

0 — Hom(M",N) — Hom(M,N) — Hom(M' N) —
— Ext(M",N) — Ext(M,N) — Ext(M' N) — 0

Sie heiB3t die lange exakte Ext-Sequenz im ersten Eintrag.
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Ubung 4.9.9. Ahnlich wie im Fall der Torsionsgruppen zeige man, daB gegeben
abelsche Gruppen M, N die von PM — M][0] und N[0] — ZN induzierten
Kettenabbildungen

Hom(M[0],ZN) — Hom(PM,ZN) — Hom(PM, N[0])

auf der Homologie Isomorphismen induzieren.

4.9.10. Fir jede abelsche Gruppe N und jede natiirliche Zahl m # 0 liefert
der Randoperator der Ext-Sequenz im ersten Eintrag zur kurzen exakten Sequenz

757 17 /mZ einen Isomorphismus
N/mN = Ext(Z/mZ,N)

Ubung 4.9.11. Gegeben eine abelsche Gruppe M und eine Familie von abelschen
Gruppen (1V;) ist die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

Ext (a1, T i) = [T Ext(a, )

Ubung 4.9.12. Gegeben eine Familie von abelschen Gruppen (/;) und eine abel-
sche Gruppe N ist die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

Ext (@ M, N> = T Ext(M;, N)
Ubung 4.9.13. Gilt Ext(P, N) = 0 fiir alle N, so ist P frei. Kann im allgemeinen

Ext(M, N) Elemente unendlicher Ordnung enthalten?

4.9.14. Eine berithmte Vermutung von Whitehead dahingehend, da8 fiir abel-
sche Gruppen A gilt
Ext(A,Z) =0 = Afrei

ist von Shelah [ ] in ganz absonderlicher Weise “gelost” worden: Ob die
Vermutung stimmt oder nicht, hingt von den Axiomen der Mengenlehre ab, die
man zugrunde legt!

4.10 Koeffizientenwechsel in der Kohomologie

Satz 4.10.1 (Universelles Koeffiziententheorem der Kohomologie). Ist X ein
topologischer Raum und G eine abelsche Gruppe, so haben wir natiirliche kurze
exakte Sequenzen

Ext(H,_, X,G) — HY(X;G) - Hom(H,X, G)

die in unnatiirlicher Weise spalten.
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Ubung 4.10.2. Dasselbe gilt mit demselben Beweis auch in der relativen Kohomo-
logie. Man priife es explizit im Fall der relativen Kohomologie des Mobiusbands
relativ zu seinem Randkreis. Hinweis: 2.6.7.

Erginzung 4.10.3. Will man aus Homologie eines topologischen Raums X mit
Koeffizienten in einem Ring k die Kohomologie von X mit Koeffizienten in ei-
nem k-Modul G berechnen, so leistet das im allgemeinen eine “Spektralsequenz
mit Ey-Term Ext},(H;(X; k), G)”. In unserem speziellen Fall k = Z verschwin-
den alle Erweiterungen ab Grad zwei, wir notieren Ext}, = Ext und besagte Spek-
tralsequenz degeneriert zur Aussage des obigen Satzes. Das gilt allgemeiner nach
3.5.7 fiir k einen Hauptidealring oder ganz allgemein fiir alle Ringe derart, da3
jeder Untermodul eines projektiven Moduls projektiv ist. Derartige Ringe heiflen
erbliche Ringe, da sich bei ihnen “die Eigenschaft der Projektivitit auf Untermo-
duln vererbt”.

Ergdnzung 4.10.4. Kaplansky hat ein Beispiel fiir einen erblichen Ring gefunden,
dessen opponierter Ring nicht erblich ist. Man miifite also eigentlich genauer von
linkserblichen und rechtserblichen Ringen reden.

Beweis. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz G — I — Cg mit injektiven
I und C¢ aus 4.9.8. Sie fiihrt zu einer kurzen exakten Sequenz von Komplexen

Hom(SX,G) — Hom(SX, I) - Hom(SX, Cg)

Da I und Cy; injektiv sind, sind die Funktoren Hom( , /) und Hom( , C¢) exakt
und “kommutieren” folglich mit dem Bilden der Homologie in derselben Weise,
wie wir das in 3.3.1 fiir das Tensorieren mit torsionsfreien Moduln gesehen hatten.
Von der zugehdrigen langen exakten Kohomologiesequenz ist also ein Ausschnitt

— Hom(H,1X,Ils) — Hom(H,,X,Cqs) —
— HYX;G) — Hom(H,X,Iz) — Hom(H,X,Cqs) —

und die Ext-Sequenz im zweiten Eintrag liefert uns wie gewiinscht kurze exakte
Sequenzen
Ext(H,—1X,G) — HY(X; G) - Hom(H, X, G)

Es bleibt zu zeigen, da3 unsere Sequenzen spalten. So eine Spaltung folgt aber wie
zu Ende des Beweises von 3.5.2 aus der Existenz einer Spaltung der Einbettung
24X — S,X : Solch eine Spaltung S, X — Z,X induziert durch eine Abbildung
Hom(H, X, G) — Hom(Z,X,G) — S X;G), die in Z?(X; G) landet. O

Ergdanzung 4.10.5. Sei allgemeiner C, irgendein Komplex von freien abelschen
Gruppen und G eine weitere abelsche Gruppe. So liefert dasselbe Argument un-
kanonisch spaltende kurze exakte Sequenzen

Ext(H,-1C\, G) — H?Hom(C,, G) - Hom(H,C,, G)
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5 Poincaré-Dualitit und Schnittpaarung

5.1 Limites und Kolimites

Definition 5.1.1. Sei (I, >) eine partiell geordnete Menge. Ein durch [ indizier-
tes System in einer Kategorie C ist eine Familie { )/, };c; von Objekten mitsamt
Morphismen ¢;; : M; — M; fiir alle j > ¢ derart, daB gilt ¢ o pj; = p; wann
immer k£ > j > 4, und daB gilt ;; = id fiir alle 3.

Definition 5.1.2. Ein Kolimes eines Systems ist ein Objekt L mitsamt Morphis-
men can; : M; — L derart, da} gilt can; op;; = can; fiir j > 7 und daf} die
folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist: Gegeben ein Objekt N mitsamt Mor-
phismen f; : M; — N derart, daB} gilt f; o p;; = f; wann immer j > ¢, gibt es
genau einen Morphismus f : L — N mit f; = f o can, fiir alle :. Wie {iblich
legt die universelle Eigenschaft das Datum (L, (can;);c;) fest bis auf eindeutigen
Isomorphismus. Wir schreiben fiir “den” Kolimes der M; kurz

L =: colim M; =: col M;

Beispiel 5.1.3. Im Fall einer partiell geordneten Menge, in der je zwei verschie-
dene Objekte unvergleichbar sind, spezialisiert unsere Definition zum Koprodukt,
daher die Bezeichnung als Kolimes. Im Fall einer partiell geordneten Menge mit
drei Elementen, von denen eines kleiner ist als die beiden anderen, wobei diese
beiden anderen jedoch unvergleichbar sind, spezialisiert unsere Definition zum
Pushout.

Definition 5.1.4. Eine partiell geordnete Menge heifit filtrierend genau dann,
wenn darin jede endliche Teilmenge eine obere Schranke besitzt. Ein Kolimes
tiber ein filtrierendes System heil3t ein filtrierender Kolimes.

5.1.5. In der Literatur wird meist eine andere Definition verwendet, nach der man
eine partiell geordnete Menge filtrierend nennt genau dann, wenn es fiir je zwei
Elemente aus [ ein Drittes gibt, daB} groBer ist als alle beide. Mit dieser Definition
wire auch die leere Menge filtrierend, was mir jedoch unnatiirlich scheint und
was ich in diesem Text nicht zulassen will. Das ist der einzige Unterschied der
Definition dieses Textes zur in der Literatur iiblichen Definition.

5.1.6. Ein System iiber einer filtrierenden Menge heil3t in der Literatur oft auch
ein direktes oder induktives System. Ein Kolimes iiber ein derartiges System
heiBlt ein direkter oder induktiver Kolimes oder in milder Begriffsverwirrung
sogar ein direkter oder induktiver Limes und wird statt col meist lim notiert.
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Beispiel 5.1.7 (Kolimites von Mengen). In der Kategorie der Mengen existie-
ren Kolimites: Die Menge der Aquivalenzklassen in der disjunkten Vereinigung
|l;c; M; unter der Aquivalenzrelation ~, die erzeugt wird wird durch die Aquiva-
lenzen

16st unser universelles Problem. Wir nennen diese Menge von Aquivalenzklassen
ab jetzt den Kolimes colim M; der M;. Sind speziell alle M; Teilmengen einer
Menge M und sind die ¢j; die Inklusionen und ist unser System filtrierend, so
liefert die kanonische Abbildung eine Bijektion colim M; — Uies Ms € M.

Beispiel 5.1.8. In der Kategorie der abelschen Gruppen existieren Kolimites: Der
Quotient der direkten Summe &,_, M; nach der Untergruppe, die erzeugt wird
von allen in;(m) — in;(¢j;;(m)) firi € I, j > i und m € M;, 16st unser univer-
selles Problem.

5.1.9. Bildet man zur partiell geordneten Menge (/,>) eine Kategorie Z mit
ObZ = I und |Z(i,j)| = 1 falls j > 4, Z(i,5) =  sonst, so ist ein duch [
indiziertes System schlicht ein Funktor Z — C. Die Definition des Kolimes bleibt
fiir beliebige Funktoren von einer Kategorie in eine weitere Kategorie oder sogar
beliebige Kochermorphismen von einem Kdocher in eine Kategorie sinnvoll.

Ergiinzende Ubung 5.1.10. Gegeben seien beliebige Kategorien Z,C, D und ein
Funktor Z — Cat(C, D), — F;. Existiert fiir alle C' € C der Kolimes colim F;(C')
in D, so erhalten wir einen Kolimes der F; in Cat(C, D) durch die Vorschrift

(colim F})(C') = colim(F;(C))

5.1.11. Systeme in der opponierten Kategorie nennen wir Kosysteme und der Ko-
limes heifit dann Limes. Ausgeschrieben ist also ein Kosystem in einer Kategorie
C iiber einer partiell geordneten Menge (7, >) eine Familie { M/; };c; von Objekten
mitsamt Morphismen ¢;; : M; — M; fiir alle j > i derart, daB gilt ;00 = g
wann immer £ > j > i und ¢; = id fiir alle ¢, und ein Limes iiber ein solches
Kosystem ist ein Objekt L mitsamt Morphismen can; : L — M, derart, da3 eine
gewisse universelle Eigenschaft erfiillt ist, die der Leser nun erraten kann. Man
notiert Limites meist

Im Fall einer partiell geordneten Menge, in der je zwei verschiedene Objekte un-
vergleichbar sind, spezialisiert unser Limes zum Produkt. Im Fall einer partiell
geordneten Menge mit drei Elementen, von denen eines kleiner ist als die beiden
anderen, diese beiden jedoch unvergleichbar sind, spezialisiert unsere Definition
zum Pullback alias Faserprodukt.
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Bemerkung 5.1.12. Sicher konnen Kosysteme identifiziert werden mit Systemen,
die durch die opponierte partiell geordnete Menge indiziert werden. Wir konnen
in diesem Sinne sowohl unsere Limites als auch unsere Kolimites jeweils sowohl
iber Systemen als auch iiber Kosystemen erklédren, aber das wiirde zu zusitzlicher
Verwirrung fiithren. Die Indizierung ist so gewihlt, dall weder der Limes noch der
Kolimes sich dndern, wenn man Elemente unserer partiell geordneten Mengen
weglaBt, die nicht maximal sind. Stirkere Aussagen in dieser Richtung formuliert
5.1.21.

5.1.13. Ein Kosystem iiber einer filtrierenden Menge heilit in der Literatur meist
ein inverses System, und ein Limes iiber ein derartiges System heift dann ein
inverser oder projektiver Limes und wird statt lim meist m notiert.

Beispiel 5.1.14 (Limites von Mengen). In der Kategorie der Mengen existieren
Limites: Die Teilmenge des Produkts ], ; M;, die besteht aus allen Tupeln (m;)
mit

©;j(m;) =m; furalle i, j € I mitj > i
16st unser universelles Problem. Wir nennen diese Teilmenge des Produkts ab jetzt
den Limes (lim M;) der M.

Ergdnzung 5.1.15. Gegeben ein inverses System nichtleerer endlicher Mengen ist
auch der inverse Limes nicht leer: Das folgt aus dem Satz von Tychonov ?? mit
[ ] . Die Mengen Z,, mit den Inklusionen bilden ein inverses System
nichtleerer unendlicher Mengen, bei dem der inverse Limes leer ist. Auch bei
einem allgemeinen inversen System nichtleerer unendlicher Mengen mit surjekti-
ven Morphismen kann es jedoch vorkommen, daf3 der inverse Limes leer ist. Mehr
dazu findet man in der “Théorie des Ensembles” von Bourbaki.

Erginzung 5.1.16. Bezeichne — den Kocher mit zwei Punkten und zwei Pfei-
len, von dem ich der Einfachkeit halber nur die Pfeile angedeutet habe. Der Limes
eines Kochermorphismus ( = ) — C in eine Kategorie C heilt, wenn er existiert,
auch der Egalisator der beiden Morphismen, die den Pfeilen unseres Kochers
zugordnet werden. Sind zum Beispiel f, g : X — Y zwei Abbildungen von Men-
gen, so ist ihr Egalisator schlicht {x € X | f(z) = g(z)}.

Ubung 5.1.17. Gegeben ein Kosystem von Gruppen (oder abelschen Gruppen,
oder Ringen, oder Moduln) trdgt sein Limes als Kosystem von Mengen in natiir-
licher Weise die Struktur einer Gruppe (oder einer abelschen Gruppe, oder eines
Rings, oder eines Moduls) und wird mit dieser Struktur ein Limes in der jeweili-
gen Kategorie.

Beispiel 5.1.18. Zum Beispiel konnen wir den Ring k[X] der formalen Potenz-
reihen mit Koeffizienten in einem Ring k& aus beschreiben als Limes des
Kosystems aller “abgeschnittenen Polynomringe”, genauer liefert die universelle
Eigenschaft einen Isomorphismus k[ X] = lim K[X]/(X").
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Definition 5.1.19. Eine Teilmenge K C [ einer partiell geordneten Menge [ heif3t
final genau dann, wenn es fiir jedes ¢ € [ ein k € K gibt mit k£ > 1.

5.1.20. In der Literatur heilit diese Eigenschaft meist kofinal. Da die Vorsilbe
“ko” aber in diesem Zusammenhang mit anderer Bedeutung belastet ist, habe ich
die Terminologie etwas variiert.

Lemma 5.1.21 (Ubergang zu finalen Teilsystemen). Seien I eine partiell ge-
ordnete Menge, K C 1 final und M; ein durch [ indiziertes System. Genau dann
existiert der Kolimes iiber I, wenn der Kolimes iiber K existiert, und dann ist der
offensichtliche Morphismus ist ein Isomorphismus

COlkeK Mk = COlieI Mz

Beweis. Beide Seiten haben dieselbe universelle Eigenschaft. Man liberzeuge sich
davon zunichst im Spezialfall, dal [ ein groftes Element besitzt und da K nur
aus diesem einen Element besteht. [

5.1.22. Als Konsequenz unseres Resultats fiir Kolimites in 5.1.21 bleiben natiir-
lich auch Limites unverindert bei der Restriktion zu einer finalen Teilmenge der
Indexmenge des zugehorigen Kosystems.

5.1.23 (Filtrierende Kolimites von Mengen). Gegeben ein induktives System
(M;) von Mengen haben m; € M; und m; € M, dasselbe Bild im direkten
Limes genau dann, wenn es ein k oberhalb von ¢ und j gibt derart, dal} beide
Elemente dasselbe Bild in M), haben. In der Tat kann in diesem Fall die fragliche
Aquivalenzrelation auf der disjunkten Vereinigung explizit beschrieben werden
durch die Vorschrift

(m; ~m;) < (3Fkelmitk >i k> jund pg(m;) = pri(m;))

da nimlich diese Vorschrift im Fall eines induktiven Systems bereits eine Aquiva-
lenzrelation definiert.

5.1.24 (Filtrierende Kolimites von Gruppen). Gegeben ein induktives System
(M;) von Gruppen kann man mithilfe von 5.1.23 seinen direkten Limes in der Ka-
tegorie der Mengen leicht mit einer Gruppenstruktur versehen derart, daB alle can;
Gruppenhomomorphismen werden. Mit dieser Gruppenstruktur ist unser direkter
Limes dann natiirlich auch ein direkter Limes in der Kategorie der Gruppen, da
er die geforderte universelle Eigenschaft hat. Analoges gilt fiir direkte Limites in
der Kategorie der abelschen Gruppen oder auch der Ringe oder auch der Moduln
tiber einem Ring. Insbesondere kommt in diesen Fillen jedes Element des direk-
ten Limes von einem M; her, und ein m € M, geht im direkten Limes auf das
neutrale Element genau dann, wenn es ein & > ¢ gibt derart, da3 sein Bild in M},
das neutrale Element ist.
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Ergiinzende Ubung 5.1.25. Gegeben ein induktives System (M) von Gruppen,
dessen sdmtliche Morphismen Surjektionen ¢j; : M; — M; sind, kann man den
direkten Limes auch beschreiben, indem man ein ¢ festhélt und M; teilt durch die
Vereinigung der Kerne aller ¢;; fiir j > 1.

Ergiinzende Ubung 5.1.26. (Hinweis: 5.1.25.) Gegeben ein induktives System
von Ringen R; mit Kolimes 12 und einen R-Rechtsmodul M sowie einen R3-
Linksmodul N induziert die kanonische Abbildung einen Isomorphismus

@(M®Ri N)LM@RN

)

Definition 5.1.27. Ein Morphismus von Systemen
(M;, pji) — (Niy ¥5)

ist eine Familie von Abbildungen g; : M; — N; so daB gilt;;09; = g;op;; wann
immer j > 7. Fassen wir Systeme als Funktoren auf, so sind unsere Morphismen
gerade die natiirlichen Transformationen.

5.1.28. Aufgrund der universellen Eigenschaften liefert jeder Morphismus von
Systemen einen Morphismus auf den Kolimites. Wir nennen eine Sequenz (M) —
(M;) — (M]") von Systemen abelscher Gruppen exakt genau dann, wenn die zu-
gehorige Sequenz abelscher Gruppen M, — M; — M/ exakt ist fiir alle 7.

Satz 5.1.29 (Exaktheit von filtrierenden Kolimites). Gegeben eine exakte Se-
quenz (M) — (M;) — (M) von induktiven Systemen abelscher Gruppen erhal-
ten wir auch im direkten Limes eine exakte Sequenz

lim M — lim M; — lim M/
— — —

Beweis. Bezeichne f;, g; unsere Morphismen und f, g ihre direkten Limites. Si-
cher ist die Verkniipfung auch im direkten Limes Null. Ist andererseits can;(m;)
ein Element der Mitte, das nach Null geht, so folgt can} g;(m;) = 0, nach 5.1.24
also ¢%,g;(m;) = 0 fiir geeignetes j > i, also g;p;;(m;) = 0 und folglich ist
@ji(m;) = fj(m}) und can;(m;) = f can’(m}). O

Ubung 5.1.30. Sei der topologische Raum X eine aufsteigende Vereinigung of-
fener Teilmengen, X = J;c; Ui. So gilt Hy(X) = lim H,(U;) und m(X, z) =
lim 7(U;, x), wo der zweite direkte Limes nur iiber alle ¢ mit z € U; lauft.

Ubung 5.1.31. Kolimites kommutieren mit Tensorprodukten. In Formeln lie-
fert also die kanonische Abbildung einen Isomorphismus

colim(M; @ N) = (colim M;) @z N

Hinweis: Man verallgemeinere den Beweis fiir die Vertauschbarkeit von Tensor-
produkten und direkten Summen 3.2.10.
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Ergiinzende Ubung 5.1.32. Algebraisch Gebildete mogen zeigen, da in der Ka-
tegorie Kring der kommutativen Ringe beliebige Produkte existieren. Hinweis:
Man bilde den inversen Limes iiber alle endlichen Teilprodukte, deren Existenz
durch bereits gesichert ist.

Ubung 5.1.33. Ist M! — M; — M eine linksexakte Sequenz von Kosystemen
abelscher Gruppen, so ist die Sequenz

der Limites auch linksexakt. Sind die opponierten Systeme indiziert durch n € N
und besteht die Sequenz aus kurzen exakten Sequenzen M, — M, — M) und
sind alle M] — M/ surjektiv, so bilden die inversen Limites sogar eine kurze
exakte Sequenz

lim M, — lim M,, — lim M’

'y iy 'y
Man kann das sogar allgemeiner zeigen unter der noch schwécheren sogenannten
Mittag-Leffler-Bedingung, daf} in jedem /] die absteigende Folge der Bilder
der M J’ mit j > n nach endlich vielen Schritten konstant wird, etwa beim Bild
von M;, . Hinweis: Gegeben ein Element des inversen Limes (m;,,) wihle man
zundchst in der Mitte jeweils Urbilder m,, und davon ausgehend “bessere” Urbil-
der als die Bilder m,, € M,, der m;(,), und dndere die m(,) dann induktiv so ab,
daB die m,, ein Element des inversen Limes werden.

Beispiel 5.1.34. Die kurzen exakten Sequenzen p"Z — 7Z — Z/p"Z fir p # 0
liefern im inversen Limes keine kurze exakte Sequenz: Die kanonische Abbildung
7, — 2., von Z in die p-adischen Zahlen ist nicht surjektiv.

Ubung 5.1.35. Sei ein durch die natiirlichen Zahlen indiziertes inverses System
von exakten Komplexen abelscher Gruppen gegeben. Sind alle Morphismen un-
seres Systems surjektiv, so ist auch der inverse Limes exakt. Hinweis: Die Bilder
fallen einerseits mit den Zykeln zusammen und bilden andererseits auch ein in-
verses System mit surjektiven Morphismen. Nun wende man das Mittag-Leffler-
Kriterium 5.1.33 an.

Ubung 5.1.36. Gegeben ein Morphismus von Kosystemen von Kettenkomplexen
ist der Limes der zugehorigen Abbildungskegel der Abbildungskegel des auf den
Limites induzierten Morphismus.

Ubung 5.1.37. Sei gegeben ein Morphismus u : X — Y von durch N indizierten
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inversen Systemen von Kettenkomplexen. Im Diagramm

E1 9 1

L,

o_ 0 0
XnHXn—r””””

deuten die vertikalen Pfeile die Morphismen des inversen Systems X an. Induziert
u' : X' — Y fiir alle 7 € N Isomorphismen auf der Homologie und sind alle
Morphismen unserer inversen Systeme Surjektionen X* —» X1 Y% — Yi=1 g0
induziert auch die im inversen Limes erhaltene Kettenabbildung

lim X* — limY?
— —

Isomorphismen auf der Homologie. Hinweis: Es reicht, die Exaktheit des Abbil-
dungskegels zu zeigen. Das gelingt mit 5.1.36 und 5.1.35.

5.2 Kohomologie mit kompaktem Triager

5.2.1. Wir wollen im néchsten Abschnitt den Dualititssatz von Poincaré 4.5.12
durch eine Art “Induktion iiber die offenen Teilmengen” beweisen und miissen
dazu eine Version dieses Satzes fiir nicht notwendig kompakte Mannigfaltigkei-
ten formulieren. Fiir jeden topologischen Raum X definieren wir seine singulére
Kohomologie mit kompaktem Triger als den direkten Limes

HYX = lim HY(X, X\K)

seiner relativen Kohomologiegruppen in Bezug auf die Komplemente kompakter
Teilmengen. Der Limes ist zu verstehen iiber alle kompakten Teilmengen K C
X. Die Kohomologie mit kompaktem Tréger hat nur fiir lokal kompakte Haus-
dorffriume so gute Eigenschaften, daf} sie zu etwas nutze ist. Ich will jedoch ver-
suchen, im folgenden die jeweils benotigten Eigenschaften der beteiligten Riume
jeweils explizit dazuzuschreiben.

5.2.2. Ublich ist fiir Kohomologie mit kompaktem Triger die Notation HZX, aber
bei ihrer Verallgemeinerung zum “direkten Bild mit kompaktem Triger” hat sich
schon lange die !-Notation durchgesetzt und beim unteren Index c liegt auch im-
mer die Fehlinterpretation als c-te Homologie nahe, weshalb ich die !-Notation
bevorzuge. Natiirlich kann Kohomologie mit kompaktem Tridger auch mit Ko-
effizienten in einer abelschen Gruppe G definiert werden. Wir schreiben dann
HY(X; G) und, wenn wir besonders betonen wollen, daf§ die singuldre Kohomo-
logie gemeint ist, genauer H{ (X; G)sing.
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Beispiel 5.2.3. Fiir die Kohomologie mit kompaktem Triger des R™ gilt

7 q=n;
q n\ ~v )
H{(R") = { 0 sonst.

In der Tat bilden immer groBere Bille um den Ursprung ein finales System im Sys-
tem aller kompakten Teilmengen des R", und fiir dieses System ist der fragliche
Limes leicht zu berechnen. Man beachte, dal die Kohomologie mit kompaktem
Tréager insbesondere keine Homotopieinvariante ist.

5.2.4. Wie bereits erwihnt, finde ich Homologie und insbesondere simpliziale
Homologie sehr viel anschaulicher als Kohomologie. Zumindest bei der Arbeit
iiber einem Koeffizientenkorper ist nun die Kohomologie der Dualraum der Ho-
mologie, und das hilft mir, auch fiir die Kohomologie eine gewisse Anschauung
zu entwickeln. Man beachte, da3 die Homologie nur dann auch umgekehrt der
Dualraum der Kohomologie ist, wenn die Homologie bereits endlichdimensional
war.

5.2.5. In der Hoffnung, dadurch im Sinne der vorhergehenden Bemerkung zu-
sdtzliche Anschauung fiir die Kohomologie mit kompaktem Triger bereitzustel-
len, erkldre ich im folgenden, wie deren Dualraum im Fall von Korperkoeffizi-
enten anschaulich interpretiert werden kann als die sogenannte “Borel-Moore-
Homologie”. Man beachte, daf3 es sich in diesem Fall andersherum verhélt: Die
Borel-Moore-Homologie ist zwar stets der Dualraum der Kohomologie mit kom-
paktem Triger, die Kohomologie mit kompaktem Triger ist jedoch nur dann der
Dualraum der Borel-Moore-Homologie, wenn sie endlichdimensional ist. In die-
sem Sinne scheint die Kohomologie mit kompaktem Triger dhnlich grundlegend
zu sein wie die Homologie.

Definition 5.2.6. Gegeben ein topologischer Raum X erklidren wir die Gruppe
S;X der lokal endlichen singuliren g¢-Ketten als die Gruppe aller Abbildungen
Top(A,, X) — Z mit der Eigenschaft, da8 jeder Punkt x € X eine Umgebung U
besitzt derart, daB nur endlich vielen der 0 : A, — X mit o(A,) NU # 0 eine
von Null verschiedene Zahl zugeordnet wird. Man tiberlegt sich leicht, da3 wir
wie bei der Definition der Homologie Randoperatoren

0: S;X — S;le

definieren konnen: Die lokale Endlichkeit unserer Ketten sorgt dafiir, dal beim
Bilden der Rénder keine unendlichen Summen von Koeffizienten auftreten. Die
Homologiegruppen des Komplexes S'X der lokal endlichen singuliren Ketten
nennen wir die Borel-Moore-Homologie von X und notieren sie

H,S'X = H X
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Natiirlich konnen wir diese Konstruktionen auch analog mit Koeffizienten in ei-
ner beliebigen abelschen Gruppe GG durchfiihren. Wir erhalten so Kettenkomplexe
S'(X; G), notieren deren Homologie H,S'(X;G) =: H!q(X; () und nennen sie
die Borel-Moore-Homologie von X mit Koeffizienten in G.

5.2.7. In der Literatur findet man meist andere Definitionen, die zwar nicht immer,
aber doch in allen mir bekannten Anwendungsfillen dieselben Gruppen liefern.
Die Notation H;X ist uniiblich, sie scheint mir jedoch praktisch und ich kenne
auch keine allgemein iibliche Notation.

5.2.8. Wir haben stets kanonische Kettenabbildungen SX — S'X und davon in-
duzierte Gruppenhomomorphismen H, X — H;X , und fiir X kompakt sind diese
Abbildungen Isomorphismen. Fiir jedes Kompaktum K C X haben wir weiter
eine offensichtliche Kettenabbildung S'X — S(X, X\ K) und damit kanonische
Abbildungen auf der Homologie

H, X — Hy(X, X\K)

Schalten wir unsere kanonischen Abbildungen H, X — H;X davor, so ergeben
sich die tiblichen Abbildungen H,X — H,(X, X\ K), die demnach fiir kompak-
tes K iiber die Borel-Moore-Homologie H;X faktorisieren.

5.2.9. Gegeben ein topologischer Raum X erkldren wir dual den Komplex der
singuliren Koketten mit kompaktem Tréger als direkten Limes iiber alle Kom-
pakta
ST X = lim S* (X, X\K)
K

der relativen Koketten alias den Komplex aller Koketten, fiir die es ein Kompak-
tum gibt derart, daf sie auf allen Simplizes verschwinden, die besagtes Kompak-
tum nicht treffen. Wegen der Exaktheit filtrierender direkter Limites berechnet
dieser Komplex in der Tat die Kohomologie mit kompaktem Tridger im Sinne von
5.2.1, wir haben also kanonische Isomorphismen

HISTX S HIX

5.2.10. Fiir jeden lokal kompakten Hausdorffraum X liefern die Abbildungen aus
5.2.8 Isomorphismen
| ~ .
S, X — lim S, (X, X\K)
K

wo der inverse Limes iiber alle Kompakta X' C X zu verstehen ist. In der Tat
konnen in diesem Fall die lokal endlichen Ketten auch beschrieben werden als
Abbildungen Top(A,, X) — Z mit der Eigenschaft, daB fiir jedes Kompaktum
K C X nur endlich vielen der o : A, — X mit 0(A,) N K # 0 eine von Null
verschiedene Zahl zugeordnet wird.
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5.2.11. Die Borel-Moore-Homologie ist keineswegs homotopieinvariant, ja noch
nicht einmal in dem von der Homologie gewohnten Sinne funktoriell. Vielmehr
erhilt man nur fiir eigentliche Abbildungen von lokal kompakten Hausdorffrau-
men f : X — Y Abbildungen f, : S'’X — S'Y auf den lokal endlichen Ketten
und Abbildungen f, : H;X — H;Y auf der Borel-Moore-Homologie. Die we-
sentliche Bedeutung der Borel-Moore-Homologie liegt darin, daf} in ihr auch fiir
nicht kompakte orientierte Mannigfaltigkeiten “Fundamentalzykel” erklirt wer-
den konnen, wie im folgenden ausgefiihrt wird. Noch stirker gelingt das sogar
fiir “Pseudomannigfaltigkeiten, bei denen die Singularititen erst in Kodimensi-
on Zwei beginnen”, und damit insbesondere fiir mit ihrer analytischen Topologie
versehene komplexe algebraische Varietiten, aber das besprechen wir hier nicht
weiter.

Satz 5.2.12 (Fundamentalzykel in der Borel-Moore-Homologie). Gegeben ei-
ne separable zusammenhdngende orientierbare n-Mannigfaltigkeit M ist ihre n-
te Borel-Moore-Homologie H'nM frei vom Rang Eins und die kanonische Abbil-
dung nach 5.2.8 definiert fiir alle x € M einen Isomorphismus

H! M = H, (M, M\z)

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus der anschlieenden genaueren Proposi-
tion 5.2.13. U

Proposition 5.2.13 (Borel-Moore-Homologie und Fundamentalzykel). Gege-
ben eine separable n-Mannigfaltigkeit M liefern die Abbildungen aus 5.2.8 einen
Isomorphismus

H M 5 TM

zwischen ihrer n-ten Borel-Moore-Homologie und dem Raum der globalen Schnit-
te ihrer Orientierungsgarbe nach 2.10.21.

Definition 5.2.14. Ist (M, w) eine separable orientierte Mannigfaltigkeit, so gibt
es nach Proposition 5.2.13 genau ein wy; € H;M mit wy; — w, fir alle z €
M. Dies wy; heiflit der Fundamentalzykel der orientierten Mannigfaltigkeit M,
obwohl es genau genommen eigentlich gar kein Zykel ist, sondern vielmehr eine
Homologieklasse in ihrer Borel-Moore-Homologie.

Erginzung 5.2.15. Die Separabilitit ist hier wesentlich. Um das zu sehen, be-
trachte man die Alexandroff’sche Halbgerade A mit ihrer Anordnung nach

und nehme als M das Komplement ihres kleinsten Elements. Ich will kurz skiz-
zieren, wie die Annahme der Existenz eines lokal endlichen Fundamentalzykels
in diesem Fall einer nicht separablen Mannigfaltigkeit zum Widerspruch fiihrt. In
der Tat ist A nach folgenkompakt, als da heil3t, jede unendliche Teilmenge
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hat einen Haufungspunkt. Die Endpunkte aller 1-Simplizes, die mit von Null ver-
schiedenem Koeffizienten in einem lokal endlichen Fundamentalzykel vorkom-
men, bilden nun sicher eine Teilmenge von M ohne obere Schranke in M. Es gibt
also zu einem festen Punkt z € M unendliche viele solcher Endpunkte, die groer
sind. Diese miissen dann einen Hiufungspunkt in A/ haben, im Widerspruch zur
lokalen Endlichkeit unseres Zykels.

Beweis. Fiir jeden lokal kompakten Hausdorffraum X liefern die Abbildungen
aus 5.2.8 nach 5.2.10 Isomorphismen

S, X = lim Sy(X, X\K)
K
wo der inverse Limes iiber alle Kompakta /' C X zu verstehen ist. Nehmen wir
zusitzlich X separabel an, so existiert sogar eine Uberdeckung von X durch eine
aufsteigende Folge von offenen Teilmengen mit kompaktem AbschluB3 Uy C U; C
... C X, und da die U, final sind im System aller Kompakta von X, haben wir

auch
! ~ . —
S, X — hm Sq¢(X, X\U;)

Dieses inverse System besteht offensichtlich aus Surjektionen, und dasselbe gilt a
forteriori fiir das System von Réndern B,_; (X, X \U;). Ist nun zusitzlich X = M
eine n-Mannigfaltigkeit, so liefert Satz 2.10.22 iiber die hohe Homologie von
Mannigfaltigkeiten H,, 1 (M, M\U;) = 0, folglich haben wir B,, ;1 (M, M\U;) =
Zns1(M, M\U;) und die (n + 1)-Zykel bilden auch ein inverses System aus Sur-
jektionen. Mit dem Mittag-Leffler-Kriterium 5.1.33 fiir die Exaktheit inverser Li-
mites folgt sowohl die Surjektivitit der offensichtlichen Abbildung
@Sn+l<M7 M\Uz) - @Bn(Mv M\Uz)

)

als auch die Exaktheit von

Unsere erste Surjektivitéit erlaubt uns die Identifikation der ersten Gruppe dieser
kurzen exakten Sequenz mit 3,S'M und die Linksexaktheit inverser Limites er-
laubt die Identifikation der Mitte unserer Sequenz mit ZnS!M , so daf} wir schlieB3-
lich fiir jede separable n-Mannigfaltigkeit einen Isomorphismus

H! M = lim H, (M, M\U;)
—

7

erhalten. Beachten wir nun die Isomorphismen H,,(M, M\ A) = T'Afir A c M
kompakt aus dem Satz 2.10.22 iiber hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten,
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so erhalten wir den gewiinschten Isomorphismus H' A/ = T'M wegen I'M =
liLni ['U;. Diese letzte Identitiit sieht man zum Beispiel ein, indem man sich iiber-

legt, daB sowohl die U; als auch die U; final sind im System aller Teilmengen von
X mit kompaktem Abschluf3. ]

5.2.16. Gegeben ein topologischer Raum X liefert unsere Formel 4.5.4 fiir das
cap-Produkt auch eine Kettenabbildung

S;X ®S'X — SX

Wir notieren auch diese Verkniipfung b ® z — b M z und nennen sie ein cap-
Produkt.

Definition 5.2.17. Ist (M, w) eine separable orientierte Mannigfaltigkeit, so gibt
es nach Proposition 5.2.13 genau ein wy; € H;M mit wy; — w, fir alle z €
M. Dies wy; heiflit der Fundamentalzykel der orientierten Mannigfaltigkeit M,
obwohl es genau genommen eigentlich gar kein Zykel ist, sondern vielmehr eine
Homologieklasse in der Borel-Moore-Homologie.

5.2.18 (Poincaré-Dualitiit mit lokal endlichen Ketten). Ist (M, w) eine separa-
ble orientierte n-Mannigfaltigkeit, so konnen wir das Auswerten auf dem Funda-
mentalzykel im Sinne von 5.3.6, das nach 5.3.7 den Isomorphismus der Poincaré-
Dualitit liefert, als den Effekt auf der Kohomologie einer und jeder Kettenabbil-
dung

Nw : SfMn] — SM

interpretieren, die mit diesen Begriffsbildungen nun in der Tat durch das Daran-
cappen eines und jedes Repriisentanten w € S'M des Fundamentalzykels gegeben
wird. Die Wahl eines anderen Représentanten fiihrt offensichtlich zu einer homo-
topen Kettenabbildung und liefert folglich dieselbe Abbildung auf der Kohomo-
logie.

5.2.19 (Simpliziale Interpretation der Borel-Moore-Homologie). Gegeben ein
lokal endlicher Simplizialkomplex K wie in 5.3.3 konnen wir den Komplex der
lokal endlichen Simplizialketten S'/C ganz analog bilden wie den Komplex der
Simplizialketten S/C aus 1.1.3, indem wir eben auch unendliche formale Line-
arkombinationen von angeordneten Simplizes zulassen. Die Homologie dieses
Komplexes nennen wir die simpliziale Borel-Moore-Homologie und notieren sie
H;IC := 'H,S'KC. Wir erhalten unmittelbar einen Isomorphismus von Kettenkom-
plexen
S'KC 5 Hom(S; K, Z)

mit dem Dualen des Komplexes der simplizialen Koketten mit kompaktem Triger
aus 5.3.3, der also in gewisser Weise das fundamentalere Objekt ist. Analog wie
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in 2.4.1 definieren wir auch den Komplex der lokal endlichen simplizialen Ketten
S'*A(K) ¢ S'A(K) und analog wie in 2.4.2 die Kettenabbildung S'*A(K) — S'KC
von den lokal endlichen simplizialen Ketten in die lokal endlichen Simplizialket-
ten.

Satz 5.2.20 (Simpliziale als singuliire Borel-Moore-Homologie). Fiir jeden lo-
kal endlichen Simplizialkomplex K induzieren die Kettenabbildungen S'KC — S' SAK) —
S!A(IC) aus 5.2.19 Isomorphismen auf der Homologie

H K & HSPA(K) = HA(K)

Beweis. Alle in diesem Satz auftauchenden Gruppen, Komplexe etc. zerfallen in
ein Produkt iiber die Zusammenhangskomponenten unseres Simplizialkomplexes,
den wir deshalb ohne Beschriankung der Allgemeinheit zusammenhéngend und
damit abzihlbar annehmen diirfen. Wir konnen unseren Simplizialkomplex dann
als Vereinigung einer aufsteigenden Folge Ky C Iy C ... endlicher Teilkomple-
xe schreiben derart, daB§ /C,,; jeweils alle Simplizes umfaft, die Simplizes aus /C,,
treffen. Wir betrachten nun die Unterkomplexe £,, aller Simplizes von /C, die kei-
nen Simplex von KC,, treffen, und bilden das kommutative Diagramm mit exakten
Spalten

SL, SSAfEn)(—> SA(L,)
SK S*A(K)C SA(K)

| i i

SK/SL, <—S*A(K)/S°A(L,) —= S(A(K), A(L,))

Nach 2.4.3 induzieren die Horizontalen oben und in der Mitte Isomorphismen
auf der Homologie, nach dem Fiinferlemma und der langen exakten Homologie-
sequenz gilt das also auch fiir die Horizontalen unten. Gehen wir in der unteren
Horizontale zum inversen Limes iiber, so erhalten wir gerade die Morphismen von
Komplexen

S'K — S"A(K) — S'A(K)

aus unserem Satz, denn die Komplemente der A(L,,) sind final im System aller
Teilmengen von A(K) mit kompaktem AbschluB. Da alle System-Morphismen
der fraglichen inversen Systeme Surjektionen sind, folgt die Behauptung nun aus
5.1.37. ]
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Kreispfeile einzeichnen! Graphische Darstellung derjenigen Simplizialkette, die
fiir die ebenfalls dargestellte Triangulierung der Ebene den Fundamentalzykel in
Bezug auf eine geeignete Orientierung repréasentiert. Man mache sich auch
anschaulich klar, da3 die Borel-Moore-Homologie der Ebene in allen von Zwei
verschiedenen Graden verschwindet.
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5.2.21. Sei nun unser Simplizialkomplex K eine Triangulierung einer nicht not-
wendig kompakten separablen orientierten n-Mannigfaltigkeit. Der Fundamental-
zykel von A(K) im Sinne von 5.2.12 hat wegen 5.2.20 genau einen Reprisentan-
ten in der Gruppe der Borel-Moore-n-Simplizialketten. Fiir n > 1 kann dieser
Reprisentant beschrieben werden als die formale Summe tiiber alle n-Simplizes,
jeweils mit einer Anordnung versehen, die mit der gewéhlten Orientierung in der
Weise vertrdglich ist, daB8 eben w|, € H,(A(K), A(K)\z) an jeder Stelle x die
vorgegebene Orientierung liefert. Im Fall n > 0 einer nulldimensionalen Man-
nigfaltigkeit ist dieser Reprisentant dahingegen die formale Summe aller ihrer
Punkte mit den durch die Orientierung gegebenen Vorzeichen.

5.3 Poincaré-Dualitit

5.3.1. Fiir jede offene Teilmenge U @ X eines Hausdorffraums erhalten wir eine
Abbildung, die Ausdehnung durch Null

HIU — HIX

als Limes der Abbildungen HY(U, U\ K) = H%(X, X\K) — H!X, wo die ersten
Abbildungen die Inversen zu den Ausschneidungsisomorphismen meinen und der
Limes iiber alle Kompakta aus U zu bilden ist. Die Hausdorff-Eigenschaft wird
benotigt, um sicherzustellen, da unser Kompaktum A auch abgeschlossen ist in
X und wir somit die Ausschneidungsisomorphismen zur Verfiigung haben.

Ubung 5.3.2. Ist ein Hausdorffraum X Vereinigung eines Systems offener Teil-
mengen U derart, da3 es fiir je zwei Mengen aus U eine weitere Menge aus U
gibt, die sie beide umfallt, so induzieren die eben erkldrten Abbildungen einen
Isomorphismus lim _ H{(U) = H{(X).

5.3.3. Die Kohomologie mit kompaktem Trdger ist nur im Fall lokal kompakter
Hausdorffraume von Bedeutung, im Fall noch allgemeinerer Riume hat sie zu we-
nig gute Eigenschaften. Um etwas Anschauung fiir die Kohomologie mit kompak-
tem Triger zu geben, erklire ich die simpliziale Bedeutung dieses Konzepts. Ein
Simplizialkomplex heif3t lokal endlich genau dann, wenn jede seiner Ecken nur
zu endlich vielen Simplizes gehort. Sie werden als Ubung 5.3.4 zeigen, daf diese
Bedingung gleichbedeutend ist zur lokalen Kompaktheit des zugehorigen Poly-
eders. Gegeben ein lokal endlicher Simplizialkomplex K kénnen wir im Komplex
der Simplizialkoketten aus 4.7.9 einen Unterkomplex S/ C S*/C bilden, indem
wir nur solche Abbildungen f : ICqS — Z zulassen, die auf fast allen angeordneten
g-Simplizes verschwinden. Wir nennen ihn den Komplex der Simplizialkoketten
mit kompaktem Triiger und behaupten, daf er bereits die Kohomologie mit kom-
paktem Triger Hf A(KC) berechnet. Nach 5.1.21 konnen wir ja bei der Definition
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Dieses Bild soll anhand der simplizialen Interpretation veranschaulichen, dafl nur
die zweite Kohomologie mit kompaktem Triger der Ebene nicht verschwindet
und daf sie frei ist vom Rang Eins iiber dem Koeffizientenring. Der Korand eines
Punktes ist die formale Summe aller “orientierten aus ihm herauslaufenden
Kanten”. Es ist damit klar, daf} es auBer der Null keinen Null-Simplizialkozykel
gibt. Der Korand eines orientierten Segments ist die Summe aller 2-Simplizes, in
deren Rand es liegt, mit einer durch die Orientierung unseres Segments
bestimmten Orientierung. Man kann sich etwa mithilfe der dualen
Zellenzerlegung klarmachen, daf3 alle Eins-Simplizialkozykel Rénder sind.

SchlieBlich sind alle 2-Simplizialkoketten auch 2-Kozykel und zwei 2-Koketten
sind kohomolog genau dann, wenn die ‘“Zahl der darin vorkommenden
orientierten 2-Simplizes gleich ist, wobei 2-Simplizes mit entgegengesetztem
Drehsinn negativ zu zédhlen sind”.
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der Kohomologie mit kompaktem Trédger den direkten Limes ebenso gut iiber alle
Teilmengen K mit kompaktem Abschluf3 laufen lassen. Wieder nach 5.1.21 haben
wir in unserem speziellen Fall auch

Hy A(K) = lim H*(A(K), A(£))
L

wo L iiber alle Unterkomplexe £ C K lduft mit [/C\L£| < oo. Nach 4.7.9 in Ver-
bindung mit dem Fiinferlemma wird nun aber die relative Kohomologie H* (A (K), A(L))
berechnet durch den Komplex S*(K, £) der relativen Simplizialkoketten, den wir
erkldren als den Kern der offensichtlichen Kettenabbildung S*C — S*L. Bilden

wir den direkten Limes dieser Kerne, so erhalten wir gerade unseren Komplex

St KC, und wegen der Exaktheit filtrierender direkter Limites erhalten wir schlie-

lich kanonische Isomorphismen

HYSIK = Helim  S*(K, L)
—L

lim . H? S*(K, £)

=~ lim  HY(A(K), AL))

~ H{A(K)

I

Ubung 5.3.4. Ein Simplizialkomplex ist lokal endlich genau dann, wenn der zu-
gehorige topologische Raum lokal kompakt ist. Hinweis:

5.3.5 (Mayer-Vietoris-Sequenz fiir Hy). Ist ein Hausdorffraum X Vereinigung
von zwei offenen Teilmengen X = U UV und sind X' C U und L C V kompakt,
so haben wir in 4.7.8 eine lange exakte Sequenz

HY X, X\(KNL)) — H(X, X\K)®H! (X, X\L) — H(X, X\(KUL))
konstruiert. Mit Ausschneidung und Ubergang zum direkten Limes iiber alle K
und L ergibt sich daraus eine lange exakte Sequenz

S H(UNV) - H(U)eH{(V) - H(X) - HT(UNV) — ...
Sie heiflit die Mayer-Vietoris-Sequenz der Kohomologie mit kompaktem Tré-

ger.

5.3.6. Ist M eine n-Mannigfaltigkeit und w eine Orientierung auf M, so de-
finiert w nach 2.10.22 fiir alle kompakten Teilmengen K C M ein Element
wg € H,(M,M\K), das cap-Produkt mit wy liefert nach 4.5.9 Abbildungen
Nwg : HY(M, M\K) — H,,_,M, und durch Ubergang zum direkten Limes mit-
hilfe von 4.5.11 erhalten wir Abbildungen

Nw: H{M — H,,_,M

die vertriglich sind mit dem Ubergang zu offenen Teilmengen von M. Wir nennen
sie das partielle Auswerten auf dem Fundamentalzykel.
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Satz 5.3.7 (Allgemeine Poincaré-Dualitiit). Gegeben eine orientierte n-Mannig-
faltigkeit M mit Orientierung w induziert das partielle Auswerten auf dem Fun-
damentalzykel Nw aus 5.3.6 fiir alle q Isomorphismen

Nw: HIM = H,_ M

5.3.8. Dieser Satz gilt mit demselben Beweis fiir Koeffizienten in einem beliebi-
gen kommutativen Ring. Gilt in unserem Ring 1 + 1 = 0, so benotigt man noch
nicht einmal die Voraussetzung der Orientierbarkeit.

5.3.9. Mit Koeffizienten in einem Korper konnen wir diesen Satz dahingehend
formulieren, da} die Schnittpaarung zwischen Borel-Moore-Homologie und Ho-
mologie die erstere identifiziert mit dem Dualraum der letzteren. Diese Formulie-
rung ist meiner Anschauung besonders gut zugénglich.

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma.

Lemma 5.3.10. Sind U,V C M offen und gilt der Satz fiir die n-Mannigfaltig-
keiten U,V und U NV, so gilt er auch fiir U U'V.

Beweis. Das folgt sofort mit dem Fiinferlemma aus dem Diagramm

w—  HIUNV) - HIU@H]V - HY(UW) -  HMunv)-

! 1 ! 1
wi— Hnp o(UNV) — H, UeH, ,V — H, (UUV) — H, 4 1(U"NV)—

sobald wir zeigen konnen, dafl dies Diagramm kommutativ ist. Es reicht, fiir be-
liebige kompakte X' C U und L C V die Kommutativitit des Diagramms zu
zeigen, das man erhélt, wenn man die obere Zeile durch die entsprechende rela-
tive Mayer-Vietoris-Sequenz ersetzt. Wir kiirzen U U V' = X ab und bezeichnen
die offene Uberdeckung X\ (K N L) = (X\K) U (X\L) mit V. Die kurze exakte
Sequenz auf den singulidren Ketten

S(X\K UL) — S(X\K)®S(X\L) - SY(X\KNL)

liefert durch Dualisieren die oberste Horizontale im folgenden groen kommuta-
tiven Diagramm:

SH(X\KNL) —  S*(X\K)®S*(X\L)  — S*(X\KUL)
T T T
S*(X) - S*X@S* X - S*X
T T T
SHL(X,X\KNL) — S*(X,X\K)®S*(X,X\L) — S*(X,X\KUL)

wo alle Vertikalen kurze exakte Sequenzen sind, die untere linke Ecke durch die
Exaktheit der vertikalen Sequenz definiert ist und die untere Zeile exakt ist nach
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dem Neunerlemma. Die lange exakte Kohomologiesequenz dieser untersten Zeile
ist bis auf einige Identifikationen gerade unsere relative Mayer-Vietoris-Sequenz
der Kohomologie. Wihlen wir nun fiir wx;, einen Repridsentanten in S, X, der
fein ist beziiglich der offenen Uberdeckung X = (V\K)U(U\L)U(UNV), und
fassen die Kettenkomplexe der singuldren Ketten auf als Kokettenkomplexe, die
nur in Indizes < 0 leben, so definiert das cap-Produkt mit so einem Reprisentan-
ten die vertikalen Morphismen eines kommutativen Diagramms

SH(X,X\KNL) — S*(X,.X\K)®S*(X,X\L) — S*(X,X\KUL)
! ! i
S(Unv) — SUBSV — SW(Uuv)

fiir )V die Uberdeckung X = U UV von X. Das liefert dann das gesuchte kom-
mutative Diagramm von langen exakten Sequenzen. [

Jetzt gehen wir in mehreren Schritten von Spezialfillen bis zur allgemeinen Si-
tuation.

1. Der Satz gilt fiir M = R". Dann bilden ja die abgeschlossenen Bille D,
schon ein finales System unter allen kompakten Teilmengen von R" und Nw :
H"(R", R"\D,) — Hy(R™) = Z ist schlicht das Auswerten einer Kohomologie-
klasse auf der Homologieklasse w € H,,(R™,R"\ D, ), also ein Isomorphismus fiir
0<r<oo.

2. Der Satz gilt fiir jede offene konvexe Teilmenge des R", denn so eine Teilmen-
ge ist schon homdomorph zu R"™.

3. Der Satz gilt fiir jede endliche Vereinigung offener konvexer Mengen in R".
Mit Induktion, 2 und Lemma 5.3.10.

4. Ist M eine aufsteigende Vereinigung von offenen Teilmengen U; und gilt der
Satz fiir alle U;, so gilt er auch fiir M. In der Tat gilt H (M) = lim H,(U;) und

HY M = lim H} (U;) nach den Ubungen 5.1.30 und 5.3.2.
. H .

5. Der Satz gilt fiir jede offene Teilmenge des R". In der Tat 148t sie sich als ab-
zihlbare Vereinigung offener Bille schreiben.

6. Der Satz gilt fiir jede Mannigfaltigkeit. In der Tat finden wir nach 4 und dem
Zorn’schen Lemma eine maximale offene Teilmenge, fiir die der Satz gilt. Wire
sie nicht schon die ganze Mannigfaltigkeit, so konnten wir sie nach Lemma 5.3.10
und Schritt 5 noch durch eine Karte vergroern, im Widerspruch zur Maximali-
tat. [

Korollar 5.3.11. Ist t ein Erzeuger der zweiten Kohomologiegruppe H*P"C, so
liefert der offensichtliche Ringhomomorphismus einen Isomorphismus

Z[t) /(") & H*P"C
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Beweis. Es gilt zu zeigen, daB das Produkt eines Erzeugers von H?” mit einem Er-
zeuger von H?? stets ein Erzeuger von H*2 ist. Im Fall p + ¢ = n folgt das aus
4.5.15. Im Fall p + q > n ist eh nichts zu zeigen. Im Fall p + ¢ = m < n verwen-
det man den nach 2.8.7 und 4.7.2 surjektiven Ringhomomorphismus H*P"C —
H*P™C. ]

Ubung 5.3.12. Man definiere fiir jeden Hausdorffraum ein cup-Produkt auf sei-
ner Kohomologie mit kompaktem Trédger. Fiir eine Mannigfaltigkeit entspricht es
nebenbei bemerkt unter dem Isomorphismus der Poincaré-Dualitdt dem anschau-
lichen Schnittprodukt auf der Homologie.

5.4 Schnittzahlen

5.4.1. Sei M eine kompakte orientierte n-Mannigfaltigkeit. Fiir zwei Homologie-
klassen komplementdrer Dimension o« € H,AM und 8 € H,,_,M ist hoffentlich
anschaulich in etwa klar, was ihre “Schnittzahl” sein sollte, die die Schnittpunk-
te von reprisentierenden Zykeln “in generischer Lage” mit geeigneten, von der
Orientierung abhéngigen Vorzeichen zéhlt. Mit dem Isomorphismus der Poincaré-
Dualitédt 5.3.7 konnen wir unseren Homologieklassen sicher formal korrekt eine
Zahl «- 3 € Z zuordnen wie folgt: Wir suchen einfacha € H" “M und b € H'M
mit &« = a Nwyy und B = b N wy; und setzen

a'ﬁ:<anawM>

Dies sei unsere Definition der Schnittzahl der beiden Homologieklassen. Der bald
folgende Satz 5.4.6 soll plausibel machen, daf3 die so definierte Zahl die oben be-
schriebene geometrische Bedeutung hat. Dazu braucht es jedoch einige Vorberei-
tungen.

5.4.2. Gegeben ein Simplizialkomplex K = (F,K) im Sinne von erklaren
wir wie folgt einen neuen Simplizialkomplex, seine baryzentrische Unterteilung
K = (E , K): Als Ecken nehmen wir alle nichtleeren Simplizes des urspriinglichen
Komplexes, in Formeln £ = {s € K | s # (}. Als Simplizes nehmen wir alle
endlichen Ketten in der Menge F, die ja durch die Inklusionsrelation partiell ge-
ordnet ist, also alle beziiglich dieser partiellen Ordnung total geordneten endlichen
Teilmengen. Man erhilt einen Hom&omorphismus zwischen den zugehdrigen Po-
lyedern
AK) 5 A(K)

durch die Vorschrift, daB jede Ecke s € E C K auf den Schwerpunkt des vollen
Simplex A(s) C A(K) abgebildet wird und jeder volle Simplex von A(K) affin
in denjenigen vollen Simplex von A(K), der seiner grofiten Ecke entspricht. Jeder
Simplex von K hat bereits eine offensichtliche Anordnung, in Bezug auf die wir
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Ein Simplizialkomplex und gestrichelt eingezeichnet seine baryzentrische
Unterteilung. Die Ecken der baryzentrischen Unterteilung mag man sich denken
als die Schwerpunkte der nichtleeren Simplizes des urspriinglichen
Simplizialkomplexes, die Simplizes der baryzentrischen Unterteilung
entsprechen den endlichen Ketten in der partiell geordneten Menge der
urspriinglichen Simplizes.
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von nun an den Komplex der ordnungsvertriglichen simplizialen Ketten S®A(K)
verstehen wollen, und die hoffentlich offensichtlichen Kettenabbildungen liefern
Homotopiedquivalenzen

SK = S=A(K) = SA(K)

Im Beweis von 2.4.3 hatten wir zwar ordnungsvertrigliche simpliziale Ketten nur
in Bezug auf eine totale Ordnung auf der Menge aller Ecken eingefiihrt, aber mit
einer partiellen Ordnung, die auf allen Simplizes eine totale Ordnung induziert,
geht es genauso.

5.4.3. Sei nun unser Simplizialkomplex I eine Triangulierung einer kompakten
orientierten n-Mannigfaltigkeit. Wir wihlen eine Anordnung < auf der Menge
E der Ecken von K. Der Fundamentalzykel von A(K) hat genau einen Repri-
sentanten in den n-Simplizialketten und damit auch genau einen Reprisentanten
w € SYPA(K) in der Gruppe der ordnungsvertriaglichen simplizialen n-Ketten.
Nach 5.2.21 hat unser Fundamentalzykel die Gestalt

w= Y =(s)(s)

SEICn

fiir wohlbestimmtes ¢ : IC,, — {£1}, wobei (s) wie im Beweis von 2.4.3 den zum
n-Simplex s gehorigen angeordneten n-Simplex bezeichnet.

5.4.4. Gegeben ein (n—q)-Simplex ¢t € KC,,_, definieren wir die zugehorige duale

Zelle c(t) € S;° A(K) als die Summe

c(t) =) nli)a)

iiber alle ¢-Simplizes u € ICq mit 7y = t. Einen ¢-Simplex @ € ICq schreiben
wir dazu als echt aufsteigende Kette iy & 41 & ... & 1, von nichtleeren Sim-
plizes von K, und wir summieren iiber alle Ketten, die mit dem (n — ¢)-Simplex
t beginnen. Die n(u) = +1 sind gewisse Vorzeichen, die wie folgt gegeben sei-

en: Man betrachte die Ecken w4, ..., u, € E des urspriinglichen Komplexes mit
U; = U;—1 U {w;}, so daB also gilt @, = U {uy,...,u,}. Sei (so,51,-..,5n)
die angeordnete Darstellung des n-Simplex @, und (¢, .. ., t,—,) die angeordnete

Darstellung des (n — ¢)-Simplex ¢t = o und 7 € S, die Permutation mit

5r(0) = 1o
Sr(n—q) = tn—q
Sr(n—g+1) — W1
Sr(n) = Ug
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3

Ein Ausschnitt einer triangulierten 2-Mannigfaltigkeit. Die Nummerierung der
Ecken legt ihre Anordnung fest. Der Kreispfeil daneben deutet die Orientierung
an, der Fundamentalzykel hat also die Gestalt

W=+ {1,230 - (1,27 + ...

Die duale Zelle zum 1-Simplex ¢ = {1, 2} besteht aus den beiden Summanden
o ={{1,2},{1,2,3}} und o = {{1,2},{1,2,7}} und deren Vorzeichen sind
n(u) = —1 und n(v) = 1, so daB sich die duale Zelle zu c(t) = © — @ ergibt. Im
Bild habe ich die den ordnungsvertréglichen 1-Ketten (¢) und ¢(t)
entsprechenden Simplizialketten fett eingezeichnet.

Weiter besteht die duale Zelle zum 0-Simplex {6} aus 10 Summanden, und ich
habe im Bild auch die der dualen Zelle zu dieser Ecke alias der
ordnungsvertriglichen 2-Kette ¢({6}) entsprechende Simplizialkette durch
Kreispfeile eingezeichnet.

186



So sei das fragliche Vorzeichen gegeben als (i) = (—1)7""9¢(s) sgn(7).

5.4.5. Diese dualen Zellen mogen mit ihren ganzen Vorzeichen unanschaulich
wirken. Der erste Teil des folgenden Satzes sollte hier jedoch der Anschauung
helfen, zeigt er doch, dal die Vorzeichen jedenfalls stets so zusammenpassen,
daB der Rand einer dualen Zelle eine Linearkombination dualer Zellen ist. Das
hat im Bild der Simplizialketten unter anderem die anschauliche Bedeutung, daf3
“die einzelnen Simplizes einer dualen Zelle gerade so orientiert sind, daf} sich die
internen Rédnder gegenseitig wegheben”.

Satz 5.4.6 (Geometrische Interpretation der Schnittzahlen). Sei der Simplizi-
alkomplex K eine Triangulierung einer kompakten orientierten n-Mannigfaltigkeit
M. Sei auf der Menge E der Ecken von K eine Anordnung gewdhlt. So gilt:

1. Die von den dualen Zellen im Sinne von 5.4.4 erzeugten Untergruppen
C, C S;’SA(IC) bilden einen Unterkomplex C C S* A(K) im Komplex
der ordnungsvertrdglichen simplizialen Ketten der baryzentrischen Unter-
teilung K von KC, und die Einbettung dieses Unterkomplexes induziert auf

allen Homologiegruppen Isomorphismen H,C — H,M.

2. Wird o € H M repriisentiert durch einen “simplizialen” Zykel der Gestalt
Diex, lt) € STA(K) und 3 € H,—¢M durch einen “zelluliiren” Zykel
der Gestalt 3y B;c(t) € Cy—qg, so gilt fiir ihre Schnittzahl

Oé‘ﬁ:ZOftﬁt

Beweis. Zunichst einmal erinnern wir die Definition der Schnittzahl: Wir hat-
ten dazu ja das @ € H"9M bzw. b € HYM genommen mit a N wy; = «
bzw. b N wy; = ([ und dann unsere Schnittzahl als Kronecker-Paarung des cup-
Produkts dieser Kohomologieklassen mit dem Fundamentalzykel definiert, in For-
meln « - = (a U b,wyr). Mit der Adjunktionsformel 4.5.4 erhalten wir dar-
aus auch die alternative Darstellung o - 5 = (a, 3). Es reicht also, das Urbild
a von « unter dem Isomorphismus der Poincaré-Dualitit hinreichend explizit zu
beschreiben. Dazu miissen wir etwas weiter ausholen. Gegeben ein Simplizial-
komplex /C liefert das baryzentrische Unterteilen ganz allgemein eine Homoto-
piedquivalenz SK = SK zwischen den entsprechenden Komplexen von Simpli-
zialketten. Genauer erhélt man eine Injektion von der Menge ICqS aller angeord-
neten ¢g-Simplizes von K in die Menge ]ng aller angeordneten ¢-Simplizes von
K, indem man o : {0,...,q} — E abbildet auf ¢¥ : {0,...,q} — E gegeben
durch 0¥ (i) = {0(0),...,0(i)}. Anschaulich gesprochen erhalten wir so “alle g-
Simplizes von /C, die in ¢-Simplizes von K liegen”, und die Abbildung quS — SqIC
gegeben durch
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Ein angeordneter 3-Simplex o und die sechs angeordneten 3-Simplizes o o 7 mit
Vorzeichen, deren Summe seine baryzentrische Unterteilung b(c) im Sinne des
Beweises von 5.4.6 représentiert. Die Kreispfeile sind eigentlich iiberfliissig und
betonen nur die Reihenfolge der Ecken in den angeordneten 3-Simplizes o o 7
und die Beziehung zum Signum der zugehorigen Permutationen 7.
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o Z sgn(m)(oc o)
7r68q+1

I~

induziert eine Homotopieiquivalenz b : SK = SK, die wir wieder die bary-
zentrische Unterteilung nennen. Wenden wir auf unseren Fundamentalzykel aus
5.4.3 die baryzentrische Unterteilung an, so erhalten wir den Repréisentanten

o= > e(s)sga(m)((s)om)"

SEKR, TESh+1

des Fundamentalzykels in S;°A(K). Die weitere Argumentation wird ausgehen
von einem Diagramm der Gestalt

C*[n] - - - = S*A(K)

7
7/

Vd
Vd
7
7/
7

A

|

|

I

| 7 5 .
S5 A(K)[n] "2 S A(K)
Der Komplex S* A(K) der ordnungsvertrigliche simplizialen Koketten mitsamt
einem Isomorphismus von Komplexen S?,A(KC) = S*K ist in derselben Weise
erklart wie der Komplex der ordnungsvertrigliche simplizialen Ketten in 5.4.2.
Die durchgezogenen Pfeile sind uns bereits bekannt, die rechte Vertikale ist mo-
dulo unserer Identifikation von Simplizialketten mit ordnungsvertriglichen sim-
plizialen Ketten das baryzentrische Unterteilen, die untere Horizontale die Re-
striktion auf ordnungsvertrigliche simpliziale Ketten unserer Poincaré-Dualitit
aus 5.3.7. Unser Ziel ist die Ergidnzung durch Kettenabbildungen wie durch die
gestrichelten Pfeile angedeutet zu einem kommutativen Diagramm von Homo-
topiedquivalenzen, dessen obere Horizontale dann die geometrische Bedeutung
des Dualitédts-Isomorphismus klar macht. Als ersten Schritt in diese Richtung be-
haupte ich, daf} die durch Nw gegebene Kettenabbildung wie durch den schrigen
gestrichelten Pfeil angedeutet tiber unsere baryzentrische Unterteilung b faktori-
siert. Ein ¢-Simplex o € ICq ist ja per definitionem eine echt aufsteigende Kette
iy G & ... G 1, von Simplizes von K. Die zugehorigen (i) bilden eine Z-

Basis von S;° A(K) und die zugehorigen Linearformen bilden eine Z-Basis (u)*

von SI.A(K). Fiir das cap-Produkt (%)* N & mit dem Fundamentalzykel erhalten
wir nach 4.5.4 die Darstellung

(@) no= (=10 3" e(s)sgn(m) (@), ({s) o) p?) ({s) om) A"

SEXn, TESh+1
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Insbesondere ist die rechte Seite nur dann nicht Null, wenn @ die Gestalt ;

. ; i, hat mit 4y € K,,_, und dann natiirlich auch 4, € K,_,,; fiir alle .
Seien nun uy,...,u, € FE die Ecken des urspriinglichen Komplexes mit u; =
@;—1 U {u;}, so daB also gilt 4, = g U {uy,...,us}. Sei s = (sg,51,...,5n)
die angeordnete Darstellung des n-Simplex s. Auf der rechten Seite liefert nur
s = 1, € K, von Null verschiedene Beitrdge, und zwar nur fiir 7 € S,;; mit
Sr(n—q+1) = UL, .-, Sx(n) = Ug, und fiir diese ist der Gesamtbeitrag bis auf ein
Vorzeichen gerade

bio) = Y sgn(r)((iio) o k)"
KJGSn—q«{»l
Das zeigt schon einmal, dass Nw wie behauptet iiber b faktorisiert und liefert den
Pfeil schrig nach oben. Um auch das Vorzeichen anzugeben, betrachten wir die
angeordnete Darstellung iy = (vo, . .., v,—,) und die Permutation 7 € S, mit
5:(0) = V0y-+-387(n—q) = Un—qsSr(n—q+1) = UL, -.,Sr(n) = Uq, finden fiir das
fragliche Vorzeichen die Darstellung n(i) = (—1)2"=9¢(s) sgn(7) und erhalten
fir 4 € Ky die Formel
n(w)b(tg) falls g € KCp_g;
@) e {()(o) 0 g

(.L) =
0 sonst.

Bilden wir den Quotienten C* von S’ A(K) nach den (@)* mit iy & KC,,_, sowie
den n(a)(u)* — n(0)(v)* mit 4y = vy, so faktorisiert unser Nw weiter und liefert,
wie man leicht sieht, einen Isomorphismus von Kettenkomplexen

C*n] = SSA(K)

unter Verwendung unserer Konvention 4.1.3. Man kann in dieser Weise sogar
einen Beweis der Poincaré-Dualitidt im triangulierbaren Fall geben, wofiir dann
allerdings noch gezeigt werden muf3, daf die linke Vertikale unseres Diagramms
Isomorphismen auf der Homologie induziert. Da wir aber vielmehr an der an-
schaulichen Bedeutung der Poincaré-Dualitit interessiert sind, drehen wir den
SpieB um und folgern aus der Poincaré-Dualitét 5.3.7, daf die linke Vertikale un-
seres Diagramms S’ A (K) — C* Isomorphismen auf der Kohomologie induziert.
Nach 4.6.3 ist sie also eine Homotopiedquivalenz und unser ganzes Diagramm be-
steht aus Homotopiedquivalenzen. Gehen wir nun in dieser linken Vertikale zu den
dualen Komplexen iiber, so erhalten wir offensichtlich genau den Unterkomplex
C C S* A(K) aus dem ersten Teil unseres Satzes 5.4.6, und damit ist auch dieser
erste Teil bereits bewiesen. Des weiteren sehen wir, daf fiir ¢ € IC,,_, und (¢) der
zugehorige angeordnete Simplex seine baryzentrische Unterteilung b((t)) genau
ein Urbild hat unter Nw, und daB dieses Urbild auf der dualen Zelle ¢(¢) den Wert
Eins annimmt und auf allen anderen dualen Zellen den Wert Null. Daraus folgt
dann auch der zweite Teil des Satzes. [
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5.5 Anschauung im nichtkompakten Fall

5.5.1. Spditer! In derselben Weise erkldren wir die }(omplexevS! SA(K) bzw. ;. A(K)
mitsamt Isomorphismen von Komplexen nach S'K bzw. S; K.

5.5.2. Sei nun unser Simplizialkomplex K eine Triangulierung einer nicht not-
wendig kompakten separablen orientierten n-Mannigfaltigkeit. Wir wihlen ei-
ne Anordnung < auf der Menge £ der Ecken von K. Der Fundamentalzykel
von A(K) im Sinne von 5.2.12 hat wegen 5.2.20 genau einen Reprisentanten
in den Borel-Moore-Simplizialketten und damit auch genau einen Reprisentan-
ten w € S.°°A(K) in der in hoffentlich offensichtlicher Weise definierten Gruppe
der ordnungsvertriglichen simplizialen Borel-Moore-n-Ketten. Nach 5.2.21 hat

er Gestalt
w= Y e(s)(s)

sEX,

fiir wohlbestimmtes ¢ : K,, — {£1} mit (s) dem zum n-Simplex s gehorigen
angeordneten n-Simplex wie im Beweis von 2.4.3. Wenden wir darauf die bary-
zentrische Unterteilung an, so erhalten wir den Représentanten

0= Z e(s)sgn(m)({s) om)”

SEKn, 7T€5"+1

des Fundamentalzykels in A (K). Die weitere Argumentation wird ausgehen
vom Diagramm
CIA(K)[n] - = = S®A(K)

A 7
I
I
|
I
|

1o A(K) [n] “ S=A(K)

los

Die durchgezogenen Pfeile sind uns bereits bekannt, die rechte Vertikale ist mo-
dulo unserer Identifikation von Simplizialketten mit ordnungsvertriglichen sim-
plizialen Ketten das baryzentrische Unterteilen, die untere Horizontale die Re-
striktion auf ordnungsvertrigliche simpliziale Ketten unserer Poincaré-Dualitit
auf singuldren Ketten aus 5.2.18. Unser Ziel ist die Ergidnzung durch Kettenab-
bildungen wie durch die gestrichelten Pfeile angedeutet zu einem kommutativen
Diagramm von Homotopiedquivalenzen, dessen obere Horizontale dann die geo-
metrische Bedeutung des Dualitédts-Isomorphismus klar macht. Als ersten Schritt
in diese Richtung behaupte ich, daB3 die durch Nw gegebene Kettenabbildung wie
durch den schrigen gestrichelten Pfeil angedeutet tiber unsere baryzentrische Un-
terteilung b faktorisiert. Ein ¢-Simplex o € ICq ist ja per definitionem eine echt
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aufsteigende Kette @iy & w1 & ... & @, von Simplizes von K. Die zugehdrigen
() bilden eine Z-Basis von S;* A(K) und die zugehorigen Linearformen bilden
eine Z-Basis (i1)* von S{.  A(K). Fiir das cap-Produkt (i1)* N & mit dem Funda-
mentalzykel erhalten wir nach 4.5.4 die Darstellung

(@ nw= (=72 3" e(s)sgu(m){(@)*, ({s)om)"p?) ((s)om)¥A" ™
SEK, TESH+1
Insbesondere ist die rechte Seite nur dann nicht Null, wenn % die Gestalt ;
) ; i, hat mit 4y € K,_, und dann natiirlich auch @, € K,_,; fiir alle .
Seien nun u4,...,u, € E die Ecken des urspriinglichen Komplexes mit u; =
@;—1 U {u;}, so daB also gilt a, = g U {uy,...,uz}. Sei s = (s, 51,...,5n)
die angeordnete Darstellung des n-Simplex s. Auf der rechten Seite liefert nur
s = 1, € K, von Null verschiedene Beitrdge, und zwar nur fiir 7 € S,;; mit
Sr(n—q+1) = UL, ..., Sx(n) = Uqg, und fiir diese ist der Gesamtbeitrag bis auf ein
Vorzeichen gerade

big) = ) sen(x)((io) o r)"

KESn_q+1

Das zeigt schon einmal, dass Nw wie behauptet iiber b faktorisiert und liefert den
Pfeil schridg nach oben. Um das Vorzeichen anzugeben, betrachten wir die an-
geordnete Darstellung @y = (vo,...,v,—,) und die Permutation 7 € S,,41 mit
Sr(0) = V05 -+ -3 87(n—q) = Un—gq>Sr(n—g+1) = UL,---,Sr(n) = Uq, finden fiir das
fragliche Vorzeichen die Darstellung 1(i) = (—1)%"9¢(s)sgn(7) und erhalten
fiir u € Iéq die Formel

<v>* Nna 77(,&’>b(a0) falls Ug € ’Cnfq;
u w =
0 sonst.

Bilden wir den Quotienten Cy A(KC) von Sy A (K) nach den (@)* mit @y & KC\,—g
sowie den n(u)(@)* — n(v)(v)* mit 4y = 0o, so faktorisiert unser Nw weiter und

liefert, wie man leicht sieht, einen Isomorphismus von Kettenkomplexen
CEA(K)[n] = S™A(K)

Man kann in dieser Weise sogar einen Beweis der Poincaré-Dualitéit im triangu-
lierbaren Fall geben, wofiir dann allerdings noch gezeigt werden muf}, daf die
linke Vertikale unseres Diagramms Isomorphismen auf der Homologie induziert.
Da wir aber vielmehr an der anschaulichen Bedeutung der Poincaré-Dualitit inter-
essiert sind, drehen wir den Spiefl um und folgern aus der Poincaré-Dualitét, daf3

die linke Vertikale unseres Diagramms S}, A(K) —» C;A(K) Isomorphismen auf
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der Kohomologie induziert. Nach 4.6.3 ist sie also eine Homotopiedquivalenz und
unser ganzes Diagramm besteht aus Homotopiedquivalenzen. Um nun endlich zur
anschaulichen Bedeutung vorzudringen, betrachten wir in der linken Vertikalen
die dualen Komplexe und erhalten so eine Homotopiedquivalenz

C'A(K) — S'“A(K)

wo der g-te Teil C;A(I@) unseres Teilkomplexes aus allen “unendlichen forma-
len Linearkombinationen” iiber ¢t € K,,_, gewisser Ausdriicke c(¢) besteht, die
ihrerseits gegeben werden als

c(t) =Y nla){a)

summiert iiber alle @ € léq mit 4y = .

193






BlahBlah

195



BlahBlah

196



Literatur

[AN1] Skriptum Analysis 1; lddt man die pdf-Datei in denselben Ordner, dann
sollten auch die internen Querverweise funktionieren.

[AN3] Skriptum Analysis 3; lddt man die pdf-Datei in denselben Ordner, dann
sollten auch die internen Querverweise funktionieren.

[GR]  Skriptum Grundlagen; lidt man die pdf-Datei in denselben Ordner, dann
sollten auch die internen Querverweise funktionieren.

[HatO2] Allen Hatcher, Algebraic topology, Cambridge University Press, Cam-
bridge, 2002.

[LA2] Skriptum Lineare Algebra 2; lddt man die pdf-Datei in denselben Ordner,
dann sollten auch die internen Querverweise funktionieren.

[Mas99] W. S. Massey, A history of cohomology theory, History of Topology
(I. M. James, ed.), North-Holland, 1999, pp. 579-603.

[She74] S. Shelah, Infinite abelian groups, Israel Journal of Mathematics 18
(1974), 243-256.

[SZ94a] Ralph Stocker and Heiner Zieschang, Algebraische Topologie, second
ed., Mathematische Leitfiden. [Mathematical Textbooks], B. G. Teubner,
Stuttgart, 1994, Eine Einfithrung. [An introduction].

[SZ94Db] , Algebraische Topologie, second ed., Mathematische Leitfaden.
[Mathematical Textbooks], B. G. Teubner, Stuttgart, 1994, Eine Einfiih-
rung. [An introduction].

[Vic94] James W. Vick, Homology theory, second ed., Graduate Texts in Ma-
thematics, vol. 145, Springer-Verlag, New York, 1994, An introduction to
algebraic topology.

197


http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXANALYSIS1.pdf
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXANALYSIS3.pdf
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXGRULA.pdf
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/XXLA2.pdf

Index

X /A bei topologischen Réumen, 61
[1] verschobener Komplex, 126
®

Tensorprodukt

iber Ring, 106

7' Transfer der Homologie, 20
x Kreuzprodukt

der Homologie, 125

der Kohomologie, 139
f* Riickzug

fiir singuldre Kohomologie, 136
fi fur Hy(f), 18
K5 angeordnete g-Simplizes, 4
= Homotopiedquivalenz, 27
k)

Torsionsprodukt, 114

Abbildungsgrad

allgemein, 99

lokaler, 99
Abbildungskegel

von Kettenabbildung, 152

von stetiger Abbildung, 81
Adjunktionsformel

fiir Uund N, 148
Alexander-Whitney-Abbildung, 130
Ankleben einer Zelle, 81
Anklebesequenz, 81
Augmentation, 77

bei singuldren Ketten, 15
Ausdehnung durch Null

in der singuldren Theorie, 178
Ausschneidung, 51, 57

Kohomologie, 155
azyklisch

topologischer Raum, 123
azyklische Modelle, 123

B,/C Simplizialréinder, 8
B, X singulére Rénder, 14
Bar-Komplex

nicht normalisierter, 111
baryzentrische Unterteilung, 183
Basis eines Funktors, 122
beschrinkt in Richtung der Pfeile, 152
Betti-Zahl, 66

bilinear
bei Moduln, 107
Bimodul, 108

Bockstein-Homomorphismen, 103, 137
Borel-Moore-Homologie, 171
simpliziale , 175
Brouwer, Fixpunktsatz
allgemeiner, 54

cap-Produkt
auf der Homologie, 149
mit lokal endlicher Kette, 175
von Ketten, 148
Cauchy’scher Integralsatz
Umlaufzahlversion, 35
cok Kokern
bei abelschen Gruppen, 156
col Kolimes, 163
colim Kolimes, 163
cup-Produkt, 138, 143

A-Komplex, 70
dg-Gruppe, 19
dg-Modul, 146

iiber dg-Ring, 148
dg-Ring, 144
dgHot, 147
dgMod, 19, 146
differentiell

abelsche Gruppe, 19

198



graduierte abelsche Gruppe, 19
graduierter Modul, 146
graduierter Modul iiber dg-Ring, 148
graduierter Ring, 144
differentieller graduierter Modul, 146
Dimension
einer simplizialen Menge, 73
divisibel, 158
duale Zelle, 185
dualen Komplex, 138

Egalisator, 166
Eilenberg-Zilber, 120
Eilenberg-Zilber-Abbildung, 120
Eilenberg-Zilber-Transformation, 120
Ens umgedrehte Abbildungen, 145
erblicher Ring, 162
Erweiterung

von abelschen Gruppen

abstrakte, 156
konkrete, 156

Euler’scher Polyedersatz, 67
Eulercharakteristik

eines Kettenkomplexes, 66

eines topologischen Raums, 66
exakte Sequenz

von Systemen, 168
Ext-Sequenz

im ersten Eintrag, 160

im zweiten Eintrag, 157
extension, 156

feine Ketten, 57
filtrierend
partiell geordnete Menge, 163
final
in partiell geordneter Menge, 167
Fixpunktsatz
simplizialer, 68
Fixpunktsatz von Brouwer
allgemeiner, 54

frei
abelsche Gruppe, 51
Funktor, 123
Untergruppe, 119
Fiinferlemma, 49
Fundamentalzykel, 92
in der Borel-Moore-Homologie, 173,
175

I" Schnitt
der Orientierungsgarbe, 94
I'y Schnitte mit kompaktem Triger
der Orientierungsgarbe, 94
graduiert
abelsche Gruppe, 19
Ring, 144
graduiert kommutativ, 146
Graduierte Kommutativitit, 132, 140
graduierter Modul, 149

'H, Homologie eines Komplexes, 19
H{,,, singulire Kohomologie, 136
ﬁq reduzierte Homologiegruppen, 77
Hzing singuldre Homologie, 14
HY(X; G)sing Kohomologie mit kompak-
tem Tréger, 170
H{ Kohomologie mit kompaktem Tri-
ger, 170
H? Kohomologie mit kompaktem Tra-
ger, 170
H, simpliziale Homologie, 8
H, singuldre Homologie, 14
Hauptlemma der homologischen Alge-
bra, 121
Hinterseite eines Simplex, 130
Hom umgedrehte Hom-Raume, 145
Hom-Komplex, 28
Homologie
eines Kettenkomplexes, 19
eines Punktes, 15
konvexer Mengen, 15

199



mit Koeffizienten, 103 Kantenabbildung, 11

singulére, 14 Ket, 19
von P"RR, 104 Kette
Homologiegruppe simpliziale, 62
der Sphiren, 52 ordnungsvertréagliche, 63
relative, 43 Simplizialkette, 4
simpliziale, 8 singulédre, 11
singulére, 14 Kettenabbildung, 19
Homologieklasse, 14 kettenhomotop, 27
in Kettenkomplex, 20 Kettenkomplex, 19
Homologiesequenz Koassoziativitit, 143
abstrakte, 46 kofinal
eines Raumpaares, 46 in partiell geordneter Menge, 167
eines Raumtripels, 50 Kohomologie
homotop, 27 relative, 154
frei homotop, 32 simpliziale, 156
Homotopie singulére, 136
bei Raumpaaren, 45 mit kompaktem Tréager, 170
Homotopie-Invarianz Kohomologiegruppen, 136
der Homologie, 20 Kohomologiering
der Kohomologie, 153 singulérer, 139
Homotopiedquivalenz Kokern
algebraische, 27 bei abelschen Gruppen, 156
Homotopiekategorie Kokette vom Grad ¢, 136
algebraische, 27 Koketten
Hopf-Invariante, 144 relative, 154
Hot singulidre mit kompaktem Triger, 172
algebraische Homotopiekategorie, 27 Kolimes, 163
Hurewicz-Isomorphismus, 30 direkter, 163
L filtrierender, 163
injektiv induktiver, 163
. Modul, 158 Komplex, 19
injektive abelsche Gruppe, 158 A-Komplex, 70
Integralsatzes von Cauchy Korand, 136

Umlaufzahlversion, 35

’ ) Korandoperator, 136
Invarianz von Gebieten, 80

Kosystem, 165

Jordan’scher Kurvensatz, 80 Kozykel, 136

Jordan-Brouwer Kreuzprodukt '
Satz von, 76 der Homologle,‘ 125
der Kohomologie, 139
k-Skelett, 63 Kronecker-Paarung, 137

200



Kiinneth-Formel, 126
mit Korperkoeffizienten, 125

AP Vorderseite eines Simplex, 130
lange exakte Sequenz
der Homologie, abstrakte, 46
der Kohomologie, 154
lim Limes in Kategorie, 165
lim direkter Limes in Kategorie, 163
liLn inverser Limes in Kategorie, 166
Limes, 165
direkter, 163
in Kategorie, 165
induktiver, 163
inverser, 166
projektiver, 166
lineare Fortsetzung, 4
lokal endlich
Simplizialkomplex, 178
lokal endlichen singulédren ¢-Ketten, 171

Mannigfaltigkeit

topologische, 87
Mayer-Vietoris-Sequenz

der Homologie, 59

der Kohomologie, 155

mit kompaktem Tréager, 180

fiur Hy, 180

relative, 61

relative, der Kohomologie, 155
Menge

semisimpliziale, 70
Mittag-Leffler

Bedingung von, 169
Morphismus

von Raumpaaren, 43
Morphismus von Systemen, 168

Natiirlichkeit, 131, 140
Neunerlemma, 50
nullhomolog, 30
nullhomotop

Kettenabbildung, 27

Komplex, 27
nullhomotope, 147
Nullkomplex, 19
Nullschnitt, 91

®

Tensorprodukt

iber Ring, 106

opponierten dg-Ring, 146
orientierbar

Mannigfaltigkeit, topologische, 87
orientiert

Mannigfaltigkeit, topologische, 87
Orientierung

von topologischer Mannigfaltigkeit,

87

Orientierungsdarstellung, 92
Orientierungsgarbe, 90

mit Koeffizienten, 104

Poincaré-Dualitit, 150

allgemeine, 181
Prismen-Operator, 15
Projektionsformel

der Homologie, 149
projektiv

Modul, 121

p? Hinterseite eines Simplex, 130
Rand
in Kettenkomplex, 20
simplizialer, 8
singuldrer, 14
Randoperator, 6

der langen exakten Homologiesequenz,

46

Raumpaar, 42

rechtsexakt, 108

reduzierte Homologie mit Koeffizienten
in G, 103

reduzierte Homologiegruppen, 77

201



relative ¢g-Rénder, 43 Skelett

relative Homologiegruppen, 43 k-Skelett von Simplizialkomplex, 72
relative Ketten, 42 Skelett von Simplizialkomplex, 63
relative Kohomologie, 154 spaltend
relative Koketten, 154 Injektion, 50
Riickzug Surjektion, 50

fiir singuldre Kohomologie, 136 Standardauflosung, 113

Standardsimplex, 11

Sy KC Simplizialkoketten mit kompaktem superkommutativ, 146

Trdger, 178 Suspension, 80
S,K Simplizialkette, 4 System
S,X singulire g-Ketten, 11 direktes, 163

Schnitt in Kategorie, 163
der Orientierungsgarbe, 94 induktives, 163

Schnittzahl, 183

e inverses, 166
semisimpliziale Menge, 70

vollstindige, 70 7, € Sq¢(4,) tautologischer Simplex, 23
Simplex tautologischer Simplex, 23

angeordneter, 4 Tensorkomplex, 113

singulirer, 11 Tensorprodukt
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Homologie, 14 Transferabbildungen, 20
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Universelles Koeffiziententheorem

der Homologie, 118

der Kohomologie, 161
Unterteilungsoperator, 54

Verschlingungszahl, 80
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Whitehead

Vermutung von, 161
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