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1 Čech-Kohomologie

1.1 Erste Čech-Kohomologie und Überlagerungen
1.1.1. Ich beginne mit einer Erinnerung an einige Begriffe aus der Überlagerungs-
theorie [TF] 3.1.1. Seien X ein topologischer Raum und n ≥ 1 eine positive
natürliche Zahl. Eine stetige Abbildung p : X̃ → X heißt eine n-blättrige Über-
lagerung, wenn eine offene Überdeckung U ⊂ P(X) von X existiert derart, daß
es für alle U ∈ U Homöomorphismen

iU : p−1(U)
∼→ U × {1, . . . , n}

gibt, die verträglich sind mit den offensichtlichen Projektionen beider Seiten auf
die offene Menge U . Solch eine Familie von Homöomorphismen (iU)U∈U nennen
wir eine Trivialisierung unserer Überlagerung über der offenen Überdeckung U .
Zwei Überlagerungen nennt man isomorph, wenn sie isomorph sind in der Ka-
tegorie der topologischen Räume über X , wenn es also in anderen Worten einen
Homöomorphismus zwischen ihnen gibt, der mit den jeweiligen Projektionen auf
X verträglich ist. So ein Homöomorphismus ist dasselbe wie eine bijektive Deck-
transformation im Sinne von [TF] 3.4.3.

1.1.2. Wir setzen F := {1, . . . , n} und bezeichnen mit Sn die Gruppe der Per-
mutationen von F , versehen mit der diskreten Topologie. Jede Trivialisierung
(iU)U∈U einer n-blättrigen Überlagerung p : X̃ → X über einer offenen Über-
deckung U von X liefert für beliebige U, V ∈ U Abbildungen

ϕUV : U ∩ V → Sn
x 7→ ϕxUV

durch die Vorschrift (iU ◦ i−1
V )(x, f) = (x, ϕxUV (f)) ∀x ∈ U ∩ V, f ∈ F . Wir

nennen diese Abbildungen die Verklebungsfunktionen unserer Trivialisierung
(iU)U∈U . Nach [TM] 1.9.11 oder auch elementareren Überlegungen sind sie stetig.
Gegeben U, V,W ∈ U haben wir offensichtlich

ϕxUV ◦ ϕxVW = ϕxUW ∀x ∈ U ∩ V ∩W

Definition 1.1.3. Seien X ein topologischer Raum, U ⊂ P(X) eine offene Über-
deckung von X und G eine topologische Gruppe, deren Verknüpfung wir mit >
notieren. Die Menge Ž1(U ; CG) der Čech-1-Kozykel bezüglich U und G ist de-
finiert als die Menge aller möglichen Wahlen von stetigen Abbildungen ϕUV :
U ∩ V → G für (U, V ) ∈ U × U derart, daß für beliebige U, V,W ∈ U auf dem
Schnitt U ∩ V ∩W gilt

ϕUV>ϕVW = ϕUW
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Eine zweiblättrige Überlagerung der Kreislinie mit Trivialisierung in Bezug auf
eine Überdeckung durch zwei offene Teilmengen. Der Schnitt dieser beiden

Teilmengen hat zwei Zusammenhangskomponenten, und die
Verklebungsfunktion ist konstant das neutrale Element aus S2 auf der im Bild

„hinteren“ Komponente und konstant die Transposition aus S2 auf der
„vorderen“ Komponente.
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Das C steht dabei für „stetig“ alias „continu“. Trägt G die diskrete Topologie, so
schreibt man meist kürzer Ž1(U ;G) und redet von G-wertigen Einskozykeln.

Beispiel 1.1.4. Die Verklebungsfunktionen einer n-blättrigen Überlagerung be-
zügliche einer Trivialisierung über einer vorgegebenen offenen Überdeckung bil-
den einen Sn-wertigen Einskozykel.

1.1.5. Sind p : X̃ → X und q : X̂ → X zwei n-blättrige Überlagerungen eines
topologischen Raums X mit je einer Trivialisierung über derselben Überdeckung
U durch gewisse iU : p−1(U)

∼→ U × F und jU : q−1(U)
∼→ U × F , so verstehen

wir unter einem trivialisierungsverträglichen Isomorphismus zwischen unse-
ren beiden Überlagerungen eine bijektive Decktransformation d : X̃

∼→ X̂ derart,
daß gilt jU ◦ d = iU für alle U ∈ U .

Lemma 1.1.6. Gegeben ein topologischer Raum X und eine offene Überdeckung
U von X liefert das Bilden der Verklebungsfunktionen eine Bijektion

n-blättrige Überlagerungen von X mit
einer Trivialisierung (iU)U∈U über U , bis auf
trivialisierungsverträglichen Isomorphismus

 ∼→ Ž1(U ;Sn)

Beweis. Um die Bijektivität zu zeigen, konstruieren wir eine Umkehrabbildung.
Gegeben ein Čech-Einskozykel (ϕUV )U,V ∈U bilden wir für jedes U ∈ U die ein-
punktige Menge {U} und betrachten auf dem Raum⊔

U∈U

{U} × U × F

die Äquivalenzrelation ∼, die erzeugt wird von

(V, x, f) ∼ (U, x, ϕxUV (f)) ∀ U, V ∈ U , x ∈ U ∩ V, f ∈ F.

Dann bilden wir den Raum X̃ der Äquivalenzklassen mit der Quotiententopolo-
gie, der Projektion auf die mittlere Koordinate X̃ → X und der offensichtlichen
Trivialisierung über U . Es bleibe dem Leser überlassen zu zeigen, daß diese Kon-
struktion eine Umkehrabbildung zur durch das Bilden der Verklebungsfunktionen
gegebenen Abbildung aus unserem Lemma liefert.

1.1.7. Nun nehmen wir an, wir hätten für ein- und dieselbe Überlagerung p : X̃ →
X zwei Trivialisierungen über derselben offenen Überdeckung U gegeben durch
gewisse iU , ı̃U : p−1(U)

∼→ U × F . Dann erklären wir Abbildungen

ψU : U → Sn
x 7→ ψxU
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durch die Gleichungen (̃ıU ◦ i−1
U )(x, f) = (x, ψxU(f)) ∀x ∈ U, f ∈ F und nennen

diese ψU die Übergangsfunktionen zwischen unseren beiden Trivialisierungen
(iU) und (̃ıU). Auch unsere Übergangsfunktionen sind offensichtlich stetig. Die
Verklebungsfunktionen ϕ̃UV zu unserer zweiten Trivialisierung (̃ıU) lassen sich
durch die Verklebungsfunktionen ϕUV zu unserer ersten Trivialisierung (iU) und
die Übergangsfunktionen zwischen den beiden Trivialisierungen ausdrücken ver-
mittels der Formel

ϕ̃xUV = ψxU ◦ ϕxUV ◦ (ψxV )−1 ∀x ∈ U ∩ V

Definition 1.1.8. Seien X ein topologischer Raum, U eine offene Überdeckung
vonX undG eine topologische Gruppe. Zwei Čech-Einskozykelϕ, ϕ̃ ∈ Ž1(U ; CG)
heißen kohomolog und wir schreiben ϕ ∼ ϕ̃, wenn es eine Familie ψ = (ψU)U∈U
von stetigen Funktionen ψU : U → G gibt derart, daß für beliebige U, V ∈
U auf dem Schnitt U ∩ V gilt

ϕ̃UV = ψU>ϕUV>ψ−1
V

Diese Relation „kohomolog“ ist eine Äquivalenzrelation. Die Menge der Äquiva-
lenzklassen notieren wir

Ȟ1(U ; CG) := Ž1(U ; CG)/ ∼

und nennen sie die erste Čech-Kohomologie für die Überdeckung U zuG. Trägt
G die diskrete Topologie, so schreibt man meist kürzer Ȟ1(U ;G).

1.1.9. Unser Ȟ1(U ; CG) ist im allgemeinen keine Gruppe, sondern nur eine Menge
mit einem ausgezeichneten Punkt, nämlich der Klasse des trivialen Einskozykels.
Ist jedoch die GruppeG kommutativ, so sind Ž1(U ; CG) und Ȟ1(U ; CG) auch kom-
mutative Gruppen in natürlicher Weise.

Lemma 1.1.10. Gegeben ein topologischer RaumX und eine offene Überdeckung
U von X liefert das Bilden der Verklebungsfunktionen eine Bijektion

n-blättrige über U trivialisierbare
Überlagerungen von X ,
bis auf Isomorphismus

 ∼→ Ȟ1(U ;Sn)

Beweis. Dem Leser überlassen.

1.1.11 (Übergang zu kleinerer Überdeckung). Ist U eine Überdeckung von X
und V ⊂ U eine weitere Überdeckung durch weniger offene Mengen, so haben
wir eine offensichtliche Abbildung Ȟ1(U ; CG)→ Ȟ1(V ; CG), die den ausgezeich-
neten Punkt in den ausgezeichneten Punkt überführt.
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Ergänzung 1.1.12. Ist U eine Überdeckung von X und V ⊂ U eine weitere Über-
deckung durch weniger offene Mengen und ist zusätzlich jede Menge aus U be-
reits in einer Menge aus V enthalten, so ist unsere Abbildung eine Bijektion

Ȟ1(U ; CG)
∼→ Ȟ1(V ; CG)

Das ist anschaulich klar in unserem Spezialfall G = Sn. Formal kann man eine
Umkehrabbildung konstruieren, indem man man eine Abbildung τ : U → V wählt
mit W ⊂ τ(W ) ∀W und jedem Kozykel (ϕUV ) rechts den Kozykel (φUV ) links
mit φUV := ϕτ(U)τ(V )|U∩V zuordnet. Das Argument vereinfacht sich zusätzlich,
wenn man annimmt, daß τ ein Schnitt der Einbettung ist alias auf V die Identität
induziert. Wir beweisen in 1.4.1 eine Variante.

Definition 1.1.13. Wir nennen eine offene Überdeckung U eines topologischen
RaumsX gesättigt oder auch ein überdeckendes Sieb, wenn sie mit einer Menge
auch alle ihre offenen Teilmengen enthält, wenn also aus U ∈ U und V ⊂◦ U folgt
V ∈ U .

Definition 1.1.14. Seien X ein topologischer Raum und G eine topologische
Gruppe. Die erste Čech-Kohomologie von X zu G ist die bepunktete Menge

Ȟ1(X; CG) := colf Ȟ1(U ; CG)

Der Begriff eines Kolimes wird in [TS] 7.1.2 besprochen. Er ist hier zu verstehen
als Kolimes über alle gesättigten offenen Überdeckungen unseres Raums und in
der Kategorie der bepunkteten Mengen. Im Fall einer diskreten Gruppe G ver-
wendet man meist die Notation Ȟ1(X;G).

Satz 1.1.15 (Erste Čech-Kohomologie und Überlagerungen). Für jeden topo-
logischen Raum X liefert das Bilden von Verklebungsfunktionen für Trivialisie-
rungen bezüglich offener Überdeckungen eine Bijektion{

n-blättrige Überlagerungen von X ,
bis auf Isomorphismus

}
∼→ Ȟ1(X;Sn)

Beweis. Das ergibt sich aus den vorhergehenden Definitionen und Lemmata. Die
Details bleiben dem Leser überlassen.

1.1.1 Übungen

Übung 1.1.16. Man leite aus der in diesem Abschnitt entwickelten Theorie eine
Klassifikation der n-blättrigen Überlagerungen der Kreislinie her. Man verwende
die Erkenntnis, daß jede Überlagerung eines Intervalls trivial ist, und gehe von
1.1.10 aus.
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1.2 Erste Čech-Kohomologie und Torsoren
Definition 1.2.1. Sei G eine topologische Gruppe. Ein G-Raum Y heißt topolo-
gisch frei, wenn jeder Punkt y ∈ Y eine offene G-stabile Umgebung U besitzt,
die isomorph ist zu einem G-Raum der Gestalt W ×G für einen weiteren topolo-
gischen Raum W .

Beispiel 1.2.2. Die Operation von R mit der diskreten Topologie auf R mit der
üblichen Topologie ist stetig und frei, aber nicht topologisch frei.

Definition 1.2.3. Seien G eine topologische Gruppe und X ein topologischer
Raum. Ein G-Torsor auf X , auch genannt ein G-Hauptfaserbündel, englisch
principal bundle, französisch fibré principal, ist ein Paar

(E, p)

bestehend aus einem topologisch freien G-Rechtsraum E mitsamt einer stetigen
Abbildung p : E → X , die einen Homöomorphismus E/G ∼→ X induziert. Wir
nennen E den Totalraum und p die Projektion unseres Torsors. Ein Morphis-
mus von G-Torsoren auf X ist eine stetige G-äquivariante Abbildung über X .

Beispiel 1.2.4. Ist G diskret, so ist ein G-Torsor auf einem topologischen Raum
dasselbe wie eine Überlagerung unseres Raums mitsamt einer Rechtsoperation
von G durch Decktransformationen derart, daß die Operation auf jeder Faser frei
und transitiv ist.

Vorschau 1.2.5. Ist G eine Lie-Gruppe und X eine differenzierbare Mannigfaltig-
keit und ersetzt man in der obigen Definition das Wort „stetig“ durch „glatt“ und
den Begriff „topologischer Raum“ durch „differenzierbare Mannigfaltigkeit“, so
erhält man die Definition eines glatten G-Hauptfaserbündels auf X .

1.2.6 (Erste Čech-Kohomologie und Torsoren). Sei X ein topologischer Raum,
G eine topologische Gruppe und p : E → X ein G-Torsor auf X . Wählen wir
für unseren Torsor eine trivialisierende gesättigte offene Überdeckung U von X
und über U eine Trivialisierung (iU)U∈U von E durch die Wahl gewisser iU ∈
TopGU (p−1(U), U × G) und erklären für U, V ∈ U die Verklebungsfunktionen
ϕUV ∈ Top(U ∩ V,G) durch die Vorschrift (iU ◦ i−1

V )(x, g) = (x, ϕUV (x)g),
so bilden die ϕUV einen Čech-Kozykel, dessen Kohomologieklasse nur von E
abhängt, und wir erhalten so eine Bijektion{

G-Torsoren auf X ,
bis auf Isomorphismus

}
∼→ Ȟ1(X; CG)

Der Beweis läuft vollständig analog zum Beweis von 1.1.15 und bleibt dem Leser
überlassen. Gegeben ein Homomorphismus topologischer Gruppen H → G kann
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man weiter jedem H-Hauptfaserbündel E → X das G-Hauptfaserbündel E ×/H
G→ X zuordnen. Diese Zuordnung ist dann unter den eben erklärten Bijektionen
mit der offensichtlichen Abbildung Ȟ1(X; CH)→ Ȟ1(X; CG) verträglich.

1.2.7 (Erste Čech-Kohomologie als singuläre Kohomologie). Gegeben ein zu-
sammenhängender lokal zusammenziehbarer topologischer RaumX und eine dis-
krete abelsche Gruppe M können wir bereits hier einen Isomorphismus zwischen
der ersten singulären Kohomologie und der ersten Čech-Kohomologie erhalten
als die Komposition der Isomorphismen beziehungsweise Inversen der Isomor-
phismen des folgenden Diagramms, dessen Pfeile wir im Anschluß diskutieren:

H1(X;M)sing Ȟ1(X;M)

↑ o ↑ o
Hom(H1(X),M) {M -Torsoren auf X}/∼=

↓ o ↓ o

Grp(π1(X, x),M)
∼→
{

π1(X, x)-Mengen mit einer freien
transitiven Rechtsoperation von M

}
/∼=

Hier kommt der vertikale Pfeil oben links vom universellen Koeffiziententheorem
[TS] 6.7.2 her, der vertikale Pfeil unten links vom Satz von Hurwitz [TS] 1.5.2
und der vertikale Pfeil oben rechts von der vorhergehenden Bemerkung 1.2.6. Für
den vertikalen Pfeil unten rechts erinnern wir, daß nach [TF] 4.5.14 unter unseren
Annahmen der Faserfunktor zu einem beliebigen Punkt x ∈ X eine Äquivalenz
von Kategorien

{Überlagerungen von X} ≈→ {π1(X, x)-Mengen}

liefert. Sie induziert auch eine Äquivalenz zwischen den Kategorien aller „Objekte
mit Rechtsoperation einer Gruppe M“ in unseren beiden Kategorien, und diese
hinwiederum schränkt ein zu einer Äquivalenz von Kategorien

{M -Torsoren auf X} ≈→
{

π1(X, x)-Mengen mit einer freien
transitiven Rechtsoperation von M

}
Das liefert die Bijektion auf Isomorphieklassen in der unteren rechten Vertika-
le. Um schließlich die untere Horizontale zu erklären, beachten wir die Bijek-
tion M

∼→ Ens−M(M) vermittels m 7→ (m·), die Endomorphismen der M -
Rechtsmenge M sind also genau die Multiplikationen mit Elementen von M von
links. Das gilt sogar für jedes Monoid M , die Umkehrabbildung zu m 7→ (m·)
ist ϕ 7→ ϕ(e). Die Operationen einer Gruppe P auf der M -Rechtsmenge M ent-
sprechen also eineindeutig den Monoidhomomorphismen φ : P → M und zwei
solche Monoidhomomorphismen φ, ψ liefern isomorphe M -Rechtsmengen mit
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P -Operation genau dann, wenn es eine Einheitm ∈M× gibt mit φ = (intm)◦ψ.
Ist M kommutativ, so bedeutet das bereits φ = ψ und diese Erkenntnis liefert die
Bijektion in der unteren Horizontale unseres Diagramms. Wir werden später noch
sehr viel stärkere Resultate über den Zusammenhang von singulärer Kohomologie
und Garbenkohomologie kennenlernen.

Definition 1.2.8. Sei K entweder R oder C oder der Schiefkörper der Quaternio-
nen H und sei X ein topologischer Raum.

1. Ein „Möchtegern-Bündel von K-Vektorräumen“ oder kurz ein „Möchte-
gern-K-Bündel“ E = (E, p) = (p : E → X) auf X besteht aus einem
topologischen Raum p : E → X über X , dem Totalraum E mit der Pro-
jektion p, sowie einer K-Vektorraumstruktur auf jeder Faser Ex = p−1(x).

2. Ein Morphismus von einem Möchtegern-K-Bündel E in ein Möchtegern-
K-Bündel F ist eine stetige Abbildung h : E → F über X derart, daß für
alle x ∈ X die auf den Fasern induzierte Abbildung h : Ex → Fx eine
K-lineare Abbildung ist.

3. Der Raum X ×Kn mit seiner offensichtlichen Struktur als Möchtegern-K-
Bündel heißt das konstante n-dimensionale K-Bündel auf X .

4. Ein n-dimensionales topologisches K-Bündel aufX ist ein n-dimensiona-
les Möchtegern-K-Bündel (E, p), bei dem jeder Punkt x ∈ X eine Umge-
bung U besitzt derart, daß das auf der Umgebung U induzierte Möchtegern-
K-Bündel (p : p−1(U)→ U) auf U isomorph ist zum konstanten n-dimen-
sionalen K-Bündel U ×Kn auf U .

1.2.9. Die Automorphismengruppe des konstanten K-Bündels X × Kn ist ka-
nonisch isomorph zur Gruppe der stetigen Abbildungen von X nach GL(n;K).
Genauer erhalten wir eine Bijektion Top(X,GL(n;K))

∼→ Aut(X ×Kn) vermit-
tels f 7→ f̃ mit f̃(x, v) = (x, f(x)v). Hier fassen wir v ∈ Kn als Spaltenvektor
auf und verstehen im Fall der Quaternionen unter einem H-Vektorraum einen H-
Rechtsmodul.

1.2.10. Ganz genauso wie in 1.1.15 erhalten wir auch Bijektionen

{n-dimensionale K-Bündel auf X} /∼=
∼→ Ȟ1(X; CGL(n;K))

Genauer betrachten wir lokale Trivialisierungen unseres K-Bündels und die Klas-
se des durch die zugehörigen Übergangsfunktionen gegebenen Čech-1-Kozykels.
Wir können auch direkt jedem GL(n;K)-Torsor E das n-dimensionale K-Bündel
E ×/GL(n;K) Kn zuordnen und erhalten dann ein kommutatives Dreieck von Bi-
jektionen, an dessen drei Ecken Isomorphieklassen von Vektorraumbündeln, Iso-
morphieklassen von Torsoren und Ȟ1(X; CGL(n;K)) stehen.

12



Vorschau 1.2.11. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und ersetzt man
in der obigen Definition überall das Wort „stetig“ durch „glatt“ und den Be-
griff „topologischer Raum“ durch „differenzierbare Mannigfaltigkeit“, so erhält
man die Definition eines n-dimensionalen differenzierbaren K-Bündels auf X ,
wie sie in [ML] 3.4.3 bereits im Fall K = R gegeben wurde. Das Tangential-
bündel an eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n ist etwa ein
n-dimensionales differenzierbares und damit erst recht ein n-dimensionales topo-
logisches R-Bündel. Unter anderem um die Klassifikation differenzierbarer oder
auch „analytischer“ Bündel in derselben Weise behandeln zu können wie die Klas-
sifikation topologischer Bündel, führen wir im folgenden Abschnitt allgemeiner
Prägarben und ihre Čech-Kohomologie ein.

1.2.1 Übungen

Übung 1.2.12. Sei X ein topologischer Raum. Wir erhalten eine Bijektion

{Sn-Torsoren auf X}/∼=
∼→ {n-blättrige Überlagerungen von X}/∼=

durch E 7→ E ×/Sn {1, . . . , n} beziehungsweise in der umgekehrten Richtung,
indem wir einer n-blättrigen Überlagerung p : X̃ → X die Menge E :=

⊔
xEx

zuordnen, für Ex := Ens×({1, . . . , n}, p−1(x)) die Menge aller Bijektionen zwi-
schen {1, . . . , n} und der Faser unserer Überlagerung bei x, mit der offensichtli-
chen Sn-Operation und Projektion auf X und einer geeigneten Topologie. Hierbei
ist ×/Sn das balancierte Produkt im Sinne von [TF] 4.8.18.

Übung 1.2.13. Jeder Morphismus von Torsoren ist ein Isomorphismus. Die Au-
tomorphismen des G-Torsors X ×G über X können identifiziert werden mit den
stetigen Abbildungen X → G. Genauer erhalten wir eine Bijektion

Top(X,G)
∼→ TopGX(X ×G)

durch die Vorschrift f 7→ f̃ mit f̃ gegeben durch f̃(x, g) = (x, f(x)g).

Übung 1.2.14. Man zeige, daß der in 1.2.7 konstruierte Isomorphismus zwischen
der ersten singulären Kohomologie und der ersten Čech-Kohomologie nicht von
der Wahl des Basispunkts x ∈ X abhängt.

Übung 1.2.15. Ist der topologische Raum X einfach zusammenhängend, so be-
steht Ȟ1(X;G) für jede diskrete Gruppe G nur aus einem Punkt.

Übung 1.2.16. G eine topologische Gruppe und E ein topologisch freier G-Raum
und X ein beliebiger G-Raum, so ist X × E mit der diagonalen G-Operation als
G-Raum isomorph zu X × E mit der G-Operation nur auf dem zweiten Faktor
und ist damit auch topologisch frei.
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Übung 1.2.17. Ist F ein topologischer Raum, auf dem eine topologische GruppeG
wirkt, und ist E ein G-Torsor auf einem Raum X , so ist E×/G F ein Faserbündel
über X mit Faser F .

1.2.18. In manchen Fällen liefert die Konstruktion aus 1.2.17 sogar eine Bijektion
zwischen Isomorphieklassen von G-Torsoren und Isomorphieklassen von Faser-
bündeln mit Faser F , so zum Beispiel etwa im Fall F = {1, . . . , n} und G = Sn,
den wir bereits in 1.2.12 diskutiert hatten.

Übung 1.2.19. Sei G eine topologische Gruppe. Ordnen wir jedem Element g ∈
G den G-Torsor auf S1 zu, der entsteht aus [0, 1] × G durch die Identifikation
(0, h) ∼ (1, gh), so erhalten wir eine Bijektion

{Konjugationsklassen in π0(G)} ∼→ {G-Torsoren auf S1}/∼=

zwischen der Menge der Konjugationsklassen in der Gruppe der Wegzusammen-
hangskomponenten von G und der Menge der Isomorphieklassen von G-Torsoren
auf der Kreislinie.

1.3 Prägarben und höhere Čech-Kohomologie
1.3.1. Für einen topologischen Raum bilden wir die Kategorie seiner offenen Teil-
mengen mit allen offenen Teilmengen als Objekten und den Inklusionen als Mor-
phismen. Insbesondere ist in dieser Kategorie also jede Morphismenmenge ent-
weder einelementig oder leer.

Definition 1.3.2. Seien X ein topologischer Raum und W eine Kategorie. Eine
Prägarbe, englisch presheaf, französisch prefaisceau, auf X mit Werten in W
ist ein Funktor

{offene Teilmengen von X}opp →W

Ein Morphismus von Prägarben ist eine natürliche Transformation von Funkto-
ren. Eine Prägarbe mit Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen heißt eine
abelsche Prägarbe. Die Kategorie der abelschen Prägarben auf einem Raum X
notieren wir pAb/X . Vereinbaren wir die Notation Off(X) für die Kategorie der
offenen Teilmengen von X , so ist die Kategorie derW-wertigen Prägarben auf X
die Funktorkategorie

Cat(Off(X)opp,W)

1.3.3 (Diskussion der Terminologie). Manche Autoren betrachten nur Prägar-
ben von Gruppen oder sogar nur von abelschen Gruppen und fordern dann von
jeder Prägarbe zusätzlich, daß der entsprechende Funktor der leeren Menge eine
einelementige Gruppe zuordnen soll. Derartige Zusatzannahmen scheinen mir im
Lichte der obigen allgemeinen Definition unnatürlich.
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1.3.4. Ausgeschrieben ist eine Prägarbe F von Gruppen auf einem Raum X also
eine Zuordnung, die jeder offenen MengeU ⊂◦ X eine GruppeF(U) zuordnet und
jeder Inklusion V ⊂ U von offenen Teilmengen von X einen Homomorphismus
von Gruppen ρVU : F(U) → F(V ), die sogenannte Einschränkungsabbildung,
in Formeln

F :
U 7→ F(U)
∪ 7→ ↓ ρVU
V 7→ F(V )

Von diesen Daten muß man dann noch fordern, daß gilt ρUU = id und ρWV ◦ρVU = ρWU
falls W ⊂ V ⊂ U . Ein Element s ∈ F(U) heißt ein Schnitt von F über U .
Statt ρVU (s) schreiben wir meist s|V oder auch s|V . Ein Morphismus von Prägar-
ben f : F → G ist ausgeschrieben eine Familie von Gruppenhomomorphismen
fU : F(U) → G(U) derart, daß gilt ρVU ◦ fU = fV ◦ ρVU für alle V ⊂ U , wo wir
mit ρVU links die Restriktionsabbildungen der Prägarbe G und rechts die Restrik-
tionsabbildungen der Prägarbe F meinen. Als Diagramm geschrieben soll also
kommutieren

F(U) → G(U)
↓ ↓
F(V ) → G(V )

Beispiel 1.3.5. Sei X ein topologischer Raum. Die Zuordnung, die jeder offenen
Menge U ⊂◦ X den komplexen Vektorraum C(U) aller stetigen komplexwertigen
Funktionen auf U zuordnet und jeder Inklusion V ⊂◦ U die Restriktion C(U) →
C(V ), ist eine Prägarbe C = CC = CC,X von C-Vektorräumen aufX , die Prägarbe
der stetigen komplexwertigen Funktionen.

Beispiel 1.3.6. Ist allgemeinerX ein topologischer Raum undG eine topologische
Gruppe, so bilden die stetigen Abbildungen von offenen Teilmengen von X nach
G eine Prägarbe CG = CG,X von Gruppen auf X , die Prägarbe der stetigen G-
wertigen Funktionen. Wählt man auf G die diskrete Topologie, so notiert man
diese Prägarbe oft GX und spricht von der Prägarbe der lokal konstanten G-
wertigen Funktionen. Für jeden topologischen Raum X haben wir zum Beispiel
Homomorphismen von abelschen Prägarben ZX → RX → CR,X .

Beispiel 1.3.7. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so bilden die kom-
plexwertigen C∞-Funktionen eine Prägarbe C∞ = C∞C = C∞C,X von komple-
xen Vektorräumen auf X . Wir haben dann einen natürlichen Homomorphismus
C∞ → C von Prägarben von C-Vektorräumen auf X .

Beispiel 1.3.8. IstX eine differenzierbare Mannigfaltigkeit undG eine Lie-Gruppe,
so bilden die differenzierbaren Abbildungen von offenen Teilmengen von X nach
G eine Prägarbe C∞G = C∞G,X von Gruppen auf X , die Prägarbe der differenzier-
baren G-wertigen Funktionen.
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Beispiel 1.3.9. Ist p : E → X eine stetige Abbildung, so erhalten wir eine Prägar-
be von Mengen auf X , in dem wir jedem U ⊂◦ X die Menge aller stetigen Abbil-
dungen s : U → E zuordnen mit p(s(x)) = x ∀x ∈ U . Sie heißt die Prägarbe
der Schnitte von p.
Beispiel 1.3.10. Gegeben ein topologischer Raum X , ein Punkt x ∈ X und eine
Menge A definieren wir eine Prägarbe von Mengen A(x) auf X durch die Vor-
schrift A(x)(U) = A falls x ∈ U und A(x)(U) einpunktig sonst. Diese Prägarbe
heißt der Wolkenkratzer bei xmit FaserA. Für eine abelsche GruppeA ist unser
Wolkenkratzer in natürlicher Weise eine abelsche Prägarbe.

Definition 1.3.11 (Čech-Kohomologie einer abelschen Prägarbe). Sei F eine
abelsche Prägarbe auf einem topologischen RaumX . Gegeben ein System offener
Teilmengen U ⊂ P(X) von X definieren wir den Komplex

. . .→ Čq(U ;F)
d→ Čq+1(U ;F)→ . . .

der Čech-Koketten für U mit Koeffizienten inF als den Komplex von abelschen
Gruppen

Čq(U ;F) :=
∏

(U0,...,Uq)∈Uq+1

F(U0 ∩ . . . ∩ Uq)

Hier setzen wir Čq(U ;F) = 0 für q < 0 und erklären die Randoperatoren d wie
folgt: Eine Čech-Kokette ψ ∈ Čq(U ;F) ist ja ein Tupel bestehend aus Elementen
ψ(U0, . . . , Uq) ∈ F(U0 ∩ . . . ∩ Uq). Wir setzen dann

(dψ)(U0, . . . , Uq+1) :=
∑

0≤i≤q+1

(−1)iψ(U0, . . . , Ûi, . . . , Uq+1)|(U0 ∩ . . . ∩ Uq+1)

Die „Tarnkappe“ über Ui soll dabei wie üblich bedeuten, daß Ui aus dem Schnitt
wegzulassen ist. Man prüft leicht die Formel dd = 0, unsere Konstruktion liefert
also wirklich einen Komplex. Seine Kohomologie notieren wir

Ȟq(U ;F) := HqČ∗(U ;F)

Ist U eine Überdeckung von X , so nennen wir sie die Čech-Kohomologie von
X bezüglich U mit Koeffizienten in F . Die q-te Čech-Kohomologie Ȟq(X;F)
von X mit Koeffizienten in F schließlich ist definiert als der Kolimes über alle
gesättigten offenen Überdeckungen U von X der Čech-Kohomologien für diese
Überdeckungen, in Formeln

Ȟq(X;F) := colf Ȟq(U ;F)

Um den Kolimes zu bilden beachten wir wie im Fall der ersten Čech-Kohomologie,
daß für V ⊂ U die Einschränkung natürliche Abbildungen von Komplexen und
damit natürliche Abbildungen Ȟq(U ;F)→ Ȟq(V ;F) induziert.
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Lemma 1.3.12 (Čech-Kohomologie von Wolkenkratzern). Gegeben ein topolo-
gischer RaumX und eine offene Überdeckung U vonX gilt für den Wolkenkratzer
A(x) an einem Punkt x ∈ X mit einer abelschen Gruppe A als Faser

Ȟq(U ;A(x)) = 0 für q > 0.

Beweis. Wir können den fraglichen Čech-Komplex, indem wir zur Menge E =
{U ∈ U | x ∈ U} den in [TS] 1.1.15 betrachteten Komplex mit ZEq+1 im Grad q
bilden, zum Komplex der HomZ(ZEq+1, A) übergehen und schließlich den Anteil
mit q = −1 abschneiden. Da unser Komplex ZEq+1 nach dem dortigen Beweis
sogar nullhomotop ist, muß auch der Komplex HomZ(ZEq+1, A) nullhomotop
und insbesondere exakt sein und durch das Abschneiden kriegt er A als nullte
Kohomologie und bleibt sonst exakt. Wir können aber auch den Beweis von [TS]
1.1.15 wiederholen: Wir wählen dann U ∈ U mit x ∈ U und definieren für q ≥ 0
die Abbildung δ = δU : Čq+1(U ;A(x))→ Čq(U ;A(x)) durch die Vorschrift

(δψ)(U0, . . . , Uq) = ψ(U,U0, . . . , Uq)

Eine kurze Rechnung zeigt dδ + δd = id auf Čq(U ;A(x)) für q > 0, folglich ist
für q > 0 jeder q-Zykel ein Rand.

1.4 Varianten der Čech-Kohomologie
Proposition 1.4.1. Seien V ⊂ U offene Überdeckungen eines topologischen Raums
und sei F eine abelsche Prägarbe auf besagtem Raum. Liegt jede Menge aus U
in einer Menge aus V , so sind unsere natürlichen Abbildungen Isomorphismen

Ȟq(U ;F)
∼→ Ȟq(V ;F)

1.4.2. Mich verwirrt hier immer die Notation. Die Überdeckung V besteht aus
weniger offenen Mengen als die Überdeckung U , aber keineswegs aus „kleine-
ren“ offenen Mengen, sondern ganz im Gegenteil entsteht salopp und unpräzise
gesprochen unsere Überdeckung V aus U , indem man aus U einige offene Mengen
wegläßt, die eh schon in anderen offenen Mengen aus U enthalten sind. Im Fall
der ersten Kohomlogie bedeutet die Aussage salopp gesprochen, daß jede „über
einer offenen Menge trivialisierbare Struktur auch über jeder darin enthaltenen
offenen Menge trivialisierbar ist“.

Beweis. Man wähle τ : U → V , U 7→ U τ mit U ⊂ U τ ∀U ∈ U und konstruiere
eine Kettenabbildung α : Č∗(V ;F)

∼→ Č∗(U ;F) durch φ 7→ αφ mit

αφ(U0, . . . , Uq) := φ(U τ
0 , . . . , U

τ
q )|(U0 ∩ . . . ∩ Uq)
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Wir behaupten, daß sie homotopieinvers ist zur in ähnlicher Weise durch die In-
klusion ι : V ↪→ U gegebenen Kettenabbildung β : Č∗(U ;F)

∼→ Č∗(V ;F),
die ihrerseits die natürliche Abbildung auf der Čech-Kohomologie induziert. Es
reicht, wenn wir im Fall U = V für jedes τ wie oben zeigen, daß die fragli-
che Kettenabbildung homotop ist zur Identität, und diese Erkenntnis dann anwen-
den auf (U , ιτ) und (V , τ ι). Seien also U eine offene Überdeckung von X und
τ : U → U , U 7→ U τ eine Abbildung mit U ⊂ U τ ∀U ∈ U und α wie oben. Als
Kettenhomotopie versuchen wir es mit

(δφ)(U1, . . . , Uq) :=
∑
i

(−1)iφ(U1, . . . , Ui, U
τ
i , . . . , U

τ
q )

und lassen dabei rechts die Restriktion auf U1 ∩ . . . ∩ Uq aus der Notation weg.
Dann gilt

(dδφ)(U0, . . . , Uq) =
∑

i(−1)i(δφ)(U0, . . . , Ûi, . . . , Uq)

= −
∑

j<i(−1)i+jφ(U0, . . . , Uj, U
τ
j , . . . , Û

τ
i , . . . , U

τ
q )

+
∑

j>i(−1)i+jφ(U0, . . . , Ûi, . . . , Uj, U
τ
j , . . . , U

τ
q )

(δdφ)(U0, . . . , Uq) = −
∑

j(−1)j(dφ)(U0, . . . , Uj, U
τ
j , . . . , U

τ
q )

= −
∑

j≥i(−1)i+jφ(U0, . . . , Ûi, . . . , Uj, U
τ
j , . . . , U

τ
q )

+
∑

j≤i(−1)i+jφ(U0, . . . , Uj, U
τ
j , . . . , Û

τ
i , . . . , U

τ
q )

In (dδ + δd)φ werden alle Summanden der oberen Summe weggehoben und nur
die Terme mit i = j in den unteren Summen bleiben stehen. Von denen heben
sich aber auch die mittleren weg und nur φ(U0, . . . , Uq) − φ(U τ

0 , . . . , U
τ
q ) bleibt

stehen. Also gilt (dδ + δd)φ = φ− αφ wie gewünscht.

1.4.3 (Varianten abstrakter Kokettenkomplexe). Gegeben eine Menge E be-
zeichne KE das System ihrer endlichen Teilmengen, angeordnet durch Inklusion.
Gegeben (M,ϕ) ein durch (KE,⊂) indiziertes gerichtetes System von abelschen
Gruppen bilden wir drei Komplexe wie folgt:

1. Für e0, . . . , eq ∈ E setzen wir M(e0, . . . , eq) := M({e0, . . . , eq}) und bil-
den das Produkt

Cq = CqM :=
∏

(e0,...,eq)∈Eq+1

M(e0, . . . , eq)

Gegeben s ∈ Cq notieren wir s(e0, . . . , eq) ∈ M(e0, . . . , eq) seine Projek-
tion auf die entsprechende Komponente des Produkts. Schließlich erklären
wir Randoperatoren d : Cq−1 → Cq durch die Vorschrift

(ds)(e0, . . . , eq) =

q∑
i=0

(−1)iϕs(e0, . . . , êi, . . . , eq)
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mit ϕ : M(e0, . . . , êi, . . . , eq) → M(e0, . . . , eq) den entsprechenden Mor-
phismen unseres direkten Systems. Man prüft leicht d2 = 0. Wir haben also
einen Komplex C∗M konstruiert, der im Grad q = −1 mit C−1M = M(∅)
beginnt.

2. In unserem Komplex betrachten wir weiter die Untergruppen der alternie-
renden Koketten

Cq
alt ⊂ Cq

aller Ketten s ∈ Cq mit s(. . . , ei, ei+1, . . .) = −s(. . . , ei+1, ei, . . .) für alle
i und alle Tupel (e0, . . . , eq) ∈ Eq+1 sowie s(. . . , ei, ei+1, . . .) = 0 für
alle Tupel mit zwei gleichen benachbarten Einträgen ei = ei+1. Man prüft
unschwer, daß sie einen Unterkomplex bilden. Per definitionem stimmt er
in den beiden tiefsten Graden sogar mit unserem ursprünglichen Komplex
überein, genauer und in Formeln gilt C−1

alt = C−1 und C0
alt = C0.

3. Ist zusätzlich eine Anordnung auf E gegeben, so bilden die s ∈ Cq mit
s(e0, . . . , eq) = 0 falls e0 < . . . < eq zusammen mit C−1

× := 0 einen
Unterkomplex Cq

× ⊂ Cq. Ich nenne ihn den Komplex der ungeordneten
Koketten. Bilden wir andererseits die Gruppen

Cq
< = Cq

<M :=
∏

e0<...<eq

M(e0, . . . , eq)

der angeordneten q-Koketten, so liefern die Projektionen auf einen Teil
der Faktoren kurze exakte Sequenzen

Cq
× ↪→ Cq � Cq

<

und der induzierte Randoperator auf Cq
< wird beschrieben durch dieselbe

Formel (ds)(e0, . . . , eq) =
∑q

i=0(−1)iϕs(e0, . . . , êi, . . . , eq) wie oben mit
dem einzigen Unterschied, daß in diesem Fall nur streng monoton wachsen-
de Tupel zu betrachten sind. Wieder stimmt per definitionem unser neuer
Komplex in den beiden tiefsten Graden mit unserem ursprünglichen Kom-
plex überein, genauer und in Formeln gilt C−1 ∼→ C−1

< und C0 ∼→ C0
<.

Lemma 1.4.4 (Vergleich abstrakter Kokettenkomplexe). Seien E eine Menge
und (M,ϕ) ein vom System ihrer endlichen Teilmengen indiziertes direktes System
abelscher Gruppen. So gilt in den Notationen aus 1.4.3:

1. Die Komposition C∗altM ↪→ C∗M � C∗<M ist ein Isomorphismus von
Komplexen;

2. Beide fraglichen Abbildungen induzieren bereits für sich genommen Iso-
morphismen auf der Kohomologie;
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3. Gibt es e ∈ E mit ϕ : M(A)
∼→M(A ∪ {e}) für alle endlichen Teilmengen

A ⊂ E, so sind unsere Komplexe alle drei exakt.

1.4.5. Die Aussage des Lemmas gilt analog und mit demselben Beweis für direk-
te Systeme in abelschen Kategorien, in denen über Systeme endlicher Teilmengen
von E indizierte Produkte existieren und kurze exakte Sequenzen zu kurzen exak-
ten Sequenzen machen. Insbesondere gelten sie für direkte Systeme in Abopp und
wir erhalten so als Spezialfälle unsere Aussagen [TS] 1.1.15 über die Azyklizität
von Simplizes.

Beweis. Teil 1 ist offensichtlich. Teil 3 zeigen wir für C∗M , indem wir Abbildun-
gen δ : Cq+1M → CqM erklären durch die Vorschrift

(δs)(e0, . . . , eq) := ϕ−1s(e, e0, . . . , eq)

Damit prüft man unschwer für jede Kokette s die Formel δds + dδs = s. Der
Beweis von Teil 3 fürC∗<M geht genauso, wir müssen nur zuvor bemerken, daß es
nach Teil 1 auf die Anordnung dabei gar nicht ankommt und wir mithin annehmen
dürfen, e sei das kleinste Element von E. Um schließlich Teil 2 zu zeigen, müssen
wir nur nachweisen, daß C∗×M stets exakt ist. Im Spezialfall, daß unser System
M konstant eine abelsche Gruppe G ist, folgt das aus Teil 3 für E 6= ∅ und ist
eh klar für E = ∅. Gegeben eine Teilmenge F ⊂ E und eine abelsche Gruppe G
können wir etwas allgemeiner das direkte System GF betrachten mit GF (B) = G
für B ⊂ F und GF (B) = 0 sonst. Für direkte Systeme der Form M = GF

folgt unsere Behauptung wie im Fall konstanter Systeme. Im allgemeinen läßt
sich jedes System M in eine kurze exakte Sequenz

M ↪→
∏
A∈KE

M(A)A � cok

von direkten Systemen einbetten, wo A wie angedeutet alle endlichen Teilmen-
gen von E durchläuft. Da C∗× für die Mitte exakt ist nach dem, was wir bereits
bewiesen haben, ergibt sich HqC∗× cok

∼→ Hq+1C∗×M. So folgt dann induktiv
HqC∗×N = 0 für alle direkten Systeme N und alle q.

1.4.6. Will man Čech-Kohomologie in Bezug auf eine offene Überdeckung expli-
zit berechnen, so ist der angeordnete Čech-Komplex ein sehr nützliches Hilfs-
mittel. Um ihn zu konstruieren, wählt man für den zu untersuchenden Raum X
eine offene Überdeckung U ⊂ P(X) und eine totale Ordnung ≤ auf U und bildet
zu jeder abelschen Prägarbe F den Komplex der angeordneten Čech-Koketten

Čq
<(U ;F) :=

∏
U0<...<Uq

F(U0 ∩ . . . ∩ Uq)
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Das Produkt läuft wie angedeutet über alle streng monoton wachsenden Folgen
der Länge q+ 1 in U . Das Differential wird definiert durch dieselben Formeln wie
beim Čech-Komplex aus 1.3.11.

Korollar 1.4.7. Seien X ein topologischer Raum, F darauf eine abelsche Prä-
garbe, U eine offene Überdeckung von X und ≤ eine totale Ordnung auf U . So
induziert die Projektion Č∗(U ;F)� Č∗<(U ;F) auf die entsprechenden Teile der
jeweiligen Produkte Isomorphismen auf der Kohomologie.

Beweis. Das folgt aus unserem allgemeinen Lemma 1.4.4 über den Vergleich ab-
strakter Kokettenkomplexe.

1.5 Čech-Kohomologie der Grade Null und Eins
1.5.1 (Nullte Čech-Kohomologie für Prägarben von Mengen). Im Fall einer
Prägarbe F von Mengen kann man immer noch die Menge

Ȟ0(U ;F) :=

{
(sU) ∈

∏
U∈U

F(U)

∣∣∣∣∣ sU |U∩V = sV |U∩V ∀U, V ∈ U

}
bilden. Man setzt dann wieder in derselben Weise

Ȟ0(X;F) := colf Ȟ0(U ;F)

und nennt das die nullte Čech-Kohomologie mit Koeffizienten in der Prägarbe
von Mengen F . Die Restriktionen liefern eine natürliche Abbildung

F(X)→ Ȟ0(U ;F)

Sie ist im allgemeinen weder injektiv noch surjektiv.

1.5.2 (Erste Čech-Kohomologie für nichtabelsche Gruppen-Prägarben). Im
Fall einer Prägarbe von nicht notwendig kommutativen Gruppen erben die Ȟ0 aus
der vorhergehenden Bemerkung noch die Struktur einer Gruppe und wir können
zusätzlich analog zu den Definitionen des ersten Abschnitts und in multiplikativer
Notation geschrieben die Menge der Čech-1-Kozykel erklären als

Ž1(U ;F) :=

(sUV ) ∈
∏

(U,V )∈U2

F(U ∩ V )

∣∣∣∣∣∣∣∣
Für alle U, V,W ∈ U gilt mit

der Notation D := U ∩ V ∩W
die Identität

sUV |D sVW |D = sUW |D


Zwei derartige 1-Kozykel (sUV ) und (tUV ) heißen kohomolog, wenn es eine Fa-
milie (iU) ∈

∏
U∈U F(U) gibt mit

sUV = (iU |U∩V )tUV (iV |U∩V )−1 ∀U, V ∈ U
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Die Relation, kohomolog zu sein, ist dann eine Äquivalenzrelation auf der Menge
Ž1(U ;F) der Čech-1-Kozykel. Die Menge der Äquivalenzklassen notieren wir

Ȟ1(U ;G) := Ž1(U ;G)/ ∼

Sie heißt die erste Čech-Kohomologie für die Überdeckung U mit Koeffizien-
ten in der Prägarbe von Gruppen F . Unser Ȟ1(U ;G) ist im allgemeinen keine
Gruppe, sondern nur eine Menge mit einem ausgezeichneten Punkt, nämlich der
Klasse des trivialen 1-Kozykels. Der Kolimes über alle gesättigten offenen Über-
deckungen liefert dann eine weitere bepunktete Menge

Ȟ1(X;F) := colf Ȟ1(U ;F)

Sie heißt die erste Čech-Kohomologie von X mit Koeffizienten in der Prägar-
be von Gruppen F . Im Fall einer abelschen Prägarbe fallen diese Definitionen
von Ȟ0 und Ȟ1 mit den in 1.3.11 gegebenen Definitionen zusammen.

Ergänzung 1.5.3 (Klassifikation von Bündeln durch Čech-Kohomologie). Ist
X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so erhalten wir ganz analog wie in 1.2.10
Bijektionen

{differenzierbare reelle Geradenbündel auf X} /∼=
∼→ Ȟ1(X; C∞R×)

{differenzierbare komplexe Geradenbündel auf X} /∼=
∼→ Ȟ1(X; C∞C×)

Ist X eine komplex-analytische Mannigfaltigkeit und OX die Prägarbe der kom-
plexwertigen analytischen Funktionen auf X und O×X die Prägarbe der der kom-
plexwertigen analytischen Funktionen ohne Nullstellen mit der Multiplikation als
Verknüpfung, so erhalten wir in derselben Weise eine Bijektion

{analytische komplexe Geradenbündel auf X} /∼=
∼→ Ȟ1(X;O×X)

Allgemeiner erhalten wir Bijektionen

{differenzierbare n-dimensionale K-Bündel auf X} /∼=
∼→ Ȟ1(X; C∞GL(n;K))

Das triviale Bündel entspricht hier stets der Null beziehungsweise im letzten Fall
dem ausgezeichneten Punkt der bepunkteten Menge Ȟ1.

1.5.4 (Bezug zu vorhergehenden Versionen von Ȟ1). Im Fall einer diskreten
abelschen GruppeG fallen die in 1.1 definierten Gruppen Ȟ1(U ;G) und Ȟ1(X;G)
mit den hier definierten Gruppen Ȟ1(U ;GX) und Ȟ1(X;GX) zusammen. Im Fall
einer allgemeinen topologischen abelschen GruppeG fallen allgemeiner die in 1.1
definierten Gruppen Ȟ1(U ;G) und Ȟ1(X;G) mit den hier definierten Gruppen
Ȟ1(U ; CG) und Ȟ1(X; CG) zusammen.

22



1.5.5 (Nullte Čech-Kohomologie). Sei G eine abelsche topologische Gruppe.
Nach Proposition [AN1] ?? über die lokale Natur der Stetigkeit liefert die Re-
striktion für jede offene Überdeckung U von X Isomorphismen Top(X,G)

∼→
Ȟ0(U ; CG). Folglich haben wir auch im Kolimes einen Isomorphismus

Top(X,G)
∼→ Ȟ0(X; CG)

Das steht im Gegensatz zur singulären Kohomologie, bei der wir für diskretes
abelsches G vielmehr einen natürlichen Isomorphismus

Ens(π0(X), G)
∼→ H0

sing(X;G)

mit dem Raum den G-wertigen Funktionen auf der Menge π0(X) der Wegzusam-
menhangskomponenten von X haben. Für lokal wegzusammenhängende Räume
X und diskretes abelsches G haben wir jedoch wieder einen kanonischen Isomor-
phismus

Ȟ0(X;GX)
∼→ H0

sing(X;G)

zwischen der nullten Čech-Kohomologie mit Koeffizienten in der Prägarbe GX

und der nullten singulären Kohomologie mit Koeffizienten in G.

Übungen

Übung 1.5.6. Das Bilden der Čech-Kohomologie bezüglich einer Überdeckung
U kommutiert mit beliebigen Produkten von abelschen Prägarben. Für die Čech-
Kohomologie selbst ist das im allgemeinen vermutlich falsch.

Übung 1.5.7. In der Kategorie der abelschen Prägarben auf einem topologischen
Raum gibt es beliebige Produkte und Koprodukte.
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2 Abelsche Kategorien und Garben

2.1 Wozu Garbenkohomologie?
2.1.1. In diesem Abschnitt führen wir die abstrakte Sprache der abelschen Kate-
gorien ein und besprechen parallel dazu als motivierendes Beispiel die Kategorie
der abelschen Garben auf einem topologischen Raum. Ich habe versucht, diese
beiden Handlungsstränge insoweit zu entflechten, daß die Abschnitte ohne das
Wort „Garbe“ in der Überschrift auch unabhängig gelesen und verstanden werden
können.

2.1.2. Sowohl die Garbenkohomologie als auch die damit verbundenen Metho-
den der homologischen Algebra sind aus der algebraischen und arithmetischen
Geometrie und darüber hinaus aus weiten Teilen der Mathematik nicht mehr weg-
zudenken. Für manch Einen mag das schon Anlaß genug sein, sich damit zu be-
schäftigen. Ich will im folgenden ausführen, welchen Gewinn man auch in der
„ganz normalen Topologie“ aus diesen Methoden ziehen kann.

2.1.3. Als ersten Punkt führe ich eine Variante der langen exakten Kohomologie-
sequenz an, die Lokalisierungssequenz 4.9.18, in der nur absolute Kohomologien
auftreten. Das erlaubt eine sehr elegante Diskussion von Einbettbarkeitsproble-
men, etwa im Zusammenhang mit dem Satz von Jordan-Brouwer 4.10.15 oder
mit Alexanderdualität 4.10.18 folgende.

2.1.4. Als zweiten Punkt beachte man das sehr gute Verhalten in Faserungen. Zum
Beispiel zeigen wir in 6.6.14 für ein beliebiges Faserbündel mit zusammenziehba-
rer Faser, daß der Rückzug einen Isomorphismus auf der Kohomologie liefert. Ich
wüßte nicht, wie ich das für die singuläre Kohomologie zeigen sollte, und ob es da
überhaupt stimmt. Diesessehr gute Verhalten in Faserungen hinwiederum erlaubt
die Konstruktion von äquivarianter Kohomologie und charakteristischen Klassen
für beliebige Hauptfaserbündel mit beliebigen topologischen Gruppen als Faser
auf beliebigen topologischen Räumen, vergleiche 7.2.5 folgende. Es erlaubt auch
für rationale Koeffizienten eine Identifikation der Kohomologie des Quotienten
eines topologischen Raums nach einer endlichen Gruppe mit den Invarianten in
der Kohomologie 6.6.24, wann immer die Quotientenabbildung separiert ist, also
wirklich in sehr befriedigender Allgemeinheit.

2.1.5. Als dritten Punkt führe ich ein besseres Verständnis der Poincaré-Dualität
an, genauer den Nachweis ihrer Interpretation über Schnittpaarung und Schnitt-
produkte, wie sie in [TS] 4.3.17 und [TS] 7.4.7 angekündigt wird. Das gelingt
jedoch erst im Vollausbau der Theorie als Konsequenz der Verdier-Dualität und
wird in [TSF] 7.3.5 folgende erklärt. Wieder wüßte ich nicht, wie das in der sin-
gulären Theorie in der Allgemeinheit zu machen sein sollte, da man dort zunächst
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einmal, soweit ich sehen kann, tubulare Umgebungen bereitstellen muß. Das mag
aber meiner eigenen Unkenntnis geschuldet sein.

2.2 Garben und ihre étalen Räume
2.2.1. Alle Prägarben, die bisher von Belang waren, besitzen noch eine zusätzliche
Eigenschaft, die es erlaubt, dafür eine geometrische Anschauung zu entwickeln.
Diese zusätzliche Eigenschaft, die die „Garben“ unter den Prägarben auszeichnet,
ist im Folgenden von entscheidender Bedeutung.

Definition 2.2.2. Eine GarbeF auf einem topologischen RaumX ist eine Prägar-
be von Mengen derart, daß die folgende Verklebungsbedingung erfüllt ist: Ge-
geben ein System U ⊂ P(X) von offenen Teilmengen von X und gegeben für
alle U ∈ U Schnitte sU ∈ F(U) mit

sU |U∩V = sV |U∩V ∀ U, V ∈ U

gibt es genau einen Schnitt auf der Vereinigung s ∈ F
(⋃

U∈U U
)

mit

s|U = sU ∀ U ∈ U

Ein Homomorphismus von Garben ist ein Homomorphismus der zugrundelie-
genden Prägarben.

2.2.3. Analog definiert man Garben von Gruppen und Ringen und dergleichen
sowie ihre Morphismen. Wir nennen sie auch Gruppengarben beziehungsweise
Ringgarben und reden von Mengengarben, wenn wir betonen wollen, daß wir
Garben von Mengen meinen.

2.2.4 (Diskussion der Terminologie). Eine Garbe heißt auf Englisch sheaf und
auf Französisch faisceau. Der Begriff ist in der französischen Mathematik des
zwanzigsten Jahrhunderts entstanden und geht wohl auf eine ältere Verwendung
von „faisceau“ für „vernünftige Familien geometrischer Objekte“ zurück. Zum
Beispiel kann man in einer euklidischen Ebene die „Schar aller Kreise“ betrach-
ten, die an zwei gegebene Geraden tangential sind, und hätte diese als einen
„faisceau de cercles“ bezeichnet. Bei der Übertragung ins Deutsche und Engli-
sche hat man dann sprachlich verwandte aber mathematisch noch nicht belegte
Begriffe gewählt.

2.2.5 (Schnitte einer Garbe über der leeren Menge). Unsere Verklebungsbe-
dingung mit U = ∅ dem leeren Mengensystem impliziert, daß eine Garbe von
Mengen F stets genau einen Schnitt über der leeren Menge haben muß, in For-
meln |F(∅)| = 1.
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Ergänzung 2.2.6 (Garben mit Werten in einer beliebigen Kategorie). Wir de-
finieren allgemeiner Garben mit Werten in einer beliebigen Kategorie C als C-
wertige Prägarben F , die zusätzlich die Verklebungsbedingung erfüllen, daß für
jedes gesättigte System U von offenen Teilmengen von X mit Vereinigung V der
offensichtliche Morphismus ein Isomorphismus F(V )

∼→ limU∈U F(U) ist. Für
eine Garbe F mit Werten in C ist insbesondere F(∅) stets final in C.

2.2.7 (Notationen für Kategorien von Garben). Die Kategorie der Garben auf
einem Raum X mit Werten in einer Kategorie C notieren wir C/X . Die Kategorie
der Mengengarben auf einem topologischen Raum X notieren wir insbesondere
Ens/X . Eine Garbe mit Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen heißt eine
abelsche Garbe. Die Kategorie der abelschen Garben auf einem topologischen
Raum X notieren wir entsprechend Ab/X .

2.2.8. Gegeben eine Garbe von Mengen F auf einem Raum X und eine offe-
ne Überdeckung U von X liefern die für jede Prägarbe von Mengen definierten
Abbildungen Isomorphismen F(X)

∼→ Ȟ0(U ;F)
∼→ Ȟ0(X;F). Das folgt unmit-

telbar aus den Definitionen.

Beispiel 2.2.9. Ist p : E → X eine stetige Abbildung, so erhalten wir eine Garbe
von Mengen S = SE = SXE auf X durch die Vorschrift

S(U) := TopX(U,E) = {s : U → E | s ist stetig und p(s(x)) = x ∀x ∈ U}

mit den offensichtlichen Restriktionsabbildungen. Wir nennen sie die Garbe der
Schnitte von p und erhalten so einen Funktor von der Kategorie der Räume über
unserem Raum in die Kategorie der Garben von Mengen auf unserem Raum

S : TopX → Ens/X

Beispiel 2.2.10. Gegeben eine Menge M und ein topologischer Raum X erklären
wir die konstante Garbe MX als die Garbe der Schnitte von M ×X , wo M mit
der diskreten Topologie zu versehen ist.

Beispiel 2.2.11. Die Prägarben GX für eine diskrete Gruppe G oder allgemeiner
CG,X für eine topologische Gruppe G aus 1.3.6 sind Garben von Gruppen.

Beispiel 2.2.12. Unsere Prägarben von differenzierbaren oder besser glatten Funk-
tionen auf einer Mannigfaltigkeit sind Garben von R-Vektorräumen. Unsere Wol-
kenkratzer aus 1.3.10 sind Garben.

Beispiel 2.2.13. Sei A eine nichttriviale Gruppe und X ein topologischer Raum.
Die Prägarbe, die jeder offenen Teilmenge von X einfach die feste Gruppe A zu-
ordnet, mit der Identität als Restriktion, ist keine Garbe: Der leeren Menge wird
nämlich nicht die triviale Gruppe zugeordnet. Wenn wir unser Beispiel dahin-
gehend abändern, daß wir der leeren Menge ausnahmsweise die triviale Gruppe
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zuordnen, ist unsere Prägarbe immer noch keine Garbe, wenn es in unserem Raum
nichtleere unzusammenhängende offene Teilmengen gibt: Denn dann zerlegen wir
diese in zwei echte disjunkte offene Teilmengen, wählen dort als Schnitte ver-
schiedene Elemente von A und können diese Vorgabe nicht „zu einem Schnitt auf
der ganzen offenen Menge zusammenkleben“.

2.2.14. Wir erinnern aus [TF] 3.1.9, daß eine stetige Abbildung p : E → X étale
heißt, wenn jeder Punkt e ∈ E eine offene Umgebung U ⊂◦ E besitzt, die von p
homöomorph auf eine offene Teilmenge p(U) ⊂◦ X abgebildet wird.

Definition 2.2.15. Sei X ein topologischer Raum. Ein étaler Raum E = (E, p)
überX ist ein topologischer RaumE mitsamt einer étalen Abbildung p : E → X .
Ein Morphismus von étalen Räumen über X ist eine stetige Abbildung, die
verträglich ist mit den Projektionen auf X .

2.2.16. Jede étale Abbildung ist offen und nach [TF] 3.1.13 kann eine Verk-
nüpfung gf stetiger Abbildungen mit g étale nur étale sein, wenn auch f étale
ist. Insbesondere ist jeder Morphismus von étalen Räumen offen, speziell also
jeder Schnitt einer étalen Abbildung auf einer offenen Menge.

Satz 2.2.17 (Garben und ihre étalen Räume). Für jeden topologischen RaumX
liefert der Funktor S, der jedem Raum überX die Garbe seiner Schnitte zuordnet,
eine Äquivalenz von Kategorien

S :

{
étale Räume

über X

}
≈→
{

Garben von Mengen
auf X

}
Beispiele 2.2.18. Der étale Raum der Garbe MX ist M ×X . Der étale Raum des
Wolkenkratzers (Z/2Z)(0) mit Faser Z/2Z am Nullpunkt auf der reellen Gerade
X = R ist die reelle Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt aus [TM] 1.4.8.

2.2.19. Die linke Seite unserer Äquivalenz 2.2.17 ist, zumindest nach meinem
Geschmack, der Anschauung besser zugänglich und liefert eine sehr transparente
Konstruktion für den „Rückzug“ von Garben, wie wir ihn in 7.1.9 kennenlernen
werden. Die rechte Seite ist dahingegen technisch besonders gut zugänglich und
leicht zu verallgemeinern. Mir scheint die in diesem Satz formulierte Äquivalenz
von Kategorien eine wichtige Brücke in die Anschauung.

Beweis. Der Beweis des vorhergehenden Satzes strukturiert den Rest dieses Ab-
schnitts. Genauer konstruieren wir in 2.2.23 einen Funktor ét von Prägarben auf
X zu topologischen Räumen über X und konstruieren in 2.2.25 eine Adjunktion
(ét,S) zwischen ét : pEns/X → TopX und S : TopX → pEns/X . Im Anschluß
daran wird der Beweis dann zu Ende geführt.
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Definition 2.2.20. Gegeben eine Prägarbe F von Mengen auf einem topologi-
schen Raum X definieren wir ihren Halm Fx an einer Stelle x ∈ X als den
Kolimes

Fx := colU3xF(U)

Unser Kolimes soll wie angedeutet über alle offenen Umgebungen U ⊂◦ X von
x laufen. Gegeben x ∈ U ⊂◦ X und s ∈ F(U) einen Schnitt bezeichnen wir mit
sx ∈ Fx sein Bild im Halm.

Beispiel 2.2.21. Unsere Keime regulärer Funktionen aus [ML] 3.3.11 sind genau
die Halme der Garbe der regulären Funktionen aus [ML] 3.1.1.

Ergänzung 2.2.22. Gegeben Punkte x, y eines topologischen Raums, von denen
einer im Abschluß des anderen liegt, in Formeln x ∈ ȳ, erhalten wir für jede
Prägarbe von Mengen F eine Abbildung Fx → Fy aus der Beobachtung heraus,
daß jede offene Menge um x auch y enthalten muß. Wir nennen sie das Generi-
sieren.

Definition 2.2.23. Gegeben ein Prägarbe F von Mengen auf einem topologischen
Raum X definieren wir ihren étalen Raum, notiert ét(F) oder kürzer F̄ , als die
disjunkte Vereinigung ihrer Halme

F̄ :=
⊔
x∈X

Fx

mitsamt der natürlichen Projektion p : F̄ → X . Gegeben U ⊂◦ X und s ∈ F(U)
definieren wir einen Schnitt s̄ : U → F̄ durch s̄(x) = sx. Wir versehen F̄ mit der
Finaltopologie in Bezug auf die Familie aller dieser Abbildungen s̄. Bezeichnet
pEns/X die Kategorie der Prägarben von Mengen auf X, so erhalten wir auf diese
Weise einen Funktor

ét : pEns/X → TopX

2.2.24 (Anschauung für étale Räume). Der étale Raum einer Prägarbe von Men-
gen ist meiner Anschauung nur schlecht zugänglich. Er wird im allgemeinen in
keinster Weise Hausdorff sein. Ich denke dabei eher an eine Art Blätterteig, der
auf das Backblech projiziert wird.

2.2.25 (Der étale Raum als Linksadjungierter des Schnittefunktors). Wir er-
halten eine Adjunktion (ét,S) von Funktoren zwischen pEns/X und TopX ver-
mittels der Abbildungen

pEns/X(F ,SE)→ TopX(étF , E)

gegeben durch ϕ 7→ (ϕ̄ : (sx 7→ ϕ(s)(x))) für x ∈ X und einen und jeden Schnitt
s ∈ F(U) für x ∈ U ⊂◦ X . Die Stetigkeit von ϕ̄ folgt daraus, daß für alle Schnitte
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s ∈ F(V ) mit V ⊂◦ X auch ϕ̄ ◦ s̄ = ϕ(s) : U → E stetig ist. Die Injektivität
unserer Abbildung ϕ 7→ ϕ̄ ist offensichtlich. Die Surjektivität folgt, indem wir
eine Abbildung in die Gegenrichtung konstruieren, und zwar durch Anwenden
des Funktors S und Vorschalten des Morphismus F → S(étF), der durch s 7→ s̄
gegeben wird. Man erkennt unschwer, daß diese Abbildung ein Schnitt und wegen
der Injektivität dann sogar eine Umkehrabbildung ist.

Satz 2.2.17 über Garben und ihre étalen Räume, Ende des Beweises. Man erinne-
re aus [TF] 4.8.15, daß gegeben Funktoren L : A → B und R : B → A und eine
Adjunktion α : L a R und die vollen Unterkategorien

A0 := {A ∈ A | Die Einheit ist ein Iso A ∼→ RLA}
B0 := {B ∈ B | Die Koeinheit ist ein Iso LRB ∼→ B}

unser Funktor L eine Äquivalenz von Kategorien A0
≈→ B0 mit Quasiinversem

R induziert. Nun zeigen wir in 2.2.27, daß genau die Räume E ∈ TopX étale
sind, für die unsere Adjunktion einen Isomorphismus ét(SE)

∼→ E induziert,
und in 2.2.29, daß genau die Prägarben F ∈ pEns/X Garben sind, für die unsere
Adjunktion einen Isomorphismus F ∼→ S(étF) induziert. Damit ist dann unser
Satz 2.2.17 über Garben und ihre étalen Räume bewiesen.

Lemma 2.2.26 (Eigenschaften des étalen Raums einer Prägarbe). Sei F eine
Prägarbe von Mengen auf einem Raum X .

1. Die s̄(U) mit U ⊂◦ X und s ∈ F(U) bilden eine Basis für die Topologie des
étalen Raums von F . Insbesondere sind alle derartigen Schnitte s̄ offene
Einbettungen;

2. Die Projektion p : F̄ → X ist étale;

3. Ein Schnitt über V ⊂◦ X in F̄ ist stetig genau dann, wenn jedes x ∈ V
eine offene Umgebung U ⊂◦ V besitzt derart, daß unser Schnitt auf dieser
Umgebung U übereinstimmt mit einem s̄ für geeignetes s ∈ F(U).

Beweis. 1. Wir zeigen zunächst, daß alle s̄(U) offen sind in F̄ . Dazu gilt es nach-
zuweisen, daß W = t̄−1(s̄(U)) offen ist in V, für alle V ⊂◦ X und t ∈ F(V ). Aber
wir haben ja

t̄−1(s̄(U)) = {x ∈ U ∩ V | sx = tx},

und da mit der Beschreibung [TS] 7.1.15 eines filtrierenden direkten Limes aus
sx = tx folgt s|W = t|W für eine hinreichend kleine offene Umgebung W von x,
ist t̄−1(s̄(U)) in der Tat stets offen in V und damit s̄(U) offen in F̄ . Damit gilt ins-
besondere t̄(W ) = s̄(U) ∩ t̄(V ) für W = t̄−1(s̄(U)) ⊂◦ X, folglich bilden unsere
s̄(U) ein System von offenen Mengen, das stabil ist unter endlichen Schnitten. Für
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die von diesem Mengensystem erzeugte Topologie sind aber bereits alle s̄ stetig,
folglich muß es sich dabei um die Finaltopologie handeln.

2. Der zweite Teil des Lemmas folgt sofort aus dem ersten.

3. Für den dritten Teil bemerken wir, daß offensichtlich jeder Schnitt mit besagter
Eigenschaft stetig ist. Ist umgekehrt t : V → F̄ ein Schnitt und ist x ∈ V gege-
ben, so hat t(x) ∈ Fx die Gestalt t(x) = sx für geeignetes s ∈ F(W ) undW ⊂◦ V
eine Umgebung von x. Ist t stetig, so folgt U = t−1(s̄(W )) ⊂◦ V, und das ist die
gesuchte offene Umgebung von x mit t|U = s̄ für s = s|U .

Lemma 2.2.27. Genau dann ist eine stetige Abbildung p : E → X étale, wenn
die Adjunktion einen Isomorphismus ét(SE)

∼→ E liefert.

Beweis. Nach 2.2.26 ist die linke Seite auch étale über X . Liefert die Adjunktion
einen Isomorphismus, so ist folglich auch E selbst étale, und ist umgekehrt E
selbst étale, so reicht es nach 2.2.16 zu zeigen, daß unsere Adjunktionsabbildung
bijektiv ist alias daß sie Bijektionen auf allen Halmen induziert. Da p étale ist,
gibt es für jedes e ∈ E eine offene Umgebung U von x = p(e) und einen Schnitt
s : U → E mit s(x) = e. Also ist unsere Abbildung auf den Halmen surjektiv.
Ist V ⊂◦ X eine weitere offene Umgebung von p(e) und t ∈ F(V ) ein weiterer
Schnitt mit t(x) = e, so stimmen s und t notwendig überein auf der nach 2.2.16
offenen Umgebung W = p(s(U) ∩ t(V )) von x in X . Also ist unsere Abbildung
auf den Halmen auch injektiv.

Lemma 2.2.28. 1. Stimmen zwei Schnitte einer Garbe auf allen Halmen über-
ein, so sind sie gleich;

2. Induziert ein Morphismus von Garben Bijektionen auf allen Halmen, so ist
er ein Isomorphismus.

Beweis. Die Herleitung der ersten Aussage bleibt dem Leser überlassen. Für den
Nachweis der zweiten Aussage sei F → G unser Morphismus. Aus 1 folgt, daß
für alle U ⊂◦ X die induzierte Abbildung F(U)→ G(U) injektiv ist. Wir müssen
zeigen, daß diese Abbildungen auch surjektiv sind. Gegeben s ∈ G(U) gibt es
jedoch für alle x ∈ U ein tx ∈ Fx mit tx 7→ sx. Dies tx ist der Halm eines
Schnitts t(x) ∈ F(U(x)) für eine geeignete offene Umgebung U(x) ⊂◦ U von x,
und wenn wir U(x) hinreichend klein wählen, dürfen wir annehmen t(x)|U(x) 7→
s|U(x). Dann aber erfüllen die t(x) aber die Verklebungsbedingung und verkleben
zu einem Schnitt t ∈ F(U) mit t 7→ s.

Lemma 2.2.29. Genau dann ist eine Prägarbe F eine Garbe, wenn die Adjunkti-
on einen Isomorphismus F ∼→ S(étF) liefert.
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Beweis. Die rechte Seite ist stets eine Garbe, ja sogar S(E) ist eine Garbe für
jedes E ∈ TopX . Liefert die Adjunktion einen Isomorphismus, so ist demnach
auch F eine Garbe, und ist umgekehrt F eine Garbe, so müssen wir nach 2.2.28
nur zeigen, daß unser Morphismus auf allen Halmen Bijektionen induziert oder
gleichbedeutend, daß er unter ét eine Bijektion liefert. Nach der Dreiecksidentität
für adjungierte Funktoren [TF] 4.8.1 faktorisiert jedoch die Identität auf étF in
kanonischer Weise als étF → ét(S(étF)) → étF , und nach 2.2.27 angewandt
auf E = étF ist hier die zweite Abbildung ein Isomorphimus. Dasselbe gilt dann
auch für die erste Abbildung und das Lemma folgt.

2.2.30. Ist F eine Garbe von Funktionen auf X, zum Beispiel die Garbe der dif-
ferenzierbaren Funktionen auf einer offenen Teilmenge des Rn oder allgemeiner
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, so nennt man die Elemente der Halme
Fx meist Funktionskeime, in unserem Beispielfall also „Keime differenzierbarer
Funktionen an der Stelle x“.

2.2.31. Der étale Raum der Garbe der stetigen reellwertigen Funktionen auf R ist
nicht Hausdorff: Die Nullfunktion und die Funktion x 7→ max{x, 0} haben ver-
schiedene Keime an der Stelle Null, aber dieselben Keime an allen echt negativen
Stellen. Die beiden Keime an der Stelle Null lassen sich also nicht durch offene
Umgebungen im étalen Raum trennen.

Ergänzung 2.2.32. Der étale Raum ét(Oan) der GarbeOan der holomorphen Funk-
tionen auf C ist Hausdorff aufgrund der Eindeutigkeit der lokalen analytischen
Fortsetzung. Die Zusammenhangskomponente eines Funktionskeims f ∈ ét(Oan)
wird dann eine Riemann’sche Fläche im Sinne von [ML] 3.2.4 vermittels der fi-
nalen Struktur im Sinne von [ML] 3.1.11 zur Familie der Schnitte auf offenen
Teilmengen der komplexen Zahlenebene. Diese Riemann’sche Fläche heißt die
Riemann’sche Fläche des Funktionskeims f . Zum Beispiel erhalten wir als Rie-
mannsche Fläche der durch die Eigenschaft n

√
1 = 1 ausgezeichneten stetigen

n-ten Wurzel in einer Umgebung der Eins eine zusammenhängende n-blättrige
Überlagerung von C×. Es ist auch klar, daß zu jedem Funktionskeim an einer vor-
gegebenen Stelle die Riemannsche Fläche jedes Stammfunktionskeims an besag-
ter Stelle eine Überlagerung der Riemannschen Fläche unseres Funktionskeims
selber ist.

Definition 2.2.33. Sei F eine Garbe von Mengen auf einem Raum X und p :
F̄ → X ihr étaler Raum. Gegeben eine beliebige Teilmenge A ⊂ X setzen wir

F(A) = Γ(A;F) := {s : A→ F̄ | s ist stetig und p(s(x)) = x ∀x ∈ A}

und nennen die Elemente dieser Menge die Schnitte von F über A. Per defini-
tionem haben wir zum Beispiel Fx = F({x}) für alle x ∈ X .
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2.2.34. Im Gegensatz zu Prägarben können wir also bei Garben Schnitte über
beliebigen, nicht notwendig offenen Mengen betrachten. Die Schnitte einer Garbe
F über dem ganzen Raum nennen wir auch die globalen Schnitte unserer Garbe
und notieren sie

F(X) = Γ(X;F) = ΓF
2.2.35 (Einschränkung einer Garbe). Sei F eine Garbe von Mengen auf einem
Raum X und p : F̄ → X ihr étaler Raum. Gegeben eine Teilmenge Z ⊂ X
definieren wir die Garbe F|Z auf dem Raum Z als die Garbe der Schnitte im nach
[TF] 3.1.23 étalen Raum p−1(Z)→ Z und nennen sie die Einschränkung von F
auf Z. Die offensichtliche Abbildung liefert dann eine Bijektion

Γ(Z;F|Z)
∼→ Γ(Z;F)

zwischen dem Raum der globalen Schnitte der Einschränkung und dem Raum der
Schnitte über Z der ursprünglichen Garbe.

Lemma 2.2.36. Gegeben ein topologischer Raum X besitzt der offensichtliche
Einbettungsfunktor Ens/X

∼
↪→ pEns/X von den Garben in die Prägarben einen

Linksadjungierten, die Garbifizierung F 7→ F+.

2.2.37. Der Formalismus der adjungierten Funktoren [TF] 4.8.1 liefert uns dann
für jede Prägarbe G einen kanonischen Morphismus G → G+ derart, daß jeder
Morphismus G → F in eine Garbe F in eindeutiger Weise über G → G+ fakto-
risiert. Des weiteren folgt aus der Volltreuheit des Einbettungsfunktors mit [TF]
4.3.9, daß für jede Garbe F der kanonische Morphismus einen Isomorphismus
F ∼→ F+ liefert. Explizit ist das genau der Isomorphismus 2.2.29.

2.2.38. In der folgenden Darstellung finde ich es ziemlich verwirrend, wenn bei
Garben der Zusatz „Prä“ begriffserweiternd wirkt und bei topologischen Räum-
en über einem weiteren Raum der Zusatz „étale“ begriffsverengend. Ich benutze
deshalb auch noch die alternative Notation

gpEns/X = Ens/X

für „Garbenprägarben“ auf einem topologischen Raum X .

Beweis. Wir notieren étTopX ⊂ TopX die volle Unterkategorie aller étalen Räume
über X und betrachten das Diagramm von Funktoren

pEns/X
ét //

étTopX
S
≈
//

S
oo gpEns/X

ét
oo

Oben steht dabei immer der Linksadjungierte, auf der linken Seite wegen unse-
rer allgemeinen Adjunktion 2.2.25, und auf der rechten Seite, weil die Funktoren
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Eine abelsche Garbe auf der Zahlengerade, deren Halme alle freie abelsche
Gruppen vom Rang Eins sind, braucht noch lange nicht konstant zu sein.
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zueinander quasiinverse Äquivalenzen von Kategorien sind. Die Verknüpfung in
der unteren Horizontale ist nun isomorph zum Einbettungsfunktor und die Verk-
nüpfung in der oberen Horizontale wird so ein Linksadjungierter des Einbettungs-
funktors, eben unsere Garbifizierung.

Ergänzung 2.2.39 (Étalisierung). Wir notieren weiter étTopX ⊂ TopX die volle
Unterkategorie aller étalen Räume über X und Ens/X = gpEns/X ⊂ pEns/X
die volle Unterkategorie aller Garben alias Garbenprägarben und betrachten das
Diagramm von Funktoren

étTopX
S
≈
//

gpEns/X
ét
oo

ét //
TopX

S
oo

Oben steht dabei immer der Linksadjungierte, auf der rechten Seite wegen unserer
allgemeinen Adjunktion 2.2.25, und auf der linken Seite, weil die Funktoren zu-
einander quasiinverse Äquivalenzen von Kategorien sind. Die Verknüpfung in der
oberen Horizontale ist nun isomorph zum Einbettungsfunktor. Die Verknüpfung
in der unteren Horizontale wird so ein Rechtsadjungierter des Einbettungsfunk-
tors, den wir die Étalisierung nennen und éts := ét ◦S notieren. Zu jeder ste-
tigen Abbildung Y → X alias Y ∈ TopX können wir so die étale Abbildung
éts(Y ) ∈ étTopX bilden, die über Y → X in natürlicher Weise faktorisiert, und
gegeben E ∈ étTopX faktorisiert jeder Morphismus in TopX(E, Y ) auf genau
eine Weise über éts(Y ). Für Y étale über X ist der natürliche Morphismus ein
Isomorphismus éts(Y )

∼→ Y .

Beispiel 2.2.40 (Konstante Garben). Der Funktor Ens→ Ens/X der konstanten
Garbe aus 2.2.10 gegeben durch M 7→MX ist linksadjungiert zum Funktor Γ der
globalen Schnitte vermittels der durch die offensichtlichen Abbildungen M →
ΓMX induzierten Bijektionen

Ens/X(MX ,F)
∼→ Ens(M,ΓF)

Das folgt sofort aus unserem Satz 2.2.17 über Garben und ihre étalen Räume. Das
Exponentialgesetz für Mengen induziert sogar für jeden Raum E über X und jede
diskrete Menge M eine Bijektion TopX(M × X,E)

∼→ Ens(M,TopX(X,E)).
FürX 6= ∅ ist unser Funktor (M 7→MX) treu und fürX zusammenhängend sogar
volltreu. Eine Garbe von Mengen heißt konstant, wenn sie zu einer Garbe der
GestaltMX isomorph ist. Bezeichne Ensk

/X ⊂ Ens/X die volle Unterkategorie der
konstanten Garben. Ist X zusammenhängend, so liefert unser Funktor M 7→ MX

mithin eine Äquivalenz von Kategorien

Ens
≈→ Ensk

/X
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Die GarbeMX für die einpunktige MengeM ist das finale Objekt von Ens/X . Wir
notieren es auch ens/X . Analoges gilt für Garben von Gruppen und Ringen. Ins-
besondere ist der Funktor Ab→ Ab/X gegeben durch (A 7→ AX) linksadjungiert
zum Funktor der globalen Schnitte und treu für X 6= ∅ und volltreu für X zusam-
menhängend. Die Objekte seines wesentlichen Bildes heißen konstante abelsche
Garben. Notieren wir Abk

/X ⊂ Ab/X Kategorie der konstanten abelschen Garben
aus X , so liefert unser Funktor für zusammenhängendes X eine Äquivalenz von
Kategorien

Ab
≈→ Abk

/X

Übungen

Übung 2.2.41. Sei X ein Raum und F ∈ Ens/X eine Mengengarbe. Gibt es eine
Teilmenge M ⊂ F(X) mit M ∼→ Fx ∀x ∈ X , so ist F eine konstante Garbe.

Übung 2.2.42 (Verallgemeinerte Garbifizierung). Gegeben ein topologischer
Raum X mit einer Basis B der Topologie zeige man, daß das Vorschalten von
B ↪→ Off(X) einen volltreuen Funktor

Ens/X
∼
↪→ Cat(Bopp,Ens)

liefert und daß auch dieser Funktor einen Linksadjungierten besitzt. Hinweis: Man
konstruiert den Linksadjungierten analog vor wie im Fall B = Off(X). Man mag
einen Funktor F : Bopp → Ens eine Prägarbe auf B nennen und unseren Links-
adjungierten die Garbifizierung.

Übung 2.2.43. Gegeben ein Schnitt einer étalen Abbildung ist die Menge aller
Punkte, an denen er stetig ist, stets offen.

Übung 2.2.44 (Produkte und Koprodukte von Garben). In der Kategorie der
Garben auf einem topologischen Raum gibt es beliebige Produkte. Diese stimmen
überein mit den Produkten in der Kategorie der Prägarben, aber der étale Raum
eines Produkts ist im Fall unendlicher Produkte nicht notwendig das Faserprodukt
der étalen Räume. In der Kategorie der Garben auf einem topologischen Raum
gibt es beliebige Koprodukte. Diese stimmen überein mit den Koprodukten in der
Kategorie der Räume über der Basis, aber nicht mit Koprodukten in der Kategorie
der Prägarben.

Weiterführende Übung 2.2.45 (Gruppengarben als Gruppenobjekte). Sei ein
fester topologischer RaumX gegeben. Wir erinnern aus [AAG] 1.2.1 die Konzep-
te der Monoidobjekte, Abmonoidobjekte, Gruppenobjekte und abelschen Grup-
penobjekte in einer Kategorie mit endlichen Produkten. Man konstruiere Isomor-
phismen von Kategorien

Mon(Ens/X)
∼→ Mon/X Grp(Ens/X)

∼→ Grp/X Ab(Ens/X)
∼→ Ab/X
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zwischen der Kategorie der Monoidobjekte der Kategorie der Mengengarben und
der Kategorie der Garben von Monoiden und dergleichen.

Übung 2.2.46 (Morphismen aus dem leeren Produkt). Das leere Produkt alias
finale Objekt in der Kategorie Ens/X der Garben auf einem topologischen Raum
X ist die konstante Garbe ens/X mit id : X → X als étalem Raum. Das Auswer-
ten auf dem einzigen Schnitt der konstanten Garbe liefert für jede weitere Garbe
F eine Bijektion

Ens/X(ens/X ,F)
∼→ Γ(X;F)

Übung 2.2.47 (Multihom der kartesischen Schmelzkategorie der Garben). In
der kartesischen Schmelzkategorie kart(Ens/X) der Garben auf einem topologi-
schen Raum X erhält man ein Multihom durch die Vorschrift

(GVF)(U) := Ens/U(G1|U g . . .g Gr|U ,F|U)

für G = G1g. . .gGr undU ⊂◦ X . In dieser Terminologie können wir die Beschrei-
bung der globalen Schnitte aus der vorhergehenden Übung auch umschreiben zu
einer ausgezeichneten Bijektion

Ens/X(g,F)
∼→ Γ(X;F)

zwischen den Leerverschmelzungen nach F und den globalen Schnitten von F .

Übung 2.2.48. In der Kategorie der abelschen Garben auf einem topologischen
Raum gibt es beliebige Produkte, und diese stimmen überein mit den Produkten
in der Kategorie der Prägarben. Die Konstruktion direkter Summen diskutieren
wir in 2.6.6.

Übung 2.2.49 (Halm von Produkt und Produkt der Halme). Der Halm ei-
nes Produkts von Garben ist nicht notwendig das Produkt der Halme: Zum Bei-
spiel betrachte man auf R das Produkt der Wolkenkratzer mit Halm K an den
Stellen 1/n mit n ≥ 1 und zeige, daß sein Halm im Ursprung der Quotient(∏

n≥1K
)
/
(⊕

n≥1K
)

ist. Oder man betrachte auf R das Produkt der Garben Fn
mit étalen Räumen den disjunkten Vereinigungen Rt (−1/n, 1/n) für natürliche
Zahlen n ≥ 1 und den offensichtlichen Abbildungen nach R. Im Fall endlicher
Produkte ist aber der étale Raum des Produkts in der Tat das Faserprodukt der
étalen Räume der Faktoren.

Ergänzende Übung 2.2.50. Sei f : Y → X stetig und U ⊂ P(X) eine offene
Überdeckung. Man zeige: Genau dann ist f étale, wenn f : f−1(U)→ U étale ist
für alle U ∈ U .

Ergänzende Übung 2.2.51. Man zeige, daß die Halme der Wolkenkratzergarbe
A(x) gerade die MengeA selbst sind an allen Stellen, die im Abschluß des Punktes
x liegen, und daß sie sonst einelementig sind.
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Ergänzende Übung 2.2.52. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer offenen
Teilmenge U ⊂◦ X ist die Einbettung étale und mithin der étale Raum einer Garbe
von Mengen. Deren Halme sind einelementig an allen Punkten x ∈ U und leer an
allen Punkten x 6∈ U . Im Fall eines offenen aber nicht abgeschlossenen Punktes
ist diese Garbe damit „stärker lokalisiert“ als die Wolkenkratzergarbe an besagtem
Punkt.

Übung 2.2.53. Sei X ein topologischer Raum und x ∈ X ein Punkt. Der Halm-
funktor Ab/X → Ab, F 7→ Fx hat als Rechtsadjungierten den Wolkenkratzer-
funktor A 7→ A(x). Sehr viel allgemeinere Resultate in dieser Richtung werden
wir in 4.3.13 kennenlernen.

Ergänzende Übung 2.2.54 (Garben auf teilgeordneten Mengen). Sei eine teil-
geordnete Menge (A,≤) gegeben. Wir versehen sie mit ihrer Ordnungstopologie
nach [TM] 1.1.24, in der also genau die Teilmengen offen sind, die mit einem
Element auch jedes kleinere enthalten. Wir versehen sie auch mit der durch die
Teilordnung gegebenen Kategorienstruktur im Sinne von [LA2] 7.1.8, Morphis-
men gehen hier von größeren zu kleineren Objekten. Man zeige, daß wir eine
Äquivalenz von Kategorien

Ens/A
≈→ Cat(A,Ens)

erhalten zwischen der Kategorie der Garben auf der MengeAmit ihrer Ordnungs-
topologie und der Kategorie der Funktoren von A in die Kategorie der Mengen,
indem wir zu jeder Garbe F den Funktor bilden, der jedem Punkt x ∈ A seinen
Halm Fx und jedem Morphismus x ≥ y die von x ∈ ȳ nach 2.2.22 induzierte
Generisierungsabbildung Fx → Fy zwischen den Halmen zuordnet.

Übung 2.2.55. Auf einem zusammenhängenden RaumX ist das Bilden des Halms
an einem beliebigen aber festen Punkt eine Äquivalenz zwischen der vollen Unter-
kategorie in Ensk

/X ⊂ Ens/X der konstanten Garben auf X und der Kategorie der
Mengen. Auf einem einfach zusammenhängenden Raum ist jede lokal konstan-
te Garbe konstant. Hinweis: Existenz- und Eindeutigkeitssätze für Hochhebungen
aus der Überlagerungstheorie [TF] 3.4.10 und [TF] 3.4.12. Ich ergänze, daß nach
?? jeder zusammenziehbare Raum einfach zusammenhängend ist.

Übung 2.2.56. Ist F eine abelsche Prägarbe, so ist die Garbifizierung F+ in na-
türlicher Weise eine abelsche Garbe und wir erhalten so einen Linksadjungierten
des Einbettungsfunktors Ab/X ↪→ pAb/X .

Übung 2.2.57. Sei F eine abelsche Prägarbe. Genau dann wird ein Schnitt s ∈
F(V ) in der Garbifizierung zu Null, wenn es eine offene Überdeckung V =⋃
U∈U U von V gibt mit s|U = 0 für alle U ∈ U .

Übung 2.2.58. Für jede Mengengarbe F induziert der kanonische Morphismus in
die Garbifizierung F → F+ Bijektionen auf allen Halmen.
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Übung 2.2.59. Sei F eine Garbe von Mengen auf einem topologischen Raum X
und sei K ⊂ X eine beliebige Teilmenge. Stimmen die Restriktionen zweier glo-
baler Schnitte s, t ∈ F(X) auf K überein, so stimmen bereits ihre Restriktionen
auf eine offene Umgebung U von K in X überein.

Übung 2.2.60. Gegeben ein topologischer Raum X hat das Vergessen der Ad-
dition pAb/X → pEns/X als Linksadjungierten den Funktor der freien abel-
schen Prägarbe, der einer Prägarbe von Mengen F ∈ pEns/X mit U 7→ F(U)
die Prägarbe pZF von abelschen Gruppen zuordnet, die gegeben wird durch
U 7→ Z(F(U)) mit ZM der freien abelschen Gruppe über einer Menge M . Der
Vergißfunktor Ab/X → pEns/X hat folglich als Linksadjungierten den Funktor
der freien abelschen Garbe F 7→ ZF := (pZF)+, die wir erhalten als die Gar-
bifizierung der freien abelschen Prägarbe. Der Vergißfunktor Ab/X → Ens/X hat
denselben Linksadjungierten.

Übung 2.2.61. Gegeben X ein lokal kompakter Hausdorffraum betrachte man die
Kategorie KompX der kompakten Teilmengen von X mit den Inklusionen als
Morphismen. Wir erhalten dann einen volltreuen Funktor

Sc : Ens/X
∼
↪→ Cat(Kompopp

X ,Ens)

durch die Vorschrift Sc : F 7→ (K 7→ Γ(K;F)). Hinweis: Man konstruiere zu
einem Morphismus rechts eine Abbildung auf den étalen Räumen links und zeige
deren Stetigkeit.

Übung 2.2.62. Gegeben X ⊃ Z ein topologischer Raum mit einer dichten Teil-
menge läßt sich jeder stetige Schnitt von Z in eine konstante Garbe auf X stetig
auf eine offene Teilmenge von X fortsetzen. Das habe ich von Olaf Schnürer ge-
lernt.

Ergänzende Übung 2.2.63 (Nichtfortsetzbarkeit in Hausdorffräumen). Hier
kommt ein Beispiel für einen Schnitt einer Garbe auf einer Teilmenge eines Haus-
dorffraums, der sich nicht stetig auf eine offene Umgebung unserer Teilmenge
fortsetzen läßt. Man sucht einen Raum X mit einer diskreten abgeschlossenen
Teilmenge A ⊂ X derart, daß es keine paarweise disjunkten offenen Umgebun-
gen Ua ⊂◦ X der Punkte von A gibt. Dann ist

⊔
a∈AX\(A\a) → X eine étale

Abbildung und a 7→ a ∈ X\(A\a) ein stetiger Schnitt auf A, der nicht stetig auf
eine offene Umgebung von A fortgesetzt werden kann. Man erhält ein mögliches
Paar A ⊂ X , indem man X := R setzt und A := {1/n | n ∈ Z>0} ∪ {0} und
die kleinste Topologie auf R betrachtet, die die natürliche Topologie umfaßt und
bei der zusätzlich R\{1/n | n ∈ Z>0} offen ist. Das alles habe ich von Martin
Ziegler gelernt.
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2.3 Kerne und Kokerne in Kategorien
2.3.1. Im folgenden wird es sich als nützlich erweisen, in der Kategorie der abel-
schen Garben auf einem topologischen Raum homologische Algebra zu treiben.
In diesem Abschnitt beginnen wir damit, für dieses Vorhaben einen begrifflichen
Rahmen zu zimmern. Bei vielen konkreten Beispielen wie etwa der Kategorie
aller abelschen Gruppen muß man sich, wenn man es ganz genau nimmt, ein Uni-
versum hinzudenken und erst die Gesamtheit aller Strukturen der fraglichen Art,
deren Grundmengen zu besagtem Universum gehören, bilden dann eine Kategorie
im Sinne unserer Definitionen.

Definition 2.3.2. Ein Objekt einer Kategorie heißt ein Nullobjekt, wenn es fi-
nal und initial ist. Existiert ein Nullobjekt, so ist es eindeutig bis auf eindeutigen
Isomorphimus. Wir sprechen deshalb meist von dem Nullobjekt und notieren es
0. Gegeben zwei Objekte A,B in einer Kategorie mit Nullobjekt nennen wir den
Morphismus A → B, der über das Nullobjekt faktorisiert, den Nullmorphismus
und notieren ihn 0 : A→ B.

Beispiel 2.3.3. In der Kategorie Grp der Gruppen ist jede einelementige Grup-
pe ein Nullobjekt. In der Kategorie Mon der Monoide ist jedes einelementige
Monoid ein Nullobjekt. In der Kategorie Ens∗ der bepunkteten Mengen ist jede
einpunktige Menge final und initial, als da heißt, ein Nullobjekt. Dasselbe gilt in
der Kategorie Top∗ der bepunkteten topologischen Räume. Noch allgemeiner ist
für jede Kategorie C mit finalem Objekt pt in der Kategorie Cpt aller Objekte unter
pt die Identität pt→ pt ein Nullobjekt.

Definition 2.3.4. Sei f : B → C ein Morphismus in einer Kategorie mit Nullob-
jekt.

1. Ein Kern von f ist ein Morphismus i : (ker f)→ B mit fi = 0 derart, daß
jeder Morphismus g : A → B mit fg = 0 eindeutig faktorisiert über i, als
da heißt, es gibt genau einen Morphismus g̃ : A→ (ker f) mit g = ig̃;

2. Ein Kokern von f ist dual ein Morphismus p : C → (cok f) mit pf = 0
derart, daß jeder Morphismus g : C → D mit gf = 0 eindeutig faktorisiert
über p : C → (cok f);

3. Einen Kokern eines Kerns von f nennen wir auch ein Bild von f und notie-
ren es B → (im f);

4. Einen Kern eines Kokerns von f nennen wir dual ein Kobild von f und
notieren es (coim f)→ C.
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2.3.5. Per definitionem sind Kerne und Kokerne und ebenso Bilder und Kobilder
eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus, falls sie existieren. Wir sprechen
deshalb meist von dem Kern, dem Kokern etc.

Definition 2.3.6. Ein Morphismus g : B → C in einer Kategorie heißt ein Mono-
morphismus oder Mono und als Adjektiv mono, wenn für zwei beliebige Mor-
phismen f, f ′ : A → B aus gf = gf ′ schon folgt f = f ′. Wir notieren Mono-
morphismen oft ↪→.

Definition 2.3.7. Ein Morphismus g : B → C in einer Kategorie heißt ein Epi-
morphismus oder Epi und als Adjektiv epi, wenn für zwei beliebige Morphismen
h, h′ : C → D aus hg = h′g schon folgt h = h′. Wir notieren Epimorphismen oft
�.

Übungen

Übung 2.3.8. Gegeben eine Kategorie mit Nullobjekt ist die Verknüpfung von
rechts oder links eines Nullmorphismus mit einem anderen Morphismus stets wie-
der ein Nullmorphismus.

Übung 2.3.9. Die Verknüpfung von zwei Monos ist mono. Ist eine Verknüpfung
hg mono, so auch g. Die Verknüpfung von zwei Epis ist epi. Ist eine Verknüpfung
gf epi, so auch g.

Übung 2.3.10. Ein FunktorLmit RechtsadjungiertemR ist genau dann treu, wenn
die Einheiten der Adjunktion M → RLM alle Monomorphismen sind. Ein Funk-
tor R mit Linksadjungiertem L ist genau dann treu, wenn die Koeinheiten der
Adjunktion LRM →M alle Epimorphismen sind.

Übung 2.3.11. Ist in einem kartesischen Diagramm ein Ausgangsmorphismus mo-
no, so auch der induzierte gegenüberliegende Morphismus aus dem Faserprodukt.
Man formuliere auch die duale Aussage.

Übung 2.3.12. In einer Kategorie mit Nullobjekt zeige man die folgenden Aussa-
gen und formuliere ihre Dualen: (1) Der Kern eines Nullmorphismus ist die Iden-
tität auf dem Ausgangsobjekt. Ein Morphismus mit Kern 0 induziert einen Iso-
morphismus auf sein Bild. (2) Besitzt f : A → B einen Kern und ist g : B → C
ein Mono, so haben wir ker f = ker gf . (3) Gegeben ein kartesisches Diagramm
ist jeder Kern eines Morphismus im Diagramm auch ein Kern des gegenüberlie-
genden Morphismus.

Übung 2.3.13. Seien C eine Kategorie und X ∈ C ein Objekt. Die volle Unter-
kategorie von CX aller Monomorphismen nach X notieren wir C⊂X und nennen
sie die Kategorie der Monos nach X . Man zeige: In der Kategorie der Monos
nach X gibt es zwischen je zwei Objekten höchstens einen Morphismus. Gibt es
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insbesondere Morphismen in beide Richtungen Y → Z und Z → Y , so sind diese
zueinander inverse Isomorphismen. Eine Isomorphieklasse in C⊂X nennen wir ein
Unterobjekt von X oder ausführlicher ein kategorisches Unterobjekt von X .
Auf der Menge Unt(X) der Unterobjekte von X erhalten wir eine Teilordnung
durch die Vorschrift, daß [Y ] ≤ [Z] gilt genau dann, wenn es einen Morphismus
Y → Z in CX gibt. Vielfach lassen wir die eckigen Klammern in der Notation von
Unterobjekten aber auch weg.
2.3.14 (Unter-was-auch-immer). Die Terminologie ist hier nicht vollständig ko-
härent. Untergruppen, Untervektorräume und Unterkörper sind im Wesentlichen
dasselbe wie kategorische Unterobjekte in der entsprechenden Kategorie. Unter-
mannigfaltigkeiten oder Untervarietäten dahingegen sind es nicht.

2.4 Präabelsche Kategorien
2.4.1. Sei C eine Kategorie mit Nullobjekt. Wir erinnern die Definition 2.3.4 von
Kern, Bild, Kokern und Kobild. Per definitionem sind Kerne stets Monos und
Kokerne stets Epis. Für jeden Morphismus f : A→ B mit Kern, Bild, Kokern und
Kobild gibt es genau einen Morphismus im f → coim f, mit dem das folgende
Diagramm kommutativ wird:

ker f ↪→ A � im f
↓ ↓

cok f � B ←↩ coim f

Definition 2.4.2. Eine Kategorie heißt präabelsch genau dann, wenn sie (1) ein
Nullobjekt besitzt, wenn (2) jeder Morphismus einen Kern und einen Kokern hat
und wenn zusätzlich (3) für jeden Morphismus f der induzierte Morphismus nach
2.4.1 ein Isomorphismus im f

∼→ coim f ist.

Ergänzung 2.4.3 (Diskussion der Terminologie). Iversen [Ive87] nennt unsere
präabelschen Kategorien exakt und übernimmt damit in etwa die Terminologie
von Buchsbaum [Buc55], der allerdings von seinen exakten Kategorien etwas
mehr fordert als Iversen. In der Literatur versteht man unter einer exakten Ka-
tegorie inzwischen fast immer abweichend davon eine exakte Kategorie im Sin-
ne von Quillen [Qui73]. Die Terminologie „präabelsch“ führe ich ein, um diese
Inkonsistenzen aufzulösen. Wir werden in 3.1 in beliebigen präabelschen Kate-
gorien zu jeder kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen die lange exakte
Homologiesequenz herleiten.
Beispiele 2.4.4. Die Kategorie aller abelschen Gruppen ist präabelsch. Die Kate-
gorie aller Gruppen besitzt zwar ein Nullobjekt und zu jedem Morphismus Kern
und Kokern, ist jedoch nicht präabelsch. Die Kategorie aller Moduln über einem
festen Grundring ist präabelsch.
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Beispiel 2.4.5. Die opponierte Kategorie einer präabelschen Kategorie ist auch
eine präabelsche Kategorie.

Definition 2.4.6. Eine Sequenz A
f→ B

g→ C in einer präabelschen Kategorie
heißt exakt, wenn gilt gf = 0 und wenn zusätzlich die induzierte Abbildung
im f → ker g ein Isomorphismus ist. Sie heißt eine kurze exakte Sequenz, wenn
zusätzlich f mono ist und g epi. Eine längere Sequenz heißt exakt, wenn sie exakt
ist an jeder Stelle.

Beispiel 2.4.7. Eine exakte Sequenz ist offensichtlich auch exakt in der opponier-
ten Kategorie.

Definition 2.4.8. Ein Funktor zwischen präabelschen Kategorien heißt linksex-
akt, wenn er Kerne zu Kernen macht; rechtsexakt, wenn er Kokerne zu Kokernen
macht; und exakt, wenn er linksexakt und rechtsexakt ist.

Übungen

Übung 2.4.9. In einer präabelschen Kategorie zeige man die folgenden Aussagen.
(1) Für einen Morphismus f : A → B sind gleichbedeutend: (a) f ist epi, (b)
cok f = 0 und (c) coim f

∼→ B. Man formuliere auch die duale Aussage. (2)
Genau dann ist ein Morphismus ein Isomorphismus, wenn er mono und epi ist.
(3) Ist A � B ↪→ C eine Komposition eines Epi mit einem Mono, so ist B das
Bild dieser Verknüpfung.

Übung 2.4.10. Ein Funktor F zwischen präabelschen Kategorien ist genau dann
rechtsexakt, wenn für jede exakte Sequenz 0 → A → B → C → 0 die Sequenz
FA→ FB → FC → 0 exakt ist.

Übung 2.4.11. Sowohl rechtsexakte als auch linksexakte Funktoren bilden das
Nullobjekt stets auf das Nullobjekt ab.

Übung 2.4.12. Besitzt ein Funktor zwischen präabelschen Kategorien einen links-
adjungierten Funktor, so ist er linksexakt. Besitzt ein Funktor zwischen präabel-
schen Kategorien einen rechtsadjungierten Funktor, so ist er rechtsexakt.

Übung 2.4.13. Eine Sequenz . . .→ Aq−1 → Aq → Aq+1 → . . . in einer präabel-
schen Kategorie ist exakt genau dann, wenn für die jeweiligen Faktorisierungen
An−1 � Kq ↪→ Aq in einen Epi gefolgt von einem Mono die offensichtlichen
Sequenzen Kq ↪→ Aq � Kq+1 kurz exakt sind für alle q.

Ergänzende Übung 2.4.14. Eine Filtrierung F auf einem Vektorraum V ist eine
Folge von Teilräumen

. . . ⊃ F≥nV ⊃ F≥n+1V ⊃ . . .
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mit n ∈ Z. Wir machen die filtrierten Vektorräume zu einer Kategorie, indem wir
die filtrierungserhaltenden linearen Abbildungen als Morphismen nehmen. Man
zeige, daß es in dieser Kategorie Kerne und Kokerne gibt, daß aber die kanonische
Abbildung coim f → im f kein Isomorphismus sein muß. Ist diese Abbildung
doch ein Isomorphismus, so heißt f strikt verträglich mit den Filtrierungen.

2.5 Additive und abelsche Kategorien
Definition 2.5.1. Eine additive Struktur auf einer Kategorie ist die Vorgabe einer
Verknüpfung „Addition“ auf allen Morphismenräumen derart, daß sie alle abel-
sche Gruppen werden und die Kompositionen von Morphismen bilineare Abbil-
dungen. Ein Funktor zwischen Kategorien mit additiver Struktur heißt verträglich
mit den additiven Strukturen oder kurz additiv, wenn er Gruppenhomomor-
phismen auf den Morphismenräumen induziert.

2.5.2 (Diskussion der Terminologie). In [TSK] ?? führen wir den Begriff ei-
ner „in einer Schmelzkategorie angereicherten Kategorie“ ein. Eine Kategorie
mit additiver Struktur erweist sich in dieser Terminologie als eine Ab-Kategorie
und ein mit den additiven Strukturen verträglicher Funktor ist dasselbe wie ein
Ab-Funktor.. In wieder anderen Quellen wird eine Kategorie mit einer additiven
Struktur als eine „prä-additive Kategorie“ bezeichnet. Ich mag diese Terminolo-
gie nicht, da es sich hierbei nicht um eine mögliche Eigenschaft einer Kategorie
handelt, sondern um zusätzliche Daten. Ich bezeichne eine Kategorie mit einer
additiven Struktur in manchen Kontexten auch als ein Ringoid.

Beispiel 2.5.3 (Ein-Objekt-Kategorien mit additiver Struktur). Zu jedem Ring
R können wir die Ein-Objekt-Kategorie [R] mit einem einzigen Objekt ∗ bil-
den, deren Morphismen eben genau die Elemente von besagtem Ring sind, mit
der Multiplikation als Verknüpfung von Morphismen. Die Addition von Ringele-
menten definiert dann auf der Ein-Objekt-Kategorie [R] eine additive Struktur.
Umgekehrt ist für jedes Objekt X einer Kategorie C mit additiver Struktur die
Menge C(X) = C(X,X) mit der von der Kategorienstruktur herkommenden Ver-
knüpfung als Multiplikation und der von der additiven Struktur herkommenden
Verknüpfung als Addition ein Ring. In diesem Sinne ist also eine Kategorie mit
additiver Struktur und einem einzigen Objekt nichts anderes als ein Ring.

Definition 2.5.4. Eine Kategorie heißt additiv, wenn sie endliche Produkte hat
und mit einer additiven Struktur versehen werden kann. Eine Kategorie heißt
abelsch, wenn sie additiv und präabelsch ist.

2.5.5. Wir werden in 2.5.9 zeigen, daß es auf Kategorien mit endlichen Produkten
höchstens eine additive Struktur geben kann. Bei unserer Forderung nach endli-
chen Produkten mitgemeint ist die Forderung nach einem finalen Objekt als dem
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Produkt über die leere Familie. Andere äquivalente Definitionen und viele weitere
Resultate findet man in [Fre66, Bor94, Gab62, HS71]. Insbesondere findet man in
[Fre66] einen Beweis der Tatsache, daß jede präabelsche Kategorie mit endlichen
Produkten und Koprodukten bereits abelsch ist.

Beispiel 2.5.6. Die Kategorie der abelschen topologischen Gruppen ist additiv,
aber nicht abelsch. So ist etwa für die Abbildung Rdisc → R von R mit der dis-
kreten Topologie nach R mit der üblichen Topologie der natürliche Morphismus
vom Bild zum Kobild kein Isomorphismus von topologischen Gruppen.

Lemma 2.5.7 (Koprodukte und Produkte bei additiver Struktur). In einer
Kategorie mit additiver Struktur seien Objekte Z,X1, . . . Xn gegeben.

1. Finden wir Morphismen iν : Xν → Z, pν : Z → Xν mit pνiν = id,
pνiµ = 0 falls ν 6= µ und

∑
iνpν = idZ , so ist (Z, pν) ein Produkt der Xν

und (Z, iν) ein Koprodukt der Xν;

2. Ist für Morphismen pν : Z → Xν das Datum (Z, pν) ein Produkt der Xν

und erklären wir iν : Xν → Z durch pνiν = id und pνiµ = 0 falls ν 6= µ,
so gilt

∑
iνpν = idZ;

3. Ist für Morphismen iν : Xν → Z das Datum (Z, iν) ein Koprodukt der Xν

und erklären wir pν : Z → Xν durch pνiν = id und pνiµ = 0 falls ν 6= µ,
so gilt

∑
iνpν = idZ .

2.5.8. Salopp gesprochen stimmen bei einer Kategorie mit additiver Struktur also
endliche Produkte und endliche Koprodukte überein. Insbesondere sind in einer
Kategorie mit additiver Struktur die finalen Objekte dieselben wie die initialen
Objekte und können nach unserem Lemma dadurch charakterisiert werden, daß
bei ihnen die Identität mit dem Null-Endomorphismus zusammenfällt.

Beweis. Wir zeigen in Teil 1, daß Z ein Produkt ist. Gegeben Morphismen f, g :
T → Z folgt aus pνf = pνg bereits f =

∑
iνpνf =

∑
iνpνg = g. Gegeben

Morphismen fν : T → Xν gilt für f :=
∑
iνfν umgekehrt pνf = fν Das zeigt,

daß Z ein Produkt ist. Die Koprodukteigenschaft zeigt man genauso. Umgekehrt
hat in Teil 2 der Morphismus f :=

∑
iνpν : Z → Z die Eigenschaft pνf = pν

und damit folgt f = idZ . Teil 3 zeigt man genauso.

Lemma 2.5.9 (Eindeutigkeit der additiven Struktur). Auf einer Kategorie mit
endlichen Produkten gibt es höchstens eine additive Struktur.

Beweis. Zunächst kann, wenn es ein finales Objekt gibt, der Nullmorphismus in
jedem Morphismenraum in Bezug auf jede additive Struktur charakterisiert wer-
den als der einzige Morphismus, der über das finale Objekt faktorisiert. Gegeben
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ein Objekt A und sein Produkt mit sich selber (A × A, p1, p2) und die nach 2.5.7
zugehörigen i1, i2 : A → A × A erfüllen dann auch für jede additive Struktur
i1p1 + i2p2 = idA×A und es gibt genau ein s : A × A → A mit si1 = si2 = idA.
Man sieht nun leicht ein, daß in Bezug auf jede additive Struktur gilt s = p1 + p2.
Gegeben f1, f2 : B → A gilt für den Produktmorphismus f1×f2 : B×B → A×A
per definitionem pν(f1× f2) = fνqν für q1, q2 : B×B → B die Projektionen und

s ◦ (f1 × f2) ◦∆ = (f1q1 + f2q2) ◦∆ = f1 + f2

für jede additive Struktur. Das zeigt die behauptete Eindeutigkeit.

2.5.10. Ein Funktor F : A → B zwischen additiven Kategorien ist genau dann
additiv, wenn er mit endlichen Produkten verträglich ist. In der Tat ist nach 2.5.7
bereits jeder additive Funktor von Kategorien mit additiver Struktur mit endlichen
Produkten verträglich. Ist umgekehrt ein additiver Funktor von additiven Katego-
rien mit endlichen Produkten verträglich, so muß er aufgrund der Beschreibung
f1 + f2 = s ◦ (f1× f2) ◦∆ der additiven Struktur aus dem Beweis von 2.5.9 auch
Gruppenhomomorphismen auf den Morphismenräumen induzieren. Eine weitere
äquivalente Bedingung ist, daß unser Funktor mit endlichen Koprodukten ver-
träglich ist, wie man auch leicht durch Übergang zu den opponierten Kategorien
folgert.

2.5.11 (Matrixnotation für Morphismen zwischen Produkten). In einer be-
liebigen Kategorie C sind Morphismen von einem Koprodukt zu einem Produkt
f :
⊔
i∈I Xi →

∏
j∈J Yj in Bijektion zu Tupeln (fj,i) ∈

∏
i,j C(Xi, Yj) vermittels

f 7→ (prj f ini). In Kategorien mit additiver Struktur ist es besonders sinnhaft,
Morphismen zwischen endlichen Produkten alias Koprodukten mit angeordneter
Indexmenge als Matrizen von Morphismen zwischen den einzelnen Objekten zu
schreiben, weil in diesem Fall die Verknüpfung von Morphismen nach 2.5.7 durch
ein Analogon der Matrixmultiplikation beschrieben werden kann. Wir denken uns
dabei unsere Objekttupel als Spalten, ein Morphismus von einem endlichen Ko-
produkt in ein Objekt wird also durch eine Zeilenmatrix beschrieben und ein Mor-
phismus von einem Objekt in ein endliches Produkt durch eine Spaltenmatrix.

Beispiele 2.5.12. Sei R ein Ring. Die Kategorie aller freien R-Moduln von end-
lichem Rang ist additiv. Die Kategorie aller R-Moduln ist sogar abelsch, ebenso
wie die Kategorie der abelschen Prägarben und die Kategorie der abelschen Gar-
ben auf einem gegebenen topologischen Raum. Die opponierte Kategorie einer
additiven beziehungsweise abelschen Kategorie ist stets auch additiv beziehungs-
weise abelsch.

Beispiel 2.5.13. Ganz allgemeinen ist für jede Kategorie I die Kategorie aller
Funktoren von I in eine additive beziehungsweise abelsche Kategorie mit den
Transformationen als Morphismen wieder eine additive beziehungsweise abelsche
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Kategorie. Zum Beispiel ist die Kategorie aller gerichteten Systeme von abelschen
Gruppen über einer vorgegebenen teilgeordneten Indexmenge eine abelsche Kate-
gorie. Aus demselben allgemeinen Grund bilden auch die abelschen Prägarben auf
einem topologischen Raum eine abelsche Kategorie: Nullobjekt ist Prägarbe, die
jeder offenen Menge die triviale Gruppe zuordnet und der Kern beziehungsweise
Kokern eines Morphismus f : F → G werden gegeben durch

(ker f)(U) = ker(F(U)→ G(U)) ∀ U ⊂◦ X
(cok f)(U) = cok(F(U)→ G(U)) ∀ U ⊂◦ X

mit hoffentlich offensichtlichen Restriktionen.

Beispiel 2.5.14. Die Kategorie aller Komplexe in einer additiven beziehungswei-
se abelschen Kategorie A, also aller Sequenzen . . . → An → An+1 → . . . mit
der Eigenschaft, daß die Komposition von je zwei aufeinanderfolgenden Mor-
phismen Null ist, ist mit den „Kettenabbildungen“ als Morphismen eine additive
beziehungsweise abelsche Kategorie Ket(A) = KetA, und unsere kurzen exak-
ten Sequenzen von Kettenkomplexen aus [TS] 2.2.2 sind genau die kurzen exak-
ten Sequenzen in Ket(Ab) in unserem hier rein kategorientheoretisch definierten
Sinne.

Übungen

Übung 2.5.15. Eine volle Unterkategorie einer additiven Kategorie ist additiv ge-
nau dann, wenn sie mit jeder endlichen Familie von Objekten auch ein Produkt
dieser Familie enthält.

Übung 2.5.16. Jeder rechtsexakte und jeder linksexakte Funktor zwischen abel-
schen Kategorien ist additiv. Jeder Funktor zwischen additiven Kategorien, der
einen Rechts- oder Linksadjungierten besitzt, ist additiv.

Übung 2.5.17. GegebenA eine additive Kategorie und T ∈ A ein Objekt bezeich-
ne 〈!T 〉 = 〈!T 〉⊕ ⊂ A die kleinste volle Unterkategorie von A, die T enthält und
stabil ist unter endlichen Produkten. Wie immer bezeichne A(T ) den Endomor-
phismenring von T . Man zeige, daß der FunktorA(T, ) eine Äquivalenz zwischen
〈!T 〉⊕ und 〈!A(T )〉⊕ ⊂ Mod-A(T ) induziert. Im übrigen sind beide Kategorien
auch äquivalent zur Matrixkategorie Mat(A(T )), wie wir sie in [LA2] 7.1.7 für
einen beliebigen Ring definiert haben.

Ergänzende Übung 2.5.18. Sei A eine additive Kategorie und E ∈ A ein Objekt
mit der Eigenschaft, daß jedes Objekt von A isomorph ist zu einem Summanden
einer direkten Summe von endlich vielen Kopien von E. So ist der Funktor der
Homomorphismen

A(E, ) : A → mod-A(E)
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von A in die Rechtsmoduln über dem Endomorphismenring von E volltreu und
alle A(E,M) sind projektive A(E)-Rechtsmoduln. Hat unsere additive Katego-
rieA darüber hinaus spaltende Idempotente oder gleichbedeutend die Karoubi-
Eigenschaft, ist also jeder idempotente Endomorphismus eines Objekts der Pro-
jektor einer Zerlegung in eine direkte Summe, so induziert A(E, ) eine Äquiva-
lenz vonA mit der Kategorie der endlich erzeugten projektivenA(E)-Rechtsmo-
duln.

Übung 2.5.19 (Additive Funktoren und idempotente Endomorphismen). Ge-
geben ein additiver Funktor F : A → B zwischen abelschen Kategorien und ein
Objekt A ∈ Amit idempotenten Endomorphismus e ist die offensichtliche Abbil-
dung ein Isomorphismus F (ker e)

∼→ ker(F (e)) und ebenso ist die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus F (im e)

∼→ im(F (e)).

Übung 2.5.20 (Pullback und pushout in abelschen Kategorien). In einer abel-
schen Kategorie erhält man einen pullback eines Winkels gegeben durch f : X →
Y und p : Z → Y als den Kern von (f,−p) : X ⊕ Z → Y . Man beschreibe dual
auch den pushout eines Kowinkels. Wichtige Eigenschaften werden in [TD] 1.5.9
gezeigt.

Übung 2.5.21. Seien A eine abelsche Kategorie und X ∈ A ein Objekt. Man zei-
ge, daß in der angeordneten Menge Unt(X) der Unterobjekte von X jede zwei-
elementige Teilmenge {U, V } ein Supremum und ein Infimum besitzt, das wir
beschreiben können durch U + V = im(i, j) : U ⊕ V → X für i : U ↪→ X und
j : V ↪→ X sowie U ∩ V = ker(X → (X/U ⊕X/V )).

Übung 2.5.22 (Modularität von Unterobjektverbänden). SeienA eine abelsche
Kategorie und X ∈ A ein Objekt und U, V ⊂ X Unterobjekte.

1. Man zeige U ∩ V = ker(V → X/U);

2. Man zeige, daß V und V + U dasselbe Bild in X/U haben. Hinweis: Man
zeige, daß das Urbild vom Bild von V in jedem Unterobjekt liegt, das U
und V umfaßt;

3. Man zeige, daß für je zwei Unterobjekte U, V ⊂ X die Komposition V ↪→
(V + U)� (V + U)/U einen Isomorphismus V/(V ∩ U)

∼→ (V + U)/U
induziert;

4. Man zeige, daß wir für je zwei Unterobjekte U, V ⊂ X zueinander inverse
Ordnungsisomorphismen

{A ∈ Unt(X) | (V ∩U) ⊂ A ⊂ V } ∼→ {B ∈ Unt(X) | U ⊂ B ⊂ (V+U)}

erhalten durch A 7→ A+ U und B 7→ B ∩ V .
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Nach [LA1] 2.2.15 bilden unsere Unterobjekte also einen modularen Verband und
mit den dortigen Argumenten folgt unter der Annahme U ⊂ V ⊂ X für beliebige
Unterobjekte A ⊂ X die „modulare Identität“ (V ∩A)+U = (A+U)∩V . Mehr
dazu diskutieren wir in 6.3.30.

Ergänzende Übung 2.5.23. Man verallgemeinere den Satz von Jordan-Hölder [KAG]
4.7.12 auf den Fall einer beliebigen abelschen Kategorie.

Übung 2.5.24 (Automatische Gruppenstrukturen in additiven Kategorien). In
einer additiven Kategorie B wird jedes Objekt zu einem abelschen Gruppenobjekt
[AAG] 1.2.1, wenn wir als Verknüpfung die Zeilenmatrix (id, id) : M ⊕M →M
nehmen, im Fall von Moduln etwa die Addition. Man zeige auch, daß diese Verk-
nüpfung unter dem Übergang zur opponierten Kategorie und der Standardidentifi-
kation von endlichen Koprodukten mit Produkten der Diagonale entspricht. Insbe-
sondere macht für jeden mit endlichen Produkten verträglichen Funktor F : B →
Ens die durch Komposition der Sequenz

FM × FM ∼→ F (M ⊕M)→ FM

mit F ((id, id)) als zweiter Abbildung gegebene Verknüpfung die Menge FM zu
einer abelschen Gruppe und F wird so zu einem additiven Funktor F : B → Ab.

2.6 Abelsche Garben als abelsche Kategorie
Satz 2.6.1. 1. Die Kategorie der abelschen Garben auf einem festen topologi-

schen Raum ist eine abelsche Kategorie;

2. Eine Sequenz von abelschen Garben ist exakt genau dann, wenn sie auf
allen Halmen exakte Sequenzen von abelschen Gruppen induziert.

2.6.2. Der étale Raum der Bildgarbe ist mithin genau das mengentheoretische Bild
der auf den étalen Räumen induzierten Abbildung. Nach [TF] 3.1.13 ist darüber-
hinaus die Abbildung auf die Bildgarbe étale, also offen und surjektiv und insbe-
sondere auch final.

Beweis. Sicher besitzt unsere Kategorie ein Nullobjekt. Offensichtlich ist der Prä-
garbenkern eines Morphismus f : F → G von abelschen Garben schon selbst eine
Garbe und sogar ein Kern von f in der Kategorie der abelschen Garben. Mit der
Exaktheit des filtrierenden Kolimes folgern wir aus dieser Beschreibung, daß für
alle x ∈ X die Sequenz von Halmen

0→ (ker f)x → Fx → Gx
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exakt ist. Der Kokern in der Kategorie der abelschen Prägarben eines Morphismus
von abelschen Garben f : F → G ist zwar im allgemeinen keine Garbe, aber seine
Garbifizierung

cok f = (Prägarbenkokern von f)+

ist ein Kokern von f in der Kategorie der abelschen Garben aufgrund der uni-
versellen Eigenschaft der Garbifizierung 2.2.56. Da die Garbifizierung die Halme
nicht ändert, folgt aus der Exaktheit filtrierender Kolimites wieder, daß für alle
x ∈ X die Sequenz von Halmen

Fx → Gx → (cok f)x → 0

exakt ist. Wir folgern insbesondere, daß die kanonische Abbildung im f → coim f
auf allen Halmen Isomorphismen induziert. Dann ist sie aber nach 2.2.28 schon
ein Isomorphismus und der erste Teil des Satzes folgt. Für einen Garbenhomo-
morphismus wissen wir bereits, daß der Halm des Kerns der Kern der auf den
Halmen induzierten Abbildung ist, und desgleichen für den Kokern. Damit folgt,
daß eine exakte Sequenz von abelschen Garben auch exakte Sequenzen auf allen
Halmen liefert. Ist umgekehrt F ′ → F → F ′′ exakt auf allen Halmen, so ist
die Verknüpfung Null nach 2.2.28 und die damit definierte kanonische Abbildung
vom Bild des ersten Morphismus in den Kern des Zweiten ist ein Isomorphismus
wieder nach 2.2.28.

Übungen

Übung 2.6.3. Das Bilden der globalen Schnitte ist ein linksexakter Funktor von
der Kategorie der abelschen Garben auf einem gegebenen Raum in die Kategorie
der abelschen Gruppen.

Übung 2.6.4. Das Bilden des Halms an einem Punkt ist ein exakter Funktor von
der Kategorie der abelschen Garben auf einem gegebenen Raum in die Kategorie
der abelschen Gruppen.

Übung 2.6.5. Die Garbifizierung ist ein exakter Funktor von der Kategorie der
abelschen Prägarben in die Kategorie der abelschen Garben.

Übung 2.6.6 (Der Halm eines Koprodukts ist das Koprodukt der Halme). In
der Kategorie der abelschen Garben auf einem gegebenen Raum existieren direkte
Limites alias filtrierende Kolimites, und der Halm eines direkten Limes ist der
direkte Limes der Halme. Insbesondere ist jedes Koprodukt, ja jeder filtrierende
Kolimes von exakten Sequenzen abelscher Garben wieder eine exakte Sequenz
von abelschen Garben. Hinweis: Man garbifiziere das Prägarben-Koprodukt.
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Übung 2.6.7. Auf einem Raum, in dem alle Punkte abgeschlossen sind, mag man
in der Kategorie der abelschen Garben das Koprodukt 2.6.6 der Wolkenkratzergar-
ben Z zu allen Punkten betrachten. Diese Garbe hat an jeder Stelle den Halm Z,
ist aber dennoch nicht isomorph zur konstanten Garbe Z.

Übung 2.6.8. Ist G eine topologische Gruppe und X ein G-Raum, so ist die Kate-
gorie Ab/G%X abelsch und das Vergessen der G-Operation ist ein exakter Funktor
Ab/G%X → Ab/X . Hinweis: 2.6.2 mag helfen, um die Stetigkeit der G-Operation
auf der Bildgarbe nachzuweisen.

2.6.9 (Nicht-Verträglichkeit des Koprodukts mit globalen Schnitten). Ist X
ein unendlicher diskreter Raum, so ist der Raum der globalen Schnitte der Summe
aller Wolkenkratzergarben Z(x) für x ∈ X sehr viel größer als das Koprodukt der
Räume der globalen Schnitte der Summanden. Das Bilden der globalen Schnitte
vertauscht jedoch mit filtrierenden Kolomites auf kompakten Hausdorffräumen
und auf noetherschen topologischen Räumen, vergleiche [TSF] 4.3.1 und 4.8.21.

Ergänzung 2.6.10 (Nicht-Exaktheit von Produkten von Garben). In der Ka-
tegorie der abelschen Garben auf einem gegebenen Raum existieren Produkte,
aber der Halm eines Produkts ist nicht notwendig das Produkt der Halme, wie wir
bereits in 2.2.49 gesehen haben. Das fürt zu der unangenehmen Erkenntnis, daß
ein unendliches Produkt von kurzen exakten Sequenzen von abelschen Garben im
allgemeinen keineswegs wieder eine kurze exakte Sequenz von abelschen Garben
sein muß.
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3 Abstrakte homologische Algebra und Garben
In diesem Abschnitt führen wir die abstrakte Sprache der höheren derivierten
Funktoren ein und besprechen parallel dazu als motivierendes Beispiel Garben-
kohomologie. Ich habe versucht, diese beiden Handlungsstränge insoweit zu ent-
flechten, daß die Abschnitte ohne das Wort „Garbe“ in der Überschrift auch unab-
hängig gelesen und verstanden werden können.

3.1 Die lange exakte Kohomologiesequenz

Definition 3.1.1. Gegeben ein Komplex . . . → Aq−1 dq−1

→ Aq
dq→ Aq+1 → . . . in

einer präabelschen Kategorie erklären wir seine q-te Kohomologie als

HqA := cok(Aq−1 → ker dq)

Satz 3.1.2 (Lange exakte Kohomologiesequenz). Sei A
f
↪→ B

g
� C eine kurze

exakte Sequenz von Komplexen in einer präabelschen Kategorie. So gilt:

1. Es gibt für jedes q genau einen Morphismus HqC → Hq+1A, der mit den
kanonischen Morphismen von ker(dC ◦ g) = ker(g ◦ dB) nach HqC bezie-
hungsweiseHq+1A verträglich ist;

2. Mit diesen Morphismen erhalten wir eine lange exakte Sequenz

. . .→ Hq−1C → HqA→ HqB → HqC → Hq+1A→ . . .

Ergänzung 3.1.3. Ich kenne den hier gegebenen Beweis aus [Ive87]. Er braucht
einige Vorbereitungen und wird erst am Ende dieses Abschnitts gegeben. Alle
Anwendungen, die mir in den Sinn kommen, betreffen Kategorien von Moduln
über Ringen oder von abelschen Garben. In diesen Fällen kann man Teile des
Arguments vereinfachen, indem man sich auf den bereits in [TS] 2.2.2 behandel-
ten Fall der Kategorie aller abelschen Gruppen stützt, im Fall von Garben durch
Betrachtung der Halme.

Lemma 3.1.4. Sei in einer präabelschen Kategorie ein kommutatives Diagramm
mit exakten Zeilen

0 → A
f→ B

g→ C
↓a ↓b ↓c

0 → A′
f ′→ B′

g′→ C ′

gegeben. So gilt:

1. Die induzierte Kernsequenz 0→ ker a→ ker b→ ker c ist exakt;
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2. Ist c ein Monomorphismus, so ist auch 0→ cok a→ cok b exakt.

Beweis. Teil 1 bleibe dem Leser überlassen, wir zeigen nur Teil 2. Ist c ein Mono-
morphismus, so folgt aus Teil 1 die Exaktheit der oberen Zeile im kommutativen
Diagramm mit exakten Zeilen

0 → ker a → ker b → 0 → 0
↓ ↓ ↓

0 → A → B → cok f → 0

Die duale Aussage zu Teil 1 liefert dann die Exaktheit in der Mitte der oberen
Zeile im kommutativen Diagramm

0 → im a → im b → cok f → 0
↓ ↓ ↓

0 → A′ → B′ → C ′

Die Exaktheit vorne der oberen Zeile erkennt man aus dem Diagramm. Die rechte
Vertikale ist ein Monomorphismus nach unserer Annahme und wir haben uns so
auf den Fall zurückgezogen, daß a, b und c alle drei Monomorphismen sind. Unter
dieser Voraussetzung sieht man jedoch explizit, daß a ein Kern ist für A′ → cok b
und daraus folgt, daß A′ � cok a ↪→ cok b die kanonische Faktorisierung in einen
Epimorphismus und einen Monomorphismus sein muß.

Lemma 3.1.5 (Schlangenlemma). Sei in einer präabelschen Kategorie ein kom-
mutatives Diagramm mit exakten Zeilen

A
f→ B

g→ C → 0
↓a ↓b ↓c

0 → A′
f ′→ B′

g′→ C ′

gegeben. Wir kürzen ker(B → C ′) = K und cok(A→ B′) = K ′ ab und behaup-
ten: Es gibt genau einen Morphismus ker c→ cok a derart, daß

ker c ← K → B
↓ ↓

cok a → K ′ ← B′

kommutiert, und mit diesem Morphismus erhalten wir eine exakte Sequenz

ker a→ ker b→ ker c→ cok a→ cok b→ cok c

52



Beweis. Das Diagramm

0 → ker g → B → C → 0
↓ ↓ ↓

0 → 0 → C ′ = C ′ → 0

liefert mit dem vorhergehenden Lemma und seinem Dualen die Exaktheit der
obersten Zeile in der nun folgenden Erweiterung unseres Diagramms. Die Ex-
aktheit der untersten Zeile erhält man dual, wir haben also ein kommutatives Dia-
gramm mit exakten Zeilen

A → K → ker c → 0
‖ ↓ ↓
A → B → C → 0
↓ ↓ ↓

0 → A′ → B′ → C ′

↓ ↓ ‖
0 → cok a → K ′ → C ′

Diesem Diagramm sieht man die Existenz und Eindeutigkeit unseres Morphismus
ker c → cok a nun unschwer an. Die Exaktheit unserer Sequenz bei ker b erhält
man durch Anwenden von Lemma 3.1.4 auf die Diagramme mit exakten Zeilen

0 → ker f ↪→ A � im f → 0 0 → im f ↪→ B → C
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

0 → ker f ′ ↪→ A′ � im f ′ → 0 0 → im f ′ ↪→ B′ → C

Um die Exaktheit bei ker c zu zeigen reicht es, die Exaktheit von

ker b→ ker c→ K ′

nachzuweisen. Dazu betrachten wir das Diagramm

A → K → ker c → 0
↓ ↓ ↓
A → B′ → K ′ → 0

und wenden ein letztes Mal Lemma 3.1.4 an. Da gilt ker(K → B′) = ker b folgt
ker b � ker(ker c → K ′) und wir haben die Exaktheit bei ker c nachgewiesen.
Der Rest des Lemmas folgt mit Dualität.

Herleitung der langen exakten Homologiesequenz. Wir verwenden das Ergebnis
der anschließenden Übung 3.1.6 und wenden das Schlangenlemma an auf das
Diagramm mit exakten Zeilen

cok dq−1
A → cok dd−1

B → cok dq−1
C → 0

↓ ↓ ↓
0 → ker dq+1

A → ker dq+1
B → ker dq+1

C
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Übungen

Übung 3.1.6. Gegeben ein Komplex . . .→ Aq−1 dq−1

→ Aq
dq→ Aq+1 → . . . in einer

präabelschen Kategorie setzen wir H̄qA = ker(cok dq−1 → Aq+1). Man zeige,
daß sich das Diagramm

HqA H̄qA
↑ ↓

ker dq ↪→ Aq � cok dq−1

auf genau eine Weise durch einen Morphismus in der oberen Horizontalen kom-
mutativ ergänzen läßt, und daß dieser notwendig ein Isomorphismus ist.

Übung 3.1.7. Man zeige in einer beliebigen präabelschen Kategorie das Fünfer-
lemma.

Übung 3.1.8. Gegeben eine präabelsche Kategorie ist jeder Limes und jeder Ko-
limes von Kopien des Nullobjekts Null. Des weiteren können Limites und Ko-
limites von Komplexen gradweise berechnet werden. Dasselbe gilt im Fall einer
abelschen Kategorie für ihre Homotopiekategorie.

3.2 Derivierte Funktoren
Definition 3.2.1. 1. Sei A eine abelsche Kategorie. Ein Objekt I ∈ A heißt

injektiv, wenn der Funktor der Homomorphismen in unser ObjektA( , I) :
A → Abopp exakt ist;

2. Eine abelsche Kategorie A hat genug Injektive, wenn es für jedes Objekt
A ∈ A einen MonomorphismusA ↪→ I in ein injektives Objekt I ∈ A gibt;

3. Eine Auflösung oder genauer Rechtsauflösung eines Objekts A einer abel-
schen Kategorie A ist eine exakte Sequenz A ↪→ C0 → C1 → . . . in A;

4. Eine Auflösung durch Injektive oder injektive Auflösung eines Objekts
A einer abelschen Kategorie A ist eine Auflösung durch injektive Objekte,
als da heißt eine Auflösung A ↪→ I0 → I1 → . . . mit I0, I1, . . . injektiv.

3.2.2. Wir kürzen eine Auflösung mit A ↪→ C� ab. Die additive Kategorie aller
injektiven Objekte einer abelschen Kategorie A notieren wir im folgenden iA.
Gibt es in einer abelschen KategorieA genügend Injektive, so besitzt jedes Objekt
von A eine injektive Auflösung.

3.2.3. Ein Objekt einer abelschen Kategorie A ist injektiv genau dann, wenn je-
der von besagtem Objekt ausgehende Monomorphismus spaltet. In der Tat, ist
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I ↪→ M ein Monomorphismus und I injektiv, so ist das Vorschalten eine Surjek-
tion A(M, I) � A(I, I), unter der die Identität auf I eben ein Urbild hat. Der
Nachweis der anderen Implikation bleibe dem Leser überlassen.

Beispiel 3.2.4. Die Kategorie der abelschen Gruppen besitzt genug Injektive nach
[TS] 6.6.5.

3.2.5. Gegeben eine Kategorie mit additiver StrukturA erklären wir die zugehöri-
ge Kategorie Ket(A) = KetA der Komplexe von Objekten von A analog zur
Kategorie der Komplexe von abelschen Gruppen in der hoffentlich offensichtli-
chen Weise. Gegeben eine Kategorie A mit additiver Struktur erklären wir die
zugehörige Homotopiekategorie

Hot(A) = HotA

analog zur Homotopiekategorie der abelschen Gruppen aus [TS] 1.4.8 in der hof-
fentlich offensichtlichen Weise.

Satz 3.2.6 (Hauptlemma der homologischen Algebra). Seien in einer abelschen
Kategorie A ein Komplex C mit HqC = 0 für q > 0 und ein Komplex I injek-
tiver Objekte mit Iq = 0 für q < 0 gegeben. So induziert das Bilden der nullten
Kohomologie eine Bijektion

HotA(C, I)
∼→ A(H0C,H0I)

Beweis. In der opponierten Kategorie zur Kategorie ModR der Moduln über ei-
nem Ring R hatten wir das bereits in [TS] 5.6.14 gezeigt. Der Beweis im Allge-
meinen ist mutatis mutandis derselbe.

3.2.7 (Existenz und Eindeutigkeit von Homotopielifts). Gegeben ein Morphis-
mus f : A → B in einer abelschen Kategorie sowie Auflösungen A ↪→ C� und
B ↪→ D� verstehen wir unter einem Lift von f einen Morphismus von Kom-
plexen f̃ : C� → D�, der in der offensichtlichen Weise mit f verträglich ist.
Mit f̃ ist sicher auch jeder dazu homotope Morphismus ein Lift von f . Eine Ho-
motopieklasse von Lifts nennen wir einen Homotopielift. Das Hauptlemma der
homologischen Algebra 3.2.6 sagt insbesondere, daß für eine beliebige Auflösung
A ↪→ C� und eine injektive Auflösung B ↪→ I� jeder Morphismus f : A → B
genau einen Homotopielift [f̃ ] : C� → I� besitzt.

Definition 3.2.8. Gegeben eine abelsche Kategorie A mit genug Injektiven und
ein additiver Funktor F : A → B in eine weitere abelsche Kategorie definiert
man für jedes q ∈ Z einen q-ten rechtsderivierten Funktor von F als ein Paar
(RqF, τ) bestehend aus einem Funktor

RqF : A → B
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und Morphismen τ = τA↪→C� = τF,A↪→C� : Hq(FC�) → (RqF )(A) für jede
Auflösung A ↪→ C� eines beliebigen Objekts A ∈ A mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Der Morphismus τ ist für jede injektive Auflösung A ↪→ I� ein Isomor-
phismus τA↪→I� : Hq(FI�)

∼→ (RqF )(A);

2. Für jeden Morphismus f : A→ B und je zwei Auflösungen A ↪→ C� und
B ↪→ D� und jeden Lift f̃ : C� → D� von f kommutiert das Diagramm

Hq(FC�) → (RqF )(A)
↓ ↓

Hq(FD�) → (RqF )(B)

mit τA↪→C� und τB↪→D� in den Horizontalen.

Aus der Eindeutigkeit der Homotopielifts nach 3.2.7 folgt, daß derartige Paare
(RqF, τ) existieren. Daß sie eindeutig sind bis auf eindeutigen Isomorphismus, ist
dann eh klar, und damit dürfen und werden wir von nun an mit einem bestimmten
Artikel von dem q-ten rechtsderivierten Funktor von F reden. Das Datum τ
unterschlagen wir meist in der Notation und nennen es, wenn wir darauf Bezug
nehmen wollen, den kanonischen Morphismus.

Vorschau 3.2.9. In [TD] 3.2 werden wir unsere Definition derivierter Funktoren
noch wesentlich verallgemeinern. Der Bezug zur hier gegebenen Definition wird
dann in [TD] ?? hergestellt.

3.2.10 (Erste Eigenschaften der Rechtsderivierten). Offensichtlich sind unsere
derivierten Funktoren auch selbst wieder additiv. Für q < 0 haben wir per defini-
tionem RqF = 0. Ist F : A → B ein additiver Funktor von abelschen Kategorien
und besitzt A genug Injektive, so gibt es genau eine in der offensichtlichen Wei-
se mit τ verträgliche Transformation F ⇒ R0F . Ist F linksexakt, so ist sie eine
Isotransformation

F
∼⇒ R0F

Wir behandeln sie in Notation und Sprache meist als eine Gleichheit F = R0F .
Ist F sogar exakt, so gilt RqF = 0 für q > 0.

Beispiel 3.2.11 (Erweiterungen abelscher Gruppen als Rechtsderivierte). Die
Kategorie der abelschen Gruppen hat genügend Injektive nach [TS] 6.6.5. Ge-
geben eine feste abelsche Gruppe M betrachten wir den linksexakten Funktor
F := Hom(M, ) : Ab→ Ab. Sei N eine weitere abelsche Gruppe. Um RqF (N)
zu bestimmen, können wir nach [TS] 6.6.5 eine injektive Auflösung der Gestalt
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N ↪→ I0 � I1 wählen. Dann hat die lange exakte Ext-Sequenz im zweiten Ein-
trag [TS] 6.5.5 die Gestalt

Hom(M,N) ↪→ Hom(M, I0)→ Hom(M, I1)� Ext(M,N)

und wir folgern kanonische Isomorphismen

RqF (N)
∼→


Hom(M,N) q = 0;
Ext(M,N) q = 1;
0 sonst.

Lemma 3.2.12 (Injektive Moduln, Existenz). Die Kategorie aller Moduln über
einem gegebenen Ring besitzt genug injektive Objekte.

Ergänzung 3.2.13. Der Beweis zeigt mit [TS] 6.6.6 genauer, daß jeder A-Modul
M in einen injektiven A-Moduln der Kardinalität ≤ card Ens(A,M t N) einge-
bettet werden kann.

Beweis. Sei A unser Ring. Der Vergißfunktor resZA : A -Mod → Z -Mod besitzt
zum Beispiel nach [KAG] 2.6.18 einen Rechtsadjungierten, unseren Induktions-
funktor indAZ : N 7→ HomZ(A,N). Wollen wir nun einen A-Modul M in einen
injektiven A-Modul einbetten, so beginnen wir mit einer Einbettung resZAM ↪→ I
von M in eine injektive abelsche Gruppe, die es nach [TS] 6.6.5 geben muß, und
bilden dann die Verknüpfung

M → indAZ resZAM → indAZ I

Hier ist das rechte Ende offensichtlich ein injektiverA-Modul und der rechte Pfeil
eine Injektion. Der linke Pfeil ist aber auch eine Injektion, entweder nach 2.3.10
oder explizit als die Einbettung HomA(A,M) ↪→ HomZ(A,M).

Beispiel 3.2.14 (Erweiterungen von Moduln als Rechtsderivierte). Die Kate-
gorie der Moduln über einem vorgegebenen Ring A hat genügend Injektive nach
3.2.12. Gegeben ein fester A-Modul M betrachte man den linksexakten Funktor
F := HomA(M, ) : A -Mod → Ab. Ist N ein weiterer A-Modul, so erklärt man
die abelschen Gruppen ExtqA(M,N) als die Werte der zugehörigen derivierten
Funktoren, in Formeln

ExtqA(M,N) := (RqF )(N)

Diese Gruppen heißen auch die höheren Erweiterungen unserer beiden Moduln.
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3.2.15 (Derivieren von Transformationen). Seien F,G : A → B additive Funk-
toren von abelschen Kategorien und es besitze A genug Injektive. Jede Transfor-
mation η : F ⇒ G induziert offensichtlich für jedes q genau eine Transformation
Rqη : RqF ⇒ RqG derart, daß für jede Auflösung A ↪→ C� das Diagramm

Hq(FC�) → (RqF )(A)
↓ ↓

Hq(GC�) → (RqG)(A)

kommutiert mit τF,A↪→C� und τG,A↪→C� in den Horizontalen, und wir haben die
Funktorialität Rq(η ◦ κ) = (Rqη) ◦ (Rqκ) und Rq(idF ) = idRqF .
Beispiel 3.2.16 (Erweiterungen als Bifunktor). Gegeben ein RingR liefert jeder
Homomorphismus von R-Moduln f : L → M eine Transformation (◦f) oder
ausführlicher (◦f)τ : HomR(M, )→ HomR(L, ) und so eine Transformation der
derivierten Funktoren Rq(◦f)τ : ExtqR(M, )→ ExtqR(L, ) und so Abbildungen

Rq(◦f)τN = (◦f)τ : ExtqR(M,N)→ ExtqR(L,N)

Andererseits induziert jeder R-Modulhomomorphismus g : N → K vermittels
der Funktorialität einen Homomorphismus

(g◦) : ExtqR(M,N)→ ExtqR(M,K)

und weil das mit Transformationen immer so ist, vertauschen hier (◦f)τ und (g◦).
So werden unsere Erweiterungen zu Funktoren

Extq : Modopp
R ×ModR → Ab

Vorschau 3.2.17. In [TD] 2.6.10 besprechen wir das Yoneda-Produkt von Erwei-
terungen

ExtpR(L,M)× ExtqR(M,N)→ Extp+qR (L,N)

und es wird klar sein, daß es im Fall p = 0 beziehungsweise q = 0 zum Vorschal-
ten beziehungsweise Nachschalten eines Homomorphismus aus 3.2.16 speziali-
siert.
Beispiel 3.2.18 (Erweiterungen und Zentrum). Gegeben ein Ring R und ein
Element z ∈ Z(R) des Zentrums von R und R-Moduln M,N behaupten wir

(◦(z·)) = ((z·)◦) : ExtqR(M,N)→ ExtqR(M,N)

Man erkennt das leicht an der Beschreibung durch injektive Auflösungen. Etwas
formaler induziert die Selbsttransformation (z·) : Id ⇒ Id des Identitätsfunktors
auf der Modulkategorie für F := HomR(M, ) wegen F = F ◦ Id eine Trans-
formation F ⇒ F , die quasi per definitionem ((z·)◦) liefert. Andererseits stimmt
sie überein mit der Transformation (◦(z·)) : F ⇒ F , die per definitionem (◦(z·))
liefert. Das zeigt die behauptete Identität. Vom höheren Standpunkt besprechen
wir sie in [TD] 2.6.11.
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3.2.19. Wir erhalten weitere Beispiele durch Übergang zu den opponierten abel-
schen Kategorien. In diesem Zusammenhang sind eigenständige Sprechweisen
üblich, die wir im folgenden erläutern.

Definition 3.2.20. 1. Sei A eine abelsche Kategorie. Ein Objekt P ∈ A heißt
projektiv, wenn der Funktor der Homomorphismen von unserem Objekt
A(P, ) : A → Ab exakt ist;

2. Eine abelsche Kategorie hat genug Projektive, wenn es für jedes Objekt A
einen Epimorphismus P � A gibt mit P projektiv;

3. Eine Linksauflösung eines Objekts A ∈ A ist ein exakter Komplex . . . →
C−1 → C0 � A in A;

4. Eine Auflösung durch Projektive oder projektive Auflösung eines Ob-
jekts A ∈ A ist eine Linksauflösung P� � A mit P 0, P−1, . . . projektiv.

3.2.21. Gegeben eine abelsche Kategorie A mit genug Projektiven und ein addi-
tiver Funktor G : A → B in eine weitere abelsche Kategorie erklären wir analog
zu 3.2.8 einen Linksderivierten

LqG : A → B

als ein Paar (LqG, τ) bestehend aus einem Funktor LqGwie oben und kanonischen
Morphismen τ : (LqG)(A)→ H−q(GC�) für jede Linksauflösung C� � A, die
mit Morphismen von Auflösungen verträglich und für jede projektive Linksauf-
lösung P� � A Isomorphismen τ : (LqG)(A)

∼→ H−q(GP�) sind. Per definitio-
nem gilt LqG = 0 für q < 0 und es gibt genau eine mit τ verträgliche Transforma-
tion L0G⇒ G, die im Fall eines rechtsexakten FunktorsG eine Isotransformation
ist. Diese Isotransformation behandeln wir sprachlich und in der Notation meist
als eine Gleichheit L0G = G.

Beispiel 3.2.22 (Erweiterungen abelscher Gruppen als Linksderivierte). Ge-
geben eine feste abelsche Gruppe N betrachten wir insbesondere den rechtsex-
akten Funktor G := Hom( , N) : Ab → Abopp. Um (LqG)(M) zu bestim-
men, können wir nach [TS] 5.5.7 eine projektive Auflösung von M der Gestalt
0→ P−1 → P 0 �M wählen. Dann hat die lange exakte Ext-Sequenz im ersten
Eintrag die Gestalt

Hom(M,N) ↪→ Hom(P 0, N)→ Hom(P−1, N)� Ext(M,N)

und wir erhalten kanonische Isomorphismen

(LqG)(M)
∼→


Hom(M,N) q = 0;
Ext(M,N) q = 1;
0 sonst.
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Ein Vergleich mit 3.2.11 zeigt insbesondere, daß wir unsere Ext sogar auf zwei-
erlei Weise als derivierte Funktoren erhalten können.

Beispiel 3.2.23 (Erweiterungen von Moduln als Linksderivierte). Die Kate-
gorie der Moduln über einem vorgegebenen Ring A besitzt genügend Projek-
tive. Gegeben ein fester A-Modul N betrachte man den rechtsexakten Funktor
G := HomA( , N) : A -Mod → Abopp. Ist M ein weiterer A-Modul, so erklären
wir die abelschen Gruppen lExtAq (M,N) als die Werte der zugehörigen derivier-
ten Funktoren, in Formeln

lExtAq (M,N) := (LqG)(M)

Wir machen sie ebenso wie in 3.2.16 zu Bifunktoren. In [TD] 2.3.10 werden wir
Isotransformationen lExtq

∼⇒ Extq zwischen den besagten Bifunktoren konstru-
ieren und dann die Notation lExt wieder aufgeben.

Beispiel 3.2.24 (Erweiterungen in abelschen Kategorien). Dieselbe Definition
wie bei Moduln vereinbaren wir für eine beliebige abelsche Kategorie A mit ge-
nug Injektiven und setzen

ExtqA(M,N) := (RqF )(N)

für ObjekteM,N ∈ A und F := A(M, ) : A → Ab. Dieselbe Definition wie bei
Moduln vereinbaren wir auch für eine beliebige abelsche Kategorie A mit genug
Projektiven und setzen

lExtAq (M,N) := (LqG)(M)

für Objekte M,N ∈ A und G := A( , N) : A → Abopp. In [TD] 2.6.10 erklären
wir eine gemeinsame Verallgemeinerung dieser beiden Konstruktionen im Fall
beliebiger abelscher Kategorien und geben die Notation lExt wieder auf.

Beispiel 3.2.25 (Tor von abelschen Gruppen als Linksderivierter). Für eine
feste abelsche Gruppe M betrachten wir den rechtsexakten Funktor G := M⊗Z :
Ab → Ab. Aus der Definition des Torsionsprodukts erhalten wir sofort kanoni-
sche Isomorphismen

(LqG)(N)
∼→


M ⊗Z N q = 0;
M ∗N q = 1;

0 sonst.

Beispiel 3.2.26 (Tor von Moduln als Linksderivierter). Die Kategorie der Mo-
duln über einem vorgegebenen Ring A hat genügend Projektive. Gegeben ein fes-
ter A-Rechtsmodul M betrachten wir den rechtsexakten Funktor F := M⊗A :
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A -Mod → Ab. Ist N ein weiterer A-Modul, so erklärt man die abelschen Grup-
pen TorAq (M,N) als Werte der zugehörigen linksderivierten Funktoren, in For-
meln

TorAq (M,N) := (LqF )(N)

Diese Gruppen heißen die höheren Torsionsgruppen unserer beiden Moduln. In
4.6.13 zeigen wir, daß es nicht darauf ankommt, welchen Faktor wir hier auflösen,
konstruieren also in Formeln ausgedrückt kanonische Isomorphismen

(Lq(M⊗A))(N)
∼→ (Lq(⊗AN))(M)

Übungen

Übung 3.2.27. Sei F : A → B ein additiver Funktor von abelschen Kategori-
en und es besitze A genug Injektive. Man zeige, daß für injektives I ∈ A gilt
(RqF )(I) = 0 falls q > 0.

Übung 3.2.28 (Injektivitätskriterium über Ideale). Ein Linksmodul I über ei-
nem Ring A ist genau dann injektiv, wenn sich für jedes Linksideal a ⊂ A jeder
Modulhomomorphismus a → I zu einem Modulhomomorphismus A → I aus-
dehnen läßt. Hinweis: Man kopiere den Beweis von [TS] 6.6.5, wo das im Fall
A = Z gezeigt wird.

Ergänzende Übung 3.2.29. Ist ein Modul I über einem Ring A die Vereinigung
über eine Menge von injektiven Untermoduln, auf der die Inklusion eine Anord-
nung ist und deren Kardinalität echt größer ist als die Kardinalität des Rings A, so
ist auch der ganze Modul I injektiv.

Übung 3.2.30. Ein beliebiges Produkt injektiver Objekte in einer abelschen Ka-
tegorie ist wieder injektiv. Ein beliebiges Koprodukt projektiver Objekte in einer
abelschen Kategorie ist wieder projektiv.

Übung 3.2.31. Gegeben ein Körper K betrachte man den Polynomring K[X] und
die kurze exakte Sequenz von K[X]-Moduln

K[X] ↪→ K[X]� K

mit der Multiplikation mit X als erster Abbildung und dem Auswerten bei X = 0
als zweiter Abbildung. Man mag sie als Homotopieäquivalenz von Komplexen
von K-Vektorräumen des Zwei-Term-Komplexes K[X] ↪→ K[X] mit dem Ein-
Term-Komplex K[0] lesen. Nimmt man nun Variablen X1, . . . , Xn und tensoriert
die entsprechenden Zweitermkomplexe über K, so ergibt sich eine freie Auf-
lösung des K[X1, . . . , Xn]-Moduls K mit der durch das Auswerten aller Varia-
blen bei Null gegebenen Modulstruktur. Das ist ein besonders einfacher Fall des
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sogenannten Koszul-Komplexes. Man folgere

dimK ExtiK[X1,...,Xn](K,K) =
(
n
i

)
dimK ExtiK[X1,...,Xn](K,K[X1, . . . , Xn]) = 1 falls i = n und 0 sonst.

Analoges zeigt man analog für einen beliebigen Kring K, nur daß man statt der
Dimension d der fraglichen Erweiterungsräume die Existenz eines Isomorphismus
mit dem freien K-Modul Kd erhält.

Übung 3.2.32 (Koszulkomplex koordinatenfrei). Eine koordinatenfreie Versi-
on des Koszulkomplexes erhält man, indem man für einen K-Vektorraum V den
Komplex

. . .→ SV ⊗
∧2 V → SV ⊗ V → SV � K

betrachtet mit dem Differential

u⊗ (v1 ∧ . . . ∧ vn) 7→
n∑
i=1

(−1)i+1uvi ⊗ (v1 ∧ . . . ∧ v̂i ∧ . . . ∧ vn)

und an der letzten Stelle die Augmentation SV � K mit v 7→ 0 für alle v ∈
V . Das funktioniert sogar für unendlichdimensionale Vektorräume. Man mag die
Exaktheit zeigen, indem man den Komplex mit dem Kolimes der Komplexe zu
endlichdimensionalen Teilräumen identifiziert und sich so auf die vorhergehende
Übung 3.2.31 zurückzieht. Unser Komplex liefert uns Isomorphismen

ExtiSV (K,K)
∼→ Alti V

Daß unter diesen Isomorphismen das „Yoneda-Produkt“ von Erweiterungen dem
„Shuffle-Dachprodukt“ von alternierenden Formen entspricht, dürfen Sie als Übung
[TD] 2.6.30 nachvollziehen.

Übung 3.2.33 (Augmentierte derivierte Funktoren). Sei G : A → B ein addi-
tiver Funktor von abelschen Kategorien und es habe A genug Projektive. Unter
einer G-Augmentation eines Objekts A ∈ A verstehen wir ein Paar (B, ε) mit
B ∈ B und ε : GA → B. Die G-augmentierten Objekte von A bilden in offen-
sichtlicher Weise eine Kategorie AG. Wir erklären einen augmentierten Links-
derivierten

LqG : AG → B

als ein Paar (LqG, τ) bestehend aus einem Funktor LqG wie oben und kanoni-
schen Morphismen τ : (LqG)(A, ε,B) → H−q(GC� → B) für jede Linksauf-
lösung C� � A, die mit Morphismen von Auflösungen verträglich und für jede
projektive Linksauflösung P� � A Isomorphismen liefert. Man zeige, daß es
so einen augmentierten Linksderivierten stets gibt und daß er eindeutig bestimmt
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ist bis auf eindeutigen Isomorphismus. Die Konstruktion liefert eine kurze exakte
Sequenz B[1] ↪→ (GC� → B)� GC� von Komplexen und als Ausschnitte von
deren langer exakter Homologiesequenz eine exakte Sequenz

(L0G)(A, ε,B) ↪→ (L0G)(A)→ B � (L−1G)(A, ε,B)

und Isomorphismen (LqG)(A, ε,B)
∼→ (LqG)(A) für q > 0. Dual erklären wir

Koaugmentationen und koaugmentierte Rechtsderivierte.

Übung 3.2.34 (Injektive Moduln über Ringalgebren). Ist k ein Körper und A
eine k-Ringalgebra, so ist A∗ = Homk(A, k) mit der von der Rechtsoperation
auf A herrührenden Struktur als A-Linksmodul ein injektiver A-Linksmodul und
jeder A-Modul läßt sich einbetten in ein Produkt von Kopien von A∗. Hinweis:
[KAG] 2.8.5.

Übung 3.2.35 (Limites und Kolimites von Komplexen). Seien A eine abelsche
Kategorie und (Ci)i∈I ein System von Komplexen (Cq

i , d) aus KetA. Existiert für
jedes q der Limes limi∈I C

q
i in A, so ist der aus diesen Limites gebildete Kom-

plex der Limies der Ci. Analoges gilt für Kolimites, entweder mit einem analogen
Beweis oder formal durch Übergang zur opponierten abelschen Kategorie.

Übung 3.2.36 (Produkte und Koprodukte in Homotopiekategorien). Seien A
eine abelsche Kategorie und (Ci)i∈I eine Familie von Komplexen (Cq

i , d) aus
KetA. Existiert für jedes q das Produkt

∏
i∈I C

q
i in A, so ist der aus diesen Pro-

dukten gebildete Komplex nicht nur in KetA, sondern auch in HotA das Produkt
der Ci. Analoges gilt für Koprodukte, entweder mit einem analogen Beweis oder
formal durch Übergang zur opponierten abelschen Kategorie. Für Limites und
Kolimites sind mir die analogen Aussagen nicht klar. Das Problem liegt darin,
daß zwar das Bilden von Produkten abelscher Gruppen exakt ist, das Bilden von
Limites abelscher Gruppen jedoch im allgemeinen nicht mehr.

Übung 3.2.37. Sei F : A → B ein linksexakter Funktor von abelschen Ka-
tegorien. Man konstruiere für jeden Komplex A∗ in A natürliche Morphismen
HnFA∗ → FHnA∗.

Übung 3.2.38. Gegeben Ringe A,B,C und ein A-B-Bimodul M sowie ein A-C-
Bimoduln N liefert die Funktorialität von Erweiterungen auf ExtiA(M,N) eine
natürliche Struktur als B-C-Bimodul.

Übung 3.2.39. Gegeben A ⊃ J ein Ring mit einem zweiseitigen Ideal liefert für
jeden A-Modul M das Vorschalten von M � M/〈JM〉 einen Isomorphismus
HomA(M/〈JM〉, A/J)

∼→ HomA(M,A/J). Weiter liefert die kurze exakte Se-
quenz J ↪→ A� A/J von A-Linksmoduln eine exakte Sequenz

HomA(A/J,A/J) ↪→ HomA(A,A/J)→ HomA(J,A/J)� Ext1
A(A/J,A/J)
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mit einem Isomorphismus an erster Stelle und wir erhalten so einen ausgezeich-
neten Isomorphismus

HomA(J/〈J2〉, A/J)
∼→ Ext1

A(A/J,A/J)

3.3 Hochschild-Kohomologie*
Definition 3.3.1. Gegeben eine RingalgebraA über einem Körper k ist ihre Hochschild-
Kohomologie definiert als

HHq(A) = HHq
k(A) := ExtqA⊗kAopp(A,A)

Allgemeiner erklärt man für einen A-Bimodul M mit gleicher k-Operation von
rechts und links die Hochschild-Kohomologie von A mit Koeffizienten in M
als

HHq(A;M) = HHq
k(A;M) := ExtqA⊗kAopp(A,M)

3.3.2 (Nullte Hochschild-Kohomologie). Sei A eine Ringalgebra über einem
Körper k. Offensichtlich liefert das Multiplizieren mit Elementen des Zentrums
z ∈ Z(A) einen Isomorphismus

Z(A)
∼→ HomA⊗kAopp(A,A) = HH0(A)

3.3.3 (Berechnung der Hochschild-Kohomologie mit dem Bar-Komplex). Sei
A eine Ringalgebra über einem Körper k. Die höhere Hochschild-Kohomologie
von A kann mit der Bar-Auflösung

. . .→ A⊗k A⊗k A→ A⊗k A� A

aus 3.3.9 berechnet werden, denn diese ist in unserem Fall offensichtlich eine
Auflösung durch freie (A⊗k Aopp)-Moduln. Wir erhalten Isomorphismen

HomA⊗kA(A⊗(q+2),M)
∼→ Homk(A

⊗q,M)

durch Vorschalten von a1⊗ . . .⊗aq 7→ 1⊗a1⊗ . . .⊗aq⊗1. Der vom Barkomplex
vermittels dieses Isomorphismus induzierte Randoperator bildet ψ : A⊗q → M
ab auf dψ mit

(dψ)(a1 ⊗ . . .⊗ aq+1) = a1ψ(a2 ⊗ . . .⊗ aq+1)
−ψ(a1a2 ⊗ . . .⊗ aq+1)
+ψ(a1 ⊗ a2a3 ⊗ . . .⊗ aq+1)
. . .
±ψ(a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ aq)aq+1

64



So erhalten wir insbesondere eine Identifikation

HH0(A)
∼→ {ψ ∈ Homk(k,A) | a1ψ(1)− ψ(1)a1 = 0 ∀a1 ∈ A}

und Auswerten eines Homomorphismus bei 1 ∈ k liefert ein weiteres Mal unseren
Isomorphismus HH0(A)

∼→ Z(A) der nullten Hochschildkohomologie mit dem
Zentrum unserer Ringalgebra.

3.3.4 (Erste Hochschild-Kohomologie). Seien k ein Körper und A eine Ringal-
gebra über k. Um HH1(A) zu berechnen, bilden wir zuerst die Einskozykel unse-
res Komplexes

Z1 = {ψ ∈ Homk(A,A) | a1ψ(a2)− ψ(a1a2) + ψ(a1)a2 = 0}

und finden den Raum der Derivationen Z1 = Derk(A) im Sinne von ??. Für jedes
a ∈ A ist unter anderem der Kommutator mit a eine solche Derivation (ad a) :
A→ A, b 7→ [a, b]. Derivationen dieses Typs heißen innere Derivationen unserer
Ringalgebra, und wir sehen leicht, daß die Einsränder unseres Komplexes genau
die inneren Derivationen sind. So ergibt sich dann schließlich ein Isomorphismus

Derk(A)/ ad(A)
∼→ HH1(A)

zwischen dem Quotienten des Raums der Derivationen nach dem Teilraum der
inneren Derivationen und der ersten Hochschild-Kohomologie.

3.3.5 (Zweite Hochschild-Kohomologie). Seien k ein Körper undA eine Ringal-
gebra über k und M ein A-Bimodul mit gleicher k-Operation von beiden Sei-
ten, also ein Modul über A ⊗k Aopp. Wir konstruieren eine Bijektion zwischen
Z2(A;M) und der Menge aller Strukturen µ einer assoziativen k-Algebra auf
dem k-Vektorraum M ⊕ A derart, daß die Projektion auf A ein Algebrenhomo-
morphismus ist und ihr Kern aus Elementen mit Quadrat Null besteht und die
Struktur auf M als Bimodul unter (M ⊕ A, µ) die vorgegebene Struktur auf
M als A-Bimodul induziert. So eine Multiplikation µ muß ja gegeben werden
durch (m, a)(n, b) = (an + mb + ψ(a, b), ab) für eine k-bilineare Abbildung
ψ : A× A→M und die Assoziativität ist gleichbedeutend zur Identität

aψ(bc) + ψ(a, bc) = ψ(a, b)c+ ψ(ab, c)

und in der Tat gleichbedeutend zu ψ ∈ Z2(A;M) ⊂ Homk(A⊗k A,M). Neben-
bei bemerkt besitzt (M ⊕A, µ) dann automatisch eine Eins, nämlich das Element
(−ψ(1, 1), 1). Wir notieren diese Algebra nun (M ⊕ A,ψ) und rechnen mühelos
nach, daß gegeben ϕ : A → M weiter (m, a) 7→ (m + ϕ(a), a) ein Algebreniso-
morphismus (M ⊕ A,ψ)

∼→ (M ⊕ A,ψ − dϕ) ist. Zusammengefaßt klassifiziert
also HH2(A;M) kurze exakte Sequenzen von k-Moduln

M ↪→ E � A
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mit Ringalgebrenstruktur auf E, für die die Surjektion ein Ringalgebrenhomo-
morphismus ist und der Kern M die Eigenschaft M2 = 0 hat und die dadurch
gegebene Struktur auf M als A-Bimodul die vorgegebene ist, bis auf Isomorphis-
men von kurzen exakten Sequenzen, die vorne und hinten die Identität sind und
in der Mitte Isomorphismen von Ringalgebren.

Definition 3.3.6. Eine endlichdimensionale Ringalgebra S über einem Körper k
heißt separabel, wenn S ⊗k Sopp halbeinfach ist.

3.3.7. Jede separable Ringalgebra ist halbeinfach, denn ist das Jacobsonradikal
von S nicht Null, so kann S als Bimodul über sich selber nicht halbeinfach sein.
In Charakteristik Null ist jede endlichdimensionale halbeinfache Ringalgebra se-
parabel, vergleiche [NAS] 3.6.10.

Satz 3.3.8 (Spaltungssatz von Wedderburn). Gegeben eine endlichdimensio-
nale Ringalgebra A über einem Körper k derart, daß ihr Quotient Ā := A/J(A)
nach dem Jacobson-Radikal separabel ist, gibt es eine k-Unterringalgebra S ⊂ A
derart, daß die Projektion einen Isomorphismus S ∼→ A/J(A) induziert.

Beweis. Vollständige Induktion über das kleinste n ≥ 1 mit J(A)n = 0. Im Fall
n = 1 ist nichts zu zeigen. Im Fall n = 2 gilt wegen Ā separabel über k of-
fensichtlich HH2

k(Ā, J(A)) = 0 und dann zeigt unsere Interpretation 3.3.5 der
zweiten Hochschildkohomologie die Behauptung. Für den Induktionsschritt sei
J(A)n+1 = 0. Per Induktionsannahme finden wir S ⊂ A/J(A)n wie gewünscht.
Das Urbild S̃ ⊂ A von S unter der Projektion besitzt nun nach dem bereits be-
handelten Fall n = 2 eine Unterringalgebra S ′, die isomorph auf S geht unter der
Projektion. Das liefert den Induktionsschritt und beendet den Beweis.

Übungen

Übung 3.3.9 (Bar-Komplex). Gegeben ein Ringhomomorphismus k → A und
ein A-Linksmodul M ist der Komplex

. . .→ A⊗k A⊗k M → A⊗k M �M

mit dem Randoperator

a0 ⊗ a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ aq ⊗m 7→ a0a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ aq ⊗m
−a0 ⊗ a1a2 ⊗ . . .⊗ aq ⊗m

. . .

±a0 ⊗ a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ aqm

exakt, ja sogar nullhomotop. Er heißt der Bar-Komplex oder präziser der nicht
normalisierte Bar-Komplex. Hinweis: Das Davorschreiben von 1⊗ ist eine Ho-
motopie der Identität mit der Nullabbildung.
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3.4 Beispiele für injektive Moduln*
Lemma 3.4.1. Seien A ein noetherscher Kring und b ⊂ A ein Ideal. Ist I ein
injektiver A-Modul, so ist auch ΓbI :=

⋃
n∈N{x ∈ I | bnx = 0} ein injektiver

A-Modul.

Beweis. Wir prüfen das Injektivitätskriterium über Ideale 3.2.28. Gegeben ein
Ideal a ⊂ A landet ein beliebiger fest vorgegebener Homomorphismus a → ΓbI
bereits in sagen wir dem n-ten Untermodul in unserer Vereinigung und faktori-
siert mithin über a/bna. Nach [KAG] 7.3.9 können wir ein l ≥ n wählen mit
bna ⊃ bl ∩ a und dann faktorisiert unser Homomorphismus auch über a/(bl ∩ a).
Nun ist aber {x ∈ I | blx = 0} ∼= HomA(A/bl, I) injektiv als Modul über
A/bl und damit läßt sich unser eben betrachteter Homomorphismus a/(bl ∩ a)→
HomA(A/bl, I) auf ganz A/bl fortsetzen. Das schließlich liefert unmittelbar die
gesuchte Fortsetzung des ursprünglichen Homomorphismus a → ΓbI auf ganz
A.

Beispiel 3.4.2. Gegeben ein Körper K ist K[T−1
1 , . . . , T−1

r ] ein injektiver Modul
über dem Polynomring K[T1, . . . , Tr]. Um die Modulstruktur zu präzisieren, mag
man unseren Modul auch beschreiben als den Quotient vonK[T±1

1 , . . . , T±1
r ] nach

dem Untermodul, der von allen Monomen aufgespannt wird, in denen mindestens
eines der Ti mit positivem Exponenten auftritt. Wir folgern die Injektivität, indem
wir Lemma 3.4.1 auf den nach 3.2.34 injektiven K-Dualraum unseres Polynom-
rings anwenden.

3.5 Definition der Garbenkohomologie
Lemma 3.5.1. Die Kategorie Ab/X der abelschen Garben auf einem gegebenen
topologischen Raum X besitzt genug Injektive.

Vorschau 3.5.2. Man kann zeigen, daß in der Kategorie der Garben von Vektor-
räumen auf einem gegebenen topologischen Raum die injektiven Objekte genau
die welken Garben nach 4.1.1 sind, vergleiche [Bor84], V.1.13, wo man sogar
noch allgemeiner eine explizite Charakterisierung injektiver Garben von Moduln
über noetherschen Ringen findet. Wir werden diese Resultate nicht benötigen.

Beweis. Alle Wolkenkratzer mit einer injektiven abelschen Gruppe als Halm sind
injektive abelsche Garben nach 2.2.53. Gegeben eine Garbe F und eine Einbet-
tung Fx ↪→ Ix von jedem Halm in eine injektive abelsche Gruppe konstruieren
wir eine injektive abelsche Garbe I =

∏
(Ix)(x) als Produkt der zu den Gruppen

Ix gehörigen Wolkenkratzer bei x. Explizit haben wir also

I(U) =
∏
x∈U

Ix ∀ U ⊂◦ X
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Der offensichtliche Monomorphismus F ↪→ I zeigt dann das Lemma.

Definition 3.5.3. Sei X ein topologischer Raum. Die Werte der Rechtsderivierten
des linksexakten Funktors Γ : Ab/X → Ab der globalen Schnitte auf einer abel-
schen Garbe F ∈ Ab/X nennt man die Kohomologie von X mit Koeffizienten
in F und notiert sie

Hq(X;F) := (RqΓ)(F)

3.5.4. Ist X ein topologischer Raum, F eine abelsche Garbe auf X und Z ⊂ X
eine Teilmenge, so verwenden wir die Abkürzung Hq(Z;F) := Hq(Z;F|Z). IstX
ein topologischer Raum und M eine abelsche Gruppe und F = MX die konstante
Garbe auf X , so verwenden wir die Abkürzungen Hq

garb(X;M) = Hq(X;M) :=
Hq(X;MX). Ist noch speziellerM = Z, so bezeichnen wir diese Gruppe auch mit

Hq
garbX = HqX = Hq(X;ZX) = Hq

garb(X;Z) = Hq(X;Z)

Beispiel 3.5.5. Für den einpunktigen Raum liefern die ersten Eigenschaften von
Rechtsderivierten 3.2.10 ausgezeichnete Isomorphismen ΓF ∼→ H0(top;F) so-
wie das Verschwinden Hq(top;F) = 0 für q > 0. Im Fall der konstanten Garbe
Ztop nennen wir das Bild der Eins unter dem ausgezeichneten Isomorphismus
Z ∼→ H0(top;Z) den kanonischen Erzeuger und notieren ihn 1 ∈ H0(top).

3.5.6. Ich fürchte, daß diese Definitionen dem nicht vorgebildeten Leser ziemlich
sinnlos erscheinenen müssen. Mein Ziel ist im folgenden, parallel die relevante
abstrakte homologische Algebra und ihre Anwendung auf den Fall der Garben-
kohomologie zu entwickeln in der Hoffnung, daß sich dadurch beide Theorien
gegenseitig motivieren und ihre Sinnhaftigkeit zeigen.

3.5.7 (Garbenkohomologie als Erweiterungsgruppe). Wir erinnern unsere Er-
weiterungen aus 3.2.24. Im Fall der Kategorie A = Ab/X der abelschen Garben
auf einem topologischen Raum X liefern die durch das Auswerten auf dem kon-
stanten Schnitt Eins für alleF ∈ Ab/X gegebenen Isomorphismen Ab/X(ZX ,F)

∼→
ΓF Isomorphismen

ExtqAb/X
(ZX ,F)

∼→ Hq(X;F)

Vorschau 3.5.8. In [TD] 2.8 erklären wir die Ringstruktur auf der Garbenkoho-
mologie mit Hilfe der sogenannten „Yoneda-Produkte“.

Übungen

Übung 3.5.9. Eine abelsche Garbe I auf einem topologischen Raum X ist genau
dann injektiv, wenn sich jeder MorphismusA → I von einer UntergarbeA ⊂ ZX
nach I auf ganz ZX fortsetzen läßt. Hinweis: Man kopiere den Beweis vom Fall
[TS] 6.6.5 eines einpunktigen Raums.
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Übung 3.5.10. Für einen diskreten Raum verschwindet alle Garbenkohomologie
in Graden ≥ 1.

Übung 3.5.11 (Exakte Funktoren). Seien F : A → B ein exakter Funktor von
abelschen Kategorien mit genug Injektiven und G : B → C ein additiver Funktor
in eine weitere abelsche Kategorie. Man zeige, daß es eindeutig bestimmte Trans-
formationen Rq(G◦F )⇒ RqG◦F gibt derart, daß für jede Auflösung A ↪→M�

das Diagramm
HqGFM�

↓ ↘
Rq(G ◦ F )A → RqG(FA)

mit den τ -Morphismen aus der Definition der derivierten Funktoren in den Mor-
phismen nach unten kommutiert.

Übung 3.5.12 (Erweiterungen und exakte Funktoren). Sei F : A → B ein
exakter Funktor von abelschen Kategorien mit genug Injektiven. Man konstruiere
natürliche Abbildungen

ExtqA(M,N)→ ExtqB(FM,FN)

Später werden wir derartige Abbildungen auch ohne die Forderung nach der Exis-
tenz von genug Injektiven als unmittelbare Konsequenz der Konstruktion des „von
F induzierten Funktors auf den derivierten Kategorien“ erhalten.

Übung 3.5.13 (Erste Kohomologie überlagerungstrivialer Räume). Man zeige
für jeden überlagerungstrivialen RaumX das Verschwinden der ersten Garbenko-
homologie H1(X;Z)garb = 0. Hinweis: Bei jeder Erweiterung ZX ↪→ F � ZX
von abelschen Garben ist F̄ → X eine Überlagerung, also eine triviale Überlage-
rung, also spaltet unsere Erweiterung.

3.6 Derivieren mit azyklischen Objekten
3.6.1 (Lange exakte Sequenz der derivierten Funktoren). Sei F : A → B
ein additiver Funktor von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven in eine
weitere abelsche Kategorie. Wir geben eine Konstruktion an, die jeder kurzen
exakten Sequenz A ↪→ B � C in A für alle q Morphismen Rq−1F (C)→ RqFA
zuordnet derart, daß unsere Morphismen zusammen mit den von der Funktorialität
der derivierten Funktoren herrührenden Morphismen eine lange exakte Sequenz

. . .→ Rq−1F (C)→ RqFA→ RqFB → RqFC → Rq+1F (A)→ . . .

in B bilden und daß jeder Morphismus von kurzen exakten Sequenzen einen Mor-
phismus der so entstehenden langen exakten Sequenzen liefert. Unsere Konstruk-
tion geht aus von der Bemerkung, daß in der abelschen Kategorie Ket≥0(A) aller
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in negativen Graden verschwindenden Komplexe für I, J ∈ iA injektive Ob-
jekte von A sowohl I[0] als auch der bei Null beginnende Zwei-Term-Komplex
J

∼→ J injektive Objekte von Ket≥0(A) sind und daß sich jeder bei Null begin-
nende Zweitermkomplex aus einer Surjektion B � C in ein injektives Objekt
von Ket≥0(A) der Gestalt (pr2 : I ⊕ J ∼→ J) einbetten läßt. Wir finden induk-
tiv für B � C eine injektive Auflösung in Ket≥0(A) durch Zweitermkomplexe
dieser speziellen Gestalt. Die Beschreibung aller Injektiven von Ket≥0(A) mögen
Sie als Übung 3.6.12 ausarbeiten, sie wird hier nicht benötigt. Ergänzen wir die
Kerne, so erhalten wir ein kommutatives Diagramm der Gestalt

↑ ↑ ↑
I2 ↪→ J2 � K2

↑ ↑ ↑
I1 ↪→ J1 � K1

↑ ↑ ↑
I0 ↪→ J0 � K0

↑ ↑ ↑
A ↪→ B � C

Die linke Spalte ist exakt nach der langen exakten Homologiesequenz und die
höheren Horizontalen sind spaltende kurze exakte Sequenzen nach Konstruktion.
Anwenden von F liefert also eine kurze exakte Sequenz von Komplexen FI� ↪→
FJ� � FK� und deren lange exakte Kohomologiesequenz ist eine lange exakte
Sequenz

. . .→ Rq−1F (C)→ RqFA→ RqFB → RqFC → Rq+1F (A)→ . . .

Die Unabhängigkeit von der gewählten injektiven Auflösung durch unsere speziel-
len injektiven Zweitermkomplexe und die Verträglichkeit mit Morphismen von
kurzen exakten Sequenzen zeigen wir zusammen. Gegeben ein Morphismus von
kurzen exakten Sequenzen alias ein kommutatives Diagramm

A

��

� � // B

��

// // C

��
A′ �
� // B′ // // C ′

und erhalten erst einen Homotopielift des durch das rechte Quadrat gegebenen
vertikal zu sehenden Morphismus in Ket≥0(A) und dann durch das Ergänzen der
jeweiligen Kerne ein kommutatives Diagramm

I�

��

� � // J�

��

// // K�

��
I ′� �
� // J ′� // // K ′�
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von langen exakten Sequenzen. Wenden wir darauf F an, so erhalten wir die Un-
abhängigkeit unserer Konstruktion von den dabei getroffenen Wahlen ebenso wie
die Verträglichkeit mit Morphismen von kurzen exakten Sequenzen.

3.6.2. Als Spezialfälle erhalten wir in unseren Beispielen: Die lange exakte Ext-
Sequenz im ersten [TS] 6.6.11 beziehungsweise zweiten [TS] 6.5.5 Eintrag und
die lange exakte Tor-Sequenz im ersten beziehungsweise zweiten Eintrag [TS]
5.4.10.

Beispiel 3.6.3 (Lange exakte Sequenz der Garbenkohomologie). Gegeben eine
kurze exakte Sequenz F ′ ↪→ F � F ′′ von abelschen Garben auf einem topolo-
gischen Raum X spezialisiert die lange exakte Sequenz der derivierten Funktoren
zu langen exakten Sequenzen der zugehörigen Kohomologiegruppen

H0(X;F ′) ↪→ H0(X;F)→ H0(X;F ′′)→ H1(X;F ′)→ H1(X;F)→ . . .

Definition 3.6.4. Sei F : A → B ein linksexakter Funktor von einer abelschen
Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie. Ein Objekt
J ∈ A heißt F -rechtsazyklisch, wenn gilt (RqF )(J) = 0 für alle q > 0. Gilt
nur (RqF )(J) = 0 für 0 < q ≤ n, so nennen wir J ein F -n-rechtsazyklisches
Objekt.

Beispiele 3.6.5. Injektive Objekte sind F -rechtsazyklisch für jeden linksexakten
Funktor F . Alle Objekte sind rechtsazyklisch für jeden exakten Funktor. Analoge
Definitionen trifft man für rechtsexakte Funktoren von einer abelschen Kategorie
mit genug Projektiven in eine weitere abelsche Kategorie. Projektive Objekte sind
dann F -linksazyklisch für jeden rechtsexakten Funktor F . Torsionsfreie abelsche
Gruppen sind linksazyklisch für alle Funktoren der Gestalt ⊗ZM mit M ∈ Ab.

3.6.6. Vielfach sagt man einfach nur F -azyklisch und der Leser muß erraten, was
genau gemeint ist. Im Fall eines linksexakten Funktors meint „F -azyklisch“ für
gewöhnlich „F -rechtsazyklisch“ und im Fall eines rechtsexakten Funktors „F -
linksazyklisch“.

Proposition 3.6.7 (Derivieren mit azyklischen Objekten). Gegeben ein linksex-
akter Funktor F : A → B von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven in
eine weitere abelsche Kategorie sind für jede Auflösung durh F -Rechtsazyklische
A ↪→ J� eines Objekts A ∈ A unsere kanonischen Morphismen Isomorphismen

τ : HqFJ� ∼→ (RqF )(A)

3.6.8. Injektive Auflösungen sind für konkrete Rechnungen selten von Nutzen und
eher für theoretische Überlegungen von Interesse. Für praktische Anwendungen
ist es von zentraler Bedeutung, daß man die Derivierten eines gegebenen links-
exakten beziehungsweise rechtsexakten Funktors bereits über Auflösungen durh
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azyklische Objekte berechnen kann. In [TD] 3.4.13 diskutieren wir, wie man den
Begriff derivierter Funktoren ebenso wie obige Proposition auf Situationen verall-
gemeinern kann, in denen es nicht genug Injektive gibt. Von unserem derzeitigen
Stand aus ist allerdings noch nicht einmal klar, wie in dieser Allgemeinheit „azy-
klisch“ überhaupt zu definieren sein sollte.

3.6.9 (Partielles Derivieren mit Auflösungen durch partiell Azyklische). Ge-
geben ein linksexakter Funktor F : A → B von einer abelschen Kategorie mit
genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie und ein festes N ∈ N sind
sogar für jede Auflösung A ↪→ J� eines Objekts A ∈ A mit (RqF )(Jp) = 0 für
alle (q, p) mit q > 0 und q+p ≤ N unsere kanonischen Morphismen Isomorphis-
men

τ : HqFJ� ∼→ (RqF )(A) für n < N.

Der Beweis bleibt im wesentlichen derselbe, die Details mag der Leser zur Übung
ausarbeiten. Insbesondere können wir RqF auch bereits mit Auflösungen durch
(q + 1)-azyklische Objekte berechnen.

Beweis. Seien A ↪→ I� eine injektive Auflösung von A und f� : J� → I� die
bis auf Homotopie wohldefinierte Fortsetzung der Identität auf A nach 3.2.6. Es
gilt zu zeigen, daß die Kettenabbildung

Ff� : FJ� → FI�

Isomorphismen auf der Homologie induziert. Da aber f� : J� → I� Isomor-
phismen auf der Homologie induziert, muß die Homologie des Abbildungskegels
K := K(f�) identisch verschwinden. Dieser Abbildungskegel beginnt im Grad
−1 und wir können ihn aufspalten in kurze exakte Sequenzen

K−1 ↪→ K0 � C0

C0 ↪→ K1 � C1

C1 ↪→ K2 � C2

. . . . . . . . .

Aus der langen exakten Sequenz der derivierten Funktoren 3.6.1 folgt induktiv,
daß alle in diesen kurzen exakten Sequenzen auftauchenden Objekte F -azyklisch
sein müssen. Damit sehen wir dann sofort, daß K(f�) exakt bleibt unter F . Da
also nun F K(f�) = K(Ff�) exakt ist, muß Ff� Isomorphismen auf der Homo-
logie induzieren.

3.6.10. Wir sagen, ein additiver Funktor F : A → B von einer abelschen Ka-
tegorie mit genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie habe endliche
homologische Rechtsdimension, wenn es ein d gibt mit RqF = 0 für q > d.
Das kleinstmögliche derartige d oder genauer das Infimum aller derartigen d heißt
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dann die homologische Rechtsdimension unseres Funktors. Insbesondere hat der
Nullfunktor die homologische Rechtsdimension −∞. Analoges vereinbaren wir
für Links statt Rechts. Eine Verallgemeinerung unserer Definitionen geben wir in
[TD] 3.6.1.

Übungen

Übung 3.6.11 (Ein Spektralsequenzargument). Sei F : A → B ein linksexakter
Funktor von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere abel-
sche Kategorie und A∗ ein Komplex von F -azyklischen Objekten mit An = 0 für
n < 0. Wir nehmen weiter an, es gelte (RqF )HpA∗ = 0 für alle (q, p) mit q > 0
und q + p ≤ N . Man zeige, daß dann die natürlichen Morphismen aus 3.2.37 für
n < N Isomorphismen

HnFA∗
∼→ FHnA∗

sind. Hinweis: Man verfeinere den Beweis von 3.6.7. Im Rahmen der allgemeinen
Theorie der Spektralsequenzen folgt die Aussage unmittelbar aus 9.3.11.

Übung 3.6.12 (Injektive Objekte in Kategorien nichtnegativer Komplexe).
Gegeben eine abelsche Kategorie A betrachten wir die abelsche Kategorie

Ket≥0(A)

aller für negative Indizes verschwindenden Komplexe inA. Die injektiven Objek-
te dieser Kategorie sind genau alle entsprechenden Komplexe aus injektiven Ob-
jekten von A, bei denen die Kohomologie in von Null verschiedenen Graden ver-
schwindet und bei denen die Zykel ker ∂ : In → In+1 in jedem Grad oder gleich-
bedeutend im Grad n = 0 direkte Summanden von In sind. In der Tat sieht man
leicht, daß jeder Komplex dieser Art ein injektives Objekt von Ket≥0(A) ist, da
es ein Produkt von Komplexen der Typen I[0] und (I

∼→ I) ist für I ∈ iA. Ande-
rerseits ist leicht zu sehen, daß bei einem injektiven Objekt von Ket≥0(A) die Zy-
kel an jeder Stelle zu iA gehören müssen, man teste mit Homomorphismen nach
A[n] ↪→ B[n], und die Objekte an jeder Stelle zu iA gehören müssen, man teste
mit Injektionen von Zwei-Term-Komplexen (A

∼→ A) ↪→ (B
∼→ B). Schließlich

ist jeder unserer Komplexe X Unterkomplex eines weiteren Komplexes Y mit
HqY = 0 für q > 0, und ist X injektiv, so muß diese Einbettung spalten und wir
folgern HqX = 0 für q > 0. Hat A genügend Injektive, so auch Ket≥0(A), wie
man leicht einsieht. Für die Rechtsderivierten von H0 : Ket≥0(A) → A erhalten
wir dann natürliche Isomorphismen

(RqH0)(K∗)
∼⇒ HqK∗

vermittels der Interpretation einer injektiven Auflösung in Ket≥0(A) als Doppel-
komplex im ersten Quadranten, dessen Zeilen und Spalten in positiven Graden
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exakt sind. Die Kohomologie des senkrechten Kernkomplexes berechnet nun die
linke Seite Seite und die Kohomologie des waagerechten Kernkomplexes die rech-
te Seite und der waagerechte Kernkomplex ist schlichtK∗ selber und beide Koho-
mologien gehen nach 4.6.8 isomorph auf die Kohomologie des Totalkomplexes.

Ergänzung 3.6.13. Ein Student könnte einmal ausarbeiten, inwiefern das Vorher-
gehende gültig bleibt, wennA nicht genug Injektive hat und man derivierte Funk-
toren im in [TD] 3.4.2 erklärten verallgemeinerten Sinne versteht.

Übung 3.6.14. In der Kategorie aller graduierten Moduln über einem graduierten
Ring gibt es genügend injektive Objekte.

Übung 3.6.15. Sei F : A → B ein linksexakter Funktor von einer abelschen
Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie. Sei

. . .→ J−1 → J0 → J1 → . . .

eine exakte Sequenz mit F -rechtsazyklischen Jq. Man zeige: Bleibt unsere Se-
quenz nicht exakt unter F , so kann keiner der derivierten Funktoren RqF für q ≥ 0
der Nullfunktor sein.

Übung 3.6.16. Sei F : A → B ein linksexakter Funktor von einer abelschen
Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie. Sei weiter

J−d ↪→ . . .→ J−2 → J−1 → J0 � A

eine exakte Sequenz mit F -rechtsazyklischen Jq, die „in die andere Richtung
geht als eine Auflösung“. Man zeige: Alle Kokerne cok(Jq−1 → Jq) sind F -
rechtsazyklisch undA ist F -rechtsazyklisch und unsere Sequenz bleibt exakt beim
Anwenden von F . Dasselbe folgt im Übrigen auch ohne die Annahme der Exis-
tenz von genug Injektiven, wenn wir die Eigenschaft „F -rechtsazyklisch“ wie in
[TD] 3.4.2 verstehen und [TD] 3.4.14 zu Hilfe nehmen.

Übung 3.6.17. Sei F : A → B ein linksexakter Funktor von einer abelschen
Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie. Sei

A ↪→ J0 → J1 → . . .→ Jd−1 � C

eine exakte Sequenz mit F -rechtsazyklischen Jν . Ist die homologische Rechtsdi-
mension von F höchstens d, so ist auch C ein F -rechtsazyklisches Objekt.

Übung 3.6.18. Sei G : A → B ein additiver Funktor von abelschen Kategori-
en und es habe A genug Projektive. Man erinnere aus 3.2.33 die augmentierten
Linksderivierten LqG : AG → B und leite die lange exakte Sequenz der augmen-
tierten derivierten Funktoren zu einer kurzen exakten Sequenz in AG her.
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Übung 3.6.19 (Nullhomotope Komplexe). Man zeige, daß ein Komplex (Xn, ∂)
von abelschen Gruppen genau dann nullhomotop ist, wenn es Gruppen An und
Isomorphismen Xn ∼→ An ⊕ An+1 gibt, unter denen der Randoperator der Kom-
position

An ⊕ An+1 � An+1 ↪→ An+1 ⊕ An+2

von Projektion und Injektion entspricht. Mutige zeigen dasselbe in beliebigen
abelschen Kategorien und sogar noch allgemeiner beliebigen additiven Katego-
rien mit spaltenden Idempotenten.

Übung 3.6.20 (Zu Komplexen mit Differential Null homotope Komplexe). Man
zeige, daß ein Komplex (Y n, ∂) von abelschen Gruppen genau dann homoto-
pieäquivalent ist zu einem Komplex mit verschwindenden Differentialen, wenn
es Gruppen An, Hn und Isomorphismen Xn ∼→ An ⊕ Hn ⊕ An+1 gibt, unter
denen der Randoperator der Komposition

An ⊕Hn ⊕ An+1 � An+1 ↪→ An+1 ⊕Hn+1 ⊕ An+2

von Projektion und Injektion entspricht. Wir nennen Komplexe mit dieser Eigen-
schaft maximal spaltend. Mutige zeigen dasselbe in beliebigen abelschen Kate-
gorien und sogar noch allgemeiner in beliebigen additiven Kategorien mit spal-
tenden Idempotenten.

3.7 Gruppenkohomologie*
3.7.1. An dieser Stelle geht es nur um die Definition der Gruppenkohomologie als
Anwendung unserer Konstruktionen aus der abstrakten homologischen Algebra
und um die Beziehung der Gruppenkohomologie mit konstanten Koeffizienten
zur singulären Kohomologie. In 8.3 besprechen wir dann feiner die Beziehung
der Gruppenkohomologie mit beliebigen Koeffizienten zur Garbenkohomologie.
In 3.8.2 besprechen wir nichtabelsche Gruppenkohomologie.

Definition 3.7.2. Sei G eine Gruppe. Unter einem G-Modul verstehen wir ei-
ne abelsche Gruppe A mit einer Operation G → Grp×(A) von G auf A durch
Gruppenhomomorphismen, als da heißt ein Objekt A von G -Ab.

3.7.3. Gegeben ein G-Modul A bilden wir zwei abelsche Gruppen AG und AG,
genannt die Invarianten und die Ko-Invarianten vonA, vermittels der Vorschrift

AG := {a ∈ A | ga = a ∀g ∈ G}
AG := A/〈a− ga | a ∈ A, g ∈ G〉

Hier besteht AG genau aus allen unter G invarianten Elementen von A und ist
damit die größte unter G invariante Untergruppe von A. Dual ist AG der „größte
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Quotient von A, auf dem G trivial operiert“. Etwas formaler können wir jede
abelsche Gruppe mit der trivialen G-Operation versehen und so einen Funktor
Ab → G -Ab definieren. Das Bilden der Invarianten beziehungsweise der Koin-
varianten ist dann der Rechts- beziehungsweise Linksadjungierte zu diesem Funk-
tor.

3.7.4 (Invarianten und Koinvarianten in Modulsprache). Bilden wir wie in
[NAS] 1.2.1 den Gruppenring ZG, so ist ein G-Modul nichts anderes als ein Mo-
dul über dem Ring ZG. Der Funktor, der jede abelsche Gruppe mit der trivialen
G-Operation versieht, entspricht dann dem Zurückholen

resZGZ : Z -Mod→ ZG -Mod

vermittels des Ringhomomorphismus ZG → Z, der jedes Gruppenelement auf
die Eins wirft. Im Rahmen des allgemeinen Formalismus aus [NAS] 6.3.2 haben
wir demnach natürliche Isomorphismen AG

∼→ indZ
ZGA = HomZG(Z, A) und

AG
∼→ prodZ

ZGA = Z⊗ZG A.

Definition 3.7.5 (Gruppenhomologie und Gruppenkohomologie). Sicher ist
A 7→ AG ein linksexakter und A 7→ AG ein rechtsexakter Funktor G -Ab → Ab.
Die Rechtsderivierten von A 7→ AG nennt man die Kohomologie der Gruppe G
mit Koeffizienten in A und notiert sie

Hq(G;A)

Die Linksderivierten von A 7→ AG nennt man die Homologie der Gruppe G mit
Koeffizienten in A und notiert sie

Hq(G;A)

Speziell gilt also H0(G;A) = AG und H0(G;A) = AG. Redet man von Grup-
penhomologie oder Gruppenkohomologie ohne Koeffizienten zu spezifizieren, so
sind meist Koeffizienten in der Einsdarstellung Z gemeint.

3.7.6 (Gruppenhomologie und -kohomologie in Modulsprache). Sei G eine
Gruppe und A ein G-Modul. Verstehen wir Z als G-Modul mit der trivialen Ope-
ration von links beziehungsweise von rechts, so liefern unsere offensichtlichen
kanonischen Isomorphismen AG

∼→ HomZG(Z, A) und AG
∼→ Z ⊗ZG A auch

kanonische Isomorphismen

Hq(G;A)
∼→ TorZGq (Z, A)

Hq(G;A)
∼→ ExtqZG(Z, A)

mit Ext und Tor wie in 3.2.14 und 3.2.26.
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3.7.7 (Ursprung der Terminologie). Es mag verwirren, daß Kohomologie die
Invarianten und Homologie die Koinvarianten verallgemeinert. Der Grund ist die
Entstehung dieser Begriffe aus topologischen Überlegungen, genauer aus der Er-
kenntnis 3.7.12, daß die Kohomologie beziehungsweise Homologie eines Quoti-
entenG\X für einen zusammenziehbaren topologischen RaumX mit topologisch
freier Operation einer GruppeG nur von der GruppeG selbst und nicht vonX ab-
hängt und folglich die Bezeichnung Hq(G\X;Z) = Hq(G;Z) beziehungsweise
Hq(G\X;Z) = Hq(G;Z) verdient.

Beispiel 3.7.8 (Homologie und Kohomologie von Z/2Z). Wir betrachten die
zweielementige Gruppe G = {e, g}. Sie ist kommutativ und dasselbe gilt für
ihren Gruppenring. Eine freie Auflösung des ZG-Moduls Z wird gegeben durch
den Komplex

. . .
(1−g)−→ ZG (1+g)−→ ZG (1−g)−→ ZG� Z

Schneiden wir das Z am Ende ab und wenden auf den Rest den Funktor der Ko-
invarianten an, so ergibt sich der Komplex

. . .
0→ Z 2→ Z 0→ Z

Damit erhalten wir schließlich H0(G;Z) ∼= Z, Hq(G;Z) ∼= Z/2Z für q ≥ 2
gerade und Hq(G;Z) = 0 für q ungerade. Ist allgemeiner A ein G-Modul, so
können wir unseren Isomorphismus Hq(G;A)

∼→ TorZGq (Z, A) anwenden und
dürfen das nach 4.6.13 mithilfe des obigen Komplexes als freie Auflösung des
trivialen G-Rechtsmoduls Z berechnen. So erhalten wir dann eine Beschreibung
der Gruppenhomologie Hq(G;A) als Homologie des Komplexes

. . .
1−g→ A

1+g→ A
1−g→ A

Die Gruppenkohomologie berechnen wir ähnlich, indem wir vom Isomorphismus
Hq(G;A)

∼→ ExtqZG(Z, A) ausgehen und das nach [TD] 2.3.10 mithilfe des obi-
gen Komplexes als freie Auflösung des trivialen G-Linksmoduls Z berechnen. So
ergibt sich die Gruppenkohomologie mit Koeffizienten in A als Kohomologie des
Komplexes

. . .
1−g← A

1+g← A
1−g← A

3.7.9 (Gruppenkohomologie über die Standardauflösung). SeiG eine Gruppe.
Um die Bedeutung der Gruppenkohomologie für kleine q zu verstehen, erinnern
wir uns daran, daß wir nach [TS] 1.1.15 für jede MengeG einen exakten Komplex

Z ∂← ZG ∂← ZG2 ∂← . . .

erhalten mit Randoperatoren ∂(g0, . . . , gq) =
∑

(−1)i(g0, . . . , ĝi, . . . , gq). Ist G
eine Gruppe und lassen wir G auf G × . . . × G operieren durch die Vorschrift
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g(g0, . . . , gq) = (gg0, . . . , ggq), so wird unser Komplex eine freie Auflösung des
trivialen ZG-Moduls Z. Unter den Identifikationen

(ZG)Gq ∼→ ZGq+1

g0(g1, . . . , gq) 7→ (g0, g0g1, g0g1g2, . . . , g0g1 . . . gq)

stellt sich zwar die ZG-Operation in einfacherer Form dar, der Randoperator wird
jedoch komplizierter und wird die ZG-lineare Abbildung (ZG)Gq → (ZG)Gq−1

vom freien ZG-Modul über Gq in den freien ZG-Modul über Gq−1, die auf den
freien Erzeugern gegeben wird durch

∂(g1, . . . , gq) = g1(g2, . . . , gq) + (−1)q(g1, . . . , gq−1)

+
∑q−1

i=1 (−1)i(g1, . . . , gigi+1, . . . , gq)

Wir nennen diesen Komplex der (ZG)Gq die Standardauflösung.

Lemma 3.7.10 (Erste Gruppenkohomologie bei trivialer Operation). Operiert
eine Gruppe G trivial auf einer abelschen Gruppe A, so liefert die Konstruktion
im folgenden Beweis einen kanonischen Isomorphismus zwischen der ersten Ko-
homologie von G mit Koeffizienten in A und der Menge der Gruppenhomomor-
phismen von G nach A, in Formeln

H1(G;A)
∼→ Grp(G,A)

Beweis. Die Einskozykel in der Standardauflösung 3.7.9 sind die ZG-Homomor-
phismen f : (ZG)G→ Amit f ◦∂ = 0. Schränken wir sie ein auf die offensichtli-
che ZG-Basis G von (ZG)G, so werden Einskozykeln identifiziert mit Abbildun-
gen f : G → A derart, daß gilt xf(y) − f(xy) + f(x) = 0 für alle x, y ∈ G, wo
wir der Übersichtlichkeit halber statt g1, g2 die Symbole x, y verwenden. Derartige
Abbildungen nennt man im allgemeinen gekreuzte Homomorphismen. Operiert
G trivial auf A, so vereinfacht sich das zu f(y) + f(x) = f(xy) und wir ha-
ben den Raum der Einskozykeln identifiziert mit dem Raum aller Gruppenhomo-
morphismen Grp(G,A). Die Koränder ihrerseits sind die ZG-Homomorphismen
(ZG)G→ A der Gestalt f = h ◦∂, also der Gestalt f(x) = xa−a für ein a ∈ A,
das das Bild des freien Erzeugers () von (ZG)G0 unter h bedeutet. Operiert G
trivial auf A, so sind mithin alle Einskoränder null.

3.7.11 (Zweite Gruppenkohomologie und Gruppenerweiterungen). Seien G
eine Gruppe und A ein G-Modul. Die Zweikozykel in der Standardauflösung
3.7.9 sind per definitionem genau die ZG-Homomorphismen f : (ZG)G2 → A
mit f ◦ ∂ = 0. Unter Restriktion auf die freien Erzeuger entsprechen sie einein-
deutig den Abbildungen h : G × G → A derart, daß für alle x, y, z ∈ G gilt
xh(y, z) − h(x, y) − h(xy, z) + h(x, yz) = 0. Solche Abbildungen heißen auch
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selbst Zweikozykel und gegeben solch ein Zweikozykel können wir A × G zu
einer Gruppe E machen vermittels der Verknüpfung

(a, x)(b, y) = (a+ xb+ h(x, y), xy)

So erhalten wir eine kurze exakte Sequenz von Gruppen A ↪→ E � G. Man
zeigt ohne Schwierigkeiten, daß H2(G;A) die Isomorphieklassen von derartigen
Erweiterungen bei vorgegebener Operation von G auf A durch Konjugation klas-
sifiziert. Eine zweite kurze exakte Sequenz A ↪→ E ′ � G heißt hier isomorph zu
A ↪→ E � G, wenn es einen Gruppenisomorphismus E ∼→ E ′ gibt derart, daß
das Diagramm

A ↪→ E � G
‖ ↓ ‖
A ↪→ E ′ � G

kommutiert. Die Null in H2(G;A) entspricht hierbei dem Fall, daß E das semidi-
rekte Produkt ist. Mehr dazu findet man in [Mac63].

Satz 3.7.12 (Gruppen(ko)homologie und singuläre (Ko)homologie). Seien X
ein zusammenziehbarer topologischer Raum und G eine diskrete Gruppe, die to-
pologisch frei von rechts auf X operiert. Sei weiter A eine abelsche Gruppe mit
trivialer G-Operation. So haben wir kanonische Isomorphismen

Hq(G;A)
∼→ Hq(X/G;A)sing

Hq(G;A)
∼→ Hq(X/G;A)sing

3.7.13. Die Homologie beziehungsweise Kohomologie der Gruppe G mit Koeffi-
zienten in der abelschen Gruppe A mit der trivialen G-Operation ist demnach ka-
nonisch isomorph zur singulären Homologie beziehungsweise Kohomologie des
Bahnenraums X/G mit Koeffizienten in A.

Beweis. Man sieht leicht ein, daß der Komplex der singulären Ketten SX � Z
eine Auflösung von Z durch freie ZG-Moduln ist. Genauer operiert G nach dem
Satz über die Existenz und Eindeutigkeit von Lifts [TF] 3.4.12 frei auf der Menge
der singulären Simplizes und jedes Repräsentantensystem für die Bahnen ist eine
ZG-Basis. Fassen wir unsere Räume von Ketten als ZG-Rechtsmoduln auf, so
liefert die Projektion einen Isomorphismus von Kettenkomplexen

(SX)⊗ZG A
∼→ S(X/G;A)

In der Tat ist das Bild unserer ZG-Basis von SX ist offensichtlich eine Z-Basis
von S(X/G). Gehen wir auf beiden Seiten zur Homologie über, so ergibt sich die
erste Behauptung. Fassen wir unsere Räume von Ketten als ZG-Linksmoduln auf,
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so erkennen wir ähnlich, daß die Projektion einen Isomorphismus von Kettenkom-
plexen der Gestalt

HomZ(S(X/G), A)
∼→ HomZG(SX,A)

liefert. Gehen wir auf beiden Seiten zur Kohomologie über, so ergibt sich die
zweite Behauptung.

Satz 3.7.14 (Gruppenkohomologie und singuläre Kohomologie, Variante). Sei-
enX ein wegzusammenhängender topologischer Raum undG eine diskrete Grup-
pe, die topologisch frei von rechts auf X operiert. Seien weiter A eine abelsche
Gruppe mit trivialer G-Operation und q ≥ 0.

1. Gilt H1(X;A)sing = . . . = Hq(X;A)sing = 0, so haben wir einen kanoni-
schen Isomorphismus Hq(G;A)

∼→ Hq(X/G;A)sing.

2. Gilt H1(X;A)sing = . . . = Hq(X;A)sing = 0, so haben wir einen kanoni-
schen Isomorphismus Hq(G;A)

∼→ Hq(X/G;A)sing.

Beweis. Mutatis mutandis identisch zum Beweis von 3.7.12.

Beispiel 3.7.15. Betrachten wir auf der Sphäre Sn die Operation der zweielemen-
tigen Gruppe G := Z/2Z, die jeden Punkt auf den gegenüberliegenden Punkt
wirft, so folgt für q < n unmittelbar Hq(Z/2Z;A) ∼= Hq(PnR;A) in Überein-
stimmung mit unserer Berechnung der Homologie [TS] 5.1.6 der reell-projektiven
Räume und unserer Berechnung 3.7.8 der Gruppenhomologie der zweielementi-
gen Gruppe. Ebenso erhalten wir wieder unter der Voraussetzung q < n für die
Kohomologie Hq(Z/2Z;A) ∼= Hq(PnR;A).

Übungen

Übung 3.7.16. Man finde für jeden Gruppenhomomorphismus G→ A eine kurze
exakte Sequenz vonG-ModulnA ↪→ E � Z, die sein Bild unter den kanonischen
Isomorphismen Grp(G,A)

∼→ H1(G;A)
∼→ Ext1

ZG(Z, A) im Sinne von [TD]
2.7.7 repräsentiert.

Übung 3.7.17. Gegeben eine abelsche Gruppe A mit einer Operation der Gruppe
G = Z, bei der die Eins durch den Automorphismus T : A

∼→ A operiert, zeige
man:

Hq(Z;A) ∼=


{a ∈ A | T (a) = a} q = 0;
A/ im(T − id) q = 1;
0 sonst.

Hinweis: Die durch Multiplikation mit (T−1) gegebene Einbettung Z[T, T−1] ↪→
Z[T, T−1] hat den Kokern Z.

80



Übung 3.7.18 (Zurückholen in der Gruppenkohomologie). Gegeben f : G →
H ein Gruppenhomomorphismus und A ∈ G -Ab sowie B ∈ H -Ab Moduln
verstehen wir unter einem Komorphismus von abelschen Gruppen über f einen
Homomorphismus von abelschen Gruppen φ : B → A mit φ(f(g)b) = gϕ(b) für
alle g ∈ G, b ∈ B. Man zeige: Für jeden Komorphismus und jedes q gibt es genau
eine Abbildung

Hqφ : Hq(H;B)→ Hq(G;A)

derart, daß für je zwei Auflösungen A ↪→ I� und B ↪→ J� und jeden Lift von φ
zu einem Komorphismus φ� : J� → I� von Auflösungen über f das Diagramm

Hq((J�)H)
φ�→ Hq((I�)G)

τ ↓ ↓ τ
Hq(H;B)

Hqφ→ Hq(G;A)

kommutiert mit den natürlichen Abbildungen τ aus 3.2.8 in den Vertikalen und
der von unserem Lift φ� induzierten oberen Horizontalen. Des weiteren gelten
die Formeln Hq(φ ◦ ψ) = Hqψ ◦ Hqφ und Hq id = id. Eine gewisse Anschauung
im Fall q = 1 mag 3.8.5 geben. In 4.3.7 werden wir eine ähnliche Konstruktion
kennenlernen, das „Zurückholen in der Garbenkohomologie“.

3.8 Nichtabelsche Kohomologie*
3.8.1. Im folgenden erkläre ich die Bedeutung der ersten Gruppenkohomologie.
Operiert eine Gruppe G auf einer abelschen Gruppe A, so hatten wir ja bereits
in 3.7.5 die abelschen Gruppen Hq(G;A) erklärt und im Fall einer trivialen Ope-
ration in 3.7.10 einen ausgezeichneten Isomorphismus H1(G;A)

∼→ Grp(G,A)
konstruiert. Ist A nicht notwendig kommutativ, so erklären wir im folgenden eine
punktierte Menge

H1
na(G;A) = H1

nichtabelsch(G;A)

und konstruieren im weiteren im Fall einer abelschen Gruppe eine ausgezeich-
nete Bijektion zwischen dieser punktierten Menge und der ersten Kohomologie
aus 3.7.5 mit der Null als ausgezeichnetem Punkt. Damit können wir dann die
Notation auch wieder zu H1(G;A) = H1

na(G;A) vereinfachen.

Definition 3.8.2 (Nichtabelsche Gruppenkohomologie). Seien G eine Gruppe
und A ∈ G -Grp eine Gruppe, auf der G durch Gruppenautomorphismen ope-
riert. Ein G-äquivarianter A-Torsor ist ein A-Torsor X mit einer G-Operation
derart, daß die Operation A×X → X äquivariant ist für G, in Formeln g(ax) =
(ga)(gx) ∀g ∈ G, a ∈ A, x ∈ X . Die Menge aller Isomorphieklassen von G-
äquivarianten A-Torsoren mit dem durch die Klasse des trivialen G-äquivarianten
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A-Torsors X = A gegebenen ausgezeichneten Punkt notieren wir

H1
na(G;A) ∈ Ens∗

und nennen sie die erste Gruppenkohomologie von G mit Koeffizienten in A.

Beispiel 3.8.3 (Erste Gruppenkohomologie bei trivialer Operation). Gegeben
Gruppen G,A mit der Maßgabe, daß G trivial auf A operiert, erhalten wir eine
Bijektion

Grp(G,A)/(intA)
∼→ H1

na(G;A)

durch die Vorschrift, daß wir einem Gruppenhomomorphismus ϕ : G → A die
A-Menge A mit der G-Operation gegeben durch gx := xϕ(g−1) zuordnen. Der
Gruppenhomomorphismus (int a)◦ϕ führt zu einem isomorphenG-äquivarianten
A-Torsor, ein Isomorphismus ist die Multiplikation mit a von rechts.

3.8.4 (Nichtabelsche Gruppenkohomologie durch kohomologe Zykel). Um
unsere Menge H1

na(G;A) von Isomorphieklassen explizit zu beschreiben und da-
bei mit den Notationen nicht durcheinander zu kommen, benutzen wir die expo-
nentielle Schreibweise für die Operation von G und gehen gleichzeitig zu Rechts-
operationen von G über. Weiter unterscheiden wir die Operation von G auf unse-
rem Torsor X durch Klammern von der Operation von G auf der Gruppe A und
schreiben also x(g) := g−1x für x ∈ X sowie ag := g−1a für a ∈ A. Unsere
Äquivarianzbedingung erhält damit die Gestalt

(ax)(g) = agx(g)

Eine äquivariante G-Operation auf dem A-Torsor X = A ist nun festgelegt durch
die Abbildung z : G → A, g 7→ 1(g), denn es gilt stets a(g) = (a1)(g) = agz(g).
Für eine beliebige Abbildung z : G→ A liefert umgekehrt diese Formel für jedes
g eine Bijektion A ∼→ A, a 7→ a(g) mit (ba)(g) = bga(g) für alle a, b ∈ G. Diese
Bijektionen hinwiederum bilden eine Operation von G auf A genau dann, wenn
für alle a ∈ A und g, h ∈ G gilt a(gh) = (a(g))(h), also aghz(gh) = (agz(g))(h) =
(aghz(g)h)z(h), was äquivalent ist zur Bedingung

z(gh) = z(g)hz(h) ∀g, h ∈ G

Eine Abbildung z : G → A, die diese Bedingung erfüllt, heißt ein Einskozykel
von G mit Koeffizienten in A. Die Einskozykel parametrisieren mithin diejenigen
G-Operationen auf der A-Menge X = A, die in der oben beschriebenen Weise
verträglich sind mit der vorgegebenen Operation von G auf A durch Gruppenho-
momorphismen. Man erkennt sofort, daß für abelschesA diese Einskozykel nichts
anderes sind als unsere Einskozykel der Standardauflösung alias gekreuzten Ho-
momorphismen aus dem Beweis von 3.7.10. Wir brauchen also bereits hier die
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Spezifikation „nichtabelsch“ nicht mehr und bezeichnen die Menge der Einsko-
zykel mit

Z1(G;A)

Die Automorphismen der A-Menge A sind nun genau die Rechtsmultiplikationen
(·b) mit Elementen b ∈ A und unter der Identifikation (·b) : A

∼→ A entspricht
die äquivariante G-Operation a 7→ a(g) einer neuen G-Operation gegeben durch
a 7→ a[g] mit a[g]b = (ab)(g) für unser fest gewähltes b. Der Kozykel w(g) = 1[g]

zu unserer neuen Operation berechnet sich demnach aus dem Kozykel z(g) = 1(g)

der alten Operation vermittels der Formel

w(g) = 1[g] = b(g)b−1 = bgz(g)b−1

Wir erhalten so eine Beschreibung unserer Kohomologiemenge Bahnenraum in
Gestalt einer kanonischen Bijektion

Z1(G;A)/A
∼→ H1(G;A)

Die Standgruppe des ausgezeichneten Zykels ∗ ist dabei die Gruppe der G-Inva-
rianten AG. Kozykel in derselben Bahn heißen kohomolog, unsere Kohomologie-
menge ist in dieser Terminologie also die Menge aller Kohomologieklassen von
Kozykeln. Für abelsches und additiv notiertes A sind wieder zwei Kozykel koho-
molog genau dann, wenn ihre Differenz ein Rand ist im Sinne vom Schluß des
Beweises von 3.7.10, folglich erhalten wir für abelsches A in der Tat unser altes
H1 zurück.

3.8.5 (Nichtabelsche Gruppenkohomologie als Funktor). Die erste Kohomo-
logie wird ein Funktor in A, indem wir jedem G-äquivarianten Gruppenhomo-
morphismus alias jedem Morphismus B → A in G -Grp den Morphismus von
bepunkteten Mengen H1(G;B) → H1(G;A) zuordnen, der von X 7→ A ×/B X
induziert wird. Sie ist andererseits bei festem A auch ein kontravarianter Funk-
tor in G in offensichtlicher Weise. Wir können diese beiden Funktorialitäten auch
zusammenfassen und so jedem Komorphismus B → A von Gruppen mit Opera-
tion über einem Gruppenhomomorphismus f : G → H einen Morphismus von
bepunkteten Mengen

H1(H;B)→ H1(G;A)

Der Leser mag zur Übung zeigen, daß er im abelschen Fall unter unseren Bijek-
tionen dem Rückzug aus 3.7.18 entspricht.

Beispiel 3.8.6. Für jeden Einskozykel z : G → A gilt sicher z(1) = 1. Im Fall
einer zweielementigen Gruppe G = {1, γ} erhalten wir damit eine Bijekion

Z1(G;A)
∼→ {a ∈ A | 1 = aγa}
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und eine Bijektion zwischen H1(G;A) und der Menge der A-Bahnen auf besagter
Teilmenge von A unter der A-Operation, die gegeben wird durch die Vorschrift
b · a := bγab−1 für b ∈ A.

3.8.7 (Diskussion der Terminologie). Wenn ich von nichtabelscher Gruppen-
kohomologie rede, meine ich die erste nichtabelsche Gruppenkohomologie H1(G;A).
Die Hq(G;A) mit q > 1 sind bei uns nur für A abelsch definiert. H0(G;A) = AG

nenne ich die G-Invarianten von A.

Ergänzung 3.8.8 (Exakte Sequenzen der nichtabelschen Kohomologie). Sei G
eine Gruppe. Unter einer punktierten G-Menge verstehen wir eine Menge A mit
einem ausgezeichneten Punkt und einer Operation von G, die diesen Punkt fest-
hält. Wir setzen dann H0(G;A) := AG und betrachten das als eine Menge mit
demselben ausgezeichneten Punkt. Die folgenden unter immer stärkeren Voraus-
setzungen immer längeren exakten Sequenzen von punktierten Mengen sind kein
so starkes Hilfsmittel wie exakte Sequenzen von Gruppen, können aber in spezi-
ellen Situationen schon weiterhelfen.

1. Ist A ↪→ B � C eine kurze exakte Sequenz von punktierten G-Mengen
im Sinne von [LA2] 4.6.3, so erhalten wir eine linksexakte Sequenz AG ↪→
BG → CG alias

H0(G;A) ↪→ H0(G;B)→ H0(G;C)

von punktierten Mengen.

2. Ist A eine Gruppe und B eine punktierte Menge mit freier G-äquivarian-
ter A-Operation von links und sind die Fasern von B � C gerade die A-
Bahnen, so erklären wir ∂ : H0(G;C) → H1(G;A) wie folgt: Gegeben
c ∈ CG wählen wir b ∈ B mit b 7→ c und definieren z = zb : G → A
durch z(g)b = bg. Dann gilt z(g)βz(β)b = z(g)βbβ = bgβ , folglich ist zb ein
Element von Z1(G;A). Eine andere Wahl ab führt zu zab(g)(ab) = (ab)g

und damit gilt (ag)−1zab(g)a = zb(g) und wir erhalten einen homologen 1-
Kozykel. Auf diese Weise liefert jedes c ∈ CG eine wohlbestimmte Klasse
∂c ∈ H1(G;A). Damit erhalten wir eine exakte Sequenz

H0(G;A) ↪→ H0(G;B)→ H0(G;C)
∂→ H1(G;A)

In der Tat, hat c ∈ CG ein Urbild b ∈ BG, so ist ∂c die Klasse des konstanten
1-Kozykels zb. Ist umgekehrt b ∈ B ein Urbild von c ∈ CG und ist zb
homolog zum konstanten 1-Kozykel, gibt es also a ∈ A mit zb(g) = aga−1

für alle g ∈ G, gilt also aga−1b = bg ∀g ∈ G, so gilt a−1b ∈ BG und das
ist ein G-invariantes Urbild von c.
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3. Ist A ↪→ B ein injektiver Gruppenhomomorphismus und C = {Ab | b ∈
B} ⊂ P(B) der Raum der Linksnebenklassen, so erhalten wir sogar eine
exakte Sequenz

H0(G;A) ↪→ H0(G;B)→ H0(G;C)
∂→ H1(G;A)→ H1(G;B)

In der Tat, wird ein 1-Kozykel z : G → A nullhomolog in H1(G;B), so
gibt es b ∈ B mit z(g) = bgb−1 ∀g und dann ist z = zb = ∂c für c ∈ CG

das Bild von b. Umgekehrt ist auch klar, daß jedes ∂c in H1(G;B) triviales
Bild hat.

4. Ist A ↪→ B � C eine kurze exakte Sequenz von Gruppen, so haben wir
sogar eine exakte Sechs-Term-Sequenz

AG ↪→ BG � CG ∂→ H1(G;A)� H1(G;B)→ H1(G;C)

und haben H0 umgeschrieben, damit sie in eine Zeile paßt. In der Tat geht
jeder 1-Kozykel aus A natürlich auf den trivialen 1-Kozykel in C. Ist an-
dererseits z : G → B ein 1-Kozykel, der trivial wird in H1(G;C), so gibt
es c ∈ C mit z(g) = cgc−1 ∀g ∈ G. Für jedes Urbild b ∈ B von c folgt
w(g) := (bg)−1z(g)b ∈ A und so ist z homolog zu w ∈ Z1(G;A).

5. Liegt zusätzlich das Bild von A im Zentrum von B, so können wir unse-
re Sequenz um noch einen weiteren Schritt zu einer exakten Sieben-Term-
Sequenz

AG ↪→ BG � CG ∂→ H1(G;A)� H1(G;B)→ H1(G;C)→ H2(G;A)

verlängern. Das sei dem Leser zur Übung überlassen.

Vorschau 3.8.9 (Gruppenkohomologie und Garbenkohomologie). Gegeben ei-
ne Gruppe G und eine G-Gruppe A klassifiziert unsere nichtabelsche Gruppen-
kohomologie H1(G;A) diejenigen G-Mengen mit G-äquivaranter A-Operation,
die unter Vergessen der G-Wirkung isomorph werden zu A selber. Gegeben ein
topologischer Raum X und eine Gruppengarbe A ∈ Grp/X klassifiziert unse-
re nichtabelsche Čech-Kohomologie Ȟ1(X;A) diejenigen Mengengarben auf X
mit A-Operation, die unter dem Rückzug auf alle Mengen mindestens einer of-
fenen Überdeckung von X isomorph werden zu A selber. Als gemeinsame Ver-
allgemeinerung mag man „G-äquivariante Gruppengarben A auf einem topologi-
schen RaumX“ betrachten, und warum nicht gleich für eine topologische Gruppe
G, und warum nicht gleich statt Gruppengarben beliebige nichtnotwendig étale
Gruppenobjekte A ∈ TopX . Die Menge der Isomorphieklassen mag man dann

H1(G%X;A)

notieren und unsere bisherigen Konstruktionen als Spezialfälle betrachten.
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3.8.10 (Topologische nichtabelsche Gruppenkohomologie). Die Definition der
nichtabelschen ersten Gruppenkohomologie 3.8.2 bleibt sinnvoll, wenn wir statt
mit Mengen vielmehr mit topologischen Räumen arbeiten. Dann sind also G und
A topologische Gruppen, die Operationen G × A → A und G ×X → X sollen
stetig sein, und X soll die Topologie als homogener Raum von A tragen. Wollen
wir besonders betonen, daß unsere Kohomologie in dieser Weise verstanden wer-
den soll, so schreiben wir H1

st(G;A). Eine Anwendung diskutieren wir in [AL]
6.4.12.

3.8.11. Im topologischen Fall erhalten wir genauso eine kanonische Bijektion

(Z1
st(G;A)/∼)

∼→ H1
st(G;A)

zwischen den Klassen stetiger 1-Zykel z : G→ A und der entsprechenden Koho-
mologiemenge.
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4 Berechnung von Garbenkohomologie

4.1 Welke Garben sind globale-Schnitte-azyklisch
Definition 4.1.1. Eine Garbe heißt welk, englisch flabby und französisch flasque,
wenn sich jeder Schnitt auf einer offenen Teilmenge zu einem globalen Schnitt
fortsetzen läßt.

Lemma 4.1.2. Sei F ′ ↪→ F � F ′′ eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Garben auf einem topologischen Raum X .

1. Ist F ′ welk, so induziert der Epimorphismus F � F ′′ eine Surjektion
ΓF � ΓF ′′ auf den globalen Schnitten;

2. Sind F ′ und F welk, so ist auch F ′′ welk.

Beweis. 1. Sei s′′ ∈ ΓF ′′ ein globaler Schnitt. Wir betrachten die Menge aller
Paare (U, sU) mit U ⊂◦ X und sU ∈ F(U) einem Urbild von s′′|U . Diese Menge
ist in natürlicher Weise induktiv teilgeordnet und besitzt nach Zorn ein maximales
Element. Ist nun (U, sU) so ein maximales Element und wäre U 6= X , so fänden
wir x ∈ X\U und aufgrund der Surjektivität Fx � F ′′x eine offene Umgebung V
von x sowie sV ∈ F(V ) mit sV 7→ s′′|V . Es folgt

sV |U∩V − sU |U∩V ∈ F ′(U ∩ V )

Setzen wir diese Differenz fort zu einem Schnitt tV ∈ F ′(V ) über V der welken
Garbe F ′, so stimmen (sV − tV ) und sU überein auf U ∩V und verkleben folglich
zu einem Urbild von s′′ auf U ∪ V , das sU fortsetzt. Das steht jedoch im Wider-
spruch zur Maximalität von (U, sU) und wir hatten doch U = X . Teil 2 folgt aus
Teil 1, da die Restriktionen welker Garben auf offene Teilmengen wieder welk
sind.

Satz 4.1.3. Welke abelsche Garben auf einem topologischen Raum sind azyklisch
für den Funktor der globalen Schnitte.

Beweis. Wir werden in 4.1.5 zeigen, daß jede injektive abelsche Garbe welk ist.
Auch hier aber zeigt unser Beweis 3.5.1 für die Existenz von genug injektiven
Objekten in der Kategorie der abelschen Garben schon, daß jede abelsche Garbe
in eine welke injektive abelsche Garbe eingebettet werden kann. Jede abelsche
Garbe F besitzt also eine Auflösung F ↪→ I0 → I1 → . . . durch welke injektive
Garben. Wir zerlegen sie in kurze exakte Sequenzen

F ↪→ I0 � K1

K1 ↪→ I1 � K2

K2 ↪→ I2 � K3

. . . . . . . . .
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Mit dem vorhergehenden Lemma 4.1.2 erkennen wir, daß für welkes F alle Gar-
ben in diesen kurzen exakten Sequenzen welk sind. Mit demselben Lemma erken-
nen wir weiter, daß alle unsere Sequenzen kurz exakt bleiben unter Γ. Das zeigt
aber, daß der Komplex 0→ ΓF → ΓI0 → ΓI1 → . . . exakt ist.

4.1.4. Sei X = U ∪ V eine Überdeckung eines topologischen Raums durch zwei
offene Teilmengen und F eine abelsche Garbe auf X und F ↪→ W� eine welke
Auflösung. So erhalten wir mit s 7→ (s|U , s|V ) und (s, t) 7→ s|U∩V − t|U∩V eine
kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

Γ(X;W�) ↪→ Γ(U ;W�)⊕ Γ(V ;W�)� Γ(U ∩ V ;W�)

Offensichtlich sind Restriktionen welker Garben auf offene Teilmengen wieder
welk. Die zugehörige lange exakte Sequenz, die Mayer-Vietoris-Sequenz der
Garbenkohomologie, hat demnach die Gestalt

. . .Hq(X;F)→ Hq(U ;F)⊕ Hq(V ;F)→ Hq(U ∩ V ;F)→ Hq+1(X;F) . . .

Die Existenz welker injektiver Auflösungen zeigt, daß auch die Randabbildungen
dieser Sequenz nicht von der gewählten welken Auflösung abhängen.

Übungen

Übung 4.1.5 (Injektive Garben sind welk). Ist U ⊂◦ X eine offene Teilmenge
eines topologischen Raums, so erklären wir eine Untergarbe

ZU⊂X ⊂ ZX

dadurch, daß wir ihren étalen Raum erklären als die Teilmenge vom étalen Raum
X × Z von ZX aller Paare (x, n) mit n 6= 0 ⇒ x ∈ U . Gegeben eine weitere
abelsche Garbe G ∈ Ab/X erhalten wir mit den natürlichen Identifikationen in
den Vertikalen ein kommutatives Diagramm

G(X) //

o
��

G(U)

o
��

Ab/X(ZX ,G) // Ab/X(ZU⊂X ,G)

Insbesondere ist jede injektive Garbe welk. In 4.9.9 werden wir unsere Konstrukti-
on der Garbe ZU⊂X als eine spezielle „Ausdehnung durch Null“ verstehen lernen
und in 4.9.13 werden wir unser Argument nocheinmal in einer neuen Notation
wiederholen.
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Übung 4.1.6 (Kriterium für Azyklizität). Sei A eine abelsche Kategorie mit
genug Injektiven und sei Γ : A → B ein linksexakter Funktor. SeiW ⊂ A eine
Menge von Objekten, die die folgenden drei Bedingungen erfüllt:

1. Jede kurze exakte Sequenz F ′ ↪→ F � F ′′ in A mit F ′ ∈ W bleibt unter Γ
eine kurze exakte Sequenz;

2. Gegeben kurze exakte Sequenz F ′ ↪→ F � F ′′ in A mit F ′, F ∈ W folgt
F ′′ ∈ W;

3. Jedes Objekt A ∈ A läßt sich einbetten in ein injektives Objekt von A, das
zusätzlich inW liegt.

So besteht W aus Γ-azyklischen Objekten. Hinweis: Man wiederhole die Argu-
mentation aus dem vorhergehenden Abschnitt.

4.2 Garbenkohomologie der Zahlengeraden
Definition 4.2.1. Wir nennen eine Garbe punktweich, wenn ihre globalen Schnit-
te surjektiv auf alle Halme gehen.

Lemma 4.2.2. Seien F ′ ↪→ F � F ′′ eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Garben auf einer Teilmenge D ⊂ R und F ′ punktweich. So gilt:

1. Der Epimorphismus F � F ′′ induziert eine Surjektion auf den globalen
Schnitten;

2. Ist zusätzlich F welk, so ist auch F ′′ welk.

Beweis. Gegeben ein Schnitt s′′ ∈ F ′′(D) finden wir eine Überdeckung von D
durch ein System V offener Teilmengen V ⊂◦ R und Schnitte sV ∈ F(V ∩D) mit
sV 7→ s′′|V ∩D für alle V ∈ V . Die Vereinigung aller V ∈ V ist sicher eine dis-
junkte Vereinigung nichtleerer offener reeller Intervalle. Wir dürfen beim Beweis
von Teil 1 ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß sie bereits selbst
solch ein Intervall und dann, daß sie sogar bereits selbst ganz R ist. Jede offene
Überdeckung V von R besitzt nun eine Verfeinerung zu einer Überdeckung durch
ein System von offenen Intervallen

Ui := (ai, bi)i∈Z

mit ai < bi−1 < ai+1 < bi für alle i. In der Tat finden wir für jedes r ∈ Z
nach dem Lebesgue’schen Überdeckungssatz ein c(r) ∈ N≥1 derart, daß für alle
x ∈ [r, r + 1] das Intervall (x − 1/c(r), x + 1/c(r)) ganz in einer Menge aus
V enthalten ist. Wählen wir nun α ∈ (1/2, 1) beliebig, so bilden die Intervalle
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(r − α/c(r − 1), r + α/c(r)) und (r + ν/c(r) − α/c(r), r + ν/c(r) + α/c(r))
für 1 ≤ ν < c(r) bei geeigneter Nummerierung ein System von Intervallen der
beschriebenen Art. Nach Konstruktion finden wir stets ein Urbild si ∈ F(Ui∩D)
der Restriktion s′′i ∈ F ′′(Ui∩D) von s′′ auf Ui∩D. Jetzt wählen wir, wann immer
diese Menge nicht leer ist, einen Punkt

xi ∈ Ui ∩ Ui+1 ∩D

und wählen dann zusätzlich ein ti ∈ F ′(D), das im Halm von F bei xi dasselbe
Bild hat wie si − si+1, und eine offene Umgebung Wi ⊂ Ui ∩ Ui+1 von xi in
R derart, daß ti sogar auf ganz Wi ∩ D mit si − si+1 übereinstimmt. Ist Ui ∩
Ui+1 ∩ D leer, setzen wir dahingegen Wi := Ui ∩ Ui+1 und nehmen ti ∈ F ′(D)
beliebig. Dann verkleinern wir unsere Ui zu offenen Intervallen U ′i derart, daß
ihre Vereinigung immer noch ganz R ist und daß gilt U ′i ∩ U ′i+1 ⊂ Wi für alle
i. Schließlich verkleben die Schnitte auf den U ′i ∩ D, die gegeben werden durch
si + ti−1 + . . . + t0 für i ≥ 1 und s0 für i = 0 und si − ti − ti+1 − . . . − t−1 für
i ≤ −1, zu dem gesuchten globalen Schnitt s ∈ F(D) mit s 7→ s′′. Die zweite
Behauptung in unserem Lemma folgt offensichtlich aus der Ersten.

Satz 4.2.3 (Garbenkohomologie von Teilmengen D ⊂ R). Gegeben eine abel-
sche Garbe F auf einer Teilmenge D ⊂ R gilt Hq(D;F) = 0 für q > 1 und bei
punktweichem F sogar für q > 0.

Beispiele 4.2.4. Ist I ⊂ R ein nichtleeres reelles Intervall und M eine abelsche
Gruppe und MI die zugehörige konstante Garbe auf I , so liefert das Bilden der
konstanten Schnitte einen Isomorphismus M ∼→ Γ(I;MI) und die höhere Gar-
benkohomologie von MI verschwindet, in Formeln Hq(I;MI) = 0 für q > 0,
denn jede konstante Garbe ist punktweich. Ebenso folgt Hq(Q;F) = 0 für je-
de abelsche Garbe F auf dem topologischen Raum Q mit der von R induzierten
Topologie und alle q > 0, denn offensichtlich ist jede abelsche Garbe auf Q punkt-
weich.

Beweis. Ist F punktweich, so finden wir nach 4.2.2 eine kurze exakte Sequenz
F ↪→ G0 � G1 mit G0 und G1 welk. Da welke Garben globale-Schnitte-azyklisch
sind und da nach 3.6.7 zur Berechnung der Kohomologie jede azyklische Auf-
lösung herangezogen werden kann, folgt Hq(D;F) = 0 für q > 1 und H1(D;F) =
coker(ΓG0 → ΓG1) = 0, die letzte Gleichheit wieder nach 4.2.2. Für allgemeines
F finden wir eine kurze exakte Sequenz F ↪→ G0 � G1 mit G0 welk. Als Quoti-
ent einer punktweichen Garbe ist dann G1 punktweich und damit azyklisch nach
dem bereits behandelten Fall. Der Satz folgt dann wieder mit unserer Erkenntnis
3.6.7, daß zur Berechnung der Kohomologie jede Auflösung durch Γ-azyklische
abelsche Garben herangezogen werden kann.
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Illustration zum Beweis von 4.2.2.
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4.3 Zurückholen in der Garbenkohomologie
Definition 4.3.1. Seien f : X → Y eine stetige Abbildung und F ∈ pC/X
sowie G ∈ pC/Y Prägarben mit Werten in einer Kategorie C. Ein Komorphismus
φ : G → F über f ist eine Vorschrift φ, die beliebigen U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y
mit f(U) ⊂ V einen Morphismus φUV : G(V )→ F(U) in der Gegenrichtung so
zuordnet, daß diese Morphismen mit Restriktionen auf offene Teilmengen U1 ⊂◦ U
und V1 ⊂◦ V mit f(U1) ⊂ V1 verträglich sind. Wir notieren

pC/f◦(G,F)

die Menge dieser Komorphismen. Komorphismen über der Identität sind Homo-
morphismen von Prägarben.

Beispiel 4.3.2. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y und eine Gruppe G
erhalten wir einen ausgezeichneten Komorphismus GY → GX über f zwischen
den jeweiligen konstanten Garben durch das „Vorschalten von f“, das für alle
V ⊂◦ Y einen Gruppenhommorphismus GY (V )→ GX(f−1(V )) liefert.

4.3.3 (Komposition von Komorphismen von Prägarben). Gegeben stetige Ab-
bildungen f : X → Y und g : Y → Z sowie Prägarben F ,G,H über X, Y, Z
sowie ein Komorphismus φ : G → F über f und ein Komorphismus ψ : H → G
über g bildet man in offensichtlicher Weise einen Komorphismus φ ◦ ψ : H → F
über g ◦ f .

4.3.4 (Vorschub). Gegeben f : X → Y eine stetige Abbildung und C eine Ka-
tegorie und F ∈ pC/X eine Prägarbe erklären wir ihren Vorschub oder auch ihr
direktes Bild f∗F als die Prägarbe auf Y gegeben durch

(f∗F)(U) := F(f−1(U))

Wir erhalten so einen Funktor f∗ : pC/X → pC/Y . Offensichtlich ist der Vor-
schub einer Garbe wieder eine Garbe. Für den étalen Raum des Vorschubs einer
Mengengarbe habe ich nur im Fall einer abgeschlossenen Einbettung eine gewisse
Anschauung, die sich auf das anschließende Beispiel und die Beschreibung 2.2.18
des étalen Raums eines Wolkenkratzers stützt. Das Nachschalten des offensicht-
lichen Komorphismus κ : f∗F → F liefert für jede Prägarbe G ∈ C/Y eine
Bijektion

pC/Y (G, f∗F)
∼→ pC/f◦(G,F)

Insbesondere faktorisiert unser Komorphismus, wenn er von einer Garbe F aus-
geht, stets in eindeutiger Weise über den natürlichen Morphismus G → G+ über
Y in die Garbifizierung. Gegeben ein globaler Schnitt s ∈ Γ(F) notiere ich
f∗(s) ∈ Γ(f∗F) sein Bild.
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4.3.5 (Wolkenkratzer als Vorschub). Sei (X, x) ein bepunkteter topologischer
Raum. Bezeichne emx : top ↪→ X die zugehörige Einbettung oder englisch „em-
bedding“ des einpunktigen Raums. So erhalten wir für jede Menge G einen Iso-
morphismus

G(x)
∼→ emx∗Gtop

durch die Abbildungen G(x)(U)
∼→ Gtop(em−1

x (U)), die im Fall x ∈ U jedem g ∈
G = G(x)(U) die entsprechende einwertige Abbildung g ∈ Gtop(top) zuordnen
und im Fall x 6∈ U dem einzigen Element von G(x)(U) das einzige Element von
Gtop(∅). Der Vorschub unter unserer Einbettung macht also aus einer Menge G,
aufgefaßt vermittels 1.3.6 als Mengengarbe auf dem einpunktigen topologischen
Raum top, den Wolkenkratzer G(x) mit Faser G bei x.

4.3.6 (Inkompatibilität von Vorschub und Garbifizierung). Vorschub vertauscht
nicht mit Garbifizierung. Bezeichnet genauer und in Formeln fp

∗ den Vorschub von
Prägarben, so ist die kanonische Abbildung (fp

∗F)+ → f∗(F+) im allgemeinen
kein Isomorphismus. Man sieht das schon im Beispiel der Projektion f auf einen
Punkt.

Satz 4.3.7 (Zurückholen in der Garbenkohomologie). Gegeben f : X → Y
eine stetige Abbildung und φ : G → F ein Komorphismus von abelschen Garben
über f gibt es für jedes q genau eine Abbildung

Hqφ : Hq(Y ;G)→ Hq(X;F)

derart, daß für je zwei Auflösungen F ↪→ A� und G ↪→ B� und jeden Lift von φ
zu einem Komorphismus φ� : B� → A� von Auflösungen über f das Diagramm

HqΓB� φ�→ HqΓA�

τ ↓ ↓ τ
Hq(Y ;G)

Hqφ→ Hq(X;F)

kommutiert mit den natürlichen Abbildungen τ aus 3.2.8 in den Vertikalen und
der von unserem Lift φ� induzierten oberen Horizontalen. Des weiteren gelten die
Formeln Hq(φ ◦ ψ) = Hqψ ◦ Hqφ und Hq id = id.

4.3.8 (Zurückholen im Fall von konstanten Koeffizienten). Insbesondere er-
halten wir für jede stetige Abbildung f : X → Y eine natürliche Abbildung

Hq(Y ;Z)garb → Hq(X;Z)garb

mit dem Komorphismus ZY → ZX über f aus 4.3.2, das Zurückholen, und so
liefert die Garbenkohomologie eine Folge von Funktoren Hq

garb : Topopp → Ab.
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Vorschau 4.3.9. Daß das Zurückholen auf der Garbenkohomologie mit konstanten
Koeffizienten ein Ringhomomorphismus ist, zeigen wir in [TD] 2.6.18 im Rahmen
der derivierten Kategorien. In 5.4.10 zeigen wir, daß sich das Zurückholen unter
glatten Abbildungen in der de-Rham-Kohomologie durch das Zurückholen glatter
Differentialformen berechnen läßt, und in 5.1.3, daß es in der singulären Kohomo-
logie dem gewöhnlichen Zurückholen [TS] ?? entspricht. In [TSF] 2.3.5 erklären
wir, wie das Zurückholen im Formalismus der sechs Funktoren verstanden werden
kann.

Satz 4.3.10 (Rückzug von Garben). Gegeben f : X → Y eine stetige Abbildung
besitzt der Vorschub f∗ : Ens/X → Ens/Y von Mengengarben einen Linksadjun-
gierten, den Rückzug f ∗ : Ens/Y → Ens/X .

Beweis. Man erklärt zu G ∈ Ens/Y zunächst eine Prägarbe f ∗pG ∈ pEns/X durch
die Vorschrift

(f ∗pG)(U) := colfV⊃f(U) G(V )

für U ⊂◦ X , wo der Kolimes über alle V ⊂◦ Y mit f(U) ⊂ V zu bilden ist und
wir als Restriktionsabbildungen die natürlichen Abbildungen „vom kleineren zum
größeren Kolimes“ nehmen. Dann erklärt man f ∗G := (f ∗pG)+ als die Garbifizie-
rung dieser Prägarbe. Die Adjunktionsisomorphismen schließlich werden in der
Sprache der Komorphismen konstruiert als die Kompositionen

Ens/X(f ∗G,F)
∼← pEns/X(f ∗pG,F)

∼→ pEns/f◦(G,F)
∼← Ens/Y (G, f∗F)

Hierbei wird die erste horizontale Bijektion durch die universelle Eigenschaft der
Garbifizierung erklärt, die mittlere Bijektion folgt aus der universellen Eigen-
schaft von Kolimites und die letzte ist das Nachschalten des kanonischen Ko-
morphismus κ : f∗F → F über f .

4.3.11 (Étaler Raum der zurückgezogenen Garbe). Seien f : X → Y eine
stetige Abbildung und F ∈ Ens/X sowie G ∈ Ens/Y Garben. Sei eine stetige
Abbildung ϕ : F̄ → Ḡ von étalen Räumen gegeben derart, daß das Diagramm

F̄ → Ḡ
↓ ↓
X → Y

kartesisch ist. So gibt es aufgrund der universellen Eigenschaft kartesischer Dia-
gramme genau einen Komorphismus γ : G → F über f mit ϕ ◦ (γ(s)) = s̄ ◦ f für
alle Schnitte s von G. Hierbei gehen wir von U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y mit f(U) ⊂ V
aus und fassen Schnitte s ∈ G(V ) und γ(s) ∈ F(U) als stetige Abbildungen
s̄ : V → Ḡ und γ(s) : U → F̄ auf. Wir behaupten nun, daß dieser Komorphis-
mus einen Isomorphismus f ∗G ∼→ F induziert. In der Tat reicht es ja, das auf
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den Halmen zu zeigen, und da ist die Behauptung klar. Insbesondere liefern diese
Überlegungen für den étalen Raum der zurückgezogenen Garbe einen ausgezeich-
neten Isomorphismus

αG : f ∗G ∼→ X ×Y Ḡ

4.3.12 (Anschauliche Bedeutung von Komorphismen). Seien f : X → Y eine
stetige Abbildung und F ∈ Ens/X sowie G ∈ Ens/Y Garben. Jeder Komor-
phismus φ : G → F über f induziert in offensichtlicher Weise Abbildungen
φx : Gf(x) → Fx auf den Halmen und so eine Abbildung X ×Y Ḡ → F̄ . Diese
Konstruktion liefert nach den im vorhergehenden gezeigten Aussagen eine Bijek-
tion

Ens/f◦(G,F)
∼→ TopX(X ×Y Ḡ, F̄)

Wir diskutieren in 8.4.7, inwiefern diese Bijektionen einen Isomorphismus zwi-
schen der „Mengengarbenkofaserung“ und der „invertierten Mengengarbenfase-
rung“ liefern.

4.3.13 (Rückzug abelscher Garben). Gegeben eine stetige Abbildung f : X →
Y besitzt auch für abelsche Garben der Vorschub f∗ : Ab/X → Ab/Y einen
Linksadjungierten f ∗ : Ab/Y → Ab/X , der wie im Fall von Garben von Mengen
konstruiert werden kann. Die Konstruktion zeigt insbesondere, daß der Rückzug
von abelschen Garben ein exakter Funktor ist.

4.3.14. Der Rückzug abelscher Garben vertauscht als linksadjungierter Funktor
nach [TS] 7.1.30 mit direkten Summen und allgemeiner mit Kolimites. Es ver-
tauscht jedoch nicht mit Limites, ja noch nicht einmal mit beliebigen Produkten,
und das noch nicht einmal bei der Restriktion auf einzelne Punkte, vergleiche
2.2.49.

4.3.15. Besitzt ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien einen Links-
adjungierten, so ist er offensichtlich linksexakt. Insbesondere ist der Vorschub von
abelschen Garben ein linksexakter Funktor. Besitzt ein additiver Funktor zwischen
abelschen Kategorien einen exakten Linksadjungierten, so macht er offensichtlich
injektive Objekte zu injektiven Objekten. Insbesondere ist der Vorschub einer in-
jektiven abelschen Garbe stets wieder eine injektive abelsche Garbe.

Beweis zum Zurückholen von Garbenkohomologie. Ein Komorphismus φ : G →
F über f entspricht nach 4.3.4 einem Morphismus φ̂ : G → f∗F von abelschen
Garben auf Y . Gegeben eine injektive Auflösung F ↪→ I� erhalten wir aus der
Linksexaktheit von f∗ einen Isomorphismus f∗F

∼→ H0f∗I�. Nach 4.3.15 ist
f∗I� ein Komplex von injektiven Garben. Gegeben eine Auflösung G ↪→ B�

zeigt dann das Hauptlemma der homologischen Algebra 3.2.6, daß φ̂ genau einen
Homotopielift B� → f∗I� besitzt. In anderen Worten besitzt unser Komorphis-
mus φ genau einen Homotopielift zu einem Komorphismus B� → I� über f . Ist
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B� auch eine injektive Auflösung, so hat die von diesem Komorphismus auf der
Kohomologie der globalen Schnitte induzierte Abbildung HqΓB� → HqΓI� of-
fensichtlich alle im Satz von einem Zurückholen auf der Kohomologie geforderten
Eigenschaften. Daß es keine andere Abbildung mit den geforderten Eigenschaften
geben kann, ist eh klar.

Übungen

Übung 4.3.16. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y betrachte man den
exakten Funktor f ∗ : Ab/Y → Ab/X . Die davon nach 3.5.12 induzierte Abbil-
dung

ExtqAb/Y
(ZY ,F)→ ExtqAb/X

(f ∗ZY , f ∗F)

entspricht unter verschiedenen kanonischen Identifikationen dem Zurückholen auf
der Garbenkohomologie Hq(Y ;F)→ Hq(X; f ∗F).

Übung 4.3.17 (Halme der Garbenkohomologieprägarben). Gegeben ein be-
punkteter topologischer Raum (X, x) haben wir für q > 0 stets

colfU3x Hq(U ;Z)garb = 0

mit dem Kolimes über alle offenen Umgebungen U ⊂◦ X von x. Allgemeiner
haben wir für F ∈ Ab/X und q > 0 stets colfU3x Hq(U ;F) = 0. Diese Aussage
wird sich später als Spezialfall von 6.6.2 erweisen.

Übung 4.3.18 (Vorschub unter topologischer Einbettung). Ist f : X ↪→ Y
eine topologische Einbettung, so ist für jede Garbe F ∈ Ens/X die Koeinheit der
Adjunktion ein Isomorphismus f ∗f∗F

∼→ F .

Übung 4.3.19. Ist f : X ↪→ Y eine abgeschlossene topologische Einbettung, so
induziert das adjungierte Paar (f ∗, f∗) eine Äquivalenz zwischen der Kategorie
aller Garben auf X und der Kategorie aller derjenigen Garben auf Y , die an allen
Punkten außerhalb von f(X) einen einelementigen Halm haben.

Übung 4.3.20 (Vorschub unter abgeschlossenen Einbettungen). Seien A ⊂∧ X
eine abgeschlossene Teilmenge eines topologischen Raums und i : A → X ih-
re Einbettung und F ∈ Ens/A eine Garbe auf A. So erhalten wir mithilfe der
vorhergehenden Übung 4.3.19 eine natürliche Bijektion

i∗F
∼→ F̄ t (X\A)

Man zeige, daß sie ein Homöomorphismus wird, wenn wir rechts genau diejeni-
gen Mengen U tV offen nennen, für die mit π : F̄ → A der Projektion des étalen
Raums von F gilt U ⊂◦ F̄ und (π(U) ∪ V ) ⊂◦ X .
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Übung 4.3.21 (Rückzug bei zusammenhängenden Fasern). Gegeben eine fina-
le stetige Abbildung f : X → Y mit zusammenhängenden Fasern ist für jede
Garbe von Mengen G ∈ Ens/Y die Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus
G ∼→ f∗f

∗G. Ich erinnere daran, daß bei uns zusammenhängende Räume nicht
leer sein dürfen. Hinweis: Man ziehe sich darauf zurück, eine Bijektion auf glo-
balen Schnitten zu zeigen. Dann interpretiere man Schnitte der zurückgeholten
Garbe als Lifts von f zu Abbildungen in den étalen Raum von G.
Vorschau 4.3.22. Unter dem essentiellen Bild eines Funktors F : A → B versteht
man die volle Unterkategorie aller Objekte von B, die isomorph sind zu Objek-
ten der Gestalt F (A) für A ∈ A. In 6.3.25 werden wir zeigen, daß sowohl im
Fall eines zusammenhängenden Hausdorff’schen Kompaktums I als auch im Fall
eines nichtleeren reellen Intervalls I das essentielle Bild des nach dieser Übung
volltreuen Funktors pr∗ : Ens/Y → Ens/I×Y genau aus den auf allen Fasern
konstanten Garben besteht.
Übung 4.3.23. Ist f : X → Y eine offene Surjektion, und G ∈ Ens/Y eine Garbe,
so ist nach [TF] 2.2.14 auch f ∗G → Ḡ eine offene Surjektion. Hat f zusätzlich
zusammenhängende Fasern, so ist die Einheit der Adjunktion nach 4.3.21 ein Iso-
morphismus G ∼→ f∗f

∗G. Ist außerdem f : X → Y äquivariant für die Operation
eines topologischen Monoids G und ist G × f ∗G → f ∗G eine Struktur als G-
äquivariante Garbe auf f ∗G, so ist insbesondere die von f∗ induzierte Operation
G×Ḡ → Ḡ auch stetig. Für unsere offene äquivariante Surjektion mit zusammen-
hängenden Fasern liefert also der äquivariante Rückzug einen volltreuen Funktor

Ens/G%Y
∼
↪→ Ens/G%X

und in dessen essentiellem Bild liegen genau diejenigen äquivarianten Garben, die
nach Vergessen der Operation im essentiellen Bild des normalen Rückzugs liegen.
Im Fall eines einpunktigen Raums Y hatten wir das bereits in 7.1.15 diskutiert.
Übung 4.3.24. Wir betrachten die Operation der Galoisgruppe alias der komple-
xen Konjugation auf C× und betrachten die konstante abelsche Garbe Z auf C× als
äquivariante Garbe. Dann betrachten wir deren direktes Bild unter dem Quadrie-
ren C× → C×. So operiert die Galoisgruppe trivial auf den Halmen in Punkten
aus R>0 und nichttrivial auf den Halmen in Punkten aus R<0.
Übung 4.3.25. Für einen topologischen Raum X bezeichne Xδ die Menge X ver-
sehen mit der diskreten Topologie und d : Xδ → X die Identität. Man zeige, daß
für eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X die Einheit der Adjunktion F → d∗d

∗F mit
der Einbettung in die Garbe der unstetigen Schnitte in den étalen Raum unserer
Garbe identifiziert werden kann.
Übung 4.3.26 (Reduzierte Garbenkohomologie). Gegeben ein topologischer Raum
X erkläre man die reduzierte Kohomologie H̃q(X;Z) als den Wert des koaug-
mentierten q-ten Rechtsderivierten im Sinne von 3.2.33 auf der konstanten Garbe
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ZX ∈ Ab/X mit der offensichtlichen Γ-Koaugmentierung η : Z → Γ(ZX), in
Formeln

H̃q(X;Z) := RqΓ(ZX , η,Z)

Man erkläre das Zurückholen für die reduzierte Garbenkohomologie und leite eine
natürliche exakte Sequenz H̃−1(X;Z) ↪→ Z → H0(X;Z) � H̃0(X;Z) sowie
Isomorphismen Hq(X;Z)

∼→ H̃q(X;Z) für q > 0 her und zeige, daß unsere exakte
Sequenz mit H̃−1(∅;Z)

∼→ Z beginnt für X = ∅ und mit H̃−1(X;Z) = 0 für
X 6= ∅ und folglich für X 6= ∅ schrumpft zu einer kurzen exakten Sequenz

Z ↪→ H0(X;Z)� H̃0(X;Z)

Übung 4.3.27. Sei ein Raum X die Vereinigung von zwei offenen Teilmengen
U, V . Man konstruiere die Mayer-Vietoris-Sequenz der reduzierten Garben-
kohomologie

. . . H̃q(X)→ H̃q(U)⊕ H̃q(V )→ H̃q(U ∩ V )→ H̃q+1(X) . . .

und zeige ihre Natürlichkeit in dem Sinne, daß wir für eine stetige Abbildung
f : X → Y und eine offene Überdeckung Y = A ∪ B mit f(U) ⊂ A und
f(V ) ⊂ B) ein kommutatives Diagramm

. . . H̃q(Y ) → H̃q(A)⊕ H̃q(B) → H̃q(A ∩B) → H̃q+1(Y ) . . .
↓ ↓ ↓ ↓

. . . H̃q(X) → H̃q(U)⊕ H̃q(V ) → H̃q(U ∩ V ) → H̃q+1(X) . . .

erhalten mit Rückzügen in den Vertikalen. Weiter diskutiere man, warum der Ran-
doperator sein Vorzeichen ändert, wenn man die beiden offenen Mengen ver-
tauscht. Das wird benötigt werden bei der Diskussion des Begriffs einer Orien-
tierung.

Übung 4.3.28 (Garbenkohomologie von Koprodukten). Ist ein Raum X eine
disjunkte Vereinigung offener Teilmengen X =

⊔
i∈I Xi und ist F eine abelsche

Garbe auf X , so induzieren die Rückzüge längs der ini einen Isomorphismus

Hq(X;F)
∼→
∏
i∈I

Hq(Xi;F)

Eine Verallgemeinerung auf den Fall der „Hyperkohomologie“ wird in [TD] ??
diskutiert.

Übung 4.3.29 (Garben auf Koprodukten). Ist ein Raum X eine disjunkte Ver-
einigung offener Teilmengen X =

⊔
i∈I Xi und ist F eine Garbe auf X , so indu-

zieren die Einheiten der Adjunktion einen Isomorphismus

F ∼→
∏
i∈I

ini∗ in∗i F
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In 4.9.21 werden wir auch noch eine analoge Aussage für das Koprodukt kennen-
lernen und sehen, daß Koprodukte und Produkte von abelschen Garben in dieser
speziellen Situation zusammenfallen.

Übung 4.3.30 (Produktgarben als Bildgarben). Ist X ein topologischer Raum
und (Gi)i∈I eine Familie von Garben auf X und sind emi : X → X × I die Ein-
bettungen und ist eine Garbe G auf X× I gegeben zusammen mit Isomorphismen
em∗i G

∼→ Gi, so liefern diese Isomorphismen zusammen nach 4.3.29 einen Iso-
morphismus G ∼→

∏
i∈I emi∗ Gi und Vorschub unter der Projektion auf X liefert

einen Isomorphismus
prX∗ G

∼→
∏
i∈I

Gi

4.4 Lokale Kohomologie und Ausschneidung
Definition 4.4.1. Gegeben ein globaler Schnitt s ∈ F(X) einer abelschen Garbe
F auf einem topologischen Raum X erklärt man den Träger von s, englisch und
französisch support, als die Menge

supp s := {x ∈ X | sx 6= 0}

Zur Übung mag der Leser zeigen, daß der Träger eines globalen Schnitts stets
abgeschlossen ist.

4.4.2. Ein Schnitt s ∈ F(A) einer abelschen Garbe F ∈ Ab/X über einer Teil-
menge A ⊂ X ist dasselbe wie ein globaler Schnitt der Restriktion F|A unserer
Garbe aufA. In diesem Fall definieren wir den Träger von s als den Träger dieses
globalen Schnitts von F|A, in Formeln

supp s := {x ∈ A | sx 6= 0}

4.4.3 (Schnitte mit Träger versus Schnitte auf Teilmengen). Man beachte, daß
für eine abelsche Garbe ein globaler Schnitt mit Träger in einer Teilmenge A
etwas völlig anderes ist als ein Schnitt über A alias ein globaler Schnitt der Ein-
schränkung unserer Garbe auf die Teilmenge A. Sicher liefert die Restriktion eine
Einbettung

{s ∈ F(X) | supp s ⊂ A} ↪→ F(A)

Diese Einbettung ist aber im Allgemeinen kein Isomorphismus. Die konstante
GarbeF = ZX aufX = R etwa besitzt keinen von Null verschiedenen Schnitt mit
Träger im Ursprung, aber ihre Einschränkung auf den Ursprung besitzt durchaus
von Null verschiedene Schnitte.
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4.4.4. Sei C ⊂∧ X eine abgeschlossene Teilmenge. Gegeben eine abelsche Garbe
F ∈ Ab/X setzen wir

ΓCF := {s ∈ ΓF | supp s ⊂ C}

Die Werte des Rechtsderivierten des linksexakten Funktors ΓC auf einer abelschen
Garbe F ∈ Ab/X heißen die lokalen Kohomologiegruppen von F mit Träger
in C und werden notiert als

Hq
C(X;F) := (RqΓC)(F)

4.4.5 (Lokale Kohomologie als Erweiterungsgruppe). Für C = X haben wir
ΓXF = ΓF und Hq

X(X;F) = Hq(X;F). Unsere lokale Kohomologie ist also
eine Verallgemeinerung der normalen Garbenkohomologie. Es ist auch leicht zu
sehen, daß wir für i : C ↪→ X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmen-
ge und ZC⊂X := i∗ZC einen Isomorphismus Ab/X(ZC⊂X ,F)

∼→ ΓCF erhalten
durch die Zuordnung ϕ 7→ ϕ(i∗1C). Diese Isomorphismen liefern dann auch Iso-
morphismen der derivierten Funktoren

ExtqAb/X
(ZC⊂X ,F)

∼→ Hq
C(X;F)

Vorschau 4.4.6. Gegeben ein „lokal singulär-azyklischer“ Raum X und U ⊂◦ X
eine offene Teilmenge mit Komplement C := X\U konstruieren wir in 5.1.20
einen Isomorphismus Hq(X,U)sing

∼→ Hq
C(X)garb und zeigen, wie die lange ex-

akte Kohomologiesequenz der singulären Kohomologie darunter unserer langen
exakten Sequenz der lokalen Kohomologie 4.4.9 entspricht.

Satz 4.4.7 (Zurückholen auf der lokalen Kohomologie). Seien f : X → Y eine
stetige Abbildung und C ⊂∧ X und D ⊂∧ Y mit C ⊃ f−1(D) und φ : G → F ein
Komorphismus von abelschen Garben über f . So gibt es für jedes q genau eine
Abbildung

Hqφ : Hq
D(Y ;G)→ Hq

C(X;F)

derart, daß für je zwei Auflösungen F ↪→ A� und G ↪→ B� und jeden Lift von φ
zu einem Komorphismus φ� : B� → A� von Auflösungen über f das Diagramm

HqΓDB� φ�→ HqΓCA�

τ ↓ ↓ τ
Hq
D(Y ;G)

Hqφ→ Hq
C(X;F)

kommutiert mit den natürlichen Abbildungen τ aus 3.2.8 in den Vertikalen und
der von unserem Lift φ� induzierten oberen Horizontalen. Des weiteren gelten die
Formeln Hq(φ ◦ ψ) = Hqψ ◦ Hqφ und Hq id = id.
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Beweis. Genau wie im Fall des Zurückholens der Kohomologie 4.3.7.

Vorschau 4.4.8 (Vergarbung der Schnitte mit Träger). Eine Vergarbung unse-
rer Konstruktion der Schnitte mit Träger lernen wir in 6.4.18 kennen. Genauer
konstruieren wir dort für jede abgeschlossene Einbettung i : C ↪→ X einen links-
exakten Funktor i! : Ab/X → Ab/C als Rechtsadjungierten zu i∗ : Ab/C → Ab/X
und natürliche Isomorphismen Γi!F ∼→ ΓCF .

4.4.9. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer abgeschlossenen Teilmenge
C ⊂∧ X und ihrem offenen Komplement U ⊂◦ X haben wir für jede abelsche Gar-
be F ∈ Ab/X eine linksexakte Sequenz ΓCF ↪→ ΓF → Γ(U ;F). Für welkes und
insbesondere für injektives F ist sie sogar exakt. Indem wir diese Erkenntnis auf
eine injektive AuflösungF ↪→ I� einer beliebigen abelschen GarbeF anwenden,
erhalten wir eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

ΓCI� ↪→ ΓI� � Γ(U ; I�)

Deren lange exakte Kohomologiesequenz heißt die lange exakte Sequenz der
lokalen Kohomologie

. . .→ Hq
C(X;F)→ Hq(X;F)→ Hq(X\C;F)→ Hq+1

C (X;F)→ . . .

Im Fall der konstanten Garbe erhalten wir in derselben Weise auch eine lange
exakte Sequenz von reduzierten Kohomologiegruppen der Gestalt

. . .→ Hq
C(X)→ H̃q(X)→ H̃q(X\C)→ Hq+1

C (X)→ . . .

Vorschau 4.4.10. Die Bedeutung der langen exakten Sequenz der lokalen Koho-
mologie im Rahmen der „sechs Funktoren“ diskutieren wir in [TSF] 5.2.3.

4.4.11 (Ausschneidung für die Garbenkohomologie). Seien X ein topologi-
scher Raum mit einer abgeschlossenen Teilmenge C ⊂∧ X und einer offenen
Teilmenge V ⊂◦ X , die C umfaßt. Bezeichne v : V ↪→ X die Einbettung. Für
jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X liefert dann die Restriktion von Schnitten einen
Isomorphismus

ΓCF
∼→ ΓC(v∗F)

mit dem Ausdehnen durch Null als Umkehrabbildung. Da der offene Rückzug
v∗ exakt ist und injektive Garben zu injektiven Garben macht, induzieren diese
Isomorphismen ihrerseits Isomorphismen

Hq
C(X;F)

∼→ Hq
C(V ; v∗F)

und insbesondere Isomorphismen Hq
C(X)

∼→ Hq
C(V ). Sie sind das Analogon in

der Garbenkohomologie unserer Ausschneidungsisomorphismen aus der singu-
lären Kohomologie.
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Übungen

Übung 4.4.12. Gegeben C ⊂∧ X eine abgeschlossene Teilmenge eines topologi-
schen Raums ist jede welke Garbe aufX azyklisch für ΓC . Hinweis: Lange exakte
Sequenz 4.4.9.

Übung 4.4.13. Man prüfe, daß die Abbildungen der langen exakten Sequenz der
lokalen Kohomologie 4.4.9 nicht von der Wahl der injektiven Auflösung abhängen
und daß zwei dieser Abbildungen Rückzüge auf der Kohomologie beziehungswei-
se lokalen Kohomologie im Sinne von 4.4.7 sind.

Übung 4.4.14 (Träger von Schnitten in Bildgarben). Seien f : X → Y stetig,F
eine abelsche Garbe aufX und G eine abelsche Garbe auf Y und ϕ ∈ Ab/f◦(G,F)
ein Komorphismus. Man zeige f(suppϕ(t)) ⊂ supp t für jeden globalen Schnitt
t ∈ ΓG und und im Fall des kanonischen Komorphismus κ : f∗F → F haben wir
für alle s ∈ ΓF sogar

supp(f∗s) = f(supp s)

Übung 4.4.15 (Zurückholen der lokalen Kohomologie und Erweiterungen).
Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y betrachte man den exakten Funktor
f ∗ : Ab/Y → Ab/X . Sei D ⊂∧ Y eine abgeschlossene Teilmenge und C ⊂∧ X ihr
Urbild. Die davon nach 3.5.12 induzierte Abbildung

ExtqAb/Y
(ZD⊂Y ,F)→ ExtqAb/X

(f ∗ZD⊂Y , f ∗F)

entspricht unter dem offensichtlichen Isomorphismus f ∗ZD⊂Y
∼→ ZC⊂X und ver-

schiedenen kanonischen Identifikationen dem Zurückholen auf der lokalen Gar-
benkohomologie Hq

D(Y ;F)→ Hq
C(X; f ∗F).

4.5 Homotopieinvarianz der Garbenkohomologie
4.5.1. Ich erinnere daran, daß nach [TM] 2.4.14 eine Teilmenge eines topologi-
schen Raums „relativ Hausdorff“ heißt, wenn je zwei verschiedene Punkte unserer
Teilmenge disjunkte Umgebungen im ursprünglichen Raum besitzen.

Proposition 4.5.2 (Fortsetzen von Schnitten über Kompakta). Gegeben eine
Garbe F ∈ Ens/X auf einem topologischen Raum X läßt sich jeder Schnitt von
F über einem relativ Hausdorff’schen Kompaktum K ⊂ X stetig auf eine offene
Umgebung von K fortsetzen.

4.5.3. Zusammen mit 2.2.59 folgt unter den Annahmen der Proposition, daß die
offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus colfU⊃K F(U)

∼→ F(K) liefert.
Der Kolimes ist hierbei über alle offenen Umgebungen U ⊂◦ X von K zu verste-
hen.
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Illustration zum Beweis des Fortsetzens von Schnitten über Kompakta 4.5.2
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Beispiel 4.5.4. Für den dreielementigen RaumX mit zwei abgeschlossenen Punk-
ten, die eine kompakte Teilmenge K bilden und beide im Abschluß des dritten
Punktes liegen, läßt sich nicht jeder Schnitt über K der konstanten Garbe ZX auf
eine offene Umgebung von K fortsetzen. Die Bedingung „relativ Hausdorff“ ist
also notwendig für die Gültigkeit der Proposition.

Beweis. Sei s ∈ F(K) unser Schnitt. Da K als kompakter Hausdorffraum nach
[TM] 1.5.20 lokal kompakt ist, finden wir eine Überdeckung von K durch Kom-
pakta K1, . . . , Kn und für diese Kompakta offene Umgebungen U1, . . . , Un ⊂◦ X
und Schnitte si ∈ F(Ui) mit si|Ki = s|Ki. Nach 2.2.59 gibt es eine offene Um-
gebung W von K1 ∩K2 in U1 ∩ U2 mit s1|W = s2|W . Weiter finden wir ähnlich
wie in [TM] 1.5.19 für i = 1, 2 disjunkte offene Umgebungen U ′i ⊂◦ Ui von
Ki\W . Dann verkleben die beiden si|U ′i und s1|W = s2|W zu einem Schnitt
auf U ′1 ∪ U ′2 ∪W , der unseren Schnitt auf K1 ∪K2 fortsetzt. Eine offensichtliche
Induktion beendet den Beweis.

4.5.5 (Diskussion allgemeiner Fortsetzungsresultate für Schnitte). Im Fall pa-
rakompakter Räume lernen wir in 5.4.1, daß sich jeder Schnitt über einer abge-
schlossenen Teilmenge auf eine offene Umgebung derselben fortsetzen läßt. Diese
Aussage und die vorhergehende Proposition 4.5.2 sind die beiden einzigen all-
gemeinen Fortsetzungsresultate dieser Art, die ich kenne. Man beachte, daß je-
de einpunktige Teilmenge eines topologischen Raums ein relativ Hausdorff’sches
Kompaktum ist.

Proposition 4.5.6. Seien X ein topologischer Raum und K ein kompakter Haus-
dorffraum und π : X × K → X die Projektion. So liefert für jede Garbe F ∈
Ens/X×K und jeden Punkt x ∈ X die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

(π∗F)x
∼→ Γ(π−1(x);F)

Vorschau 4.5.7. Diese Aussage wird sich im weiteren Verlauf als ein Spezialfall
des „fasereigentlichen Basiswechsels“ 6.3.24 erweisen.

Beweis. Nach 4.5.3 haben wir colfW Γ(W ;F)
∼→ Γ(π−1(x);F) für den Kolimes

über alle offenen Umgebungen W von π−1(x). Nach Übung [TM] 1.6.39 umfaßt
jede offene Umgebung von π−1(x) eine Menge der Gestalt π−1(U) für U ⊂◦ X
eine offene Umgebung von x. Das zeigt die Proposition.

Proposition 4.5.8. Gegeben X ein topologischer Raum und π : X × [0, 1] → X
die Projektion auf den ersten Faktor gilt:

1. Für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X ist die Einheit der Adjunktion ein
Isomorphismus F ∼→ π∗π

∗F;
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2. Ist eine abelsche Garbe A ∈ Ab/X azyklisch für den Funktor der globalen
Schnitte, so gilt dasselbe für die zurückgeholte Garbe π∗A;

3. Für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X induziert das Zurückholen auf der
Kohomologie Isomorphismen Hq(X;F)

∼→ Hq(X × [0, 1]; π∗F).

Vorschau 4.5.9. Im Rahmen der sechs Funktoren erweist sich das als eine direkte
Konsequenz aus fasereigentlichem Basiswechsel und unseren Erkenntnissen zur
Garbenkohomologie reeller Intervalle, vergleiche den zweiten Beweis von [TSF]
3.1.1.

Beweis. Teil 1 gilt für jede finale Surjektion mit zusammenhängenden Fasern und
sogar für Garben von Mengen nach Übung 4.3.21. Um Teil 2 zu zeigen, wählen
wir eine welke Auflösung π∗A ↪→ B� und betrachten für alle x ∈ X das kartesi-
sche Diagramm

[0, 1]

fin

��

jx // X × [0, 1]

π

��
top

ix
// X

Unter der Restriktion mit der Einbettung jx wird unsere welke Auflösung zu einer
punktweichen Auflösung j∗xπ

∗A ↪→ j∗xB� einer punktweichen Garbe. Da nach
4.2.3 punktweiche Garben auf Intervallen Γ-azyklisch sind, liefert unser Komplex
einen exakten Komplex Γ(j∗xπ

∗A) ↪→ Γ(j∗xB�). Das ist aber nach 4.5.6 genau der
Komplex der Halme bei x des Garbenkomplexes π∗π∗A ↪→ π∗B�, der folglich
auch exakt ist und mit unserem IsomorphismusA ∼→ π∗π

∗A als welke Auflösung
von A verstanden werden kann. Ist nun A globale-Schnitte-azyklisch, so ist der
Komplex Γ(π∗B�) = Γ(B�) exakt in höheren Graden und damit ist auch π∗A
globale-Schnitte-azyklisch. Teil 3 folgt ohne weitere Schwierigkeiten.

Korollar 4.5.10 (Homotopieinvarianz der Garbenkohomologie). Homotope Ab-
bildungen von topologischen Räumen induzieren dieselbe Abbildung auf der Gar-
benkohomologie.

Beweis. Seien X, Y topologische Räume und f, g : X → Y homotope Abbildun-
gen und h : X × [0, 1] → Y eine Homotopie von f nach g. Bezeichnen wir die
Inklusionen X → X × [0, 1], x 7→ (x, t) mit it, so gilt f = h ◦ i0 und g = h ◦ i1.
Es reicht nun, Hq(i0) = Hq(i1) zu zeigen, denn daraus folgt mit der Funktorialität
der Homologie bereits

Hq(f) = Hq(i0) ◦ Hq(h) = Hq(i1) ◦ Hq(h) = Hq(g)
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Andererseits gilt für π : X × [0, 1] → X die Projektion aber idX = π ◦ it und
damit id = Hq(it) ◦ Hq(π) für alle t. Nun ist Hq(π) nach 4.5.8 für jede abelsche
Gruppe M von Koeffizienten ein Isomorphismus

Hq(π) : Hq(X;M)garb
∼→ Hq(X × [0, 1];M)garb

Folglich müssen alle Hq(it) dieselbe Abbildung in die Gegenrichtung induzieren,
nämlich die Umkehrabbildung zu unserem Isomorphismus.

Beispiel 4.5.11 (Garbenkohomologie zusammenziehbarer Räume). Die Gar-
benkohomologie jedes zusammenziehbaren Raums X besteht aus den konstanten
Schnitten der konstanten Garbe ZX im Grad Null und verschwindet in allen ande-
ren Graden.

Beispiel 4.5.12 (Garbenkohomologie von Sphären). Um die Kohomologie von
Sphären im Rahmen der Garbenkohomologie zu berechnen, mag man besagte
Sphären in zwei etwas über den Äquator hinaus verdickte offene Hemisphären
zerlegen und die Mayer-Vietoris-Sequenz der Garbenkohomologie 4.1.4 oder noch
besser der reduzierten Garbenkohomologie 4.3.27 anwenden. Unsere beiden He-
misphären sind zusammenziehbar und ihr Schnitt ist homotopieäquivalent zu ei-
ner Sphäre einer um Eins kleineren Dimension. So finden wir H̃q(Sn) ∼= Z für
q = n ≥ −1 und Null sonst und finden zusätzlich, daß die Spiegelung an ei-
ner Koordinatenebene auf unserer Kohomologie als die Multiplikation mit (−1)
wirkt.

Beispiel 4.5.13 (Lokale Kohomologie des Rn). Für einen Punkt x ∈ Rn liefert
die reduzierte Version der langen exakten Sequenz der lokalen Kohomologie 4.4.9
insbesondere Isomorphismen H̃q−1(Rn\x)

∼→ Hq
{x}(R

n) und mit 4.5.12 dann

Hq
{x}(R

n) ∼=
{

Z q = n;
0 sonst.

Weiter sehen wir so, daß die Spiegelung an einer Koordinatenebene auf unserer
lokalen Kohomologie als die Multiplikation mit (−1) wirkt. Zusätzlich zeigt die
Funktorialität unserer Konstruktion, daß für jeden abgeschlossenen Ball K ⊂∧ Rn

mit x ∈ K das Zurückholen auf der lokalen Kohomologie einen Isomorphismus
Hq
K(Rn)

∼→ Hq
{x}(R

n) induziert.

Übungen

Übung 4.5.14. Man zeige für jede abelsche Garbe F auf einem Kubus [0, 1]n

die Abschätzung Hq([0, 1]n;F) = 0 für q > n. Hinweis: 4.5.6 und 4.2.3 und
Induktion. Der Beweis von 4.5.8 mag auch inspirierend wirken.
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Übung 4.5.15. Sei Z ⊂∧ X ein Raum mit einer abgeschlossenen Teilmenge. Man
zeige: Das Zurückholen mit der Projektion induziert auf der lokalen Kohomologie
Isomorphismen

Hq
Z(X)

∼→ Hq
Z×[0,1](X × [0, 1])

Übung 4.5.16 (Homotopieinvarianz der lokalen Kohomologie). Seien f, g :
(X,Z) → (Y, T ) zwei Morphismen zwischen Raumpaaren bestehend aus einem
Raum mit einer abgeschlossenen Teilmenge. Man zeige: Sind zwei Morphismen
f, g : (X,Z) → (Y, T ) homotop im Sinne von [TS] 2.1.10, so induzieren sie
dieselben Abbildungen Hqf = Hqg : Hq

T (Y )→ Hq
Z(X) auf den lokalen Homolo-

giegruppen.

Übung 4.5.17 (Determinante und Orientierung). Gegeben A,B ⊂◦ Rn offene
Umgebungen des Ursprungs und g : A

∼→ B ein Diffeomorphismus mit g(0) = 0
kommutiert das Diagramm

Hn
{0}(A) → Hn

{0}(B)

o ↑ ↑ o
Hn
{0}(Rn) → Hn

{0}(Rn)

mit den Ausschneidungsisomorphismen 4.4.11 in den Vertikalen und dem Vor-
zeichen der Funktionaldeterminante det(d0g) als unterer Horizontale. Hinweis:
Für vom Ursprung verschiedene Punkte p nahe am Ursprung gilt die Abschätzung
‖g(p)− (d0g)(p)‖ < ‖(d0g)(p)‖, und man beachte 4.5.16.

4.6 Ein Spektralsequenzargument
Definition 4.6.1. Ein Doppelkomplex A = (Ap,q, ∂, δ) ist eine durch Z×Z para-
metrisierte Familie Ap,q von abelschen Gruppen mitsamt Gruppenhomomorphis-
men ∂ = ∂p : Ap,q → Ap+1,q und δ = δq : Ap,q → Ap,q+1 derart, daß gilt ∂2 = 0,
δ2 = 0 und ∂δ = δ∂.

Ergänzung 4.6.2. Allgemeiner und formaler erklären wir für jede endliche Men-
ge I einen I-Multikomplex als eine ZI-graduierte abelsche Gruppe mit Grup-
penhomomorphismen ∂i : Aα → Aα+ei für i ∈ I , α ∈ ZI derart, daß gilt
∂i∂j = ∂j∂i ∀i, j und ∂2

i = 0 ∀i. Oft arbeiten wir mit I = {1, 2, . . . , l} und
schreiben α als Zeilenvektor α = (α1, α2, . . . , αl) und lassen die Klammern beim
oberen Index auch noch weg, also Aα = Aα1,α2,...,αl . Die Menge I = {1, 2, . . . , l}
hat im Gegensatz zu einer beliebigen endlichen Menge I eine ausgezeichnete An-
ordnung und es gilt im folgenden, deren implizite Verwendung zu vermeiden.
Unseren Doppelkomplex verstehen wir als einen {1, 2}-Multikomplex.
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Definition 4.6.3. Gegeben ein DoppelkomplexA bilden wir seinen Totalkomplex
tot(A) = T = (T, d) durch die Vorschrift

T n :=
⊕
p+q=n

Ap,q

mit dem Differential da := ∂a+ (−1)pδa für a ∈ Ap,q.

Ergänzung 4.6.4. Gegeben ein I-Multikomplex A erklären wir allgemeiner für
jede Anordnung ω von I den zugehörigen Totalkomplex T = Totω(A) mit

T n =
⊕

p+q+...+r+s=n

Ap,q,...,r,s

und Differential ∂p+(−1)p∂q+. . .+(−1)p+q+...+r∂s in hoffentlich selbsterklären-
der Notation. Ist η eine andere Anordnung auf I , so liefert die Multiplikation mit
dem „Signum der auf den ungeraden Einträgen induzierten Umordnung“ auf den
Komponenten einen Isomorphismus Totω(A)

∼→ Totη(A).

4.6.5. In der Literatur wird auch eine andere Konvention verwendet, bei der man
∂δ+δ∂ = 0 statt ∂δ = δ∂ fordert. Wir sprechen dann von einem Doppelkomplex
mit antikommutierenden Differentialen. Zwischen beiden Konzepten kann man
hin- und hergehen, indem man δ : Ap,q → Ap,q+1 ersetzt durch (−1)pδ : Ap,q →
Ap,q+1. Ich finde es natürlicher, mit kommutierenden Differentialen zu arbeiten.
So ergibt sich etwa der Tensorkomplex als Totalkomplex eines Doppelkomplexes
in Bezug auf eine Anordnung der Tensorfaktoren.

4.6.6. Wir denken uns p nach rechts und q nach oben aufgetragen und betrachten
in unserem Doppelkomplex die Spaltenkomplexe Ap,∗ sowie die Zeilenkomple-
xe A∗,q. Verschwinden alle Ap,q mit p < 0, so sprechen wir von einem Dop-
pelkomplex in der rechten Halbebene. Verschwinden alle Ap,q oder q < 0, so
sprechen wir von einem Doppelkomplex in der oberen Halbebene. Verschwin-
den alle Ap,q mit p < 0 oder q < 0, so sprechen wir von einem Doppelkomplex
im ersten Quadranten. Zu einem Doppelkomplex in der rechten Halbebene er-
klären wir den senkrechten Kernkomplex K↑ als den Komplex der Kerne „längs
der q-Achse“, in Formeln

K∗↑ = ker(∂ : A0,∗ → A1,∗)

mit dem von δ induzierten Differential. Gegeben ein Doppelkomplex in der rech-
ten Halbebene haben wir eine offensichtliche injektive Kettenabbildung K↑ ↪→ T
vom senkrechten Kernkomplex in den Totalkomplex.
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Ein Doppelkomplex

Eine explizite Beschreibung der KompositionHK→ → HT
∼← HK↑ im Fall

eines Doppelkomplexes im ersten Quadranten mit exakten Zeilen bei Apq mit
p 6= 0. Der Zykel 1 im waagerechten Kernkomplex ist als Element 2 der tiefsten

Zeile der ∂-Rand von 3. Der δ-Rand von 3 ist dann ein ∂-Zykel 4, der sich wegen
der Exaktheit der Zeile als ∂-Rand eines Elements 5 schreiben läßt. Und so

klettert man die Treppe hoch um schließlich bei einem Zykel 9 des senkrechten
Kernkomplexes zu landen.
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4.6.7. Gegeben ein I-Multikomplex A betrachten wir allgemeiner für jede Teil-
menge J ⊂ I und jedes β ∈ ZI\J den J-Teilmultikomplex AJ,β = Aβ mit
Differentialen ∂i für i ∈ J . Beispiele sind unsere Zeilen- und Spaltenkomplexe.
Andererseits bilden für festes i ∈ I die Kerne und Bilder von ∂i Untermulti-
komplexe und die Kokerne und Bilder von ∂i Quotientenmultikomplexe unseres
ursprünglichen I-Multikomplexes und wir erhalten so I-Multikomplexe mit ver-
schwindendem ∂i. Der senkrechte Kernkomplex ist in dieser Terminologie einer
der {2}-Teilkomplexe des Doppelkomplexes ker ∂1.

Satz 4.6.8 (Eine ausgeartete Spektralsequenz). Sei A = (Ap,q, ∂, δ) ein Dop-
pelkomplex im ersten Quadranten. Sind alle seine Zeilen exakt an allen Stellen
Ap,q mit p 6= 0, so induziert die Einbettung des senkrechten Kernkomplexes in den
Totalkomplex K↑ ↪→ T auf der Kohomologie Isomorphismen

HnK↑
∼→ HnT

4.6.9. Der Satz gilt allgemeiner für jeden Doppelkomplex in der rechten Halb-
ebene, bei dem es für jedes feste n höchstens endlich viele von Null verschiedene
Einträge zu Indizes (p, q) mit p + q = n gibt. Der Beweis bleibt derselbe. Wir
beginnen mit einem Spezialfall.

Lemma 4.6.10. Sind bei einem Doppelkomplex im ersten Quadranten alle Zeilen
exakt, so ist auch sein Totalkomplex exakt.

Vorschau 4.6.11. Das Lemma gilt mit demselben Beweis für jeden Doppelkom-
plex, bei dem es für jedes feste n höchstens endlich viele von Null verschiedene
Einträge zu Indizes (p, q) mit p + q = n gibt. Die Einträge können dabei so-
gar Objekte einer beliebigen abelschen Kategorie sein. Eine Verallgemeinerung
dieser Aussage, die für beliebige Doppelkomplexe von abelschen Gruppen rich-
tig bleibt, wird in [TD] 3.7.3 formuliert und bewiesen. Daraus ergeben sich dann
auch Verallgemeinerungen von 4.6.8. Allgemeine Spektralsequenzen besprechen
wir in 9.1.

Beweis. Sind nur endlich viele Zeilen unseres Doppelkomplexes von Null ver-
schieden, so können wir das mit vollständiger Induktion zeigen: Dazu betten wir
die oberste von Null verschiedene Zeile ein in den Totalkomplex. Der Kokern
dieser Einbettung ist der Totalkomplex eines Doppelkomplexes mit exakten Zei-
len und einer Zeile weniger. Zu der so konstruierten kurzen exakten Sequenz von
Kettenkomplexen bilden wir dann die lange exakte Homologiesequenz und unsere
Induktion läuft. Haben wir einen beliebigen Doppelkomplex im ersten Quadranten
vor uns, so stimmt sein Totalkomplex bis zum Grad n überein mit dem Totalkom-
plex zum Doppelkomplex der untersten n Zeilen, also können wir uns auf den
bereits behandelten Fall zurückziehen.
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Beweis von Satz 4.6.8. Der Kokern der Einbettung K↑ ↪→ T ist der Totalkomplex
eines Doppelkomplexes im ersten Quadranten mit exakten Zeilen. Nach Lemma
4.6.10 ist er damit exakt und die Behauptung folgt aus der langen exakten Homo-
logiesequenz.

Übungen

Übung 4.6.12. Man zeige, daß unser Satz über ausgeartete Spektralsequenzen
4.6.8 ähnlich für Spektralsequenzen im dritten Quadranten und den senkrechten
Kokernkomplex gilt. Betrachtet man die analogen Aussagen in allgemeinen abel-
schen Kategorien, so gelten sie weiter mit demselben Beweis und fallen zusam-
men, wenn man zur opponierten abelschen Kategorie übergeht.

Übung 4.6.13. Gegeben ein Ring R und ein R-Rechtsmodul M und ein R-Links-
modul N und . . .→ P1 → P0 �M eine projektive Auflösung von M und . . .→
Q1 → Q0 � N eine projektive Auflösung von N liefern die offensichtlichen
Kettenabbildungen Quasiisomorphismen

P ⊗R N ←̆ P ⊗R Q →̆M ⊗R Q

Insbesondere erhalten wir so die bei der Definition der Torsionsgruppen in 3.2.26
versprochenen kanonischen Isomorphismen

(Lq(M⊗R))(N)
∼→ (Lq(⊗RN))(M)

Übung 4.6.14. Sind bei einem Doppelkomplex im ersten Quadranten die Zeilen-
komplexe exakt an allen Stellen (p, q) mit p + q ≤ n, so ist der Totalkomplex
exakt an allen Stellen ≤ n. Sind bei einem Doppelkomplex im ersten Quadran-
ten die Zeilenkomplexe exakt an allen Stellen (p, q) mit p + q ≤ n und p > 0,
so induziert die Einbettung des senkrechten Kernkomplexes in den Totalkomplex
Isomorphismen auf allenHq mit q ≤ n.

Übung 4.6.15. Sind bei einem Doppelkomplex nur endlich viele Zeilenkomplexe
verschieden von Null und sind alle Spalten exakt, so ist der Totalkomplex ex-
akt. Hinweis: Im Fall von nur zwei von Null verschiedenen Zeilen ist das leicht
einzusehen. Im allgemeinen argumentiere man mit vollständiger Induktion und
geschickten kurzen exakten Sequenzen von Doppelkomplexen und der langen ex-
akten Kohomologiesquenz.

4.7 Garbenkohomologie durch offene Überdeckungen
4.7.1. Man erinnere sich daran, daß ein unendliches Produkt exakter Sequenzen
von abelschen Garben nicht wieder exakt zu sein braucht, daß aber ein beliebiges
Produkt exakter Sequenzen von abelschen Gruppen stets wieder exakt ist.

111



4.7.2 (Čech-Kohomologie zu Überdeckung und Garbenkohomologie). Gege-
ben eine Überdeckung U eines topologischen Raums X und eine abelsche Garbe
F auf X erklären wir einen Komplex von Garben Cq = Cq(U ;F), indem wir für
jede offene Teilmenge V ⊂◦ X setzen

Cq(V ) :=
∏

(U0,...,Uq)∈Uq+1

F(V ∩ U0 ∩ . . . ∩ Uq)

Das Differential wird definiert durch dieselben Formeln wie beim Čech-Komplex
aus 1.3.11. Nimmt man noch den Morphismus F → C0 hinzu, der durch die
Einschränkungen F(V ) →

∏
U0∈U F(V ∩ U0) gegebenen wird, und nimmt von

unserer Überdeckung an, daß auch die offenen Kerne der Mengen aus U bereits
X überdecken, so entsteht eine exakte Sequenz von Garben

F ↪→ C0 → C1 → . . .

In der Tat erhalten wir für jede offene Teilmenge V ⊂◦ X , die ganz in einer Teil-
menge U aus unserem überdeckenden Mengensystem enthalten ist, sogar bereits
ein exakte Sequenz F(V ) ↪→ C0(V ) → C1(V ) → . . . nach Teil 3 von Lem-
ma 1.4.4. Wir nennen unsere exakte Sequenz von Garben den vergarbten Čech-
Komplex. Per definitionem gilt Ȟq(U ;F) = HqΓC�(U ;F) und aus der Definition
derivierter Funktoren 3.2.8 erhalten wir natürliche Abbildungen

Ȟq(U ;F)→ Hq(X;F)

von der Čech-Kohomologie zu einer gegebenen offenen Überdeckung in die Gar-
benkohomologie. Wir erhalten sogar derartige natürliche Abbildungen für jede
beliebige Überdeckung derart, daß die offenen Kerne der überdeckenden Mengen
bereits X überdecken, mit der entsprechenden offensichtlichen Erweiterung der
linken Seite auf diesen Fall. Wir hatten diesen Fall bisher nur deshalb vermie-
den, da wir mit Prägarben gearbeitet hatten und da für Prägarben Schnitte über
beliebigen Teilmengen nicht definiert sind.
Vorschau 4.7.3 (Čech-Kohomologie und Garbenkohomologie). Es ist klar, daß
unsere Abbildungen von eben im Kolimes natürliche Abbildungen

Ȟq(X;F)→ Hq(X;F)

von der Čech-Kohomologie in die Garbenkohomologie induzieren. In 5.2.1 zeigen
wir, daß diese für q = 1 stets Isomorphismen sind. In 5.6.1 zeigen wir, daß sie auf
„parakompakten“ Räumen sogar für alle q Isomorphismen sind.

Definition 4.7.4. Seien X ein topologischer Raum, F ∈ Ab/X eine abelsche
Garbe auf X und U eine offene Überdeckung von X . Gilt

Hq(U0 ∩ . . . ∩ Uν ;F) = 0
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für alle endlichen Schnitte von einer oder mehr Mengen aus U und für alle q >
0, so sagen wir, die Garbe F sei azyklisch für die Überdeckung U , oder die
Überdeckung sei azyklisch für die Garbe.

Satz 4.7.5 (Kohomologie durch azyklische Überdeckungen). Seien X ein to-
pologischer Raum, F eine abelsche Garbe auf X und U eine offene Überdeckung
von X . Ist die Überdeckung U azyklisch für die Garbe F , so berechnet der Kom-
plex der Čech-Koketten ihre Kohomologie, als da heißt, die in 4.7.2 konstruierten
Abbildungen sind Isomorphismen

Ȟq(U ;F)
∼→ Hq(X;F)

Vorschau 4.7.6. Insbesondere ist jede welke abelsche Garbe Čech-azyklisch in
dem in 5.1.12 eingeführten Sinne. Allgemeiner folgt dasselbe für jede abelsche
Garbe, deren Restriktion auf jede offene Teilmenge global-Schnitte-azyklisch ist.

Beweis. Wir wählen eine „waagerecht gedachte“ welke AuflösungF ↪→W� von
F und bilden den Doppelkomplex

Cq(U ;Wp)

von abelschen Garben, indem wir von dieser Auflösung an jeder Stelle „in senk-
rechter Richtung“ den vergarbten Čech-Komplex nehmen. Offensichtlich besteht
dieser Doppelkomplex aus welken Garben, die Spaltenkomplexe sind exakt in
höheren Graden, und der waagerechte Kernkomplex ist unsere ursprüngliche wel-
ke AuflösungW�. Der Totalkomplex ist also nach 4.6.8, angewandt auf die Hal-
me, auch eine welke Auflösung von F und unsere Konstruktion liefert, auch ohne
daß wir über die Exaktheit des senkrechten Kernkomplexes etwas wissen, einen
Homomorphismus von Auflösungen

Cn(U ;F)→ tot Cq(U ;Wp)

Aus der Azyklizität von F in Bezug auf U folgt nun, da F|U ↪→ W�|U für alle
U ⊂◦ X eine welke Auflösung ist, die Exaktheit der Sequenzen

F(U0 ∩ . . . ∩ Uq) ↪→W0(U0 ∩ . . . ∩ Uq)→W1(U0 ∩ . . . ∩ Uq)→ . . .

Die von unserem Homomorphismus von Auflösungen auf den globalen Schnitten
induzierte Abbildung∏

Un+1

F(U0 ∩ . . . ∩ Un)→
⊕
p+q=n

∏
Uq+1

Wp(U0 ∩ . . . ∩ Uq)

kann mithin als die Einbettung des senkrechten Kernkomplexes in einen Dop-
pelkomplex mit exakten Zeilen aufgefaßt werden. Also ist sie ein Quasiisomor-
phismus, und da die rechte Seite von einer welken Auflösung herkam, folgt der
Satz.
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Eine für die konstante Garbe auf der Acht azyklische offene Überdeckung durch
drei offene Teilmengen mit ihrem angeordneten Čech-Komplex
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4.7.7 (Garbenkohomologie von Simplizialkomplexen). Gegeben ein Simplizi-
alkomplex (E,K) mit Ecken E und Simplizes K wie in [TF] 2.7.5 und seine
Realisierung ∆(K) ⊂ Ens(E,R≥0) wie in [TF] 2.7.8 erinnern wir aus [TS] 3.2.5
den offenen Stern um eine Ecke e

St(e) := {f ∈ ∆(K) | e ∈ supp f}

Diese Sterne sind offen und zusammenziehbar und überdecken unsere Realisie-
rung. Auch die Schnitte endlich vieler Sterne sind jeweils zusammenziehbar oder
leer. Nach der Homotopieinvarianz der Garbenkohomologie 4.5.10 bilden folg-
lich die Sterne für jede konstante oder mit 2.2.55 auch für jede lokal konstante
Garbe auf unserer Realisierung eine azyklische Überdeckung und nach 4.7.5 be-
rechnet der Čech-Komplex für derartige Garben die Garbenkohomologie. Nach
1.4.6 können wir die Garbenkohomologie für derartige Garben dann auch mit dem
angeordneten Čech-Komplex berechnen. Von hier ausgehend konstruiert man im
Fall konstanter Koeffizienten leicht einen Isomorphismus der Garbenkohomologie
mit der simplizialen Kohomologie unseres Simplizialkomplexes.

4.7.1 Übungen

Übung 4.7.8. Man zeige, daß die Kohomologie der Kreislinie mit Koeffizienten in
der nichttrivialen lokal konstanten abelschen Garbe F mit Fasern frei vom Rang
Eins gegeben wird durch H1(S1;F) ∼= Z/2Z und durch Null in allen anderen
Graden. Man zeige dasselbe auch für C× statt S1.

Übung 4.7.9. Sei F eine lokal konstante abelsche Garbe auf C× und (F1, T ) ihr
Halm bei 1 mit seinem Monodromieautomorphismus 7.1.19. Man zeige

Hq(C×;F) ∼=


{a ∈ F1 | T (a) = a} q = 0;
F1/ im(T − id) q = 1;
0 sonst.

Man zeige dasselbe für S1 statt C×.

Übung 4.7.10. Seien X ein topologischer Raum, F ∈ Ab/X eine abelsche Garbe
auf X und U eine offene Überdeckung von X . Gilt

Hq(U0 ∩ . . . ∩ Uν ;F) = 0

für alle endlichen Schnitte von einer oder mehr Mengen aus U und für alle q mit
0 < q ≤ n, so ist die natürliche Abbildung für alle q ≤ n ein Isomorphismus

Ȟq(U ;F)
∼→ Hq(X;F)

Hinweis: Man verwende Übung 4.6.14. Man benötigt sogar nur das Verschwinden
der fraglichen höheren Kohomologie der Schnitte für q > 0 und q + ν ≤ n.
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4.8 Kompakte Kohomologie
Definition 4.8.1. Gegeben eine abelsche Garbe F auf einem topologischen Raum
X erklären wir die Gruppe der Schnitte von F mit kompaktem Träger oder
kurz der kompakten Schnitte von F durch die Vorschrift

Γ!F := Γ!(X;F) := {s ∈ ΓF | (supp s) ist kompakt}

Definition 4.8.2. Die q-te Kohomologie mit kompaktem Träger oder kurz kom-
pakte Kohomologie eines topologischen Raums X mit Koeffizienten in einer
abelschen Garbe F ist der Wert bei F des q-ten rechtsderivierten Funktors RqΓ!

des Funktors der kompakten Schnitte, in Formeln

Hq
!F = Hq

! (X;F) := RqΓ!F

4.8.3 (Annahmen an die zugrundeliegenden Räume). Kompakte Kohomolo-
gie hat nur für lokal kompakte Hausdorffräume so gute Eigenschaften, daß sie zu
etwas nütze ist. Ich werde dennoch versuchen, die jeweils benötigten Bedingun-
gen stets explizit dazuzuschreiben. Ähnlich werde ich es später mit dem „Eigvor-
schub“ halten.

4.8.4 (Diskussion von Notation und Terminologie). In der Literatur sind die
alternativen Notationen Γc und Hq

c statt unserem Γ! und Hq
! üblich. Ist A ⊂ X

eine Teilmenge, so verwenden wir die Abkürzungen Γ!(A;F) := Γ!(A;F|A). und
Hq

! (A;F) := Hq
! (A;F|A). Die abkürzenden Bezeichnungen „kompakte Schnitte“

und „kompakte Kohomologie“ sind unüblich.

4.8.5 (Kompakte Kohomologie der konstanten Garbe). Ist M eine abelsche
Gruppe, so heißt die kompakte Kohomologie der konstanten Garbe MX die gar-
bentheoretische kompakte Kohomologie unseres RaumsX mit Koeffizienten in
M und wir notieren sie

Hq
! (X;M) = Hq

! (X;M)garb := Hq
! (X;MX)

Wenn wir betonen wollen, daß die kompakte singuläre Kohomologie [TS] 7.2.1
gemeint ist, schreiben wir Hq

! (X;M)sing. Im Spezialfall M = Z kürzen wir das
weiter ab zu Hq

! (X) := Hq
! (X;Z).

4.8.6. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von Garben F ′ ↪→ F � F ′′ spezia-
lisiert die lange exakte Sequenz der derivierten Funktoren zur langen exakten
Sequenz der kompakten Kohomologie

H0
! (X;F ′) ↪→ H0

! (X;F)→ H0
! (X;F ′′)→ H1

! (X;F ′)→ H1
! (X;F)→ . . .
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4.8.7. Gegeben eine abelsche Garbe F auf einem Raum X liefert die Transfor-
mation Γ! ⇒ Γ Transformationen RqΓ! ⇒ RqΓ und so kanonische Abbildungen

Hq
! (X;F)→ Hq(X;F)

Für kompaktes X sind sie offensichtlich Isomorphismen.

Lemma 4.8.8. Sei F ′ ↪→ F � F ′′ eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Garben auf einem topologischen Raum X . Ist F ′ welk, so induziert die Surjektion
F � F ′′ eine Surjektion Γ!F � Γ!F ′′. Stärker ist sogar jeder Schnitt von F ′′ das
Bild eines Schnitts von F mit demselben Träger.

Beweis. Sei s′′ ein kompakter Schnitt von F ′′. Nach 4.1.2 gibt es einen Schnitt
s ∈ ΓF mit s 7→ s′′. Ist U das Komplement des Trägers von s′′, so kommt s|U per
definitionem von einem Schnitt s′ ∈ F ′(U) her. Dieser läßt sich jedoch, wenn F ′
welk ist, zu einem globalen Schnitt s′ ∈ ΓF ′ ausdehnen, und s − s′ ist dann der
gesuchte kompakte Schnitt von F , der auf s′′ abgebildet wird.

Satz 4.8.9. Alle welken abelschen Garben auf einem topologischen Raum sind
azyklisch für den Funktor der kompakten Schnitte.

Beweis. Jede abelsche Garbe F besitzt wie im Beweis von 4.1.3 eine Auflösung
F ↪→ I0 → I1 → . . . durch welke injektive Garben. Wir zerlegen sie in kurze
exakte Sequenzen

F ↪→ I0 � K1

K1 ↪→ I1 � K2

K2 ↪→ I2 � K3

. . . . . . . . .

Wie im Beweis von 4.1.3 zeigt 4.1.2, daß für welkes F alle Garben in diesen kur-
zen exakten Sequenzen welk sind. Mit Lemma 4.8.8 erkennen wir weiter, daß alle
unsere Sequenzen kurz exakt bleiben unter Γ!. Das zeigt aber, daß der Komplex
0→ Γ!F → Γ!I0 → Γ!I1 → . . . exakt ist.

Definition 4.8.10. Eine Garbe heißt kompaktweich, englisch c-soft, französisch
c-mou, wenn sich jeder Schnitt über einem relativ Hausdorff’schen Kompaktum
zu einem globalen Schnitt fortsetzen läßt.

Beispiele 4.8.11. Jede welke Garbe ist kompaktweich, da wir nach 4.5.2 einen
Schnitt über einem relativ Hausdorff’schen Kompaktum stets auf eine offene Um-
gebung unseres Kompaktums fortsetzen können. Jede injektive abelsche Garbe ist
nach 4.1.5 welk und mithin kompaktweich. Die Einschränkung einer kompakt-
weichen Garbe auf einen relativ Hausdorff’schen Teilraum ist stets auch wieder
kompaktweich.
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Proposition 4.8.12 (Kompaktweiche Garben sind Γ!-azyklisch). Für jede kom-
paktweiche abelsche Garbe F auf einem lokal kompakten Hausdorffraum X ver-
schwindet die höhere kompakte Kohomologie, in Formeln

Hq
! (X;F) = 0 ∀q > 0

Beweis. Analog wie in 4.1.3 oder mit Übung 4.1.6 folgt das aus dem anschließen-
den Lemma 4.8.13.

Lemma 4.8.13. Gegeben F ′ ↪→ F � F ′′ eine kurze exakte Sequenz von abel-
schen Garben auf einem lokal kompakten Hausdorffraum X gilt:

1. Ist F ′ kompaktweich, so induziert die Surjektion F � F ′′ eine Surjektion
Γ!F � Γ!F ′′ auf den globalen Schnitten mit kompaktem Träger;

2. Sind F ′ und F kompaktweich, so ist auch F ′′ kompaktweich.

Beweis. 0. Wir zeigen Teil 1 zunächst unter der zusätzlichen Annahme X kom-
pakt. Das kann später auch aus 5.4.6 gefolgert werden, aber das direkte Argument
ist einfacher. Gegeben ein Schnitt s′′ ∈ F ′′(X) finden wir eine endliche Über-
deckung X = K1 ∪ . . . ∪ Kr durch Kompakta und Schnitte si ∈ F(Ki) mit
si 7→ s′′|Ki. Wir dürfen r kleinstmöglich annehmen. Wäre dann r > 1, so gälte
(s1−s2)|(K1∩K2) ∈ F ′(K1∩K2), und wenn wir diesen Schnitt zu einem Schnitt
t ∈ F ′(K1) fortsetzen, verkleben s1 − t und s2 zu einem Schnitt in F(K1 ∪K2)
im Widerspruch zur Minimalität von r.

1. Sei s′′ ein Schnitt von F ′′ mit Träger im Kompaktum K. Wir wählen eine of-
fene Umgebung U ⊂◦ X von K mit kompaktem Abschluß Ū . Nach Teil 0 des
Beweises finden wir also ein Urbild s ∈ F(Ū) von s′′|Ū . Wählen wir noch ei-
ne Ausdehnung s′ ∈ F ′(Ū) von der Einschränkung s|∂U von s auf den Rand
von U im Sinne der mengentheoretischen Topologie und ersetzen s durch s − s′,
so dürfen wir s|∂U = 0 annehmen und können s durch Null zu einem globalen
Schnitt ausdehnen.

2. Für K ⊂ X kompakt betrachten wir das Diagramm

F(X) → F ′′(X)
↓ ↓
F(K) � F ′′(K)

Die linke Vertikale ist surjektiv, da F kompaktweich ist. Die untere Horizontale
ist surjektiv nach Teil 1, da mitF ′ auchF ′|K kompaktweich ist. Also ist die rechte
Vertikale surjektiv.
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Lemma 4.8.14. Gegeben eine kompaktweiche abelsche Garbe F auf einem lo-
kal kompakten Hausdorffraum X und A ⊂∧ X abgeschlossen induziert das Ein-
schränken von Schnitten eine Surjektion

Γ!(X;F)� Γ!(A;F)

Beweis. Sei s ∈ Γ(A;F) ein Schnitt mit kompaktem Träger K. Sei U eine offene
Umgebung von K in X mit kompaktem Abschluß. Man kann einen Schnitt

s̃ ∈ Γ(∂U ∪ (A ∩ Ū);F)

erklären durch s̃|A ∩ Ū = s|A ∩ Ū und s̃|∂U = 0. Da F kompaktweich ist,
kann s̃ zu einem globalen Schnitt t ∈ Γ(X;F) fortgesetzt werden. Dieser Schnitt
verschwindet jedoch auf ∂U und wir können folglich einen neuen Schnitt ŝ ∈
Γ(X;F) bilden, der auf Ū mit s̃ übereinstimmt und der auf X\U verschwindet.
Dieser Schnitt ŝ ist dann der gesuchte Schnitt ŝ ∈ Γ!(X;F) mit ŝ 7→ s.

4.8.15. Die Einschränkung einer kompaktweichen Garbe auf einen relativ Haus-
dorff’schen Teilraum ist, wie bereits in 4.8.11 erwähnt, wieder kompaktweich.
Seien nun X ein lokal kompakter Hausdorffraum und j : U ↪→ X die Einbet-
tung einer offenen Teilmenge und i : A ↪→ X die Einbettung ihres Komplements.
Gegeben eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X und eine kompaktweiche Auflösung
F ↪→ I� erhalten wir nach Lemma 4.8.14 eine kurze exakte Sequenz von Ketten-
komplexen

Γ!(U ; I�) ↪→ Γ!(X; I�)� Γ!(A; I�)

Die zugehörige lange exakte Homologiesequenz liefert zusammen mit unseren
natürlichen Isomorphismen eine lange exakte Sequenz

. . .→ Hq
! (U ;F)→ Hq

! (X;F)→ Hq
! (A;F)→ Hq+1

! (U ;F)→ . . .

Durch Betrachtung injektiver Auflösungen von F erkennt man, daß diese lange
exakte Sequenz nicht von der Wahl der kompaktweichen Auflösung abhängt. Sie
heißt die Lokalisierungssequenz der kompakten Kohomologie.
4.8.16 (Lokale Kohomologie und kompakte Kohomologie). Gegeben eine ab-
geschlossene kompakte Teilmenge K eines topologischen Raums X haben wir
für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X offensichtliche Einbettungen ΓKF ↪→ Γ!F
und im filtrierenden Kolimes über alle abgeschlossenen Kompakta

colfK ΓKF
∼→ Γ!F

Sie induzieren natürliche Homomorphismen Hq
K(X;F)→ Hq

! (X;F) und in ihrer
Gesamtheit aufgrund der Exaktheit filtrierender Kolimites Isomorphismen

colfK Hq
K(X;F)

∼→ Hq
! (X;F)

119



Illustration zum Beweis von 4.8.14
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Beispiel 4.8.17 (Kompakte Kohomologie des Rn). Für jeden Punkt x ∈ Rn und
jede abelsche GruppeM sind die in 4.8.16 konstruierten Abbildungen nach 4.5.13
als Kolimites über Systeme mit konstantem konfinalen Teilsystem Isomorphismen
Hq
{x}(R

n;M)
∼→ Hq

! (Rn;M). Wir erhalten so mit 4.5.13 Isomorphismen

Hq
! (R

n;M) ∼=
{
M q = n;
0 sonst.

Weiter sehen wir so, daß die Spiegelung an einer Koordinatenebene auf unse-
rer kompakten Kohomologie als die Multiplikation mit (−1) wirkt. Insbesonde-
re ist die Kohomologie mit kompaktem Träger nicht homotopieinvariant, denn
sonst müßte sie für jeden zusammenziehbaren Raum dasselbe sein wie für einen
Punkt. Hier kommt noch ein zweiter Weg zur kompakten Kohomologie des Rn.
Vermittels stereographischer Projektion erhalten wir ja einen Homöomorphismus
Sn\x ∼→ Rn des Komplements eines Punktes x der n-Sphäre mit dem Rn. Die
zugehörige Lokalisierungssequenz 4.8.15 hat die Gestalt

. . .→ Hq
! (R

n)→ Hq
! (S

n)→ Hq
! (x)→ Hq+1

! (Rn)→ . . .

Die kompakte Kohomologie von Punkt und Sphäre ist nun aber dieselbe wie de-
ren normale Kohomologie und wir kennen sie bereits aus 4.5.12. Es folgt wieder
Hq

! (Rn) ∼= Z für q = n und Null sonst und analog mit Koeffizienten in einer
beliebigen abelschen Gruppe M .
Beispiel 4.8.18 (Kompakte Kohomologie der Zahlengerade nach de Rham).
Wir kennen diese Kohomologie bereits aus 4.8.17 und prüfen nun, daß im Fall
von reellen Koeffizienten die Berechnung als de-Rham-Kohomologie zu demsel-
ben Resultat führt. Es ist leicht zu sehen, daß die Garbe C∞Z,R der reellen C∞-
Funktionen auf der Zahlengerade Z := R kompaktweich ist. Man kann folglich
die kompakte Kohomologie der Zahlengeraden mit reellen Koeffizienten Hq

! (Z;R)
berechnen vermittels der kompaktweichen Auflösung RZ ↪→ C∞Z,R → C∞Z,R der
konstanten Garbe mit dem Ableiten als zweiter Abbildung. Den Komplex der
Schnitte mit kompaktem Träger dieser Auflösung können wir nach rechts mit dem
Integral ergänzen zu einer kurzen exakten Sequenz C∞! (Z;R) ↪→ C∞! (Z;R)� R
und erhalten so einen Isomorphismus Hq

! (Z;R)
∼→ R für q = 1 und das Ver-

schwinden dieser Kohomologiegruppen für q 6= 1.
Beispiel 4.8.19 (Kohomologie der komplex projektiven Räume). Aus dem Be-
weis von [TM] 2.3.7 wissen wir um eine Zerlegung

Pn+1C = PnC t Cn+1

in eine abgeschlossene Teilmenge und ihr offenes Komplement. Unsere Lokalisie-
rungssequenz 4.8.15 liefert dann mit unserer Berechnung 4.8.17 der kompakten
Kohomologie von Cn+1 induktiv Hq(PnC) ∼= Z für q = 0, 2, 4, . . . , 2n und Null
sonst.
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Übungen

Übung 4.8.20. Gegeben ein filtrierendes System abelscher Garben auf einem to-
pologischen Raum ist die offensichtliche Abbildung eine Injektion colf Γ!Fi ↪→
Γ! colf Fi. Wir zeigen in [TSF] 4.3.1, daß das auf lokal kompakten Hausdorffräum-
en ein Isomorphismus ist.

Ergänzende Übung 4.8.21. Gegeben ein filtrierendes System abelscher Garben
auf einem kompakten topologischen Raum mit einer Basis der Topologie aus kom-
pakten offenen Teilmengen ist die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

colf ΓFi
∼→ Γ colf Fi

Hinweis: Man verwende 4.8.20 zum Verkleben lokaler Schnitte. Diese Übung ist
insbesondere bei der Diskussion von Schemata von Nutzen. Wir zeigen ein Ana-
logon für kompakte Schnitte in [TSF] 4.3.1.

Übung 4.8.22. Sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum. Ist X = A1 t . . .tAn
eine Zerlegung in endlich viele paarweise disjunkte Teilmengen derart, daß für
jeden Index i gilt Ai ⊂◦ Ai t . . . t An und daß jedes Ai homöomorph ist zu Rd(i)

für ein d(i) ≥ 0, so gilt∑
i

(−1)d(i) =
∑

(−1)d dim Hd
! (X;Q)

Übung 4.8.23. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X ist der Funktor

So
! : Ab/X → Cat(OffX ,Ab)

gegeben durch So
! : F 7→ (U 7→ Γ!(U ;F)) volltreu für von kompaktweichen

abelschen Garben ausgehende Morphismen. Hinweis: Man betrachte zusätzlich
die Kategorie AbgX der abgeschlossenen Teilmengen von X und den Funktor

Sa
! : Ab/X → Cat(Abgopp

X ,Ab)

gegeben durch Sa
! : F 7→ (A 7→ Γ!(A;F)). Jede Transformation So

! F ⇒ So
! G

induziert mit 4.8.14 eine Transformation Sa
! F ⇒ Sa

! G und durch Einschränken
auf Kompakta eine Transformation ScF ⇒ ScG in Cat(Kompopp

X ,Ab). Diese
gehört jedoch nach 2.2.61 zu einem eindeutig bestimmten Garbenmorphismus.

4.9 Funktorialitäten der kompakten Kohomologie
4.9.1. Ich erinnere daran, daß nach [TM] 2.4.13 eine stetige Abbildung zwischen
lokal kompakten Hausdorffräumen genau dann eigentlich ist, wenn das Urbild
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jedes Kompaktums wieder kompakt ist. Das ist alles, was wir an dieser Stelle über
eigentliche Abbildungen wissen müssen. Wo ich die Bedingung „lokal kompakt
Hausdorff“ oder Teile derselben nicht gefordert habe, dürfen Sie sie ohne Schaden
hinzufügen, denn außerhalb dieses Rahmens ist kompakte Kohomologie nutzlos.

4.9.2. Kompakte Kohomologie hat andere Funktorialitätseigenschaften als die ge-
wöhnliche Kohomologie. So ist es zum Beispiel nicht möglich, für beliebige ste-
tige Abbildungen einen Rückzug auf der kompakten Kohomologie zu erklären,
das gelingt nur für eigentliche Abbildungen. Stattdessen kann man jedoch für die
kompakte Kohomologie einen „Vorschub“ unter étalen Abbildungen und sogar
unter sogenannten „orientierten mannigfaltigen Abbildungen“ erklären. Ich er-
kläre das vorerst nur für offene Einbettungen in 4.9.7. In diesem Fall heißt der
Vorschub das „Ausdehnen durch Null“. Im Allgemeinen heißt er die „Integration
über die Fasern“.

Satz 4.9.3 (Eigentliches Zurückholen). Seien f : X → Y eigentlich und φ :
G → F ein Komorphismus von abelschen Garben über f . So gibt es für jedes
q genau eine Abbildung φ~ : Hq

! (Y ;G) → Hq
! (X;F) derart, daß für je zwei

AuflösungenF ↪→ A� und G ↪→ B� und jeden Lift von φ zu einem Komorphismus
φ� : B� → A� von Auflösungen über f das Diagramm

HqΓ!B� φ�→ HqΓ!A�

τ ↓ ↓ τ
Hq

! (Y ;G)
φ~→ Hq

! (X;F)

kommutiert mit den natürlichen Abbildungen τ aus 3.2.8 in den Vertikalen und der
von φ� induzierten oberen Horizontalen. Des weiteren gilt (φ ◦ ψ)~ = ψ~ ◦ φ~
und id~ = id.

Beispiel 4.9.4. Insbesondere liefert für jede eigentliche Abbildung f : X → Y
der offensichtliche Komorphismus ZY → ZX über f eine natürliche Abbildung
Hq

! (Y ) → Hq
! (X), die wir das eigentliche Zurückholen auf der kompakten

Garbenkohomologie nennen.

Vorschau 4.9.5. Sie werden zu gegebener Zeit als Übung zeigen, daß sich das
eigentliche Zurückholen in der de-Rham-Kohomologie durch das Zurückholen
kompakt getragener Differentialformen berechnen läßt und daß es in der singu-
lären Kohomologie dem eigentlichen Zurückholen [TS] 7.2.6 entspricht. In [TSF]
5.1.22 erklären wir, wie das eigentliche Zurückholen im Formalismus der sechs
Funktoren verstanden werden kann.

Beweis. Ein Komorphismus φ : G → F über f entspricht nach 4.3.4 einem Mor-
phismus φ̂ : G → f∗F von abelschen Garben auf Y . Gegeben eine injektive Auf-
lösung F ↪→ I� erhalten wir aus der Linksexaktheit von f∗ einen Isomorphismus
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f∗F
∼→ H0f∗I�. Weiter wissen wir aus 4.3.15, daß f∗I� ein Komplex von in-

jektiven Garben ist. Gegeben eine Auflösung G ↪→ B� zeigt dann das Hauptlem-
ma der homologischen Algebra 3.2.6, daß φ̂ bis auf Homotopie genau einen Lift
B� → f∗I� besitzt. In anderen Worten besitzt unser Komorphismus φ bis auf Ho-
motopie genau einen Lift zu einem Komorphismus B� → I� über f . Ist B� auch
eine injektive Auflösung, so hat die von diesem Komorphismus auf der Kohomo-
logie der kompakten globalen Schnitte induzierte AbbildungHqΓ!B� → HqΓ!I�
offensichtlich alle im Satz von einem eigentlichen Zurückholen auf der kompak-
ten Kohomologie geforderten Eigenschaften. Daß es keine andere Abbildung mit
den geforderten Eigenschaften geben kann, ist eh klar.

Definition 4.9.6. Gegeben j : X ↪→ Y eine offene Einbettung von Hausdorffräum-
en und F ∈ Ab/X sowie G ∈ Ab/Y abelsche Garben und ϕ : F → G ein Mor-
phismus über j erklären wir einen Gruppenhomomorphismus

ϕ~ : Γ!F → Γ!G

dadurch, daß wir einen Schnitt von F als stetige Abbildung s : X → F̄ auffassen
und ϕ̄ ◦ s durch Null auf Y ausdehnen. Die Hausdorff-Eigenschaft stellt dabei
sicher, daß das Bild j(supp s) des Trägers von s in Y abgeschlossen ist, so daß es
mit dem Träger des Bildes zusammenfällt, der folglich als Bild eines Kompaktums
auch wieder kompakt ist.

Satz 4.9.7 (Ausdehnen durch Null in der kompakten Garbenkohomologie).
Seien j : X ↪→ Y eine offene Einbettung von Hausdorffräumen und ϕ : F → G
ein Morphismus von abelschen Garben über j. So gibt es für jedes q genau eine
Abbildung ϕ~ : Hq

! (X;F)→ Hq
! (Y ;G) derart, daß für je zwei Auflösungen F ↪→

A� und G ↪→ B� und jeden Lift von ϕ zu einem Morphismus ϕ� : A� → B� von
Auflösungen über j das Diagramm

HqΓA� ϕ�

−→ HqΓB�

τ ↓ ↓ τ
Hq

! (X;F)
ϕ~−→ Hq

! (Y ;G)

kommutiert mit den natürlichen Abbildungen τ aus 3.2.8 in den Vertikalen und der
von ϕ� induzierten oberen Horizontalen. Des weiteren gilt (ϕ ◦ ψ)~ = ϕ~ ◦ ψ~
und id~ = id.

4.9.8. Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Erkenntnis, daß für eine offene
Einbettung j die Restrikion j∗ ein linksexakter Funktor ist und injektive abelsche
Garben zu injektiven abelschen Garben macht. Wir wissen bereits, daß j∗ für jede
stetige Abbildung j exakt ist. Um auch die zweite Aussage zu zeigen, überlegen
wir uns, daß j∗ im Fall einer offenen Einbettung j einen exakten Linksadjungier-
ten besitzt, die „Ausdehnung durch Null“ abelscher Garben.

124



Satz 4.9.9 (Ausdehnung durch Null von abelschen Garben). Gegeben eine of-
fene Einbettung j : X ↪→ Y von topologischen Räumen besitzt der Rückzug
j∗ : Ab/Y → Ab/X einen Linksadjungierten j! : Ab/X → Ab/Y und dieser ist
ein exakter Funktor.

Beispiel 4.9.10. Der Beweis wird zeigen, daß im Fall der Einbettung j : X ↪→ Y
einer offenen Teilmenge X ⊂◦ Y unsere Garbe j!ZX hier isomorph ist zu unserer
Garbe ZX⊂Y aus 4.1.5. Wir vereinbaren für jede abelsche Garbe G ∈ Ab/Y die
Notation

GX⊂Y := j!j
∗G

und fassen diese Garbe meist vermittels der Koeinheit der Adjunktion als Un-
tergarbe von G auf, schreiben im Fall einer abelschen Gruppe M aber MX⊂Y statt
(MY )X⊂Y . Die Konstruktionen beider Beweise unseres Satzes 4.9.9 zeigen in der
Tat, daß für jede offene Einbettung j : Y ↪→ X die Adjunktionsabbildung für jede
abelsche Garbe G ∈ Ab/Y ein Monomorphismus j!j

∗G ↪→ G ist.

Algebraischer Beweis. Es reicht, den Fall zu betrachten, daß j die Einbettung ei-
ner offenen Teilmenge ist. In dem Fall konstruieren wir j!F als die Garbifizierung
der abelschen Prägarbe mit U 7→ F(U) für U ⊂◦ X und U 7→ 0 sonst. Die uni-
verselle Eigenschaft der Garbifizierung liefert dann unmittelbar die universelle
Eigenschaft der Adjunktion. Die Exaktheit ist offensichtlich.

Geometrischer Beweis. Wir konstruieren den étalen Raum von j!F als Verkle-
bung im kokartesischen Diagramm topologischer Räume

X //

��

Y

��

F̄ // j!F

mit dem Nullschnitt als linker Vertikale. Der Rest des Arguments kann dem Leser
überlassen bleiben.

4.9.11. Gegeben eine offene Einbettung j : U ↪→ X ist nach 4.3.18 für je-
de Mengengarbe F ∈ Ens/X die Koeinheit der Adjunktion ein Isomorphismus
j∗j∗F

∼→ F . Der inverse Isomorphismus induziert vermittels der Adjunktion
einen natürlichen Morphismus

j!F → j∗F

Man sieht leicht ein, daß er im Fall einer gleichzeitig offenen und abgeschlossenen
Einbettung ein Isomorphismus ist.
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Vorschau 4.9.12. In 6.4.5 erklären wir Funktoren f! für beliebige stetige Abbil-
dungen f sowie natürliche Morphismen f!F → f∗F , die für f eigentlich Iso-
morphismen sind. In 6.5.1 verallgemeinern wir unseren Satz 4.9.9 auf den Fall
beliebiger étaler separierter Abbildungen. Sie stimmen zwar für offene Einbet-
tungen j mit den hier erklärten Funktoren j! überein, aber nicht in unmittelbar
kanonischer Weise. Bei der Diskussion solcher Feinheiten verwende ich für den
Linksadjungierten von j∗ die Notation j!! statt j!.

4.9.13 (Injektive Garben sind welk). Wir wiederholen unser Argument für un-
sere Erkenntnis 4.1.5, daß jede injektive Garbe welk ist. Ist I eine injektive Garbe
auf einem topologischen Raum X und j : U ↪→ X die Einbettung einer offenen
Teilmenge, so liefert die Einbettung j!ZU ↪→ ZX eine Surjektion Ab/X(ZX , I)�
Ab/X(j!ZU , I), die wir wegen unserer Adjunktion (j!, j

∗) umschreiben können zu
einer Surjektion Γ(X; I)� Γ(U ; I).

4.9.14 (Offene Restriktionen injektiver Garben sind injektiv). Da das Ausdeh-
nen durch Null j! unter einer offenen Einbettung j ein exakter Funktor ist, muß
die Restriktion einer injektiven abelschen Garbe auf eine offene Teilmenge stets
wieder injektiv sein.

Beweis zum Ausdehnen von kompakter Kohomologie. Ein Morphismus ϕ : F →
G über j entspricht nach 7.1.9 einem Morphismus ϕ̂ : F → j∗G von abelschen
Garben auf X . Gegeben eine injektive Auflösung G ↪→ J � erhalten wir aus der
Exaktheit von j∗ und 4.9.14 eine injektive Auflösung j∗G ↪→ j∗J �. Gegeben ei-
ne Auflösung F ↪→ A� zeigt dann das Hauptlemma der homologischen Algebra
3.2.6, daß ϕ̂ bis auf Homotopie genau einen Lift A� → j∗J � besitzt. In anderen
Worten besitzt unser Morphismus ϕ bis auf Homotopie genau einen Lift zu ei-
nem Komorphismus A� → J � über j. Ist A� auch eine injektive Auflösung, so
hat die von diesem Komorphismus auf der Kohomologie der globalen kompakten
Schnitte induzierte Abbildung HqΓ!A� → HqΓ!J � offensichtlich alle im Satz
von einer Ausdehnung durch Null auf der kompakten Kohomologie geforderten
Eigenschaften. Daß es keine andere Abbildung mit den geforderten Eigenschaften
geben kann, ist eh klar.

4.9.15. Gegeben ein Raum X und j : U ↪→ X die Einbettung einer offenen
Teilmenge und i : Z ↪→ X die Einbettung ihres abgeschlossenen Komplements
und F ∈ Ab/X erhalten wir mit der Koeinheit der Adjunktion (j!, j

∗) und der
Einheit der Adjunktion (i∗, i∗) eine kurze exakte Sequenz

j!j
∗F ↪→ F � i∗i

∗F

Die Lokalisierungssequenz 4.8.15 für einen lokal kompakten Hausdorffraum X
kann in natürlicher Weise identifiziert werden mit der zugehörigen langen exakten
Sequenz der Rechtsderivierten von Γ!.
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4.9.16 (Funktorialität der Lokalisierungssequenz). Wir erinnern aus 4.8.15 für
X ein lokal kompakter Hausdorffraum und A ⊂∧ X eine abgeschlossene Teilmen-
ge und F ∈ Ab/X die Lokalisierungssequenz

. . .→ Hq
! (X\A;F)→ Hq

! (X;F)→ Hq
! (A;F)→ Hq+1

! (X\A;F)→ . . .

Aus den Definitionen folgt, daß ihre graderhaltenden Abbildungen die Ausdeh-
nung durch Null 4.9.7 und das eigentliche Zurückholen 4.9.3 sind. Aus den Defi-
nitionen folgt auch, daß für abgeschlossene Teilmengen B ⊂∧ A ⊂∧ X und F eine
abelsche Garbe auf X das Diagramm

. . .→ Hq−1
! (A;F)→ Hq

! (X\A;F)→ Hq
! (X;F)→ Hq

! (A;F)→ . . .
↓ ↓ ‖ ↓

. . .→ Hq−1
! (B;F)→ Hq

! (X\B;F)→ Hq
! (X;F)→ Hq

! (B;F)→ . . .

mit dem Ausdehnen durch Null beziehungsweise dem abgeschlossenen Zurück-
holen in den Vertikalen kommutiert. In der Tat haben wir ja für jede kompakt-
weiche abelsche Garbe G auf X ein kommutatives Diagramm mit kurzen exakten
Zeilen

Γ!(X\A;G) ↪→ Γ!(X;G) � Γ!(A;G)
↓ ↓ ↓

Γ!(X\B;G) ↪→ Γ!(X;G) � Γ!(B;G)

Wenden wir das auf eine kompaktweiche Auflösung von F an und beachten die
Funktorialität der langen exakten Homologiesequenz, so ergibt sich die Behaup-
tung.

Vorschau 4.9.17. Alternativ mag man die Behauptung auch vermittels der Kon-
struktion eines kommutativen Diagramms

j!j
∗F ↪→ F � i∗i

∗F
↓ ↓ ↓

̂!̂
∗F ↪→ F � ı̂∗ı̂

∗F

herleiten, für ı̂ : B ↪→ X und ̂ : X\B ↪→ X die Einbettungen. Das wird sich mit
den als besonders einfach erweisen, sobald wir ausgezeichnete Isotransformatio-
nen (f ◦ g)∗

∼⇒ g∗ ◦ f ∗ und (f ◦ g)∗
∼⇒ f∗ ◦ g∗ und, zumindest im Fall offener

Einbettungen f, g auch (f ◦ g)!
∼⇒ f! ◦ g! zur Verfügung haben. Dann betrachten

wir einfach a : B ↪→ A und u : X\A ↪→ X\B und erhalten unsere natürlichen
Morphismen als die Komposition j!j

∗F ∼→ ̂!u!u
∗̂∗F → ̂!̂

∗F unter Verwen-
dung von u!u

∗ ⇒ id und i∗i∗F → i∗a∗a
∗i∗F ∼→ ı̂∗ı̂

∗F unter Verwendung von
id⇒ a∗a

∗.
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Beispiel 4.9.18 (Lokalisierungssequenz mit konstanten Koeffizienten). Ist X
ein lokal kompakter Hausdorffraum und A ⊂∧ X eine abgeschlossene Teilmen-
ge, so erhalten wir insbesondere in der Garbenkohomologie eine lange exakte
Sequenz

. . .→ Hq
! (X\A)→ Hq

! (X)→ Hq
! (A)→ Hq+1

! (X\A)→ . . .

mit der Ausdehnung durch Null und dem abgeschlossenen Zurückholen als grad-
erhaltenden Abbildungen und funktoriellem Randoperator.

4.9.19 (Ausgezeichnete Erzeuger der kompakten Kohomologie des Rn). Wir
erklären induktiv ausgezeichnete Erzeuger τn ∈ Hn

! (Rn), indem wir die durch
das Davorschreiben einer Null gegebene abgeschlossene Einbettung Rn−1 ↪→ Rn

betrachten und die Zerlegung U+ tU− des Komplements ihres Bildes mit U± :=
{x ∈ Rn | ±x1 > 0} und dann das Stück

Hn−1
! (Rn−1) ↪→ Hn

! (U+)⊕ Hn
! (U−)� Hn

! (Rn)

der Lokalisierungssequenz der kompakten Kohomologie. Sie induziert Isomor-
phismen Hn−1

! (Rn−1)
∼→ Hn

! (U+)
∼→ Hn

! (Rn). Vermittels dieser Isomorphismen
erklären wir ausgehend vom kanonischen Erzeuger 1 ∈ H0

! (R0) = H0(top) nach
3.5.5 induktiv unsere ausgezeichneten Erzeuger.

Vorschau 4.9.20 (Ausgezeichnete Erzeuger als Kreuzprodukte). Für die „rich-
tige“ Definition der kanonischen Erzeuger sollten wir von dem in [TSF] 5.6.14 für
beliebige lokal kompakte Hausdorffräume X, Y erklärten Kreuzprodukt der kom-
pakten Kohomologie Hp

!X ⊗ Hq
! Y → Hp+q

! (X × Y ) und dessen „Assoziativität“
ausgehen und τn := τ×n erklären für τ ∈ H1

! (R) das in 4.9.19 als τ 1 beschrie-
bene Element. Der Nachweis der Verträglichkeit beider Definitionen ist dann eine
Übung.

Übungen

Übung 4.9.21 (Abelsche Garben auf Koprodukten). Ist ein Raum X eine dis-
junkte Vereinigung offener Teilmengen X =

⊔
i∈I Xi und ist F eine abelsche

Garbe auf X , so induzieren zusätzlich zu 4.3.29 die Koeinheiten der Adjunktion
einen Isomorphismus ⊕

i∈I

ini! in∗i F
∼→ F

Nebenbei bemerkt haben wir in der Situation dieser Übung ini! = ini∗, folglich
ist für beliebige abelsche Garben Fi ∈ Ab/Xi der offensichtliche Morphismus ein
Isomorphismus ⊕

i∈I

ini∗Fi
∼→
∏
i∈I

ini∗Fi
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Analoge Aussagen für derivierte Kateorien zeigen wir in [TD] ??.

Übung 4.9.22 (Garbenkohomologie des Zweitorus). Man berechne ein weiteres
Mal die Garbenkohomologie der Figur 8. Man berechne die Garbenkohomologie
des Zweitorus und zeige unter anderem, daß das Zurückholen unter den beiden
Projektionen einen Isomorphismus

H1S1 ⊕ H1S1 ∼→ H1(S1 × S1)

liefert. Hinweis: Der Zweitorus enthält eine offene zu R2 homöomorphe Teilmen-
ge, deren Komplement homöomorph ist zur Figur 8.

Übung 4.9.23. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X und eine abelsche
Garbe F auf X sind gleichbedeutend:

1. F ist kompaktweich;

2. H1
! (U ;F) = 0 für alle U ⊂◦ X;

3. Hq
! (U ;F) = 0 für alle U ⊂◦ X und q > 0;

4. FU⊂X ist für alle U ⊂◦ X eine Γ!-azyklische Garbe.

Hinweis: Lokalisierungssequenz 4.8.15. Man kann in [TSF] ?? spickeln.

Übung 4.9.24. Betten wir einen offenen Ball im Rn in einen größeren offenen Ball
ein, so ist die Ausdehnung durch Null ein Isomorphismus auf der kompakten Ko-
homologie. Hinweis: Bezug zur lokalen Kohomologie 4.8.16 und Ausschneidung
4.4.11.

Übung 4.9.25. Seien j : X ↪→ Y eine offene Einbettung von lokal kompakten
Hausdorffräumen und ϕ : F → j!F der offensichtliche Morphismus von abel-
schen Garben über j. So sind die zugehörigen Abbildungen Isomorphismen

Hq
! (X;F)

∼→ Hq
! (Y ; j!F)

Später werden Sie das verstehen lernen als einen Spezialfall der Aussage, daß
das derivierte eigentliche Bild einer Verknüpfung die Verknüpfung der derivierten
eigentlichen Bilder ist.

Übung 4.9.26 (Mayer-Vietoris-Squenz der kompakten Kohomologie). Gege-
ben offene Teilmengen U, V eines lokal kompakten Hausdorffraums X und F ∈
Ab/X konstruiere man eine lange exakte Sequenz

. . .→ Hq
! (U ∩ V ;F)→ Hq

! (U ;F)⊕ Hq
! (V ;F)→ Hq

! (U ∪ V ;F)→ Hq+1
! . . .

Hinweis: Sie gehört zu einer kurzen exakten Garbensequenz.
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Übung 4.9.27. Man zeige für jede abelsche Garbe F auf Rn das Verschwinden
Hq

! (Rn;F) = 0 für q > n. Hinweis: Nach 4.5.14 wissen wir für den Kubus bereits
Hq([0, 1]n;G) = 0 für q > n und jede abelsche Garbe G auf dem Kubus.

Übung 4.9.28. Ist A ⊂∧ Rn eine abgeschlossene echte Teilmenge A 6= Rn, so gilt
Hn

! A = 0. Hinweis: 4.9.24 und 4.9.27.

Übung 4.9.29 (Verträglichkeiten des eigentlichen Zurückholens). Für X →
Y eine eigentliche Abbildung lokal kompakter Hausdorffräume und Kompakta
K ⊂ X sowie L ⊂ Y mit K ⊃ f−1(L) und F ∈ Ab/Y zeige man, daß unser
eigentliches Zurückholen 4.9.3 verträglich ist mit dem Zurückholen aus 4.3.7 und
4.4.7 in dem Sinne, daß das Diagramm

Hq
L(Y ;F)

��

// Hq
! (Y ;F)

��

// Hq(Y ;F)

��
Hq
K(X;F) // Hq

! (X;F) // Hq(X;F)

mit dem Zurückholen in den Vertikalen und den kanonischen Abbildungen 4.8.7
in den Horizontalen kommutiert. Insbesondere entspricht unter unserem Isomor-
phismus colfK Hq

K(X;F)
∼→ Hq

! (X;F) aus 4.8.16 das eigentliche Zurückholen
auf der kompakten Kohomologie dem Kolimes des Zurückholens auf der Koho-
mologie mit Trägern.

Übung 4.9.30. Wir betrachten die Abbildung S1 → S1 gegeben durch z 7→ zn.
Man zeige, daß das Zurückholen mit dieser Abbildung die Multiplikation

(n·) : H1S1 → H1S1

ist. Hinweis: Man mag damit beginnen zu zeigen, daß die natürliche Abbildung
einen Isomorphismus H1

{x}(S
1)

∼→ H1S1 induziert, und verwende 4.9.29. Diese
Übung wird sich als ein Spezialfall von 4.10.21 erweisen.

Übung 4.9.31. Gegeben ein endlichdimensionaler reller Vektorraum V der Di-
mension n und ein Automorphismus g ∈ GL(V ) ist die von g induzierte Selbst-
abbildung von Hn

! (V ;Z) die Identität im Fall det(g) > 0 und die Multiplikation
mit (−1) andernfalls.

Übung 4.9.32. GegebenU ⊂◦ X eine offene Teilmenge eines topologischen Raums
und j die Einbettungsabbildung induzieren die durch die Adjunktion (j!, j

∗) gege-
benen Isomorphismen Ab/X(ZU⊂X ,F)

∼→ Γ(U ;F) für alle F ∈ Ab/X und alle
q Isomorphismen

ExtqAb/X
(ZU⊂X ,F)

∼→ Hq(U ;F)

Im weiteren werden wir diese Aussage als eine unmittelbare Konsequenz der Ad-
junktion (j!, j

!) derivierter Funktoren verstehen lernen.
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4.10 Kompakte Kohomologie von Mannigfaltigkeiten
4.10.1. Im folgenden sind Mannigfaltigkeiten, wenn nichts anderes explizit gesagt
wird, stets als topologische Mannigfaltigkeiten zu verstehen.

Proposition 4.10.2 (Kompakte Kohomologie oberhalb der Dimension). Gege-
ben eine n-Mannigfaltigkeit M und eine abelsche Garbe F ∈ Ab/M gilt

q > n ⇒ Hq
! (M ;F) = 0

4.10.3. Für jede n-Mannigfaltigkeit M hat also Γ! : Ab/M → Ab eine homologi-
sche Dimension≤ n. Aus dem anschließenden Satz folgt, daß diese homologische
Dimension für M 6= ∅ sogar genau n ist.

Beweis. Sei zunächst q beliebig. Für j : U ↪→ M die Einbettung einer offenen
Teilmenge haben wir Hq

! (U ;F) ∼= Hq
! (M ; j!j

∗F) nach 4.9.25. Da die kompakte
Kohomologie nach 4.8.20 mit filtrierenden Kolimites vertauscht, gibt es nach dem
Zorn’schen Lemma eine maximale offene Teilmenge U ⊂◦ M mit Hq

! (U ;F) = 0.
Wäre sie nicht ganz M , so fänden wir V ⊂◦ M homöomorph zu Rn mit V 6⊂ U .
Nach 4.9.27 wissen wir q > n ⇒ Hq

! (V ;F) = Hq
! (V ∩ U ;F) = 0. Die Mayer-

Vietoris-Sequenz 4.9.26 zeigt dann Hq
! (V ∪ U ;F) = 0 und dieser Widerspruch

zur Maximalität von U beendet den Beweis.

4.10.4. Eine Garbe mit Werten in Abopp heißt eine abelsche Kogarbe. Wir wer-
den die Arbeit mit abelschen Kogarben meiden. Sie sind mühsam zu handhaben,
da sie keine abelsche Kategorie bilden.

Satz 4.10.5 (Maximale kompakte Kohomologie als Kogarbe). Gegeben eine
n-Mannigfaltigkeit M erhalten wir eine abelsche Kogarbe auf M vermittels der
Vorschrift

U 7→ Hn
! (U)

Beweis. Gegeben eine Familie (Uν) von offenen Teilmengen von M mit Verei-
nigung V haben wir, wie man unschwer auf den Halmen prüft, eine rechtsexakte
Garbensequenz

ZV⊂M �
⊕

ZUν⊂M ←
⊕

Z(Uν∩Uµ)⊂M

Unter dem nach 4.10.2 rechtsexakten und nach 4.8.20 mit filtrierenden Kolimites
verträglichen Funktor Hn

! wird sie zu einer rechtsexakten Sequenz

Hn
! (V )�

⊕
Hn

! (Uν)←
⊕

Hn
! (Uν ∩ Uµ)
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4.10.6. Ist insbesondere eine n-Mannigfaltigkeit M eine disjunkte Vereinigung
offener Teilmengen (Mi)i∈I , so induzieren die Ausdehnungen durch Null einen
Isomorphismus ⊕

i∈I

Hn
! Mi

∼→ Hn
! M

Das folgt sowohl aus der Kogarbeneigenschaft als auch direkt aus der Verträglich-
keit der kompakten Kohomologie mit filtrierenden Kolimites.

Korollar 4.10.7. Gegeben eine n-MannigfaltigkeitM und eine beliebige abelsche
GruppeG erhalten wir eine abelsche Garbe orM,G aufM , die Orientierungsgar-
be von M mit Koeffizienten in G, vermittels der Vorschrift

orM,G : U 7→ HomZ(Hn
! (U), G)

Beweis. Wenden wir auf unsere Kogarbe 4.10.5 den kontravarianten Funktor HomZ( , G)
an, so erhalten wir eine linksexakte Sequenz

HomZ(Hn
! (V ), G) ↪→

∏
HomZ(Hn

! (Uν), G)→
∏

HomZ(Hn
! (Uν ∩ Uµ), G)

Sie beinhaltet die Garbeneigenschaft.

4.10.8. Gegeben eine n-Mannigfaltigkeit M vereinbaren wir für die Spezialisie-
rung unserer Garbe orM,G aus 4.10.7 zu G = Z die Notation

orM := orM,Z

und nennen diese Garbe die Orientierungsgarbe vonM . Die Orientierungsgarbe
ist stets lokal isomorph zur konstanten Garbe ZM nach 4.9.24 und ihre Halme sind
wieder nach 4.8.16 kanonisch isomorph zu den Dualen der lokalen Kohomolo-
giegruppen Hn

{x}(M). Ist die Orientierungsgarbe global isomorph zur konstanten
Garbe ZM , so heißt M orientierbar. Unter einer Orientierung oder ausführ-
licher topologischen Orientierung unserer Mannigfaltigkeit verstehen wir die
Wahl eines ausgezeichneten Isomorphismus ZM

∼→ orM . Die Definitionen liefern
einen natürlichen Isomorphismus zwischen der Restriktion der Orientierungsgar-
be auf eine offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit und der Orientierungsgarbe
der fraglichen offenen Teilmenge als Mannigfaltigkeit orM |U

∼→ orU .

Vorschau 4.10.9 (Bezug zur singulären Homologie). Unsere Vergleichssätze lie-
fern auch einen Isomorphismus unserer Orientierungsgarbe hier mit der Orientie-
rungsgarbe der singulären Homologie aus [TS] 4.2.9. In der Tat sind deren Halme
Hn(M,M\x)sing die Dualräume von Hn(M,M\x)sing und letztere Räume sind
nach unserem Vergleichssatz 5.1.20 kanonisch isomorph zu Hn

{x}(M).
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Satz 4.10.10 (Hohe kompakte Kohomologie von Mannigfaltigkeiten). Gege-
ben eine zusammenhängende n-Mannigfaltigkeit M haben wir:

1. Hq
!M = 0 für q > n;

2. Für jeden Punkt x ∈ M ist die offensichtliche Abbildung eine Surjektion
Hn
{x}(M)� Hn

! (M);

3. Ist M nicht orientierbar, so ist Hn
! M
∼= Z/2Z eine zweielementige Gruppe;

4. Ist M orientierbar, so gilt Hn
! M
∼= Z und für jede Orientierung ZM

∼→ orM
gibt genau einen Isomorphismus Z ∼→ Hn

! M , der unter dem Dualisieren
HomZ( ,Z) die Komposition natürlicher Abbildungen Z ∼→ ZM(M)

∼→
orM(M) liefert.

Beweis. Das Verschwinden für q > n ist ein Spezialfall unserer allgemeineren
Proposition 4.10.2. Aus Hn

! (Rn) ∼= Z nach 4.8.17 und 4.9.24 folgt, daß orM,G

für jede abelsche Gruppe G lokal isomorph ist zur konstanten Garbe GM . Gege-
ben eine abelsche Garbe F und eine abelsche Gruppe G bezeichne F ⊗ G die
Garbifizierung der Prägarbe U 7→ F(U) ⊗ G. Man erkennt unschwer, daß der
mithilfe der universellen Eigenschaften konstruierte Homomorphismus stets ein
Isomorphismus

orM ⊗G
∼→ orM,G

ist. Ist M zusammenhängend und gibt es keinen Isomorphismus ZM
∼→ orM

der konstanten Garbe mit der Orientierungsgarbe, so haben wir nach Lemma
4.10.11 Isomorphismen G2

∼→ Γ(M ; orM ⊗G)
∼→ HomZ(Hn

! M,G), die funktori-
ell sind inG und die nach dem Yoneda-Lemma folglich von einem Isomorphismus
Z/2Z ∼→ Hn

! M herkommen müssen, mit der Notation

G2 := {g ∈ G | g2 = 1}

Das zeigt den dritten Teil. Ist M zusammenhängend und gibt es einen Isomor-
phismus ZM

∼→ orM der konstanten Garbe mit der Orientierungsgarbe, so liefert
jeder derartige Isomorphismus Isomorphismen G ∼→ HomZ(Hn

! M,G), die funk-
toriell sind in G und folglich von einem Isomorphismus Z ∼→ Hn

! M herkommen
müssen, wieder nach dem Yoneda-Lemma. Das zeigt den vierten Teil. Der Beweis
des zweiten Teils bleibe dem Leser zur Übung überlassen.

Lemma 4.10.11. Gegeben ein zusammenhängender Raum X und darauf eine lo-
kal aber nicht global zur konstanten Garbe ZX isomorphe abelsche Garbe F
erhalten wir einen in G ∈ Ab funktoriellen Isomorphismus

G2
∼→ Γ(F ⊗G)

durch die Vorschrift, die g ∈ G2 den durch x 7→ sx ⊗ g mit sx ∈ Fx einem
Erzeuger des Halms gegebenen globalen Schnitt zuordnet.
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Beweis. Wir betrachten den Teilraum

X̃ := {s ∈ F̄ | s erzeugt seinen Halm}

Dann ist die offensichtliche Abbildung π : X̃ → X eine zweiblättrige Überlage-
rung. Wäre X̃ nicht zusammenhängend, so könnte man es als disjunkte Vereini-
gung zweier nichtleerer offener Teilmengen schreiben, die nach [TF] 3.1.29 auch
bereits X überlagern, die mithin einblättrige Überlagerungen wären und folglich
Homöomorphismen, so daß π : X̃ → X einen stetigen Schnitt hätte im Wi-
derspruch zu unserer Annahme F 6∼= ZX . Also ist X̃ zusammenhängend. Nun
kann die Projektion π : X̃ → X auch als die Quotientenabbildung nach einer
Operation der zweielementigen Gruppe F2 verstanden werden. Die zurückgezo-
gene Garbe π∗F hat den étalen Raum ét(π∗F) = X̃ ×X F̄ und den globalen
erzeugenden Schnitt x̃ 7→ (x̃, x̃), der einen Isomorphismus ZX̃

∼→ π∗F liefert.
Die F2-Operation auf π∗F nach 7.1.10 entspricht unter unserem Isomorphismus
π∗F ∼= ZX̃ der Operation (x̃, n) 7→ (−x̃,−n). Dann haben wir natürliche Iso-
morphismen

π∗(F ⊗G)
∼→ (π∗F)⊗G ∼→ GX̃

Die F2-Operation links entspricht darunter der F2-Operation (x̃, g) 7→ (−x̃,−g).
Das liefert Isomorphismen G2

∼→ Γ(π∗(F ⊗ G))F2
∼→ Γ(F ⊗ G) mit 7.1.10 für

den zweiten Pfeil, und mehr war nicht zu zeigen.

4.10.12. Gegeben eine MannigfaltigkeitM und ihre Orientierungsgarbe orM nen-
nen wir die im vorhergehenden Beweis konstruierte zweiblättrige Überlagerung
π : M̃ →M ihre Orientierungsüberlagerung

M̃ := {s ∈ ét(orM) | s erzeugt seinen Halm}

Wir haben dann einen natürlichen Isomorphismus π∗ orM
∼→ orM̃ und die kano-

nische Trivialisierung dieser Garbe nennen wir die tautologische Orientierung
der Orientierungsüberlagerung M̃ .

4.10.13 (Endlichkeit der kompakten Kohomologie). Sei n ∈ N gegeben. Be-
sitzt ein topologischer Raum X eine Überdeckung durch offene Teilmengen U ⊂◦
X mit Hq

! (U ;F) = 0 für q > n und alle F ∈ Ab/U , so folgt Hq
! (X;F) = 0

für q > n und alle F ∈ Ab/X . Das zeigt der Beweis von 4.10.2. Weiter zeigt
der Beweis von 4.10.7, daß dann für alle F ∈ Ab/X und G ∈ Ab der Funktor
U 7→ HomZ(Hn

! (U ;F), G) eine abelsche Garbe auf X ist.

4.10.14 (Hohe kompakte Kohomologie von Randfaltigkeiten). Man mag unse-
re Erkenntnisse 4.10.13 zur Endlichkeit der kompakten Kohomologie insbesonde-
re auf Randfaltigkeiten anwenden und aus der in 4.10.8 gegebenen Argumentati-
on folgern, daß für eine n-dimensionale Randfaltigkeit X die zuvor besprochenen

134



Garben U 7→ HomZ(Hn
! (U ;AX), G) im Fall einer konstanten Garbe F = AX

lokal konstant sind auf dem Komplement des Randes und aus dieser lokal kon-
stanten Garbe entstehen vermittels der Ausdehnung durch Null. Eine Argumenta-
tion wie beim Beweis von 4.10.10 zeigt dann Hn

! (X; k) = 0 für jede zusammen-
hängende Randfaltigkeit, die keine Mannigfaltigkeit ist, und jede abelsche Gruppe
k von Koeffizienten.

Korollar 4.10.15 (Jordan-Brouwer). Seien n, r ≥ −1 und sei sr ⊂ Sn eine
Teilmenge der n-Sphäre, die homöomorph ist zur r-Sphäre Sr. So haben wir:

r > n Unmöglich;
r = n Impliziert Sn = sr;
r = n− 1 Dann hat Sn\sr genau zwei Zusammenhangskomponenten,

und der Rand jeder dieser beiden Komponenten ist sr;
r ≤ n− 2 Dann ist Sn\sr zusammenhängend.

4.10.16. Hier ist die (−1)-Sphäre wie in [TF] 1.1 als die leere Menge zu verste-
hen. Obiger Satz wurde bereits in [TS] 3.3.2 bewiesen. Mir scheint jedoch der hier
entwickelte Zugang natürlicher.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir n ≥ 2 und r ≥ 0
annehmen. Im Fall r > n wäre 0 → Hr

! (s
r) → 0 ein Ausschnitt der langen

exakten Lokalisierungssequenz im Widerspruch zu Hr
! (s

r) ∼= Z. Im Fall r ≤ n
betrachten wir den Ausschnitt

0→ Hn−1
! sr → Hn

! (Sn\sr)→ Hn
! S

n → Hn
! s

r → 0

der Lokalisierungssequenz. Im Fall r = n muß in unserer Sequenz eine Sur-
jektion und damit ein Isomorphismus Hn

! S
n ∼→ Hn

! s
n stehen und es folgt erst

Hn
! (Sn\sn) = 0 und mit unseren Erkenntnissen 4.10.10 und 4.10.6 zur hohen

kompakten Kohomologie von Mannigfaltigkeiten dann Sn\sn = ∅. Im Fall r =
n − 1 erhalten wir ähnlich Hn

! (Sn\sn−1) ∼= Z2 und nach denselben Argumenten
hat Sn\sn−1 zwei Zusammenhangskomponenten. Daß sn−1 im Abschluß beider
Komponenten liegt, folgert man wie in [TS] 3.3.2. Ist schließlich r ≤ n − 2, so
erhalten wir Hn

! (Sn\sr) ∼= Z und nach denselben Argumenten besteht Sn\sr aus
genau einer Zusammenhangskomponente.

4.10.17. Für jede zusammenhängende topologische n-Mannigfaltigkeit M gilt
mit denselben Argumenten wie zuvor Hn

! (M ;Z/2Z) ∼= Z/2Z.

Korollar 4.10.18 (Komplemente von Untermannigfaltigkeiten in Rn). IstM ⊂∧
Rn eine abgeschlossene (n − 1)-Untermannigfaltigkeit mit k Zusammenhangs-
komponenten, so besteht ihr Komplement Rn\M aus (k + 1) Zusammenhangs-
komponenten. Hat hier M unendlich viele Zusammenhangskomponenten, so auch
Rn\M .
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Beweis. Die Lokalisierungssequenz liefert mit dem Verschwinden 4.10.2 unmit-
telbar Hn−1

! (M ;Z/2Z) ↪→ Hn
! (Rn\M ;Z/2Z) � Hn

! (Rn;Z/2Z). Die Behaup-
tung folgt damit aus 4.10.17.

Korollar 4.10.19 (Nichteinbettbarkeit von Mannigfaltigkeiten). Für n ≥ 1
kann eine zusammenhängende nicht orientierbare (n− 1)-Mannigfaltigkeit nicht
als abgeschlossene Teilmenge in den Rn eingebettet werden.

Beweis. Für M unsere Mannigfaltigkeit erhielten wir Hn−1
! (M ;Z) = Z/2Z und

mit der Lokalisierungssequenz Hn
! (Rn\M ;Z)

∼→ Hn
! (Rn;Z) ∼= Z, diesmal mit

Z-Koeffizienten, und Rn\M wäre zusammenhängend im Widerspruch zum vor-
hergehenden Korollar 4.10.18.

Korollar 4.10.20 (Injektive geschlossene Wege in einem Zweitorus). Gegeben
eine Einbettung i : S1 ↪→ S1 × S1 sind die Umlaufzahlen von pr1 ◦i und pr2 ◦i
entweder teilerfremd oder beide Null.

Beweis. Nach 4.9.22 ist die Kohomologie des Zweitorus isomorph zu Z in den
Graden Null und Zwei und isomorph zu Z2 im Grad Eins. Insbesondere ist der
Zweitorus orientierbar. Wir wenden nun die Lokalisierungssequenz 4.8.15 an auf
den Fall X = S1 × S1 und das Bild A := i(S1) ⊂∧ X und folgern eine exakte
Sequenz

H1
!X → H1

!A→ H2
! (X\A)

Da H2
! (X\A) frei ist über Z, muß H1

!X → H1
!A surjektiv oder Null sein. Diese

Abbildung wird jedoch nach 4.9.22 unter geeigneten Identifikationen H1
!X
∼= Z⊕

Z, H1
!A
∼= Z gegeben durch die Zeilenmatrix (a, b).

Übungen

Übung 4.10.21. Gegeben eine eigentliche Abbildung f : M � N von zusam-
menhängenden orientierten n-Mannigfaltigkeiten erklären wir ihren Abbildungs-
grad als das Bild der Eins unter der Komposition Z ∼→ Hn

! N → Hn
! M

∼→ Z mit
den durch die jeweiligen Orientierungen gegebenen äußeren Isomorphismen und
dem eigentlichen Zurückholen unter f in der Mitte. Sei V ⊂◦ N offen zusammen-
hängend und sei f−1(V ) = U1t . . .tUr die Zerlegung des Urbilds von V in seine
Zusammenhangskomponenten. So ist der Abbildungsgrad von f die Summe der
Abbildungsgrade der eingeschränkten Abbildungen f : Ui → V . Hat insbeson-
dere f einen von Null verschiedenen Abbildungsgrad, so muß f surjektiv sein.
Hinweis: 4.9.29 und 4.10.10.

Übung 4.10.22. Wir denken uns eine Einbettung der Figur 8 in einen Zweitorus.
Welche Werte können die insgesamt vier Umlaufzahlen, je zwei für jeden Kreis
der 8, annehmen? Ich hab mir das selber gar nicht so genau überlegt.
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Übung 4.10.23. Ist N ↪→ M die Einbettung einer offenen nichtleeren Teilmenge
in eine zusammenhängende n-Mannigfaltigkeit, so ist die Ausdehnung durch Null
eine Surjektion Hn

! N � Hn
! M .

Übung 4.10.24 (Kompakte Kohomologie komplexer Varietäten). Ein lokal kom-
pakter Hausdorffraum X besitze eine Filtrierung

X = X≤n ⊃ X≤n−1 ⊃ . . . ⊃ X≤0 ⊃ ∅ = X≤−1 = X≤−2 = . . .

durch abgeschlossene Teilmengen derart, daß X≤q\X≤q−1 jeweils eine q-Man-
nigfaltigkeit ist. Man zeige Hq

! (X) = 0 für q > n und zeige unter der zusätzlichen
Annahme X≤n−1 = X≤n−2, daß die Ausdehnung durch Null einen Isomorphis-
mus

Hn
! (X\X≤n−2)

∼→ Hn
! (X)

induziert. Ein typisches Beispiel für eine derartige Situation erhalten wir im Fall
einer komplexen algebraischen Varietät V einer Dimension kdimC V ≤ d, wenn
wir den zugehörigen topologischen Raum X = V (C) mit seiner analytischen To-
pologie versehen und die Filtrierung durch die Untervarietäten der jeweils singu-
lären Punkte betrachten, vergleiche [KAG] 7.4.28 und [KAG] 7.5.5. Hier hat man
dann n = 2d. Sobald wir wissen, daß für jede irreduzible glatte komplexe Varie-
tät V unser Raum V (C) zusammenhängend und orientierbar ist, folgt sogar, daß
H2d

! (V (C)) eine freie abelsche Gruppe ist mit je einem Erzeuger pro irreduzibler
Komponente der Krulldimension d von V , und durch die Wahl einer Orientierung
des R-Vektorraums C werden diese Erzeuger sogar eindeutig festgelegt. Hinweis:
Lokalisierungssequenz 4.9.18.

Übung 4.10.25. Man zeige, daß gegeben sn−1 ⊂ Sn zwei ineinander enthal-
tene Sphären benachbarter Dimensionen und eine beliebige zweipunktige Teil-
menge Z ⊂ Sn bestehend aus je einem Punkt in jeder Komponente des Kom-
plements Sn\sn−1 die Einbettung sn−1 ↪→ Sn\Z einen Isomorphismus auf der
Kohomologie induziert. Hinweis: Man vergrößere Z zu einer offenen Menge Z̃
bestehend aus je einem offenen Ball um jeden der beiden Punkte, der seiner-
seits sn−1 nicht trifft. Mithilfe der Natürlichkeit der Sequenz zu einer offenen
Teilmenge zeige man dann, daß das abgeschlossene Zurückholen Isomorphismen
Hq

! (S
n\Z̃)

∼→ Hq
! (s

n−1) induziert. Das liefert auch einen alternativen Zugang zu
unseren Erkenntnissen über Umlaufzahlen kreuzungsfreier Wege [TF] 1.7.10.

Übung 4.10.26. Gegeben eine abgeschlossene TeilmengeA ⊂∧ Rn, die homöomorph
ist zu Rn−1, sind beide Komponenten des Komplements von A unbeschränkt und
A ist der Rand einer jeden von ihnen. Hinweis: Man lasse sich vom Beweis des
Jordan’schen Kurvensatzes [TS] 3.3.2 inspirieren.

Übung 4.10.27. Sind A,B ⊂∧ R2 zwei nichtkompakte zusammenhängende Eins-
mannigfaltigkeiten und besteht ihr Schnitt aus einem einzigen Punkt, so hat das
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Komplement R2\(A ∪ B) genau vier Komponenten. Hinweis: Man berechne mit
[TS] 4.3.24 zunächst einmal die kompakte Kohomologie von A ∪B.

Übung 4.10.28. Ist A ⊂∧ R2 kompakt und überlagerungstrivial, so ist R2\A zu-
sammenhängend. Ist A ⊂∧ R2 kompakt und einfach wegzusammenhängend, so
ist R2\A nicht notwendig zusammenhängend. Hinweis: Verschwinden der ersten
Garbenkohomologie überlagerungstrivialer Räume 3.5.13 und Lokalisierungsse-
quenz der kompakten Kohomologie.
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5 Vergleichssätze

5.1 Singuläre Kohomologie als Garbenkohomologie
5.1.1. Gegeben ein topologischer Raum X und q ≥ 0 betrachten wir die abel-
sche Prägarbe der singulären q-Koketten, die jeder offenen Menge U ⊂◦ X
die Gruppe SqU der singulären q-Koketten auf U zuordnet. Die Garbifizierung
dieser Prägarbe notieren wir SqX und nennen sie die Garbe der lokalen singu-
lären q-Koketten. Die üblichen Korandabbildungen auf den Koketten induzieren
Korandabbildungen SqX → S

q+1
X . Auf diese Weise wird S∗X ein Komplex von abel-

schen Garben und die offensichtliche Kettenabbildung S∗X → ΓS∗X liefert eine
Abbildung

Hq
sing X → HqΓS∗X

Weiter liefert für jede stetige Abbildung f : X → Y der Rückzug von Koket-
ten einen Komorphismus über f zwischen den Prägarben der singulären Koketten
und dann mit 4.3.4 auch einen Komorphismus S∗Y → S∗X über f zwischen ih-
ren Garbifizierungen. Mit den davon induzierten Abbildungen ΓS∗Y → ΓS∗X wird
X 7→ ΓS∗X ein Funktor ΓS∗ : Top → Ketopp und unsere offensichtlichen Ket-
tenabbildungen bilden eine Transformation von Funktoren S∗ ⇒ ΓS∗ und indu-
zieren nach Anwenden der KohomologiefunktorenHq Transformationen

Hq
sing ⇒ HqΓS∗

5.1.2. Ein topologischer Raum heiße singulär-azyklisch, wenn seine singuläre
Homologie isomorph ist zu Z im Grad Null und zu Null in höheren Graden. Nach
dem universellen Koeffiziententheorem gilt dann dasselbe auch für die Kohomo-
logie. Nach unseren allgemeinen Konventionen [TM] 1.9.7 heißt ein Raum lokal
singulär-azyklisch, wenn sich jede Umgebung jedes Punktes zu einer singulär-
azyklischen Umgebung desselben Punktes verkleinern läßt.

5.1.3. Ist X lokal singulär-azyklisch, so wird der Komplex der Garben der loka-
len singulären Koketten nach der Augmentierung zu ZX ↪→ S∗X exakt, denn das
muß man ja nur auf dem Halm an jeder Stelle x ∈ X zeigen und der Komplex der
Halme an einer Stelle x ist isomorph zu Z ↪→ colfU3x S∗U mit dem filtrierenden
Kolimes über alle offenen Umgebungen von x. Nach [TS] 7.1.22 kommt es nun
nicht darauf an, ob wir den Kolimes über alle offenen Umgebungen von x, über
alle Umgebungen von x, oder über alle singulär-azyklischen Umgebungen von x
bilden. Damit folgt die behauptete Exaktheit aus der Exaktheit filtrierender Ko-
limites [TS] 7.1.18. Wir erhalten so mithilfe unserer Definition rechtsderivierter
Funktoren 3.2.8 für jeden lokal singulär-azyklischen Raum Abbildungen

HqΓS∗X → Hq(X;ZX)
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in die Garbenkohomologie der konstanten Garbe. Ist zusätzlich f : X → Y ei-
ne stetige Abbildung in einen weiteren lokal singulär-azyklischen Raum, so ist
unser Komorphismus S∗Y → S∗X über f aus 5.1.1 eine Fortsetzung des offensicht-
lichen Komorphismus ZY → ZX und die charakterisierende Eigenschaft des Zu-
rückholens 4.3.7 in der Garbenkohomologie liefert, daß auch obige Abbildungen
natürlich sind in X .

Satz 5.1.4 (Singuläre Kohomologie als Garbenkohomologie). Für jeden lo-
kal singulär-azyklischen Raum X ist die Komposition Hq

sing X → HqΓS∗X →
Hq(X;ZX) der beiden in 5.1.1 und 5.1.3 erklärten natürlichen Abbildungen ein
natürlicher Isomorphismus, der Vergleichsisomorphismus zwischen der singu-
lären Kohomologie und der Garbenkohomologie

Hq
sing X

∼→ Hq(X;ZX)

5.1.5. Der Beweis wird erst zu Ende dieses Abschnitts gegeben. Einen alternati-
ven Beweis für „parakompakte“ Räume geben wir in 5.6.6. Der Satz erlaubt uns
insbesondere, Anschauung aus der singulären Kohomologie in die Garbenkoho-
mologie zu übertragen. Daß unser Vergleichsisomorphismus ein Ringisomorphis-
mus ist für das in [TD] 2.6.14 erklärte cup-Produkt auf der Garbenkohomologie
beweisen wir in [TD] 2.8.2. Die Interpretation der singulären Homologie im Rah-
men der Garbenkohomologie wird erst in [TSF] 7.4 besprochen.
5.1.6. Der Satz gilt mit demselben Beweis weiter, wenn wir schwächer nur for-
dern, daß die durch die singulären Koketten gegebene Sequenz von Prägarben zu
einer Auflösung der konstanten Garbe garbifiziert. Dasselbe gilt mit fast demsel-
ben Beweis auch für beliebige Koeffizienten, wir müssen dann nur im anschlie-
ßenden Beweis Q→ Q/Z durch eine endliche injektive Auflösung der jeweiligen
Koeffizientengruppe ersetzen und statt mit D mit dem Homomorphismenkomplex
dorthin arbeiten.
5.1.7. Zum Beweis des obigen Vergleichssatzes mag man versucht sein zu zeigen,
daß die beiden Abbildungen aus 5.1.1 und 5.1.3 bereits jeweils für sich genom-
men Isomorphismen sind. Das gelingt mir jedoch nur unter stärkeren Annahmen,
genauer für „parakompakte“ Räume, vergleiche 5.6.5. Stattdessen gebe ich im
folgenden eine alternative Konstruktion derselben Abbildung, der man auch im
allgemeinen ansieht, daß sie ein Isomorphismus sein muß.
5.1.8. Für jeden topologischen Raum X erklären wir den Komplex der Grenz-
ketten als den Kolimes

GX := colf(SX
U→ SX

U→ . . .)

des Komplexes der singulären Ketten in Bezug auf die Unterteilungsoperatoren U
aus [TS] 2.4.1. Alle kanonischen Abbildungen SX → GX in diesen Kolimes in-
duzieren nach [TS] 2.4.3 dieselbe Abbildung auf der Homologie. Wir arbeiten im
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folgenden mit der ersten dieser kanonischen Abbildungen. Sie kommt, wie auch
alle anderen, sogar von einer Transformation S ⇒ G von Funktoren Top → Ket
her und induziert aufgrund der Exaktheit filtrierender Kolimites Isomorphismen
auf der Homologie

HqX = HqSX
∼→ HqGX

Ergänzung 5.1.9. Ich wüßte gerne, ob der Komplex der Grenzketten aus freien
abelschen Gruppen besteht. Das würde uns die Arbeit sehr erleichtern, aber ich er-
warte eher ein Gegenbeispiel als einen Beweis. Klar ist jedoch, daß der Komplex
der Grenzketten aus flachen abelschen Gruppen besteht, da ja jeder filtrierende
Kolimes von torsionsfreien abelschen Gruppen aufgrund der Exaktheit filtrieren-
der Kolimites wieder torsionsfrei ist.

5.1.10. Seien X ein topologischer Raum und V eine Überdeckung derart, daß
selbst die offenen Kerne der Mengen aus V bereits X überdecken, in Formeln
X =

⋃
V ∈V V

◦. So verschwindet der Kolimes über das System

SX/SVX
U−→ SX/SVX

U−→ SX/SVX
U−→ . . .

mit den von den Unterteilungsoperatoren induzierten Morphismen. In der Tat wird
nach [TS] 2.4.8 jedes Element dieses Quotienten von einer hinreichend hohen
Potenz des Unterteilungsoperators annulliert.

Satz 5.1.11 (Grenzketten als welke Čech-azyklische Kogarbe). Ist X ein to-
pologischer Raum und U eine offene Überdeckung von X , so erhalten wir eine
exakte Sequenz von Grenzkettenkomplexen

GX �
⊕
U∈U

GU ←
⊕

(U,U ′)∈U2

G(U ∩ U ′)← . . .

Des weiteren induziert jede stetige injektive Abbildung A ↪→ X eine injektive
Abbildung GA ↪→ GX auf den Grenzketten.

5.1.12 (Čech-azyklische Kogarben). Eine Prägarbe mit Werten in einer abel-
schen Kategorie nennen wir Čech-azyklisch, wenn in Bezug auf jedes System von
offenen Teilmengen der zugehörige Čech-Komplex eine Auflösung der Schnitte
auf der Vereinigung bildet, wobei wir implizit voraussetzen, daß alle beim Bilden
der jeweiligen Čech-Komplexe benötigten Produkte existieren. Insbesondere ist
jede Čech-azyklische Prägarbe bereits eine Garbe. Eine Garbe mit Werten in ei-
ner abelschen Kategorie heißt welk, wenn die globalen Schnitte epimorph auf die
Schnitte über jeder offenen Teilmenge gehen.

Beweis. Wenn wir statt Grenzketten gewöhnliche Ketten betrachten und ganz
links den Komplex der U-feinen Ketten SUX , so folgt die Exaktheit aus der Azy-
klizität von Simplizes [TS] 1.1.15 mit Eckenmenge die Menge aller U ∈ U , die
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einen vorgegebenen singulären Simplex enthalten. Wenn wir nun den Kolimes
anwenden und die vorbereitende Bemerkung 5.1.10 beachten, folgt die erste Aus-
sage. Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus der Injektivität SA ↪→ SX durch
Übergang zum Kolimes.

5.1.13 (Explizite derivierte Dualität). Gegeben ein Komplex von abelschen Grup-
pen A erklären wir den dualen Komplex als den Hom-Komplex

DKetA = DA :=
(
AV(Q[0]→ Q/Z)

)
in den Komplex Q[0]→ Q/Z mit nur zwei von Null verschiedenen Termen, deren
Erster, wie das Symbol [0] andeutet, im Grad Null sitzen soll. Die offensichtliche
Kettenabbildung Z[0]→ (Q[0]→ Q/Z) liefert natürliche Homomorphismen

ν : Hom(A,Z[0])→ DA

Jede exakte Sequenz von Kettenkomplexen A → B → C wird unter unserer
Dualität zu einer exakten Sequenz DC → DB → DA in die Gegenrichtung.

Vorschau 5.1.14. Anstelle des Komplexes Q[0] → Q/Z könnten wir hier allge-
meiner eine beliebige injektive Auflösung von Z verwenden. In [TSF] 2.5.6 wer-
den wir DA als das „Homobjekt von A zum Einsobjekt in der derivierten Kate-
gorie der Kategorie der abelschen Gruppen“ verstehen lernen und werden lernen,
daß diese derivierte Kategorie eine Schmelzkategorie mit universellen Verschmel-
zungen und Multihom ist. In diesem Rahmen erweist sich unser dualer Komplex
dann als das duale Objekt in dieser Schmelzkategorie im Sinne von [TSK] 1.3.19.

Definition 5.1.15. Sei A eine abelsche Kategorie. Ein Morphismus in der Kate-
gorie der Komplexe Ket(A) oder in der Homotopiekategorie Hot(A) heißt ein
Quasiisomorphismus, wenn er Isomorphismen auf der Homologie induziert. Ich
will Quasiisomorphismen →̆ notieren, denn sie sind noch etwas ferner von übli-
chen Isomorphismen als unsere Isomorphismen p∼p→ in Homotopiekategorien.

5.1.16. Wie wir im Fall von Komplexen abelscher Gruppen bereits beim Beweis
von [TS] 6.2.5 diskutiert haben, ist eine Kettenabbildung genau dann ein Quasi-
isomorphismus, wenn ihr Abbildungskegel exakt ist.

Proposition 5.1.17 (Eigenschaften der derivierten Dualität). 1. Für jeden Kom-
plex S von freien abelschen Gruppen ist unser natürlicher Homomorphis-
mus ein Quasiisomorphismus ν : (SVZ[0]) →̆ DS;

2. Jeder Quasiisomorphismus A →̆ B von Komplexen abelscher Gruppen in-
duziert einen Quasiisomorphismus DB →̆ DA.
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Beweis. Gegeben ein in Richtung der Pfeile beschränkter Komplex S von freien
abelschen Gruppen S zeigt das Hauptlemma der homologischen Algebra [TS]
5.6.14, daß der Homomorphismenkomplex SVX in jeden exakten Komplex X
exakt ist. Ist X beschränkt, so folgt das sogar für einen beliebigen Komplex S
von freien abelschen Gruppen, indem man entsprechend weiter und weiter im
Negativen abschneidet. Wenden wir diese Erkenntnis auf den Abbildungskegel

X := Keg
(
Z[0]→ (Q[0]→ Q/Z)

)
an und beachten, daß nach [TS] 6.2.12 die Konstruktionen Abbildungskegel und
Hom-Komplex vertauschen, so folgt Teil 1. Für Teil 2 reicht es nach Übergang
zum Abbildungskegel und dem Vertauschen [TS] 6.2.12 der Konstruktionen Ab-
bildungskegel und Hom-Komplex in der anderen Variablen zu zeigen, daß für
jeden exakten Komplex C auch der Komplex CV(Q[0] → Q/Z) exakt ist. Das
aber ist allgemein klar nach dem Hauptlemma der homologischen Algebra, wenn
rechts ein beschränkter Komplex von Injektiven steht.

Ergänzung 5.1.18 (Bidualität). Unsere Überlegungen aus [TSK] 1.3.15 liefern
natürliche Kettenabbildungen A → DDA. Aus dem Vorhergehenden folgt leicht,
daß sie für jeden Komplex von endlich erzeugten freien abelschen Gruppen S
einen Quasiisomorphismus S →̆ DDS liefern. Mit etwas mehr homologischer
Algebra folgt, daß sie sogar für jeden beliebigen Komplex von endlich erzeugten
abelschen Gruppen E einen Quasiisomorphismus E →̆ DDE liefern.

5.1.19. Gegeben ein topologischer Raum X erklären wir den Komplex der Ko-
grenzkettengarben oder kurz den Kogrenzkomplex G∗X durch die Vorschrift, daß
der Komplex seiner Schnitte auf U ⊂◦ X mit unserer derivierten Dualität D aus
5.1.13 gegeben wird durch die Vorschrift

G∗X(U) := D(GU)

Man beachte, daß GiX(U) keineswegs nur von GiU abhängt. Da nach 5.1.11 die
Grenzketten eine welke Kogarbe bilden, erhalten wir so einen Komplex von wel-
ken abelschen Garben. Das Dualisieren unseres exakten Komplexes von abelschen
Gruppen aus 5.1.11 liefert genauer wegen der Exaktheit von D einen exakten
Komplex

G∗X(X) ↪→
∏
U∈U

G∗X(U)→
∏

(U,V )∈U2

G∗X(U ∩ V )→ . . .

Ähnlich prüft man die Verklebungseigenschaft auch für Systeme offener Teilmen-
gen mit einer von ganz X verschiedenen Vereinigung. Daß G∗X welk ist, folgt aus
der Injektivität von GA ↪→ GX für A ⊂ X , immer noch nach 5.1.11, und der
Exaktheit von D.
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Beweis von Satz 5.1.4 über den Vergleichsisomorphismus. Gegeben ein topologi-
scher Raum X führt unser Quasiisomorphismus SX →̆ GX aus 5.1.8 zusam-
men mit unseren Erkenntnissen über die derivierte Dualität bei abelschen Gruppen
5.1.17 zu Quasiisomorphismen

S∗X →̆ D(SX) ←̆ D(GX)

Ist X lokal singulär-azyklisch, so folgern wir, indem wir unsere Sequenz von
Quasiisomorphismen für alle singulär-azyklischen Umgebungen V ⊂ X gege-
bener Punkte betrachten, daß unser Kogrenzkomplex aus 5.1.19 eine Auflösung
ZX → G∗X der konstanten Garbe ist. Unsere Sequenz von Quasiisomorphismen
betrachten wir dann weiter für alle U ⊂◦ X und erhalten so eine Sequenz von
Quasiisomorphismen von Komplexen von Prägarben, die wir zu einer Sequenz

S∗X →̆ S̃�
X ←̆ G∗X

von Morphismen von Auflösungen der konstanten Garbe ZX garbifizieren. Wählen
wir noch eine injektive Auflösung I� der konstanten Garbe und einen Morphis-
mus von Auflösungen S̃�

X →̆ I�, so erhalten wir auf den globalen Schnitten ein
kommutatives Diagramm

S∗X →̆ D(SX) ←̆ D(GX)
↓ ↓ o ↓

ΓS∗X → ΓS̃�
X ← ΓG∗X

↘ ↓ ↙
ΓI�

Wichtig ist hierbei, daß G∗X : U 7→ D(GU) bereits ein Komplex von Garben ist
und wir an dieser Stelle nicht zu garbifizieren brauchen, denn das liefert den ver-
tikalen Isomorphismus ganz rechts. Nun besteht G∗X nach 5.1.19 sogar aus welken
Garben. Nach unseren Erkenntnissen 3.6.7 zum Derivieren mit azyklischen Auf-
lösungen und der Γ-Azyklizität welker Garben aus 4.1.3 ist mithin in unserem
Diagramm die Kettenabbildung ↙ ein Quasiisomorphismus. Daraus aber folgt,
daß die Komposition in der mittleren Vertikale und dann auch die Komposition
nach unten auf der linken Seite Quasiisomorphismen sind. Der Satz folgt.

5.1.20 (Lokale Garbenkohomologie als relative singuläre Kohomologie). Ge-
geben j : U ↪→ X die Einbettung einer offenen Teilmenge in einen topologischen
Raum induziert der zugehörige Komorphismus S∗X → S∗U über j offensichtlich
einen Isomorphismus von Komplexen S∗U

∼→ j∗S∗X von Garben auf unserer offe-
nen Teilmenge U . Nehmen wir nunX lokal singulär-azyklisch an und wählen eine
injektive Auflösung ZX ↪→ I� und einen Lift S∗X → I� der Identität auf ZX , so
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erhalten wir mit den hoffentlich offensichtlichen Abbildungen ein kommutatives
Diagramm

S∗X //

��

ΓS∗X

��

ΓS∗X

��

// ΓI�

��
S∗U // ΓS∗U // Γj∗S∗X // Γj∗I�

Nach 4.9.14 ist jede offene Restriktion einer injektiven Garbe injektiv, und wen-
den wir im äußeren RechteckHq an, so werden die Horizontalen per definitionem
unsere Vergleichsisomorphismen zwischen singulärer Kohomologie und Garben-
kohomologie, wohingegen die Vertikalen den jeweiligen Rückzug auf die offene
Teilmenge U liefern. Nun ist nach 4.9.13 ist jede injektive Garbe welk, also ist
die rechte Vertikale surjektiv. Die linke Vertikale ist eh surjektiv. Indem wir unser
Diagramm zum Platzsparen diagonal spiegeln und die Kerne ergänzen, erhalten
wir mit 4.4.9 für Z := X\U ein kommutatives Diagramm

S∗(X,U) �
� //

��

S∗X // //

��

S∗U

��
ΓZI

� � � // ΓI� // // Γj∗I�

von kurzen exakten Sequenzen abelscher Gruppen. Man überzeugt sich leicht, daß
der von der linken Vertikale induzierte Isomorphismus

Hq(X,U)sing
∼→ Hq

Z(X)garb

nicht von der Wahl der injektiven Auflösung I� und der Wahl des Lifts S∗X → I�
abhängt. Wir nennen ihn den Vergleichsisomorphismus der relativen Koho-
mologie. Die Funktorialität der langen exakten Kohomologiesequenz zeigt, daß
unsere Vergleichsisomorphismen für jeden lokal singulär-azyklischen Raum X
mit einer offenen Teilmenge U ⊂◦ X und deren abgeschlossenem Komplement
Z ⊂∧ X einen Morphismus von langen exakten Sequenzen liefern in Gestalt eines
kommutativen Diagramms

. . . // Hq(X,U) //

o
��

HqX //

o
��

HqU //

o
��

Hq+1(X,U) //

o
��

. . .

. . . // Hq
Z(X) // HqX // HqU // Hq+1

Z (X) // . . .

mit singulärer Kohomologie oben, Garbenkohomologie unten und unseren Ver-
gleichsisomorphismen in den Vertikalen. Die Konstruktion zeigt weiter, daß un-
sere Vergleichsisomorphismen der relativen Kohomologie auch Transformationen
von Funktoren sind.
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5.1.21. Gegeben ein lokal singulär-azyklischer Raum X und eine injektive Auf-
lösung ZX ↪→ I� der konstanten Garbe und ein Lift S∗X ↪→ I� dieser Auflösung
hatten wir für jede abgeschlossene Teilmenge Z ⊂∧ X ausgezeichnete Quasiiso-
morphismen S∗(X,X\Z) →̆ ΓZI� konstruiert. Ist X zusätzlich Hausdorff, so
können wir zum filtrierenden Kolimes über alle Kompakta Z = K ⊂ X überge-
hen und erhalten einen ausgezeichneten Quasiisomorphismus

colfK S∗(X,X\K) →̆ Γ!I�

Er induziert Isomorphismen

Hq
! (X)sing

∼→ Hq
! (X)garb

Es ist leicht zu sehen, daß sie von den zu ihrer Konstruktion getroffenen Wahlen
nicht abhängen. Wir nennen sie die Vergleichsisomorphismen der kompakten
Kohomologie. Offensichtlich sind sie verträglich mit dem Ausdehnen durch Null
nach [TS] 7.2.5 beziehungsweise 4.9.7 auf der singulären beziehungsweise gar-
bigen kompakten Kohomologie. Nach 4.9.29 sind sie auch verträglich mit dem
eigentlichen Zurückholen.

Satz 5.1.22. Ist A ⊂∧ Rn eine abgeschlossene Teilmenge und G eine abelsche
Gruppe, so induzieren der Randoperator der Lokalisierungssequenz 4.8.15 zu-
sammen mit dem Vergleichssatz 5.1.21 und der Poincaré-Dualität [TS] 7.4.3 Iso-
morphismen, die Isomorphismen der Alexander-Dualität

Hq
! (A;GA)

∼→ H̃n−q−1(Rn\A;G)

Beispiele 5.1.23. Schneiden wir etwa aus der Ebene R2 zwei disjunkte kompak-
te abgeschlossene zusammenhängende Teilmengen heraus, so ist die erste Ho-
mologie des Komplements frei vom Rang zwei. Anschaulich wird eine Basis
eben gegeben durch die Klassen zweier Zykel, die jeweils um eines der beiden
beim Herausschneiden entstandenen Löcher laufen. Man kann sich auch den Fall
denken, daß eine der besagten kompakten abgeschlossenen zusammenhängenden
Teilmengen als Ring um die andere liegt: Unser Satz wird dann auch für q = 1 ge-
haltvoll. Schneiden wir dahingegen eine nichtkompakte zusammenhängende ab-
geschlossene Teilmenge heraus, so verschwindet die erste Homologie des Kom-
plements, da anschaulich gesprochen „unsere nichtkompakte Teilmenge in irgend-
einer Richtung nach Unendlich läuft und nicht von einem Zykel umrundet werden
kann“. Im Fall q = 0 liefert der Isomorphismus der Alexanderdualität nochein-
mal Korollar [TS] 4.3.9, nach dem H̃n−1(Rn\A;Z) für A ⊂∧ Rn mit nur genau
k ∈ N kompakten Zusammenhangskomponenten frei ist über Z vom Rang k, und
im Fall q = 0, n = 2 ist er im wesentlichen der in [TS] 1.6.3 durch Umlaufzahlen
beschriebene Isomorphismus H1(U ;Z)

∼→ C!(C\U,Z) für U ⊂◦ C.
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Beispiel 5.1.24. Ersetzen wir im Satz auf der linken Seite Garbenkohomologie
durch singuläre Kohomologie, so gilt er im allgemeinen nicht mehr, zum Beispiel
im Fall n = 2, q = 1, G = Z und A dem Schmitt der Sinuskurve des Topologen
[TM] 1.3.23 mit dem Kompaktum [−2, 2]2.

Beweis. Wir gehen aus vom nach 5.1.21 und Bemerkung [TS] 7.4.2 kommutati-
ven Diagramm

Hq
! (Rn;G)garb

∼→ Hq
! (Rn;G)sing

∼→ Hn−q(Rn;G)
↑ ↑ ↑

Hq
! (Rn\A;G)garb

∼→ Hq
! (Rn\A;G)sing

∼→ Hn−q(Rn\A;G)

Als Isomorphismus zwischen den Kernen für q < n und zwischen den Kokernen
für q ≥ n der Vertikalen erhalten wir daraus nach 4.9.16 für alle q den ersten
Isomorphismus der Sequenz

Hq
! (A;G)garb

∼→ Hn−q(Rn,Rn\A;G)
∼→ H̃n−q−1(Rn\A;G)

Der zweite Isomorphismus kommt von der langen exakten Sequenz der reduzier-
ten Kohomologie her zusammen mit der Erkenntnis, daß für die relativen Homo-
logiegruppen zwischen reduzierter und nichtreduzierter Homologie kein Unter-
schied besteht.

Proposition 5.1.25 (Verallgemeinerte Poincaré-Dualität). Gegeben eine Man-
nigfaltigkeitX der Dimension n und eine abelsche GruppeG liefert die Konstruk-
tion des folgenden Beweises Isomorphismen

Hq
! (X; orX(G))

∼→ Hn−q(X;G)

zwischen der kompakten Kohomologie der Orientierungsgarbe und der singulären
Homologie im gegenüberliegenden Grad.

Vorschau 5.1.26. Die Bedeutung dieses Satzes im Rahmen der „sechs Funktoren“
diskutieren wir in [TSF] 7.3.1.

Beweis. Wir schreiben das Argument nur für Koeffizienten G = Z aus, der allge-
meine Fall geht genauso. Sei π : X̃ → X die Orientierungsüberlagerung mit ihrer
tautologischen Orientierung ω̃ und sei τ : X̃ → X das Vertauschen der Blätter.
Nach dem Beweis von 3.7.12 haben wir mit den offensichtlichen Abbildungen
eine kurze exakte Sequenz

(S∗X̃)−τ ↪→ S∗X̃ � S∗X
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GegebenK ⊂ X kompakt und K̃ = π−1(K) sein Urbild erhalten wir in derselben
Weise eine kurze exakte Sequenz

S∗(X̃, X̃\K̃)−τ ↪→ S∗(X̃, X̃\K̃)� S∗(X,X\K)

Nach Konstruktion geht der Fundamentalzykel ω̃K̃ ∈ Hn(X̃, X̃\K̃) nach Null
in Hn(X,X\K), kann also durch eine Kette ω̃K̃ ∈ Sn(X̃, X̃\K̃)−τ repräsentiert
werden. Wir erhalten so die obere Hälfte eines kommutativen Diagramms von
Kettenkomplexen

(Sn−qX̃)−τ �
� // Sn−qX̃ // // Sn−qX

Sq(X,X\K)

∩ω̃K̃

OO

��

� � // Sq(X̃, X̃\K̃)

��

∩ω̃K̃

OO

// // cokq(X,K)

���
�
�

OO�
�
�

Γ!(X;SqX) �
� // Γ!(X̃;Sq

X̃
) // // Γ!(X;SqX ⊗ orX)

Die untere Zeile kommt dabei von der kurzen exakten Sequenz kompaktweicher
Garben SqX ↪→ π∗SqX̃ � S

q
X ⊗ orX her und cokq(X,K) ist nur eine Notation für

den Kokern in der mittleren Horizontale. Gehen wir nun zur Kohomologie dieser
Komplexe über und in der mittleren Horizontale zusätzlich zum direkten Limes
über alle Kompakta K ⊂ X , so werden die beiden linken vertikalen Morphis-
men nach unten Isomorphismen nach 5.1.21. Mit dem Fünferlemma folgt dasselbe
für den rechten vertikalen Morphismus nach unten. Insbesondere erhalten wir, da
auch SqX⊗orX als Kokern einer Inklusion kompaktweicher Garben kompaktweich
ist, natürliche Isomorphismen

colfK Hq cok∗(X,K)
∼→ HqΓ!(X;S∗X ⊗ orX)

∼→ Hq
! (X; orX)

Für letzteren Isomorphismus verwenden wir, daß S∗X ⊗ orX eine kompaktweiche
Auflösung von orX ist. So erhalten wir schon mal kanonische Homomorphismen
κX : Hq

! (X; orX)→ Hn−qX . Aus der Konstruktion folgt unmittelbar, daß wir für
jede offene Einbettung U ↪→ X kommutative Quadrate

Hq
! (U ; orU) //

��

Hn−qU

��
Hq

! (X; orX) // Hn−qX

erhalten. Mit einer etwas feineren Argumentation zeigt man ähnlich wie beim Be-
weis von [TS] 7.4.5, daß wir für je zwei offene Teilmengen U, V ⊂◦ X sogar
ein kommutatives Diagramm von Mayer-Vietoris-Sequenzen erhalten. Mit dieser
Erkenntnis können wir dann den Beweis der Poincaré-Dualität aus [TS] 6.4.9 wie-
derholen.
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Übungen

Übung 5.1.27. Gegeben abgeschlossene Teilmengen B ⊂∧ A ⊂∧ Rn kommutieren
die Diagramme

Hq
! (A;GA)

∼→ H̃n−q−1(Rn\A;G)
↓ ↓

Hq
! (B;GB)

∼→ H̃n−q−1(Rn\B;G)

mit den Isomorphismen der Alexanderdualität 5.1.22 in den Horizontalen und dem
abgeschlossenen Zurückholen der kompakten Kohomologie sowie dem Bild in der
reduzierten Homologie in den Vertikalen.

Übung 5.1.28. Man zeige, daß unter der Verknüpfung von ausgezeichneten Iso-
morphismen Hn(Rn,Rn\0)sing

∼→ Hn
{0}(Rn)

∼→ Hn
! (Rn) der Duale unseres aus-

gezeichneten Erzeugers von Hn(Rn,Rn\0) aus [TS] 4.1.4 alias [TSK] 4.1.17 un-
serem ausgezeichneten Erzeuger aus 4.9.19 entspricht.

5.2 Erste Čech-Kohomologie als Garbenkohomologie
Satz 5.2.1 (Erste Čech-Kohomologie als Garbenkohomologie). Gegeben eine
abelsche Garbe F auf einem topologischen Raum X liefert die durch das Kom-
mutieren des Diagramms im folgenden Beweis definierte Abbildung einen natürli-
chen Isomorphismus zwischen ihrer ersten Čech-Kohomologie und ihrer ersten
Garbenkohomologie

can : Ȟ1(X;F)
∼→ H1(X;F)

5.2.2. Dieser Satz soll unter anderem dazu beitragen, unsere Anschauung von der
durch 1.2.6 bereits mit Anschauung gefüllten ersten Čech-Kohomologie auf die
von ihrer Definition her für mich völlig unanschauliche Garbenkohomologie zu
übertragen. In 5.6.1 zeigen wir, daß die Čech-Kohomologie und die Garbenkoho-
mologie auf „parakompakten“ Räumen sogar in allen Graden übereinstimmen.

Beweis. Wir wählen eine Einbettung F ↪→ G von F in ein Produkt von Wol-
kenkratzergarben. Bezeichne C den Prägarbenkokern dieser Einbettung und be-
zeichne C+ seine Garbifizierung. Wir erhalten ein kommutatives Diagramm von
Prägarben

F � � // G // // C

��
F � � // G // C+

mit kurzer exakter oberer Zeile und linksexakter unterer Zeile, das insbesondere
zeigt, daß die kanonische Abbildung C → C+ ein Monomorphismus von Prägar-
ben ist. Behandeln wir dies Diagramm mit Ȟ und mit 2.2.8, so erhalten wir die
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linke Hälfte eines kommutativen Diagramms, bei dem wir der Einfachheit halber
den Grundraum X aus der Notation weggelassen haben:

Ȟ0F // Ȟ0G // Ȟ0C

��

// Ȟ1F //

���
�
�
�
�
�
� 0

Ȟ0F //

o
��

Ȟ0G //

o
��

Ȟ0C+

o
��

H0F // H0G // H0C+ // H1F // 0

Die Zeilen sind exakt, wie im folgenden begründet werden soll. In der oberen
Zeile, da eine kurze exakte Sequenz von Prägarben uns eine lange exakte Se-
quenz in der Čech-Kohomologie liefert, zunächst bezüglich jeder offenen Über-
deckung und dann auch im Limes. Wir haben weiter Ȟ1(X;G) = 0, nach 1.3.12
und 1.5.6 verschwinden ja für ein Produkt von Wolkenkratzergarben sogar alle
höheren Čech-Kohomologiegruppen bezüglich jeder offenen Überdeckung. Das
liefert Exaktheit der oberen Zeile. Die untere Zeile ist exakt als Teil einer langen
exakten Garbenkohomologie-Sequenz, es gilt nämlich H1(X;G) = 0 nach 4.1.3,
da G stets welk ist. Folglich können wir den gestrichelten Pfeil durch die Kommu-
tativität des Diagramms definieren. Um zu zeigen, daß er ein Isomorphismus ist,
brauchen wir nur zu prüfen, daß der Monomorphismus von Prägarben C ↪→ C+

Isomorphismen auf Ȟ0 induziert. Nun hat jedoch sein Prägarbenkokern K auf-
grund der Exaktheit der Garbifizierung die Eigenschaft K+ = 0, als da heißt,
alle Halme von K sind Null, woraus wir leicht Ȟ0K = 0 folgern. Dann ergibt
sich Ȟ0C ∼→ Ȟ0C+ aus der bereits diskutierten langen exakten Sequenz der Čech-
Kohomologie zu einer kurzen exakten Sequenz in der Kategorie der abelschen
Prägarben.

Ergänzung 5.2.3. Im allgemeinen liefert eine kurze exakte Sequenz in der Katego-
rie der abelschen Garben keineswegs eine lange exakte Sequenz der zugehörigen
Čech-Kohomologiegruppen. Ich bin jedoch außerstande, ein konkretes Gegenbei-
spiel anzugeben.

Beispiel 5.2.4. Sei X ein topologischer Raum. Die lange exakte Sequenz zur kur-
zen exakten Garbensequenz 2πiZX ↪→ CC � CC× , die von der Exponentialabbil-
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dung induziert wird, liefert die obere Horizontale in einem Diagramm

H1(X; CC×) //

o
��

H2(X; 2πiZX)

o

��

Ȟ1(X; CC×)

o
��{

komplexe Geradenbündel auf X ,
bis auf Isomorphismus

}
H2(X;ZX)

wo wir links die Identifikationen aus 5.2.1 und 1.2.9 benutzen und rechts durch
2πi teilen. Das Bild eines komplexen Geradenbündels L unter dieser Verknüpfung
heißt die erste Chern’sche Klasse von L und wird bezeichnet mit

c1(L) ∈ H2(X;ZX)

Wir werden in 5.4.18 und 5.4.5 sehen, daß auf „parakompakten“ Räumen die
Gruppen Hq(X; CC) verschwinden für q > 0, so daß unser ganzes Diagramm
aus Bijektionen besteht. Auf parakompakten Räumen werden demnach komplexe
Geradenbündel „klassifiziert durch ihre erste Chern’sche Klasse“.

Satz* 5.2.5 (Geradenbündel mit konstanten Übergangsfunktionen). Ein kom-
plexes Geradenbündel auf einem parakompakten Raum besitzt genau dann eine
Bündelkarte mit konstanten Übergangsfunktionen, wenn das Bild seiner ersten
Chern’schen Klasse unter der natürlichen Abbildung H2(X;ZX) → H2(X;CX)
nach Null geht.

Ergänzung 5.2.6. Dasselbe gilt mit demselben Beweis für glatte komplexe Ge-
radenbündel auf parakompakten glatten Mannigfaltigkeiten. Es gilt jedoch für
holomorphe Bündel auf einer komplexanalytischen Mannigfaltigkeit nur unter
der zusätzlichen Annahme der Surjektivität von Ȟ1(X;CX) → Ȟ1(X;Oan), die
im Diagramm ganz unten horizontal anzubauen wäre. Diese Surjektivität hin-
wiederum ergibt sich bei kompakten Kählermannigfaltigkeiten aus der Hodge-
theorie, unsere Abbildung identifiziert sich dann nämlich mit der Projektion von
H1(X;CX) = H(1,0)(X;CX)⊕H(0,1)(X;CX) auf H1(X;Oan) ∼= H(1,0)(X;CX).

Beweis. Wir erhalten für jeden beliebigen topologischen Raum X Monomorphis-
men 2πiZX ↪→ CX ↪→ CC und ein kommutatives Diagramm mit kurzen exakten
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Garbensequenzen in den Zeilen und Spalten

2πiZX �
� // CX� _

��

// // C×X� _

��
2πiZX �

� // CC // //

����

CC×

����
cok cok

Ein komplexes Geradenbündel kann durch lokal konstante oder gleichbedeutend
konstante Übergangsfunktionen realisiert werden genau dann, wenn seine Klasse
im Bild von Ȟ1(X;C×X) → Ȟ1(X; CC×) liegt. Das impliziert sofort, daß das Bild
seiner ersten Chern’schen Klasse in H2(X;CX) verschwinden muß. Umgekehrt
kann man sich überlegen und der Beweis des Oktaederaxioms wird auch formal
zeigen, daß das Diagramm

H1(X; CC×) → H2(X; 2πiZX)
↓ ↓

H1(X; CC) → H1(X; cok) → H2(X;CX)

mit den von obigen Sequenzen und Morphismen induzierten Morphismen kom-
mutiert. Für parakompaktes X folgt aus Ȟ1(X; CC) = 0 dann umgekehrt auch,
daß jedes komplexe Geradenbündel mit in H2(X;CX) verschwindender erster
Chern’scher Klasse bereits durch konstante Übergangsfunktionen realisiert wer-
den kann.

5.3 Parakompakte Räume
Definition 5.3.1. 1. Seien X eine Menge und U ⊂ P(X) eine Überdeckung

von X . Eine Überdeckung V von X heißt eine Verfeinerung von U , wenn
jedes V ∈ V in mindestens einem U ∈ U enthalten ist;

2. Ein System von Teilmengen U ⊂ P(X) eines topologischen Raums X
heißt lokal endlich, wenn jedes x ∈ X eine Umgebung besitzt, die höchs-
tens endlich viele U ∈ U trifft;

3. Ein topologischer Raum heißt parakompakt, wenn er Hausdorff ist und
sich jede offene Überdeckung unseres Raums zu einer lokal endlichen offe-
nen Überdeckung verfeinern läßt.

5.3.2. Jede abgeschlossene Teilmenge eines parakompakten Raums ist offensicht-
lich wieder parakompakt. Für offene Teilmengen gilt das jedoch im allgemeinen
nicht. Topologische Räume, in denen jede offene Teilmenge parakompakt ist, hei-
ßen erblich parakompakt.
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Proposition 5.3.3 (Kriterium für Parakompaktheit). Besitzt ein Hausdorffraum
topologischer Raum eine abzählbare Überdeckung durch offene Teilmengen mit
kompaktem Abschluß, so ist er parakompakt.

Beweis. Indem wir zu geeigneten Vereinigungen übergehen dürfen wir ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit sogar annehmen, unser Raum sei überdeckt durch
eine aufsteigende Folge X0 ⊂ X1 ⊂ . . . von offenen Teilmengen mit kompak-
tem Abschluß. Indem wir zu einer geeigneten Teilfolge übergehen, dürfen wir
zusätzlich annehmen, daß für alle n gilt X̄n ⊂ Xn+1. Um Sonderbetrachtungen
zu vermeiden setzen wir Xn = ∅ für n < 0. Gegeben eine offene Überdeckung
U unseres Raums werden die Kompakta X̄n+1\Xn jeweils schon überdeckt von
den U aus einem endlichen Teilsystem Un ⊂ U . Die Schnitte U ∩ (Xn+2\X̄n−1)
für U ∈ Un und n ∈ Z bilden dann die gesuchte lokal endliche Verfeinerung der
Überdeckung U .

Proposition 5.3.4. Jeder parakompakte Raum ist normal.

Beweis. Das folgt mit zweimaligem Anwenden des anschließenden technischen
Lemmas, erst im Fall einer einpunktigen Menge B, dann im Allgemeinen.

Lemma 5.3.5. Seien A,B disjunkte abgeschlossene Mengen in einem parakom-
pakten Raum X . Zu jedem Punkt x ∈ A gebe es disjunkte offene Teilmengen
Ux, Vx ⊂◦ X mit x ∈ Ux und B ⊂ Vx. So gibt es auch disjunkte offene U, V ⊂◦ X
mit A ⊂ U und B ⊂ V .

Beweis. Die Ux mitsamt X\A bilden eine offene Überdeckung von X . Sei W
eine offene lokal endliche Verfeinerung dieser offenen Überdeckung. Setzen wir
WA := {W ∈ W | W ∩ A 6= ∅}, so ist jedes W ∈ WA in einem Ux enthalten,
die Vereinigung U :=

⋃
W∈WA

W ist offen, und wir haben A ⊂ U . Andererseits
besitzt jedes y ∈ B eine offene Umgebung Cy, die nur endlich viele Mengen
W1, . . . ,Wn aus WA trifft. Wählen wir nun x(i) ∈ A mit Wi ⊂ Ux(i), so ist
Dy = Cy ∩ Vx(1) ∩ . . . ∩ Vx(n) offen und trifft überhaupt keine Menge aus WA.
Damit ist V =

⋃
y∈BDy offen mit V ∩ U = ∅ und B ⊂ V .

Proposition 5.3.6 (Schrumpfen offener Überdeckungen). Ist X ein parakom-
pakter Hausdorffraum und (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von X , so finden wir
eine offene Überdeckung (Vi)i∈I von X mit V̄i ⊂ Ui ∀i ∈ I .

Beweis. Aufgrund der Normalität von X besitzt jedes x ∈ X eine offene Umge-
bung Cx, deren Abschluß in einem Ui enthalten ist, sagen wir C̄x ⊂ Ui(x). SeiW
eine lokal endliche offene Verfeinerung der offenen Überdeckung von X durch
die Cx. So finden wir auch für jedes W ∈ W ein i := i(W ) mit W̄ ⊂ Ui(W ).
Dann setzen wir Vj :=

⋃
i(W )=jW und erhalten V̄j ⊂ Uj , da mit 5.3.9 die Vereini-

gung einer lokal endlichen Familie abgeschlossener Mengen wieder abgeschlos-
sen ist.
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Lemma 5.3.7 (Teilung der Eins). Ist X eine glatte parakompakte Mannigfaltig-
keit und U ⊂ P(X) eine offene Überdeckung von X , so gibt es eine durch U ∈ U
indizierte Familie von glatten Funktionen αU : X → [0, 1] derart, daß αU jeweils
Träger in U hat, daß jede Stelle x ∈ X eine Umgebung besitzt, auf der nur endlich
viele unserer Funktionen nicht verschwinden, und daß an jeder Stelle x ∈ X gilt∑

U∈U

αU(x) = 1

5.3.8. Sind etwa A,B ⊂∧ X disjunkt und abgeschlossen, so gibt es eine glatte
Funktion f : X → [0, 1] mit f = 1 auf einer offenen Umgebung von A und
f = 0 auf einer offenen Umgebung von B. In der Tat folgt das sofort, wenn man
das Lemma auf die Überdeckung von X durch die Komplemente unserer beiden
abgeschlossenen Mengen anwendet.

Beweis. Können wir unseren Satz für eine lokal endliche Verfeinerung unserer
Überdeckung U zeigen, so folgt er mühelos für U selber. Wir dürfen also ohne
Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß unsere Überdeckung lokal end-
lich ist und daß die überdeckenden Mengen Ui jeweils kompakten Abschluß ha-
ben, der darüber hinaus noch ganz im Bild einer Karte liegt. Wählen wir dann
eine Schrumpfung (Vi) unserer Überdeckung, so finden wir etwa nach [AN2]
5.2.13 angewandt auf den Fall der Überdeckung von V̄i durch Ui glatte Funk-
tionen βi : Ui → [0, 1] mit kompaktem Träger, die auf V̄i konstant Eins sind.
Dehnen wir diese durch Null auf ganz X aus und bilden ihre Summe, so erhalten
wir eine glatte überall positive Funktion β, und die Quotienten αi = βi/β bilden
die gesuchte Teilung der Eins.

5.3.1 Übungen

Übung 5.3.9. Die Vereinigung über ein lokal endliches System abgeschlossener
Mengen ist abgeschlossen. Ist eine Abbildung stetig auf jeder der Teilmengen ei-
ner lokal endlichen Überdeckung eines Raums durch abgeschlossene Teilmengen,
so ist sie schon selbst stetig.

5.4 Garben auf parakompakten Räumen
Proposition 5.4.1 (Fortsetzbarkeit von Schnitten). Gegeben eine Garbe von
Mengen auf einem parakompakten Raum läßt sich jeder Schnitt über einer abge-
schlossenen Teilmenge auf eine offene Umgebung unserer abgeschlossenen Teil-
menge fortsetzen.
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5.4.2. In 4.5.2 haben wir eine ähnliche Fortsetzbarkeitaussage auch noch für kom-
pakte „relativ Hausdorff’sche“ Teilmengen beliebiger topologischer Räume ge-
zeigt. Der Beweis der Proposition zeigt, daß sich auf erblich parakompakten Räum-
en jeder Schnitt auf einer beliebigen Teilmenge zu einem Schnitt auf eine sie um-
fassende offene Teilenge fortsetzen läßt.

Beweis. Seien X unser Raum, A ⊂∧ X unsere abgeschlossene Teilmenge und
F unsere Garbe. Gegeben s ∈ F(A) finden wir eine Überdeckung (Ui)i∈I von
A durch offene Teilmengen Ui ⊂◦ X und Schnitte si ∈ F(Ui) mit s|Ui ∩ A =
si|Ui ∩ A ∀i. Wir können zum Beispiel für jeden Punkt innerhalb von A einen
hinreichend kleinen Repräsentanten des Halms von s nehmen. Wir ergänzen durch
X\A zu einer offenen Überdeckung von X . Ohne Beschränkung der Allgemein-
heit dürfen wir diese zu einer lokal endlichen Überdeckung von X verfeinern.
Nach Proposition 5.3.6 zum Schrumpfen offener Überdeckungen von parakom-
pakten Räumen finden wir auch Vi ⊂◦ X mit V̄i ⊂ Ui ∀i und A ⊂

⋃
i∈I Vi. Jetzt

setzen wir

W := {x ∈ X | Alle si zu Indizes i mit x ∈ V̄i haben denselben Halm bei x}

Per definitionem gilt A ⊂ W und W ist eine offene Teilmenge von X . Zusätzlich
gilt jedoch si|W ∩Vi∩Vj = sj|W ∩Vi∩Vj ∀i, j. Folglich verkleben die Schnitte
si|W ∩ Vi zu einem Schnitt s̃ auf W , der s fortsetzt.

Definition 5.4.3. Eine Garbe heißt weich, englisch soft, französisch mou, wenn
sich jeder Schnitt über einer abgeschlossenen Teilmenge zu einem globalen Schnitt
fortsetzen läßt.

Beispiele 5.4.4. Jede welke Garbe auf einem parakompakten Raum ist weich nach
5.4.1. Die Garbe der glatten Funktionen auf einer parakompakten Mannigfaltig-
keit ist weich: Um das zu sehen, dehnt man einen Schnitt über einer abgeschlos-
senen Teilmenge zunächst mithilfe von 5.4.1 auf eine offene Menge aus und biegt
ihn dann in dieser offenen Menge mithilfe einer glatten Partition der Eins 5.3.8
herunter nach Null, so daß man ihn weiter durch Null ausdehnen kann zu ei-
nem globalen Schnitt. Man beachte hierbei, daß ein Schnitt der Garbe der glat-
ten Funktionen auf einer abgeschlossenen Teilmenge einer glatten Mannigfaltig-
keit keineswegs eine Funktion auf dieser abgeschlossenen Teilmenge ist: An den
Randpunkten zeichnet ein Schnitt dieser Garbe einen ganzen Funktionskeim auf
einer offenen Umgebung des besagten Punktes in der ursprünglichen Mannigfal-
tigkeit aus und keineswegs nur einen Funktionswert. Analog sind auch die Garben
der glatten p-Formen und allgemeiner der glatten Schnitte in irgendeinem glatten
Vektorraumbündel weich.

Satz 5.4.5. Auf parakompakten Räumen sind alle weichen abelschen Garben azy-
klisch für den Funktor der globalen Schnitte.
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Beweis. Das folgt genau wie bei den welken Garben 4.1.3 oder mit dem abstrak-
ten Kriterium 4.1.6 aus dem anschließenden Lemma 5.4.6.

Lemma 5.4.6. Sei F ′ ↪→ F � F ′′ eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Garben auf einem parakompakten topologischen Raum X .

1. Ist F ′ weich, so induziert der Epimorphismus F � F ′′ eine Surjektion
ΓF � ΓF ′′ auf den globalen Schnitten;

2. Sind F ′ und F weich, so ist auch F ′′ weich.

Beweis. 1. Sei s′′ ∈ ΓF ′′ gegeben. Nach 5.3.6 gibt es eine lokal endliche ab-
geschlossene Überdeckung (Ai)i∈I unseres Raums und si ∈ F(Ai) mit si 7→
s′′|Ai ∀i. Für J ⊂ I setzen wir AJ =

⋃
i∈J Ai. Nun betrachten wir die Men-

ge aller Paare (sJ , J) mit J ⊂ I und sJ einem Schnitt von F über AJ , der auf
s′′|AJ geht. Auf dieser Menge erklären wir ein Teilordnung durch die Vorschrift
(sK , K) ≤ (sJ , J) ⇔ (K ⊂ J und sK = sJ |AK). Nach 5.3.9 ist unsere Men-
ge induktiv teilgeordnet und besitzt folglich ein maximales Element. Sei (sJ , J)
solch ein maximales Element. Wäre J 6= I , so gäbe es i ∈ I\J . Hier unter-
scheiden sich si und sJ auf Ai ∩ AJ nur um einen Schnitt s′i in F ′, der sich nach
Annahme auf ganz Ai ausdehnen läßt. Also verkleben si − s′i und sJ auf Ai ∪AJ
zu einem Urbild von s′′ im Widerspruch zur Maximalität von (sJ , J). Damit ist in
der Tat ΓF → ΓF ′′ eine Surjektion.

2. Das folgt sofort aus Teil 1, da jede abgeschlossene Teilmenge eines parakom-
pakten Raums parakompakt ist und da die Einschränkung einer weichen Garbe
auf eine abgeschlossene Teilmenge stets eine weiche Garbe bleibt.

5.4.7. Diejenigen Leser, die noch nicht mit der Differentialformen auf abstrakten
Mannigfaltigkeiten [ML] 5.9.10 folgende vertraut sind, mögen sich im folgen-
den auf den Fall [AN2] 9.2 beschränken, daß die Mannigfaltigkeit eine offene
Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums ist. Nicht zulässig ist es je-
doch, mit eingebetteten Mannigfaltigkeiten positiver Kodimension und unseren
relativen Differentialformen zu arbeiten, wie wir sie in [AN2] 9.2 betrachtet hat-
ten.

Definition 5.4.8. Der de-Rham-Komplex einer glatten Mannigfaltigkeit X ist
der Komplex (Ω�(X), d) der glatten Differentialformen auf X mit der äußeren
Ableitung als Differential, wie wir ihn in [ML] 5.9.19 eingeführt haben. Die de-
Rham-Kohomologie von X ist per definitionem seine Kohomologie

Hq(X)dR := HqΩ�(X)
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Korollar 5.4.9 (de-Rham-Kohomologie als Garbenkohomologie). Für jede pa-
rakompakte glatte Mannigfaltigkeit X stimmt die Garbenkohomologie der kon-
stanten Garbe RX überein mit der de-Rham-Kohomologie.

Beweis. Wir konstruieren im folgenden sogar einen ausgezeichneten Vergleichs-
isomorphismus zwischen den fraglichen Kohomologiegruppen. Sicher können
wir p-Formen auch auffassen als globale Schnitte der Garbe der p-Formen, in
Formeln Ωp(X) = ΓΩp

X , und diese Garben bilden mit der äußeren Ableitung
als Differential nach dem Poincaré-Lemma 5.4.12 eine Auflösung der konstanten
Garbe

RX ↪→ Ω�
X

Die Garben der Differentialformen sind nun aber weich nach 5.4.4 und damit
globale-Schnitte-azyklisch nach 5.4.5. Also berechnet unser Komplex nach 3.6.7
die Garbenkohomologie der konstanten Garbe RX , als da heißt, die natürlichen
Abbildungen aus 3.2.8 sind Isomorphismen

Hq(X)dR = HqΓΩ�
X
∼→ Hq(X;RX)garb

Beispiel 5.4.10 (Zurückholen und de-Rham-Kohomologie). Ist f : X → Y
eine glatte Abbildung von glatten Mannigfaltigkeiten, so liefert das Zurückho-
len von Differentialformen eine Kettenabbildung f ∗ : Ω�Y → Ω�X , und diese
ist der Effekt auf den globalen Schnitten eines Komorphismus über f von Auf-
lösungen der konstanten Garben RX und RY , der den offensichtlichen Komor-
phismus über f zwischen besagten konstanten Garben liftet. Folglich entsprechen
die von dieser Kettenabbildung auf der Kohomologie induzierten Abbildungen
Hi(Y )dR → Hi(X)dR unter unseren kanonischen Homomorphismen und im Fall
parakompakter Mannigfaltigkeiten sogar Isomorphismen aus dem Beweis von
5.4.9 dem Zurückholen auf der Garbenkohomologie.

5.4.11 (Vor- und Nachteile der de-Rham-Kohomologie). Die de-Rham-Koho-
mologie ist Berechnungen besonders gut zugänglich. Zum Beispiel sieht man in
dieser Realisierung der Garbenkohomologie unmittelbar, daß die Kohomologie
mit reellen Koeffizienten einer parakompakten Mannigfaltigkeit X oberhalb der
Dimension unserer Mannigfaltigkeit verschwinden muß, in Formeln

Hq(X;RX) = 0 für q > dimX.

Der wesentlichen Nachteile dieser Kohomologietheorie sind, daß sie nur für glat-
te Mannigfaltigkeiten sinnvoll definiert ist, daß sie nur reelle Koeffizienten zuläßt
und daß man mit ihr nur Rückzüge unter glatten Abbildungen berechnen kann.
Ich habe einmal gelesen, daß die de-Rham-Kohomologie ursprünglich von Elie
Cartan erfunden wurde, um die Kohomologie kompakter Liegruppen zu bestim-
men.
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Lemma 5.4.12 (von Poincaré). Ist U ⊂◦ Rn eine offene Kreisscheibe, so erhalten
wir einen exakten Komplex

R ↪→ Ω0(U)
d→ Ω1(U)

d→ . . . . . .
d
� Ωn(U)

mit der Identifikation von Zahlen und konstanten Funktionen R ↪→ Ω0(U) als
erster Abbildung und der äußeren Ableitung als anderen Abbildungen.

Ergänzung 5.4.13 (Das Poincaré-Lemma mit polynomialen Koeffizienten). IstU =
Rn und betrachten wir nur polynomiale Koeffizienten, so ist die entsprechende
Aussage schnell gezeigt: In einer Veränderlichen liefert die Einbettung der Kon-
stanten ja offensichtlich eine Homotopieäquivalenz

...
...

0 0

↑ ↑
0 −→ R[x] dx

↑ ↑ d
R −→ R[x]

↑ ↑
0 0
...

...

Tensorieren wir n Kopien dieser Homotopieäquivalenz miteinander, so ergibt sich
das Poincaré-Lemma auf ganz Rn für den Fall polynomialer Koeffizienten. Expli-
zit ist die Komposition von Kettenabbildungen zwischen vertikal geschriebenen
Komplexen mit jeweils höchstens zwei von Null verschiedenen Einträgen

R[x] dx −→ 0 −→ R[x] dx

d ↑ ↑ ↑ d
R[x] −→ R −→ R[x]

mit dem Auswerten bei Null in der Horizontale unten rechts homotop zur Identität
vermittels der Homotopie, die gegeben wird durch die Vorschrift δ : R[x] dx →
R[x], f(x) dx 7→

∫ x
0
f(t) dt. In der Tat gilt ja dδ = id und f−f(0) = δ df . Unser

gleich folgender Beweis des Poincaré-Lemmas im glatten Fall verläuft analog.

Beweis. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit der Ursprung das Zentrum
unserer Kreisscheibe. Sei π : Rn → Rn−1 das Vergessen der ersten Koordinate.
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So ist V := π(U) ⊂ Rn−1 wieder eine offene Kreisscheibe und wir sind fertig mit
Induktion, sobald wir zeigen können, daß das Zurückholen von Differentialformen

π∗ : Ω∗(V )→ Ω∗(U)

Isomorphismen auf der Kohomologie induziert. Bezeichnet i : Rn−1 ↪→ Rn das
Davorschreiben einer Koordinate Null, so gilt sicher π ◦ i = id und folglich i∗ ◦
π∗ = id. Wir sind also fertig, wenn wir zusätzlich noch zeigen können, daß die
Komposition π∗ ◦ i∗ : Ω∗(U) → Ω∗(U) homotopieäquivalent ist zur Identität.
Dazu betrachten wir δ : Ω∗(U)→ Ω∗−1(U) gegeben durch

δ :
∑

aI dxI 7→
∑
I31

(
∫
aI) dxI\1

Hierbei ist (
∫
a) zu verstehen als die Funktion

(
∫
a)(x1, . . . , xn) =

∫ x1

0

a(t, x2, . . . , xn) dt

So gilt id−π∗i∗ = dδ+ δd, wie man separat für Formen der Gestalten aI dxI und
bI dx1 ∧ dxI , jeweils mit 1 /∈ I , ohne größere Schwierigkeiten prüft.

5.4.14. Jede weiche Garbe auf einem Hausdorffraum ist kompaktweich. Die Gar-
be der glatten Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit ist kompaktweich: Um das zu
sehen, dehnt man einen Schnitt über einer kompakten Teilmenge zunächst mithil-
fe von 4.5.2 auf eine parakompakte offene Menge aus und biegt ihn dann in dieser
offenen Menge mithilfe einer glatten Partition der Eins 5.3.8 herunter nach Null,
so daß man ihn weiter durch Null ausdehnen kann zu einem globalen Schnitt.
Analog sind auch die Garben der glatten p-Formen und allgemeiner der glatten
Schnitte in irgendeinem glatten Vektorraumbündel kompaktweich.

5.4.15. Die kompakte de-Rham-Kohomologie einer glatten Mannigfaltigkeit X
ist definiert als die Kohomologie des Komplexes der Differentialformen mit kom-
paktem Träger, in Formeln

Hq
! (X)dR := HqΓ!ΩX

Da RX ↪→ ΩX eine Auflösung der konstanten Garbe durch kompaktweiche Gar-
ben ist und da diese Γ!-azyklisch sind, sind unsere natürlichen Morphismen aus
3.2.8 Isomorphismen

Hq
! (X)dR

∼→ Hq
! (X;RX) = Hq

! (X;R)garb
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5.4.16. Die de-Rham-Kohomologie mit kompaktem Träger ist Berechnungen be-
sonders gut zugänglich. Zum Beispiel sieht man in diesem Bild unmittelbar, daß
die Kohomologie mit kompaktem Träger und reellen Koeffizienten einer Mannig-
faltigkeitX oberhalb der Dimension unserer Mannigfaltigkeit verschwinden muß,
in Formeln

Hq
! (X;RX) = 0 für q > dimX.

Beispiel 5.4.17. Für die Kohomologie der Zahlengerade mit kompaktem Träger
und reellen Koeffizienten gilt

Hq
! (R;RR) ∼=

{
R q = 1;
0 sonst.

In der Tat erhalten wir mit dem Integrieren über die Zahlengerade als zweitem
Pfeil eine kurze exakte Sequenz Γ!Ω

0
R ↪→ Γ!Ω

1
R � R. Man beachte, daß wir die

kompakte Kohomologie der Zahlengerade mit anderen Argumenten und sogar mit
beliebigen Koeffizienten bereits aus 4.8.17 kennen.

Übungen

Übung 5.4.18. Die Garbe der stetigen Funktionen auf einem parakompakten Raum
mit Werten in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum ist weich. Hin-
weis: Tietzes Erweiterungslemma [TM] 3.1.5 und Normalität parakompakter Räume
5.3.4. Dasselbe gilt für die Garbe der stetigen Schnitte in einem beliebigen Vek-
torraumbündel mit endlichdimensionalen Fasern.

Übung 5.4.19. Sei X eine parakompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit und
H∗(Ω∗(X)) der Kohomologiering der differentiellen graduierten Algebra Ω∗(X)
der Differentialformen auf X . Man zeige, daß der Vergleichsisomorphismus von
der de-Rham-Kohomologie zur Garbenkohomologie ein Ringhomomorphismus
ist für die durch das Dachprodukt gegebene Ringstruktur auf der de-Rham-Koho-
mologie. Hinweis: Man orientiere sich am Beweis der entsprechenden Aussage
[TD] 2.8.2 für die singuläre Kohomologie.

Übung 5.4.20 (Funktorialität der kompakten Kohomologie und de-Rham).
Das Ausdehnen durch Null in der kompakten Kohomologie von glatten Mannig-
faltigkeiten kann über das Ausdehnen durch Null von Differentialformen mit kom-
paktem Träger berechnet werden. Das eigentliche Zurückholen auf eine weitere
Mannigfaltigkeit unter einer eigentlichen glatten Abbildung kann durch Zurück-
holen von Differentialformen mit kompaktem Träger berechnet werden.

Übung 5.4.21. Man zeige, daß unser ausgezeichneter Erzeuger von Hn
! (Rn;Z)

aus 4.9.19 in der de-Rham-Kohomologie durch eine und jede Differentialform
der Gestalt f(x1, . . . , xn)dx1∧ . . .∧dxn repräsentiert wird, die kompakten Träger
hat und Integral Eins in Bezug auf die Standardorientierung.
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5.5 Isomorphismus von de Rham
5.5.1. Der q-te Standardsimplex ∆q ist eine halboffene Teilmenge der durch die
Gleichung

∑
xi = 1 definierten affinen Hyperebene von Rq+1 und eine glatte

Eckfaltigkeit im Sinne von [AN2] 9.8.12. Gegeben eine glatte Untermannigfaltig-
keit eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums oder allgemeiner auch eine
glatte abstrakte MannigfaltigkeitX nennen wir glatte Abbildungen ∆q → X auch
glatte q-Simplizes. Wir bilden dann die Gruppe der glatten q-Ketten C∞SqX als
die freie abelsche Gruppe über der Menge aller glatten q-Simplizes und erhalten
auf diese Weise einen Unterkomplex C∞SX ⊂ SX im Komplex der singulären
Ketten von X . Offensichtlich spaltet diese Einbettung in jedem Grad. Die Homo-
logie des Komplexes der glatten Ketten notieren wir

Hq(X)sing-∞ := HqC∞SX

Proposition 5.5.2 (Homologie mit glatten Ketten). Gegeben eine glatte Man-
nigfaltigkeit X ist die Einbettung C∞SX ⊂ SX des Komplexes der glatten Ketten
in den Komplex aller singulären Ketten eine Homotopieäquivalenz und induziert
insbesondere Isomorphismen

Hq(X)sing-∞
∼→ Hq(X)sing

5.5.3. Wir verwenden analoge Notationen für relative Homologie oder Kohomo-
logie mit glatten Ketten, auch mit Koeffizienten. Aus unserer Proposition folgen
leicht analoge Aussagen in all diesen Situationen. Zum Beispiel liefern die offen-
sichtlichen Abbildungen für jede abelsche Gruppe M Isomorphismen

Hq(X;M)sing
∼→ Hq(X;M)sing-∞

5.5.4. Man könnte ähnlich wie beim Beweis von [TS] 7.4.3 für diese Proposition
auch einen elementaren Beweis zusammenstückeln. Das wäre aber kontraproduk-
tiv, denn ich will ja gerade zeigen, wie die Garbentheorie derartige Konstruktionen
in angenehmer Verpackung gebrauchsfertig bereitstellt.

Beweis. Da wir in Richtung der Pfeile beschränkte Komplexe freier abelscher
Gruppen vor uns haben, reicht es zu zeigen, daß unsere Einbettung ein Quasi-
isomorphismus ist. Nun macht der Unterteilungsoperator glatte Ketten zu glatten
Ketten. Wir konstruieren genau wie in 5.1.8 den Komplex der glatten Grenzket-
ten C∞GX und erhalten ein kommutatives Diagramm mit Quasiisomorphismen
in den Vertikalen

C∞SX ↪→ SX
↓ ↓

C∞GX ↪→ GX
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Für jede injektive abelsche Gruppe I bilden wir nun stetige und glatte Varianten
mit Koeffizienten in I unserer Komplexe von Kogrenzkettengarben aus 5.1.19, in-
dem wir jeder offenen Menge U ⊂◦ X als Schnitte GX,I(U) := HomZ(GU, I) be-
ziehungsweise C∞GX,I(U) := HomZ(C∞GU, I) zuordnen. Beide Komplexe bil-
den welke Auflösungen der konstanten Garbe IX auf X , im glatten Fall nach dem
im Anschluß bewiesenen Lemma 5.5.5. Folglich ist die auf den globalen Schnit-
ten induzierte Abbildung ein Quasiisomorphismus. Da das für alle I gilt, muß
auch die obere Horizontale unseres Diagramms ein Quasiisomorphismus sein, und
dann gilt dasselbe für die untere Horizontale.

Lemma 5.5.5. Für jede glatte Mannigfaltigkeit X und jede injektive abelsche
Gruppe I ist der augmentierte Komplex IX ↪→ C∞G∗X,I der glatten Kogrenzket-
tengarben mit Koeffizienten in I eine exakte Sequenz von Garben.

Beweis. Das muß nur auf dem Halm an jeder Stelle x ∈ X gezeigt werden. Für
U ⊂◦ Rn nicht leer und konvex ist die Sequenz C∞SU � Z exakt: Das folgert man
wie für die singuläre Homologie in [TS] 1.2.17 durch die Konstruktion eines Pris-
menoperators, und wir haben bereits in [TS] 1.2.18 erklärt, wie man einen Pris-
menoperator konstruiert, der glatte Ketten zu glatten Ketten macht. Durch Über-
gang zum Kolimes erkennen wir aus der Exaktheit filtrierender Kolimites [TS]
7.1.18, daß auch C∞GU � Z exakt ist. Durch Anwenden von Hom( , I) folgt,
daß I ↪→ C∞G∗X,I(U) exakt ist. Da es nach [TS] 7.1.22 nicht darauf ankommt, ob
wir den direkten Limes über alle offenen Umgebungen von x oder nur über alle
diejenigen Umgebungen von x bilden, die diffeomorph sind zu konvexen offenen
Teilmengen eines Rn, folgt die behauptete Exaktheit aus der Exaktheit filtrieren-
der Kolimites [TS] 7.1.18.

5.5.6. Der q-te Standardsimplex ∆q ist in der affinen Hyperebene von Rq+1, die
durch die Gleichung

∑
xi = 1 definiert wird, eine kompakte Eckfaltigkeit [AN2]

9.8.12. Wir versehen unsere Hyperebene mit der Orientierung, die sie als Rand
der berandeten Untermannigfaltigkeit, die durch die Gleichung

∑
xi ≤ 1 definiert

wird, von der Standardorientierung des Rq+1 erbt, und bezeichnen die induzierte
Orientierung auf dem regulären Teil von ∆q als die Standardorientierung des
Standardsimplex. Ist dann X eine offene Teilmenge eines endlichdimensionalen
reellen Vektorraums oder allgemeiner eine glatte abstrakte Mannigfaltigkeit und
ω eine stetige q-Form auf X und σ : ∆q → X ein glatter q-Simplex, so setzen wir∫

σ

ω =

∫
~∆q

σ∗ω

Diese Abbildung setzt sich linear fort und liefert einen Homomorphismus von
abelschen Gruppen

int : ΩqX → HomZ(C∞SqX,R)
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Der Satz von Stokes mit Ecken [AN2] 9.8.19 oder, vielleicht einfacher, eine expli-
zite an unseren Spezialfall angepaßte Rechnung zeigt dann, daß die Familie dieser
Homomorphismen für q ∈ Z eine Kettenabbildung ist.

Satz 5.5.7 (Isomorphismus von de Rham). Gegeben eine parakompakte glatte
Mannigfaltigkeit X liefert das Integrieren von glatten Formen über glatte Ketten
int : Ω∗X → HomZ(C∞SX,R) = C∞S∗(X;R) auf der Kohomologie Isomor-
phismen

Hq(X)dR
∼→ Hq(X;R)sing-∞

5.5.8. Aus dem Beweis folgt zusätzlich, daß das Diagramm

Hq(X)dR
∼ //

o
��

Hq(X;R)sing-∞

Hq(X;R)garb Hq(X;R)sing
∼oo

o

OO

mit dem Isomorphismus aus dem Satz in der oberen Horizontale und den bereits
konstruierten anderen Isomorphismen an den anderen drei Seiten isomorphie-
kommutiert in dem Sinne, daß einmal im Kreis herumgehen mit besagten Iso-
morphismen oder ihren Inversen an jeder Stelle die Identität liefert.

Beweis. Das Integral einer Form über eine glatte Kette ist offensichtlich dasselbe
wie das Integral unserer Form über jede Unterteilung unserer Kette. Folglich fak-
torisiert unsere Kettenabbildung über die globalen Schnitte der Kogrenzkomplexe
mit reellen Koeffizienten als

Ω∗X → HomZ(C∞GX,R)→ HomZ(C∞SX,R)

Die erste Abbildung ist der Effekt auf den globalen Schnitten von einem Mor-
phismus zwischen den beiden Auflösungen der konstanten Garbe RX durch den
de-Rham-Komplex RX ↪→ Ω�

X aus 5.4.9 und den glatten Kogrenzkomplex RX ↪→
C∞GX,R aus 5.5.5, die beide aus Γ-azyklischen Garben bestehen, und induziert
folglich Isomorphismen auf der Kohomologie. Andererseits induziert die zusätz-
lich angehängte Abbildung aufgrund der Exaktheit filtrierender Kolimites und der
Exaktheit von HomZ( ,R) ebenfalls Isomorphismen auf der Kohomologie. Der
Satz folgt.

Satz 5.5.9 (de Rham für kompakte Kohomologie). Gegeben eine glatte Man-
nigfaltigkeit X induziert die Integration von kompakt getragenen Formen über
glatte Ketten Isomorphismen

Hq
! (X)dR

∼→ Hq
! (X;R)sing-∞
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5.5.10. Der Beweis zeigt zusätzlich, daß das Diagramm

Hq
! (X)dR

∼→ Hq
! (X;R)sing-∞

o ↓ ↑ o
Hq

! (X;R)garb
∼← Hq

! (X;R)sing

mit dem Homomorphismus aus dem Satz in der oberen Horizontale und den be-
reits konstruierten Isomorphismen an den anderen drei Seiten isomorphie-kom-
mutiert in dem Sinne, daß einmal-im-Kreis-herumgehen mit unseren Isomorphis-
men und ihren Inversen an jeder Stelle die Identität liefert.

Beweis. Wir gehen wir aus vom Morphismus von Auflösungen durch Γ!-azyklische
Objekte

ΩX → C∞GX,R
der konstanten Garbe RX vermittels der Integration von Formen über Ketten aus
dem Beweis des Satzes von de Rham 5.5.7. Er muß einen Quasiisomorphismus

Γ!Ω
�
X →̆ Γ!C∞GX,R

induzieren. Andererseits erhalten wir wie im Beweis von 5.1.21 einen Quasiiso-
morphismus

colfK Hom(C∞S(X,X\K),R) →̆ Γ!C∞GX,R
Unser erster Quasiisomorphismus faktorisiert nun über den Zweiten vermittels
einer ebenfalls durch Integration von Formen über glatte Ketten gegebenen Ket-
tenabbildung, die folglich auch ein Quasiisomorphismus

Γ!Ω
�
X →̆ colfK Hom(C∞S(X,X\K),R)

sein muß. Der Satz folgt durch Übergang zur Kohmologie.

5.6 Čech-Kohomologie auf parakompakten Räumen*
Satz 5.6.1. Auf parakompakten Räumen ist unser Homomorphismus 4.7.3 von der
Čech-Kohomologie zur Garbenkohomologie stets ein Isomorphismus.

Beweis. Für welke Garben F auf einem beliebigen Raum X ist dieser Homo-
morphismus stets ein Isomorphismus, denn der vergarbte Čech-Komplex 4.7.2
besteht dann für jede offene Überdeckung U auch aus welken Garben, seine glo-
balen Schnitte bilden also eine Auflösung unserer ursprünglichen Garbe und wir
erhalten Ȟq(U ;F)

∼→ Hq(X;F) für jede offene Überdeckung U und dann auch im
Limes. Es reicht also, wenn wir auf parakompakten Räumen zu jeder kurzen ex-
akten Sequenz von Garben eine lange exakte Sequenz für die Čech-Kohomologie
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konstruieren derart, daß die natürlichen Morphismen aus 4.7.3 einen Morphismus
dieser langen exakten Sequenz in die langen exakten Sequenz der Garbenkohomo-
logie bilden. Zunächst beachten wir dazu, daß der Čech-Komplex einer abelschen
Garbe auch für jede nicht notwendig offene Überdeckung U sinnvoll definiert ist,
und daß für zwei Überdeckungen V ⊂ U derart, daß jede Menge aus U in einer
Menge aus V enthalten ist, unser Argument aus 1.4.1 immer noch Isomorphismen

Ȟq(U ;F)
∼→ Ȟq(V ;F)

liefert. Nach dem Satz zum Schrumpfen offener Überdeckungen 5.3.6 sind lokal
endliche abgeschlossene ÜberdeckungenA vonX , deren offene Kerne auch über-
decken, konfinal. Jede kurze exakte Sequenz abelscher Garben F ′ ↪→ F � F ′′
induziert nun, wie wir uns gleich überlegen, kurze exakte Sequenzen der wie in
4.7.2 erklärten vergarbten Čech-Koketten

Cq(A;F ′) ↪→ Cq(A;F)� Cq(A;F ′′)

Die Exaktheit ist ja nur auf den Halmen zu prüfen, und diese Halme können leicht
explizit angegeben werden, daA eine lokal endliche abgeschlossene Überdeckung
ist. Nehmen wir globale Schnitte und gehen zum Kolimes über alle A über, so
erhalten wir, wie wir uns gleich überlegen, eine kurze exakte Sequenz von Ket-
tenkomplexen

Č
q
(X;F ′) ↪→ Č

q
(X;F)� Č

q
(X;F ′′)

Der Punkt ist hierbei, sich zu überlegen, daß jeder globale Schnitt ganz rechts nach
geeigneter Verfeinerung der lokal abgeschlossenen Überdeckung von der Mitte
herkommt. Indem wir die zugehörige lange exakte Homologiesequenz bilden, ha-
ben wir jeder kurzen exakten Sequenz von abelschen Garben eine lange exakte Se-
quenz ihrer Čech-Kohomologiegruppen zugeordnet, und die Konstruktion zeigt,
daß unsere natürlichen Morphismen 4.7.2 in die gewöhnlichen Garbenkohomolo-
giegruppen Morphismen von langen exakte Kohomologiesequenzen liefern.

Definition 5.6.2. Wir sagen, eine Prägarbe F auf einem Raum X erlaubt das
Verkleben von Schnitten, wenn gegeben ein System U ⊂ P(X) von offenen
Teilmengen von X mit Vereinigung V =

⋃
U∈U U und gegeben für alle U ∈ U

Schnitte sU ∈ F(U) mit

sU |U∩W = sW |U∩W ∀ U,W ∈ U

es stets einen Schnitt auf der Vereinigung s ∈ F(V ) gibt mit s|U = sU für alle
U ∈ U . Der Unterschied zu einer Garbe besteht nur darin, daß der Schnitt s auf
der Vereinigung durch die sU nicht eindeutig bestimmt sein muß.
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Proposition 5.6.3. Erlaubt eine Prägarbe F auf einem parakompakten Raum das
Verkleben von Schnitten und gilt |F(∅)| = 1, so gehen die globalen Schnitte unse-
rer Prägarbe surjektiv auf die globalen Schnitte ihrer Garbifizierung, in Formeln

ΓF � ΓF+

Beweis. Sei s ∈ ΓF+ ein globaler Schnitt der Garbifizierung. Sicher finden wir
eine lokal endliche Überdeckung X =

⋃
i∈I Ui und s̃i ∈ F(Ui) mit s̃i 7→ s|Ui

für alle i ∈ I . Für jedes x ∈ X finden wir nun eine offene Umgebung W (x)
mit x ∈ Ui ⇒ W (x) ⊂ Ui so, daß für alle i mit x ∈ Ui die s̃i zu demselben
Schnitt s̃(x) ∈ F(W (x)) einschränken. Mit einem solchen W (x) tut es natürlich
auch jedes kleinere. Wir wollen die W (x) nun zusätzlich so klein wählen, daß
W (x)∩W (y) 6= ∅ nur möglich ist, wenn es einen Index i gibt mitW (x),W (y) ⊂
Ui. Für die so verkleinerten W (x) stimmen dann nämlich s̃(x) und s̃(y) jeweils auf
W (x)∩W (y) überein, da sie je von demselben Schnitt über einem Ui herkommen,
und verkleben folglich zum gesuchten globalen Schnitt s̃ ∈ ΓF mit s̃ 7→ s. Um
unsere W (x) hinreichend zu verkleinern, wählen wir zunächst eine Schrumpfung
Vi unserer Überdeckung nach 5.3.6. Für jedes x ∈ X verkleinern wir als nächstes
unser W (x) so weit, daß zusätzlich gilt x 6∈ V̄i ⇒ W (x) ∩ Vi = ∅. Das impliziert
insbesondere, daß für Punkte x 6∈ Ui gilt W (x) ∩ Vi = ∅, für Punkte x 6∈ Ui trifft
also W (x) das entsprechende Ui salopp gesprochen höchstens im „Randbereich“
Ui\Vi. Und dann folgt aus W (x) ∩ W (y) 6= ∅ in der Tat bereits, daß es einen
Index i gibt mit W (x),W (y) ⊂ Ui, denn zum Beispiel tut es jeder Index i mit
W (x) ∩W (y) ∩ Vi 6= ∅, weil für solch einen Index notwendig gilt x, y ∈ V̄i ⊂
Ui.

Korollar 5.6.4. Für jeden parakompakten Raum X liefern die kanonischen Ab-
bildungen Surjektionen SqX � ΓSqX .

Beweis. Offensichtlich erlaubt für jedes q ≥ 0 die Prägarbe U 7→ Sq(U) das
Verkleben von Schnitten. Das Korollar folgt damit aus 5.6.3.

Lemma 5.6.5. Für jeden parakompakten Raum X liefern die kanonischen Abbil-
dungen Isomorphismen

Hq
sing X

∼→ HqΓS∗X

5.6.6. Aus 5.6.4 folgt, daß S∗X für X parakompakt ein Komplex aus welken Gar-
ben ist. Nehmen wir zusätzlich X lokal singulär-azyklisch an, so ist leicht zu se-
hen, daß ZX ↪→ S∗X eine welke und somit Auflösung der konstanten Garbe durch
Γ-azyklische Garben ist. Unseren Erkenntnisse 3.6.7 zur Berechnung derivierten
Funktoren durch Auflösungen aus azyklischen Objekten liefert dann natürliche
IsomorphismenHqΓS∗X

∼→ Hq(X;ZX) und so zusammen mit 5.6.5 einen alterna-
tiven Beweis des Vergleichssatzes 5.1.4 für parakompakte Räume.
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Beweis. Wir vervollständigen unsere Surjektionen aus 5.6.3 zu einer kurzen ex-
akten Sequenz von Kettenkomplexen

K∗ ↪→ S∗X � ΓS∗X

Mit der langen exakten Homologiesequenz reicht es zu zeigen, daß K∗ exakt ist.
Aber liegt ein Kozykel s ∈ S∗X im Kern der Surjektion, so gibt es eine offene
Überdeckung U vonX derart, daß s verschwindet auf den U-feinen Ketten, so daß
s schon im KernK∗U der Surjektion S∗X � S∗U X liegt. Diese Surjektion induziert
aber Isomorphismen auf der Kohomologie nach dem Satz über feine Ketten [TS]
2.4.7, folglich ist ihr Kernkomplex exakt, folglich gibt es sogar r ∈ K∗U mit ∂r =
s, und folglich ist unser Kozykel s ein Korand.
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6 Faserungen und Basiswechsel

6.1 Fasern eines Funktors
Definition 6.1.1. Seien f : X → Y eine stetige Abbildung und F ∈ Ens/X sowie
G ∈ Ens/Y Garben von Mengen. Ein Garbenmorphismus über f ist eine stetige
Abbildung ϕ : F̄ → Ḡ derart, daß das Diagramm

F̄ → Ḡ
↓ ↓
X → Y

kommutiert. Die Menge der Garbenmorphismen über einer vorgegebenen stetigen
Abbildung f notieren wir Ens/f (F ,G).

Definition 6.1.2 (Mengengarbenfaserung). Wir erklären die Kategorie Ens/Top

aller Paare (X,F) bestehend aus einem topologischen Raum X und einer Garbe
von Mengen F ∈ Ens/X auf X . Gegeben Objekte F ∈ Ens/X sowie G ∈ Ens/Y
erklären wir einen Morphismus als ein Paar (f, ϕ) bestehend aus einer stetigen
Abbildung f : X → Y und einem Garbenmorphismus ϕ : F̄ → Ḡ über f . Die
Verknüpfung von Morphismen ist die offensichtliche. Das Vergessen der Garbe
ist ein Funktor

Ens/Top → Top

Definition 6.1.3. Sei p : C → B ein Funktor. Gegeben ein Objekt X ∈ B
erklärt man die Faser von p überX als die Unterkategorie CX ⊂ C mit Objekten
CX := {E ∈ C | pE = X} und Morphismen denjenigen Morphismen von C , die
über der Identität von X liegen, in Formeln

CX(E ,F) := {α ∈ C (E ,F) | p(α) = idX}

Vorschau 6.1.4 (Die Faser vom höheren Standpunkt). Gegeben die terminale
Kategorie cat mit einem Objekt und einem Morphismus ist die Faser ein Faser-
produkt cat×B C in der Kategorie Cat der Kategorien, zu verstehen in Bezug
auf den durch das Objekt X gegebenen Funktor cat→ B.

Beispiel 6.1.5. Für jeden Monoidhomomorphismus ϕ : G → H ist die Faser des
Funktors [ϕ] : [G]→ [H] der zugehörigen Ein-Objekt-Kategorien die Ein-Objekt-
Kategorie [kerϕ].

Beispiel 6.1.6. Sei B irgendeine Kategorie und C := C ↓ = Car(↓,B) die Ka-
tegorie aller Darstellungen im Sinne von [LA2] 7.6.4 des Köchers ↓ mit zwei
Punkten und einem Pfeil vom einen zum anderen in B und p : C → B der Funk-
tor, der jedem Morphismus sein Ziel zuordnet. So ist die Faser CX über X ∈ B
gerade unsere Kategorie BX aller Objekte von B über X aus [TF] 2.2.2.
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Beispiel 6.1.7. Sei B = Top die Kategorie der topologischen Räume und C = Ét
die Kategorie mit étale Abbildungen (p : X̃ → X) als Objekten und Morphismen
Paaren α = (f̃, f) stetiger Abbildungen derart, daß das Diagramm

X̃

p

��

f̃ // Ỹ

q

��
X

f // Y

kommutiert. In anderen Worten ist Ét ⊂ Top↓ die volle Unterkategorie aller éta-
len Morphismen. Betrachten wir in dieser Situation den Funktor P : Ét → Top
gegeben durch (p : X̃ → X) 7→ X , so besteht die Faser über X aus allen éta-
len Morphismen nach X , mit Decktransformationen im Sinne von [TF] 3.4.9 als
Morphismen.

Beispiel 6.1.8. Die Faser (Ens/Top)X unserer Garbenfaserung Ens/Top → Top
aus 6.1.2 über einem topologischen Raum X ist isomorph zur Kategorie Ens/X
der Garben über X vermittels des Funktors, der jedem Garbenhomomorphismus
die davon induzierte Decktransformation zwischen den étalen Räumen unserer
Garben zuordnet.

6.1.9. In derselben Weise definieren wir Morphismen von abelschen Garben über
einer vorgegebenen stetigen Abbildung und die zugehörige Kategorie Ab/Top von
abelschen Garben auf topologischen Räumen mit dem natürlichen Funktor

Ab/Top → Top

6.2 Kartesische Morphismen und Faserfunktoren
6.2.1. Gegeben ein Funktor p : C → B und Objekte F ,G ∈ C und ein Morphis-
mus f ∈ B(pF , pG) setzen wir

Cf (F ,G) := {ξ ∈ C (F ,G) | p(ξ) = f}

und nennen die Elemente dieser Menge Morphismen über f . Die Morphismen
über der Identität f = idX eines Objekts X ∈ B sind also genau die Morphismen
in der Faser über X unseres Funktors, in Formeln CX(F ,G) = CidX (F ,G).

Definition 6.2.2. Gegeben ein Funktor p : C → B heißt ein Morphismus κ :
F → G in C kartesisch oder genauer p-kartesisch, wenn mit der Notation f :
X → Y für sein Bild unter p für jedes Objekt E ∈ CX das Nachschalten von κ
eine Bijektion (κ◦) : CX(E ,F)

∼→ Cf (E ,G) induziert.
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Beispiel 6.2.3. Ein Morphismus (f, ϕ) in Ens/Top ist kartesisch für unseren Funk-
tor des Vergessens der Garbe Ens/Top → Top genau dann, wenn das Diagramm

Ē → Ḡ
↓ ↓
X → Y

kartesisch ist in der Kategorie der topologischen Räume.
Beispiel 6.2.4 (Herkunft der Terminologie). Sei B irgendeine Kategorie und
C := B↓ die Kategorie aller Darstellungen des Köchers ↓ mit zwei Punkten und
einem Pfeil vom einen zum anderen in B im Sinne von [LA2] 7.6.4. Denken wir
uns den einzigen Pfeil unseres Köchers wie angedeutet „vertikal“, so sind Objekte
von C „vertikale“ Morphismen in B und Morphismen in C Paare von „horizon-
talen“ Morphismen in B derart, daß mit den gegebenen vertikalen Morphismen
kommutative Quadrate entstehen. Ist schließlich p : C → B der Funktor, der
jedem Morphismus sein Ziel zuordnet, so sind die p-kartesischen Morphismen in
C genau diejenigen Morphismen, die kartesischen Quadraten entsprechen.

Definition 6.2.5. Ein Funktor p : C → B heißt ein Faserfunktor oder gleichbe-
deutend eine Faserung, wenn gilt:

1. Zu jedem Morphismus f : X → Y in B und jedem G ∈ CY existiert ein
kartesischer Lift κ : F → G von f , der wie angedeutet in G landet;

2. Die Verknüpfung von je zwei kartesischen Morphismen ist kartesisch.

Beispiel 6.2.6. Sei B eine Kategorie. Unser Funktor p : B↓ → B aus 6.2.4 ist
genau dann ein Faserfunktor, wenn sich in B jeder Winkel zu einem kartesischen
Diagramm ergänzen läßt.
Beispiel 6.2.7. Unsere Mengengarbenfaserung Ens/Top → Top aus 6.1.2 ist ein
Faserfunktor. Dasselbe gilt für den Funktor Ab/Top → Top. aus 6.1.9. Analoges
gilt weiter für Garben von Moduln über einem festen Ring und für Garben von
Ringen.
Beispiel 6.2.8. Eine Trennkategorie hat genau dann stabil universelle Trennun-
gen, wenn ihr Trennfunktor zur terminalen Trennkategorie eine Faserung auf den
Familienkategorien induziert.
Beispiel 6.2.9. Gegeben eine Kategorie C bezeichne pC/Topopp die Kategorie aller
Paare (X,F) aus einem topologischen Raum X und einer C-Prägarbe F ∈ pC/X
darauf, mit Komorphismen als Morphismen. Das Vergessen der Garbe ist dann
eine Faserung

pC/Topopp → Topopp

Gegeben f : X → Y ist weiter der kanonische Komorphismus f∗F → F karte-
sisch über f ◦ für unseren Funktor.
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6.2.10. Gegeben ein Funktor p : C → B heißt ein Morphismus κ in C kokarte-
sisch, wenn κ◦ kartesisch ist für den Funktor popp : C opp → Bopp. Ausgeschrie-
ben ist also κ : F → G kokartesisch, wenn mit der Notation f : X → Y für
sein Bild unter p gilt, daß für jedes Objekt H ∈ CY das Vorschalten von κ eine
Bijektion

(◦κ) : CY (G,H)
∼→ Cf (F ,H)

induziert. Ein Funktor p : C → B heißt ein Kofaserfunktor oder gleichbedeu-
tend eine Kofaserung, wenn der induzierte Funktor popp : C opp → Bopp ein
Faserfunktor ist.

6.2.11. Einen Komorphismus φ : G → F nennen wir auch einen Opkomorphis-
mus von F nach G und notieren diesen Opkomorphismus φ◦ : F → G. Wir
erhalten so Kategorien

pC�Top ⊃ C�Top

mit Objekten Paaren (X,F) aus einem topologischen Raum X und einer C-wer-
tigen Prägarbe beziehungsweise Garbe F auf unserem Raum X und Morphismen
Paaren (f, η) : (X,F) → (Y,G) aus einer stetigen Abbildung f : X → Y und
einem Opkomorphismus η : F → G darüber. Das Vergessen der Prägarbe ist dann
ein Funktor

pC�Top → Top

Die Menge aller Opkomorphismen über f von einer Prägarbe F in eine Prägar-
be G notieren wir pC�f (F ,G) und im Fall von Garben C�f (F ,G). Wir notieren
C�X := Copp

/X die zur Kategorie der Garben auf X opponierte Kategorie und haben
damit insbesondere C�X(F ,G) = C� idX (F ,G).

Beispiel 6.2.12. Gegeben eine Kategorie C sind unsere Funktoren pC�Top → Top
und C�Top → Top aus 6.2.11 Kofaserfunktoren. Sie entstehen eben durch Op-
ponieren aus den Faserfunktoren 6.2.9 nach Topopp. Ein Morphismus alias Op-
komorphismus F → G über einer stetigen Abbildung f : X → Y ist da-
bei genau dann kokartesisch, wenn er Isomorphismen von abelschen Gruppen
G(V )

∼→ F(f−1(V )) alias einen Isomorphismus von Garben G ∼→ f∗F induziert.
Ich nenne diese Kofaserfunktoren die Opkofaserung der C-Prägarben bezie-
hungsweise die Opkofaserung der C-Garben. Die Fasern dieser Funktoren sind
opponierte Kategorien von C-Prägarben beziehungsweise C-Garben.

6.2.13 (Der Fall diskreter Räume). Jede Menge X ist auch ein diskreter to-
pologischer Raum und eine diskrete Kategorie. In diesem Fall haben wir einen
natürlichen Isomorphismus Ens/X

∼→ Cat(X,Ens) und gegeben f : X → Y mit
Y ebenfalls diskret haben wir

Ens/f (F ,G)
∼→ Cat(X,Ens)(F ,G ◦ f)
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Ein Morphismus über von Mengengarben über f entspricht also einer Transfor-
mation der zugehörigen Funktoren F ⇒ G◦f . Ebenso haben wir eine natürlichen
Isomorphismus Ens�X

∼→ Cat(X,Ensopp) und eine Bijektion

Ens�f (F ,G)
∼→ Cat(X,Ensopp)(F ,G ◦ f)

Beispiel 6.2.14. Eine Schmelzkategorie hat genau dann stabil universelle Ver-
schmelzungen im Sinne von [TSK] 1.2.2, wenn ihr Schmelzfunktor zur terminalen
Schmelzkategorie eine Kofaserung auf den Familienkategorien induziert.

6.2.15. Ein Funktor heißt ein Bifaserfunktor oder gleichbedeutend eine Bifase-
rung, wenn er sowohl ein Faserfunktor als auch ein Kofaserfunktor ist.

Beispiel 6.2.16 (Modulbifaserung). Bezeichne ModRing die Kategorie, deren Ob-
jekte Paare (A,M) aus einem Ring A und einem A-Modul M sind. Morphismen
(A,M) → (B,N) erklären wir als Paare (ϕ, ψ) bestehend aus einem Ringho-
momorphismus ϕ : A → B und einem Homomorphismus ψ : M → N der
unseren Moduln zugrundeliegenden additiven Gruppen derart, daß gilt ψ(am) =
ϕ(a)ψ(m) ∀a ∈ A,m ∈M . Der Funktor

ModRing → Ring

des Vergessens des Moduls ist dann eine Bifaserung. Kokartesisch über einem
Ringhomomorphismus A → B ist jeder Morphismus der Gestalt M → B ⊗A
M gegeben durch m 7→ 1 ⊗ m, kartesisch die Identität resAB(N) → N auf der
zugrundeliegenden abelschen Gruppe für jeden B-Modul N .

Beispiel 6.2.17. Für Garben von Mengen oder abelschen Gruppen sind unsere
Opkofaserungen Ens�Top → Top und Ab�Top → Top aus 6.2.12 sogar Bifa-
serungen und ein Opkomorphismus F → G über f ist genau dann kartesisch,
wenn er einen Isomorphismus f ∗G ∼→ F induziert. Ich nenne diese Funktoren die
Garbenopfaserung von Mengengarben beziehungsweise abelschen Garben. Die
Fasern der Garbenopfaserung sind opponiert zu unseren üblichen Kategorien von
Garben.

Vorschau 6.2.18. In meinen Augen ist die Garbenfaserung Ens/Top → Top be-
sonders anschaulich und die Garbenopfaserung Ens�Top → Top algebraisch be-
sonders übersichtlich. Diese beiden Faserfunktoren bestimmen sich gegenseitig,
genauer gehen sie durch „Oppinvertieren“ auseinander hervor, wie wir in 8.4.7
und 8.4.10 ausführen werden. Allerdings ist nur der zweite eine Bifaserung.

Übungen

Übung 6.2.19. Sei p : C → B ein Funktor. Ein Morphismus κ : F → G in
C heißt stark kartesisch, wenn für alle Objekte E ∈ C und alle Morphismen
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g : pE → pF in B das Nachschalten von κ eine Bijektion

(κ◦) : Cg(E ,F)
∼→ Cp(κ)◦g(E ,G)

induziert. Man zeige, daß jede Verknüpfung stark kartesischer Morphismen wie-
der stark kartesisch ist. Man zeige weiter, daß ein Funktor genau dann ein Faser-
funktor ist, wenn jeder Morphismus in der Bildkategorie einen stark kartesischen
Lift besitzt, und daß dann alle kartesischen Morphismen sogar stark kartesisch
sind. Man zeige auch: Ist βα kartesisch und β stark kartesisch, so ist α kartesisch.

Übung 6.2.20 (Verknüpfung von Faserfunktoren). Gegeben seien Funktoren
p : C → B und q : B → A . Gegeben ein Morphismus κ in C mit p(κ) stark
q-kartesisch ist κ genau dann stark qp-kartesisch, wenn es stark p-kartesisch ist.
Die Verknüpfung von Faserfunktoren ist auch selbst ein Faserfunktor.

Übung 6.2.21. Seien p : C → B ein Funktor und κ ein Morphismus in C .
Ist p(κ) ein Isomorphismus, so ist κ genau dann kartesisch, wenn es selbst ein
Isomorphismus ist.

Übung 6.2.22. Gegeben ein Faserfunktor p : C → B zeige man, daß auch der
auf den Morphismenkategorien induzierte Funktor p↓ : C ↓ → B↓ ein Faserfunk-
tor ist und daß ein Morphismus genau dann kartesisch ist, wenn er objektweise
kartesisch ist.

Ergänzende Übung 6.2.23. Gegeben ein Funktor p : C → B und eine Unter-
kategorie U ⊂ B erklären wir das Urbild von U als die Kategorie p−1(U ) =
CU = C |U aller Objekte von C , die unter p zu Objekten aus U werden, mit
den Morphismen, die unter p zu Morphismen aus U werden. Man zeige, daß mit
p auch der induzierte Funktor pU : CU → U ein Faserfunktor beziehungsweise
Kofaserfunktor ist. Diesen Funktor nennen wir die Rückzug von p auf U .

Übung 6.2.24 (Familienfaserung). Jede Menge X können wir als eine diskrete
Kategorie auffassen. Gegeben eine Kategorie C bezeichnen wir dann mit

C/X := Cat(X, C)

die Funktorkategorie. Ihre Objekte sind durch x ∈ X indizierte Familien (Fx)x∈X
von Objekten von C. Gegeben eine Abbildung in eine weitere Menge f : X → Y
und F ∈ C/X sowie G ∈ C/Y erklären wir einen Morphismus über f von F
nach G als eine Transformation F ⇒ G ◦ f alias eine Familie von Morphismen
(Fx → Gf(x))x∈X und setzen also in Formeln

C/f (F ,G) := Cat(X, C)(F ,G ◦ f)

Man zeige, daß wir so einen Faserfunktor C/Ens → Ens erhalten. Wir nennen ihn
die Familienfaserung zu C.
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6.3 Rückzug, Vorschub, Basiswechsel
Definition 6.3.1 (Rückzug von Objekten und Morphismen). Seien p : C → B
ein Funktor, f : X → Y ein Morphismus in der Basis B und G ∈ CY ein Objekt
über Y .

1. Sind κ : E → G und κ′ : E ′ → G kartesische Morphismen über f mit
demselben Ziel, so gibt es genau einen Morphismus ι ∈ CX(E , E ′) mit
κ′ ◦ ι = κ, und dieser Morphismus ist ein Isomorphismus. Das Paar (E , κ)
ist also durch G eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus. Es
verdient deshalb den bestimmten Artikel und eine Notation. Wir bezeich-
nen unser Paar (E , κ), wenn es denn existiert, mit (f †G, κG), und nennen
f †G das mit f zurückgezogene Objekt und κ = κG seinen Transport-
morphismus.

2. Ist G ′ ∈ CY ein weiteres Objekt über Y , das sich vermittels f zurückziehen
läßt, so gibt es für jeden Morphismus α ∈ CY (G,G ′) genau einen Morphis-
mus β ∈ CX(f †G, f †G ′) mit κG′β = ακG . Wir notieren ihn β := f †(α) und
nennen ihn den mit f zurückgezogenen Morphismus.

3. Nehmen wir zusätzlich an, daß sich jedes Objekt über Y zurückziehen läßt,
so erhalten wir einen Funktor f † : CY → CX , der zusammen mit unseren
Transportmorphismen eindeutig bestimmt ist bis auf eindeutige Isotransfor-
mation. Er heißt der Rückzug. Sollte sich nicht jedes Objekt zurückziehen
lassen, so ist er zumindest ein wohldefinierter Funktor auf der vollen Un-
terkategorie der zurückziehbbaren Objekte von CY und damit ein partiell
definierter Funktor f † : CY 99K CX .

4. Gegeben X ∈ B ist der Identitätsfunktor IdCX auf der Faser CX mit den
Identitäten als Transportmorphismen ein Rückzug zu idX . Zwischen dem
Rückzug id†X und IdCX erhalten wir damit eine wohlbestimmte Isotransfor-
mation

cX : idX
† ∼⇒ IdCX

5. Sind alle Objekte unter allen Morphismen zurückziehbar, so erhalten wir
eine Transformation c(f, g) : f † ◦ g† ⇒ (g ◦ f)† durch die Bedingung,
daß ihr Vorschalten vor den Transportmorphismus des simultanen Zurück-
ziehens die Verknüpfung der Transportmorphismen des separaten Zurück-
ziehens liefert. Im allgemeinen erhalten wir so eine Transformation der ent-
sprechenden partiell definierten Funktoren.

6. Wir nennen ein Objekt stark zurückziehbar, wenn es zurückziehbar ist mit
einem stark kartesischen Transportmorphismus, und reden dann von star-
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kem Rückzug. Unsere Transformation von eben liefert eine Isotransforma-
tion c(f, g) : f †◦g† ∼⇒ (g◦f)† zwischen den Restriktionen unserer partiellen
Rückzüge auf die unter g und (g ◦ f) stark zurückziehbaren Objekte.

7. Ist insbesondere unser Funktor ein Faserfunktor, so sind unsere Transfor-
mationen stets Isotransformationen

c(f, g) : f † ◦ g† ∼⇒ (g ◦ f)†

Wir nennen diese Isotransformationen c(f, g) sowie die Isotransformatio-
nen cX : idX

† ∼⇒ IdCX von oben die Identifikationen unseres Faserfunktors
und notieren sie manchmal ausführlicher idf oder idf(f, g) und idfX .

Beispiel 6.3.2. Für jeden Gruppenhomomorphismus ϕ : G → H betrachten wir
den Funktor [G] → [H] der zugehörigen Ein-Objekt-Kategorien. Für einen Mor-
phismus f ∈ H ist nach 6.2.21 jeder Lift kartesisch. Unser Funktor ist demnach
ein Faserfunktor genau dann, wenn unser Gruppenhomomorphismus surjektiv ist.
Der durch die Wahl eines Urbilds g von f festgelegte Rückzug ist dann die Kon-
jugation f † = int(g−1) : [kerϕ] → [kerϕ]. Gegeben ein Faserfunktor ist es
insbesondere im allgemeinen nicht möglich, Rückzüge so zu wählen, daß alle
Identifikationen Gleichheiten werden.

6.3.3. Gegeben ein Funktor p : C → B und ein Morphismus f : X → Y in
B konstruiert man analog partiell definierte Funktoren f† : CX 99K CY , den Vor-
schub und den starken Vorschub, und zeigt dafür analoge Eigenschaften. Formal
ließen sie sich auch erhalten, indem man auf den Funktor popp : C opp → Bopp

die obigen Konstruktionen anwendet und zu dem so erhaltenen partiell definierten
Funktor (f ◦)† : C opp

X 99K C opp
Y den partiell definierten Funktor f† := ((f ◦)†)opp

bildet.

6.3.4 (Adjunktion von Vorschub und Rückzug). Gegeben ein Funktor C → B
sind Vorschub und Rückzug stets partiell adjungierte partiell definierte Funktoren
vermittels der durch die Definitionen gegebenen Bijektionen

CX(F , f †G)
∼→ Cf (F ,G)

∼→ CY (f†F ,G)

Im Fall einer Bifaserung sind darüber hinaus beide Funktoren für jeden Morphis-
mus der Basis global definiert.

Beispiel 6.3.5. Sei f : X → Y stetig. Die Rückzugfunktoren unserer Garben-
faserung machen aus einer Garbe G auf Y mit étalem Raum Ḡ die Garbe auf X
mit étalem Raum X ×Y Ḡ und dem offensichtlichen Transportmorphismus. Wir
notieren sie f ∗G mit dem Transportmorphismus τ ∈ Ens/f (f

∗G,G).
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Beispiel 6.3.6. Gegeben Z ⊂ X eine Teilmenge eines topologischen Raums und
eine Garbe F ∈ Ens/X auf X liefert unsere Definition 2.2.35 der auf Z einge-
schränkten Garbe F|Z einen kartesischen Morphismus F|Z → F über der Ein-
bettung i : Z ↪→ X alias einen Isomorphismus

F|Z
∼→ i∗F

Beispiel 6.3.7. Gegeben c : X → top die konstante Abbildung eines topologi-
schen Raums auf den einpunktigen Raum top sowie eine Menge M liefert un-
sere Definition 2.2.10 der konstanten Garbe MX einen kartesischen Morphismus
MX →Mtop über der c alias einen Isomorphismus

MX
∼→ c∗Mtop

Beispiel 6.3.8. Sei f : X → Y stetig. Die Rückzugfunktoren unserer Garbenop-
faserung Ens�Top → Top aus 6.2.17 sind die opponierten inversen Bilder

f † := (f ∗)opp : Ens�Y → Ens�X

mit den hoffentlich offensichtlichen Opkomorphismen f †G → G über f als Trans-
portmorphismen. Die Vorschübe der Garbenopfaserung sind entsprechend die op-
ponierten Vorschübe

f† := (f∗)
opp : Ens�X → Ens�Y

mit den hoffentlich offensichtlichen OpkomorphismenF → f†F über f als Trans-
portmorphismen.

6.3.9. In 4.3.11 haben wir einen ausgezeichneten Isomorphismus zwischen dem
Rückzug einer Mengengarbe in Bezug auf die Garbenopfaserung und dem Rück-
zug in Bezug auf die Garbenfaserung 6.3.5 angegeben. In 8.4.10 werden wir er-
klären, inwiefern diese Beobachtung sich zu der Aussage präzisieren läßt, daß
unsere beiden Faserungen durch „Oppinvertieren“ auseinander hervorgehen.

6.3.10 (Notationsvarianten). Gegeben ein Bifaserfunktor C → B und ein Ob-
jekt X ∈ B der Basis notieren wir die Opponierten der Faserkategorien gerne
C/X := C opp

X . Gegeben ein Morphismus f : X → Y in der Basis schreiben wir
weiter f ∗ := (f †)opp : C/Y → C/X und f∗ := (f†)

opp : C/X → C/Y . Dann bilden
diese Funktoren ein adjungiertes Paar (f ∗, f∗) so, wie man es gewohnt ist.

6.3.11 (Allgemeiner Basiswechsel). Sei C → B ein Funktor und sei in der Basis
B ein kommutatives Quadrat

W

g
��

q // X

f
��

Z
p // Y
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gegeben. Wir nehmen an, daß sich für ein Objekt F ∈ CX unser Diagramm hoch-
heben läßt zu einem Diagramm in C ohne den gestrichelten Pfeil der Gestalt

q†F //

��

F

��

g†q
†F

##H
H

H
H

H

p†f†F // f†F

Sind hier die Pfeile nach rechts sogar stark kartesische Lifts und die Pfeile nach
unten stark kokartesische Lifts, so gibt es offensichtlich genau einen Morphismus

bw : g†q
†F → p†f†F

in CZ , der das obige Diagramm kommutieren läßt, wenn wir ihn als gestrichelten
Pfeil einsetzen. Er heißt der Basiswechselmorphismus und wir notieren ihn oft
bw wie oben. Ist unser Funktor etwa eine Bifaserung, so ist der Basiswechselmor-
phismus nach 6.2.19 für alle Objekte F ∈ CX definiert.

Beispiel 6.3.12. Im Fall zweier Morphismen π, i in der Basis mit π ◦ i = id =
id ◦ id spezialisiert der Basiswechsel zu einem natürlichen Morphismus

i†F → π†F

unter der Annahme, daß i†F → F stark kartesisch ist und F → π†F stark kokar-
tesisch.

Übungen

Übung 6.3.13 (Vorschub durch Adjunktion). Gegeben sei ein Faserfunktor C →
B mit Rückzugfunktoren f † : CY → CX für f : X → Y . Man zeige: Existiert
der partielle Linksadjungierte f† bei F ∈ CX und ist F → f †f†F die Einheit der
Adjunktion, so ist der zugehörige Morphismus F → f†F über f stark kokarte-
sich für C → B. Haben also bei einem Faserfunktor alle Rückholfunktoren einen
Linksadjungierten, so ist er ein Bifaserfunktor. Umgekehrt erhalten wir auch für
jeden Bifaserfunktor Adjunktionen (f†, f

†) als die Verknüpfungen

CY (f†F ,G)
∼→ Cf (F ,G)

∼← CX(F , f †G)

Übung 6.3.14 (Basiswechsel und Adjunktionen). Man zeige, daß sich der Ba-
siswechsel unter einem Bifaserfunktor für ein kommutatives Quadrat fq = pg in
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der Basis beschreiben läßt vermittels der Adjunktionen zwischen Vorschub und
Rückzug (f†, f

†) und (g†, g
†) als

g†q
†F → g†q

†f †f†F → g†g
†p†f†F → p†f†F

Alternativ mag man ihn auch vermittels der Adjunktionen (p†, p
†) und (q†, q

†)
konstruieren in ähnlicher Weise. Sind insbesondere f † und g† volltreu, so liefert
das Basiswechsel einen Isomorphismus für alle Objekte F der Gestalt F = f †G.

Übung 6.3.15 (Einheit und Koeinheit einer Adjunktion als Basiswechsel). Man
zeige, daß der Basiswechselmorphismus unter einem Bifaserfunktor für ein kom-
mutatives Quadrat fq = pg in der Basis mit p = f und q = g zusammenfällt mit
der Komposition g† g†F ∼→ F → f †f†F der Koeinheit und Einheit der jeweiligen
Adjunktionen.

Übung 6.3.16 (Transitivität von Basiswechseln). Sei C → B ein Bifaserfunktor
und sei in der Basis B ein kommutatives Diagramm

V

h
��

s //W

g
��

q // X

f
��

T
r // Z

p // Y

gegeben. So stimmt der Basiswechsel im einhüllenden Rechteck überein mit der
in der hoffentlich offensichtlichen Weise aus den Basiswechseln in den einzelnen
Quadraten und Identifikationen gebildeten Transformation h†(qs)† ⇒ h†s

†q† ⇒
r†g†q

† ⇒ r†p†f† ⇒ (pr)†f†.

Übung 6.3.17 (Rückzug von Basiswechseln). Sei C → B ein Bifaserfunktor
und sei in der Basis B ein kommutatives Diagramm

W

g
��

q // X

f
��

Z p
// Y

gegeben. Sei weiter s : V → W gegeben. So ist die Verknüpfung

(gs)†(qs)
† ∼⇒ g†s†s

†q† ⇒ g†q
† ⇒ p†f†

von durch Identifikationen, der Koeinheit der Adjunktion und dem Basiswechsel
gegebenen Transformationen der Basiswechsel im Diagramm f(qs) = p(gs).

Übung 6.3.18 (Verträglichkeit von Adjunktion und Basiswechsel). Man zeige,
daß gegeben ein Bifaserfunktor und ein kommutatives Quadrat fq = pg in der
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Basis das Diagramm von Transformationen

p†f†f
† p†η +3 p†

g†q
†f †

g† idt
//

bw f†

OO

g†g
†p†

ηp†

OO

kommutiert. Hinweis: Man mag von der Transitivität der Basiswechsel 6.3.16 in
den Diagrammen

W

g
��

q // X

g
��

f // Y

id
��

Z
p // Y id // Y

W

g
��

g //W

id
��

p // Y

id
��

Z id // Z
p // Y

ausgehen, deren einhüllende Rechtecke übereinstimmen.

Übung 6.3.19 (Verträglichkeit von Adjunktionen und Identifikationen). Ge-
geben eine Bifaserung und eine Verknüpfung fg von Morphismen der Basis zei-
ge man, daß die durch Koeinheiten von Adjunktionen induzierte Transformation
g†f†f

†g† ⇒ g†g
† ⇒ Id zusammenfällt mit der durch Identifikationen und eine

Koeinheit der Adjunktion induzierten Transformation g†f†f †g†
∼⇒ (fg)†(fg)† ⇒

Id.

Übung 6.3.20. Gegeben eine Bifaserung und eine Verknüpfung f ◦ g von Mor-
phismen in der Basis zeige man, daß die durch Einheit und Koeinheit der Adjunk-
tion induzierte Transformation g† ⇒ (fg)†(fg)†g

† ∼⇒ g†f †f†g†g
† ⇒ g†f †f† zu-

sammenfällt mit der durch die Einheit der Adjunktion induzierte Transformation
g† ⇒ g†f †f†. Hinweis: Verträglichkeit von Adjunktionen und Identifikationen
6.3.19 sowie Dreiecksidentität [TF] 4.8.1.

Übung 6.3.21 (Linksadjungierter von étalem Rückzug). Gegeben eine étale
Abbildung f : X → Y hat der Rückzug f ∗ : Ens/Y → Ens/X stets einen
Linksadjungierten

f[!] : Ens/X → Ens/Y

Um das zu einzusehen, bemerkt man zunächst, daß (f◦) : TopX → TopY links-
adjungiert ist zu X×Y : TopY → TopX . Daraus folgt dann, daß für f étale (f◦)
linksadjungiert ist zu X×Y : étTopY → étTopX .

Übung 6.3.22 (Schnitte als Morphismen). Gegeben ein topologischer Raum X
und j : U ↪→ X die Einbettung einer offenen Teilmenge und eine Garbe F ∈
Ens/X konstruiere man für ens/U die finale Mengengarbe auf U eine natürliche
Bijektion

Ens/X(j[!] ens/U ,F)
∼→ F(U)
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Übung 6.3.23 (Étaler Basiswechsel). Sind in einem kartesischen Diagramm fq =
pg von topologischen Räumen die Vertikalen f, g étale, so ist der Basiswechsel für
Mengengarben in Ens/Top eine Isotransformation

g[!]q
∗ ∼⇒ p∗f[!]

Sind in einem kartesischen Diagramm fq = pg von topologischen Räumen die
Horizontalen p, q étale, so ist der Basiswechsel für Mengengarben in Ens�Top eine
Isotransformation

g†q
† ∼⇒ p†f†

Man mag sich zusätzlich überlegen, daß diese Basiswechsel in unseren oppin-
versen Faserungen bis auf Wechsel der Buchstaben durch den Übergang zu den
opponierten Adjungierten auseinander hervorgehen.

Übung 6.3.24 (Eigentlicher Basiswechsel). Sind in einem kartesischen Diagramm
fq = pg von topologischen Räumen die Vertikalen f, g eigentlich und separiert,
so ist der Basiswechsel für Mengengarben in Ens�Top eine Isotransformation

g†q
† ∼⇒ p†f†

Hinweis: Hat g einpunktigen Wertebereich, so ist das im wesentlichen die Folge-
rung 4.5.3 aus unserer Proposition 4.5.2 zur Fortsetzbarkeit von Schnitten über re-
lativ Hausdorff’schen Kompakta. Der allgemeine Fall folgt ohne weitere Schwie-
rigkeiten. Einen Spezialfall haben wir bereits in 4.5.6 kennengelernt.

Übung 6.3.25 (Faserkonstante Garben). Seien X ein topologischer Raum und
I ein zusammenhängendes hausdorffsches Kompaktum und π : X × I → X
die Projektion und F ∈ Ens/X×I eine Garbe. Ist die Restriktion von F auf je-
de Faser von π konstant, so ist die Koeinheit der Adjunktion ein Isomorphismus
π∗π∗F

∼→ F . Hinweis: Eigentlicher Basiswechsel 6.3.24. Allgemeiner zeige man
dasselbe für π : X × I → X im Fall eines beliebigen nichtleeren reellen Inter-
valls I . Hinweis: Man schreibe I als aufsteigende Vereinigung kompakter Inter-
valle und folgere, daß für jeden Punkt t ∈ I und jede offene Teilmenge U ⊂◦ X
die Restriktion von Schnitten eine Bijektion Γ(U × I;F)

∼→ Γ(U ×{t};F) indu-
ziert. Ich erinnere daran, daß die Einheit der Adjunktion für finale Abbildungen
mit zusammenhängenden Fasern stets ein Isomorphismus ist nach 4.3.21.

Übung 6.3.26 (Basiswechsel sind nicht immer Isomorphismen). Gegeben ei-
ne Familie (Fi)i∈I von Garben auf einem Raum X kann man ihr Produkt kon-
struieren, indem man sie zu einer Garbe auf X × Idis zusammenfügt und deren
Vorschub unter der Projektion auf X nimmt. So liefert 2.2.49 auch ein Beispiel
für ein kartesisches Diagramm topologischer Räume und eine Garbe, für die der
Basiswechselmorphismus aus 6.3.11 kein Isomorphismus ist.
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Übung 6.3.27 (Vorschub unter horizontaler Einbettung). Seien X,Z topolo-
gische Räume und z0 ∈ Z ein Punkt. Man zeige, daß für f : x 7→ (x, z0) der
Vorschub f∗ : Ab/X → Ab/X×Z ein exakter Funktor ist. Hinweis: Mit eigentli-
chem Basiswechsel im Diagramm

top

g

��

q // X

f
��

Z
p // X × Z

für q die Einbettung eines Punktes x0 ∈ X und p : z 7→ (x0, z) das Davorschrei-
ben dieses Punktes zieht man sich darauf zurück zu zeigen, daß das Bilden von
Wolkenkratzergarben ein exakter Funktor ist. Dafür vergleiche 2.2.51.

Übung 6.3.28 (Partielle Auflösung durch offene Überdeckung). Gegeben ei-
ne offene Überdeckung (Ui)i∈I eines topologischen Raums X und eine abelsche
Garbe F auf X ist die Sequenz

F ↪→
∏
i∈I

fi∗f
∗
i F →

∏
(i,j)∈I2

fij∗f
∗
ijF

eine linksexakte Sequenz von Garben, ja sogar von Prägarben auf X . Hier be-
zeichnen fi : Ui ↪→ X und fij : Ui∩Uj ↪→ X die Einbettungen. Die Morphismen
kommen her von den Adjunktionen und Identifikationen in der hoffentlich of-
fensichtlichen Weise. Etwas allgemeiner ist sogar für (Uij,k)k∈K(i,j) jeweils eine
offene Überdeckung von Ui ∩ Uj die Sequenz

F ↪→
∏
i∈I

fi∗f
∗
i F →

∏
(i,j)∈I2, k∈K(i,j)

fij,k∗f
∗
ij,kF

für jede abelsche Garbe F eine linksexakte Sequenz von Prägarben.

Ergänzende Übung 6.3.29 (Unterobjektfaserung). Gegeben eine Kategorie C
betrachten wir in der Kategorie C↓ aller Morphismen die volle Unterkategorie
C⊂ ⊂ C↓ aller Monomorphismen und den Funktor p : C⊂ → C, der jedem Mono-
morphismus sein Zielobjekt zuordnet. Besitzt in C jeder Winkel einen Pullback,
so ist dieser Funktor eine Faserung mit dem Urbild eines Unterobjekts als Rück-
zug. Ist unsere Kategorie C abelsch, so ist er sogar eine Bifaserung mit dem Bild
eines Unterobjekts als Vorschub.

Ergänzende Übung 6.3.30 (Basiswechsel in der Unterobjektbifaserung). Gege-
ben eine abelsche Kategorie A und die Unterobjektbifaserung p : A⊂ → A nach
6.3.29 ist der Basiswechsel über einem kommutativen Quadrat fq = pg der Basis
ein Isomorphismus, wenn (f, p) ◦ (q,−g)> eine exakte Sequenz ist, insbesondere
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also für jedes kartesische und jedes kokartesische Quadrat. Hinweis: Man zieht
sich unschwer auf den Fall eines kartesischen Quadrats zurück. Indem man beide
Kanten des Ausgangswinkels in einen Epimorphismus gefolgt von einem Mono-
morphismus faktorisiert und [TD] 1.5.9 anwendet, zieht man sich weiter zurück
auf den Fall kartesischer Quadrate mit nur Epimorphismen, mit nur Monomor-
phismen, oder mit parallelen Monomorphismen und parallelen Epimorphismen.
Nur im letzten dieser Fälle ist die Behauptung nicht offensichtlich. Hier kann man
aber die modulare Identität 2.5.22 anwenden.

6.4 Garbeneigopkofaserung
Definition 6.4.1. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y und abelsche
Garben F ∈ Ab/X sowie G ∈ Ab/Y heiße ein Komorphismus ϕ : G → F über f
eigentlich, wenn für V ⊂◦ Y und s ∈ G(V ) die Abbildung f : (suppϕ(s)) → V
eigentlich ist, die vom Träger (suppϕ(s)) ⊂ f−1(V ) von ϕ(s) ∈ F(f−1(V ))
nach V geht. Die Menge der eigentlichen Komorphismen über f notieren wir

Ab!
/f◦(G,F)

6.4.2. Nach allgemeinen Eigenschaften eigentlicher Abbildungen [TM] 2.4.18 ist
die Menge aller eigentlichen Komorphismen eine Untergruppe der Gruppe al-
ler Komorphismen. Nach allgemeinen Eigenschaften eigentlicher Abbildungen ist
über einer eigentlichen Abbildung f jeder Komorphismus eigentlich.

6.4.3 (Verknüpfung eigentlicher Komorphismen). Die Verknüpfung eigentli-
cher Komorphismen ist eigentlich, denn haben wir f : X → Y und g : Y → Z
sowie abelsche Garben F ∈ Ab/X und G ∈ Ab/Y und H ∈ Ab/Z und eigent-
liche Komorphismen ψ : H → G und ϕ : G → F , so wird für W ⊂◦ Z ein
Schnitt t ∈ H(W ) unter ψ abgebildet auf s ∈ G(g−1(W )) mit g : supp(s) → W
eigentlich und s unter ϕ weiter auf r ∈ F(f−1(g−1(W ))) mit f : supp(r) →
g−1(W ) eigentlich. Diese Abbildung faktorisiert nach 4.4.14 über eine Abbildung
f : supp(r)→ supp(s), die ihrerseits eigentlich ist nach [TM] 2.4.11, und da die
Verknüpfung eigentlicher Abbildungen wieder eigentlich ist nach [TM] 2.4.16,
folgt die Behauptung.

6.4.4. Opkomorphismen, die durch eigentliche Komorphismen gegeben werden,
nennen wir eigentliche Opkomorphismen. Die Menge der eigentlichen Opko-
morphismen über f von F nach G notieren wir

Ab!
�f (F ,G) := Ab!

/f◦(G,F)

Wir erhalten so eine Unterkategorie Ab!
�Top ⊂ Ab�Top. Ist f selbst eigentlich, so

ist jeder Opkomorphismus über f eigentlich und wir haben Ab!
�f = Ab�f .
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6.4.5 (Konstruktion kokartesischer eigentlicher Opkomorphismen). Einen ei-
gentlichen Opkomorphismus φ : F → G über einer stetigen Abbildung f : X →
Y , der kokartesisch ist für den Funktor

Ab!
�Top → Top

des Vergessens der Garbe, nennen wir eigkokartesisch. Gegeben F ∈ Ab/X eine
abelsche Garbe auf X gibt es stets einen von F ausgehenden eigkokartesischen
Opkomorphismus über f . In der Tat können wir eine abelsche Garbe f!F ∈ Ab/Y
erklären, indem wir für alle V ⊂◦ Y setzen

(f!F)(V ) := {s ∈ F(f−1(V )) | f : (supp s)→ V ist eigentlich}

Wegen der Lokalität der Eigentlichkeit in der Basis [TM] 2.4.15 ist f!F ⊂ f∗F
eine Untergarbe von Mengen und nach [TM] 2.4.18 sogar eine Untergarbe von
abelschen Gruppen. Der durch die Komposition der Einbettung f!F ⊂ f∗F mit
dem natürlichen Komorphismus f∗F → F gegebene Komorphismus κ : f!F →
F über f ist offensichtlich eigentlich und für jede abelsche Garbe G auf Y liefert
das Nachschalten von κ eine Bijektion (κ◦) : Ab/Y (G, f!F)

∼→ Ab!
/f◦(G,F).

6.4.6. Für jede stetige Abbildung f : X → Y setzen wir

f¡ := f opp
! : Ab�X → Ab�Y

Für jede abelsche Garbe G auf Y liefert dann opponiert zu unseren Erkenntnissen
in 6.4.5 das Vorschalten des eigentlichen Opkomorphismus τ := κ◦ : F → f¡F
über f eine Bijektion

(◦τ) : Ab�Y (f¡F ,G)
∼→ Ab!

�f (F ,G)

In anderen Worten ist τ : F → f¡F ein von F ausgehender eigkokartesischer
Opkomorphismus über f und f¡ ist der Vorschub längs f in Bezug auf den Funk-
tor Ab!

�Top → Top. Wir nennen ihn den Vorschub mit eigentlichem Träger
oder kurz Eigvorschub. Für eigentliches f sind alle Opkomorphismen über f ei-
gentlich und jeder kokartesische Morphismus F → f†F über f ist mithin auch
eigkokartesisch. Wir erhalten so für eigentliches f einen ausgezeichneten Isomor-
phismus von Funktoren f¡

∼⇒ f†. Man überzeugt sich leicht, daß er unter unseren
verschiedenen kanonischen Identifikationen der Gleichheit f!F = f∗F für eigent-
liches f entspricht.

Vorschau 6.4.7. Später werden wir mit f! beziehungsweise f¡ meist die Derivier-
ten der hier eingeführten Funktoren bezeichnen und und für die hier eingeführten
Funktoren die alternative Notation f(!) beziehungsweise f(¡) verwenden, aber alles
zu seiner Zeit.
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Lemma 6.4.8. Seien f : X → Y und g : Y → Z stetig und F ∈ Ab/X eine
abelsche Garbe. Ist g separiert, so ist der von den universellen Eigenschaften
herrührende Morphismus ein Isomorphismus

g!(f!F)
∼→ (gf)!F

Beweis. Daß der fragliche Morphismus injektiv ist, ist eh klar. Es bleibt, die
Surjektivität zu zeigen. Sei dazu t ∈ F(f−1(g−1(W ))) ein Schnitt mit gf :
(supp t) → W eigentlich. Ist g separiert, so ist auch f : (supp t) → g−1(W ) ei-
gentlich nach [TM] 2.4.11 und dann folgt mit 4.4.14 bereits supp(f∗t) = f(supp t)
und das geht mit einer eigentlichen Abbildung weiter nachW wegen [TM] 2.4.16.
Folglich liegt t auch in (g!(f!F))(W ).

6.4.9. Bezeichne Tops die Kategorie der topologischen Räume mit nur separier-
ten Abbildungen als Morphismen. Nach Lemma 6.4.8 restringiert unser Funktor
Ab!

�Top → Top zu einer Kofaserung

Ab!
�Tops → Tops

Wir nennen sie die Garbeneigopkofaserung. Ihre Vorschübe sind unsere Eigvor-
schübe f¡ = (f!)

opp aus 6.4.6.

6.4.10 (Ausdehnung durch Null als Eigvorschub). Ist j : X → Y die Ein-
bettung einer offenen Teilmenge, so finden wir (j!F)(V ) = {s ∈ F(X ∩ V ) |
supp s ⊂∧ V }. Das liefert einen Isomorphismus zwischen unserem Eigvorschub
und der Ausdehnung durch Null aus 4.9.9, die wir dort bereits j! notiert hatten.

6.4.11 (Abgeschlossener Vorschub als Eigvorschub). Ist f : X → Y die
Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge, so ist f eigentlich und wir finden
f!F = f∗F .

6.4.12 (Kompakte Schnitte als Eigvorschub). Ist c : X → top die konstante
Abbildung zum einpunktigen Raum top, so gilt (c!F)(top) = Γ!F .

6.4.13 (Eigvorschub unter lokal abgeschlossener Einbettung). Ist b : Z ↪→
X die Einbettung einer lokal abgeschlossenen Teilmenge und E ∈ Ab/Z eine
abelsche Garbe auf Z, so hat b!E auf Z dieselben Halme wie b∗E und nach 4.3.18
damit auch dieselben Halme wie E , in Formeln

(b!E)z
∼→ (b∗E)z

∼→ (b∗b∗E)z
∼→ Ez ∀z ∈ Z

Außerhalb von Z jedoch verschwinden alle Halme der Garbe b!E , die deshalb
auch in dieser Allgemeinheit die Ausdehnung von E durch Null heißt. Bredon
[Bre97] notiert sie EX .

184



Satz 6.4.14 (Eigrückzug unter abgeschlossener Einbettung). Gegeben eine ab-
geschlossene Einbettung von topologischen Räumen i : C ↪→ X besitzt der Vor-
schub i∗ : Ab/C → Ab/X einen Rechtsadjungierten i! : Ab/X → Ab/C .

Beweis. Ohne Einschränkung sei i die Einbettung einer abgeschlossenen Teil-
menge. Wir können dann i!F beschreiben durch

(i!F)(W ) := {s ∈ F(V ) | supp s ⊂ V ∩X}

für eine und jede offene Teilmenge V ⊂◦ X mit V ∩ C = W oder, formal kor-
rekter, als den Kolimes über alle derartigen V . Es ist klar, daß die so definierte
Prägarbe eine Garbe ist und daß für G ∈ Ab/C das Anwenden von i∗ gefolgt vom
Nachschalten des offensichtlichen Homomorphismus i∗i!F → F eine Bijektion
Ab/C(G, i!F)

∼→ Ab/X(i∗G,F) induziert.

6.4.15 (Eigrückzug unter lokal abgeschlossener Einbettung). Aus unserer Ad-
junktion (i∗, i

!) = (i!, i
!) für abgeschlossene Einbettungen nach 6.4.14 zusammen

mit der Adjunktion (j!, j
∗) für offene Einbettungen nach 4.9.9 und dem Isomor-

phismus der Ausdehnung durch Null mit dem Eigvorschubs j! nach 6.4.10 folgt
unmittelbar, daß auch für jede Einbettung b : Z ↪→ X mit einer lokal abgeschlos-
senen Teilmenge b(Z) ⊂ X als Bild der Eigvorschub b! : Ab/Z → Ab/X einen
Rechtsadjungierten

b! : Ab/Z → Ab/X

hat. Wir nennen b! den eigentlichen Rückzug oder kurz den Eigrückzug. Den
zugehörigen Funktor auf opponierten Kategorien von Garben notieren wir b¡.

Vorschau 6.4.16. Später werden wir für eine lokal abgeschlossene Einbettung mit
b!, b¡ meist die entsprechenden derivierten Funktoren meinen und für die hier er-
klärten underivierten Funktoren die neuen Notationen b(!), b(¡) einführen, aber alles
zu seiner Zeit.

6.4.17 (Eigrückzug unter offener Einbettung). Die Adjunktion (j!, j
∗) aus 4.9.9

liefert für jede offene Einbettung j eine Isotransformation

j! ∼⇒ j∗

zwischen Eigrückzug und gewöhnlichem Rückzug und in unserer Notation für
opponierte Kategorien von Garben eine Isotransformation j† ∼⇒ j¡.

Beispiel 6.4.18. Für i : C ↪→ X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge
liefern die Definitionen einen natürlichen Isomorphismus Γi!F ∼→ ΓCF .

6.4.19. Sei b : Z ↪→ X die Einbettung einer lokal abgeschlossenen Teilmenge.
Die Werte der rechtsderivierten Funktoren (Rqb!)F des linksexakten Funktors b!

auf einer abelschen Garbe F ∈ Ab/X heißen die lokalen Kohomologiegarben
von F mit Träger in Z.
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Vorschau 6.4.20 (Lokale Kohomologiegruppen und -garben). Sei i : C ↪→
X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und F ∈ Ab/X eine abel-
sche Garbe. Die Beziehung unserer lokalen Kohomologiegarben zu unseren lo-
kalen Kohomologiegruppen werden wir in 9.3.17 beschreiben durch eine E2-
Spektralsequenz Hq(C; Rpi!F)⇒ Hn

C(X;F).

Vorschau 6.4.21 (Lokale Kohomologiegruppen und die sechs Funktoren). Sei-
en i : C ↪→ X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und F ∈ Ab/X
eine abelsche Garbe. Im Rahmen der „sechs Funktoren“ in [TSF] 5.2.3 konstru-
ieren wir noch genauer natürliche Isomorphismen Hnc∗i

!F ∼→ Hn
C(X;F) mit

c : C → top der konstanten Abbildung auf einen Punkt. Das benötigt jedoch den
Formalismus der derivierten Kategorien und c∗ und i! bedeuten dabei die totalen
Linksderivierten derjenigen Funktoren, die wir bisher noch c∗ und i! notieren und
für die wir später die Bezeichnungen c(∗) und i(!) verwenden werden.

6.4.22 (Ausdehnungen von Einschränkungen). Für Z ⊂ X eine lokal abge-
schlossene Teilmenge erhalten wir aus dem vorhergehenden vier Funktoren von
Ab/X zu sich selber, die wir im folgenden der Reihe nach diskutieren. Sei F eine
abelsche Garbe auf X und bezeichne b : Z ↪→ X die Einbettung.

b∗b
∗F hat meines Wissens keinen besonderen Namen. Sogar für Z ⊂ X nicht

notwendig lokal abgeschlossen lassen sich die Schnitte dieser Garbe über
U ⊂◦ X offen beschreiben als (b∗b

∗F)(U) = F(U∩Z) mit der Notation von
2.2.33 für Schnitte einer Garbe über beliebigen, nicht notwendig offenen
Teilmengen rechts.

b!b
!F hat keinen Namen, ist jedoch, was man a priori die „Garbe der Schnitte

von F mit Träger in Z“ würde nennen wollen. Für jede offene Teilmenge
U ⊂◦ X haben wir ja (b!b

!F)(U) = {s ∈ F(U) | supp s ⊂ Z}.

b∗b
!F heißt in der Literatur die „Garbe der Schnitte von F mit Träger in Z“ und

wird ΓZF := b∗b
!F notiert. Mir gefällt diese Terminologie nicht, da wie

eben diskutiert b!b
!F viel eher diese Bezeichnung verdient. Ich werde auch

die Notation ΓZ nicht in diesem Sinne verwenden, da sie bereits für die
Gruppe der globalen Schnitte mit Träger in Z vergeben ist.

b!b
∗F wird meist FZ notiert, etwa bei [Bre97] oder [KS90]. Ich weiß nicht, wie

diese Garbe in Worten genannt wird. Spaltenstein benutzt stattdessen die
NotationFZ⊂X , die mir besser gefällt. Für Z ⊂∧ X abgeschlossen fällt diese
Garbe mit b∗b∗F zusammen, für Z ⊂◦ X offen mit b!b

!F .

6.4.23 (Einschränkungen von Ausdehnungen). Bei einer Komposition in der
anderen Richtung unserer Funktoren für eine lokal abgeschlossene Einbettung er-
hält man stets die ursprüngliche Garbe zurück. Genauer ist nach 4.3.18 für eine
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Graphische Darstellung von X, Y, U, V aus der Definition der Garbe der lokalen
Schnitte ΓYF für Y ein offenes Geradensegment und F eine abelsche Garbe auf

der Ebene X .
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beliebige Einbettung b von topologischen Räumen die Koeinheit der Adjunktion
eine Isotransformation b∗b∗

∼⇒ id. Für die Einbettung einer lokal abgeschlossenen
Teilmenge induziert sie offensichtlich eine Isotransformation b∗b!

∼⇒ id, die wir
im Lichte von 6.4.31 als einen Spezialfall von lokal eigentlichem Basiswechsel
verstehen können. Durch Übergang zu den Rechtsadjungierten erhalten wir dar-
aus auch eine ausgezeichnete Isotransformation b!b∗

∼⇒ id. Schließlich ist für jede
lokal abgeschlossene Einbettung b offensichtlich b! exakt und volltreu und b! links-
exakt und die Einheit der Adjunktion folglich eine Isotransformation id

∼⇒ b!b!.

Übungen

Übung 6.4.24. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer abgeschlossenen
Teilmenge C ⊂∧ X bezeichne i : C ↪→ X und u : X\C ↪→ X die Einbettungen.
Man zeige, daß für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X die Adjunktionsmorphismen
eine linksexakte Sequenz

i∗i
!F ↪→ F → u∗u

∗F

liefern, die für welkes und insbesondere für injektivesF exakt ist, ja stärker exakte
Sequenzen von Schnitten über jeder offenen Teilmenge induziert.
Übung 6.4.25. Man zeige für die Einbettung b einer lokal abgeschlossenen Teil-
menge, daß b! welke abelsche Garben zu welken abelschen Garben macht und daß
welke abelsche Garben b!-azyklisch sind. Hinweis: 4.1.6.
Übung 6.4.26. Für W,Z lokal abgeschlossene Teilmengen eines topologischen
Raums X und F ∈ Ab/X konstruiere man einen Isomorphismus

(FW )Z
∼→ F(W∩Z)

Einen natürlichen derartigen Isomorphismus wird uns der lokal eigentliche Basis-
wechsel 6.4.31 liefern. Die Chancen stehen gut, daß Sie bei der Bearbeitung der
Übung genau diesen Isomorphismus angeben werden.
Übung 6.4.27 (Unverträglichkeit von i! mit K⊗k). Wir betrachten in R2 die
unendliche Vereinigung von vom Ursprung ausgehenden Strahlen

X :=
⋃
n≥1

R≥0(n, 1)>

der Steigungen 1/n und die Einbettung i : {0} ↪→ X der einelementigen Teil-
menge, die nur aus dem Nullvektor besteht. Die lokale Kohomologie Hq

{0}(X; k)
am Ursprung ist ein abzählbares Produkt von Kopien des Koeffizientenrings k für
q = 1 und Null sonst. Unser Raum ist lokal singulär-azyklisch, also haben wir
auch

Rqi!kX ∼= Hq
{0}(X; k)
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für i die Einbettung des Ursprungs in X . Insbesondere ist i! im allgemeinen nicht
verträglich mit der Erweiterung von Skalaren durch den Linksadjungierten zur
Restriktion. Wir werden später zeigen, daß es verträglich mit der Erweiterung von
Skalaren durch den Rechtsadjungierten zur Restriktion.

Übung 6.4.28 (Étaler Raum der Ausdehnung durch Null). Ist b : Z ↪→ X
eine lokal abgeschlossene Einbettung und E eine abelsche Garbe auf Z, so ist
im étalen Raum ét(b∗E) der Bildgarbe die Vereinigung aller Halme über Punkten
von b(Z) mit dem Bild des Nullschnitts der étale Raum der Untergarbe b!E ⊂
b∗E . Man kann umgekehrt zeigen, daß für b : Z ↪→ X eine beliebige Einbettung
und E eine konstante nichttriviale Garbe auf Z der eben betrachtete Teilraum von
ét(b∗E) genau dann étale ist über X , wenn b lokal abgeschlossen ist. Für mehr
dazu vergleiche [God64].

Übung 6.4.29 (Transformation b! ⇒ b∗ in einem Spezialfall). Für jede lokal
abgeschlossene Einbettung b erhalten wir eine Transformation b! ⇒ b∗, indem
wir auf die durch die Adjunktionen gegebene Transformation b!b

! ⇒ id ⇒ b∗b
∗

den Funktor b∗ anwenden und unsere Isotransformationen b∗b!
∼⇒ b∗b∗

∼⇒ id
aus 6.4.23 benützen. Für jede offene Einbettung b ist diese Transformation unsere
Isotransformation b! ∼⇒ b∗ aus 6.4.15.

Übung 6.4.30 (Rückzug eigentlicher Opkomorphismen). Gegeben sei über ei-
nem kartesischen Diagramm fq = pg von topologischen Räumen ein Diagramm
von abelschen Garben und Opkomorphismen f̄ q̄ = p̄ḡ. Man zeige: Sind die Hori-
zontalen p̄, q̄ kartesisch und ist f̄ eigentlich, so ist auch ḡ eigentlich. Hinweis: Man
gehe aus von einem eigentlichen Komorphismus G → F über f . Es gilt zu zeigen,
daß der induzierte Komorphismus p∗G → q∗F über g alias der davon induzierte
Garbenhomomorphismus p∗G → g∗q

∗F faktorisiert über g!q
∗F . Dazu reicht es zu

zeigen, daß p∗G als abelsche Garbe erzeugt wird von Schnitten, die in g!q
∗F lan-

den. Schließlich überlegt man sich, daß die von Schnitten von G zurückgeholten
Schnitte von p∗G die abelsche Garbe p∗G erzeugen und in g!q

∗F landen.

Übung 6.4.31 (Lokal eigentlicher Basiswechsel). Gegeben ein kartesisches Dia-
gramm fq = pg von topologischen Räumen mit f étale und separiert induziert
für jede abelsche Garbe F auf dem Definitionsbereich von f der allgemeine Ba-
siswechsel p∗f∗F → g∗q

∗F einen Isomorphismus

p∗f!F
∼→ g!q

∗F

und f! ist exakt. Hinweis: Man ziehe sich zunächst auf den Fall zurück, daß p die
Einbettung eines Punktes ist. In [TSF] 4.1.16 zeigen wir unseren Isomorphismus
allgemeiner für f „lokal eigentlich“ und separiert. Die Exaktheit von f! verallge-
meinert sich jedoch nicht auf diesen Fall.
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Die Ausdehnung durch Null und das direkte Bild der konstanten Garbe F mit
Halm Z/2Z unter der offenen Einbettung u : R× ↪→ R. Dargestellt sind zwei

Räume, bei denen die Garbe der stetigen Schnitte der offensichtlichen vertikalen
Projektion auf die waagerechte Gerade gerade u!F beziehungsweise u∗F sind.

Im ersten Fall ist diese vertikale Projektion étale und wir sehen den étalen Raum
der Ausdehnung durch Null. Im zweiten Fall ist die vertikale Projektion jedoch

nicht étale, der étale Raum des direkten Bildes ist eben nicht Hausdorff und
deshalb schwer graphisch darzustellen. Man erkennt jedoch gut, daß der Halm
am Ursprung der Garbe u∗F aus genau vier Elementen besteht: Kommt von

unten bleibt unten, kommt von oben bleibt unten, kommt von unten geht nach
oben, kommt von oben geht wieder nach oben.
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6.5 Adjungierte separierter étaler Eigvorschübe*
Satz 6.5.1 (Verdierdualität für separierte étale Abbildungen). Für jede se-
parierte étale Abbildung f : X → Y ist der Eigvorschub ein exakter Funktor
f! : Ab/X → Ab/Y und es gibt genau eine Adjunktion (f!, f

∗), deren Koeinheit
f!f
∗G → G unter Restriktion auf eine beliebige Faser und lokal eigentlichem

Basiswechsel der Summation
⊕

x∈f−1(y) Gy → Gy entspricht.

6.5.2. Diese Adjunktion verallgemeinert unsere Adjunktion (j!, j
∗) für offene

Einbettungen j aus 4.9.9. Eine Verallgemeinerung, die auch den Fall lokal ab-
geschlossener Einbettungen mit einschließt, diskutieren wir in [TSF] 5.8.11. Im
übrigen hat nach [TG] 6.5.6 der Funktor f ∗ : Ab/Y → Ab/X sogar für eine belie-
bige nicht notwendig separierte étale Abbildung f einen Linksadjungierten.

Beweis. Lokal eigentlicher Basiswechsel 6.4.31 liefert für alle y ∈ Y einen Iso-
morphismus

⊕
f(x)=y Fx

∼→ (f!F)y. Das zeigt, daß f! exakt ist und mit beliebigen
direkten Summen vertauscht. Gegeben eine separierte étale Abbildung f : X →
Y und F ∈ Ab/X und G ∈ Ab/Y konstruieren wir nun eine Bijektion

Ab/Y (f!F ,G)
∼→ Ab/f (F ,G)

Jeder Morphismus ϕ : f!F → G liefert ja mit lokal eigentlichem Basiswechsel
Gruppenhomomorphismen Fx → (f!F)f(x) → Gf(x). Wir zeigen nun, daß diese
in ihrer Gesamtheit eine stetige Abbildung F̄ → Ḡ alias einen Morphismus in
Ab/f (F ,G) liefern und daß wir so die gewünschte Bijektion erhalten. Die Menge
der abelschen Garben F ∈ Ab/X , für die das stimmt, ist stabil unter beliebigen
direkten Summen und unter Kokernen, da unser Eigvorschub f! mit beliebigen
direkten Summen vertauscht und exakt ist. Ist j : U ↪→ X die Einbettung einer
offenen Teilmenge derart, daß fj : U → Y immer noch eine offene Einbettung
ist, so gehört F = j!ZU offensichtlich zu unserer Menge. Damit ist aber klar, daß
unsere Menge ganz Ab/X sein muß.

Ergänzung 6.5.3. Die Adjunktionen aus dem Beweis des Lemmas erfüllen ihrer-
seits weitere Verträglichkeiten. Genauer erinnern wir aus 6.4.9 unsere Eigkofase-
rung

Ab!
�Tops → Tops

mit ihren Vorschüben f¡ aus 6.4.6. Wir erinnern weiter unsere Garbenfaserung
Ab/Top → Top. Nach 6.5.6 besitzen deren Rückzüge zu étalen Abbildungen
f : X → Y Linksadjungierte. Schränken wir unsere Garbenfaserung auf die Un-
terkategorie Topét der topologischen Räume mit étalen Abbildungen als Morphis-
men ein, so wird unsere Garbenfaserung mithin eine Bifaserung und wir erhalten
auf den opponierten Kategorien eine Faserung(

Ab/Topét

)opp →
(

Topét
)opp
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Für separierte étale Abbildungen haben wir in 6.5.1 sogar ausgezeichnete Isomor-
phismen zwischen diesen Linksadjungierten und unseren Funktoren f! angegeben.
Schränken wir uns also weiter ein auf die Kategorie Topéts mit nur separierten
étalen Abbildungen in der Basis beziehungsweise deren opponierte Kategorie, so
entsprechen in unserer Faserung Morphismen über f ◦ : Y → X zu einer ste-
tigen Abbildung f : X → Y Elementen von Ab/f (F ,G) und kartesisch sind
diejenigen Elemente von Ab/f (F ,G), die Isomorphismen f!F

∼→ G induzieren.
Umgekehrt entsprechen Morphismen der Eigkofaserung über f eineindeutig Ele-
menten von Ab!

�Y (f!!F ,G) alias Garbenhomomorphismen G → f!F und kokar-
tesisch sind genau die Morphismen, die hier Isomorphismen G ∼→ f!F von Gar-
ben entsprechen. Man prüft nun unschwer, daß die oben herausgestellte Faserung
über (Topéts)opp zusammen mit der Eigkofaserung und den durch Invertieren ei-
nes Isomorphismus G ∼→ f!F zu einem Isomorphismus f!F

∼→ G gegebenen
Bijektionen zwischen kartesischen und kokartesischen Morphismen der Faserung
beziehungsweise Kofaserung die Axiome einer Fakofaserung aus 8.4.4 erfüllen.
Salopp gesprochen sind also die Identifikationen für die Funktoren f! „in Bezug
auf die Eigkofaserung“ und „in Bezug auf ihre Bedeutung als Linksadjungierte
zur Garbenfaserung“ dieselben.

6.5.4 (Eigvorschub konstanter Garben). Gegeben eine separierte étale Abbil-
dung f : X → Y liefern unsere beiden Beschreibungen 6.5.1 und 6.5.6 des
Linksadjungierten zum Rückzug f ∗ : Ab/Y → Ab/X einen natürlichen Isomor-
phismus

f!ZX
∼→ ZSYX

zwischen dem Eigvorschub der konstanten Garbe und der freien abelschen Garbe
über der Garbe von Mengen auf Y mit étalem Raum X . Analoges gilt für beliebi-
ge konstante Garben aufX und wird sich auch in [TSF] ?? formal als Konsequenz
aus unserer Formel im Fall der konstanten Garbe ZX ergeben. Einfacher mag man
den allgemeinen Fall als Konsequenz aus unserer Formel im Fall der konstanten
Garbe ZX erhalten, indem man bei torsionsfreiem Halm die „underivierte Projek-
tionsformel“ [TSF] 4.4.9 anwendet und im allgemeinen zusätzlich die Exaktheit
von f! beachtet.

Übungen

Übung 6.5.5 (Spur eines étalen separierten eigentlichen Vorschubs). Ist f :
X → Y stetig und G ∈ Ab/Y eine abelsche Garbe, so liefert die Einheit der
Adjunktion (f ∗, f∗) einen Garbenhomomorphismus G → f∗f

∗G. Ist f zusätzlich
étale und separiert, so liefert die Koeinheit der Adjunktion (f!, f

∗) aus 6.5.1 einen
Garbenhomomorphismus f!f

∗G → G. Ist f zusätzlich auch noch eigentlich, so
ist die natürliche Einbettung aus 6.4.5 eine Isotransformation f!

∼⇒ f∗ und ihre
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Inverse liefert zusammen mit den obigen Konstruktionen natürliche Garbenho-
momorphismen

G → f∗f
∗G ∼→ f!f

∗G → G
Man zeige, daß dieser Garbenhomomorphismus das Produkt mit der Kardinalität
der Faser von f ist, in Formeln also das Produkt mit der lokal konstanten Funktion
y 7→ |f−1(y)| von Y nach Z. Hinweis: Man ziehe sich mit Basiswechseln auf den
Fall zurück, daß Y nur aus einem einzigen Punkt besteht. Allgemein nennt man
im Fall eines Paars von Funktoren, für das sowohl eine Adjunktion (F,G) als
auch eine Adjunktion (G,F ) gegeben sind, die Verknüpfungen Id ⇒ FG ⇒ Id
und Id ⇒ GF ⇒ Id der Einheit der einen Adjunktion mit der Koeinheit der
anderen Spurmorphismen. In unserem Fall ist der zweite Spurmorphismus F →
f ∗f!F

∼→ f ∗∗F → F die Identität.
Übung 6.5.6 (Linksadjungierter zu abelschem étalen Rückzug). Gegeben eine
étale nicht notwendig separierte Abbildung f : X → Y ist für alle F ∈ Ens/X
der partielle Linksadjungierte des Rückzugs f ∗ : Ab/Y → Ab/X auf der freien
abelschen Garbe ZF ∈ Ab/X definiert und nimmt dort den Wert

Zf[!]F

an für unser f[!] : Ens/X → Ens/Y aus 6.3.21 und der Notation ZG ∈ Ab/Y für die
freie abelsche Garbe über G ∈ Ens/Y aus 2.2.60. Jede abelsche Garbe A ∈ Ab/X
ist nun der Kokern ZG → ZF � A eines Morphismus von freien abelschen Gar-
ben und man folgere so für étales f die Existenz eines globalen Linksadjungierten
des Rückzugs f ∗ : Ab/Y → Ab/X . Für separierte étale Abbildungen muß er mit
dem „Eigvorschub“ übereinstimmen, den wir je nach Kontext f! oder f(!) notieren
und für den wir in diesem Fall in 6.5.1 eine Adjunktion (f!, f

∗) konstruiert haben.

6.6 Höhere Derivierte der Vorschübe
Beispiel 6.6.1. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y ist der Vorschub of-
fensichtlich und formal nach 2.4.12 als Rechtsadjungierter ein linksexakter Funk-
tor f∗ : Ab/X → Ab/Y . Die zugehörigen rechtsderivierten Funktoren Rqf∗ be-
schreibt der folgende Satz.

Satz 6.6.2 (Beschreibung der höheren Vorschübe). Gegeben eine stetige Abbil-
dung f : X → Y und eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X aufX ist ihr q-ter derivier-
ter Vorschub Rqf∗F isomorph zu der zur Prägarbe V 7→ Hq(f−1(V );F) assozi-
ierten Garbe vermittels der im anschließenden Beweis konstruierten natürlichen
Isomorphismen.

Beispiel 6.6.3. Ist c : X → top die konstante Abbildung, so liefern die Defini-
tionen einen kanonischen Isomorphismus Rqc∗F

∼→ Hq(X;F)top von abelschen
Garben auf top.
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Beispiel 6.6.4. Den Fall, daß f die Identität auf X ist, haben Sie möglicherweise
bereits als Übung 4.3.17 behandelt.

Beweis. Gegeben ein Komplex A∗ von abelschen Garben auf einem topologi-
schen Raum Y bezeichne HqA∗ seine q-te Kohomologie als Komplex von abel-
schen Prägarben, also die Prägarbe

HqA∗ : V 7→ cok
(
Aq−1(V )→ ker(Aq(V )→ Aq+1(V ))

)
Das Zusammenfallen von Prägarbenkern und Garbenkern sowie unsere Beschrei-
bung des Garbenkokerns als Garbifizierung des Prägarbenkokerns liefern einen
ausgezeichneten Isomorphismus

(HqA∗)+ ∼→ HqA∗

der Garbifizierung der Prägarbenkohomologie mit der Garbenkohomologie. Ist
nun F ↪→ I� eine injektive Auflösung, so erhalten wir insbesondere Isomorphis-
men zwischen den Kohomologiegarben des Komplexes f∗I� und den Garbifizie-
rungen der Prägarben

V 7→ Hq((f∗I�)(V )) = Hq(I�(f−1(V )))
∼→ Hq(f−1(V );F)

Der letzte Isomorphismus ganz rechts rührt daher, daß die Restriktionen auf die
offenen Teilmengen f−1(V ) der welken Garben des Komplexes I� wieder welk
sind. Daß diese letzten Isomorphismen mit Restriktionen auf kleinere V ver-
träglich sind, folgt aus der Definition des Zurückholens in der Garbenkohomo-
logie.

6.6.5. Aus dem Satz folgt unmittelbar, daß welke abelsche Garben azyklisch sind
für den Vorschub unter jeder stetigen Abbildung. Verallgemeinerungen auf Kom-
plexe diskutieren wir in [TD] ??.

6.6.6. Gegeben eine stetige Abbildung p : Z → Y und eine abelsche Garbe
F ∈ Ab/Z und ein Punkt y ∈ Y erhalten wir kanonische Abbildungen

(Rip∗F)y → Hi(p−1(y);F)

von den Halmen der höheren Vorschübe in die Kohomologie der Fasern durch
Übergang zum Kolimes der Restriktionen Hi(p−1(V );F) → Hi(p−1(y);F) über
alle V ⊂◦ Y mit y ∈ V . Wir nennen auch diese Abbildungen Basiswechsel, da sie
ein Spezialfall der folgenden allgemeineren Konstruktion sind, die offensichtlich
die Bezeichnung als Basiswechsel verdient.
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6.6.7. Ist pg = fq ein kommutatives Diagramm von topologischen Räumen und
F eine abelsche Garbe auf dem Definitionsbereich von f , so erklären wir die
Basiswechselhomomorphismen

p∗(Rif∗)F → (Rig∗)q
∗F

wie folgt: Wir gehen aus von einer injektiven Auflösung F ↪→ I� und betrachten
die Basiswechsel p∗f∗I� → g∗q

∗I�. Da der Rückzug von Garben exakt ist, muß
q∗I� eine Auflösung von q∗F sein und wir erhalten unsere Basiswechselmorphis-
men als die Komposition

p∗(Rif∗)F = p∗Hi(f∗I�)
∼→ Hi(p∗f∗I�)→ Hi(g∗q

∗I�)→ (Rig∗)q
∗F

Deren Unabhängigkeit von der gewählten injektiven Auflösung ist offensichtlich.

Satz 6.6.8 (Derivierter offener und eigentlicher Basiswechsel). Sei ein karte-
sisches Diagramm von topologischen Räumen pg = fq gegeben. Sind p, q offene
Einbettungen oder f, g eigentlich und separiert, so ist unser Basiswechsel für alle
i ein Isomorphismus

p∗(Rif∗)
∼⇒ (Rig∗)q

∗

6.6.9. Speziell ist für f : X → Y eigentlich und separiert sowie F ∈ Ab/X und
einen beliebigen Punkt y ∈ Y der Basiswechsel ein Isomorphismus

(Rif∗F)y
∼→ Hi(f−1(y);F)

Das folgt durch Anwenden des Satzes auf die Einbettung p : {y} ↪→ Y des
Punktes y ∈ Y .

Beweis. Wir betrachten die Sequenz von Morphismen, durch die wir unseren de-
rivierten Basiswechsel in 6.6.7 definiert haben. Sind p, q offene Einbettungen, so
ist der gewöhnliche Basiswechsel ein Isomorphismus nach offenen Basiswechsel
6.3.23, also ist der vorletzte Pfeil unserer Sequenz ein Isomorphismus, und die Re-
striktion einer injektiven Garbe unter einer offenen Einbettung bleibt injektiv, also
ist der letzte Pfeil ein Isomorphismus. Sind f, g separiert und eigentlich, so reicht
es, wenn wir unsere Aussage für p die Einbettung eines Punktes zeigen, da ein
Garbenhomomorphismus, der Isomorphismen auf allen Halmen induziert, bereits
ein Isomorphismus sein muß. In diesem Fall ist die vorletzte Abbildung obiger
Sequenz ein Isomorphismus nach eigentlichen Basiswechsel 6.3.24 und die letzte
Abbildung ist ein Isomorphismus, da die Restriktion einer welken Garbe auf ein
relativ Hausdorff’sches Kompaktum nach 4.5.2 kompaktweich ist.
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6.6.10. Wir nennen einen topologischen RaumZ schwach basisfest garbenazyk-
lisch oder kurz schwach bagazyklisch, wenn für jeden topologischen Raum Y
und jede abelsche Gruppe M und alle q der Rückzug unter der Projektion auf der
Garbenkohomologie Isomorphismen Hq(Y ;M)

∼→ Hq(Y × Z;M) liefert. Ins-
besondere ist nach der Homotopieinvarianz der Garbenkohomologie 4.5.10 jeder
zusammenziehbare Raum schwach bagazyklisch. Gilt die fragliche Eigenschaft
nur für q ≤ n, so nenne ich den Raum Z schwach bag-n-azyklisch. Ein vernüfti-
ges Kriterium zum Nachweis dieser Eigenschaft zeigen wir in 8.2.6.

Vorschau 6.6.11. Starke Varianten dieser Begriffe werden in [TSF] 3.1.2 einge-
führt. Der wesentliche Punkt ist, daß wir dafür vergleichbare Eigenschaften für
beliebige Komplexe abelscher Garben fordern, die wir im schwachen Fall nur für
beliegige konstante Garben fordern. Wir werden dort zeigen, daß zusammenzieh-
bare Räume auch diese stärkere Eigenschaft haben.

Satz 6.6.12 (Verschwinden höherer Vorschübe bei Faserbündeln). Gegeben
ein Faserbündel f : X → Y mit schwach bagazyklischer Faser und eine abel-
sche Gruppe M verschwinden die höheren derivierten Vorschübe der konstanten
Garbe MX , in Formeln Rqf∗MX = 0 für q > 0. Weiter ist die Einheit der Ad-
junktion dann ein Isomorphismus MY

∼→ f∗f
∗MY und liefert zusammen mit dem

natürlichen Isomorphismus f ∗MY
∼→MX einen Isomorphismus

MY
∼→ f∗MX

6.6.13. Ist die Faser nur schwach bag-n-azyklisch, so folgt in derselben Weise
MY

∼→ f∗MX und Rqf∗MX = 0 für 0 < q < n.

Beweis. Mit offenem Basiswechsel können wir uns auf den Fall zurückziehen,
daß unsere Abbildung die Projektion f : Y × Z � Y ist mit Z schwach bagazy-
klisch. Nach Annahme induziert nun für alle U ⊂◦ Y der Rückzug Isomorphismen
Hq(U ;M)

∼→ Hq(U × Z;M) für alle q. Nach 4.3.17 alias 6.6.2 angewandt auf
die Identität verschwinden für q > 0 alle Halme der Prägarbe U 7→ Hq(U ;M)
auf X . So folgt Rqf∗MX für q > 0 aus unserer Beschreibung 6.6.2 der höheren
Vorschübe. Im Fall q = 0 folgt die Aussage direkt aus den Definitionen.

Korollar 6.6.14 (Zurückholen auf Bündel mit zusammenziehbarer Faser).
Gegeben ein Faserbündel f : X → Y mit schwach bagazyklischer Faser lie-
fert das Zurückholen auf der Garbenkohomologie für jede abelsche Gruppe M
Isomorphismen

Hp(Y ;M)
∼→ Hp(X;M)

Ist die Faser nur schwach bag-n-azyklisch, so erhalten wir mit demselben Beweis
dieselben Isomorphismen für p < n.

196



Ergänzung 6.6.15. Ich habe nur deshalb eine schwächere Aussage als Motto ge-
setzt, weil sie mir griffiger schien. Der Satz von Leray-Hirsch über die Koho-
mologie von Faserbündeln, vergleiche etwa [Hat02], Theorem 4D.1, liefert eine
vergleichbare Aussage für die singuläre Kohomologie.

6.6.16 (Ein Faserbündel mit zusammenziehbarer Faser ohne Schnitt). Ein
Faserbündel mit zusammenziehbarer Faser muß im allgemeinen keine Homoto-
pieäquivalenz sein, ja es muß noch nicht einmal einen globalen Schnitt besitzen.
Ein Beispiel erhält man, indem man als Basis die Zahlengerade mit verdoppeltem
Ursprung aus [TM] 1.4.8 betrachtet und sie überdeckt durch zwei Kopien U, V der
Zahlengerade mit Schnitt U ∩ V ∼= R×. Darauf betrachtet man das Faserbündel
mit Faser R, das auf den beiden offenen Teilmengen U, V trivial ist, und zusam-
mengeklebt mit der Verklebungsfunktion (x, t) 7→ (x, f(x) + t) für eine stetige
Abbildung f : (U ∩ V ) → R, die sich nicht stetig von U ∩ V ∼= R× auf ganz R
fortsetzen läßt.

Beweis. Aus 6.6.12 folgt Rqf∗MX = 0 für q > 0 und die Adjunktion liefert den
Ersten von zwei Isomorphismen MY

∼→ f∗f
∗MY

∼→ f∗MX . Ist also MX ↪→ I�
eine welke Auflösung, so ist auch f∗MX ↪→ f∗I� eine welke Auflösung. So
erhalten wir Isomorphismen

Hp(Y ;MY )
∼→ Hp(Y ; f∗MX)

∼→ HpΓf∗I�
∼→ HpΓI� ∼→ Hp(X;MX)

Daß diese Komposition genau das Zurückholen auf der Kohomologie ist, folgt aus
den Definitionen.

6.6.17 (Ein Spezialfall der Leray’schen Spektralsequenz). Gegeben stetige Ab-
bildungen f : X → Y und g : Y → Z sowie F ∈ Ab/X mit Rqf∗F = 0 für
0 < q ≤ n konstruieren wir nun ganz allgemein natürliche Isomorphismen

(Rpg∗)f∗F
∼→ Rp(gf)∗F für p < n.

Wir wählen dazu eine injektive und damit welke Auflösung F ↪→ I�. Nach An-
nahme ist dann auch f∗F ↪→ f∗I� ein bis zum Grad n exakter Komplex aus
welken, nach 6.6.5 also g∗-azyklischen Garben. Indem wir in diesen Komplex die
Garbe im Grad n + 1 durch das Bild des Randoperators ersetzen und die Gar-
ben in höheren Graden durch Null und ihn dann zur Berechnung von Rpg∗(f∗F)
verwenden, erhalten wir für p < n Isomorphismen

Rpg∗(f∗F)
∼→ Hpg∗(f∗I�)

∼→ Hp(gf)∗I�
∼→ Rp(gf)∗F

Daß diese Isomorphismen nicht von der Wahl der ursprünglichen injektiven Auf-
lösung abhängen, folgt aus der Eindeutigkeit von Homotopielifts. Im Fall einer
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konstanten Abbildung g erhalten wir, daß das Zurückholen auf der Kohomo-
logie zum kanonischen Komorphismus f∗F → F für p ≤ n Isomorphismen
Hp(Y ; f∗F)

∼→ Hp(X;F) induziert. Unser Korollar 6.6.14 über das Zurückholen
auf Faserbündel mit zusammenziehbarer Faser hinwiederum mag man nun aus
dieser Aussage folgern, indem man sie auf die konstante Garbe F := MX und
anwendet und als g die konstante Abbildung auf den einpunktigen Raum nimmt.

Übungen

Übung 6.6.18. Man zeige, daß ein Raum Z genau dann schwach bag-n-azyklisch
ist für ein n ≥ 0, wenn Z zusammenhängend ist und wenn gilt Rq pr1∗MX×Z = 0
für 0 < q ≤ n und beliebiges X . Hinweis: Man orientiere sich am Beweis von
6.6.12.
Übung 6.6.19. Man zeige, daß die Sphäre Sn+1 schwach bag-n-azyklisch ist. Hin-
weis: Eigentlicher Basiswechsel.
Übung 6.6.20. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y und eine Zerlegung
X =

⊔
i∈I Xi in paarweise disjunkte offene Teilmengen und eine abelsche Garbe

F auf X zeige man, daß die Basiswechsel natürliche Isomorphismen

Rqf∗F
∼→
∏
i∈I

Rqfi∗ in∗i F

liefern, für ini : Xi ↪→ X die jeweilige Einbettung und fi : Xi → Y die jeweilige
Einschränkung.
Übung 6.6.21. Für eine Überlagerung f : X → Y verschwinden die höheren de-
rivierten Vorschübe. Für eine endliche Überlagerung ist der Vorschub einer lokal
konstanten Garbe lokal konstant.
Übung 6.6.22 (Invarianten und Reynoldsoperator). Gegeben eine endliche Grup-
peG und eine abelsche GruppeM mitG-Operation, auf der die Multiplikation mit
der Gruppenordnung auf M einen Isomorphismus (|G|·) : M

∼→ M induziert, ist
der Reynolds-Operator R := |G|−1

∑
g∈G g ein idempotenter Endomorphismus

R ∈ Ab(M,M) mit der Untergruppe der G-Invarianten als Bild, in Formeln

im(R) = MG

Übung 6.6.23 (Invarianten und Reynoldsoperator, Variante). Gegeben eine
endliche Gruppe G und eine abelsche Kategorie A und ein Objekt M ∈ A
mit G-Operation, auf dem die Multiplikation mit der Gruppenordnung auf M
einen Isomorphismus (|G|·) : M

∼→ M induziert, ist der Reynolds-Operator
R := |G|−1

∑
g∈G g ein idempotenter Endomorphismus R ∈ A(M,M) mit dem

Unterobjekt der G-Invarianten als Bild, in Formeln

im(R) = MG
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für MG den Kern des Morphismus (g − id)g∈G : M →
∏

g∈GM .

Übung 6.6.24 (Garbenkohomologie von Quotienten). Es operiere eine endliche
diskrete Gruppe G auf einem topologischen Raum X und die Quotientenabbil-
dung f : X → X/G sei separiert. Sei weiter M eine abelsche Gruppe. Ist die
Multiplikation mit |G| ein Isomorphismus (|G|·) : M

∼→ M , so induziert das
Zurückholen Isomorphismen

Hq(X/G;M)
∼→ Hq(X;M)G

zwischen der Kohomologie des Quotienten und den G-Invarianten in der Koho-
mologie des ursprünglichen Raums. Hinweis: Nach [TM] 2.4.22 ist unsere Quoti-
entenabbildung eigentlich. Für jede abelsche Gruppe M trägt der Vorschub f∗MX

eine natürliche G-Operation und die Komposition MX/G → f∗f
∗MX/G

∼→ f∗MX

induziert einen Isomorphismus MX/G
∼→ (f∗MX)G auf die Untergarbe der G-

Invarianten, etwa nach eigentlichem Basiswechsel. Nun verwende man unseren
Spezialfall der Leray’schen Spektralsequenz 6.6.17 sowie den Reynolds-Operator
6.6.23 und allgemeine Erkenntnisse 2.5.19 über additive Funktoren und idem-
potente Endomorphismen. Ich weiß nicht, ob für die singuläre Kohomologie die
entsprechende Abbildung Hq(X/G;M)sing → Hq(X;M)Gsing in derselben Allge-
meinheit ein Isomorphismus ist.

Beispiel 6.6.25 (Kohomologie von Quotienten, Gegenbeispiel). Die Spiegelung
an einer Ursprungsgerade erzeugt eine GruppeG von Automorphismen der Kreis-
linie S1, für die das Zurückholen Hq(S1/G;M) → Hq(S1;M)G im Fall M :=
Z/2Z kein Isomorphismus ist. In diesem Fall ist die Multiplikation mit |G| aber
auch kein Isomorphismus, sondern die Nullabbildung (|G|·) = 0 : M →M .

Beispiel 6.6.26 (Kohomologie von Quotienten, Gegenbeispiel). Wir betrachten
als unseren Raum X die „Zahlengerade mit verdoppeltem Ursprung“ und lassen
darauf die zweielementige Gruppe G so operieren, daß alle Punkte in ihr Negati-
ves übergehen und die beiden Punkte unseres verdoppelten Ursprungs vertauscht
werden. So ist H1(X/G;Q) → H1(X;Q)G kein Isomorphismus. Genauer ver-
schwindet die erste Kohomologie des Quotienten und mit einer azyklischen Über-
deckung erhalten wir rechts als erste Kohomologie den Körper Q mit trivialer
G-Operation. In diesem Fall ist X → X/G aber auch nicht separiert.
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7 Äquivariante Theorie
In meinen Augen ist die Erweiterung der Theorie zu äquivarianten Situationen
von zentraler Wichtigkeit, weil wir hier auf eine große Vielfalt von nichttrivialen
explizit berechenbaren Beispielen treffen.

7.1 Äquivariante Garben, VERSCHIEBEN?
7.1.1. Gegeben ein topologischer Raum mit der Operation eines topologischen
Monoids G%X verstehen wir unter einer G-äquivarianten Mengengarbe auf
X eine Garbe F ∈ Ens/X mit einer stetigen Operation G × F̄ → F̄ unseres
Monoids auf ihrem étalen Raum derart, daß Projektion F̄ → X äquivariant ist.
Die Kategorie der G-äquivarianten Mengengarben auf X notieren wir

Ens/G%X

Beispiel 7.1.2 (Äquivariante Garben auf dem einpunktigen Raum). Im Fall
des einpunktigen Raums und eines diskreten Monoids ist das Bilden der globalen
Schnitte ein Isomorphismus von Kategorien

Ens/G%top
∼→ G -Ens

Im Fall eines topologischen Monoids G gilt dasselbe, wenn wir G -Ens verste-
hen als die Kategorie aller Mengen F mit einer G-Operation, die als Abbildung
G × F → F stetig ist für die diskrete Topologie auf F . Ist G eine topologi-
sche Gruppe und gibt es in G eine zusammenhängende Umgebung des neutralen
Elements, so liefert der Rückzug darüber hinaus einen Isomorphismus von Kate-
gorien (G/G◦) -Ens

∼→ G -Ens.

Beispiel 7.1.3 (Äquivariante Garben bei trivialer Operation). Ist G ein dis-
kretes Monoid, das auf einem Raum X trivial operiert, so ist eine G-äquivariante
Mengengarbe auf X dasselbe wie eine Garbe F ∈ Ens/X mit einem Monoidho-
momorphismus G → Ens/X(F) von G in das Monoid ihrer Endomorphismen.
Etwas formaler erhalten wir dann einen Isomorphismus von Kategorien

Ens/G%X
∼→ Cat([G],Ens/X)

Im Fall des einpunktigen Raums erhalten wir so die Beschreibung aus 7.1.2 ein
weiteres Mal.

7.1.4 (Äquivariante Gruppengarben). Sei G%X ein topologischer Raum mit
der Operation eines topologischen Monoids. Unter einerG-äquivarianten Grup-
pengarbe auf X verstehen wir eine Gruppengarbe F mit einer G-äquivarianten
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Struktur auf der zugrundeliegenden Mengengarbe derart, daß für alle g ∈ G und
x ∈ X die auf den Halmen induzierte Abbildung g : Fx → Fgx ein Morphis-
mus von Gruppen ist. Die Kategorie der G-äquivarianten abelschen Garben auf X
notieren wir

Ab/G%X

Beispiel 7.1.5 (Äquivariante abelsche Garben auf dem einpunktigen Raum).
Im Fall des einpunktigen Raums und eines diskreten Monoids G ist das Bilden
der globalen Schnitte ein Isomorphismus von Kategorien

Ab/G%top
∼→ G -Ab

Im Fall eines topologischen Monoids G gilt dasselbe, wenn wir G -Ab verste-
hen als die Kategorie aller abelschen Gruppen F mit einer G-Operation, die als
Abbildung G × F → F stetig ist für die diskrete Topologie auf F . Ist G eine
topologische Gruppe und gibt es in G eine zusammenhängende Umgebung des
neutralen Elements, so liefert der Rückzug darüber hinaus einen Isomorphismus
von Kategorien (G/G◦) -Ab

∼→ G -Ab.

Beispiel 7.1.6 (Äquivariante abelsche Garben bei trivialer Operation). Ist G
ein diskretes Monoid, das auf einem Raum X trivial operiert, so ist eine G-äqui-
variante abelsche Garbe auf X dasselbe wie eine Garbe F ∈ Ab/X mit einem
Monoidhomomorphismus G → Ab/X(F) von G in das Monoid ihrer Endomor-
phismen. Etwas formaler erhalten wir dann einen Isomorphismus von Kategorien

Ab/G%X
∼→ Cat([G],Ab/X)

Im Fall des einpunktigen Raums erhalten wir so die Beschreibung aus 7.1.5 ein
weiteres Mal.

7.1.7. Unter einem Morphismus (G%X) → (H%Y ) von Räumen mit Opera-
tion verstehen wir ein Paar (φ, f) bestehend aus einem stetigen Monoidhomo-
morphismus φ : G → H und einer stetigen Abbildung f : X → Y derart, daß
die Kompatibilitätsbedingung f(gx) = φ(g)f(x) erfüllt ist. Wir notieren solche
Paare φ%f . Die Räume mit Operation werden auf diese Weise zu einer Kategorie

Mon%Top

Vorschau 7.1.8. Grothendieck untersucht noch allgemeiner Garben auf sogenann-
ten „Topoi“. Diese Allgemeinheit will ich vorerst vermeiden.

7.1.9. Gegeben ein Morphismus (φ%f) : (G%X) → (H%Y ) von Räumen mit
Operation sowie äquivariante Garben F ∈ Ens/G%X und G ∈ Ens/H%Y verstehen
wir unter einem Garbenmorphismus über φ%f einen Morphismus F → G über
f , der für den vorgegebenen Monoidmorphismus φ auf den étalen Räumen ein
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Morphismus G%F̄ → H%Ḡ von Räumen mit Operation ist. Die Menge der Mor-
phismen über einem vorgegebenen φ%f notieren wir Ens/φ%f (F ,G). Wir erhalten
so eine Kategorie Ens/Mon%Top und einen Funktor

Ens/Mon%Top → Mon%Top

Wir nennen wieder einen Morphismus τ ∈ Ens/φ%f (E ,G) von Garben mit Opera-
tion über einem Morphismus φ%f von Räumen mit Operation kartesisch, wenn
für jede Garbe F ∈ Ens/G%X das Nachschalten von τ eine Bijektion

Ens/G%X(F , E)
∼→ Ens/φ%f (F ,G)

induziert. Wie im nichtäquivarianten Fall ist dann das Paar (E , τ) bereits durch das
Paar (G, (φ%f)) eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus, wenn es
denn existiert. Die Existenz ist aber auch klar, man muß nur den gewöhnlichen
Rückzug mit der offensichtlichen G-Operation versehen. Wir nennen E die äqui-
variant zurückgezogene Garbe und notieren sie

E = f ∗G = (φ%f)∗G

Genauso erklären wir für abelsche Garben die Kategorie Ab/Mon%Top, den Funktor
Ab/Mon%Top → Mon%Top und den äquivarianten Rückzug.

7.1.10 (Garben und Quotienten). Im Fall einer topologisch freien Operation ei-
ner diskreten Gruppe G auf einem topologischen Raum X ist der äquivariante
Rückzug unter φ%f für f : X � G\X und φ : G � 1 eine Äquivalenz von
Kategorien

Ens/(G\X)
≈→ Ens/G%X

zwischen der Kategorie der Garben auf dem Bahnenraum und der Kategorie der
äquivarianten Garben auf dem ursprünglichen Raum. Einen Quasiinversen erhal-
ten wir vermittels der Zuordnung (F̄ → X) 7→ (G\F̄ → G\X). All das ist leicht
zu sehen. Aus [TF] 3.3.14 mögen Sie auch, immer noch im Fall einer topologisch
freien Operation einer diskreten Gruppe, die Äquivalenz TopG\X

≈→ TopG%X
zwischen topologischen Räumen über dem Quotienten und äquivarianten topo-
logischen Räumen über X erinnern, die sich zu obiger Äquivalenz spezialisieren
läßt. Der Rückzug der finalen Mengengarbe auf G\X ist offensichtlich die fina-
le Mengengarbe auf X mit der offensichtlichen G-Operation. So sieht man, daß
das Zurückholen globaler Schnitte eine Bijektion Γ(G\X;F)

∼→ Γ(X; f ∗F)G

zwischen Schnitten auf dem Quotienten und G-invarianten Schnitten der zurück-
geholten Garbe liefert. Ebenso liefert im Fall einer topologisch freien Operati-
on einer diskreten Gruppe G auf einem topologischen Raum X der äquivariante
Rückzug abelscher Garben eine Äquivalenz

Ab/G\X
≈→ Ab/G%X
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In ?? zeigen wir analoge Aussagen für beliebige nicht notwendig diskrete topolo-
gische Gruppen.

7.1.11 (Lokal konstante Garben). Eine Garbe von Mengen beziehungsweise von
Gruppen heißt lokal konstant, wenn unser Raum eine offene Überdeckung besitzt
derart, daß die Einschränkung unserer Garbe auf jede der überdeckenden Mengen
konstant ist. Eine Garbe von Mengen ist offensichtlich genau dann lokal konstant,
wenn ihr étaler Raum eine Überlagerung im Sinne von [TF] 3.1.2 ist. Gegeben
ein Raum X bezeichne Ensk

/X ⊂ Enslk
/X ⊂ Ens/X die vollen Unterkategorien der

konstanten beziehungsweise lokal konstanten Garben in der Kategorie aller Men-
gengarben auf unserem Raum. Weiter bezeichne Abk

/X ⊂ Ablk
/X ⊂ Ab/X die vol-

len Unterkategorien der konstanten beziehungsweise lokal konstanten abelschen
Garben in der Kategorie aller abelschen Garben auf unserem Raum.

7.1.12 (Äquivariante konstante und lokal konstante Garben). Gegeben ein
Raum mit Operation G%X bezeichne

Ensk
/G%X ⊂ Enslk

/G%X ⊂ Ens/G%X

die vollen Unterkategorien derjenigen äquivarianten Garben, die unter dem Ver-
gessen der G-Operation konstant beziehungsweise lokal konstant werden. Im Fall
abelscher Garben verwenden wir die analogen Begriffe und vereinbaren dafür die
Notationen

Abk
/G%X ⊂ Ablk

/G%X ⊂ Ab/G%X

7.1.13 (Lokal konstante Garben und Quotienten). Im Fall einer topologisch
freien Operation einer diskreten Gruppe G induziert unsere durch äquivarianten
Rückzug gegebene Äquivalenz aus 7.1.10 eine Äquivalenz

Enslk
/(G\X)

≈→ Enslk
/G%X

zwischen den vollen Unterkategorien der jeweils lokal konstanten Garben. In der
Tat sieht man leicht ein, daß beide in 7.1.10 betrachteten quasiinversen Funktoren
lokal konstante Garben zu lokal konstanten Garben machen. Analoges gilt für
abelsche Garben, der äquivariante Rückzug liefert auch für diese eine Äquivalenz

Ablk
/(G\X)

≈→ Ablk
/G%X

7.1.14 (Globale Schnitte äquivarianter Garben). Gegeben ein Raum mit Ope-
ration G%X betrachten wir den Funktor

G -Ens→ Ens/G%X
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der konstanten Garbe (M 7→ MX). Er ist sinnvoll definiert, denn operiert G
stetig auf M und X , so auch auf M × X . Der Funktor der globalen Schnitte
macht im allgemeinen aus einer äquivarianten Garbe eine Menge mit unstetigerG-
Operation. Beschränken wir uns jedoch auf diskrete MonoideG, so ist der Funktor
der konstanten Garbe wieder linksadjungiert zum Funktor der globalen Schnitte
Γ : Ens/G%X → G -Ens. Genauer liefert das Exponentialgesetz für Mengen für
jeden Raum E über X und jede diskrete Menge M eine Bijektion

TopX(M ×X,E)
∼→ Ens(M,TopX(X,E))

Operiert daselbe Monoid G auf M und E, so entsprechen sich unter dieser Bi-
jektion die G-äquivarianten Abbildungen und wir erhalten so im Fall diskreter
Monoide eine ausgezeichnete Adjunktion (Γ, (M 7→MX)).

Lemma 7.1.15 (Operationen auf konstanten Garben). Gegeben G%X ein zu-
sammenhängender Raum mit Operation ist der Funktor der konstanten Garbe
(M 7→MX) volltreu und liefert eine Äquivalenz

G -Ens
≈→ Ensk

/G%X

Beweis. Wir nehmen zunächstG diskret an und bemerken, daß unsere Adjunktion
für jede G-äquivariante Garbe F ∈ Ens/G%X einen G-äquivarianten Morphismus

X × ΓF → F̄

von étalen Räumen über X liefert. Ist F eine konstante Garbe und X zusammen-
hängend, so ist er nach 2.2.40 ein Isomorphismus. Daraus folgt hinwiederum, daß
wenn G eine Topologie trägt und stetig auf F̄ operiert, daß dann auch die indu-
zierte Operation auf X × ΓF stetig ist. Aufgrund der Finalität von Projektionen
und speziell der ProjektionG×X×ΓF → G×ΓF muß dann auch die Operation
von G auf ΓF stetig sein.

Proposition 7.1.16 (Monodromie lokal konstanter Garben). Ist X überlage-
rungstrivial und mit einer topologisch freien Operation einer diskreten Gruppe G
versehen, so liefert der Rückzug auf X gefolgt vom Funktor der globalen Schnitte
Äquivalenzen

Enslk
/G\X

≈→ G -Ens Ablk
/G\X

≈→ G -Ab

7.1.17. Im Fall von Mengengarben ist unsere Aussage nurmehr eine Umformu-
lierung von Satz [TF] 4.4.2 über den abstrakten Faserfunktor. Ist insbesondere X
lokal zusammenziehbar, so können wir unsere Äquivalenz auch konstruieren, in-
dem wir einen Punkt x ∈ X festhalten und durch Faserwirkungsvergleich einen
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Isomorphismus cx : π1(X/G, x̄)
∼→ G konstruieren und die zusammengesetzte

Bijektion ix : Fx̄
∼→ (π∗F)x

∼← Γπ∗F betrachten. Darunter entspricht dann die
Operation der Fundamentalgruppe auf der Faser durch Wegeliften unserer Opera-
tion von G auf den globalen Schnitten.
7.1.18. Im Beweis konstruieren wir einen Linksadjungierten und der Beweis zeigt,
daß er im Fall von zusammenhängendem X volltreu ist und im Fall von nichtlee-
rem X treu.

Beweis. Wir konzentrieren uns diesmal auf den Fall abelscher Garben. Unser
Funktor ist für einen beliebigen Raum X mit der Operation einer diskreten to-
pologischen Gruppe sinnvoll erklärt als die Komposition

Ablk
/G\X → Ablk

/G%X → G -Ab

Der erste Funktor ist eine Äquivalenz für jede topologisch freie Operation einer
diskreten Gruppe nach 7.1.13. Der zweite Funktor ist der Linksadjungierte zum
Bilden der konstanten Garbe und induziert eine Äquivalenz Abk

/G%X
≈→ G -Ab

nach 7.1.15. Auf einem überlagerungstrivialen Raum schließlich ist jede lokal
konstante Garbe konstant und wir haben folglich Ablk

/G%X = Abk
/G%X . Das zeigt

die Behauptung.

Beispiel 7.1.19 (Lokal konstante Garben auf der punktierten Ebene). Wir er-
halten aus unseren Erkenntnissen 7.1.16 zu lokal konstanten Garben und Mono-
dromie eine Äquivalenz

Ablk
/C×

≈→ Z -Ab

zwischen der Kategorie Ablk
/C× der lokal konstanten abelschen Garben auf C×

und der Kategorie Z -Ab der abelschen Gruppen mit einem ausgezeichneten Au-
tomorphismus, indem wir bemerken, daß C überlagerungstrivial ist und daß die
Exponentialfunktion einen Homöomorphismus C/2πiZ ∼→ C× induziert. Wie wir
sehen, ist es noch natürlicher und erlaubt sogar das Arbeiten mit vergeßlichen
komplexen Zahlen, wenn wir unsere Äquivalenz schreiben als eine Äquivalenz

Ablk
/C×

≈→ 2πiZ -Ab

Übungen

Übung 7.1.20. Gegeben ein Morphismus (φ%f) : G%X → H%Y von Räum-
en mit topologisch freien Operationen diskreter Gruppen konstruiere man eine
Isotransformation für das Diagramm

H -Ab

��

// Ab/H\Y
∼

u} ttttttttt

ttttttttt

��
G -Ab // Ab/G\X
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mit den Funktoren aus 7.1.18 in den Horizontalen und den Rückzügen in den
Vertikalen.

Weiterführende Übung 7.1.21 (Gruppengarben als Gruppenobjekte). Sei ein
topologischer Raum mit einer stetigen Operation eines topologischen Monoids
G%X gegeben. Wir erinnern aus [AAG] 1.2.1 das Konzept abelscher Gruppenob-
jekte in Kategorien mit endlichen Produkten. Man konstruiere einen Isomorphis-
mus von Kategorien

Ab(Ens/G%X)
∼→ Ab/G%X

zwischen der Kategorie der abelschen Gruppenobjekte der Kategorie der äquiva-
rianten Mengengarben und der Kategorie der äquivarianten abelschen Garben.

7.2 Äquivariante Kohomologie
7.2.1. Das entscheidende Resultat, das die Entwicklung der äquivarianten Koho-
mologie hier möglich macht, ist Korollar 6.6.14 in Verbindung mit 6.6.10, wonach
für jedes Faserbündel f : X → Y mit zusammenziehbarer Faser das Zurückholen
auf der Garbenkohomologie für jede abelsche Gruppe M Isomorphismen

Hp(Y ;M)
∼→ Hp(X;M)

liefert. Die zweite wesentliche Zutat ist die Erkenntnis, daß es für jede topologi-
sche Gruppe G einen topologisch freien zusammenziehbaren G-Raum gibt. Den
Beweis dieser Aussage holen wir in 7.3.5 nach. Wie dieser G-Raum aussieht oder
welchen wir unter den vielen Möglichkeiten aussuchen, ist unerheblich.

7.2.2. Sei G eine Gruppe. Gegeben ein G-Raum X und ein G-Rechtsraum Y be-
zeichnen wir mit Y ×/G X den Bahnenraum von Y × X unter der G-Operation
gegeben durch g(y, x) := (yg−1, gx) alias die Menge der Äquivalenzklassen un-
ter der Äquivalenzrelation (yg, x) ∼ (y, gx) mit ihrer Quotiententopologie. Man
nennt diesen Raum das balancierte Produkt vonX und Y . Die Äquivalenzklasse
von (y, x) notieren wir [y, x].

7.2.3. Gegeben eine topologische Gruppe G und ein G-Raum X und ein G-
Rechtsraum A setzen wir

Hq
G(X)A := Hq(A×/G X)

Ist weiter ϕ%f : G%X → H%Y ein Morphismus von Räumen mit Operation
7.1.7 und ist zusätzlich A ein topologisch freier G-Rechtsraum sowie B ein zu-
sammenziehbarer H-Rechtsraum, so erklären wir das Zurückholen rA,B,f,ϕ =
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rAB : Hq
H(Y )B → Hq

G(X)A durch die Kommutativität des Diagramms

Hq((B × A)×/G X)

Hq(B ×/H Y )

55kkkkkkkkkkkkkk
// Hq(A×/G X)

∼
iiSSSSSSSSSSSSSS

Nach oben bedeuten die Pfeile hier das gewöhnlichem Zurückholen und oben ist
die diagonale G-Operation auf B × A gemeint, wobei der Isomorphismus daher
rührt, daß das Zurückholen längs eines Faserbündels mit der zusammenziehba-
ren Faser B geschieht und wir somit 7.2.1 anwenden dürfen. Natürlich gilt stets
rAA = id für die Identität auf einem Raum mit Gruppenwirkung G%X . Ist nun
H%Y → K%Z ein weiterer Morphismus von Räumen mit Gruppenoperation und
ist auch die Operation von H auf B topologisch frei und C ein zusammenziehba-
rer K-Raum, so behaupten wir die Gleichheit rAC = rAB ◦ rBC von Abbildungen
Hq
K(Z)C → Hq

G(X)A. Um das einzusehen betrachten wir das kommutative Dia-
gramm

(C × A)×/G X

 ��

(C ×B × A)×/G X

OO

''PPPPPPPPPPPP

vvnnnnnnnnnnnn

(C ×B)×/H X

((PPPPPPPPPPPP

zzuuuuuuuuu
(B × A)×/G X

$$IIIIIIIII

vvnnnnnnnnnnnn

C ×/K Z B ×/H Y A×/G X

Alle Pfeile, die nach rechts oder nach oben gehen, sind Faserbündel mit zusam-
menziehbarer Faser, und alles zusammen zeigt die behauptete Identität

rAC = rAB ◦ rBC

Definition 7.2.4. Gegeben ein Raum mit Gruppenwirkung G%X erklären wir sei-
ne q-te äquivariante Kohomologie als die Gruppe

Hq
G(X) := Hq

G(X)EG = Hq(EG×/G X)

für den topologisch freien zusammenziehbaren G-Raum EG aus 7.3.5. Gegeben
ein Morphismus φ%f : G%X → H%Y von Räumen mit Gruppenwirkung er-
klären wir das Zurückholen auf der äquivarianten Kohomologie als die Abbil-
dung

(φ%f)∗ := rEG,EH : Hq
H(Y )→ Hq

G(X)
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So erhalten wir für jedes q ≥ 0 einen kontravarianten Funktor von der Kategorie
der Räume mit Gruppenoperation in die Kategorie der abelschen Gruppen.

Satz 7.2.5 (Eigenschaften der äquivarianten Kohomologie). 1. Für die tri-
viale Gruppe 1 erhalten wir durch das Zurückholen einen natürlichen Iso-
morphismus Hq(X)

∼→ Hq(E1 ×/1 X) = Hq
1(X). Er ist so natürlich, daß

wir ihn in der Notation für gewöhnlich als eine Gleichheit behandeln;

2. Ist G%X ein Raum mit topologisch freier Gruppenoperation, so liefert das
Zurückholen unter der Quotientenabbildung nach X/G einen Isomorphis-
mus, den Quotientenisomorphismus

Hq(X/G)
∼→ Hq

G(X)

Hier verwenden wir die Notation X/G für den Quotienten, obwohl wir ge-
nau genommen von einer Linksoperation ausgehen;

3. Ist G%X ein Raum mit Gruppenwirkung und K ⊂ G eine Untergruppe, die
topologisch frei auf G operiert mit zusammenziehbarem Quotienten G/K,
so ist das Zurückholen ein Isomorphismus

Hq
G(X)

∼→ Hq
K(X)

4. IstG eine topologische Gruppe und f : X → Y eine stetigeG-äquivariante
Abbildung, die bei Vergessen der G-Operation ein Faserbündel mit zusam-
menziehbarer Faser ist, so induziert das Zurückholen auf der äquivarianten
Kohomologie Isomorphismen

Hq
G(Y )

∼→ Hq
G(X)

Beweis. Das folgt alles unmittelbar aus den Definitionen und unserer Erkennt-
nis 6.6.14, daß das Zurückholen auf Faserbündel mit zusammenziehbarer Faser
Isomorphismen auf der Garbenkohomologie induziert.

Vorschau 7.2.6. Sehr viel allgemeinere Aussagen als 4 zeigen wir in [TSF] ?? im
Rahmen unserer Diskussion äquivarianter derivierter Kategorien. Wenn etwa G
eine Liegruppe ist, so reicht es anzunehmen, daß der Rückzug Isomorphismen auf
der gewöhnlichen Kohomologie induziert.

Beispiel 7.2.7. Die Gruppe G := Z operiert topologisch frei auf E := R. Wir
haben folglich Hq

Z(top) = Hq(R/Z) und das ist isomorph zu Z für q = 0, 1 und
Null sonst.
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7.2.8. Seien G eine topologische Gruppe und X ein topologischer Raum. Ein G-
Rechtstorsor auf X ist ein topologisch freier G-Rechtsraum E mitsamt einer ste-
tigen Abbildung π : E → X , die einen Homöomorphismus E/G ∼→ X induziert.
Gegeben solch ein G-Rechtstorsor betrachten wir die Komposition

Hq
G(top)→ Hq

G(E)
∼← Hq(X)

des äquivarianten Zurückholens längs der konstanten Abbildung mit dem Inversen
des Quotientenisomorphismus. Wir nennen diese Komposition

CE : H∗G(top)→ H∗(X)

den charakteristischen Homomorphismus von E.
Vorschau 7.2.9. Sobald wir einmal den garbentheoretischen Kohomologiering
eingeführt haben, wird sich CE als ein Ringhomomorphismus erweisen. Weiter
kann man für manche G den Ring H∗G(top) explizit berechnen oder zumindest
Kohomologieklassen c ∈ Hq

G(top) explizit angeben, vergleiche [TD] ?? folgen-
de. Deren BilderCE(c) ∈ H∗(X) unter dem charakteristischen Homomorphismus
heißen dann „charakteristische Klassen des G-Torsors E“. Insbesondere behan-
deln wir in [TD] ?? die unitären Gruppen U(n). In [TSF] 3.4.3 diskutieren wir
den Zusammenhang zwischen charakteristischen Klassen von Produkten von Tor-
soren und den charakteristischen Klassen der Faktoren und davon ausgehend die
sogenannten „Chern’schen Klassen“.
7.2.10 (Charakteristische Klassen und Gruppenwechsel). Ist X ein topologi-
scher Raum und φ : G → H ein stetiger Homomorphismus von topologischen
Gruppen und E ein G-Torsor auf X und φ∗E := E ×/G H der daraus durch
Gruppenwechsel entstehende H-Torsor, so kommutiert mit den Rückzügen auf
der äquivarianten Kohomologie das Diagramm

Hq
G(top) → Hq

G(E)
∼← Hq(X)

↑ ↑ ‖
Hq
H(top) → Hq

H(φ∗E)
∼← Hq(X)

In Formeln gilt also Cφ∗E = CE ◦ φ∗. Wir sehen so auch, daß unser charakteristi-
scher HomomorphismusCE nur von der Isomorphieklasse des TorsorsE abhängt.
7.2.11 (Charakteristische Klassen und Raumwechsel). Sind G eine topologi-
sche Gruppe und f : X → Y eine stetige Abbildung und F ein G-Torsor auf Y
und f ∗F := X ×Y F der zurückgeholte Torsor auf X , so kommutiert mit den
Rückzügen auf der äquivarianten Kohomologie das Diagramm

Hq
G(top) → Hq

G(f ∗F )
∼← Hq(X)

‖ ↑ ↑
Hq
G(top) → Hq

G(F )
∼← Hq(Y )

In Formeln gilt also Cf∗F = f ∗ ◦ CF .
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7.2.12 (Äquivariante Kohomologie mit Koeffizienten). Alles zuvor Gesagte gilt
analog für Kohomologie mit Koeffizienten in einer beliebigen abelschen Gruppe
M . Wir notieren die äquivariante Kohomologie von G%X mit Koeffizienten in M
dann Hq

G(X;M).

7.2.13 (Äquivariante Kohomologie für Operationen endlicher Gruppen). Ge-
geben ein Raum X mit einer Operation einer Gruppe G und eine abelsche Grup-
pe M ist das Zurückholen ein Isomorphismus Hq(X;M)

∼→ Hq(EG × X;M).
Er ist G-äquivariant und induziert folglich einen Isomorphismus Hq(X;M)G

∼→
Hq(EG×X;M)G. Ist zusätzlich unsere Gruppe G endlich und diskret und liefert
die Multiplikation mit |G| einen Isomorphismus (|G|·) : M

∼→M , so können wir
obigen Isomorphismus mit unseren Erkenntnissen zur Kohomologie von Quotien-
ten 6.6.24 verlängern zu einer Kette von Isomorphismen

Hq(X;M)G
∼→ Hq(EG×X;M)G

∼← Hq(EG×/G X;M) = Hq
G(X;M)

In der Tat ist EG ×X � EG ×/G X stets separiert. Ist darüber hinaus die Quo-
tientenabbildung X → X/G separiert, so liefern unsere Erkenntnisse aus 6.6.24
sogar einen Isomorphismus Hq(X/G;M)

∼→ Hq(X;M)G dieser Gruppen mit der
Kohomologie des Quotienten.

7.2.14 (Äquivariante Kohomologie mit äquivarianten Koeffizienten). Gege-
ben G%X ein Raum mit Gruppenoperation und F ∈ Ab/G%X eine G-äquivariante
abelsche Garbe können wir analog wie zuvor auch die äquivarianten Kohomolo-
giegruppen mit Koeffizienten einführen durch die Vorschrift

Hq
G(X;F) := Hq(EG×/G X; EG×/G F)

Hier meinen wir mit EG×/G F die abelsche Garbe mit étalem Raum EG×/G F̄
und es ist einiges an Arbeit zu tun, um unserer Definition Sinn zu geben und daraus
ein nützliches Werkzeug zu machen. Wir diskutieren das im Zusammenhang mit
äquivarianten derivierten Kategorien in [TSF] 8. Ist speziell X = top ein Punkt
und G diskret, erhalten wir unsere Gruppenkohomologie 3.7.5, in Formeln

Hq
G(top;F) = Hq(G;F)

Hier ist rechts die Gruppenkohomologie von G im Sinne von 3.7.5 gemeint und
nicht die Kohomologie des diskreten Raums G mit was für Koeffizienten auch
immer.

7.2.15 (Charakteristische Klassen von Darstellungen). Jeder Homomorphis-
mus von topologischen Gruppen φ : G → H induziert einen Ringhomomor-
phismus H∗H(top) → H∗G(top). Im Fall H = GL(n;R) oder H = GL(n;C)
kennen wir H∗H(top;F2) beziehungsweise H∗H(top;Z) recht gut nach [TSF] 3.4.8
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beziehungsweise [TSF] 3.4.5 als Polynomringe in Stiefel-Whitney-Klassen be-
ziehungsweise Chern’schen Klassen. Deren Bilder in der Gruppenkohomologie
von G heißen dann die Stiefel-Whitney-Klassen der reellen beziehungsweise die
Chern’schen Klassen der komplexen Darstellung φ.

Übungen

Übung 7.2.16 (Berechnung der äquivarianten Kohomologie). Seien G eine to-
pologische Gruppe und X ein G-Raum. Ist A ein topologisch freier schwach bag-
n-azyklischer G-Rechtsraum, so liefern unsere Rückzüge rEG,A für jede abelsche
Gruppe M und 0 ≤ q < n Isomorphismen

Hq(A×/G X;M)
∼→ Hq

G(X;M)

Hinweis: Man verwende 6.6.14.

Übung 7.2.17 (Operation innerer Automorphismen). Gegeben eine topologi-
sche Gruppe G und ein Element g ∈ G operiert int(g) als die Identität auf der
äquivarianten Kohomologie H∗G(top) des einpunktigen Raums. Dasselbe gilt für
äquivariante Kohomologie mit Koeffizienten in einer abelschen Gruppe.

7.3 Milnor-Konstruktion
Definition 7.3.1. Gegeben eine Familie von Mengen (Yi)i∈I erklärt man ihren
Join

J = ∗i∈IYi
als die Realisierung des Simplizialkomplexes mit Eckenmenge der disjunkten Ver-
einigung

⊔
i∈I Yi und Simplizes allen endlichen Teilmengen mit je höchstens einer

Ecke aus jedem der Yi.

7.3.2 (Milnor-Topologie auf dem Join). Ich erinnere aus [TF] 2.7.8, daß unsere
Realisierung J aus allen Abbildungen p :

⊔
i∈I Yi → R≥0 besteht, die Träger in

einem Simplex haben und bei denen sich die Funktionswerte zu Eins aufaddieren.
Ich notiere Punkte eines solchen Joins

p =
∑

tiyi = (tiyi)

Dabei meint yi die charakteristische Funktion [yi] des Punktes yi. Damit solch eine
Funktion zu unserem Join gehört, muß gelten ti = 0 für fast alle i und

∑
ti = 1.

Zu jedem Index k ∈ I erklären wir nun eine Abbildung ck : J → [0, 1] als „die
Summe der Koeffizienten an Ecken aus Yk“, von denen nach Annahme jeweils
höchstens einer von Null verschieden ist. Weiter erklären wir prk : c−1

k (0, 1]→ Yk
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dadurch, daß jedem Punkt aus dem Join, der als Funktion aufgefaßt an einer Ecke
aus Yk nicht verschwindet, eben diese Ecke zugeordnet wird. Sind nun alle unsere
Faktoren Yi topologische Räume, so erklärt man die Milnor-Topologie auf dem
Join als diejenige Topologie, die von allen Urbildern offener Mengen unter den
ck und den prk erzeugt wird.

7.3.3 (Umgebungsbasen in der Milnor-Topologie). Wir betrachten einen Join

J = ∗i∈IYi
Eine Umgebungsbasis eines Punktes p =

∑
tiyi ∈ J kann man erhalten wie

folgt: Sei N = Np ⊂ I die Menge der Indizes n mit tn 6= 0. Sei ε > 0 kleiner
als das Minimum dieser positiven tn. Seien Un ⊂ Yn Umgebungen der yn für
n ∈ N . Sei K ⊂ I endlich und disjunkt zu N . Nun betrachte man die Mengen
V = V ((Un), ε,K) aller Punkte

∑
sixi aus dem Join J mit |sn − tn| < ε für

n ∈ N t K und xn ∈ Un für n ∈ N . Das System all dieser Mengen für alle
erlaubten ε, Un und K ist dann eine Umgebungsbasis des Punktes p im Join J .
Salopp gesprochen: „An den endlich vielen Indizes nmit Parameter ungleich Null
sei das Wackeln an der Stelle yn und am Parameter tn klein, an endlich vielen
vorgegebenen weiteren Indizes sei das Wackeln am Parameter klein, und an den
restlichen Indizes darf passieren, was will“.
7.3.4 (Vergleich von Milnor-Topologie und Realisierungs-Topologie). Für die
Realisierung eines Simplizialkomplexes hatten wir in [TS] 3.1.7 gesehen, daß die
Finaltopologie aus [TF] 2.7.8 zur Einbettung der Realisierungen aller endlichen
Unterkomplexe für die Bedürfnisse der singulären Homologietheorie gut geeig-
net ist. Der Join einer durch eine Menge E indizierten Familie von einpunktigen
Mengen ist nun als Menge in offensichtlicher Bijektion zum vollen Simplex mit
der Eckenmenge E im Sinne von [TF] 2.7.8, aber die dort erklärte Topologie ist
feiner als die Milnor-Topologie auf dem Join. Zum Beispiel konvergiert im Fall
E = N die Folge der Tupel

(1− 1/n, 1/n2, . . . , 1/n2, 0, 0, . . .)

mit n Einträgen 1/n2 in der Milnor-Topologie gegen (1, 0, . . .). In der Finalto-
pologie würde jedoch für jede Folge von positiven reellen Zahlen f1, f2, . . . die
Menge aller Tupel (t0, t1, . . .) mit endlich vielen von Null verschiedenen Ein-
trägen, Summe Eins, t0 beliebig und ti < fi für alle i ≥ 1 eine Umgebung von
(1, 0, . . .) bilden. Setzen wir dabei zum Beispiel fi = 1/2i2, so liegt kein Glied
unserer Folge in dieser Umgebung.

Proposition 7.3.5 (Milnor-Konstruktion). 1. Für jede topologische Gruppe
G ist der abzählbar unendliche Join EG := ∗n∈NG mit seiner Milnor-
Topologie und der diagonalen G-Operation ein topologisch freier zusam-
menziehbarer G-Raum;
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Der Join eines zweielementigen diskreten Raums mit einem dreielementigen
diskreten Raum besteht aus der Vereinigung aller sechs „disjunkt gedachten“

Verbindungsstrecken.
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2. Ist G offenlokal zusammenziehbar, so gilt dasselbe für EG und EG/G.

7.3.6. Mir scheint, die ganze Argumentation würde mit der alternativen Topolo-
gisierung des Joins als „Kolimes der endlichen Teil-Joins“ ganz genauso funktio-
nieren. Beim Beweis des ersten Teils folge ich [tD91, IV.4].

Beweis. Unser Raum ist zusammenziehbar nach Lemma 7.3.7. Weiter zeigt man
anhand unserer Beschreibung von Umgebungsbasen ohne Schwierigkeiten, daß
die diagonale Operation einen Homöomorphismus{∑

tngn

∣∣∣ t0 6= 0, g0 = eG

}
×G ∼→

{∑
tngn

∣∣∣ t0 6= 0
}

induziert, denn die inverse Abbildung ist auch punktweise stetig. Das zeigt Teil
1. Für Teil 2 reicht es zu zeigen, daß der erste Faktor von eben offenlokal zusam-
menziehbar ist. Er ist aber eine offene Teilmenge des abzählbar unendlichen Joins
von Kopien unserer Gruppe und einer Kopie des einpunktigen Raums und damit
offenlokal zusammenziehbar nach 7.3.8.

Lemma 7.3.7 (Zusammenziehbarkeit abzählbarer Joins). Für jeden nicht lee-
ren topologischen Raum Y ist der Join ∗n∈NY von abzählbar unendlich vielen
Kopien von Y zusammenziehbar.

Beweis. Wir verwenden die Notation
∑
tnyn = (t0y0, t1y1, t2y2, . . .). An Stellen,

an denen das ti Null ist, brauchen wir dabei das yi nicht zu spezifizieren und
schreiben dort manchmal auch einfach nur 0. Wir zeigen nun, daß die Identität
homotop ist zur Nulleneinfügeabbildung

(t0y0, t1y1, t2y2, . . .) 7→ (t0y0, 0, t1y1, 0, t2y2, 0, . . .)

Für diese Abbildung eine Homotopie zu einer konstanten Abbildung anzugeben
ist dann unproblematisch. Auch jede Abbildung, die an nur einer Stelle eine Null
eingefügt, ist in offensichtlicher Weise homotop zu einer konstanten Abbildung,
nur ist die Konstruktion einer Homotopie von der Identität zu einer derartigen
Abbildung verblüffenderweise mühsamer. Um nun zu zeigen, daß die Identität
homotop ist zu unserer Nulleneinfügeabbildung, überlegen wir uns erst einmal,
daß wir eine Homotopie unserer Abbildung zu der Abbildung „füge eine Null
weniger ein“ erhalten durch die Vorschrift

(t, (t0y0, t1y1, t2y2, . . .)) 7→ (t0y0, tt1y1, (1− t)t1y1, tt2y2, (1− t)t2y2, . . .)

mit t als Parameter der Homotopie. Die Stetigkeit prüft man punktweise mit der
Beschreibung 7.3.3 von Umgebungsbasen in der Milnor-Topologie. Jetzt setzt
man abzählbar viele Homotopien dieser Art nebeneinander, für den Homotopie-
parameter t in [0, 1], [1, 1+ 1

2
], [1+ 1

2
, 1+ 1

2
+ 1

4
], . . . und ergänzt durch die Identität
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bei t = 2. Die Stetigkeit für t < 2 ist dann unproblematisch, denn eine Abbildung
ist stetig, wenn ihre Restriktionen auf die Mengen einer endlichen abgeschlosse-
nen Überdeckung jeweils stetig sind. Die Stetigkeit für t = 2 muß wieder in jedem
Punkt geprüft werden und folgt aus unserer Beschreibung von Umgebungsbasen
für die Milnor-Topologie.

Lemma 7.3.8 (Zusammenziehbare Umgebungen in der Milnor-Topologie).
Ein Join J = ∗i∈NYi offenlokal zusammenziehbarer Räume ist auch selbst of-
fenlokal zusammenziehbar.

Beweis. Seien in der Tat p = (tiyi) ∈ J und N = Np wie oben in 7.3.3. Wählen
wir offene Umgebungen Un von yn für n ∈ N , so ist auch für alle ε und K die
zugehörige Umgebung V = V ((Un), ε,K) von p nach 7.3.3 offen. Sind weiter
alle Un zusammenziehbar, so auch die Umgebungen V = V ((Un), ε,K) von p. In
der Tat sieht man mit der Beschreibung der Umgebungsbasen, daß die Abbildung
[0, 1] × V → V gegeben durch (t, (sixi)) 7→ (tti + (1 − t)si)xi) wohldefiniert
und stetig ist und eine Homotopie zwischen der Identität auf V und der Abbildung
(sixi) 7→ (tixi). Eine Homotopie zwischen dieser Abbildung und der konstanten
Abbildung V → V mit Wert (tiyi) ist dann leicht anzugeben.

7.4 Äquivariante de-Rham-Kohomologie (in Arbeit)*
7.4.1. Gegeben eine glatte Mannigfaltigkeit mit der glatten Operation einer Lie-
gruppe G%X erklärt man den äquivarianten de-Rham-Komplex als die gradu-
ierte R-Ringalgebra

Ω∗(G%X) :=
(
Ω∗(X)⊗R O(g)

)G
mit einem gleich noch zu erklärenden Differential mit einer „verdoppelten Gradu-
ierung“ auf dem RingO(g) der regulären Funktionen auf der Liealgebra g, für die
die Linearformen homogen sind vom Grad Zwei. Unter dem Ring der regulären
Funktionen O(V ) ⊂ Ens(V,R) auf einem reellen Vektorraum V verstehen wir
dabei den Teilring im Ring aller reellwertigen Funktionen, der von den Konstan-
ten und den Linearformen erzeugt wird. Als Differential auf Ω∗(G%X) nehmen
wir

dG(ω ⊗ f) := (dω)⊗ f −
∑
ρ

iξρω ⊗ ξ>ρ f

für ξ1, . . . , ξr eine Basis von g und ξ>ρ den jeweiligen Vektor der dualen Basis
alias die entsprechende Koordinatenfunktion auf g, die dann mit f multipliziert
wird. Weiter bezeichne ξ = ξX auch das Vektorfeld der infinitesimalen Operation
von ξ nach ?? und iξω das partielle Auswerten nach ??. Insgesamt wird bei den
hinteren Termen der Grad von ω um Eins erniedrigt aber der Grad der Funktion
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wegen der verdoppelten Graduierung um Zwei erhöht, so daß unser Differential
in der Tat den Grad um Eins erhöht. Man prüft leicht auf ganz Ω∗(X) ⊗R O(g)
die graduierte Leibnizregel

dG
(
(ω ⊗ f)(η ⊗ g)

)
=
(

dG(ω ⊗ f)
)
(η ⊗ g) + (−1)|ω|(ω ⊗ f)

(
dG(η ⊗ g)

)
Wir haben auch eine offensichtliche Einbettung

Ω∗(X)⊗O(g) ↪→ Ens(g,Ω∗(X))

Die G-invarianten Tensoren sind genau die, die darunter G-äquivarianten Abbil-
dungen entsprechen. Bezeichnet aζ : Ω∗(X) ⊗ O(g) → Ω∗(X) das Auswerten
bei ζ ∈ g, so finden wir aζdG = daζ − iζaζ . Daraus folgern wir, daß unser Diffe-
rential invariante Tensoren zu invarianten Tensoren macht, da mit ζ 7→ aζω auch
ζ 7→ aζ(dGω) äquivariant ist. Weiter finden wir

aζd
2
G = daζdG − iζaζdG

= d2aζ − diζaζ − iζdaζ + i2ζaζ
= −Lζaζ

mit der Cartan-Formel [?] ?? im letzten Schritt. Gehen wir nun zusätzlich von
einer invarianten Form ω ∈ (Ω∗(X)⊗O(g))G aus, so ist ζ 7→ aζ(ω) eine G-äqui-
variante Abbildung g→ Ω(M) und ist folglich auch verträglich mit der Operation
der Liealgebra, als da heißt

a[ξ,ζ](ω) = Lξ(aζ(ω))

für alle ξ ∈ g und insbesondere Lζ(aζ(ω)) = 0. Es folgt aζd2
Gω = 0 für alle ζ und

so d2
Gω = 0.

7.4.2. Gegeben eine glatte MannigfaltigkeitX mit der Operation einer kompakten
Liegruppe G setzen wir

H∗G(X)dR := H∗Ω∗(G%X)

und nennen diese graduierte R-Ringalgebra die q-te G-äquivariante de-Rham-
Kohomologie vonX . Gegeben eineG-äquivariante glatte Abbildung ϕ : X → Y
induziert der Rückzug von Differentialformen offensichtliche Homomorphismen

ϕ∗ : Hq
G(Y )dR → Hq

G(X)dR

Unsere äquivariante de-Rham-Kohomologie wird dadurch ein Funktor von der
Kategorie der glatten G-Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der graduierten R-
Ringalgebren.
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Lemma 7.4.3. Seien G eine kompakte Liegruppe und ϕ : X → Y eine glatte
äquivariante Abbildung von glatten G-Mannigfaltigkeiten. Induziert der Rückzug
Isomorphismen Hn(Y )dR

∼→ Hn(X)dR auf der gewöhnlichen de-Rham-Kohomo-
logie für n ≤ N , so induziert er auch auf der äquivarianten de-Rham-Kohomolo-
gie Isomorphismen

Hn
G(Y )dR

∼→ Hn
G(X)dR für n ≤ N.

Vorschau 7.4.4. Eine entsprechende Aussage in der Allgemeinheit topologischer
Räume und Gruppen zeigen wir erst in [TSF] ??.

Beweis. Bei unserem äquivarianten de-Rham-Komplex T nX steht im homologi-
schen Grad n der Eintrag

T nX =
⊕

p+2q=n

(
Ωp(X)⊗R O(g)q

)G
Er hat eine Filtrierung durch die Unterkomplexe T n,q≥aX und die E0-Terme der
zugehörigen Spektralsequenz im Sinne von [TG] 9.1.15 sind die

E
(n,a)
0 = E

(n,a)
0 (X) =

(
Ωn−2a(X)⊗R O(g)a

)G
mit ∂0 : E

(n,a)
0 → E

(n+1,a)
0 der von der Cartan’schen äußeren Ableitung induzier-

ten Abbildung und es gilt E(n,a)
0 = 0 für n < 2a. Nun sind alle Ωn(X) mit der

Topologie der „gleichmäßigen Konvergenz aller Ableitungen auf Kompakta“ von-
Neumann-Darstellungen von G im Sinne von ?? ist und der Randoperator ebenso
wie der Rückzug von Differentialformen sind stetige Homomorphismen von Dar-
stellungen. Die Integration über die Gruppe liefert einen idempotenten Endomor-
phismus aller unserer Räume, dessen Bild die G-Invarianten sind und der mit al-
len Abbildungen vertauscht. Der Rückzug unter ϕ liefert einen Homomorphismus
von Spektralsequenzen und unsere Annahmen zeigen, daß dieser Homomorphis-
mus Isomorphismen E(n,a)

1 (Y )
∼→ E

(n,a)
1 (X) induziert für n ≤ N + 2a. Damit

muß er auch für alle r ≥ 1 Isomorphismen E(n,a)
r (Y )

∼→ E
(n,a)
r (X) induzieren

für n ≤ N + 2q und so immer nach [TG] 9.1.15 Isomorphismen graHnTY
∼→

graHnTX für n ≤ N + 2a und damit schließlich wie gewünscht Isomorphismen
HnTY

∼→ HnTX für n ≤ N .

Lemma 7.4.5 (Äquivariante de-Rham-Kohomologie einer Liegruppe). Gege-
ben eine Liegruppe G gilt Hn

G(G)dR = 0 für n > 0 und der strukturelle Ringalge-
brenhomomorphismus R→ Ω∗(G%G) induziert einen Isomorphismus

R ∼→ H0
G(G)dR
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Beweis. Nachdem wir
∧p g∗ mit linksinvarianten Differentialformen auf G iden-

tifizieren, liefert die Multiplikation Isomorphismen C∞(G)⊗
∧p g∗

∼→ Ωp(G) und
daraus ergeben sich Isomorpismen

C∞(G,
∧p g∗ ⊗O(g)q)

∼→ C∞(G)⊗
∧p g∗ ⊗O(g)q

∼→ Ωp(G)⊗O(g)q

Bilden wir die G-Invarianten, so liefert das Auswerten am neutralen Element den
ersten Isomorphismus eines Diagramms∧p g∗ ⊗O(g)q

∼← C∞(G,
∧p g∗ ⊗O(g)q)G

∼→
(
Ωp(G)⊗O(g)q

)G
Den so entstehenden Isomorphismus von links nach rechts notieren wir ä wie
Äquivariantisierung. Nun betrachten wir die Filtrierung unseres äquivarianten
de-Rham-Komplexes Komplexes T nG durch die Unterkomplexe T n,p+q≥tG . Die E0-
Terme der zugehörigen Spektralsequenz im Sinne von [TG] 9.1.15 sind die

E
(n,t)
0 =

(
Ω2t−n(G)⊗R O(g)n−t

)G
und wir zeigen, daß das Differential ∂0 : E

(n,t)
0 → E

(n+1,t)
0 unter unseren Iso-

morphismen von eben auf der linken Seite dem Differential des Koszulkomple-
xes 3.2.32 entspricht. Es folgt E(n,t)

1 = 0 für n > 0 und damit die Behauptung.
Es gilt also, ∂0 mit dem Koszuldifferential dKos zu vergleichen. Unsere obigen
Isomorphismen sind aber Isomorphismen von bigraduierten R-Ringalgebren, das
Koszuldifferential ändert sich nicht beim Übergang zum assoziierten Graduierten
unter unserer Filtrierung und dG wird zu

∂0 = d̄G : ω ⊗ f 7→
∑
ρ

−iξρω ⊗ ξ>ρ f

Auch d̄G erfüllt jedoch die graduierte Leibnizregel, so daß wir die Verträglichkeit
der beiden Differentiale nur auf Erzeugern der Ringalgebra zu prüfen bxrauchen.
Wegen dKos(λ⊗ 1) = −1⊗ λ können wir uns sogar darauf zurückziehen,

ä(dKos(λ⊗ 1)) = d̄G(ä(λ⊗ 1))

zu zeigen, und wir können uns dabei auf λ = ξ>ρ beschränken. Um die linke Seite
alias ä(−1 ⊗ ξ>ρ ) zu beschreiben, beachten wir zunächst, daß das ja in der Mitte
auf die Abbildung g 7→ (Ad∗(g))(ξ>ρ ) gehen muß und erklären wir Funktionen
fσρ ∈ C∞(G) durch (Ad∗(g))(ξ>ρ ) =

∑
σ f

σ
ρ (g)ξ>σ , so finden wir schließlich

ä(dKos(ξ
>
ρ ⊗ 1) = ä(−1⊗ ξ>ρ ) =

∑
σ

−fσρ ⊗ ξ>σ
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Umgekehrt haben wir ä(ξ>ρ ⊗ 1) = ξ̀>ρ ⊗ 1 mit λ̀ der Fortsetzung von λ zu einem
linksinvarianten Kovektorfeld auf G und weil in der Definition von dG das iξ das
partielle Einsetzen des durch die infinitesimale Operation von ξ gegebenen Vek-
torfelds meint, in unserem Fall also das partielle Einsetzen der rechtsinvarianten
Fortsetzung ξ́ von ξ, schreiben wir das erst zu einer Linearkombination linksin-
varianter Felder um. Haben wir aber (Ad(g−1))(ξρ) =

∑
hσρ(g)ξσ, so zeigt eine

kurzen Rechnung die Beziehung

ξ́ρ =
∑

hσρ(g)ξ̀σ

zwischen rechtsinvarianten und linksinvarianten Fortsetzungen und eine ebenso-
kurze Rechnung liefert hσρ = fρσ und wir finden wie gewünscht

d̄G(ä(ξ>ρ ⊗ 1)) = d̄G(ξ̀>ρ ⊗ 1) =
∑
σ

−ξ̀>ρ (ξ́σ)⊗ ξ>σ =
∑
σ

−fσρ ⊗ ξ>σ

Lemma 7.4.6 (Äquivariante de-Rham-Kohomologie trivialer Torsoren). Ge-
geben eine Liegruppe G und eine Mannigfaltigkeit B ist der offensichtliche Ho-
momorphismus von dg-Ringalgebren ein Quasiisomorphismus

Ω∗B →̆ Ω∗(G%(G×B))

Beweis. Wir modifizieren den Beweis im Fall eines einpunktigen Raums B aus
7.4.5. Zunächst ist klar, wie wir Differentialformen auf einem Produkt zerlegen
können in der Form Ωn(G×B) =

⊕
p+c=n Ωp,c(G×B). Nachdem wir

∧p g∗ mit
linksinvarianten Differentialformen auf G identifizieren und auf G × B zurück-
ziehen, liefert die Multiplikation Ω0,c(G×B)⊗

∧p g∗
∼→ Ωp,c(G×B) und

Ω0,c(G×B)⊗
∧p g∗ ⊗O(g)q

∼→ Ωp,c(G×B)⊗O(g)q

Bilden wir die G-Invarianten, so liefert der Rückzug unter B → G × B mit
b 7→ (1, b) einen Isomorphismus und die Umkehrabbildung nennen wir die Äqui-
variantisierung

ä : Ωc(B)⊗
∧p g∗ ⊗O(g)q

∼→
(
Ωp,c(G×B)⊗O(g)q

)G
Nun betrachten wir die Filtrierung unseres äquivarianten de-Rham-Komplexes
Komplexes T n = T nG×B durch die Unterkomplexe T n,p+q≥t. Die E0-Terme der
zugehörigen Spektralsequenz im Sinne von [TG] 9.1.15 sind die

E
(n,t)
0 =

⊕
c

(
Ω2t−n+c,c(G×B)⊗R O(g)n−c−t

)G
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und wir zeigen, daß das Differential ∂0 : E
(n,t)
0 → E

(n+1,t)
0 unter unseren Isomor-

phismen von eben auf der linken Seite
⊕

c Ωc(B)⊗
∧2t−n+c g∗⊗O(g)n−c−t dem

Differential des Tensorprodukts vom de-Rham-Komplex von B mit dem Koszul-
komplex 3.2.32 entspricht. Das ist dieselbe Rechnung wie im Fall 7.4.5, daß B
nur aus einem Punkt besteht. So sehen wir, daß unser Quasiisomorphismus in spe
einen Quasiisomorphismus auf den E0-Termen der Spektralsequenz induziert und
aus der Theorie der Spektralsequenzen folgt dann, daß er bereits selber ein Qua-
siisomorphismus gewesen sein muß.

Proposition 7.4.7 (Äquivariante de-Rham-Kohomologie von Torsoren). Ge-
geben eine kompakte Liegruppe G und ein glatter G-Linkstorsor π : E → B auf
einer glatten Mannigfaltigkeit B induziert der Rückzug von Differentialformen
gefolgt vom Tensorieren mit der konstanten Funktion 1 ∈ O(g) einen Isomorphis-
mus, den Quotientenisomorphismus

H∗(B)dR
∼→ H∗G(E)dR

Beweis. Wir betrachten auf B den Garbenkomplex EΩ∗B : U 7→ Ω∗(G%π−1(U))
und erhalten einen Homomorphismus Ω∗B → EΩ

∗
B durch Rückzug auf E und Ten-

sorieren mit der konstanten Funktion 1 ∈ O(g). Dieser Hommorphismus ist ver-
träglich mit dem Differential, weil das partielle Einsetzen iξ jede Differentialform
auf E annulliert, die durch Rückzug von einer Differentialform auf B herkommt.
Ich behaupte nun, daß wir so einen Quasiisomorphismus von Garbenkomplexen

Ω∗B →̆ EΩ
∗
B

erhalten. Um das zu zeigen, dürfen wir annehmen, daß unser Torsor trivial ist,
also E = G × B, und müssen nur zeigen, daß wir in dieser Situation stets einen
Quasiisomorphismus auf den globalen Schnitten erhalten. Das aber war gerade die
Aussage von Lemma 7.4.6. Nun erkennt man wie in 5.4.4, daß EΩ

∗
B eine weiche

Garbe ist, also nach 5.4.5 azyklisch für den Funktor der globalen Schnitte. Die
Proposition folgt.

Satz 7.4.8 (Äquivariante de-Rham-Vergleichsisomorphismen). SeienG%X ei-
ne parakompakte glatte Mannigfaltigkeit mit der Operation einer kompakten Lie-
gruppe und q ∈ N. So gibt es genau einen Isomorphismus

Hq
G(X)dR

∼→ Hq
G(X;R)garb

derart, daß unser Isomorphismus für jeden glatten G-Rechtstorsor A, der zusam-
menhängend ist mit H1(A;R) = . . . = Hq+2(A;R) = 0, übereinstimmt mit der in
entsprechend vereinfachter Notation geschriebenen Verknüpfung

Hq
G(X)

∼→ Hq
G(A×X)

∼→ Hq(A×/G X)
∼→ Hq(A×/G X;R)

∼→ Hq
G(X;R)

der Isomorphismen nach 7.4.3, 7.4.7, 5.4.9 und 7.2.16.
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Beweis.

7.4.9. Gegeben eine kompakte Liegruppe G liefert unsere Konstruktion direkt
einen Ringhomomorphismus O(g)G

∼→ Ω∗(G%mgf) und, da rechts das Differen-
tial verschindet, auch einen Ringisomorphismus

O(g)G
∼→ H∗G(mgf)dR

wobei O(g)G wie immer in diesem Kontext mit der „verdoppelten Graduierung“
zu versehen ist und mgf die einpunktige finale Mannigfaltigkeit bezeichnet. Der
Rückzug liefert dann für jedeG-MannigfaltigkeitX einen Ringhomomorphismus

O(g)G → H∗G(X)dR

Im Spezialfall eines G-Linkstorsors E über einer Basismannigfaltigkeit B ent-
spricht die Verknüpfung

O(g)G → H∗G(E)dR
∼→ H∗(B)dR

des Rückzugs mit dem Inversen des Quotientenisomorphismus 7.4.7 unter unseren
Vergleichsisomorphismen dem charakteristischen Homomorphismus 7.2.8.
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8 Ergänzungen zu Faserungen und Basiswechsel*

8.1 Gefaserter Basiswechsel
Definition 8.1.1. Sei (E) eine Eigenschaft topologischer Räume. Sagen wir, ein
topologischer Raum X sei offenlokal (E), so meinen wir, daß sich jede Umge-
bung eines beliebigen Punkts von X verkleinern läßt zu einer offenen Umgebung
desselben Punktes, die als topologischer Raum mit der induzierten Topologie die
Eigenschaft (E) hat.

Satz 8.1.2 (Gefaserter Basiswechsel). Sind in einem kartesischen Diagramm von
topologischen Räumen fq = pg die Horizontalen p, q Faserbündel mit offenlo-
kal zusammenhängender Faser, so ist der Basiswechsel von Mengengarben eine
Isotransformation

p∗f∗
∼⇒ g∗q

∗

8.1.3. Insbesondere vertauscht das Zurückziehen auf ein Faserbündel mit offen-
lokal zusammenhängender Faser mit beliebigen Produkten von Garben: In der Tat
kann man ein Produkt

∏
i∈I Fi von Garben auf Y als Vorschub unter der Pro-

jektion einer geeigneten Garbe auf Y × Idis verstehen. Ich erinnere daran, daß
das Bilden von Produkten von Garben im allgemeinen keineswegs mit Rückzug
vertauscht, ja nach 2.2.49 noch nicht einmal mit dem Bilden von Halmen.

Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß unser
Diagramm die Gestalt

X × Z → X
↓ ↓

Y × Z → Y

hat für offenlokal zusammenhängendes Z. Es reicht zu zeigen, daß für jede Garbe
von Mengen F ∈ Ens/X und jeden Punkt (y, z) ∈ Y × Z unsere natürliche
Transformation auf dem Halm eine Bijektion

(p∗f∗F)(y,z)
∼→ (g∗q

∗F)(y,z)

induziert. Dazu hinwiederum reicht es, für ein Fundamentalsystem von Umgebun-
gen von (y, z) zu zeigen, daß Bijektionen auf den Schnitten über diesen Umge-
bungen induziert werden. Jetzt verwenden wir offenen Basiswechsel 6.3.23 und
sehen so, daß es reicht, für Z zusammenhängend nachzuweisen, daß sich auf den
globalen Schnitten eine Bijektion

Γp∗f∗F
∼→ Γg∗q

∗F

ergibt. Nun haben wir für jede stetige Abbildung f per definitionem Γf∗ = Γ
und nach Übung 4.3.21 über finales Zurückholen bei zusammenhängenden Fasern
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liefern in unserem speziellen Fall die kanonischen Abbildungen auch Bijektionen
Γ

∼→ Γq∗ und Γ
∼→ Γp∗. Damit identifizieren wir beide Seiten des behaupteten

Isomorphismus mit ΓF und der Satz ist bewiesen.

Beispiel 8.1.4 (Basiswechsel braucht Faserbündelbedingung). In 8.1.3 hatten
wir bereits gesehen, daß Basiswechsel ohne Faserbündelbedingung nicht gilt. Hier
kommt noch ein Beispiel, das zeigt, daß auch in „ganz gewöhnlichen Situationen“
die Faserbündelbedingung gebraucht wird. Im kartesischen Diagramm

R\0
g

��

q // R2\0
f

��
pt

p // R

mit q : y 7→ (0, y) und f : (x, y) 7→ x ist für die konstante Garbe F auf
R2\0 mit Faser Z der von der Basiswechseltransformation induzierte Morphismus
p∗f∗F → g∗q

∗F kein Isomorphismus. Das zeigt, daß bei kartesischen Diagram-
men ohne Faserbündel in den Horizontalen im allgemeinen der Basiswechsel kein
Isomorphismus ist.

Beispiel 8.1.5 (Gefaserter Basiswechsel braucht spezielle Fasern). Sei Q verse-
hen mit der von R induzierten Topologie und D = R\Q die Menge der irrationa-
len Zahlen, versehen mit der diskreten Topologie. Man zeige, daß für f : D → pt
und Basiswechsel mit p : Q→ pt der von der kanonischen Transformation indu-
zierte Morphismus p∗f∗ZD → g∗q

∗ZD kein Isomorphismus ist. Genauer überlege
man sich, daß der globale Schnitt der konstanten Garbe ZD×Q auf D × Q ⊂ R2,
der konstant Eins ist oberhalb der Diagonalen und konstant Null unterhalb, ei-
nem globalen Schnitt von g∗q∗ZD entspricht, der nicht von einem globalen Schnitt
von p∗f∗ZD herkommen kann. Dieses Beispiel zeigt, daß in 8.1.2 auf die Voraus-
setzung offenlokal zusammenhängender Fasern im allgemeinen nicht verzichtet
werden kann.

8.2 Derivierter gefaserter Basiswechsel
8.2.1. Ein topologischer Raum X heiße schwach garbenazyklisch, wenn für je-
de abelsche Gruppe M von Koeffizienten seine höhere Garbenkohomologie ver-
schwindet und die natürliche Abbildung einen Isomorphismus M ∼→ Γ(MX)
induziert. Offensichtlich ist jeder zusammenziehbare Raum schwach garbenazy-
klisch. Jeder zusammenziehbare Raum ist nach 6.6.10 sogar schwach basisfest
garbenazyklisch.

Satz 8.2.2 (Derivierter gefaserter Basiswechsel). Sind in einem kartesischen
Diagramm von topologischen Räumen fq = pg die Horizontalen p, q Faserbün-
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del mit offenlokal schwach garbenazyklischer Faser, so sind die Basiswechsel für
abelsche Garben Isotransformationen

p∗(Rif∗)
∼⇒ (Rig∗)q

∗

Vorschau 8.2.3. In [TSF] 3.2.2 zeigen wir eine Variante in derivierten Kategorien.

Beweis. Für i = 0 folgt das aus unserem underivierten gefaserten Basiswech-
sel 8.1.2, denn jeder schwach garbenazyklische Raum ist zusammenhängend und
damit jeder offenlokal schwach garbenazyklische Raum auch offenlokal zusam-
menhängend. Im allgemeinen können wir uns mit offenem Basiswechsel auf den
Fall eines kartesischen Diagramms der Gestalt

X × Z
g

��

q // X

f

��
Y × Z p // Y

für offenlokal schwach garbenazyklisches Z zurückziehen. Trägt zusätzlich X
die diskrete Topologie, so verschwinden die höheren derivierten Vorschübe Rif∗
für i > 0 und die Behauptung folgt, wenn wir für i > 0 und F ∈ Ab/X auch
(Rig∗)q

∗F = 0 zeigen. Gegeben B ⊂◦ Y und U ⊂◦ Z mit U schwach garbenazy-
klisch finden wir mit 4.3.28 aber

Hi(g−1(B × U); q∗F) =
∏

x∈f−1(B)

Hi(U ;Fx) = 0

für i > 0 und durch Übergang zum Kolimes erkennt man, daß für i > 0 alle
Halme von (Rig∗)q

∗F verschwinden. Damit haben wir unseren Satz für diskretes
X bewiesen. Um unseren Satz für allgemeines X zu zeigen, müssen wir nur für
jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X eine Einbettung in eine f∗-azyklische abelsche
Garbe finden, die unter q∗ zu einer g∗-azyklischen Garbe wird: Dann können wir
für jede abelsche Garbe induktiv eine Auflösung durch Garben dieser Art konstru-
ieren und der Satz folgt wieder aus seiner underivierten Variante 8.1.2. Um unsere
Einbettung zu konstruieren, bilden wir einen diskreten Raum Xδ, indem wir die
Menge X mit der diskreten Topologie versehen, geben der Identität den Namen
h : Xδ → X und erhalten ein Diagramm der Gestalt

Xδ × Z
k
��

r // Xδ

h

��
X × Z
g

��

q // X

f

��
Y × Z p // Y
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Die kanonische Abbildung F → h∗h
∗F alias Godementauflösung ist dann ei-

ne Einbettung in eine f∗-azyklische Garbe, und es reicht zu zeigen, daß auch
q∗h∗h

∗F azyklisch ist für g∗. Nach dem bereits behandelten Fall verschwinden
aber die höheren derivierten Vorschübe von r∗h∗F sowohl unter k als auch unter
gk. Gegeben eine injektive Auflösung r∗h∗F ↪→ I� ist also k∗r∗h∗F ↪→ k∗I�
eine welke Auflösung von k∗r∗h∗F und g∗k∗r∗h∗F ↪→ g∗k∗I� ist immer noch
exakt. So folgt, daß k∗r∗h∗F ∼= q∗h∗h

∗F azyklisch ist für g∗.

Korollar 8.2.4 (Höhere Vorschübe längs Faserbündeln mit spezieller Basis).
Gegeben ein Faserbündel g : E → Z über einem offenlokal schwach garben-
azyklischen Raum Z und eine abelsche Gruppe M sind die höheren Vorschübe
Rig∗ME der konstanten Garben lokal konstant und Basiswechsel liefert Isomor-
phismen zwischen ihren Halmen und den Kohomologiegruppen der Faser

(Rig∗ME)z
∼→ Hi(g−1(z);M)

Beweis. Mit offenem Basiswechsel dürfen wir annehmen, daß unsere Abbildung
eine Projektion g : X × Z → Z ist für einen weiteren topologischen Raum X .
Jetzt wenden wir derivierten gefaserten Basiswechsel 8.2.2 an auf die konstante
Garbe MX ∈ Ab/X im kartesischen Diagramm

X × Z

��

// X

��
Z // top

und finden, daß in diesem Fall die Rig∗ME sogar konstante Garben sind.

Korollar 8.2.5 (Kriterium für schwache basisfeste Azyklizität). Gegeben Z
zusammenhängend und offenlokal schwach garbenazyklisch sowie eine Schranke
n ≥ 1 mit H1(Z;M) = . . . = Hn+2(Z;M) = 0 für jede beliebige abelsche
Gruppe M und X ein beliebiger topologischer Raum induziert der Rückzug für
alle F ∈ Ab/X und 0 ≤ q ≤ n Isomorphismen

Hq(X;F)
∼→ Hq(X × Z; pr∗F)

8.2.6. Insbesondere ist ein Raum Z mit den im Korollar geforderten Eigenschaf-
ten schwach bag-n-azyklisch im Sinne von 6.6.10. Noch spezieller hat jede zu-
sammenhängende Mannigfaltigkeit, deren Kohomologie mit beliebigen abelschen
Gruppen als Koeffizienten in den Graden 1, . . . , n+ 2 verschwindet, diese Eigen-
schaft. In der Tat ist jede Mannigfaltigkeit offenlokal zusammenziehbar und damit
offenlokal schwach garbenazyklisch.
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Beweis. Wir arbeiten mit dem kartesischen Diagramm

X × Z
g

��

q // X

f

��
Z

p // top

Derivierter gefaserter Basiswechsel 8.2.2 liefert uns zunächst einmal Isomorphis-
men p∗(Rif∗)F

∼→ (Rig∗)q
∗F und zeigt insbesondere, daß auch die linke Sei-

te eine konstante Garbe ist. Nach Annahme verschwinden darauf die Rjp∗ für
1 ≤ j ≤ n+ 2 und wir erhalten Isomorphismen

(Rif∗)F
∼→ p∗p

∗(Rif∗)F
∼→ (R0p∗)(R

ig∗)q
∗F ∼→ (Ri(p ◦ g)∗)q

∗F

für 1 ≤ i ≤ n + 1 mit ganz rechts der Leray’schen Spektralsequenz 9.3.14 oder
elementarer 3.6.11 angewandt auf den Komplex g∗I� für q∗F → I� eine in-
jektive Auflösung, der dann konstante Kohomologiegarben haben muß, und den
Funktor p∗. Ist F injektiv, so ist q∗F mithin (n + 1)-Γ-azyklisch. Jede injektive
Auflösung von F wird also unter q∗ zu einer Auflösung von q∗F durch (n+ 1)-Γ-
azyklische Garben. Da so eine Auflösung nach 3.6.9 aber bereits die Kohomologie
in jedem Grad ≤ n berechnet, folgt die Behauptung.

Übungen

Übung 8.2.7. Ist j : C× ↪→ C die Einbettung und F eine lokal konstante abelsche
Garbe mit Monodromie T : F1

∼→ F1 wie in 7.1.19, so gilt für den Halm bei Null
ihrer derivierten Vorschübe

(Rqj∗F)0
∼=


{a ∈ F1 | T (a) = a} q = 0;
F1/ im(T − id) q = 1;
0 sonst.

Hinweis: Es reicht, einen Isomorphismus (Rqj∗F)0
∼→ Hq(C×;F) zu konstruie-

ren. Den Rest erledigt dann 4.7.9.

Vorschau 8.2.8. Ist j : C× ↪→ C die Einbettung und F eine lokal konstante
abelsche Garbe auf C×, so gilt Hq(C; j!F) = 0 für alle q. Eine mögliche Ar-
gumentation, die hier aber für uns noch nicht zugänglich ist, besteht darin, vom
ausgezeichneten Dreieck

j!F → j∗F → i∗i
∗j∗F →

auszugehen, mit i der Einbettung des Ursprungs, in dem alle Funktoren als deri-
vierte Funktoren zu verstehen sind. Dann folgt die Behauptung aus dem letzten
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Isomorphismus von Übung 8.2.7. Betrachten wir dann das ausgezeichnete Drei-
eck

i!i
!(j!F)→ j!F → j∗j

∗j!F →

und bilden die Kohomologie, so finden wir Hq(C×;F)
∼→ Hq+1i!j!F . Nach 4.7.9

sagt das also

Hqi!j!F ∼=


{a ∈ F1 | T (a) = a} q = 1;
F1/ im(T − id) q = 2;
0 sonst.

Das ist bereits in neuer Notation zu verstehen, in alter Notation hätten wir Rqi!

statt Hqi! zu schreiben und i! hätte eine andere Bedeutung. Eigentlich sollte man
hier zeigen, daß i!j!F in der derivierten Kategorie Der(Ab) isomorph ist zum
Komplex mit dem Differential (T − id) : F1 → F1 vom Grad 1 zum Grad 2 und
nur Nullen außerhalb dieser beiden Grade.

8.3 Gruppenkohomologie als Garbenkohomologie
8.3.1. Wir erinnern aus 3.7.5 die Definition der Kohomologie einer diskreten
Gruppe mit Koeffizienten in einer Darstellung.

8.3.2. Ist G # A eine abelsche Gruppe A mit einer Operation einer diskreten
Gruppe G und X " G ein topologischer Raum mit einer topologisch freien
Rechtsoperation von G, so bilden wir wie in [TF] 4.4 erklärt die Überlagerung

X ×/G A→ X/G

und bezeichnen mit Ã die Garbe ihrer Schnitte. Auf diese Weise erhalten wir einen
exakten Funktor A 7→ Ã von der Kategorie G -Ab der G-Moduln in die Kategorie
Ab/(X/G) der abelschen Garben auf dem Bahnenraum X/G. Wir nennen Ã die zu
A assoziierte Garbe und erhalten natürliche Homomorphismen AG → ΓÃ durch
die Vorschrift a 7→ (xG 7→ [x, a]).

Satz 8.3.3 (Gruppenkohomologie als Garbenkohomologie). Sei X ein global
und offenlokal schwach garbenazyklischer topologischer Raum, auf dem eine dis-
krete Gruppe G topologisch frei operiert. So induzieren unsere natürlichen Ho-
momorphismen AG → ΓÃ aus 8.3.2 natürliche Isomorphismen

Hq(G;A)
∼→ Hq(X/G; Ã)

zwischen der Gruppenkohomologie von G mit Koeffizienten in einem G-Modul A
und der Garbenkohomologie des Quotienten X/G mit Koeffizienten in der zu A
assoziierten Garbe Ã.
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8.3.4 (Gruppenkohomologie von diskreter Gruppe). Da die Milnorkonstruk-
tion einen zusammenziehbaren und offenlokal zusammenziehbaren topologisch
freien G-Rechtsraum liefert, erhalten wir insbesondere für jede diskrete topologi-
sche Gruppe G und jede abelsche Gruppe M einen Isomorphismus

Hq(G;M)
∼→ Hq

G(top;M)

zwischen der Kohomologie von M als G-Modul mit der trivialen Operation und
der G-äquivarianten Kohomologie des einpunktigen Raums mit Koeffizienten in
der abelschen Gruppe M .

Beweis. Ist X zusammenhängend und verschwindet seine erste Kohomologie mit
konstanten Koeffizienten für jede abelsche Koeffizientengruppe, so ist jede lokal
konstante abelsche Garbe auf X konstant nach 1.2.6 und 5.2.1. Operiert nun eine
diskrete Gruppe G topologisch frei von rechts auf X und bezeichnen wir Kate-
gorien lokal konstanter Garben mit einem oberen Index lk, so erhalten wir ein
kommutatives Diagramm von Kategorien der Gestalt

Ab/X oo ? _Ablk
/X

∼

 (IIIIIIIII

IIIIIIIII

≈ // Ab

Ab/(X/G)
oo ? _

OO

Ablk
/(X/G)

∼

!)JJJJJJJJJJ

JJJJJJJJJJ

≈ //

OO

G -Ab

OO

Ab/top

OO

Ab/top

OO

Ab

OO

Die Vertikalen meinen das Zurückholen von Garben beziehungsweise das Zurück-
holen der G-Operation vermittels 1 → G → 1. Die obere rechte Horizontale ist
der Funktor der globalen Schnitte und die mittlere rechte Horizontale der Faser-
funktor TopX/G(X, ) aus [TF] 4.4.2, der ja quasiinvers ist zu A 7→ Ã. Gehen
wir im Quadrat unten rechts zu den Rechtsadjungierten der Vertikalen über, so
ergeben sich kanonische Isomorphismen

ΓÃ
∼→ AG

Um zu zeigen, daß sie sogar Isomorphismen Hq(X/G; Ã)
∼→ Hq(G;A) induzie-

ren, müssen wir nur wissen, daß injektive Objekte A von G -Ab unter der Zuord-
nung A 7→ Ã zu Γ-azyklischen Garben Ã auf X/G werden. Nun ist aber jedes
injektive Objekt A ∈ G -Ab Summand eines indG1 I für eine injektive abelsche
Gruppe I und indG1 I entspricht nach Übergang zu den Rechtsadjungierten der
Vertikalen im oberen rechten Quadrat der lokal konstanten Garbe π∗IX auf X/G
für π : X → X/G die Projektion. Da X und damit auch X/G offenlokal schwach
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garbenazyklisch ist , muß hier π∗ nach 8.2.4 auch wirklich lokal konstante Garben
zu lokal konstanten Garben machen. Zusätzlich zeigt diese Bedingung, daß die
höheren Derivierten Rqπ∗ auf lokal konstanten abelschen Garben verschwinden.
Unsere Garbe π∗IX ist damit offensichtlich Γ-azyklisch, wenn X wie angenom-
men schwach garbenazyklisch ist.

Übungen

Übung 8.3.5. Man berechne nocheinmal die Kohomologiegruppen der Kreislinie
mit lokal konstanten Koeffizienten 4.7.9 und verwende statt offener Überdeckun-
gen unsere Gruppenkohomologie aus 3.7.17.

8.4 Fakofaserungen
8.4.1. Wir haben bereits bemerkt, daß die Garbenopfaserung Ens�Top → Top
und die Garbenfaserung Ens/Top → Top zueinander opponierte Fasern haben, in
Formeln Ens�X = (Ens/X)opp, und haben in 4.3.11 einen ausgezeichneten Iso-
morphismus f ∗ ∼⇒ (f ∗)opp zwischen dem Rückzug in Ens�Top und dem vom
Rückzug in Ens/Top auf den opponierten Kategorien induzierten Funktor angege-
ben. Hier will ich besprechen, welche Verträglichkeiten diese Isomorphismen ih-
rerseits erfüllen, ja inwiefern die Garbenopfaserung und die Garbenfaserung sich
gegenseitig vollständig beschreiben. Ich skizziere erst einen Zugang über „Pseu-
dofunktoren“ und führe dann einen Zugang über „Fakofaserungen“ aus, der dem
in diesem Text verfolgten Ziel der Vermeidung höherer Strukturen näher kommt.
8.4.2. Ein Ansatz, die Beziehung zwischen Garbenfaserung und Garbenopfase-
rung zu verstehen, ist die Sprache der Pseudofunktoren, vergleiche 8.6.7. Ich will
ihn hier nur kurz skizzieren. Einen Kofaserfunktor C → B anzugeben „läuft auf
dasselbe hinaus“ wie einen Köchermorphismus B → Cat anzugeben, der jedem
Objekt X ∈ B eine Kategorie CX zuordnet und jedem f : X → Y einen Funk-
tor f† : CX → CY und zusätzlich Isotransformationen c(f, g) : g†f†

∼⇒ (gf)†
sowie cX : IdCX

∼⇒ idX†, die wir die „Identifikationen“ genannt hatten und ihrer-
seits Verträglichkeiten erfüllen. Halten wir hinter unseren Köchermorphismus den
Köchermorphismus des Opponierens opp : Cat→ Cat dahinter und nehmen die
Inversen der von den Identifikationen induzierten Isotransformationen, so erhalten
wir ein Datum derselben Art. Gehen wir dann unser „läuft auf dasselbe hinaus“
wieder zurück, so erhalten wir einen weiteren Kofaserfunktor mit opponierten
Fasern aber denselben Vorschüben. Die Beziehung zwischen Garbenfaserung und
Garbenopfaserung kann als die analoge Konstruktion im Fall von Faserungen statt
Kofaserungen verstanden werden.
8.4.3. Gegeben eine Kategorie C erklären wir ihre Diskretisierung Cδ als die
Unterkategorie mit denselben Objekten aber nur Identitäten als Morphismen.

229



Definition 8.4.4. Eine Fakofaserung über einer Kategorie B ist ein Datum aus
einem Faserfunktor p : C → B und einem Kofaserfunktor p̄ : C̄ → Bopp, die
nach Zurückholen auf die diskretisierte Basis Bδ übereinstimmen, sowie ausge-
zeichneten Bijektionen

i : C ×f (F ,G)
∼→ C̄ ×f◦(G,F)

zwischen den Mengen der jeweiligen kartesischen beziehungsweise kokartesi-
schen Morphismen, die verträglich sind mit Verknüpfung und die im Fall f = idX
zum Invertieren von Isomorphismen der Faser spezialisieren.

8.4.5 (Fakofaserung und Identifikationen). Anders und etwas vage gesagt be-
steht eine Fakofaserung aus zwei Faserfunktoren p : C → B und q := p̄opp :
C̄ opp → B mit zueinander opponierten Fasern und Isomorphismen zwischen
den Rückzügen der ersten und den opponierten Rückzügen der zweiten Fase-
rung f †

∼⇒ (f ‡)opp derart, daß die Identifikationen f †g†
∼⇒ (gf)†, id†

∼⇒ Id
der ersten Faserung darunter den Inversen der Opponierten der Identifikationen
f ‡g‡

∼⇒ (gf)‡, id‡
∼⇒ Id entsprechen.

Beispiel 8.4.6. Die Familienkategorien einer Trennschmelzkategorie bilden eine
Fakofaserung über der Familienkategorie der terminalen Trennkategorie. In [TSF]
1.7.1 führen wir den Begriff einer „Trennschmelzfakofaserung“ ein, einer gemein-
samen Verallgemeinerung von Trennschmelzkategorien und Fakofaserungen.

Beispiel 8.4.7. Die Mengengarbenfaserung Ens/Top → Top und die zur Garben-
opfaserung opponierte Kofaserung (Ens�Top)opp → Topopp bilden zusammen mit
unseren ausgezeichneten Bijektionen aus 4.3.11 eine Fakofaserung. In der Tat ha-
ben wir in 4.3.12 für Morphismen über f der Garbenopfaserung eine Bijektion

Ens�f (F ,G)
∼→ TopX(X ×Y Ḡ, F̄)

konstruiert. Für Morphismen über f der Garbenfaserung erhalten wir dahingegen
unmittelbar eine Bijektion

Ens/f (F ,G)
∼→ TopX(F̄ , X ×Y Ḡ)

Kartesische Morphismen sind jeweils die Morphismen links, die rechts Isomor-
phismen in TopX entsprechen, und das Invertieren dieser Isomorphismen liefert
in diesem Fall die Bijektionen unserer Fakofaserung. Wie in 8.4.5 ausgeführt
bedeutet das, daß die Isomorphismen, die wir so zwischen den Rückzügen von
Ens/Top → Top und den opponierten Rückzügen von Ens�Top → Top erhalten,
mit den jeweiligen Identifikationen verträglich sind.
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Beispiel 8.4.8. Ein Faserfunktor p : C → B derart, daß alle Rückzüge einen
Linksadjungierten haben, ist eine Bifaserung. Ein Beispiel ist unsere auf étale
separierte Abbildungen eingeschränkte Garbenfaserung

Ab/Topéts → Topéts

Wir haben in 6.5.1 für alle Morphismen f der Basis Isomorphismen zwischen den
Funktoren f! und den Linksadjungierten der Rückzüge f ∗ angegeben. Anderer-
seits sind die Funktoren f¡ = f opp

! die Vorschübe der Garbeneigopkofaserung, die
wir einschränken können zu einer Kofaserung Ab!

�Topéts → Topéts und die durch
Opponieren zu einer Faserung

(Ab!
�Topéts)opp → (Topéts)opp

wird. Diese opponierte Garbeneigopkofaserung hat dieselben Fasern wie unsere
Kofaserung Ab/Topéts → Topéts und man prüft, daß sie zusammen eine Fakofa-
serung über (Topéts)opp bilden mit den Bijektionen i : C ×f (F ,G)

∼→ C̄ ×f◦(G,F)
gegeben durch die Bijektionen

i : (Ab!
�f )
×(G,F)

∼→ Ab×/f (G,F)

für f : X → Y étale separiert, die mit den offensichtlichen Bijektionen vom
Invertieren (Ab!

�Y )×(f¡G,F)
∼→ Ab×/Y (f!G,F) herkommen. Wie in 8.4.5 ausge-

führt kann man das auch so formulieren, daß die zwischen den Vorschüben von
Ab/Topéts → Topéts und den opponierten Vorschüben von Ab!

�Topéts → Topéts in
6.5.1 angegebenen Isomorphismen mit den jeweiligen Identifikationen verträglich
sind. In [TSF] 7.4.21 beschreiben wir noch in weiteren Fällen die im Sinne von
8.4.10 oppinverse Kofaserung zur Garbeneigopkofaserung.

8.4.9 (Ergänzen zu Fakofaserung). Jeder Faserfunktor p : C → B läßt sich auf
genau eine Weise, eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus, der auf Objekten
von C die Identität ist, zu einer Fakofaserung ergänzen, indem wir

C̄f◦(G,F) := CX(f †G,F)

setzen für f : X → Y und die übrigen Daten in der offensichtlichen Weise er-
gänzen. Ebenso läßt sich jeder Kofaserfunktor p̄ : C̄ → Bopp auf genau eine
Weise, bis auf eindeutigen Isomorphismus, zu einer Fakofaserung ergänzen, in-
dem wir

Cf (F ,G) := C̄X(F , f ◦† G)

setzen für f : X → Y alias f ◦ : Y → X und die übrigen Daten in der offensicht-
lichen Weise ergänzen. Diese Ergänzungen verdienen also eine eigene Notation.
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Gegeben eine Faserung C → B notieren wir den Kofaseranteil der zugehörigen
Fakofaserung statt C̄ auch C k und erhalten so eine Kofaserung

C k → Bopp

Gegeben eine Kofaserung D → A notieren wir den Faseranteil der zugehörigen
Fakofaserung auch D f und erhalten so eine Faserung

D f → A opp

Diesen Übergang nennen wir das Invertieren einer Faserung zu einer Kofaserung
über der opponierten Basis und umgekehrt.

8.4.10. Zu jeder Fakofaserung bilden wir die opponierte Fakofaserung über der-
selben Basis B, indem wir die Kofaserung popp : C opp → Bopp und die Faserung
p̄opp : C̄ opp → B betrachten und die Bijektionen i durch ihre Inversen erset-
zen. Zusammen können wir so für jeden Faserfunktor C → B den opponiert-
invertierten oder kurz oppinvertierten Faserfunktor

C of := (C opp)f → B

über derselben Basis mit opponierten Fasern aber, bis auf das Opponieren, densel-
ben Rückzügen bilden. Ebenso können wir so für jeden Kofaserfunktor D → A
den opponiert-invertierten oder kurz oppinvertierten Kofaserfunktor

Dok := (Dopp)k → A

über derselben Basis mit opponierten Fasern aber, bis auf das Opponieren, densel-
ben Vorschüben bilden. In so einer Situation sagen wir, die beiden Faserfunktoren
beziehungsweise Kofaserfunktoren seien zueinander oppinvers.

8.4.11. Man kann weiter zeigen, daß Invertieren und Opponieren „vertauscht“ und
daß zweimaliges Invertieren ebenso wie zweimaliges Opponieren mit der Identität
„übereinstimmt“. Ich verzichte darauf, das ganz präzise auszuschreiben, weil es
für uns im folgenden in größerer Präzision nicht relevant ist.

Beispiel 8.4.12. Gegeben eine Kategorie C erinnern wir ihre Familienfaserung
6.2.24 über Ens. Die Familienfaserungen zu C und Copp sind dann oppinvers zu-
einander.

8.5 Das sucht noch seinen Platz
8.5.1. Zu jeder Faserung C → B erklären wir die faserduale Kofaserung

C fdual → Bopp
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durch die Vorschrift, daß wir als Objekte die Objekte von C nehmen und als Ab-
bildung auf den Objekten dieselbe Abbildung wie zuvor und die Morphismen
erklären durch

C fdual
f◦ (G,F) := CX(f †G,F)

für einen und jeden kartesischen Lift f †G → G von f : X → Y . Gegeben so
ein Morphismus ϕ und ein weiterer Morphismus g : Y → Z in der Basis und
ψ ∈ C fdual

g◦ (E ,G) = CY (g†E ,G) erklären wir die Verknüpfung ϕ ◦̂ ψ in unserer
faserdualen Kategorie als ϕ ◦̂ ψ := ϕ ◦ f †ψ für die in CX zu verstehende Verk-
nüpfung rechts. Wir überlassen dem Leser den Nachweis, daß diese Verknüpfung
auf unseren bis auf eindeutigen Isomorphismus wohlbestimmten Morphismen-
mengen wohldefiniert ist und daß der so entstehende Köcher mit Verknüpfung
auch wirklich eine Kategorie ist, und wir in der Tat eine Kofaserung erhalten.
Die Konstruktion liefert ausgezeichnete Isomorphismen zwischen den Fasern und
der Vorschub unter der faserdualen Kofaserung entspricht darunter dem Rückzug
in unserer urprünglichen Faserung. Analog erklärt man zu jeder Kofaserung die
faserduale Faserung und erhält einen ausgezeichneten Isomorphismus zwischen
dem Faserdualen des Faserdualen und der ursprünglichen Faserung beziehungs-
weise Kofaserung.
8.5.2. Das Dualisieren vertauscht mit dem Übergang zu den opponierten Kate-
gorien. Aus jeder Faserung C → B erhalten wir so die faserdualopponierte
Faserung

C fdo := (C fdual)opp → B

Analoges gilt für Kofaserungen und wir verwenden dafür dieselbe Notation. Be-
zeichnen wir zu jeder Faserung C → B mit Faserung C kart → B die Faserung
mit nur den kartesischen Morphismen in der Ausgangskategorie, so liefern die
Konstruktionen einen Isomorphismus von Faserungen C kart ∼→ (C fdo)kart, der in
den Fasern das Invertieren von Morphismen ist.

8.6 Kategorienfaserungen und -kofaserungen*
8.6.1. Unter einer Zerfällung eines Kofaserfunktors F : C → B, französisch
clivage, versteht man eine Vorschrift (f,F) 7→ (f†F , κf,F), die zu jedem Mor-
phismus in der Basis f : X → Y und jedem ObjektF ∈ CX einen kokartesischen
Lift κf,F : F → f†F auszeichnet. Wie bereits besprochen sind diese Wahlen ein-
deutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.
8.6.2. Unter einer Spaltung eines Kofaserfunktors, französisch scindage, ver-
steht man eine Zerfällung, bei der die Verknüpfung von je zwei ausgezeichneten
Transportmorphismen wieder ein Transportmorphismus ist, in Formeln g†(f†F) =
(gf)†F und κg,f†F ◦ κf,F = κgf,F für alle verknüpfbaren f, g. Es ist im allge-
meinen nicht möglich, solch eine Spaltung zu finden: Zum Beispiel ist für jeden
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surjektiven Gruppenhomomorphismus G � H der Funktor [G] → [H] der zu-
gehörigen Ein-Objekt-Kategorien ein Kofaserfunktor, eine Zerfällung dieses Ko-
faserfunktors bedeutet die Auswahl eines Repräsentantensystems für die Fasern,
und eine Spaltung eine Zerfällung durch einen Gruppenhomomorphismus, die es
im allgemeinen eben nicht gibt.

8.6.3. Gegeben ein zerfällter Kofaserfunktor kommutieren alle Diagramme

h† ◦ g† ◦ f† ⇒ (h ◦ g)† ◦ f†
⇓ ⇓

h† ◦ (g ◦ f)† ⇒ (h ◦ g ◦ f)†

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise aus unseren Identifikationen gebil-
deten Transformationen. Weiter stimmt c(idX , idX) : idX† ◦ idX†

∼⇒ idX† übe-
rein mit der aus cX : idX†

∼⇒ Id durch Vorschalten und ebenso mit der dar-
aus durch Nachschalten von idX† entstehenden Isotransformation, in Formeln
c(idX , idX) = idX† cX = cX idX†.

8.6.4. Sei B eine Kategorie. Unter einer Kategorienkofaserung C = (C, †, c)
über B verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Objekt X ∈ B eine Kategorie
C/X zuordnet, jedem Morphismus f : X → Y in B einen Funktor f† : C/X →
C/Y , und jedem Paar g ◦f von verknüpfbaren Morphismen in B eine Isotransfor-
mation c = c(g, f) : g† ◦f†

∼⇒ (g ◦f)† derart, daß idX† für alleX eine Äquivalenz
von Kategorien ist und daß alle Diagramme

h† ◦ g† ◦ f† ⇒ (h ◦ g)† ◦ f†
⇓ ⇓

h† ◦ (g ◦ f)† ⇒ (h ◦ g ◦ f)†

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise aus den Transformationen c gebil-
deten Transformationen kommutieren. Wir nennen die Kategorie C/X die Fa-
ser über X unserer Kategorienkofaserung, die Funktoren f† ihre Vorschübe, die
Transformationen c(g, f) ihre Identifikationen und die Kategorie B ihre Basis.

Vorschau 8.6.5. In einer Terminologie, die wir hier nicht einführen, ist eine Kate-
gorienkofaserung über einer Kategorie B dasselbe wie ein laxer 2-Funktor alias
Pseudofunktor von der Kategorie B in die Zweikategorie der Kategorien.

8.6.6 (Kofaserfunktoren und Kategorienkofaserungen). Nach 8.6.3 bilden für
jeden zerfällten Kofaserfunktor p : C → B seine Fasern zusammen mit den für
jeden Morphismus der Basis gewählten Vorschüben und deren Identifikationen
eine Kategorienkofaserung. Umgekehrt können wir zu jeder Kategorienkofase-
rung C = (C, †, c) über einer Basiskategorie B einen zerfällten Kofaserfunktor
p : C → B konstruieren, indem wir als Objektmenge C :=

⊔
X∈B C/X nehmen

und für jeden Morphismus f : X → Y in der Basis Cf (F ,G) := C/Y (f†F ,G)
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setzen und für g : Y → Z die Verknüpfung von f mit einem Element von
Cg(G,H) = C/Z(g†G,H) erklären durch das Vorschalten in C/Z des Bildes unse-
res ursprünglichen Elements unter der Komposition

C/Y (f†F ,G)→ C/Z(g†f†F , g†G)
∼→ C/Z((g ◦ f)†F , g†G)

von Vorschub und dem Vorschalten einer Identifikation. Wir notieren die Aus-
gangskategorie dieses Kofaserfunktors C = Kof(C). Unsere beiden Konstruk-
tionen sind salopp gesprochen zueinander invers, aber das soll hier nicht genauer
ausformuliert werden.
8.6.7. Analog ist ein zerfällter Faserfunktor über einer Kategorie B „dasselbe“
wie ein Pseudofunktor Bopp → Cat und damit auch „dasselbe“ wie ein zerfäll-
ter Kofaserfunktor über Bopp. Diese zwei Seiten derselben Medaille sind, was
das Konzept einer Fakofaserung aus 8.4.4 in anderer Weise einfängt. Zusätzlich
können wir auch noch den durch das Opponieren gegebenen opp-Zweifunktor

opp : Cat→ Cat

nachschalten, der jeder Kategorie C die opponierte Kategorie Copp zuordnet, jedem
Funktor F den auf der opponierten Kategorien induzierten Funktor F opp und je-
der Transformation τ : F ⇒ G die opponierte Transformation τ ◦ : Gopp ⇒ F opp.
Diese Vorschrift ist nicht eigentlich ein Zweifunktor, weil sie kontravariante Funk-
toren auf den Morphismenkategorien induziert, sondern vielmehr ein angereicher-
ter Funktor längs des Schmelzfunktors opp : fCat→ fCat im Sinne von [TSK]
??. Da aber alle Identifikationen Isotransformationen sind, können wir sie inver-
tieren und erhalten so eine weitere Kategorienfaserung über B und eine weitere
Kategorienkofaserung über Bopp, deren Fasern opponiert sind zu den ursprüngli-
chen Fasern.
8.6.8. Zu jeder Kategorienkofaserung C = (C, †, c) über einer Basiskategorie B
können wir die opponierte Kategorienkofaserung Copp über derselben Basiska-
tegorie B bilden, indem wir in jeder Faser zur opponierten Kategorie übergehen
und aus den ursprünglichen Vorschüben und Identifikationen in offensichtlicher
Weise Vorschübe und Identifikationen für diese opponierten Fasern machen. Je-
der Kategorienkofaserung können wir mithin zwei Kofaserfunktoren in natürli-
cher Weise zuordnen: Den Ersten durch die in 8.6.6 beschriebene Konstruktion,
und den Zweiten, indem wir dieser Konstruktion noch den Übergang zur opponier-
ten Kategorienkofaserung vorschalten. Diese Kofaserungen sind dann zueinander
dualopponiert im Sinne von 8.5.2.
Vorschau 8.6.9. In noch unerklärter Terminologie ist eine Kategorienkofaserung
über B ein „laxer 2-Funktor B → Cat“ und das Bilden der opponierten Kate-
gorie ein „laxer 2-Funktor Cat → Cat“ und der Übergang zur opponierten Ka-
tegorienkofaserung besteht im „Nachschalten dieses 2-Funktors“. Gegeben eine

235



Kategorie B verstehen wir weiter unter einer „Kategorienfaserung“ über B einen
„laxen 2-Funktor B → Catopp“. Im folgenden schreiben wir eine Definition die-
ses Begriffs in der bereits vorhandenen Terminologie aus.

8.6.10. Unter einer Kategorienfaserung C = (C, †, c) über einer Kategorie B
verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Objekt X ∈ B eine Kategorie CX zu-
ordnet, jedem Morphismus f : X → Y in B einen Funktor f † : CY → CX in die
Gegenrichtung und jedem Paar f ◦ g von verknüpfbaren Morphismen in B eine
Isotransformation c = c(g, f) : g† ◦ f † ∼⇒ (f ◦ g)† derart, daß id†X für alle X eine
Äquivalenz von Kategorien ist und daß alle Diagramme

h† ◦ g† ◦ f † ⇒ (g ◦ h)† ◦ f †
⇓ ⇓

h† ◦ (f ◦ g)† ⇒ (f ◦ g ◦ h)†

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise aus den Transformationen c gebil-
deten Transformationen kommutieren. Wir nennen die Kategorie CX die Faser
über X unserer Kategorienfaserung, die Funktoren f † ihre Rückholfunktoren,
die Transformationen c(g, f) ihre Identifikationen und die Kategorie B ihre Ba-
sis. Auch bei Kategorienfaserungen können wir analog wie in 8.6.8 zur opponier-
ten Kategorienfaserung übergehen.

Beispiel 8.6.11. Die Kategorienfaserungen zur Garbenfaserung Ens/Top → Top
und zur Garbenopfaserung Ens�Top → Top sind zueinander opponiert, wie wir
das bereits in 8.5.2 sozusagen „zu Fuß“ ausgeführt haben. Entspricht in anderen
Worten die Garbenfaserung dem laxen 2-Funktor Φ : Topopp → Cat, so entspricht
die Garbenopfaserung dem laxen 2-Funktor opp ◦Φ : Topopp → Cat, der durch
Nachschalten des 2-Funktors des Opponierens opp : Cat

∼→ Cat daraus entsteht.

8.6.12. Besitzt bei einer Kategorienfaserung C = (C, †, c) über einer Basiska-
tegorie B jeder Rückholfunktor f † einen Linksadjungierten f†, so bilden diese
Linksadjungierten zusammen mit den induzierten Identifikationen eine Kategori-
enkofaserung über B und der zu unserer Kategorienfaserung gehörige Faserfunk-
tor ist eine Bifaserung.

8.6.13. Besitzt bei einer Kategorienkofaserung C = (C, †, c) über einer Basiska-
tegorie B jeder Vorschub f† einen Rechtsadjungierten f †, so bilden diese Rechts-
adjungierten zusammen mit den induzierten Identifikationen eine Kategorienfase-
rung über B und der zu unserer Kategorienkofaserung gehörige Kofaserfunktor
ist eine Bifaserung.
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9 Spektralsequenzen

9.1 Allgemeiner Formalismus der Spektralsequenzen
9.1.1. Eine differentielle abelsche Gruppe ist wie in [TS] 1.3.10 ein Paar (T, ∂)
bestehend aus einer abelschen Gruppe T und einem Gruppenhomomorphismus
∂ : T → T mit ∂2 = 0.

9.1.2 (Erinnerungen zu Filtrierungen). Wie in [KAG] 7.1 verstehen wir unter
einer filtrierten abelschen Gruppe eine abelsche Gruppe V mit einer Folge von
Untergruppen (V ≥q)q∈Z derart, daß gilt V ≥q ⊃ V ≥q+1. Wir setzen dann

grq(V ) := V ≥q/V ≥q+1

und bezeichnen gr(V ) :=
⊕

grq(V ) als die assoziierte graduierte Gruppe. Jede
Untergruppe U ⊂ V und jeder Quotient V/U einer filtrierten abelschen Gruppe V
erben in natürlicher Weise eine Filtrierung von V , die wir die Untergruppenfil-
trierung und die Quotientenfiltrierung nennen und durchU≥r := V ≥r∩U sowie
(V/U)≥r := im(V ≥r → V/U) erklären. Gegeben Untergruppen U ⊂ V ⊂ W ei-
ner filtrierten abelschen GruppeW stimmen dann, wie bereits in [KAG] 7.1.10 er-
wähnt, auf dem Subquotienten V/U die beiden Filtrierungen überein, die wir von
der vorgegebenen Filtrierung auf W auf den beiden Wegen W ; W/U ; V/U
und W ; V ; V/U als Untergruppenfiltrierung zur Quotientenfiltrierung auf
W/U beziehungsweise als Quotientenfiltrierung zur Untergruppenfiltrierung auf
V erhalten.

9.1.3 (Was Spektralsequenzen leisten). Man betrachte eine filtrierte differenti-
elle abelsche Gruppe, also eine differentielle abelsche Gruppe (T, ∂) mit einer
Filtrierung . . . ⊃ T≥q ⊃ T≥q+1 ⊃ . . . durch unter ∂ stabile Untergruppen. Die
sogenannten „Spektralsequenzen“ sind ein Begriffsapparat, der es erlaubt, die as-
soziierte graduierte Gruppe grHT zur auf der Homologie induzierten Filtrierung
mit der Homologie HgrT der assoziierten graduierten differentiellen abelschen
Gruppe zu vergleichen. Die auf der HomologieHT := ker ∂/ im ∂ induzierte Fil-
trierung ist hierbei im Sinne von 9.1.2 zu verstehen. Die Grundfrage, zu deren
Aufklärung Spektralsequenzen beitragen, lautet damit:

Was ist die Beziehung zwischen grHT undHgrT ?

Die allgemeine Theorie der Spektralsequenzen liefert eine ziemlich komplizier-
te Beschreibung für diese Beziehung über eine Vielzahl von Zwischenschritten
9.1.11. Sie erweist sich erst in der konkreten Anwendung als nützlich, in der sie
oft zu einer sehr viel einfacheren Beschreibung spezialisiert. Weiteres zu Spek-
tralsequenzen findet man etwa in [CE56, Gro57].
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9.1.4. Man beachte, daß oben unsere assoziierte graduierte differentielle abelsche
Gruppe grT keineswegs eine dg-Gruppe im Sinne unserer Definition [TS] 1.3.10
ist. Vielmehr hat im vorliegenden Fall das Differential Grad Null, so daß wir in
anderen Worten vielmehr eine durch q ∈ Z indizierte direkte Summe von diffe-
rentiellen abelschen Gruppen vor uns haben.
9.1.5 (Spektralsequenzen im graduierten Fall). In den meisten Anwendungen
trägt unsere differentielle abelsche Gruppe zusätzlich noch eine Graduierung, be-
züglich derer das Differential Grad Eins hat und bezüglich derer die Untergruppen
unserer Filtrierung homogen sind. In anderen Worten geht man dann also aus von
einem Komplex

. . .→ T n
∂→ T n+1 → . . .

von filtrierten abelschen Gruppen . . . ⊃ T n,≥q ⊃ T n,≥q+1 ⊃ . . . Ich denke mir
den Komplex gerne „horizontal mit Differentialen von links nach rechts“ und die
Filtrierung „vertikal und nach oben absteigend“, aber das mag jeder halten, wie
er will. Da ich nun obere Indizes schreibe und das Differential Grad Eins hat,
sollte und werde ich in Übereinstimmung mit unseren allgemeinen Konventionen
statt „Homologie“ im weiteren „Kohomologie“ sagen. Ich gebe gleich ein Bei-
spiel in diesem graduierten Fall. Dann bespreche ich die Theorie zunächst einmal
im ungraduierten Fall, um Sie zu überzeugen, daß „an Spektralsequenzen nichts
schwierig ist außer den Indizes“.
Beispiel 9.1.6 (Lange exakte Homologiesequenz als Spektralsequenz). Im Spe-
zialfall einer zwei-Schritt-Filtrierung, wenn wir also etwa haben

T n = T n,≥−1 ⊃ T n,≥0 ⊃ T n,≥1 = 0

für alle n oder nach unseren Konventionen eigentlich das Ganze noch vertikal ge-
schrieben mit der Null ganz oben, wird der gewünschte Vergleich geleistet von
der langen exakten Kohomologiesequenz zur eigentlich auch senkrecht nach oben
zu schreibenden kurzen exakten Sequenz gr0T ∗ ↪→ T ∗ � gr−1T ∗ von horizon-
tal gedachten Komplexen. Diese Kohomologiesequenz kann man in der Tat auch
lesen als eine Sammlung von exakten Sequenzen

gr−1Hn−1T ∗ ↪→ Hn−1gr−1T ∗ → Hngr0T ∗ � gr0HnT ∗

und damit als eine Beschreibung der Beziehung zwischen grHT undHgrT .

Definition 9.1.7. Unter einer ungraduierten Spektralsequenz oder auch kürzer
Spektralsequenz versteht man ein Datum (Eq

r , ∂, can) bestehend aus (1) abel-
schen Gruppen Eq

r für alle r ∈ N und q ∈ Z sowie (2) Homomorphismen
∂ = ∂qr : Eq

r → Eq+r
r mit ∂2 = 0 und (3) Identifikationen alias Isomorphismen

can = canqr : Eq
r+1

∼→ ker ∂qr/ im ∂q−rr oder salopp geschrieben

can : Er+1
∼→ HEr
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Gegeben (F q
r , ∂, can) eine weitere Spektralsequenz verstehen wir unter einem

Homomorphismus von Spektralsequenzen eine Familie von Homomorphismen
f qr : Eq

r → F q
r derart, daß die offensichtlichen Verträglichkeiten gelten, die ich

hier nur durch die Formeln f∂ = ∂f sowie f can = can f andeute und die der
Leser selbst noch durch die entsprechenden Indizes präzisieren mag.

9.1.8 (Spektralsequenz filtrierter differentieller abelscher Gruppen). Gege-
ben eine filtrierte differentielle abelsche Gruppe (T, ∂) setzen wir für r ∈ Z ganz
allgemein T≥qr := {a ∈ T≥q | ∂a ∈ T≥q+r}. In Worten ist das der Raum aller Ele-
mente der Filtrierungsstufe ≥ q, die unter dem Differential in der um r höheren
Filtrierungsstufe landen. Für r ≤ 0 haben wir insbesondere schlicht T≥qr = T≥q.
Dann betrachten wir die Quotienten

Eq
r := T≥qr /(∂T

≥q−(r−1)
r−1 + T≥q+1

r−1 )

Diagrammatisch sind das die Quotienten der unteren Mitte der Diagramme

T≥q+r

T≥q+1
r−1

∂

::uuuuuuuuu

� _

��
T≥qr

∂

DD																		

T
≥q−(r−1)
r−1

∂

99sssssssss

nach den Bildern der beiden dort einlaufenden Pfeile. Der Eine kommt in unse-
rer Darstellung von oben, der andere von links unten. Die graphische Anordnung
in unserem Diagramm ist so zu lesen, daß kleinere Teile der Filtrierung weiter
oben stehen und steilere Pfeile nach rechts oben eine stärkere Erhöhung des Fil-
trierungsgrades bedeuten. Weiter betrachten wir die von ∂ induzierten Gruppen-
homomorphismen

∂r = ∂qr : Eq
r → Eq+r

r

Man erkennt, daß die Surjektionen T≥qr � Eq
r in diesem Zusammenhang Sur-

jektionen s : T≥qr+1 � ker ∂qr induzieren, denn aus ∂qr ā = 0 für a ∈ T≥qr folgt
∂a = ∂b + c mit b ∈ T≥q+1

r−1 und c ∈ T≥q+r+1
r−1 ⊂ T≥q+r+1 und dann ist a − b ein

Repräsentant von ā aus T≥qr+1. Wir zeigen im Anschluß in 9.1.9, daß diese Surjek-
tionen s Isomorphismen

canqr : Eq
r+1

∼→ ker ∂qr/ im ∂q−rr
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oder grob gesagt Isomorphismen can: Er+1
∼→ HEr liefern. Damit steht die

Spektralsequenz einer filtrierten differentiellen abelschen Gruppe auch schon da.
Für r ≤ 0 haben wir Eq

r = T≥q/T≥q+1 und für r < 0 gilt ∂r = 0, wo-
hingegen wir für r = 0 als ∂r das induzierte Differential auf der assoziierten
graduierten Gruppe erhalten und für r = 1 als Differential den Randoperator
H(T≥q−1/T≥q) → H(T≥q/T≥q+1) der kurzen exakten Sequenz differentieller
abelscher Gruppen

T≥q/T≥q+1 ↪→ T≥q−1/T≥q+1 � T≥q−1/T≥q

9.1.9 (Herleitung der eben behaupteten Isomorphismen). Es reicht in 9.1.8,
wenn wir zeigen s−1(im ∂q−rr ) = ∂T≥q−rr + T≥q+1

r . Links steht die Menge aller
a ∈ T≥qr+1 mit a ∈ ∂T≥q−rr + ∂T

≥q−(r−1)
r−1 + T≥q+1

r−1 . Der mittlere Summand ist hier
eh im ersten Summanden enthalten, so daß es reicht, die Identität

T≥qr+1 ∩ (∂T≥q−rr + T≥q+1
r−1 ) = ∂T≥q−rr + T≥q+1

r

zu zeigen. Die Inklusion ⊃ ist dabei offensichtlich. Um die andere Inklusion ein-
zusehen bemerken wir, daß aus a = b+cmit a ∈ T≥qr+1, b ∈ ∂T≥q−rr und c ∈ T≥q+1

r−1

bereits folgt ∂a = ∂c ∈ T≥q+(r−1) und somit c ∈ T≥q+1
r .

9.1.10 (E∞-Term einer Spektralsequenz). Jede Spektralsequenz beinhaltet Iso-
morphismen zwischen Eq

r+1 und einem Subquotienten von Eq
r und damit induktiv

Folgen von Untergruppen

Eq
r = Z0Eq

r ⊃ Z1Eq
r ⊃ Z2Eq

r ⊃ . . . ⊃ B2Eq
r ⊃ B1Eq

r ⊃ B0Eq
r = 0

von Eq
r mit ausgezeichneten Isomorphismen Z iEq

r/BiEq
r
∼→ Eq

r+i. Wir bezeich-
nen mit Z∞Eq

r den Schnitt der Z iEq
r und mit B∞Eq

r die Vereinigung der BiEq
r

und vereinbaren die Notation

Eq
∞ := Z∞Eq

r/B∞Eq
r

Das ist sinnvoll, da diese Gruppe nach Konstruktion bis auf eindeutigen Isomor-
phismus gar nicht von r abhängt. Falls es ein k ∈ N gibt derart, daß für alle r ≥ k
das nachEq

r einlaufende Differential und das vonEq
r auslaufende Differential ver-

schwinden, so erhalten wir ausgezeichnete Isomorphismen

Eq
k
∼→ Eq

k+1 . . .
∼→ Eq

∞

9.1.11 (E∞-Term für filtrierte differentielle abelsche Gruppen). Im Fall einer
filtrierten differentiellen abelschen Gruppe (T, ∂) finden wir Eq

0 = T≥q/T≥q+1,
ZrEq

0 = im(T≥qr → T≥q/T≥q+1) und Br+1Eq
0 = im(∂ : T≥q−rr → T≥q/T≥q+1).

Wir erhalten natürliche Injektionen

Z(T≥q)/Z(T≥q+1)
∼→ im((ker ∂ ∩ T≥q)→ T≥q/T≥q+1) ↪→ Z∞Eq

0
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und diese sind Isomorphismen unter anderem dann, wenn unsere Filtrierung bei
Null endet, in Formeln T≥j = 0 für hinreichend großes j. Andererseits erhalten
wir natürliche Injektionen

B∞Eq
0 ↪→ im((im ∂ ∩ T≥q)→ T≥q/T≥q+1)

∼→ B(T≥q)/B(T≥q+1)

und ist unsere Filtrierung ausschöpfend alias
⋃
r T
≥r = T , so sind sie Isomor-

phismen. Zusammen liefern sie im Fall einer ausschöpfenden Filtrierung natürli-
che Injektionen grqHT ↪→ Eq

∞ und im Fall einer ausschöpfenden und bei Null
endenden Filtrierung sind diese sogar Isomorphismen

grqHT ∼→ Eq
∞

Andererseits haben wir nach unserer Definition 9.1.8 für jede filtrierte differentiel-
le abelsche Gruppe (T, ∂) stets grqT = Eq

0 und das Differential ∂0 fällt zusammen
mit gr ∂, so daß wir kanonische Isomorphismen

HgrqT
∼→ Eq

1

erhalten. In dieser Weise macht also die Spektralsequenz Aussagen über die Be-
ziehung zwischen grHT undHgrT . Sie ist im allgemeinen recht unübersichtlich.
In vielen konkreten Anwendungsfällen ist die hier gegebene Beschreibung aber
dennoch nützlich, und zwar insbesondere dann, wenn es ein i gibt derart, daß alle
Differentiale ∂r für r ≥ i verschwinden, so daß gilt Eq

i = Eq
∞. Dann spricht man

von einer bei Ei ausgearteten Spektralsequenz. Besonders häufig trifft man in
der Praxis die Fälle i = 1 und i = 2.

9.1.12 (Funktorialität der Spektralsequenz). Die eben vorgestellte Konstrukti-
on der Spektralsequenz ist in offensichtlicher Weise funktoriell. Jeder Morphis-
mus (T, ∂) → (S, ∂) von filtrierten differentiellen abelschen Gruppen induziert
genauer Gruppenhomomorphismen Eq

r (T )→ Eq
r (S), die verträglich sind mit den

Differentialen ∂r und den Identifikationen can : Er+1
∼→ HEr und, im Fall aus-

schöpfender Filtrierungen, mit den Einbettungen Eq
∞(T ) ↪→ grqHT aus 9.1.11.

9.1.13. Gegeben ein ungraduierte Spektralsequenz (Eq
r , ∂r) verstehen wir unter

einem Konvergenzdatum gegen eine abelsche Gruppe H ein Datum bestehend
aus einer Filtrierung (H≥q)q∈Z auf H und ausgezeichneten Injektionen

grq(H) ↪→ Eq
∞

Sind sie sogar Isomorphismen, so sagen wir, das Konvergenzdatum konvergiert.
Im vorhergehenden haben wir insbesondere jeder filtrierten differentiellen abel-
schen Gruppe mit ausschöpfender Filtrierung in funktorieller Weise eine Spek-
tralsequenz zusammen mit einem Konvergenzdatum dieser Spektralsequenz ge-
gen die Kohomologie mit ihrer induzierten Filtrierung zugeordnet, das im Fall
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einer bei Null beginnenden Filtrierung unserer differentiellen abelschen Gruppe
konvergiert. Wenn es solch ein gegen H konvergierende Konvergenzdatum gibt,
so sagt man auch, die Spektralsequenz (Eq

r , ∂r) konvergiere gegen H . Beson-
ders oft gibt man nur den E2-Term an und schreibt

F q ⇒ H

als Abkürzung für die Aussage, daß eine Spektralsequenz mit dem E2-TermEq
2 =

F q gegen H konvergiert.

9.1.14 (Homotopie und Spektralsequenz). Gibt es für zwei Morphismen f, g :
(T, ∂) → (S, ∂) von filtrierten differentiellen abelschen Gruppen einen Grup-
penhomomorphismus h : T → S und k ∈ N mit f − g = ∂h + h∂ und
h(T≥q) ⊂ S≥q−k ∀q, so induzieren f und g dieselben Abbildungen

f = g : Eq
r (T )→ Eq

r (S) für r > k.

In der Tat schickt ∂h dann T≥q nach ∂S≥q−k und h∂ schickt T≥qr nach S≥q+r−k.
Also schickt (f − g) unser T≥qr nach S≥qr ∩ (∂S≥q−(r−1) + S≥q+1). Für jedes
Element a = ∂b+ c dieses Schnitts gilt jedoch b ∈ S≥q−(r−1)

r−1 , selbst wenn wir nur
a ∈ S≥q haben, und dann ∂a = ∂c ∈ S≥q+r alias c ∈ S≥q+1

r−1 .

9.1.15 (Spektralsequenz im graduierten Fall). Jetzt betrachten wir den gradu-
ierten Fall, bei dem man wie bereits erwähnt von einem Komplex

. . .→ T n
∂→ T n+1 → . . .

von filtrierten abelschen Gruppen . . . ⊃ T n,≥q ⊃ T n,≥q+1 ⊃ . . . ausgeht und wir
letztere Sequenz von Inklusionen vertikal denken mit immer kleineren Stücken
immer weiter oben. Offensichtlich ist unsere Konstruktion der Spektralsequenz
einer filtrierten differentiellen Gruppe nach 9.1.8 mit dieser zusätzlichen Graduie-
rung verträglich in dem Sinne, daß gilt T≥qr =

⊕
T n,≥qr und Eq

r =
⊕

E
(n,q)
r und

daß ∂ Gruppenhomomorphismen

∂r : E(n,q)
r → E(n+1,q+r)

r

induziert und daß unsere Isomorphismen can: Er+1
∼→ HEr Isomorphismen

E
(n,q)
r+1

∼→ (HEr)(n,q) induzieren. Im Fall einer ausschöpfenden Filtrierung erhal-
ten wir dann natürliche Einbettungen grq(HnT ) ↪→ E

(n,q)
∞ und ein kurzer Blick

auf deren Herleitung zeigt, daß sie sogar unter der schwächeren Zusatzbedingung
Isomorphismen

grq(HnT )
∼→ E(n,q)

∞

liefern, daß gilt T n+1,≥q+r = 0 für hinreichend großes r.
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9.1.16. Gegeben ein graduierte Spektralsequenz (E
(n,q)
r , ∂r) und eine graduierte

abelsche Gruppe mit homogenen Komponenten Hn verstehen wir unter einem
Konvergenzdatum ein Datum bestehend aus Filtrierungen (H(n,≥q))q∈Z auf den
Hn und ausgezeichneten Injektionen

grq(Hn) ↪→ E(n,q)
∞

Sind sie Isomorphismen, so sprechen wir von einem konvergierenden Konver-
genzdatum. Im vorhergehenden haben wir insbesondere jeder filtrierten differen-
tiellen graduierten abelschen Gruppe mit ausschöpfender Filtrierung in funktori-
eller Weise eine Spektralsequenz zusammen mit einem Konvergenzdatum dieser
Spektralsequenz gegen die Kohomologie mit ihrer induzierten Filtrierung zuge-
ordnet. Weiter haben wir gezeigt, daß es konvergiert, wenn die Filtrierung in je-
dem Grad bei Null beginnt. Wenn es ein konvergierendes Konvergenzdatum gibt,
so sagt man auch, die Spektralsequenz (E

(n,q)
r , ∂r) konvergiere gegen H . Be-

sonders oft gibt man nur den E2-Term an und schreibt

F (n,q) ⇒ Hn

für die Aussage, daß eine Spektralsequenz mit dem E2-Term E
(n,q)
2 = F (n,q) ge-

gen H konvergiert.

9.1.17 (Produktstruktur der Spektralsequenz). Gegeben filtrierte dg-Gruppen
T, S versehen wir ihr Tensorprodukt T ⊗ S mit seiner dg-Struktur aus [TS] 5.4.1
und erklären darauf wie in [KAG] 7.1.12 eine Filtrierung durch die Vorschrift

(T ⊗ S)≥q :=
∑
k+l=q

ten(T≥k ⊗ S≥l)

für ten das Tensorprodukt der jeweiligen Einbettungsabbildungen. Man prüft un-
schwer, daß das Tensorprodukt der jeweiligen Einbettungsabbildungen Abbildun-
gen T≥kr ⊗ S≥lr → (T ⊗ S)≥k+l

r induziert und dann auch Abbildungen

Ek
r (T )⊗ El

r(S)→ Ek+l
r (T ⊗ S)

Diese Abbildungen ihrerseits werden Morphismen von dg-Gruppen für die von
den Differentialen ∂r induzierten Differentiale, wenn wir unsere Ek

r mit der indu-
zierten Graduierung Ek

r =
⊕

E
(n,k)
r versehen.

9.1.18 (Doppelkomplexe und alternative Graduierungskonventionen). Übli-
cherweise wird die Indizierung bei der Spektralsequenz einer filtrierten differenti-
ellen graduierten abelschen Gruppe dem besonders häufig auftretenden Fall eines
Doppelkomplexes (Ap,q, ∂, δ) im Sinne von 4.6.1 angepaßt. Wir denken uns dabei
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p nach rechts und q nach oben aufgetragen. In diesem Fall betrachtet man auf dem
Totalkomplex (T n, d) aus 4.6.1 üblicherweise die Filtrierung

T n,≥q :=
⊕

p+j=n, j≥q

Ap,j

So ergibt sich mit unseren Notationen von oben gerade E(n,q)
0 = An−q,q und als

Differential ∂0 erhalten wir schlicht das horizontale Differential ∂ unseres Dop-
pelkomplexes. Es ist nun sinnvoll und üblich, die Indizierung umzustellen durch
Ep,q
r := E

(p+q,q)
r alias E(n,q)

r = En−q,q
r derart, daß wir in unserem Spezialfall eines

Doppelkomplexes die Formel
Ep,q

0 = Ap,q

und für ∂0 = ∂ das horizontale Differential unseres Doppelkomplexes erhal-
ten. Weiter prüft man, daß in diesem Fall eines Doppelkomplexes die E1-Terme
Ep,q

1 = Hp(A∗,q, ∂) die Kohomologie der waagerechten Komplexe sind und ∂1

vom mit geeigneten Vorzeichen versehenen senkrechten Differential δ unseres
Doppelkomplexes induziert wird. Im Fall eines Doppelkomplexes ist die fragli-
che Filtrierung stets ausschöpfend und die hinreichende Bedingung aus 9.1.15
übersetzt sich in

grq(Hp+q(totA))
∼→ Ep,q

∞

falls gilt Ap+1−r,q+r = 0 für hinreichend großes r. Dieses Umindizieren hat auch
den Effekt, daß die Differentiale Abbildungen ∂r : Ep,q

r → Ep+1−r,q+r
r werden.

Wir erhalten so ganz allgemein zu jeder filtrierten abelschen dg-Gruppe eine gra-
duierte Spektralsequenz im Sinne der folgenden Definition.

Definition 9.1.19. Unter einer graduierten Spektralsequenz oder auch kurz Spek-
tralsequenz versteht man ein Datum (Ep,q

r , ∂, can) bestehend aus

1. Einer Familie von abelschen Gruppen (Ep,q
r ) für p, q ∈ Z und r ∈ N mit-

samt Gruppenhomomorphismen ∂ = ∂r = ∂p,qr : Ep,q
r → Ep+1−r,q+r

r mit
der Eigenschaft ∂2 = 0; die ∂r haben also „Bigrad“ (1− r, r);

2. Einer Familie von Isomorphismen can : Ep,q
r+1

∼→ (ker ∂r/ im ∂r) für ∂r das
von Ep,q

r auslaufende beziehungsweise das nach Ep,q
r einlaufende Differen-

tial, die also die Ep,q
r+1 mit der Kohomologie von (Ep,q

r , ∂r) identifizieren.

Die bigraduierte differentielle abelsche Gruppe Ep,q
r heißt der Er-Term unserer

Spektralsequenz. Wie zuvor hängen die Gruppen Ep,q
r+1 hierbei zwar bis auf Iso-

morphismus nur von den Daten (Ep,q
r , ∂r) ab, das Differential ∂r+1 wird jedoch

durch diese Daten nicht bestimmt.
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Die E0-Terme einer Spektralsequenz mit den zugehörigen Differentialen

Die E1-Terme einer Spektralsequenz mit den zugehörigen Differentialen

Die E2-Terme einer Spektralsequenz mit den zugehörigen Differentialen

245



9.1.20 (Konvergenz in der neuen Notation). Gegeben ein graduierte Spektralse-
quenz (Ep,q

r , ∂r) und eine graduierte abelsche Gruppe H mit homogenen Kompo-
nentenHn wird unter einem Konvergenzdatum in der neuen Notation ein Datum
bestehend aus Filtrierungen (Hn,≥q)q∈Z auf den Hn und ausgezeichneten Injek-
tionen

grq(Hp+q) ↪→ Ep,q
∞

Wir sagen, unser Konvergenzdatum konvergiere, wenn sie Isomorphismen sind.
Wenn es solch ein konvergentes Konvergenzdatum gibt, so sagt man auch, die
Spektralsequenz (Ep,q

r , ∂r) konvergiere gegen Hn. Besonders oft gibt man nur
den E2-Term an und schreibt

F p,q ⇒ Hn

als Abkürzung für die Aussage, daß eine Spektralsequenz mit Ep,q
2 = F p,q als

E2-Term gegen H konvergiert.

Beispiel 9.1.21 (Spektralsequenzen für Doppelkomplexe). Unsere Konstruk-
tionen ordnen jedem Doppelkomplex A = (Ap,q, ∂, δ) in funktorieller Weise eine
graduierte Spektralsequenz nebst einem Konvergenzdatum gegen die Kohomolo-
gie des Totalkomplexes zu, mit der durch horizontal unten abgeschnittene Dop-
pelkomplexe A∗,≥q gegebenen (≥ q)-Filtrierung, das konvergiert unter der Vor-
aussetzung, daß gegeben p, q stets gilt Ap−r,q+r = 0 für alle hinreichend großen
r � 0. Der E2-Term dieser Spektralsequenz ist die Kohomologie der vertikalen
Komplexe, die aus der Kohomologie der Zeilenkomplexe enstehen, so daß wir
unter unserer Konvergenzbedingung haben

Hq(Hp(A; ∂); δ)⇒ Hn(tot(A))

Die Filtrierung des Konvergenzdatums eines Doppelkomplexes kann man alterna-
tiv auch erhalten, indem man die Filtrierung von A durch die Unterdoppelkom-
plexe τ≤pA betrachtet, bei denen die p-te Spalte durch die Spalte aus den Kernen
des horizontalen Differentials ersetzt wird und die Spalten mit höheren Indizes zu
Null gesetzt werden. Wir haben genauer für p+ q = n in Formeln

Zn(tot τ≤pA) = Zn(totA∗,≥q)

und damit stimmen natürlich auch die Bilder beider Seiten in der Kohomologie
des Totalkomplexes überein.

9.1.22. Im Fall von Doppelkomplexen kann man auch noch eine zweite Spektral-
sequenz erhalten, indem man die Rollen von p und q vertauscht. Wollen wir beto-
nen, daß die bisher betrachtete Sequenz mit Differentialen ∂r : Ep,q

r → Ep−r+1,q+r
r

gemeint ist, schreiben wir
p⇒, weil dann das nullte Differential in Richtung wach-

sender p geht.
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Die E0-Terme der Spektralsequenz zu einem Komplex mit
Zwei-Schritt-Filtrierung

Die E1-Terme der Spektralsequenz zu einem Komplex mit
Zwei-Schritt-Filtrierung. Die Differentiale ∂n für n ≥ 2 laufen alle nach Null

oder kommen von Null, folglich haben wir E2 = E∞.
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9.1.23 (Beispiel für eine ausgeartete Spektralsequenz). Betrachten wir spezi-
ell einen Doppelkomplex im ersten Quadranten und sind wie in 4.6.8 alle Zeilen
unseres Doppelkomplexes exakt an allen Stellen Ap,q mit p 6= 0, so liefert unser
Formalismus hier mit den Notationen 4.6.8 unmittelbar E0,q

1 = Kq
↑ und Ep,q

1 = 0

für p 6= 0 sowie E0,q
2 = E0,q

∞ = Hq(K∗↑) und natürlich auch Ep,q
∞ = 0 für p 6= 0.

Jede Kohomologiegruppe des Totalkomplexes besteht mithin aus einer einzigen
Filtrierungsstufe und wir erhalten so unsere Isomorphismen Hn(K∗↑)

∼→ HnT
aus 4.6.8 zwischen der Kohomologie des senkrechten Kernkomplexes und der
Kohomologie des Totalkomplexes nocheinmal neu als Konsequenzen der allge-
meinen Theorie.

9.1.24 (Homotopie für Morphismen von Doppelkomplexen). Jeder Doppel-
komplex in einer additiven KategorieA kann als ein Objekt von Ket(KetA) auf-
gefaßt werden, indem ihn als den Komplex seiner Spaltenkomplexe versteht. Zwei
Morphismen von Doppelkomplexen nennen wir horizontal homotop, wenn sie in
diesem Sinne homotop sind. Gegeben Morphismen f, g : A → B von Doppel-
komplexen mit Differentialen ∂ : Ap,q → Ap+1,q und δ : Ap,q → Ap,q+1 verstehen
wir genauer und in Formeln unter einer horizontalen Homotopie zwischen f
und g eine Familie von Kettenabbildungen hp : Ap,∗ → Ap−1,∗ mit

∂h+ h∂ = f − g

Analog erklären wir vertikale Homotopie als eine Familie von Kettenabbildun-
gen kq : A∗,q → A∗,q−1 mit δk + kδ = f − g. Jede horizontale Homotopie
induziert unmittelbar eine Homotopie zwischen den auf den Totalkomplexen in-
duzierten Abbildungen. Jede vertikale Homotopie k induziert eine Homotopie
zwischen den auf den Totalkomplexen induzierten Abbildungen vermittels der
k̄ := (−1)pkq : Ap,q → Ap,q−1. Wir nennen zwei Morphismen f, g von Dop-
pelkomplexen homotop, wenn es eine horizontale Homotopie h eine vertikale
Homotopie k gibt mit

∂h+ h∂ + δ̄k̄ + k̄δ̄ = f − g

Dann ist also (h + k̄) eine Homotopie zwischen den von f und g auf den Total-
komplexen induzierte Kettenabbildung. Sowohl für horizontale wie für vertikale
Homotopien gilt nun h, k̄ : T n,≥q → Sn,≥q−1 in den Notationen von 9.1.18 mit
T, S den filtrierten graduierten Komplexen zu unseren Doppelkomplexen A,B.
Nach 9.1.14 induzieren also homotope Morphismen f und g von Doppelkomple-
xen jeweils dieselben Abbildungen auf allen Termen Er mit r ≥ 2 der zugehöri-
gen Spektralsequenzen.
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Übungen

Übung 9.1.25. Gegeben eine Spektralsequenz mit Ep,q
2 = 0 für p 6= 0, 1 konstru-

iere man eine lange exakte Sequenz

. . .→ E1,q
2 → E0,q+2

2 → E0,q+2
∞ → E1,q+1

2 → . . .

9.2 Spektralsequenzen eines filtrierten Raums
9.2.1 (Filtrierungssequenz der singulären Homologie). SeiX ein topologischer
Raum mit einer Filtrierung . . . ⊃ X≥q ⊃ X≥q+1 ⊃ . . . durch Teilmengen. Un-
sere Filtrierung sei endlich, es gebe also k, g mit X = X≥k und X≥g = ∅. Auf
dem Komplex SnX der singulären Ketten betrachten wir die Filtrierung durch die
SnX

≥q. Untere Indizes mit fallenden Differentialen übersetzen wir nun im Kopf
zu den entsprechenden negativ gemachten oberen Indizes mit wachsenden Diffe-
rentialen. Nach 9.1.20 liefert unser filtrierter Komplex dann eine Spektralsequenz
mit Grenzwert HnX . Für die ersten Terme dieser Spektralsequenz erhalten wir
nach 9.1.15 natürliche Isomorphismen

E−n−q,q0 = E
(−n,q)
0

∼→ Sn(X≥q, X≥q+1)

E−n−q,q1 = E
(−n,q)
1

∼→ Hn(X≥q, X≥q+1)

Guckt man sich die Konstruktion der Spektralsequenz genauer an, so erkennt man
zusätzlich, daß die Differentiale ∂1 : E

(−n,q)
1 → E

(−n+1,q+1)
1 mit den Rändern

Hn(X≥q, X≥q+1)→ Hn−1(X≥q+1, X≥q+2) der langen exakten Homologiesequenz
des Tripels X≥q ⊃ X≥q+1 ⊃ X≥q+2 zusammenfallen.

9.2.2 (Filtrierungssequenz der Garbenkohomologie). Sei X ein lokal kompak-
ter Hausdorffraum mit einer Filtrierung . . . ⊃ X≥q ⊃ X≥q+1 ⊃ . . . durch offene
Teilmengen. Unsere Filtrierung sei wieder endlich, es gebe also k, g mitX = X≥k

und X≥g = ∅. Gegeben eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X und eine injektive Auf-
lösung F ↪→ I� betrachten wir nun auf dem Komplex Γ!(X; I�) der Schnitte
mit kompaktem Träger die Filtrierung durch die Γ!(X

≥q; I�). Nach 9.1.20 lie-
fert dieser filtrierte Komplex eine Spektralsequenz mit Grenzwert Hn

! (X;F) =
HnΓ!(X; I�). Für die ersten Terme dieser Spektralsequenz erhalten wir nach
9.1.15 und 4.8.14 mit Xq := X≤q\X≤q−1 natürliche Isomorphismen

En−q,q
0 = E

(n,q)
0 = Γ!(X

≥q; In)/Γ!(X
≥q+1; In)

∼→ Γ!(X
q; In)

und
En−q,q

1 = E
(n,q)
1

∼→ HnΓ!(X
q; I�)

∼→ Hn
! (Xq;F)
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Guckt man sich die Konstruktion der Spektralsequenz noch genauer an, so erkennt
man zusätzlich, daß die Differentiale ∂1 : E

(n,q)
1 → E

(n+1,q+1)
1 mit den Rändern

Hn
! (Xq;F) → Hn+1

! (Xq+1;F) der Lokalisierungssequenz 4.8.15 zur Zerlegung
von Xq t Xq+1 in die offene Teilmenge Xq+1 und ihr abgeschlossenes Komple-
ment Xq zusammenfallen.

9.3 Grothendieck’s Spektralsequenz
Definition 9.3.1. Gegeben ein Komplex (Ap)p∈Z in einer abelschen Kategorie ver-
stehen wir unter einer Cartan-Eilenberg-Rechtsauflösung einen Doppelkom-
plex (Ip,q)q≥0 in der oberen Halbebene mit im Sinne von 3.6.20 maximal spal-
tenden Zeilen und einem Isomorphismus von unserem Ausgangskomplex zum
waagerechten Kernkomplex dieses Doppelkomplexes derart, daß die Spalten Auf-
lösungen der Objekte unseres Ausgangskomplexes sind und die Spalten aus den
Kernen der p-Differentiale unseres Doppelkomplexes Auflösungen der Kerne der
Differentiale unseres Ausgangskomplexes. Sind alle Ip,q injektiv, so sprechen wir
von einer Cartan-Eilenberg-Auflösung durch Injektive und es versteht sich von
selbst, daß damit a priori eine Rechtsauflösung gemeint ist. Opponiert erklären wir
eine Cartan-Eilenberg-Linksauflösung.

Lemma 9.3.2. Gegeben eine kurze exakte Sequenz A ↪→ B � C von Kettenkom-
plexen in einer abelschen Kategorie sind gleichbedeutend:

1. Die auf den Zyklen induzierten Seqenzen sind ihrerseits kurze exakte Se-
quenzen ZpA ↪→ ZpB � ZpC;

2. Die auf den Bildern induzierten Seqenzen sind ihrerseits kurze exakte Se-
quenzen BpA ↪→ BpB � BpC;

3. Die auf den Kozykeln induzierten Seqenzen sind ihrerseits kurze exakte Se-
quenzen cok(Ap → Ap+1) ↪→ cok(Bp → Bp+1)� cok(Cp → Cp+1).

Wir nennen eine derartige kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen zykelexakt.
Jede zykelexakte Sequenz von Kettenkomplexen induziert kurze exakte Sequenzen
HpA ↪→ HpB � HpC auf der Homologie.

Beweis. Das folgt leicht mit wiederholter Anwendung des Neunerlemmas. Die
Details seien dem Leser überlassen.

9.3.3. Jeder Doppelkomplex (Ip,q) liefert für jedes q eine kurze exakte Sequenz
von Zeilenkomplexen ker δp,q ↪→ Ip,q � im δp,q. Sind alle seine Spalten exakt, so
haben wir zusätzlich im δp,q = ker δp,q+1. Sind zusätzlich die Spalten ker ∂p,q aus
den Kernen der horizontalen Differentiale exakt und liegt unser Doppelkomplex
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in einer oberen Halbebene, so erkennt man induktiv, daß alle eben betrachteten
kurzen exakten Sequenzen von Zeilenkomplexen zykelexakt sein müssen. Das
bedeutet hinwiederum nach 9.3.2, daß auch die Spalten im ∂p,q aus den Bildern
der horizontalen Differentiale und die Spalten cok ∂p,q aus den Kokernen der ho-
rizontalen Differentiale und die Spalten aus der Kohomologie der horizontalen
Differentiale exakt sind.

9.3.4. Gegeben eine Cartan-Eilenberg-Rechtsauflösung (Ip,q) eines horizontal ge-
dachten Komplexes (Ap) sind nach 9.3.3 insbesondere auch die Spalten aus den
Bildern in den Zeilenkomplexen Auflösungen der Bilder von A, die Spalten aus
den Kokernen in den Zeilenkomplexen Auflösungen der Kokerne von A und die
Spalten aus den Homologien in den Zeilenkomplexen Auflösungen der Homolo-
gie von A. Hierzu wird die Bedingung an eine Cartan-Eilenberg-Rechtsauflösung
, daß ihre Zeilen maximal spalten sollen, noch nicht einmal benötigt.

Proposition 9.3.5 (Existenz von Cartan-Eilenberg-Auflösungen). GegebenA ⊃
L eine abelsche Kategorie mit einer vollen unter endlichen Koprodukten abge-
schlossenen Unterkategorie derart, daß jedes Objekt vonAUnterobjekt eines Ob-
jekts vonL ist, besitzt jeder Komplex inA eine Cartan-Eilenberg-Rechtsauflösung
durch Objekte von L.

9.3.6. Der Beweis wird zeigen, daß wir unter der Zusatzannahme Ap = 0 für
p > 0 eine Cartan-Eilenberg-Rechtsauflösung in L mit Lp,q = 0 für p > 0 finden
können. Eine kleine Variation des Beweises zeigt auch, daß wir unter der Zu-
satzannahme Ap = 0 für p < 0 eine Cartan-Eilenberg-Rechtsauflösung in L mit
Lp,q = 0 für p < 0 finden können.

Beweis. Sei (Ap) unser Komplex. Es reicht, wenn wir ihn als Unterkomplex eines
maximal spaltenden Komplexes (Lp) von Objekten von L realisieren derart, daß
für alle p der induzierte Morphismus ein Monomorphismus

cok(ZpA ↪→ ZpL) ↪→ cok(Ap ↪→ Lp)

ist. Dann können wir den Kokernkomplex nehmen und immer so weitermachen,
wobei letztere Eigenschaft sicherstellt, daß auch die Kerne jeweils Auflösungen
der Kerne liefern. Um unseren Komplex (Ap) so als Unterkomplex zu schreiben,
wählen wir Monomorphismen Ap ↪→ Mp und cok(Ap−1 → Ap) ↪→ Np mit
Mp, Np ∈ L und betrachten die offensichtlichen Monomorphismen

Ap ↪→ Lp := Mp ⊕Np ⊕Mp+1

und nehmen als Randoperatoren Lp → Lp+1 die Projektion auf Mp+1 gefolgt
von der Einbettung von Mp+1. Die zusätzliche Eigenschaft ist schnell geprüft und
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die Proposition damit bewiesen. Ich selbst fand das Prüfen in der opponierten
Situation leichter, aber ständig hin- und herwechseln macht die Darstellung auch
nicht lesbarer.

9.3.7 (Cartan-Eilenberg-Auflösungen durch Injektive). Besitzt eine abelsche
Kategorie A genügend Injektive, so können wir für jeden Komplex (Ap) in A
sogar eine Cartan-Eilenberg-Rechtsauflösung durch Injektive finden, die für ver-
schwindende Objekte, Zykel, Bilder oder Homologien des aufzulösenden Kom-
plexes jeweils die Nullauflösung induziert. Dazu wählen wir injektive Auflösun-
gen BpA ↪→ Jp,0 → Jp,1 → . . . der Bilder und HpA ↪→ Kp,0 → Kp,1 → . . . der
Kohomologie. Dann betrachten wir die kurze exakte Sequenz BpA ↪→ ZpA �
HpA und finden eine Einbettung ZpA ↪→ Jp,0⊕Kp,0 und induktiv eine Kettenab-
bildung u : [−1]K → J derart, daß der Abbildungskegel K(u) eine Auflösung
der Zykel ZpA wird. Diese Auflösung von ZpA hat also die Gestalt Jp,∗ ⊕Kp,∗

mit Randoperator (
∂ u
0 ∂

)
Anschließend betrachten wir die kurze exakte Sequenz ZpA ↪→ Ap � Bp+1A
und finden ebenso eine Auflösung von Ap der Gestalt Jp,∗ ⊕ Kp,∗ ⊕ Jp+1,∗ mit
Randoperator der Gestalt ∂ u v

0 ∂ w
0 0 ∂


Wir setzen nun Ip,q = Jp,q ⊕Kp,q ⊕ Jp+1,q und machen dieses bigraduierte Ob-
jekt zu einem Doppelkomplex, indem wir als Differential in Richtung wachsender
q das Differential von eben nehmen, als Differential in Richtung wachsender p
dahingegen die Verknüpfung der offensichtlichen Morphismen Ip,q � Jp+1,q ↪→
Ip+1,q. Der so konstruierte Doppelkomplex ist dann eine Cartan-Eilenberg-Auflö-
sung durch Injektive. Wenn man bei der Konstruktion als injektive Auflösung von
Null stets den Nullkomplex wählt, so hat diese auch die zusätzlich versprochene
Verschwindungseigenschaft. Schließlich prüft man unschwer, daß jede Cartan-Ei-
lenberg-Auflösung durch Injektive von dieser Gestalt sein muß.

9.3.8. Für jeden gegen die Differentiale beschränkten KomplexA erhalten wir aus
einer Cartan-Eilenberg-Rechtsauflösung durch Injektive beim Übergang zum To-
talkomplex mit 4.6.11 einen Quasiisomorphismus zu einem Komplex von injek-
tiven Objekten. Nehmen wir zusätzlich an, die homologische Dimension unserer
abelschen KategorieA sei beschränkt durch m, so liefert die vorhergehende Kon-
struktion mit [TD] 2.6.34 sogar eine Cartan-Eilenberg-Rechtsauflösung durch In-
jektive (Ip,q) mit Ip,q = 0 für alle q > m. Der Übergang zum Totalkomplex zeigt
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dann wieder mit 4.6.11, daß unter dieser Zusatzannahme sogar überhaupt jeder
Komplex in A quasiisomorph ist zu einem Komplex von injektiven Objekten.

Proposition 9.3.9 (Lift zu Cartan-Eilenberg-Auflösung). Sei f : A → B eine
Kettenabbildung von Komplexen in einer abelschen Kategorie und seien A → I
und B → J Cartan-Eilenberg-Rechtsauflösungen. Besteht J aus injektiven Ob-
jekten, so besitzt f einen Lift zu einem Doppelkomplexmorphismus I → J und
dieser Lift ist eindeutig bis auf vertikale Homotopie. Darüber hinaus sind Lifts
homotoper Kettenabbildungen f, g : A → B homotop im Sinne von Doppelkom-
plexen.

Beweis. Alles bis auf die letzte Aussage folgt mit einer Argumentation, die wir
bereits beim Beweis des Hauptlemmas der homologischen Algebra [TS] 5.6.14
verwendet hatten. Wir müssen dazu nur prüfen, daß gegeben eine zykelexakte
kurze exakte Sequenz von Komplexen M ↪→ N � L und ein maximal spaltender
Komplex aus Injektiven I die Räume von Kettenabbildungen eine kurze exakte
Sequenz

Ket(L, I) ↪→ Ket(N, I)� Ket(M, I)

induzieren. Nun ist jedoch I ein Produkt von Komplexen der Gestalt „ein in-
jektives Objekt an einer Stelle, Null sonst“ und „dasselbe injektive Objekt an
zwei benachbarten Stellen mit der Identität als Differential, Null sonst“. Für diese
beiden Typen von Komplexen I ist die Exaktheit unserer Sequenz klar und sie
folgt sofort im allgemeinen. Um nun noch zu zeigen, daß Lifts homotoper Ket-
tenabbildungen doppelkomplexhomotop sind, reicht es zu zeigen, daß jeder Lift
f̃ : (Ip,q) → (Jp,q) einer nullhomotopen Kettenabbildung f : (Ap) → (Bp) auch
selbst nullhomotop ist. Seien also sp : Ap → Bp−1 gegeben mit ∂sp+sp+1∂ = fp.
Nach dem Hauptlemma der homologischen Algebra liften sie zu Kettenabbildun-
gen von Spaltenkomplexen s̃p : Ip,∗ → Jp−1,∗. A forteriori sind dann ∂s̃p+s̃p+1∂ :
Ip,∗ → Jp,∗ Kettenabbildungen von Spaltenkomplexen, die fp : Ap → Bp liften.
Andererseits kommutieren die ∂s̃ + s̃∂ aber auch mit den horizontalen Differen-
tialen ∂ und bilden folglich einen Morphismus von Doppelkomplexen. Damit ist
∂s̃ + s̃∂ − f̃ ein Lift der Nullabbildung A → B zu einem Homomorphismus
von Doppelkomplexen und ist nach der Eindeutigkeit von Lifts bis auf vertikale
Homotopie folglich homotop zu Null vermittels einer vertikalen Homotopie.

Ergänzung 9.3.10. Noch feiner zeigen wir im Beweis der letzten Aussage sogar,
daß jede Homotopie von Kettenabbildungen A → B zu einer Homotopie zwi-
schen beliebig vorgegebenen Lifts unserer Abbildungen liftet. Diese Aussagen
sollten eigentlich zusammen mit dem Hauptlemma der homologischen Algebra
zu einer ganzen Theorie für „Cartan-Eilenberg-Auflösungen von Multikomple-
xen“ gehören. Deren Entwicklung mag einmal ein Student angehen. Ich hoffe,
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daß dadurch auch die hier gegebene Darstellung transparenter gemacht werden
kann.

9.3.11 (Derivierte Funktoren und Spektralsequenzen). Gegeben ein linksex-
akter Funktor G : B → C von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven
in eine weitere abelsche Kategorie konstruieren wir für jeden gegen die Pfeile
beschränkten KomplexB∗ ∈ Ket+B ausG-azyklischen Objekten eine konvergie-
rende E2-Spektralsequenz

(RqG)(HpB∗)⇒ Hn(GB∗)

Zunächst finden wir nach 9.3.9 eine Cartan-Eilenberg-Auflösung (Ip,q) vonB∗ im
ersten Quadranten durch Injektive. Dann ist (GIp,q) ein Doppelkomplex im ersten
Quadranten mit exakten Spalten und die Einbettung des waagerechten Kernkom-
plexes liefert nach 4.6.8 Isomorphismen Hn(GB∗)

∼→ Hn tot(GIp,q). Berechnen
wir die Homologie des Totalkomplexes dieses letzten Doppelkomplexes mithil-
fe der Spektralsequenz 9.1.21 oder vielmehr ihrem offensichtlichen Analogon für
allgemeine abelsche Kategorien, so ergibt sich als E1-Term Ep,q

1 = GHp(I∗,q, ∂).
Da dieHp(I∗,q, ∂) nach Annahme injektive Auflösungen der Kohomologieobjekte
HpB∗ sind, erhalten wir E2-Terme Ep,q

2 = (RqG)(HpB∗). Nach 9.3.9 und 9.1.24
ist unsere Spektralsequenz ab dem E2-Term im übrigen bis auf eindeutigen Iso-
morphismus unabhängig von der gewählten Auflösung (Ip,q) und sogar funktoriell
auf der Homotopiekategorie von gegen die Differentiale beschränkten Komplexen
B∗ aus G-azyklischen Objekten von B.

Vorschau 9.3.12. In der Sprache der „derivierten Kategorien und derivierten Funk-
toren“ bedeutet das nach [TD] 3.5.1 für jede abelsche Kategorie B mit genug In-
jektiven und alle X ∈ Der+B und jeden linksexakten Funktor G : B → C eine in
X funktorielle konvergierende E2-Spektralsequenz

(RqG)(HpX)⇒ Hn((RG)(X))

9.3.13 (Grothendieck’s Spektralsequenz). Seien A,B abelsche Kategorien mit
genug Injektiven und C eine weitere abelsche Kategorie. Seien F : A → B ein
additiver Funktor und G : B → C ein linksexakter Funktor. Macht F injektive
Objekte zu G-azyklischen Objekten, so erhalten wir für jedes Objekt A ∈ A,
indem wir eine injektive Auflösung A → J� wählen und 9.3.11 auf B∗ := FJ�

anwenden, eine konvergierende E2-Spektralsequenz

(RqG ◦ RpF )A ⇒ Rn(G ◦ F )A

durch Wahl einer injektiven Auflösung A ↪→ I� und das Anwenden von 9.3.11
auf den Komplex FI�. Auch diese Spektralsequenz hängt bis auf eindeutigen
Isomorphismus nicht von den getroffenen Wahlen ab und ist funktoriell in A.
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Beispiel 9.3.14 (Leray’sche Spektralsequenz). Gegeben stetige Abbildungen f :
X → Y und g : Y → Z und eine abelsche Garbe F auf X erhalten wir eine
konvergierende E2-Spektralsequenz

(Rqg∗ ◦ Rpf∗)F ⇒ Rn(g ◦ f)∗F

Das folgt aus Grothendieck’s Spektralsequenz 9.3.13 mit der Erkenntnis, daß der
Vorschub jeder welken und damit jeder injektiven abelschen Garbe welk ist und
damit nach 6.6.5 azyklisch für Vorschübe.

Beispiel 9.3.15 (Kohomologie von Faserbündeln). Ist f : X → Y ein Faser-
bündel mit Faser F über einem überlagerungstrivialen offenlokal zusammenzieh-
baren Raum und M eine abelsche Gruppe, so erhalten wir für die Kohomologie
des Totalraums eine konvergierende E2-Spektralsequenz

Hq(Y ; Hp(F ;MF )Y ) ⇒ Hn(X;MX)

Der E2-Term ist dabei die Kohomologie der Basis mit Koeffizienten in der Ko-
homologie der Faser. In der Tat sind die höheren Vorschübe Rpf∗MX in diesem
Fall lokal konstant nach 8.2.4 mit der Kohomologie der Faser als Halm und da-
mit konstant nach [TF] 3.1.14, da wir die Basis überlagerungstrivial angenommen
hatten.

Beispiel 9.3.16 (Kohomologie von Faserbündeln, Variante). Ist f : X → Y
ein Faserbündel mit zusammenhängender offenlokal zusammenziehbarer Faser F
und gilt Hq(F ) = 0 für 0 < q ≤ n, so induziert der Rückzug auf der Kohomologie
Isomorphismen

Hq(Y )
∼→ Hq(X) für q ≤ n.

Unsere Beschreibung 6.6.2 der höheren Vorschübe liefert für ihre Halme bei y ∈
Y ausgezeichnete Isomorphismen

coly∈V⊂◦Y Hq(V × F )
∼→ (Rqf∗ZX)y

Beispiel 9.3.17 (Spektralsequenz der lokalen Kohomologie). Sei i : C ↪→ X
die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge. Als Rechtsadjungierter der ex-
akten Ausdehnung durch Null macht i! : Ab/X → Ab/C injektive Garben zu
injektiven Garben und per definitionem gilt ΓC = Γ ◦ i!. Grothendieck’s Spektral-
sequenz spezialisiert damit für F ∈ Ab/X zu einer E2-Spektralsequenz

Hq(C; Rpi!F)⇒ Hn
C(X;F)
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11 Die Vorlesung Garbenkohomologie im WS 17/18
Es handelte sich um eine vierstündige Vorlesung, also 4×45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Übungen.

20.10 Erste Cech-Kohomologie mit Koeffizienten in einer diskreten Gruppe und
der Bezug zu n-blättrigen Überlagerungen im Fall der Gruppe Sn. Diskus-
sion von Kolimites von Mengen, noch nicht ganz allgemein. Adjungierte
Funktoren waren vielen nicht vertraut.

23.10 Prägarben. Erste Cech-Kohomologie von Prägarben von Gruppen. Torso-
ren. Erste Cech-Kohomologie in Bijektion zu Isomorphieklassen von Tor-
soren. Köcher, Kolimites, Limites. Erste Cech-Kohomologie, ganzzahlige,
als erste singuläre Kohomologie.

27.10 Höhere Cech-Kohomologie abelscher Prägarben. Garben und ihre étalen
Räume. Topologie auf étalem Raum angegeben, aber noch nichts bewiesen.

3.11 Topologie des étalen Raums. Adjungierte Funktoren und ihre Bedeutung für
die Konstruktion von Äquivalenzen von Kategorien. Noch nicht Äquivalenz
zwischen étalen Räumen und Garben.

6.11 Äquivalenz zwischen étalen Räumen und Garben. Garbifizierung. Kerne,
Kokerne, Monos, Epis, präabelsche Kategorien, additive Struktur, additive
und abelsche Kategorien. Noch nicht Eindeutigkeit der additiven Struktur.

10.11 Eindeutigkeit der additiven Struktur. Die abelschen Garben sind eine abel-
sche Kategorie, und Exakheit kann auf den Halmen erkannt werden. Lange
exakte Homologiesequenz in abelscher Kategorie, ohne den allgemeinen
Beweis.

13.11 Injektive Objekte, injektive Auflösungen, Hauptlemma der homologischen
Algebra, derivierte Funktoren, Ext, Garbenkohomologie.

17.11 Lange exakte Sequenz der derivierten Funktoren. Derivieren mit azykli-
schen Auflösungen. Welke Garben sind globale-Schnitte-azyklisch.

20.11 Singläre Kohomologie als Garbenkohomologie. Am Schluß etwas zu wenig
Zeit gehabt, ich sollte doch nochmal drangehen.

24.11 Singläre Kohomologie als Garbenkohomologie fertig. Erste Spektralsequenz-
argumente. Rechtstor ist Linkstor. Garbenkohomologie durch azyklische
Überdeckungen, sollte am Schluß nochmal drangehen.
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27.11 Garbenkohomologie durch azyklische Überdeckungen zu Ende gebracht.
Kompakte Garbenkohomologie, aber Äquivalenz mit der kompakten singu-
lären nicht bewiesen. Garbenkohomologie von Teilmengen der Zahlengera-
den. Ausgezeichnete Dreiecke, Drehen von ausgezeichneten Dreiecken.

1.12 Ausgezeichnetes Dreieck zu kurzer exakter Sequenz. Natürlichkeit der lan-
gen exakten Funktorsequenz. Zurückholen in der Garbenkohomologie. Ko-
morphismen, Opkomorphismen, Vorschub. Zurückholen muß noch fertig
behandelt werden.

4.12 Zurückholen. Zurückholen in der Garbenkohomologie. Ausdehnen von Schnit-
te von relativ Hausdorff’schen Kompakta. Homotopieinvarianz der Garben-
kohomologie. Sollte noch explizit fertigmachen, ich hatte 4.5.8 aber noch
nicht 4.5.10.

8.12 Homotopieinvarianz. Azyklizität kompaktweicher Garben. Lange exakte Se-
quenz der Kohomologie mit kompaktem Träger. Noch nicht Funktoriali-
täten der Kohomologie mit kompaktem Träger.

11.12 Funktorialitäten der Kohomologie mit kompaktem Träger. Ausdehnung durch
Null von abelschen Garben. Hyperflächen im Rn und ihre Komplemente
vorgezogen, also 4.10.18 und 4.10.19. Kompakte Kohomologie von Man-
nigfaltigkeiten 4.10.10 versprochen.

15.12 Lokale Kohomologie. Kompakte Kohomologie von Mannigfaltigkeiten. In-
jektive Wege im Zweitorus.

18.12 Überlagerungstheorie ohne Fundamentalgruppe. Quotienten nach topolo-
gisch freien Operationen als Überlagerungen. Globale Schnitte von nicht-
konstanter lokal konstanter mit Faser Z abelscher Garbe F auf zusammen-
hängendem Raum und Schnitte von F ⊗ G für G ∈ Ab. Topologischer
einfacher Zusammenhang.

22.12 Weiche Garben auf parakompakten Räumen sind globale-Schnitte-azyklisch.
De-Rham-Kohomologie als Garbenkohomologie. Satz von de Rham nur an-
gedeutet.

8.1 Spektralsequenz einer filtrierten differentiellen abelschen Gruppe.

12.1 Spektralsequenz einer filtrierten differentiellen graduierten abelschen Grup-
pe. Verschiedene Graduierungskonventionen. Spektralsequenzen filtrierter
Räume. Garbenkohomologie des PnC als Gruppe.
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15.1 Derivierte Vorschübe. Beschreibung über Prägarbe. Leray’sche Spektralse-
quenz versprochen. Faserfunktoren und Basiswechsel in Bifaserungen.

19.1 Offener und eigentlicher Basiswechsel für Garben von Mengen. Eigentliche
Abbildungen, separierte Abbildungen. Derivierter offener und eigentlicher
Basiswechsel. Noch nicht eigentliches Bild.

22.1 Zurückholen auf Faserbündel mit zusammenziehbarer Faser. Äquivariante
Kohomologie. Äquivarianter Kohomologiering von GL(n;C) wirkend auf
einem Punkt versprochen. Lokalisierung von Kategorien, nur universelle
Eigenschaft.

26.1 Ore-Lokalisierung von Kategorien. Erhält Additivität.

29.1 Triangulierte Kategorien. Triangulierte Funktoren. Triangulierte Quotien-
ten. Bisher nur bewiesen, daß Abbildungen mit Kegel in Verdiersystem ein
Oresystem bilden.

2.2 Quotienten triangulierter Kategorien fertig. Derivierte Kategorie, Homo-
morphismen und injektive Auflösungen, Kohomologiering und Kohomolo-
gie als Homomorphismen der derivierten Kategorie. Lange exakte Sequenz
der derivierten Funktoren durch ausgezeichnete Dreiecke.

5.2 Zurückholen auf der Kohomologie als Ringhomomorphismmus. Vergleich
von singulärem und garbentheoretischen Kohomologiering. Abschneidefunk-
toren und beschränkte derivierte Kategorien.

8.2 Aus der Erinnerung ergänzt: Gysin-Sequenz, einige Kohomologieringe klas-
sifizierender Räume.
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Indexvorwort
Hier werden die Konventionen zum Index erläutert. Kursive Einträge bedeuten,
daß ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben ähneln, wie etwa das ∪ dem Buchstaben u
oder das ⊂ dem c, so liste ich sie zusätzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben führe ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ζ unter z und ω unter o.
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Index
f¡ Eigvorschub, 182
→̆ Quasiisomorphismus, 141
〈 〉 = 〈 〉⊕ additives Erzeugnis, 45
Xδ Menge X mit der diskreten Topo-

logie, 223
f ∗ Rückzug

von Mengengarbe, 93
b(!) Schnitte mit Träger, 184
f ! eigentlicher Rückzug

von abelschen Garben, 184
ϕ~

Ausdehnen durch Null von Schnit-
ten, 123

f∗ Vorschub
von Garben und Prägarben, 91
von globalem Schnitt, 91

f! eigentlicher Vorschub, 182
Ausdehnung durch Null, 124

f[!] Linksadjungierter des étalen Rück-
zugs von Mengengarben, 178

f¡

eigentlicher Vorschub
opponierter, 182

GX konstante Garbe, 14
FZ bei Garben, 185
Fx Halm

einer Prägarbe, 27
FZ⊂X bei Garben, 185
C⊂X Monos nach X in C, 39
CU Rückzug von Kategorie, 172
EX Ausdehnung durch Null, 183

Ab
G -Ab für topologisches Monoid

G, 200
Abk

/X konstante belsche Garben, 34
Ablk

/X lokal konstante abelsche Garben,
202

Ab/G%X äquivariante abelschen Gar-
ben auf X , 200

Abk
/G%X konstante äquivariante abel-

sche Garben, 202
Ablk

/G%X lokal konstante äquivariante
abelsche Garben, 202

Ab/X abelsche Garben auf X , 25
Abbildungsgrad, 135
abelsch

Garbe, 25
Kategorie, 42
Prägarbe, 13

additiv
Funktor, 42, 44
Kategorie, 42
Struktur, 42

äquivariant
Garbe, 199
Kohomologie, 206

mit Koeffizienten, 209
Torsor, 80

Alexander-Dualität, 145
angeordnet

Čech-Komplex, 19
assoziiert

Garbe, 226
Auflösung

in abelscher Kategorie, 53
Augmentation

G-Augmentation, 61
augmentiert

Linksderivierter, 61
Ausdehnung durch Null, 183
azyklisch

n-rechtsazyklisch, 70
für Funktor, 70
Garbe für Überdeckung, 112
Überdeckung für Garbe, 112
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bagazyklisch
schach, 195

balanciertes Produkt
topologisches, 205

Bar-Komplex
nicht normalisierter, 65

Basiswechsel
étaler

für Mengengarben, 179
eigentlicher

für Mengengarben, 179
Basiswechselmorphismus, 176
Bifaserfunktor, 171
Bifaserung, 171
Bild

essentielles, 96
in abelscher Kategorie, 38

Bündel, 11
bw Basiswechselmorphismus, 176

Čq
< angeordnete Čech-Koketten, 20

c-mou, 116
c-soft, 116
Cartan-Eilenberg-Auflösung

durch Injektive, 249
Cartan-Eilenberg-Linksauflösung, 249
Cartan-Eilenberg-Rechtsauflösung, 249
Čech-azyklisch, 140
Čech-Eins-Kozykel, 4
Čech-Kohomologie

mit Koeffizienten in Gruppe, 8
von abelscher Prägarbe, 15
von Prägarbe von Gruppen, 21

Čech-Kokette, 15
Čech-Koketten

angeordnete, 19
Čech-Komplex

vergarbter, 111
charakteristisch

Homomorphismus, 208
Chern’schen Klasse

von komplexer Darstellung, 210
clivage, 232
coim

Kobild in Kategorie, 38
cok Kokern

in Kategorie, 38

δ in Xδ Menge X mit der diskreten
Topologie, 223

D, genauer DKet, 141
de-Rham-Kohomologie, 155

kompakte, 158
de-Rham-Komplex, 155

äquivarianter, 214
Derivierter gefaserter Basiswechsel, 222
differentielle abelsche Gruppe, 236
differenzierbares K-Bündel, 12
direktes Bild, 91
Diskretisierung

von Kategorie, 228
Doppelkomplex, 106

mit antikommutierenden Differen-
tialen, 107

Doppelkomplex im ersten Quadranten,
107

Doppelkomplex in der oberen Halbebe-
ne, 107

Doppelkomplex in der rechten Halb-
ebene, 107

E∞ bei Spektralsequenz, 239
eigentlich

Komorphismus, 181
eigkokartesisch, 182
Eigrückzug, 184
Eigvorschub, 182
Einschränkung

von Garbe, 31
Einschränkungsabbildung, 14
emx

Einbettung des Punktes x, 92
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ens/X finale Mengengarbe, 34
G -Ens Kategorie der G-Mengen, 199
Ensk

/X konstante Garben, 33
Enslk

/X lokal konstante Garben, 202
Ensk

/G%X konstante äquivariante Gar-
ben, 202

Enslk
/G%X lokal konstante äquivariante

Garben, 202
Ens/X Garben von Mengen auf X , 25
Ensk

/X konstante Garben auf X , 36
Epi, 39
Epimorphismus, 39
erblich parakompakt, 151
erste Čech-Kohomologie, 21
erste Chern’sche Klasse, 150
Erweiterung

höhere, 56
essentiell

Bild, 96
étale

Raum, 26
stetige Abbildung, 26

Étalisierung, 33
éts Étalisierung, 33
étTopX étale Räume über X , 31, 33
exakt, 41
exakte Sequenz

in präabelscher Kategorie, 41
Ext

in abelscher Kategorie
mit genug Injektiven, 59

Extq Erweiterungen, 56

faisceau, 24
Fakofaserung, 229
Familienfaserung, 172
Faser

eines Funktors, 167
faserdual

Kofaserung, 231
Faserfunktor, 169

Faserung
Funktor, 169

fibré principal, 9
Filtrierung, 41
flabby, 86
flasque, 86
frei

abelsche Garbe, 37
abelsche Prägarbe, 37

Funktionskeime, 30
Funktor

laxer 2-Funktor, 233
verträglich mit additiven Struktu-

ren, 42

Γ Schnitt
einer Garbe, 31

ΓZ Schnitte mit Träger in Z, 185
Γ! Schnitte mit kompaktem Träger, 115
Γ!(A;F) := Γ!(A;F |A), 115
ΓCF globale Schnitte mit Träger in C,

99
Γc Schnitte mit kompaktem Träger, 115
Garbe, 24

äquivariant zurückgezogene, 201
der Schnitte mit Träger in Teilmen-

ge, 185
Garbe der lokalen singulären q-Koketten,

138
Garbe der Schnitte, 25
garbenazyklisch

schwach, 222
Garbeneigopkofaserung, 183
Garbenkohomologie

reduzierte, 96
Garbenmorphismus

über stetiger Abbildung, 167
Garbenopfaserung, 171
Garbifizierung, 31

verallgemeinerte, 34
Gefaserter Basiswechsel, 221
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gekreuzte Homomorphismen, 77
Generisieren, 27
gesättigt

offene Überdeckungl, 8
glatt

q-Kette, 160
q-Simplex, 160

globaler Schnitt
von Garbe, 31

gpEns/X = Ens/X Garben auf X , 31
Grenzkette, 139
Grenzketten als welke Čech-azyklische

Kogarbe, 140
Gruppengarbe, 24
Gruppenkohomologie, 75

als Garbenkohomologie, 226
nichtabelsche, 81

H1(G;A) Gruppenkohomologie
nichtabelsche, 81

Hq(G;A) Gruppenkohomologie, 75
Hq(Z;F) := Hq(Z;F |Z), 67
Hq

garb Garbenkohomologie, 67
Hq(G;A) Gruppenhomologie, 75
Hq
C(X;F) lokale Kohomologie, 99

Hq
! (X) kompakte Kohomologie, 115

Hq
! (X;M)garb kompakte Kohomologie,

115
Hq
c Kohomologie mit kompaktem Träger,

115
Halm, zu Prägarbe, 27
Hauptfaserbündel, 9

glattes, 9
Hauptlemma

der homologischen Algebra
in abelscher Kategorie, 54

Hochschild-Kohomologie, 63
Homologie

einer Gruppe, 75
homologische Rechtsdimension

endliche, 71

Homomorphismus
charakteristischer, 208
von Spektralsequenzen, 238
von Garben, 24

homotop
bei Doppelkomplexen, 247
horizontal, 247

Homotopie
horizontale, 247
vertikale, 247

Homotopiekategorie
einer , 54

Homotopielift, 54
Hot

HotA, 54

iA Injektive von A, 53
C |U Rückzug von Kategorie, 172
Identifikation, 174
idf Identifikation, 174
im

Bild in Kategorie, 38
injektiv

Modul, Existenz, 56
Objekt, 53

injektive Auflösung, 53
innere Derivation, 64
Invarianten

in abelscher Kategorie, 197
von Gruppe, 74

Invertieren
von Faserung oder Kofaserung, 231

Join, 210
Jordan-Brouwer

Satz von, 134

kanonischer Erzeuger
Garbenkohomologie, 67

Karoubi-Eigenschaft, 46
kartesisch

Garbenmorphismus, 201
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Morphismus, 168
stark, Morphismus, 171

Kategorienfaserung, 235
Kategorienkofaserung, 233
ker

Kern in Kategorie, 38
Kern

in Kategorie, 38
KetA Kettenkomplexe, 54
Klasse

charakteristische, 208
Koaugmentation, 62
koaugmentiert

Rechtsderivierter, 62
Kobild

in abelscher Kategorie, 38
Kof, 234
Kofaserfunktor, 170
Kofaserung, 170
Kogarbe

abelsche, 130
Kogrenzkomplex, 142
kohomolog, 7, 82

Čech-1-Kozykel, 20
Kohomologie

äquivariante, 206
einer Gruppe, 75
eines Komplexes, 50
kompakte, 115
lokale, 99
mit kompaktem Träger, 115

Kohomologiegarbe
lokale, 184

Koinvarianten
von Gruppe, 74

kokartesisch
Morphismus, 170

Kokern
in Kategorie, 38

Komorphismus
eigentlicher, 181

von abelschen Gruppen, 80
von Prägarben, 91

kompakt
Kohomologie, 115
Schnitt von abelscher Garbe, 115

kompaktweich, 116
konstant

abelsche Garbe, 34
Garbe, 33

Konvergenz
Spektralsequenz

graduierte, 245
ungraduierte, 241, 242

Konvergenzdatum
für Spektralsequenz

graduierte, 245
ungraduierte, 240, 242

Koszul-Komplex, 61
Kozykel

nichtkommutativer erster
Čech, 20
Gruppenkohomologie, 81

lange exakte Sequenz
der Garbenkohomologie, 70
der Homologie, kategorielle, 50
derivierter Funktoren, 68

lExt
in abelscher Kategorie

mit genug Projektiven, 59
Lift, 54
Linksauflösung, 58
Linksderivierten, 58
Linksderivierter

augmentierter, 61
linksexakt, 41
lokal endlich

Mengensystem in topologischem
Raum, 151

lokal konstant
Garbe, 202
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Lokalisierungssequenz, 118

Mayer-Vietoris-Sequenz
der Garbenkohomologie, 87

Mengengarbe, 24
Milnor-Konstruktion, 210
Milnor-Topologie, 211
ModRing Kategorie, 171
Modul

einer Gruppe, 74
Mono, 39
Monomorphismus, 39
Mon%Top topologische Räume mit Ope-

ration, 200
Morphismen über f , 168
Morphismus, 11
Morphismus von Prägarben, 13
mou, 154

Nullmorphismus, 38
Nullobjekt, 38

offenlokal, 221
Opkofaserung

der C-Garben, 170
Opkomorphismus, 170
oppinvers, 231
oppinvertiert

Faserfunktor oder Kofaserfunktor,
231

orientierbar, 131
Orientierung

tautologische, 133
topologische, 131

Orientierungsgarbe, 131
mit Koeffizienten, 131

Orientierungsüberlagerung, 133

pAb/X abelsche Prägarben auf X , 13
parakompakt, 151

erblich parakompakt, 151
Poincaré-Lemma, 157

prä-additive Kategorie, 42
präabelsch, 40
Prägarbe, 13

der stetigen G-wertigen Funktio-
nen, 14

erlaubt das Verkleben von Schnit-
ten, 164

Prägarbe der differenzierbarenG-wertigen
Funktionen, 14

Prägarbe der lokal konstantenG-wertigen
Funktionen, 14

Prägarbe der singulären q-Koketten, 138
Prägarbe der stetigen komplexwertigen

Funktionen, 14
prefaisceau, 13
presheaf, 13
principal bundle, 9
Projektion, 11

von Hauptfaserbündel, 9
von Torsor, 9

projektiv
Objekt, 58

projektive Auflösung, 58
Pseudofunktor, 233
punktweich, 88
pZF freie abelsche Prägarbe, 37

Quasiisomorphismus
von Komplexen, 141

Quotientenfiltrierung, 236
Quotientenisomorphismus, 207

Rechtsauflösung
in abelscher Kategorie, 53

rechtsazyklisch
F -rechtsazyklisch, 70

rechtsderivierte Funktoren, 54
Rechtsderivierter

koaugmentierter, 62
Rechtsdimension

homologische
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eines Funktors, 72
rechtsexakt, 41
reduziert

Garbenkohomologie, 96
Reynolds-Operator, 197
Riemann’sche Fläche

von Funktionskeim, 30
Ringgarbe, 24
Ringoid, 42
Rückzug, 173

eigentlicher, 184
starker, 174
von Funktor, 172
von Mengengarben, 93

S Garbe von Schnitten, 25
Schlangenlemma, 51
Schnitt

mit kompaktem Träger, 115
über einer Menge von Garbe, 30
von abelscher Prägarbe, 14

scindage, 232
senkrechter Kernkomplex, 107
separabel

Ringalgebra, 65
Sequenz

kurze exakte, 41
sheaf, 24
singulär-azyklisch, 138
soft, 154
spaltend

maximal, Komplex, 74
spaltende Idempotente, 46
Spaltenkomplex, 107
Spaltung

eines Kofaserfunktors, 232
Spektralsequenz, 236

ausgeartete, 109, 240
graduierte, 243
ungraduierte, 237

Spur, 191

Spurmorphismus, 192
Standardauflösung, 77
Standardorientierung

des Standardsimplex, 161
Stiefel-Whitney-Klasse

von reeller Darstellung, 210
strikt verträglich mit den Filtrierungen,

42
support, siehe Träger, 98

Teilung der Eins, 153
topologisch

frei, Operation, 9
Tops topologische Räume mit nur se-

parierten Abbildungen, 183
Torq, 60
Torsionsgruppe, 60
Torsor

auf topologischem Raum, 9
tot Totalkomplex, 107
Totalkomplex, 107
Totalraum, 9, 11
Träger

von Schnitt
einer abelschen Garbe, 98

Transportmorphismus, 173
Trivialisierung

von Überlagerung, 4

Übergangsfunktionen
zwischen Trivialisierungen, 7

Unt(X) Unterobjekte von X , 40
Unter-, 40
Untergruppenfiltrierung, 236
Unterobjekt

kategorisches, 40
Urbild

von Kategorie, 172

Verfeinerung, 151
Vergleichsisomorphismus

der de-Rham-Kohomologie, 156
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Verklebungsbedingung, 24, 25
Verklebungsfunktionen, 4
Vorschub, 91, 174

mit eigentlichem Träger, 182
starker, 174

weich, Garbe, 154
welk, 140
welk, Garbe, 86
Wolkenkratzer, 15

ZU⊂X , 87
Zeilenkomplex, 107
Zerfällung, 232
zurückziehbar

stark, 173
zykelexakt, 249
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