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Diese Zusammenstellung ist ergiinzt um die besonders relevanten Abschnitte
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1 Stetigkeit in abstrakten Ridumen

1.1 Topologische Riume und Kompatibilititen

1.1.1. Gegeben eine Menge X bilden wir die Menge P(X) aller Teilmengen von
X, die Potenzmenge von X . Weil es mich verwirrt, iiber Mengen von Mengen zu
reden, nenne ich wie in ?? Teilmengen von P (X)) lieber Systeme von Teilmengen
von X und spreche im folgenden von Teilsystemen, wenn ich Teilmengen solcher
Mengensysteme meine.

Definition 1.1.2. Gegeben eine Familie (X;);c; von Teilmengen einer Menge X
im Sinne von ?? erkldrt man ihren Schnitt und ihre Vereinigung durch die Vor-
schriften

Ny Xi = N5, Xi = {2 € X |Furallei € I giltx € X}
Uier Xi = Ufé] X, = {r € X |Esexistierteini € [ mitx € X;}

1.1.3 (Schnitt und Vereinigung leerer Mengenfamilien). Insbesondere ist der
Schnitt iiber die leere Familie von Teilmengen von X ganz X und die Vereinigung
iiber die leere Familie von Teilmengen von X ist die leere Menge.

Vorschau 1.1.4. In 10.7.17 und 10.7.7 diskutieren wir allgemeiner Produkte und
,»disjunkte Vereinigungen* beliebiger nicht notwendig endlicher Familien von Men-
gen, die dabei auch nicht als Teilmengen einer vorgegebenen Menge angenommen
werden.

Definition 1.1.5. Eine Topologie 7 auf einer Menge X ist ein System von Teil-
mengen 7 C P(X), das stabil ist unter dem Bilden von endlichen Schnitten und
beliebigen Vereinigungen. In Formeln ausgedriickt fordern wir von einer Topolo-
gie T also:

1. Vi,...,V, e T = Vin...NnV, € T fir n > 0 und insbesondere auch
X € T als der Spezialfall n = 0. Gleichbedeutend dazu sind die beiden
Forderungen X € T sowie V,\IW € T =V NW € T;

2.V C T = UypeyV € T und damit insbesondere auch () € 7, da ja das
leere Mengensystem ) = () in jedem Mengensystem enthalten ist.

Ein topologischer Raum ist ein Paar ()X, 7") bestehend aus einer Menge mitsamt
einer Topologie. Statt V' € T schreiben wir meist

VeoeX

und nennen V' eine offene Teilmenge von X. Die Notation G ist in der Literatur
jedoch uniiblich.



Definition 1.1.6. Seien X ein topologischer Raum und P C X eine Teilmenge.
Eine Teilmenge U C X heiflt eine Umgebung U von P in X, wenn es eine offene
Menge V' @ X gibt mit P C V' C U. Im Fall einer einelementigen Teilmenge
P = {p} sprechen wir auch von einer Umgebung U von p in X.

Definition 1.1.7. Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen
heiit stetig im Punkt p € X, wenn es fiir jede Umgebung U von f(p) eine
Umgebung U’ von p gibt mit f(U’) C U. Eine Abbildung zwischen topologischen
Riumen heillt stetig genau dann, wenn sie stetig ist in jedem Punkt.

Beispiel 1.1.8 (Standardtopologie auf R). Auf der Menge R der erweiterten re-
ellen Zahlen erkldren wir die Standardtopologie 7 durch die Vorschrift, dal eine
Menge V' C R zu T gehort genau dann, wenn es fiir jeden Punkt p € V eine
Intervallumgebung / von p gibt mit / C V. Die in Bezug auf die Standardtopolo-
gie offenen Intervalle V' sind dann offensichtlich genau alle Intervalle der Gestalt
V = (a,b),[—00,b), (a,oo] oder [~o0, oc] mit a, b € R.

Lemma 1.1.9 (Kompatibilitit unserer Umgebungsbegriffe in R). Gegebenp €
R ist eine Teilmenge U C R genau dann eine Umgebung von p in Bezug auf die

Standardtopologie, wenn U eine Umgebung von p ist im Sinne unserer Definition
29

Beweis. Per definitionem ist jede Umgebung von p in Bezug auf die Standardto-
pologie auch eine Umgebung im Sinne von ??. Ist umgekehrt U eine Umgebung
im Sinne von ??, gibt es also eine Intervallumgebung / von p mit I C U, gibt es
offensichtlich auch eine offene Intervallumgebung V @ R von pmit V C I und a
forteriori V' C U. O

Beispiel 1.1.10 (Standardtopologie auf R"). Auf dem R" erkliren wir die Stan-
dardtopologie 7 durch die Vorschrift, daB eine Menge V' C R"™ zu T gehort
genau dann, wenn es fiir jeden Punkt p = (py,...,p,) € V Intervallumgebungen
I, vonp, gibtmit [y X ... x I, CV.

Lemma 1.1.11 (Kompatibilitit unserer Umgebungsbegriffe in R"). Gegeben
p € R™ ist eine Teilmenge U C R" genau dann eine Umgebung von p in Bezug
auf die Standardtopologie, wenn U eine Umgebung von p ist im Sinne unserer
Definition ??.

Beweis. Per definitionem ist jede Umgebung von p in Bezug auf die Standardto-
pologie auch eine Umgebung im Sinne von ??. Ist umgekehrt U eine Umgebung
im Sinne von ??, gibt es also Intervallumgebungen [, der Koordinaten p, von p
mit Iy x ... x I, C U,sogiltes V @ R" zu finden mit p € V C U. Wie be-
reits besprochen finden wir aber offene Intervallumgebungen V,, der Koordinaten
p, mit V,, C [, und dann ist offensichtlich V' := V; x ... x V,, offen fiir die
Standardtopologie mitp € V C U. [



1.1.12 (Kompatibilitiit unserer Stetigkeitsbegriffe). Eine Abbildung R™ — R"
ist topologisch stetig fiir die Standardtopologien im Sinne der obigen Definition
1.1.7 genau dann, wenn sie stetig ist im Sinne unserer Definition ??. Das folgt
unmittelbar aus der Riickwértskompatibilitit des Umgebungsbegriffs 1.1.11.

Definition 1.1.13. Gegeben eine Teilmenge D C X eines topologischen Raums
X erkldrt man die auf D induzierte Topologie oder Spurtopologie durch die
Vorschrift

WeD & VeXmtW=VnD.

In Worten ist also eine Teilmenge von D offen fiir die induzierte Topologie genau
dann, wenn sie der Schnitt von D mit einer offenen Teilmenge von X ist. Ab jetzt
fassen wir stillschweigend jede Teilmenge D eines topologischen Raums X als
topologischen Raum mit der induzierten Topologie auf.

1.1.14. Es ist klar, daB das in 1.1.13 beschriebene Mengensystem auf einer Teil-
menge eines topologischen Raums in der Tat eine Topologie auf besagter Teil-
menge liefert und daB die Einbettungsabbildung stetig ist.

Beispiel 1.1.15 (Kompatibilitidt unserer Stetigkeitsbegriffe zum Zweiten). Ei-
ne Abbildung f : R™ > D — R" ist stetig im Sinne unserer Definition ?? genau
dann, wenn die Abbildung f : D — R™ stetig ist fiir die auf D induzierte Topolo-
gie. Das folgt direkt aus den Definitionen.

1.2 Theorie der topologischen Riaume

Satz 1.2.1 (Verkniipfung stetiger Abbildungen). Jede Verkniipfung von stetigen
Abbildungen ist stetig. Sind genauer f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen
zwischen topologischen Ridumen und ist p € X ein Punkt und f stetig bei p und g
stetig bei f(p), so ist (g o f) stetig bei p.

Beweis. Ist g stetig bei f(p), so finden wir fiir jede Umgebung U von ¢(f(p))
eine Umgebung U’ von f(p) mit g(U’) C U. Ist zusitzlich f stetig ist bei p,
finden wir fiir diese Umgebung U’ von f(p) weiter eine Umgebung U” von p mit
f(U") C U'. Damit haben wir aber auch eine Umgebung U” von p gefunden mit
(go NHU") CU. O

Lemma 1.2.2 (Universelle Eigenschaft der induzierten Topologie). Seien f :
X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Riumen, Z C Y eine Teilmenge
mit f(X) C Z und p € X ein Punkt. Genau dann ist f : X — Y stetig bei p,
wenn die induzierte Abbildung [ : X — Z stetig ist bei p fiir die auf Z induzierte
Topologie.



Beweis. Es ist klar, daf} die Umgebungen U, C Z eines Punktes ¢ € Z in Bezug
auf die induzierte Topologie genau die Schnitte Uy N Z mit Z von Umgebungen
Uy C Y von ginY sind. Genau dann gibt es also fiir jede Umgebung Uy von f(p)
in Y eine Umgebung U’ C X von p mit f(U’) C Uy, wenn es fiir jede Umgebung
Uz von f(p) in Z eine Umgebung U’ C X von p gibt mit f(U’) C Uy. O

1.2.3. Wir leiten unsere Aussage ?? iliber die Stetigkeit der Verkniipfung auch
noch aus den obigen Aussagen ab. Gegeben f : R™ D D — R" stetig bei p € D
und g : R* D F — R mit f(D) C F stetig bei f(p) ist ja nach der universellen
Eigenschaft der induzierten Topologie auch f : D — FE stetig bei p. Da nach
Annahme g : E — R’ stetig ist bei f(p), folgt die Stetigkeit der Verkniipfung
nach ?? aus der Stetigkeit der Verkniipfung nach 1.2.1.

1.2.4. Wenn wir eine Menge einfach nur ,,offen* nennen, so in der Hoffnung,
dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen grofleren Raum X dies ,,offen gemeint
ist. Ist X ein topologischer Raum und sind M C Y C X Teilmengen, so meint
M < Y, daB M offen ist als Teilmenge des Raums Y mit seiner induzierten
Topologie.

Lemma 1.2.5 (Charakterisierung offener Mengen durch Umgebungen). Eine
Teilmenge Y C X eines topologischen Raums X ist offen genau dann, wenn sie
fiir jeden ihrer Punkte eine Umgebung ist.

Beweis. Per definitionem ist eine offene Menge eine Umgebung eines jeden ihrer
Punkte. Ist umgekehrt Y C X eine Umgebung jedes Punktes p € Y, so gibt es
fiir alle p € Y eine offene Menge V,, @ X mitp € V,, C Y. Es folgt

Y:U%
peY

und damit ist Y offen als Vereinigung offener Teilmengen von X. [

1.3 Metrische Riume

Definition 1.3.1. Unter einer Metrik d auf einer Menge X versteht man eine
Abbildung d : X x X — R derart, daB fiir alle z, y, z € X gilt:

l. d(z,y) =0 z=y
3. d(z,y) < d(v,2) +d(z,y)

Ein metrischer Raum ist ein Paar X = (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf X.



Beispiel 1.3.2. Der Buchstabe d steht in diesem Zusammenhang vermutlich fiir
das Wort ,,Distanz*. Auf R"” liefert der iibliche Skalarproduktabstand

d(z,y) == V(@1 = y1)* + .. (20 — yn)?

eine Metrik. Die Ungleichung aus der Definition einer Metrik wird in diesem Bei-
spiel in ?? formal bewiesen und bedeutet anschaulich, daf} in einem Dreieck mit
Seitenlidngen a, b, ¢ stets gilt a < b+ c. Sie heifit deshalb auch ganz allgemein die
Dreiecksungleichung.

Beispiel 1.3.3. Auf dem R" ist auch der Betragsabstand

d(z,y) = sup [z; — yi
1<i<n
eine Metrik. Wenn nichts anderes gesagt ist, fassen wir den R" stets auf als einen
metrischen Raum mit dem Betragsabstand als Metrik. Diese Metrik ist zwar weni-
ger anschaulich als der Skalarproduktabstand, 148t sich aber einfacher handhaben.

Beispiel 1.3.4. Jede Teilmenge eines metrischen Raums ist mit der induzierten
Metrik selbst ein metrischer Raum.

Definition 1.3.5. Sei X ein metrischer Raum. Fur x € X und € > 0 setzen wir
B(z;e) ={z € X | d(z,z) < e}

Diese Menge heif3it der e-Ball um x oder auch die -Kugel um x oder auch die
e-Umgebung von z.

Beispiel 1.3.6. Fiir den Skalarproduktabstand im R? ist der Ball um x mit Radius
¢ anschaulich tatséchlich ein Ball. Fiir den Betragsabstand hat B(x; €) dahingegen
die Gestalt eines Wiirfels mit Mittelpunkt x und Seitenldnge 2¢.

Definition 1.3.7. Eine Umgebung eines Punktes in einem metrischen Raum ist
eine Teilmenge von besagtem Raum, die einen ganzen Ball um unseren Punkt
umfaft.

1.3.8 (Vom Nutzen des Umgebungsbegriffs). Die Umgebungen eines Punktes
im R" beziiglich des Betragsabstands sind dieselben wie seine Umgebungen be-
ziiglich des Skalarproduktabstands, was man unschwer explizit priift und was sich
auch als ein Spezialfall der ,,Aquivalen von Normen* 2.3.13 erweisen wird. Das
ist der Grund dafiir, da wir im Folgenden unsere Definitionen nach Mdoglichkeit
mithilfe von Umgebungen formulieren: Fiir so definierte Begriffe ist a priori klar,
dafl im Fall des R" ihre Bedeutung nicht davon abhingt, ob wir mit dem Skalar-
produktabstand oder mit dem Betragsabstand arbeiten.
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[lustration zur Dreiecksungleichung

Bille in der Ebene fiir den Betragsabstand und den Skalarproduktabstand
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1.3.9 (Eigenschaften von Umgebugen). Der Schnitt von endlich vielen Umge-
bungen eines Punktes in einem metrischen Raum ist wieder eine Umgebung be-
sagten Punktes. Je zwel verschiedene Punkte eines metrischen Raums besitzen
disjunkte Umgebungen. Genauer sind fiir =,y mit d(x,y) = r > 0 die (r/2)-
Bille um x und y disjunkt. In der Tat folgte fiir z aus dem Schnitt ja mit Hilfe der
Dreiecksungleichung r = d(x,y) < d(x, z) + d(y, z) < r, also kann es solch ein
z nicht geben.

Definition 1.3.10. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen
heiBt stetig im Punkt p € X, wenn es fiir jede Umgebung U von f(p) eine
Umgebung U’ von p gibt mit f(U’) C U. Eine Abbildung zwischen metrischen
Réaumen heilit stetig, wenn sie stetig ist in jedem Punkt.

1.3.11. Offensichtlich ist auch eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen
Riumen stetig im Punkt p € X genau dann, wenn fiir jede Umgebung U von f(p)
ihr Urbild f~!(U) eine Umgebung von p ist.

Lemma 1.3.12 (¢-0-Kriterium). Eine Abbildung f : X — Y zwischen metri-
schen Rdumen ist stetig im Punkt p € X genau dann, es fiir jedes ¢ > 0 ein

d = d. > 0 gibt derart, dap gilt f(B(p;0)) C B(f(p);e).

Beweis. Ist f stetig bei p, so finden wir insbesondere fiir die Umgebung U :=
B(f(p);e) von f(p) eine Umgebung U’ von p mit f(U’) C U, und diese Umge-
bung U’ mufl dann ihrerseits einen Ball B(p;d) umfassen. Gilt umgekehrt das
e-0-Kriterium und haben wir eine Umgebung U von f(p) gegeben, so finden
wir erst ein ¢ > 0 mit B(f(p);e) C U, konnen dann dazu ein ¢ finden mit
f(B(p;d)) € B(f(p);e), und U" := B(p;0) schlieBlich ist die gesuchte Um-
gebung von p mit f(U’) C U. O

Beispiel 1.3.13. Beispiele fiir stetige Abbildungen sind Einbettungen von einem
Teilraum oder konstante Abbildungen. In diesen Fillen konnen wir = € nehmen.

Beispiel 1.3.14 (Riickwartskompatibilitit der metrischen Stetigkeit). Gegeben
D C R™ ist eine Abbildung f : D — R" offensichtlich stetig im hier gegebenen
Sinne in Bezug auf den Betragsabstand 1.3.3 genau dann, wenn sie stetig ist im
Sinne unserer bisherigen Definition ??. Die Riickwértskompatibilitdt des Stetig-
keitsbegriffs ist damit gesichert.

Definition 1.3.15. Gegeben metrische Rdume (X, d;) fir 1 < i < n machen wir
ihr Produkt X = X; x ... x X,, zu einem metrischen Raum durch die Produkt-
metrik

d(z,y) = sup di(x;, ;)

1<i<n

firz = (z1,...,z,) undy = (y1,. .., Yn)-

12



Beispiel 1.3.16. Der Betragsabstand auf R"*™ ist die Produktmetrik zu den Be-
tragsabstinden auf R™ und R™.

Proposition 1.3.17 (Komponentenregel). Seien Z und Xi,..., X, metrische
Raume und f; : Z — X,; Abbildungen. Genau dann ist die Abbildung f =
(fi, s fn): Z — X1 X ... x X, stetig, wenn alle f; stetig sind.

1.3.18. Wenden wir diese Proposition an mit f der Identitit auf einem Produkt,
so impliziert die Stetigkeit der Identitit, da alle Projektionsabbildungen pr; :
X7 X ... x X, — X stetig sein miissen.

Beweis. Da die Projektionen pr; Abstinde zwischen Punkten nie vergréern, kon-
nen wir ihre Stetigkeit direkt zeigen, indem ,,wir jeweils 6 = ¢ nehmen®. Ist f
stetig, so sind folglich auch die f; = pr,of stetig als Verkniipfungen stetiger
Abbildungen. Sind umgekehrt alle f; stetig in p, so gibt es fiir jedes € > 0 gewisse
0; mit d(p,z) < 6; = di(fi(p), fi(2)) < €, wo d; die Metrik auf X; bezeichnet.
Nehmen wir § = inf d;, so gilt

d(p,z) <6 = d(f(p), f(2)) <e¢
und das ist gleichbedeutend zu f(B(p;d)) C B(f(p);e). O

Beispiel 1.3.19. Eine Abbildung f = (fi,..., f,) : X — R" aus einem metri-
schen Raum X ist genau dann stetig, wenn alle ihre Komponenten f; : X — R
stetig sind.

Korollar 1.3.20 (Summen und Produkte stetiger Abbildungen sind stetig). /st
X ein metrischer Raum und sind f, g stetige Abbildungen X — R, so sind auch
f + g und fg stetige Abbildungen X — R.

Beweis. Wir schreiben f + g beziehungsweise fg als die Verkniipfung der nach
der Komponentenregel 1.3.17 stetigen Abbildung X — R?, x +— (f(x), g(x)) mit
der nach ?? beziehungsweise ?? stetigen Addition beziehungsweise Multiplikati-
on add, mult : R? — R. O

Ubungen

Ubung 1.3.21. Wir versehen den Korper der komplexen Zahlen C mit der Metrik
d(z,w) = |z — w|. Man zeige, daB das in der Tat eine Metrik ist, und daB die
Addition und die Multiplikation stetige Abbildungen C x C — C sind und das
Bilden des Inversen eine stetige Abbildung C* — C*.

Erginzende Ubung 1.3.22. Man zeige, daB das Invertieren von Matrizen eine ste-
tige Abbildung GL(n; C) — GL(n; C) ist. Hinweis: Cramer’sche Regel ??.

13



Ubung 1.3.23. Sei f : X — Y eine Abbildung von metrischen Riumen, die
Abstinde nicht verkleinert, in Formeln d(f(x), f(z)) > d(x, z) Vz,z € X. Man
zeige, daB f injektivistund f~': f(X) — X stetig.

Ubung 1.3.24. Jede lineare Abbildung f : R¥ — R™ ist stetig. Jede multilineare
Abbildung f : RF( x . x RF") — R™ st stetig.

Beispiel 1.3.25 (Riickwirtskompatibilitit zur metrischen Stetigkeit). Fiir je-
den metrischen Raum bildet das System seiner im Sinne von 1.5.3 offenen Teil-
mengen eine Topologie, die metrische Topologie. Wir fordern von einer Topolo-
gie nicht, da} ein beliebiger Schnitt offener Mengen stets wieder offen sein muf3:
Sonst miifiten ja in unserem Beispiel der metrischen Rdaume alle einpunktigen
Mengen offen sein, als Schnitte immer kleinerer Bille. Da nach 1.5.5 Bille in me-
trischen Raumen stets offen sind, ist in metrischen Rdumen eine Umgebung eines
Punktes im topologischen Sinne 1.1.6 dasselbe wie eine Umgebung im metri-
schen Sinne 1.3.7. Insbesondere ist eine Abbildung zwischen metrischen Raumen
,topologisch stetig* im Sinne der obigen Definition 1.1.7 genau dann, wenn sie
,metrisch stetig* ist im Sinne unserer Definition 1.3.10.

Beispiele 1.3.26. Es gibt auch Topologien, die unserer bis hierher entwickelten
Anschauung eher ungewohnt sein mogen: Auf jeder Menge konnen wir etwa
die Klumpentopologie betrachten, die nur aus der ganzen Menge und der leeren
Menge besteht, oder die diskrete Topologie, bei der wir schlicht alle Teilmengen
als offen ansehen. Einen topologischen Raum mit der diskreten Topologie nennen
wir auch kurz einen diskreten Raum.

Beispiele 1.3.27. Jede konstante Abbildung ist stetig. Die Identitit auf einem to-
pologischen Raum ist immer stetig. Jede Abbildung in einen Raum mit der Klum-
pentopologie ist stetig. Jede Abbildung aus einem Raum mit der diskreten Topo-
logie ist stetig.

Ubungen

Erginzende Ubung 1.3.28 (De Morgan’sche Regeln). Man verallgemeinere die
Formeln aus ??. Genauer schreibe man in Formeln und zeige, dafl der Schnitt einer
derartigen Vereinigung mit einer weiteren Menge die Vereinigung der Schnitte ist,
die Vereinigung eines derartigen Schnitts mit einer weiteren Menge der Schnitt der
Vereinigungen, das Komplement eines Schnitts die Vereinigung der Komplemen-
te und das Komplement einer Vereinigung der Schnitt der Komplemente. Etwas
allgemeiner zeige man fiir zwei Familien (A;);c; und (B;);es von Teilmengen
einer Menge X die Formeln

(UAZ) N (U Bj> = |J (4inB)
i€l JjeJ (i,5)eIxJ
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(ﬂfb) U (ﬂ Bj> = () (A4UB)
i€l jeJ (i,5)eIxJ
Besonders Mutige zeigen fiir eine durch eine Menge A indizierte Familie (X, ),

von Teilmengen einer vorgegebenen Menge X und eine beliebige Abbildung g :
A — J in eine weitere Menge .J die Formel

N U] U ()
j€J \g(a)=j s:J—>A \jeJ
gos=id
Hier lduft die Vereinigung rechts also iiber alle Schnitte s : J — A von g. Durch
Ubergang zu den Komplementen folgert man die Giiltigkeit einer analogen For-
mel, in der U und N vertauscht sind.

Ubung 1.3.29. Seien f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen zwischen topolo-
gischen Ridumen. Ist f stetigin p € X und g stetigin f(p) € Y, soist g o f stetig
in p. Hinweis: 1.2.1.

Ubung 1.3.30. Die durch den Betragsabstand auf R" gegebene Topologie fillt zu-
sammen mit der durch den Skalarproduktabstand gegebenen Topologie. Da nach
1.3.24 in Bezug auf diese Topologien jede lineare, ja sogar jede multilineare Ab-
bildung stetig ist, konnen wir auf jedem endlichdimensionalen reellen Vektorraum
V' seine natiirliche Topologie durch die Bedingung erkliren, daf fiir einen und
jeden Vektorraumisomorphismus ¢ : R™ = V' sowohl ¢ als auch =1 : V' 5 R"
stetig sein sollen. In derselben Weise erklidren wir die natiirliche Topologie auf
jedem endlichdimensionalen reellen affinen Raum.

1.4 Grenzwerte in metrischen Riumen

1.4.1. Ein Punkt p eines metrischen Raums X heifit ein Hiufungspunkt von
X, wenn jede Umgebung von p auller p selbst auch noch weitere Punkte von X
enthalt.

Definition 1.4.2. Gegeben metrische Riume X, Y und ein Haufungspunkt p von
X und eine Abbildung f : X\p — Y gibt es hochstens eine Fortsetzung von f zu
einer Abbildung f:X =Y, di stetig ist bei p. Man zeigt das wie in ??. Wenn
es so eine Fortsetzung gibt und sie durch den Wert f (p) = y geschieht, so sagen
wir, der Grenzwert von f fiir x — p existiere in Y und schreiben

lim f(z) =y

T—p
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1.4.3 (Grenzwerte von Folgen in metrischen Riumen). Teilmengen von R bin-
den wir in den Kontext des Grenzwertbegriffs 1.4.2 fiir metrische Rdume ein,
indem wir irgendeine streng monotone Bijektion [0, 1] = R wihlen und sie ver-
wenden, um die Betragsmetrik von [0, 1] zu einer Metrik auf R zu ibertragen, und
uns iliberlegen, daB Umgebungen und Grenzwerte nach der Stetigkeit von Um-
kehrfunktionen ?? nicht von der Wahl dieser Bijektion abhingen. Vollstindig be-
friedigend wird das erst im Kontext topologischer Rdume ??, der alle bis hierher
behandelten Fille in natiirlicher Weise einschlief3t.

Beispiel 1.4.4. Gegeben N — Y, n — y,, eine Folge in einem metrischen Raum
Y und y € Y ein Punkt ist

n—oo
dann gleichbedeutend dazu, dal jede Umgebung von y fast alle Glieder unserer
Folge enthilt. Wir sagen dann, die Folge y,, strebt gegen y oder konvergiert

gegen = und nennen y den Grenzwert der Folge. Gleichbedeutend kénnen wir
auch fordern, daf jeder Ball um y fast alle Glieder unserer Folge enthiilt.

Beispiel 1.4.5. Sei D eine Menge und X ein metrischer Raum. Auf dem Raum
Ens”(D, X) aller beschrinkten Abbildungen f : D — X kann man eine Metrik
erkldren durch die Vorschrift

d(f,g) = sup{d(f(p),g(p)) | p € D}

im Fall D # () und in offensichtlicher Weise im Fall D = (). Diese Metrik heif3t
die Metrik der gleichméaBigen Konvergenz. In der Tat ist fiir f,,, f im Funktio-
nenraum Ens”(D, R) mit dieser Metrik die Konvergenz

n—oo
gleichbedeutend dazu, da3 die Abbildungen f,, im Sinne unserer Definition ??
gleichmifig gegen die Abbildung f konvergieren.

Definition 1.4.6 (Punktweise und gleichmiBlige Konvergenz). Sei D eine Men-
ge, X ein metrischer Raum, f,, : D — X eine Folge von Abbildungen und
f D — X eine weitere Abbildung.

1. Wir sagen, die Folge der f,, konvergiere punktweise gegen f, wenn gilt
lim,, o fn(p) = f(p) fiir alle Punkte p € D.

2. Wir sagen, die Folge der f,, konvergiere gleichmiBig gegen f, wenn es fiir
jedes e > O ein N = NN, gibt mit

n >N = (d(f.(p), f(p)) <eVpeD)
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L £

[lustration zur Konvergenz von Folgen. Eingezeichnet sind drei Umgebungen
eines Punktes z, in jeder sollen fast alle Folgenglieder liegen.
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Ubungen

Ubung 1.4.7. Sei (z,,y,) eine Folge im Produkt X x Y der metrischen Riume
X und Y. Genau dann konvergiert unsere Folge gegen (z,y), wenn z,, gegen x
konvergiert und y,, gegen y. Man formuliere und beweise auch die offensichtliche
Verallgemeinerung auf beliebige endliche Produkte metrischer Rdume.

Ubung 1.4.8. Fiir beschriinkte Abbildungen von einer Menge D in einen metri-
schen Raum X ist auch in dieser Allgemeinheit gleichmifBige Konvergenz gleich-
bedeutend zur Konvergenz im Raum Ensb(D, X) mit seiner eben erklérten ,,Me-
trik der gleichméBigen Konvergenz*.

Ubung 1.4.9. Fiir jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist die Menge
der Folgenglieder beschrinkt.

Ubung 1.4.10 (Stetigkeit als Folgenstetigkeit). Sei f : X — Y eine Abbildung
von metrischen Rdumen. Genau dann ist f stetig in p, wenn fiir jede Folge x,, mit
lim,, oo , = p giltlim,, o, f(z,) = f(p). Hinweis: 22.

Ubung 1.4.11 (Stetigkeit komplexer Potenzreihen). Man zeige, daB jede kom-
plexe Potenzreihe eine stetige komplexwertige Funktion auf ihrer Konvergenz-
kreisscheibe {z | |z| < r} liefert, fiir » der Konvergenzradius. Hinweis: Man
kopiere den Beweis im Reellen. Inssbesondere sehen wir so ein zweites Mal, dal3
die komplexe Exponentialfunktion stetig ist.

1.5 Abgeschlossene und offene Teilmengen

Definition 1.5.1. Seien X ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Ein Punkt x € X heilit ein Berithrungspunkt von A, wenn es eine Folge in A
gibt, die gegen x konvergiert. Eine Teilmenge A C X heiflit abgeschlossen oder
priziser abgeschlossen in X, wenn sie alle ihre Beriihrungspunkte enthélt, wenn
sie also ,,abgeschlossen ist unter der Bildung von Grenzwerten*. Statt ,,A ist eine
abgeschlossene Teilmenge von X * schreiben wir kurz aber uniiblich

A@ X

1.5.2. Wenn wir eine Menge einfach nur ,,abgeschlossen* nennen, so in der Hoff-
nung, dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen groleren Raum X dies ,,abge-
schlossen® gemeint ist. Ist X ein metrischer Raum und sind U C Y C X Teil-
mengen, so meint U @& Y, daB U abgeschlossen ist als Teilmenge des Raums Y
mit seiner induzierten Metrik.

Definition 1.5.3. Eine Teilmenge eines metrischen Raums heil3t offen oder ge-
nauer offen in unserem metrischen Raum genau dann, wenn sie fiir jeden ihrer
Punkte eine Umgebung ist, d.h. wenn sie mit jedem Punkt auch einen ganzen Ball
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um besagten Punkt enthélt. Statt ,,UU ist eine offene Teilmenge von X schreiben
wir kurz aber uniiblich
UcX

1.5.4. Wenn wir eine Menge einfach nur ,,offen‘ nennen, so in der Hoffnung, dem
Leser sei klar, in Bezug auf welchen groBeren Raum X dies ,,offen* gemeint ist.
Ist X ein metrischer Raum und sind U C Y C X Teilmengen, so meint U G Y,
daB U offen ist als Teilmenge des Raums Y mit seiner induzierten Metrik.

Beispiele 1.5.5. In einem metrischen Raum ist ein Ball B(z; ) stets offen, denn
fir z € B(z;r) giltd(x, z) < r, also gibt es ¢ > 0 mit d(z, z) < r — £, und dann
haben wir aber B(z;¢) C B(z;r) nach der Dreiecksungleichung. Insbesondere
umfafit jede Umgebung eines Punktes eine offene Umgebung desselben Punktes.

Ubungen

Ubung 1.5.6. Der Schnitt eines beliebigen Systems von abgeschlossenen Teil-
mengen eines metrischen Raums ist abgeschlossen. Die Vereinigung von endlich
vielen abgeschlossenen Teilmengen eines metrischen Raums ist abgeschlossen.
Die leere Menge und der ganze Raum sind abgeschlossen. Jede einpunktige und
damit auch jede endliche Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen.
Jedes kompakte reelle Intervall ist abgeschlossen in R.

Erginzende Ubung 1.5.7. Ein Abbildung zwischen metrischen Riumen ist stetig
genau dann, wenn ihr Graph abgeschlossen ist im kartesischen Produkt unserer
beiden Rdume. Hinweis: 1.4.10

Ergiinzende Ubung 1.5.8. Jede abgeschlossene echte Untergruppe der reellen Zah-
lengeraden ist zyklisch, als da hei3t von der Gestalt Z« fiir ein o € R. Hinweis:
Ist G C R unsere Untergruppe, so betrachte man inf(G' N R).

Ubung 1.5.9. Der Schnitt von endlich vielen offenen Teilmengen eines metrischen
Raums ist offen. Die Vereinigung eines beliebigen Systems von offenen Teilmen-
gen eines metrischen Raums ist offen. Die leere Menge und der ganze Raum sind
offen. In einem endlichen metrischen Raum ist jede Teilmenge offen und abge-
schlossen. Die im Sinne unserer hier gegebenen Definition ,,offenen* Intervalle
von R sind genau die Intervalle (a, b) fiir a,b € R, als da heiBt, unsere ,,offenen
reellen Intervalle* aus ??.

Ubung 1.5.10. Nimmt man zu einer Teilmenge M eines metrischen Raums X alle
ihre Beriihrungspunkte hinzu, so erhilt man eine abgeschlossene Menge, genauer:
Die kleinste abgeschlossene Menge, die M umfalit. Diese Menge heiflt auch der
AbschluB von M in X und wird mit Clx (M) = CI(M) = M bezeichnet.
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[lustration zu Beispiel 1.5.5: Ein Ball in einem metrischen Raum ist stets offen.
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1.5.11 (Diskussion der Notation). Diese Notation beif3t sich mit unserer Notation
R fiir die erweiterten reellen Zahlen, obwohl natiirlich R schon auch der Abschluf
von R in R ist. Ich hoffe, daB der Leser stets aus dem Kontext erschlieBen kann,
was im Einzelfall jeweils gemeint ist. Soweit ich es abschitzen kann, werde ich R
nie als Bezeichnung fiir den Abschluf3 von R in einem anderen Raum als eben in
R selbst verwenden.

Ergiinzende Ubung 1.5.12. Sei X ein metrischer Raum und seien A, B C X
disjunkte, abgeschlossene Teilmengen. So gibt es eine stetige Funktion f : X —
[0,1] mit f|4 = O und f|p = 1. Hinweis: Man betrachte d4 wie in Ubung ??
mache den Ansatz f(z) = g(da(z),dp(2)) fiir geeignetes g : R*\0 — [0, 1].
Ubung 1.5.13. Sei X ein metrischer Raum, z € X ein Punkt, r € R eine reelle
Zahl. So ist die Menge {z € X | d(x, z) < r} abgeschlossen.

Ubung 1.5.14. Ist X ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge, so kann
ihr Abschlu3 A in der Notation von ?? beschrieben werden als die Menge A =
{r € X |d(z,A) = 0}.

Ergiinzende Ubung 1.5.15. Ist f : X — Y eine stetige Abbildung metrischer
Ridume, so ist ihr Graph eine abgeschlossene Teilmenge I'(f) & X x Y.

1.6 Nur noch Ubungen zur Topologie
Ubungen

Ubung 1.6.1. Man zeige, daB auf einer Teilmenge eines metrischen Raums die
Spurtopologie zur metrischen Topologie mit der Topologie zur induzierten Metrik
tibereinstimmt.

Ubung 1.6.2. Man zeige fiir jeden topologischen Raum: Der Schnitt von zwei
Umgebungen eines Punktes ist wieder eine Umgebung besagten Punktes. Jede
Umgebung eines Punktes kann verkleinert werden zu einer offenen Umgebung
desselben Punktes.

Ubung 1.6.3. Eine Teilmenge eines topologischen Raums ist offen genau dann,
wenn sie fiir jeden ihrer Punkte eine Umgebung ist.

Ubung 1.6.4. Sei X ein topologischer Raum und U G X eine offene Teilmenge.
So ist eine Teilmenge M C U offen in U genau dann, wenn sie offen ist in X.

In Formeln gilt unter der Voraussetzung U @ X fiir Teilmengen M C U also
(MceU & McX).

1.7 Abgeschlossene Teilmengen topologischer Raume

Definition 1.7.1. Gegeben ein topologischer Raum X und eine Teilmenge M C
X gibt es stets eine kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M umfalt,
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namlich den Schnitt {iber alle abgeschlossenen Teilmengenﬁvon X, die M umfas-
sen. Wir notieren diesen Schnitt Cly (M) = CI(M) = M und nennen sie den
AbschluBl von M oder genauer den Abschluf§ von M in X.

1.7.2 (Diskussion der Notation). Diese Notation beifSt sich mit unserer Notation
R fiir die erweiterten reellen Zahlen. Ich hoffe, daB der Leser aus dem Kontext
erschlieBen kann, was jeweils gemeint ist. Immerhin ist R auch der Abschluf von
R in den erweiterten reellen Zahlen mit ihrer Topologie aus 1.1.10.

1.7.3. Eine Abbildung ist stetig genau dann, wenn darunter das Urbild jeder ab-
geschlossenen Menge abgeschlossen ist: Das folgt unmittelbar aus dem entspre-
chenden Satz ?? fiir offene Mengen, da das Urbild des Komplements einer Menge
stets das Komplement ihres Urbilds ist.

Beispiel 1.7.4. Wir geben einen neuen Beweis fiir die Erhaltung von Unglei-
chungen im Grenzwert ??, der zwar nur fiir reelle Folgen mit reellen Grenzwer-
ten funktioniert, aber dafiir viele Moglichkeiten der Verallgemeinerung aufzeigt.
Zunichst ist die Menge H = {(z,y) € R? | < y} abgeschlossen in R? nach
1.7.3 als Urbild der abgeschlossenen Menge [0, c0) & R unter der stetigen Abbil-
dung (z,y) — y—xz.Ist (x,, y,) eine konvergente Folge in H, so liegt mithin auch
ihr Grenzwert in /, und das bedeutet gerade die Erhaltung von Ungleichungen im
Grenzwert.

Ubungen

Ubung 1.7.5. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer Teilmenge Y zeige
man: A QY & dB@E X mit A=BNY.

Ubung 1.7.6. Sei X ein topologischer Raum und A @& X eine abgeschlossene
Teilmenge. So ist eine Teilmenge B C A abgeschlossen in A unter der Spurto-
pologie genau dann, wenn B abgeschlossen ist in X. In Formeln gilt unter der
Voraussetzung A @ X fiir Teilmengen B C A also (B @ A< B @& X).

Ubung 1.7.7. Seien X ein topologischer Raum und Y, Z metrische Riume. Man
zeige, daB eine Abbildung (f,g) : X — Y x Z stetig ist genau dann, wenn f
und ¢ stetig sind. Man zeige, daB3 Produkt und Summe von stetigen reellwertigen
Funktionen auf einem topologischen Raum wieder stetig sind.

Vorschau 1.7.8. In ?? werden wir erklidren, wie man ganz allgemein das Produkt
topologischer Rdume so mit einer Topologie versehen kann, da3 das Analogon
der vorhergehenden Ubung auch fiir beliebige topologische Riume Y, Z gilt.
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2 Kompaktheit

2.1 Kompakte metrische Raume

Definition 2.1.1. Ein metrischer Raum heifit kompakt, genauer folgenkompakt,
wenn jede Folge in unserem Raum eine konvergente Teilfolge besitzt.

Vorschau 2.1.2. Wir werden bald sehen, wie sich der Begriff der Kompaktheit
im Fall allgemeiner topologischer Rdume in die beiden Begriffe ,,folgenkompakt*
und ,,iiberdeckungskompakt* aufspaltet. Im Fall metrischer Rdume fallen zwar
beide Begriffe noch zusammen, aber bis zum Beweis dieser Tatsache in 2.4.3 muf3
man sie auch hier noch auseinanderhalten.

2.1.3. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums nennen wir kompakt oder auch
ein Kompaktum, wenn sie kompakt ist als metrischer Raum mit der induzierten
Metrik, wenn also jede Folge in A eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt
aus A konvergiert.

2.1.4 (Kompaktheit ist eine absolute Eigenschaft). Man erliegt beim ersten Ler-
nen leicht der Versuchung, die Begriffe ,,offen*, ,,abgeschlossen‘ und ,,kompakt*
auf eine Stufe zu stellen. Ich will deshalb besonders betonen, dal} ,,offen* und
»abgeschlossen Eigenschaften sind, die ein Paar (X DO Y') bestehend aus ei-
nem metrischen Raum X mit einer Teilmenge Y hat oder nicht hat, wohingegen
,kompakt* eine Eigenschaft ist, die ein metrischer Raum selbst hat oder nicht
hat. Natiirlich kann man Kompaktheit auch fiir Teilmengen metrischer Riume mit
ihrer induzierten Metrik diskutieren. Die Begriffe ,,offen* und ,,abgeschlossen*
dahingegen sind fiir einen metrischen Raum allein nicht definiert.

2.1.5. Jeder kompakte metrische Raum ist beschrinkt. Ist in der Tat ein Raum
nicht beschrinkt, so finden wir darin eine Folge x,, mit d(xo, z,,) > n, und diese
Folge kann nach 1.4.9 keine konvergente Teilfolge haben.

Proposition 2.1.6. Jedes endliche Produkt von kompakten metrischen Riumen ist
kompakt.

Vorschau 2.1.7. Der Satz von Tychonoff ?? besagt allgemeiner, da3 ein beliebiges
Produkt von kompakten topolgischen Rdumen wieder kompakt ist.

Beweis. Sei X = X; x ... x X, mit kompakten X;. Sei eine Folge in X gege-
ben. Da X; kompakt ist, finden wir eine Teilfolge unserer Folge, die in der ersten
Koordinate konvergiert. Da auch X, kompakt ist, finden wir von dieser Teilfol-
ge hinwiederum eine Teilfolge, die auch in der zweiten Koordinate konvergiert.
Indem wir so weitermachen, finden wir schlieBlich eine Teilfolge, die in jeder Ko-
ordinate konvergiert. Diese Teilfolge konvergiert dann nach 1.4.7 auchin X. [
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Lemma 2.1.8. Eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist stets abge-
schlossen.

Beweis. Sei X unser Raumund A C X unsere Teilmenge. Ist A nicht abgeschlos-
sen, so gibt es eine Folge in A, die gegen einen Punkt aus X'\ A konvergiert. Solch
eine Folge kann aber unmoglich eine Teilfolge haben, die gegen einen Punkt aus
A konvergiert. O

Lemma 2.1.9. Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten metrischen Raums
ist stets kompakt.

Beweis. Sei X unser Raum und A C X unsere Teilmenge. Jede Folge in A besitzt
nach unseren Annahmen eine Teilfolge, die gegen einen Punkt aus X konvergiert.
Da A abgeschlossen ist, muf3 dieser Punkt dann bereits in A liegen. 0

Satz 2.1.10 (Heine-Borel). Eine Teilmenge des R" ist kompakt genau dann, wenn
sie beschrdnkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Nach 2.1.5 und 2.1.8 ist in einem metrischen Raum eine kompakte Teil-
menge stets beschrinkt und abgeschlossen. In der anderen Richtung wissen wir
schon aus ??, daB fiir jedes £ > 0 das Intervall [—k, k] kompakt ist. Falls eine
Teilmenge A C R™ beschrinkt ist, finden wir ein £ mit A C [—k, k|". Nach 2.1.6
ist nun [k, k|" kompakt. Als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raums
ist nach 2.1.9 dann auch A selbst kompakt. ]

Beispiel 2.1.11. Die Menge [0, 1] N Q ist abgeschlossen in Q und beschrinkt, ist
aber nicht kompakt fiir die induzierte Metrik.

Proposition 2.1.12. Unter einer stetigen Abbildung metrischer Rdume werden
Kompakta stets auf Kompakta abgebildet.

Beweis. Sei f : X — Y unsere stetige Abbildung und A C X ein Kompaktum.
Ist y,, eine Folge in f(A), so finden wir eine Folge x,, in A mit f(z,) = y,. Falls A
kompakt ist, besitzt die Folge x,, eine Teilfolge z,, , die gegen einen Punkt z € A
konvergiert. Dann ist y,,, nach 1.4.10 eine Teilfolge der Folge y,,, die gegen einen
Punkt von f(A) konvergiert, ndmlich gegen f(x). O

Korollar 2.1.13. Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten metri-
schen Raum ist beschrdnkt und nimmt, wenn unser Raum nicht leer ist, das Supre-
mum und das Infimum der Menge ihrer Funktionswerte an.

2.1.14. Ist also in Formeln X ein nichtleerer kompakter Raum und f : X — R
stetig, so gibtes p,q € X mit f(p) < f(z) < f(q) Vz € X.
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Beweis. Nach 2.1.12 ist f(X) C R kompakt, also beschrinkt und abgeschlossen.
Aus X # ( folgt weiter f(X) # . Damit besitzt f(X) ein Supremum und
Infimum in R. Da f(X) kompakt, also abgeschlossen ist, folgt sup f(X) € f(X)
und inf f(X) € f(X). Es gibt in anderen Worten p, ¢ € X mitsup f(X) = f(p)

und inf f(X) = f(q). O]

Definition 2.1.15. Eine stetige Abbildung von metrischen Rdumen heif3t gleich-
miBig stetig, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 gibt derart, daf fiir beliebige
Punkte x, y im Definitionsbereich gilt

dl,y) <6 = d(f(z), () <e

Satz 2.1.16 (GleichmibBige Stetigkeit auf Kompakta). Jede stetige Abbildung
von einem kompakten metrischen Raum in einen weiteren metrischen Raum ist
gleichmdifig stetig.

Beweis. Mutatis mutandis zeigt das der Beweis von Satz ??. [

Vorschau 2.1.17. Einen alternativen Beweis, der vom Begriff der Uberdeckungs-
kompaktheit 2.4.5 ausgeht, geben wir in ??.

Ubungen

Ubung 2.1.18. Endliche Vereinigungen kompakter Teilmengen eines metrischen
Raums sind stets wieder kompakt.

Erginzende Ubung 2.1.19. Ist in einem metrischen Raum eine abziihlbare Familie
kompakter Teilmengen ([, ),cn gegeben mit leerem Schnitt (1), . K, = 0, so
gibt es schon ein N mit Ko N ... N Ky = (). Das wird verallgemeinert auf den
Fall beliebiger Familien in 2.4.11.

Ergiinzende Ubung 2.1.20. Sei (X, d) ein metrischer Raum, K C X kompakt und
A C X abgeschlossen mit A N K = (). So gibt es 6 > 0 mit d(z,y) > ¢ fiir alle
x € A,y € K. Hinweis: 2? und 1.5.14.

2.2 Affine Raume*

2.2.1. Dieser Abschnitt ist ein Auszug aus Abschnitt ?? der linearen Algebra. Ich
habe ihn hier nur eingefiigt, um Unklarheiten zu vermeiden was die im weiteren
verwendeten Notationen und Begriffsbildungen angeht.

Definition 2.2.2. Ein affiner Raum oder kurz Raum iiber einem Korper £ ist ein
Tripel .
E=(FEE,a)
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bestehend aus einer nichtleeren Menge I/, einer abelschen Gruppe E C Ens*E
von Permutationen von F, von der man fordert, daf} fiir alle p € £ das Anwen-
den auf p eine Bijektion E > E besagter Gruppe mit unserem Raum liefert,
sowie einer Abbildung a : k X E — E, die die abelsche Gruppe E zu einem
k-Vektorraum macht. Die Elemente von E heiBen die Translationen oder Rich-
tungsvektoren unseres affinen Raums und den Vektorraum E selbst nennen wir
den Richtungsraum unseres affinen Raums FE. Die Operation von k auf E mag
man die Reskalierung von Translationen nennen. Unter der Dimension unseres
affinen Raums verstehen wir die Dimension seines Richtungsraums. Das Resultat
der Operation von ¥ € E auf p € E notieren wir 7 + p := U(p) oder manchmal
auch p + .

2.2.3 (Diskussion der Notation). Die eben eingefiihrte Notation fiir den Rich-
tungsraum eines affinen Raums steht in Konflikt mit der Notation aus ??, nach der
mit Pfeilen versehene Mannigfaltigkeiten orientierte Mannigfaltigkeiten andeuten
sollen. Was jeweils gemeint ist, muf} der Leser aus dem Kontext erschliefen.

2.2.4. Ist I/ ein affiner Raum, so liefert nach Annahme fiir jedes p € FE die
Operation eine Bijektion E S B, @ — @+ p und es gilt 0+p = p sowie
i@+ (T+p) = (i+7) +pfiralle @ v € E und p € E. Flapsig gesprochen
ist also ein affiner Raum ein ,,Vektorraum, bei dem man den Ursprung vergessen
hat“. Gegeben p, ¢ € E definieren wir p — ¢ als den Richtungsvektor « € E mit
p=1u-+q.

2.2.5 (Vektorriume als affine Riume). Jeder Vektorraum V' kann als ein affi-
ner Raum aufgefalit werden, indem wir als Translationen die durch die Addition
von festen Vektoren gegebenen Abbildungen nehmen, so da3 unsere Gruppe von
Translationen das Bild des injektiven Gruppenhomomorphismus V' — Ens™ (1),
v + (v+) wird, und die Reskalierung von Translationen dadurch erkldren, dafl
dieser Gruppenhomomorphismus einen Vektorraumisomorphismus auf sein Bild
liefern soll. Insbesondere erhalten wir damit eine kanonische Identifikation

trans: V 3V

zwischen unserem Vektorraum und dem Richtungsraum des zugehdrigen affinen
Raums. Diese Identifikation scheint mir derart kanonisch, daf3 ich sie von nun an
in Sprache und Notation oft so behandeln werde, als seien diese beiden Vektor-
rdume schlicht gleich.

Beispiel 2.2.6. Es scheint mir besonders sinnfillig, den uns umgebenden Raum
mathematisch als dreidimensionalen reellen affinen Raum zu modellieren: Hier-
bei denkt man sich E als die Gruppe aller ,,Parallelverschiebungen®. Ahnlich mag
man die Zeit modellieren als einen eindimensionalen reellen affinen Raum. Die
leere Menge kann in meinen Konventionen nie ein affiner Raum sein, es gibt hier-
zu jedoch auch andere Konventionen.
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Ergdnzung 2.2.7. Meist findet man in der Literatur die begriffliche Variante eines
affinen Raums iiber einem vorgegebenen Vektorraum: Darunter versteht man
dann eine Menge £’ mit einer freien transitiven Operation des vorgegebenen Vek-
torraums. Ich ziehe die oben gegebene Variante vor, da sie jeden Bezug auf einen
vorgegebenen Vektorraum vermeidet und den Anschauungsraum meines Erach-
tens besser modelliert.

Definition 2.2.8. Eine Abbildung ¢ : F — E’ zwischen affinen Rdumen heif3t
eine affine Abbildung genau dann, wenn es eine lineare Abbildung zwischen den
zugehorigen Richtungsrdumen J : £ — E’ gibt mit

op) — (@) =@Fp—q) Yp,qe E

Diese lineare Abbildung ¢ ist dann durch ¢ eindeutig bestimmt und heif3t der
lineare Anteil unserer affinen Abbildung.

2.3 Normierte Riume

2.3.1. Unter einem reellen Vektorraum beziehungsweise einem reellen Raum
verstehen wir einen Vektorraum beziehungsweise einen affinen Raum iiber dem
Korper der reellen Zahlen. Wollen wir einen reellen Vektorraum beziehungswei-
se affinen Raum mit einer Metrik versehen, so reicht es, wenn wir jedem seiner
Vektoren beziehungsweise Richtungsvektoren in geeigneter Weise eine ,,Ldnge*
zuordnen. Einen solchen abstrakten Langenbegriff fiir die Vektoren eines Vektor-
raums nennt man eine ,,Norm‘. Die Details folgen.

Definition 2.3.2. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbil-
dung || || : V — Rso, v+ ||v|| derart, da gilt:

L M| = |A] - |lv]] Vv e VX eR;
2. v =0<v=0;
3. lv+wl < o] + |Jw|| Yv,we V.

Unter einem normierten Vektorraum versteht man ein Paar (V|| ||) bestehend
aus einem Vektorraum V' und einer Norm || || auf V. Fordert man nur die erste
und dritte Bedingung, so spricht man von einer Halbnorm.

Erginzung 2.3.3. Fir Leser, die schon mit komplexen Zahlen vertraut sind, sei
noch erwéhnt, dal man von einer Norm auf einem komplexen Vektorraum stirker
fordert, da} die erste Bedingung sogar fiir alle A € C gelten soll, wobei |\| als die
,INorm der komplexen Zahl \* im Sinne von ?? zu verstehen ist.
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2.3.4. Jeder normierte Vektorraum wird ein metrischer Raum vermittels der durch
die Norm induzierten Metrik

d(v, w) = [lv = w]|

Zum Beispiel gehort unser Betragsabstand auf dem R" zur Maximumsnorm. Wir
diirfen damit in normierten Vektorraumen {iiber Stetigkeit und Konvergenz von
Folgen reden. Allgemeiner verstehen wir unter einem normierten affinen Raum
einen reellen oder komplexen affinen Raum im Sinne von 2.2.2, dessen Rich-
tungsraum mit einer Norm versehen ist. Auch jeder normierte affine Raum triagt
eine natiirliche Metrik, die durch dieselbe Formel beschrieben wird. Reden wir
ohne ndhere Spezifikation von einem normierten Raum, so meinen wir einen
normierten affinen Raum. Leser, die mit dem Begriff eines affinen Raums noch
nicht vertraut sind, mdgen sich aber auch einen normierten Vektorraum denken.
Beispiel 2.3.5. Mit v — ||v|| ist fiir jedes « > 0 auch v — «al|v|| eine Norm. Auf
dem Nullraum gibt es nur eine Norm, die eben den Nullvektor auf Null wirft.
Beispiel 2.3.6. Auf dem R" definiert man die Skalarproduktnorm eines Vektors
v = (vy,...,v,) durch [[v]| = [jv]s = /(v,v) = v+ ...+ v2. Wie man
formal zeigt, dal das tatsédchlich eine Norm ist, wird in ?? diskutiert.
Beispiel 2.3.77. Auf dem R" fiir n > 0 definiert man die Maximumsnorm von
v = (v1,...,0,) durch |v] = ||v||eec = max(|vy|,...,|va])-
Beispiel 2.3.8. Auf dem Raum V = Ens”(D, R) aller beschriinkten reellwertigen
Funktionen auf einer Menge D haben wir die Supremumsnorm, gegeben fiir
D # () durch

[flle = sup{[f ()| | = € D}

und im Fall D = () als die einzig mogliche Norm auf dem Nullraum. Fiir eine end-
liche Menge D mit n Punkten erhalten wir unsere Maximumsnorm auf dem R" als
Spezialfall der Supremumsnorm. Noch allgemeiner definieren wir fiir jeden nor-
mierten Vektorraum (W, | |) auf dem Raum V' = Ens”(D, W) aller beschriinkten
Abbildungen von D nach W die Supremumsnorm durch || f||.c = sup{|f(z)| |
x € D} im Fall D # () und im Fall D = () als die einzig mogliche Norm auf dem
Nullraum. Die zu unserer Supremumsnorm gehdrige Metrik ist in allen diesen
Fillen die Metrik der gleichmiBigen Konvergenz.

Beispiel 2.3.9. Sind V1, ..., V, normierte Vektorrdume, so erkldren wir auf ihrem
Produkt V; x ... x V}, die Produktnorm durch die Vorschrift ||(vy,...,v,)|| =
sup ||v;|| im Fall n > 0 und als die einzige Norm auf dem Nullraum im Fall n = 0.
Offensichtlich induziert die Produktnorm die Produktmetrik.

Satz 2.3.10 (Stetigkeit linearer Abbildungen). Eine lineare Abbildung zwischen
normierten Vektorrdumen f : V — W ist stetig genau dann, wenn es eine Kon-
stante C' > 0 gibt mit

[f @) < Cllolf VveV
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2.3.11. Wir werden in 2.3.14 sehen, daf lineare Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen normierten reellen Vektorraumen immer stetig sind. Sie werden in
2.3.26 sogar folgern, daf} lineare Abbildungen von einem endlichdimensionalen
normierten reellen Vektorraum in einen beliebigen weiteren normierten reellen
Vektorraum immer stetig sind.

Beweis. Ist f stetig, so gibtes 6 > Omit |v — 0| < § = ||f(v) — f(O)] < 1.
Setzen wir C' = 1/4, so folgt || f(v)|| < C||v|| zunichst fiir alle Vektoren v der
Norm ||v|| = ¢ und dann durch Multiplikation mit Skalaren fiir alle v € V. Gibt
es umgekehrt ein C' > 0 mit || f(v)|| < Cllv|| Vv € V, so finden wir fiir alle
e>0eind =¢/C > 0sodabB gilt

o —w|[ <6 = [If(v) - fw)]=[flv-—w)| <Ci=¢ O

Definition 2.3.12. Zwei Normen || ||, | | auf einem reellen Vektorraum V" heien
dquivalent, wenn es positive Konstanten ¢, C' > 0 gibt mit

lv]| < Clo| und |v| < cljv|| YveV

Satz 2.3.13 (Aquivalenz von Normen). Auf einem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum sind je zwei Normen dquivalent.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dal V' der
R™ ist mit » > 1 und daB eine unserer Normen die Maximumsnorm |v| ist. Sei
| || eine zweite Norm. Bezeichnet ey, ..., e, die Standardbasis des R™ und ist
v =1v€e; + ...+ v,e,, SO haben wir

vl = |jvier + ... 4+ vpen|
< vl - llell 4+ 4 Joal - len]]
< |o|-C
mit C' = |le1|| + ... + ||e,||- Insbesondere folgern wir, daB || || : R* — R eine

| |-stetige Abbildung ist, also stetig fiir die durch die Maximumsnorm | | gegebene
Metrik auf R”, denn aus d(z,y) = |z —y| < ¢/C folgt |||z||—||y[|| < [lz—y| < e.
Nun ist aber die Oberfliche

F:={veR"||v =1}

des Hyperkubus | |-kompakt nach 2.1.10 und nicht leer falls gilt n > 1. Nach
2.1.13 nimmt folglich die Funktion || || auf F' ein Minimum « an, und da F" nicht
den Nullvektor enthilt, ist dies Minimum notwendig positiv, a > 0. Wir folgern
zuniéchst einmal a|v| < ||v|| fiir alle v € F. Dann gilt aber natiirlich auch a|Av| <
||\v|| fiir alle A € Rund v € F, also a|w| < |Jw| Yw € R Mitc = 1/a gilt
also |w| < ¢||lw| Vw € R™ N
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///

Iustration zur Aquivalenz von Normen am Beispiel der Betragsnorm und der
Skalarproduktnorm auf dem R2.
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Variante zum Schluf3 des vorhergehenden Beweises. Statt mit Kompaktheit zu ar-
gumentieren, kann man hier alternativ auch mit Induktion tiber n und ,,Vollstdndig-
keit* argumentieren, wenn man denn diesen Begriff bereits kennt. Die Argumen-
tation verlduft dann wie folgt: Wir betrachten die affinen Hyperebenen H; = {x |
x; = 1}. Aus der Induktionsannahme konnen wir durch Widerspruch folgern, daf3
es positive Konstanten a; > 0 gibt mit

In der Tat gibe es sonst in H; eine Folge w, mit ||w,| — 0 fir v — oo. Diese
Folge wire im Sinne von ?? eine Cauchy-Folge fiir die von || || auf H; induzierte
Metrik. Dann wiire sie aber wegen der Aquivalenz der Normen nach der Indukti-
onsannahme auch eine Cauchy-Folge fiir die von der Maximumsnorm | | auf H;
induzierte Metrik und miif3te nach ?? konvergieren gegen einen Punkt w € H;
mit ||w| = 0. Widerspruch! Nun gibt es fiir v € R™\0 stets A € R mit |A\| = |v]
derart, daB A\~'v in einer der affinen Hyperebenen H; liegt. Mit a = inf(a;) folgt
a < ||JA" 1| und |v| < cf|v]| fiir ¢ = 1/a. O

Korollar 2.3.14. Jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen normier-
ten reellen Vektorrdumen ist stetig.

Beweis. Jeder Vektorraumisomorphismus zwischen endlichdimensionalen normier-
ten reellen Vektorriumen ist stetig nach dem Satz iiber die Aquivalenz von Nor-
men 2.3.13 und dem Kriterium fiir die Stetigkeit linearer Abbildungen 2.3.10. So
konnen wir uns beim Beweis des Korollars auf den Fall 1.3.24 linearer Abbildun-
gen R" — R™ zuriickziehen. [

2.3.15. Wir nennen eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums
offen, wenn sie offen ist fiir die von irgendeiner Norm auf seinem Richtungsraum
induzierte Metrik. Nach unserem Satz 2.3.13 iiber die Aquivalenz von Normen
ist sie dann notwendig offen fiir jede von einer Norm induzierte Metrik. Die so
erkliarten offenen Teilmengen bilden die sogenannte natiirliche Topologie auf
unserem endlichdimensionalen reellen Raum.

Definition 2.3.16. Ist f : V — W eine stetige lineare Abbildung normierter
Vektorrdume, so heiflit die kleinstmogliche Konstante C' > 0 wie in 2.3.10 auch
die Operatornorm || f|| von f, in Formeln

1F1l = sup{[Lf ()] [ [[ol < 1}

2.3.17. Die stetigen linearen Abbildungen zwischen normierten Vektorrdumen
V, W nennt man auch beschrinkte Operatoren, da sie nach 2.3.10 genau die
linearen Abbildungen sind, die den Einheitsball auf eine beschrinkte Menge ab-
bilden. Ich notiere die Menge aller stetigen linearen Abbildungen B(V, W) oder
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auch Bg(V, W), wenn ich besonders betonen will, daB reell-lineare Abbildungen
gemeint sind und nicht etwa ,.,komplex-lineare* Abbildungen, wie wir sie spéter
fiir gewohnlich betrachten werden. Ich werde die Notation I3 benutzen, die Termi-
nologie jedoch vermeiden und nach Moglichkeit von stetigen Operatoren reden,
da diese ja keineswegs beschrinkte Abbildungen im Sinne von ?? zu sein brau-
chen.

Ubungen

Ubung 2.3.18. Gegeben ein normierter Vektorraum (V|| ||) sind die folgenden
Abbildungen stetig: Die Norm || || : V' — R, die Addition V' x V' — V, und
die Multiplikation mit Skalaren R x V' — V. Ist unsere Norm die Skalarprodukt-
norm zu einem Skalarprodukt V' x V' — R, so ist auch dies Skalarprodukt stetig.
Leser, die bereits mit komplexen Zahlen vertraut sind, zeigen Analoges auch fiir
komplexe Vektorrdume.

Ubung 2.3.19 (Gruppenwege in normierten Vektorriumen). Die stetigen Grup-
penhomomorphismen von der additive Gruppe der reellen Zahlen in die additive
Gruppe eines normierten reellen Vektorraums sind genau die linearen Abbildun-
gen. Hinweis: ??.

Ergiinzende Ubung 2.3.20. In einem normierten reellen Vektorraum ist jede nicht-
leere offene Teilmenge bereits ein Erzeugendensystem.

Ubung 2.3.21. Man zeige: Jede stetige lineare Abbildung zwischen normierten
Vektorrdumen ist gleichmiBig stetig.

Ubung 2.3.22. Die Menge aller stetigen reellwertigen Funktionen auf einem Raum
X notiere ich C(X, R). Das C steht hier fiir englisch ,,continous* und franzgsisch
,continu“. Man zeige: Versehen wir die Menge C(|[a, b], R) aller stetigen reellwer-
tigen Funktionen auf einem kompakten reellen Intervall [a, b] mit der Supremums-
norm, so wird das Integral f — fab f(t) dt eine stetige Abbildung C([a,b],R) —
R.

Ubung 2.3.23. Bezeichnet C!([a,b],R) C C([a,b],R) den Teilraum der einmal
stetig differenzierbaren Funktionen, so ist das Ableiten f +— [’ keine stetige Ab-
bildung C*([a, b], R) — C([a, b], R).

Ubbmg 2.3.24. Seien U, V, W normierte Vektorrdume. Eine bilineare Abbildung
F U xV — W ist stetig genau dann, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt mit
I|F(u,v)|| < C||ul|||v]|. Man formuliere und beweise die analoge Aussage auch
fiir multilineare Abbildungen.

Ubung 2.3.25. Gegeben eine Menge D und ein normierter Vektorraum V erklire
man auf dem Raum Ens”(D, V) der beschrinkten Abbildungen D — V eine
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Norm derart, dal die zugehorige Metrik die Metrik der gleichmifBigen Konver-
genz aus 1.4.5 wird.

Ubung 2.3.26. Jede lineare Abbildung von einem endlichdimensionalen Vektor-
raum in einen normierten Vektorraum W ist stetig. Sind allgemeiner endlichdi-
mensionale Vektorrdume Vi, ...,V gegeben, so ist jede multilineare Abbildung
Vi x...xV, — W stetig. Hinweis: Das Bild liegt immer in einem endlichdimen-
sionalen Teilraum. Man erinnere 2.3.14 und 1.3.24.

Ubung 2.3.27. Sind f : V — W und g : W — X stetige Abbildungen zwischen
normierten Vektorrdumen, so gilt ||g o f|| < ||g]|]| f]]-

Ubung 2.3.28. Man zeige: Der Raum B(V, W) aller stetigen linearen Abbildun-
gen zwischen normierten Vektorrdumen V., W ist ein Untervektorraum im Raum
Hom(V, W) aller linearen Abbildungen von V' nach W, und die in 2.3.16 einge-
fithrte Abbildung f +— || f|| ist eine Norm auf B(V, W).

Ergiinzende Ubung 2.3.29. Sind normierte Vektorraume V, ..., V, und W gege-
benundist f : V) x ... x V,, = W eine stetige multilineare Abbildung, so heil3t
die kleinstmogliche Konstante C' > 0 wie in 2.3.24 die Norm von f und wird
notiert

LI := sup{|lf (vr, - on) [F ol < 1}

Man zeige, dal wir so eine Norm auf dem Vektorraum B(V7, ..., V,; W) aller ste-
tigen multilinearen Abbildungen erhalten. Weiter zeige man: Die offensichtliche
Abbildung liefert einen Isomorphismus von normierten Riumen

BV, B(Va,...,Viy W) = B(Vy, ..., Vi W)

Ubung 2.3.30. Seien V ein komplexer Vektorraum und || || eine Norm als reeller
Vektorraum, also ||Av|| = |A|[|v]| YA € R. Wir nehmen an, daf} die Multiplika-
tion mit komplexen Skalaren C x V' — V stetig ist. Man zeige, dal wir dann
mit dem Supremum iiber komplexen Zahlen o auf dem Einheitskreis ||v||. =
SUp|4|—1 ||v]| eine Norm || || auf V" als komplexer Vektorraum erhalten, und daf3
diese Norm @quivalent ist zu unserer urspriinglichen Norm.

2.4 Uberdeckungen kompakter metrischer Riume

Definition 2.4.1. Sei X eine Menge. Unter einer Uberdeckung von X versteht
man ein System &/ C P(X) von Teilmengen von X mit Vereinigung X, in For-
meln ausgedriickt X = (J,;, U. Unter einer Teiliiberdeckung einer Uberde-
ckung U versteht man ein Teilsystem VV C U, das auch selbst schon eine Uberde-
ckung ist.
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Definition 2.4.2. Unter einer offenen Uberdeckung eines metrischen Raums
oder allgemeiner eines topologischen Raums versteht man eine Uberdeckung, die
aus offenen Teilmengen besteht.

Satz 2.4.3 (Kompaktheit und offene Mengen). Ein metrischer Raum ist folgen-
kompakt genau dann, wenn jede offene Uberdeckung unseres Raums eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt.

2.4.4. Ich hoffe, daBl Sie im weiteren Verlauf dieser Vorlesung noch sehen wer-
den, wie wichtig diese Charakterisierung der Kompaktheit ist. Im Kontext topo-
logischer Ridume wird Satz 2.4.3 sogar die Definition der Kompaktheit. Sie ist so
wichtig, daB ich sie nicht im FlieBtext verstecken will. Eine ausfiihrlichere Dis-
kussion des Begriffs geben wir in ?? und sehr dhnlich auch in 3.5.

Definition 2.4.5. Ein topologischer Raum heiflt kompakt und manchmal auch
ausfiihrlicher iiberdeckungskompakt, wenn jede offene Uberdeckung unseres
Raums eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

2.4.6. In dieser Terminologie besagt unser Satz 2.4.3, daf} ein metrischer Raum
genau dann folgenkompakt ist, wenn er iiberdeckungskompakt ist.

2.4.7 (Diskussion der Terminologie). Nennen wir einen topologischen Raum
kompakt, so meinen wir a priori iiberdeckungskompakt. Topologische Rdume mit
der Eigenschaft, dal jede Folge eine konvergente Teilfolge besitzt, heiBen dahin-
gegen folgenkompakt. In der franzosischen Literatur ist eine abweichende Ter-
minologie iiblich: Unsere iiberdeckungskompakten oder kurz kompakten topolo-
gischen Ridume heiflen dort quasikompakt, und , kompakt* meint dort ,,liberde-
ckungskompakt und Hausdorft*.

Ergdnzung 2.4.8. Ein Beispiel fiir einen folgenkompakten aber nicht tiberdeckungs-
kompakten topologischen Raum finden Sie in ?? oder ??. Besitzt ein iiberde-
ckungskompakter topologischer Raum die zusitzliche Eigenschaft, da8 man fiir
jeden seiner Punkte eine Folge von Umgebungen derart finden kann, daf jede sei-
ner Umgebungen mindestens eine Umgebung dieser Folge umfal}t, so ist er auch
folgenkompakt mit demselben Argument, wie wir es im Beweis des Satzes ver-
wenden.

Beweis von Satz 2.4.3. Sei X ein metrischer Raum. Ist X nicht folgenkompakt, so
finden wir in X eine Folge ohne konvergente Teilfolge. Dann besitzt jeder Punkt
von X eine offene Umgebung, die nur endlich viele Folgenglieder enthilt, und alle
diese offenen Umgebungen bilden eine offene Uberdeckung von X ohne endliche
Teiliiberdeckung. Das zeigt die eine Richtung. Den Beweis der anderen Richtung
beginnen wir mit einem Lemma, das auch fiir sich genommen oft hilfreich ist.
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Lemma 2.4.9 (Uberdeckungssatz von Lebesgue). Ist X ein folgenkompakter
metrischer Raum und U eine offene Uberdeckung von X, so gibt es ¢ > 0 derart,
dap fiir alle Punkte v € X der e-Ball B(x;e) um x ganz in einer der iiberdecken-
den offenen Mengen U € U enthalten ist.

Erster Beweis. Giibe es kein solches € > 0, so konnten wir fiir jedes n € N>,
einen Punkt x,, € X finden derart, daB B(z,;1/n) in keinem U € U enthalten
wire. Durch Ubergang zu einer Teilfolge konnten wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit zusitzlich annehmen, dal die Folge der x,, konvergiert, etwa gegen
x € X. Nun finden wir jedoch ein U € U mit x € U und dazu p > 0 mit
B(z;p) C U und dazu N mit d(zn,2z) < p/2 und 1/N < p/2, und dann gilte
B(zn;1/N) C B(zn; p/2) C B(z; p) C U im Widerspruch zur Wahl der z,,. [

Zweiter Beweis. Man betrachte die Funktion f : X — R, gegeben durch die
Vorschrift

f(z) :=sup{r <1|EsgibtU € U mit B(z;r) C U}

Die Dreiecksungleichung liefert | f(x)— f(y)| < d(x,y), insbesondere ist f stetig.
Sicher diirfen wir X # () annehmen. Dann nimmt f nach 2.1.13 sein Minimum an
und jede positive Zahl echt unterhalb dieses Minimums ist ein mogliches e. [

Um die andere Implikation im Satz zu zeigen sei nun X folgenkompakt und U
eine offene Uberdeckung von X . Es gilt zu zeigen, daB sie eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Wihlen wir zu unserer Uberdeckung U/ ein ¢ wie im Uberde-
ckungssatz 2.4.9, so reicht es auch zu zeigen, daf} es eine endliche Teilmenge
E C X gibt mit
X = U B(z;¢)
zel

In der Tat liegt ja der e-Ball B(x;¢) um ein beliebiges x € X nach Wahl von
¢ schon in einem der U € U{. Giibe es aber fiir ein ¢ > 0 keine endliche Uber-
deckung von X durch e-Bille, so konnten wir induktiv eine Folge (z,,),en kon-
struieren mit z,, & (<, ., B(x,;¢) fiir alle n, also d(z,,, x,,) > € fir n # m,
und diese Folge konnte keine konvergente Teilfolge haben, im Widerspruch zur
Annahme. [

2.4.10. Sei X eine Menge. Unter einer Uberdeckung einer Teilmenge Y C X
durch Teilmengen von X versteht man ein Mengensystem &/ C P(X) mit Y C
Uvey U- Nach unseren Definitionen ist eine Teilmenge Y eines topologischen
Raums X kompakt fiir die induzierte Topologie genau dann, wenn jede Uber-
deckung von Y durch offene Teilmengen von X eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.
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Ubungen

Ubung 2.4.11 (Nichtleere Schnitte in Kompakta). Ist in einem kompakten to-
pologischen Raum X ein System abgeschlossener Teilmengen K C P(X) mit
leerem Schnitt ()., X = () gegeben, so gibt es bereits ein endliches Teilsystem
£ C K mit leerem Schnitt (... K = 0.

Ergiinzende Ubung 2.4.12 (Satz von Dini). Eine monoton wachsende Folge ste-
tiger reellwertiger Funktionen auf einem kompakten Raum, die punktweise gegen
eine stetige Funktion konvergiert, konvergiert sogar gleichméBig. Hinweis: 2.4.11.

Erginzende Ubung 2.4.13. Man zeige, daB das Bild eines kompakten topologi-
schen Raums unter einer stetigen Abbildung kompakt ist fiir die Spurtopologie.
Insbesondere ist jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten topolo-
gischen Raum beschrinkt.

Ergiinzende Ubung 2.4.14. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer offenen
Uberdeckung U/ zeige man: Eine Teilmenge Y unseres Raums ist genau dann ab-
geschlossen, wenn sie mit jeder Teilmenge unserer Uberdeckung abgeschlossenen
Schnitt hat, in Formeln

Y@X & (YNU)RUVU €U

Die fraglichen Schnitte sollen hierbei abgeschlossen sein in U, nicht in X.

2.5 Integrale mit Parametern

Satz 2.5.1 (iiber Integrale mit Parametern). Gegeben ein metrischer Raum X
und eine stetige Funktion f : X X [a,b] — R ist auch die Funktion X — R,

T~ fab f(x,t)dt stetig.

2.5.2. Ich zeige diesen Satz in groB3er Allgemeinheit als Anwendung unserer neu-
en Charakterisierung der Kompaktheit und als Illustration fiir die Kraft der allge-
meinen Theorie metrischer Rdume. Ist X offen oder abgeschlossen in einem R",
so kann man auch elementarer mit der gleichmiBigen Stetigkeit argumentieren.
Diesen Beweis gebe ich als Alternative auch noch an.

Beweis. Versehen wir den Raum C([a, b], R) aller stetigen reellwertigen Funktio-
nen auf [a,b] mit der Supremumsnorm, so ist nach dem gleich folgenden Satz
2.5.4 die von f induzierte Abbildung f : X — C([a,b],R), z — f(x, ) ste-
tig. Nach Ubung 2.3.22 ist weiter das Integrieren [ : C([a,b],R) — R stetig.
Damit ist unsere Abbildung f o f : X — R stetig als eine Verkniipfung stetiger
Abbildungen. 0
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Alternativer Beweis. Ist X offen oder abgeschlossen in einem R”, so kann man
auch elementarer argumentieren. Zunéchst reicht es ja, die Stetigkeit an jeder Stel-
le # € X nachzuweisen. Mit dieser Uberlegung kénnen wir uns leicht auf den Fall
zuriickziehen, da X kompakt ist. Dann ist aber auch X x [a, b] kompakt und nach
2.1.16 st f dort gleichmiBig stetig. Fiir alle ¢ > 0 gibt es insbesondere § > 0 mit

lz—yl <d = |f(z,t) — f(y,t)| < efirallet € [a,b].

Aus |z — y| < 0 folgt mithin

/abf(:c,t)dt—/:f(y,t)dt' < /ab\f(x,t) ~ fly, )] dt < (b—a)e

und das zeigt die Behauptung. [

2.5.3. Den Raum aller stetigen Abbildungen von einem kompakten Raum X in
einen metrischen Raum Y, versehen mit der Metrik der gleichmiBigen Konver-
genz, wird C(X,Y) notiert. Das C steht hier fiir englisch ,,continous* und fran-
zdsisch ,,continu®.

Satz 2.5.4 (Stetige Abbildungen in Abbildungsriume). Seien X, Y und K me-
trische Riume. Ist K kompakt, so ist eine Abbildung f : X x K — Y stetig genau
dann, wenn die induzierte Abbildung f : X — C(K,Y) stetig ist fiir die Metrik
der gleichmdfligen Konvergenz auf C(K,Y).

Beweis. Dal} aus der Stetigkeit von f die Stetigkeit von f folgt, sicht man ohne
weitere Schwierigkeiten. Wir zeigen nun die andere Richtung und miissen die
Stetigkeit von fan jeder Stelle p € X nachweisen. Sei diese Stelle p ab jetzt fest
gewihlt und sei ¢ > 0 gegeben. Aufgrund der Stetigkeit von f gibt es fiir jedes
s € K ein 6, > 0 mit

fB((p,8);0s) C B(f(p,5);¢)

Nun gilt fiir unsere Metrik auf X x K ja B((p,s);d) = B(p;d) x B(s;d) und
nach 2.4.3 gibt es eine endliche Teilmenge £/ C K mit K C |J ., B(s;d,). Fiir
7 = minge g d; behaupten wir dann

r€Bpin) = d(f(z,1), f(p,1)) <2 V€K
In der Tat finden wir fiir jedes ¢ € K ein s € £ mit ¢ € B(s;d,) und fiir dies s

liegen (p,t) und (z,t) beide in B((p, s); d5). Damit ist die Stetigkeit von f bei p
gezeigt. [
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[lustration zum Beweis von Satz 2.5.4. Die mit gestrichelten Rédndern
eingezeichneten Quadrate sind so gewihlt, dal unsere Abbildung f auf jedem
Quadrat hochstens um den Abstand € von ihrem Wert im Zentrum des jeweiligen
Quadrats abweicht. Die gepunktelten Linien begrenzen einen Streifen der Breite
27, in dem unsere Funktion auf jeder Vertikalen hochstens um 2¢ von ihrem Wert
am Schnittpunkt der besagten Vertikalen mit der fett eingezeichneten
Horizontalen abweicht.
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3 Mengentheoretische Topologie

3.1 Topologische Riume

3.1.1. Wir beginnen mit einigen Erinnerungen zur Begriffswelt der topologischen
Réiume aus 1.1, wo im wesentlichen derselbe Stoff in groBerer Ausfiihrlichkeit und
unter besonderer Betonung der Motivation durch Fragen der Analysis entwickelt
wurde.

3.1.2. Gegeben eine Menge X konnen wir die Menge P(X) aller Teilmengen
von X bilden, die sogenannte Potenzmenge von X. Weil es mich verwirrt, tiber
Mengen von Mengen zu reden, nenne ich wie in ?? Teilmengen von P (X) lieber
Systeme von Teilmengen von X und spreche im folgenden von Teilsystemen,
wenn ich Teilmengen solcher Mengensysteme meine.

Definition 3.1.3. Eine Topologie 7 auf einer Menge X ist ein System von Teil-
mengen 7 C P(X), das stabil ist unter dem Bilden von endlichen Schnitten und
beliebigen Vereinigungen. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7") bestehend
aus einer Menge mitsamt einer Topologie. Statt U € T schreiben wir meist

UcX

und nennen U eine offene Teilmenge von X. Die Notation @ ist in der Literatur
nicht iiblich.

3.1.4. In Formeln ausgedriickt fordern wir von einer Topologie 7 C P(X) auf
einer Menge X also:

1. Uy,...,U, € T=UnN...NU, €T firn > 0 und insbesondere auch
X € T als der Spezialfall n = 0. Gleichbedeutend dazu sind die beiden
Forderungen X € T sowie U,V € T=UNV € T;

2.U ¢ T = Upey U € T und damit insbesondere auch () € 7, da ja das
leere Mengensystem U = () in jedem Mengensystem enthalten ist.

Beispiel 3.1.5. Fiir jeden metrischen Raum bildet das System seiner im Sinne
von 1.5.3 offenen Teilmengen eine Topologie, die metrische Topologie. Gege-
ben ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum liefert jede Norm auf seinem
Richtungsraum eine Metrik auf unserem affinen Raum und diese liefert dann eine
Topologie. Der Satz iiber die Aquivalenz von Normen 2.3.13 zeigt nun, daB die-
se Topologie gar nicht von der gewdhlten Norm abhéngt, vergleiche 2.3.15. Sie
heiflt die natiirliche Topologie auf unserem endlichdimensionalen reellen affinen
Raum.
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Beispiel 3.1.6. Auf der Menge R := RLI{—00, oo} der erweiterten reellen Zahlen
erklidren wir eine Topologie, indem wir alle Teilmengen offen nennen, die mit
jedem Punkt x € R ein ganzes offenes Intervall um unseren Punkt enthalten, mit
oo ein ganzes Intervall der Gestalt (a,oc] fiir @ € R und mit —oco ein ganzes
Intervall der Gestalt [—o0, b) fiir b € R.

Beispiel 3.1.7. Auf jeder Menge konnen wir die Klumpentopologie betrachten,
die nur aus der ganzen Menge und der leeren Menge besteht, oder die diskrete
Topologie, bei der wir alle Teilmengen als offen ansehen. Einen topologischen
Raum mit der diskreten Topologie nennen wir auch kurz einen diskreten Raum.

Definition 3.1.8. Ist X ein topologischer Raum und ¥ C X eine Teilmenge,
so erkliart man die induzierte Topologie oder Spurtopologie auf Y durch die
Vorschrift

UeocY << IWVaecXmitU=VNY

In Worten ist also eine Teilmenge von Y offen fiir die induzierte Topologie, wenn
sie der Schnitt von Y mit einer offenen Teilmenge von X ist. Es ist klar, dal
dieses Mengensystem in P(Y') in der Tat eine Topologie auf Y ist. Ab jetzt fas-
sen wir stillschweigend jede Teilmenge Y eines topologischen Raums X auf als
topologischen Raum mit der induzierten Topologie.

3.1.9 (Offen als relativer Begriff). Wenn wir eine Menge einfach nur ,,offen*
nennen, so in der Hoffnung, dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen grofleren
Raum X dies ,,offen* gemeint ist. Ist X ein topologischer Raum und sind M C
Y C X Teilmengen, so meint M @ Y, da3 M offen ist als Teilmenge des Raums
Y mit seiner induzierten Topologie.

3.1.10. Gegeben ein topologischer Raum X gilt V c U @ X = V © X. Istin
der Tat V' offen in der Spurtopologie, so gibtes W @ X mit V = W N U und
daraus folgt V' @ X.

Definition 3.1.11. Eine Abbildung von einem topologischen Raum in einen wei-
teren heil3t stetig, wenn darunter das Urbild jeder offenen Menge offen ist.

Satz 3.1.12. Die Verkniipfung stetiger Abbildungen ist stetig.

Beweis. Sind f : X — Y und g : Y — Z stetig, so gelten beide Implikationen
der Implikationskette V @ Z = g (V) @ Y = f~*(¢'(V)) @ X. Da nun gilt
Y9 (V) = (go f)~1(V), ist damit auch (g o f) stetig. O

Beispiele 3.1.13. Jede konstante Abbildung ist stetig. Die Identitit auf einem to-
pologischen Raum ist immer stetig. Jede Abbildung in einen Raum mit der Klum-
pentopologie ist stetig. Jede Abbildung aus einem Raum mit der diskreten Topo-
logie ist stetig.
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Beispiel 3.1.14 (Metrische Stetigkeit als topologische Stetigkeit). Eine Abbil-
dung zwischen metrischen Rdumen ist ,,metrisch stetig* im Sinne von 1.3.10 ge-
nau dann, wenn sie ,,topologisch stetig* ist im Sinne unserer Definition 3.1.11.
In der Tat, sei f : X — Y unsere Abbildung zwischen metrischen Raumen. Je-
der Ball B(y;e) im metrischen Raum Y ist offen nach 1.5.5. Ist f topologisch
stetig, so ist demnach sein Urbild f~'B(y;¢) offen in X. Fiir jedes € X mit
f(z) = y gibt es nach der Definition der metrischen Topologie also 6 > 0 mit
B(z;8) C f7'B(y;e) alias f(B(z;d)) C B(y;e), und das zeigt die metrische
Stetigkeit von f. Ist umgekehrt f metrisch stetig, so ist nach derselben Argu-
mentation das Urbild jedes Balls offen, und dann natiirlich auch das Urbild jeder
offenen Menge als Vereinigung von Urbildern solcher Bille.

Lemma 3.1.15 (Universelle Eigenschaft der induzierten Topologie). Gegeben
f X = Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen und 7 C Y eine
Teilmenge mit f(X) C Z ist f stetig genau dann, wenn die induzierte Abbildung
[+ X — Z stetig ist fiir die auf Z induzierte Topologie.

Beweis. Die Einbettung i : Z — Y ist offensichtlich stetig. Ist also f : X — Z
stetig, so auch f : X — Y als Verkniipfung stetiger Abbildungen. Sei umgekehrt
f X — Y stetigmit f(X) C Z. Gegeben U @ Z existiert V@ Y mit V' N
Z = U. Dann ist f~Y(U) = f~!(V) offen in X aufgrund der Stetigkeit von
f: X =Y. [

Definition 3.1.16. Eine Teilmenge M eines topologischen Raums X heifit ab-
geschlossen oder priziser abgeschlossen in X und wir schreiben in Formeln
M @& X, wenn ihr Komplement X\ M offen ist.

3.1.17 (Abgeschlossen als relativer Begriff). Wenn wir eine Menge einfach nur
»abgeschlossen* nennen, so in der Hoffnung, dem Leser sei klar, in Bezug auf
welchen groleren Raum X dies ,,abgeschlossen® gemeint ist. Ist X ein topolo-
gischer Raum und sind M C Y C X Teilmengen, so meint M @& Y, dal M
abgeschlossen ist als Teilmenge des Raums Y mit seiner induzierten Topologie
3.1.8.

Lemma 3.1.18. Jede endliche Vereinigung und beliebige Schnitte abgeschlosse-
ner Mengen sind abgeschlossen.

Beweis. Das folgt mit der Definition einer Topologie sofort aus der Formel

X\ () M= | x\m)
MeM MeM
Diese Formel gilt ganz allgemein fiir jedes System M C P(X) von Teilmengen
einer Menge X. O
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3.1.19 (Stetigkeit und abgeschlossene Mengen). Eine Abbildung ist stetig genau
dann, wenn darunter das Urbild jeder abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist:
Das folgt unmittelbar aus der Definition 3.1.11, da das Urbild des Komplements
einer Menge stets das Komplement ihres Urbilds ist.

Proposition 3.1.20. Sei f : X — Y eine Abbildung topologischer Rdiume.

1. Gegeben U eine offene Uberdeckung von X alias ein System offener Teil-
mengenvon X mit X = J;;, U ist f stetig genau dann, wenn f|y stetig ist
fiir alle U € U. Etwas vage gesprochen ist demnach Stetigkeit eine lokale
Eigenschaft.

2. Gegeben eine endliche abgeschlossenene Uberdeckung von X, in For-
meln Ay, ..., A, & X mit X = J._| A, ist [ stetig genau dann, wenn
fla, stetig ist fiirallei = 1,...n.

Vorschau 3.1.21. Etwas allgemeiner gilt das auch noch fiir eine ,,lokal endliche
abgeschlossene Uberdeckung®, vergleiche 3.7.19.

Beweis. Ist f stetig, so sind alle f|y stetig als Verkniipfung von f mit der stetigen
Inklusion U — X. Sind andererseits alle f|; stetig, so ist fiir alle W @ Y und
alle U € U das Urbild f~'(W) N U offen in U, nach 3.1.10 ist also f~*(W)NU
sogar offen in X, und damit ist dann natiirlich auch f~'(W) = Uy, /7' (W) N
U offen in X als Vereinigung offener Mengen. Mithin ist f stetig. Teil 2 zeigt
man dhnlich: Nach 3.1.19 muf} nur gezeigt werden, dal} fiir jede abgeschlossene
Teilmenge B @& Y von Y ihr Urbild f~!(B) abgeschlossen ist in X. Da aber gilt
fY(B) = f{fYB)uU...U f4(B) und f;*(B) @& A; nach Annahme folgt die
Proposition aus Ubung 3.1.25 und den Definitionen. [

Definition 3.1.22. Eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen heif3t ein Ho-
moomorphismus oder auch eine topologische Abbildung, wenn sie stetig und
bijektiv ist und zusitzlich die inverse Abbildung auch stetig ist. Zwei topologische
Rédume heilen homoomorph, wenn es zwischen ihnen einen Homdomophismus
gibt. In Formeln schreiben wir dann X = Y.

Ubungen

Ubung 3.1.23. Auf jeder Menge kann man die koendliche Topologie erkliren
durch die Vorschrift, dal auBler der leeren Menge nur die Komplemente endlicher
Mengen offen sein sollen.

Ubung 3.1.24. Auf jeder teilgeordneten Menge kann man die Ordnungstopo-
logie, auch genannt Alexandroff-Topologie, erkldren durch die Vorschrift, dafl
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genau die Teilmengen offen sein sollen, die mit einem Element auch jedes klei-
nere Element enthalten. Genau dann entsteht eine Topologie in dieser Weise aus
einer Teilordnung, wenn es fiir jedes Element eine kleinste offene Menge gibt, die
es umfaft.

Ubung 3.1.25. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer Teilmenge Y zeige
man: A @ Y < dB @& X mit A = BNY. Weiter zeige man fiir Teilmengen
B C A C X die Implikation (B @ A & X) = B @& X.

Ubung 3.1.26. Gegeben ein topologischer Raum X und eine Menge Y und eine
Abbildung f : X — Y zeige man, daB {V C Y | f~1(V) @ X} eine Topologie
auf Y ist. Sie heif3t die Finaltopologie zu f. Weiter zeige man fiir jeden weiteren
topologischen Raum 7, daf} eine Abbildung g : ¥ — Z genau dann stetig ist,
wenn g o f : X — Z stetig ist. Diese Ubung ist im folgenden wichtig, wenn man
die allgemeine Initialtopologie vor der allgemeinen Finaltopologie behandelt.

3.2 Inneres, Abschlu3, Umgebungsbegriff
Definition 3.2.1. Seien X ein topologischer Raum und M C X eine Teilmenge.

1. Es gibt eine grofite offene Teilmenge Innx (M) = Inn(M) = M° von X,
die in M enthalten ist, ndmlich die Vereinigung iiber alle offenen Teilmen-
gen U von X, die in M enthalten sind. M ° heif3t der offene Kern oder auch
das Innere, englisch interior von ) in X.

2. Es gibt eine kleinste abgeschlossene Teilmenge Cly (M) = CI(M) = M
von X, die M umfaf3t, ndmlich den Schnitt iiber alle abgeschlossenen Teil-
mengen A von X, die M umfassen. Diese Menge M heiBt der AbschluB,
englisch closure von M in X.

3. Man definiert den Rand oder genauer den topologischen Rand von ) in
X als Ox M = OM = M\M?°. Er ist stets abgeschlossen in X.

3.2.2. Die Herkunft der Bezeichnung 0M fiir den Rand von M wird in ?? disku-
tiert. Ich habe die englische Abkiirzung Cl fiir den Abschluf vorgezogen, weil ich
das Kiirzel Ab fiir die ,,Kategorie der abelschen Gruppen* reservieren will.

Beispiele 3.2.3. Fiir eine beliebige Teilmenge M der abgeschlossenen Kreisschei-
be D? C R?, die die offene Kreisscheibe umfaft, ist der offene Kern von M in R?
die offene Kreisscheibe, der Abschlu M/ in R? die abgeschlossene Kreisscheibe,
und der Rand M in R? die Kreislinie. Fiir einen beliebigen topologischen Raum
X ist natiirlich der offene Kern von X in X ebenso wie der Abschlufl von X in X
schlicht X selber, und der Rand von X in X ist leer.

Lemma 3.2.4. Seien X ein topologischer Raum und M, N C X Teilmengen.
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1. Es gilt X\M = X\M® und (X\M)° = X\IM;
2. Esgilt MUN = M UN und (M N N)° = M° N N

Beweis. 1. Wir rechnen

X\Me =X\ |JU=[xX\)= [) A4 =X\
U offen U offen A abgeschlossen
ucM ucM AD(X\M)

Die Gleichheit (X\M)° = X\ M ergibt sich, wenn wir in der schon bewiesenen
Gleichheit auf beiden Seiten das Komplement nehmen und M durch X\ M erset-
zen.

2. MU N ist abgeschlossen und umfat M und N, also auch M und N. Ande-
rerseits ist M U N abgeschlossen und umfalit M/ U N, also auch M U N. Die
Gleichheit (M N N)° = M° N N° zeigt man analog. O

Definition 3.2.5. Seien X ein topologischer Raum, M C X eine Teilmenge und
p € X ein Punkt. So benutzt man die Sprechweisen

p € M° < pistinnerer Punkt von M,
pE€ M <& pist Berithrungspunkt von M;
p € O0M < pist Randpunkt von M.

Hier ist wieder zu beachten, da3 es ganz entscheidend von X abhédngt, welche
Punkte nun innere Punkte, Berithrungspunkte oder Randpunkte von M sind.

Definition 3.2.6. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heif3t dicht, wenn
ihr Abschluf3 der ganze Raum ist.

Definition 3.2.7. Seien X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Eine Teilmenge U C X heif3it eine Umgebung von A, wenn es eine offene Menge
V @ X gibt mit A C V C U. Im Fall einer einelementigen Teilmenge A = {p}
sprechen wir auch von einer Umgebung von p.

3.2.8. Eine Teilmenge eines topologischen Raums ist genau dann offen, wenn sie
eine Umgebung eines jeden ihrer Punkte ist. In der Tat, ist sie eine Umgebung
eines jeden ihrer Punkte, so ist sie eine Vereinigung von offenen Mengen und
damit offen. Die andere Implikation ist eh klar.

Definition 3.2.9. Gegeben f : X — Y eine Abbildung von topologischen Raum-
enund p € X ein Punkt heifit f stetig bei p, wenn fiir jede Umgebung V' C Y
von f(p) ihr Urbild f~}(U) C X eine Umgebung von p ist.
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3.2.10. Eine Abbildung von topologischen Raumen X — Y ist stetig genau dann,
wenn sie an jedem Punkt p € X stetig ist. Der Beweis sei dem Leser zur Ubung
iiberlassen.

Lemma 3.2.11. Gegeben X ein topologischer Raum, M C X eine Teilmenge und
p € X ein Punkt haben wir:

1. pe M° <& M ist eine Umgebung von p;
2. peM & M trifft jede Umgebung von p;
3. p€IM & M und X\M treffen jede Umgebung von p.

Beweis. 1 ist klar nach den Definitionen. Fiir 2 bemerken wir, dafl nach Lemma
3.2.4.1 gilt
eM & pé(X\M)
& X\ M ist keine Umgebung von p

& jede Umgebung von p trifft M.

Sicher gilt weiter p € OM < p € M N (X\M). Nun folgt 3 aus der eben unter 2
bewiesenen Aussage. 0

3.2.12. Ein topologischer Raum X heif3t Hausdorff, wenn darin je zwei verschie-
dene Punkte disjunkte Umgebungen besitzen. Gleichbedeutend wird auch die Be-
zeichnung separiert verwendet.

Beispiel 3.2.13. Die metrische Topologie einer Metrik ist stets Hausdorff. Die
Klumpentopologie auf einer Menge mit mindestens zwei Elementen ist nicht Haus-
dorff. Die koendliche Topologie auf einer unendlichen Menge ist nicht Hausdorff.

3.2.14. Ein Punkt eines topologischen Raums X heif3t ein Hiufungspunkt von
X, wenn die nur aus unserem Punkt bestehende Teilmenge nicht offen ist. Man
mag gleichbedeutend von einem nichtoffenen Punkt reden.

Satz 3.2.15 (Eindeutigkeit stetiger Fortsetzungen in Hiufungspunkten). Seien
X, Y topologische Riume, p € X ein Hiufungspunkt und f : X\p — Y eine
Abbildung. Ist Y Hausdorff, so gibt es hiochstens eine Fortsetzung von f zu einer
Abbildung f:X =Y, die stetig ist bei p.

Beweis. Wiire sonst f eine weitere bei p stetige Fortsetzung mit f(p) # f(p),s
fanden wir disjunkte Umgebungen V und V dieser beiden Bildpunkte und dazu
Umgebungen U und U von p mit f(U) € V und f(U) C V. Daraus folgte aber

fUNU\p) c VAV =0

im Widerspruch dazu, dafl die Umgebung UnU von p nicht nur aus unserem
Héaufungspunkt p selbst bestehen darf. [
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Definition 3.2.16. Seien X, Y topologische Rdume mit Y Hausdorff. Seien weiter
p € X ein Haufungspunkt und f : X\p — Y eine Abbildung. Sei schlieBlich
b € Y ein Punkt. Wir sagen, f(z) strebt gegen b fiir + — p und schreiben

lim f(z) =10

T—p

als Abkiirzung fiir die Aussage, daf} die Fortsetzung von f zu f: X = Y durch
f(p) := b stetig ist bei p. In diesem Fall nennen wir b den Grenzwert oder la-
teinisierend Limes der Funktion f fiir + — p. Nach der Eindeutigkeit stetiger
Fortsetzungen 3.2.15 ist dieser Grenzwert eindeutig bestimmt, wenn er existiert.

3.2.17. Salopp gesprochen verhilt es sich demnach so, dall eine Abbildung in
einen Hausdorffraum mit einer einpunktigen Definitionsliicke an einem Hiufungs-
punkt ihres Definitionsbereichs auf hochstens eine Weise stetig in diese Defini-
tionsliicke hinein fortgesetzt werden kann. Der Wert dieser an besagter Stelle ste-
tigen Fortsetzung heif3t dann der Grenzwert unserer Abbildung an besagter Stelle.
Dieselbe Definition hatten wir bereits in der Analysis in ?? gegeben.

3.2.18. Grenzwerte von Folgen sind der Spezialfall X := NU {oo} mit der von R
induzierten Topologie und dem Haufungspunkt p = oco. Ausgeschrieben bedeutet
lim,, 00 ¥ = b, daBl in jeder Umgebung von b fast alle Glieder unserer Folge alias
alle bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen liegen.

3.2.19. Eine Teilmenge [ eines topologischen Raums X heif3t folgenabgeschlos-
sen, wenn sie mit jeder in X konvergierenden Folge auch deren Grenzwerte ent-
hilt. In metrischen Rdumen sind folgenabgeschlossene Teilmengen stets abge-
schlossen. In beliebigen topologischen Riumen gilt das nicht mehr, wie das im
folgenden diskutierte Beispiel 3.2.26 zeigt.

Ubungen
Ubung 3.2.20. Man zeige, daB im allgemeinen gilt M NN # M N N. Welche
Inklusion gilt stets?

Ubung 3.2.21. In jedem topologischen Raum ist der Schnitt einer offenen dichten
Teilmenge mit einer beliebigen dichten Teilmenge wieder dicht.

Ubung 3.2.22. Eine Abbildung f : X — Y von topologischen Rdumen ist stetig
genau dann, wenn fiir alle Teilmengen M C X gilt f (M) C f(M).

Ubung 3.2.23. Man zeige fiir jeden topologischen Raum: Der Schnitt von zwei
Umgebungen eines Punktes ist wieder eine Umgebung besagten Punktes. Jede
Umgebung eines Punktes kann verkleinert werden zu einer offenen Umgebung
desselben Punktes.
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Ubung 3.2.24. Eine Teilmenge eines topologischen Raums ist offen genau dann,
wenn sie fiir jeden ithrer Punkte eine Umgebung ist.

Ubung 3.2.25. Eine Teilmenge eines topologischen Raums 7' C X ist abgeschlos-
sen genau dann, wenn jeder Punkt x € X eine Umgebung U besitzt derart, da3
T N U abgeschlossen ist in U.

Erginzende Ubung 3.2.26 (Folgenabgeschlossen heiBt nicht abgeschlossen).
Diese Ubung liefert ein Beispiel fiir eine folgenabgeschlossene aber nicht ab-
geschlossene Teilmenge eines Hausdorffraums. Wir betrachten auf der Menge
Ens(R, R) aller Abbildungen f : R — R die ,,Topologie der punktweisen Kon-
vergenz‘ : Eine Teilmenge U C Ens(R, R) ist in Bezug auf diese Topologie offen
genau dann, wenn es fiir jedes f € U ein ¢ > 0 und eine endliche Teilmenge
E C R gibt mit

(lg(z) — f(x)|<eVzeFE) = geU

Man zeige, dall das in der Tat eine Topologie ist, daB in dieser Topologie je zwei
verschiedene Funktionen disjunkte Umgebungen besitzen, und daf die meBbaren
Funktionen darin eine unter Konvergenz von Folgen abgeschlossene aber nicht
topologisch abgeschlossene Teilmenge bilden. Unsere ,,Topologie der punktwei-
sen Konvergenz* wird sich im iibrigen in 3.6.17 folgende als ein Spezialfall der
sogenannten ,,Produkttopologie* erweisen.

Erginzende Ubung 3.2.27. Unter einer Umgebungsbasis eines Punktes in einem
topologischen Raum versteht man ein System von Umgebungen besagten Punktes
derart, daf jede Umgebung unseres Punktes mindestens eine Umgebung unseres
Systems umfaB3t. Man zeige: Besitzt in einem topologischen Raum jeder Punkt
eine abzihlbare Umgebungsbasis, so ist jede unter Konvergenz von Folgen abge-
schlossene Teilmenge bereits abgeschlossen, und jede ,,folgenstetige* Abbildung
in einen weiteren topologischen Raum ist bereits stetig.

Ergédnzung 3.2.28. Besitzt in einem topologischen Raum jeder Punkt eine abzihl-
bare Umgebungsbasis, so sagt man auch, er ,,gehorche dem ersten Abzihlbar-
keitsaxiom*.

Ubung 3.2.29. Sind X, Y, Z topologische Rdume und ist f : X — Y stetig in p
und g : Y — Z stetigin f(p), soist g o f stetig in p.

3.3 Zusammenhang

Definition 3.3.1. Ist X ein topologischer Raum und sind z,y € X Punkte, so
nennen wir eine stetige Abbildung v : [a,b] — X von einem mehrpunktigen
kompakten reellen Intervall [a, b] nach X mit y(a) = = und 7(b) = y einen Weg
von x nach y. Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhingend, wenn
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er nicht leer ist und es fiir je zwei Punkte unseres Raums einen Weg vom einen
zum anderen gibt.

3.3.2. Das Bild eines wegzusammenhédngenden Raums unter einer stetigen Abbil-
dung ist offensichtlich stets wieder wegzusammenhédngend.

Definition 3.3.3. Ein topologischer Raum heiflit zusammenhiéingend, wenn er
nicht leer ist und sich nicht als disjunkte Vereinigung von zwei nichtleeren of-
fenen Teilmengen schreiben 146t.

Beispiel 3.3.4. Ein diskreter topologischer Raum ist zusammenhédngend genau
dann, wenn er aus genau einem Punkt besteht.

3.3.5. Gleichbedeutend konnten wir natiirlich auch fordern, dafl unser Raum nicht
leer ist und sich nicht als disjunkte Vereinigung von zwei nichtleeren abgeschlos-
senen Teilmengen schreiben 1dBt. Eine Teilmenge eines topologischen Raums
nennen wir nach unseren allgemeinen Konventionen zusammenhéingend, wenn
sie zusammenhingend ist als topologischer Raum mit der induzierten Topologie.

3.3.6 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur wird meist auch die lee-
re Menge zusammenhiéngend genannt. Mir scheint das unnatiirlich, da sich mit
dieser Konvention jeder zusammenhédngende Raum in eine Vereinigung von zwei
disjunkten offenen zusammenhingenden Teilmengen zerlegen lieB3e.

Proposition 3.3.7. Das Bild eines zusammenhdngenden Raums unter einer steti-
gen Abbildung ist stets zusammenhdingend.

Beweis. Es reicht, wenn wir fiir eine stetige Surjektion f : X — Y aus Y nicht
zusammenhingend folgern, dal auch X nicht zusammenhingend ist. Ist jedoch
Y = Y, U Y] eine Zerlegung in zwei offene, disjunkte, nichtleere Teilmengen, so
auch X = f~1(Yy) U f~1(Y1). Ist Y leer, so auch X. Die Proposition folgt. [

Proposition 3.3.8 (Charakterisierung zusammenhéngender Riume). Gege-
ben ein topologischer Raum sind gleichbedeutend:

1. Unser Raum ist zusammenhdngend;

2. Jede stetige Abbildung von unserem Raum in einen Raum mit der diskreten
Topologie ist einwertig;

3. Jede stetige Abbildung von unserem Raum in einen zweielementigen Raum
mit der diskreten Toplogie ist einwertig.

3.3.9. Wir verwenden hier unsere Konvention ??, nach der eine Abbildung ein-
wertig heiflt, wenn ihr Bild aus genau einem Element besteht.
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Beweis. 1 = 2 folgt aus 3.3.7, da das Bild einer stetigen Abbildung unseres zu-
sammenhéngenden Raums in einen diskreten Raum notwendig zusammenhingend
und diskret ist und damit nach 3.3.4 aus einem einzigen Punkt bestehen muf.
2 = 3Jist klar. 3 = 1 zeigt man durch Widerspruch: Ist unser Raum nicht zu-
sammenhidngend, so ist er entweder leer und die einzige Abbildung in unseren
zweielementigen Raum ist nicht einwertig, oder er besitzt eine Zerlegung in zwei
disjunkte nichtleeren offenen Teilmengen. Dann aber konnen wir eine stetige nicht
einwertige Abbildung in unsere zweielementige Menge angeben durch die Vor-
schrift, daB} sie auf der einen Teilmenge das eine Element als Wert annehmen soll
und auf der anderen das andere. ]

Lemma 3.3.10 (Zusammenhiingende Teilmengen von R). Eine Teilmenge der
reellen Zahlengerade ist zusammenhdngend genau dann, wenn sie ein nichtleeres
Intervall ist.

Beweis. Ist A C Rnichtleer und kein Intervall, so gibtes p € R\ A mit ANR.,, #
) # ANR.,, und das ist eine Zerlegung von A in zwei nichtleere offene Teil-
mengen. Umgekehrt ist jedes nichtleere reelle Intervall zusammenhédngend nach
Proposition 3.3.8 und dem Zwischenwertsatz. Man kann auch ohne den Zwischen-
wertsatz argumentieren wie folgt. Sei sonst / C R ein nichtleeres Intervall mit
einer Zerlegung [ = I, LI I; in zwei fiir die Spurtopologie offene nichtleere Teil-
mengen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, es gebe
a € Ipund b € I; mit a < b. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir
weiter annehmen, es sei sogar I = [a, b]. Nun sind [y, [; auch abgeschlossen in
I und damit in R. Fiir p = sup I, folgt p € Iy und p < b und damit (p,b] C [,
und dann auch p € I, im Widerspruch zu I, N I; = (. Von dieser Argumenta-
tion ausgehend konnen wir nun sogar den Zwischenwertsatz als Korollar unseres
Lemmas erhalten, nach 3.3.7 sind ja Bilder zusammenhingender Riume zusam-
menhéngend und damit nach unserem Lemma Bilder nichtleerer reeller Intervalle
unter stetigen reellwertigen Funktionen wieder nichtleere reelle Intervalle. [

3.3.11 (Wegzusammenhiingende Teilmengen von R). Eine Teilmenge A C R
ist wegzusammenhizngend genau dann, wenn A ein nichtleeres Intervall ist. In der
Tat ist jedes nichtleere reelle Intervall offensichtlich wegzusammenhéngend. Ist
umgekehrt A C R nicht leer und kein Intervall, so gibt es reelle Zahlen x < p < y
mit z,y € A aber p ¢ A. Dann aber kann es nach dem Zwischenwertsatz keinen
Weg von x nach y geben, der ganz in A verlauft.

3.3.12. Wir sehen insbesondere, daf} die zusammenhédngenden Teilmengen von
Q genau die einelementigen Teilmengen sind. Topologische Raume mit dieser
Eigenschaft heilen total unzusammenhingend.

Satz 3.3.13. Jeder wegzusammenhdngende Raum ist zusammenhdngend.
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Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch. Sei X nicht leer und nicht zusam-
menhéngend, also die disjunkte Vereinigung X = U U V' zweier nichtleerer offe-
ner Teilmengen. Gibe es einen Weg ¢ : [a,b] — X mit p(a) € U und ¢(b) € V,
so wire [a,b] = ¢ 1 (U) U ¢ 1(V) eine disjunkte Zerlegung des Intervalls [a, D]
in zwei nichtleere offene Teilmengen, und das stiinde im Widerspruch zu unserer
Erkenntnis, daf} Intervalle zusammenhingend sind. Also kann es keinen solchen
Weg geben und X ist auch nicht wegzusammenhéngend. [

Definition 3.3.14. Auf jedem topologischen Raum X definiert man die Relati-
on W der Wegverbindbarkeit durch die Vorschrift, daf} gilt Wy, wenn es in
X einen Weg von x nach y gibt. Man zeige, daB das eine Aquivalenzrelation ist.
Hinweis: Die Transitivitét ergibt sich durch das ,,Aneinanderhingen von Wegen*
und die Stetigkeit der so entstehenden Wege folgt mit 3.1.20.2. Die Aquivalenz-
klassen fiir die Aquivalenzrelation der Wegverbindbarkeit heiBen die Wegzusam-
menhangskomponenten unseres Raums. Die Menge der Wegzusammenhangs-
komponenten eines Raums X notieren wir 7y (X).

Lemma 3.3.15. Besitzt in einem topologischen Raum jeder Punkt eine wegzusam-
menhdngende Umgebung, so sind seine Wegzusammenhangskomponenten offen
und unser Raum zusammenhdngend genau dann, wenn er wegzusammenhdngend
ist.

Beweis. Besitzt jeder Punkt eine wegzusammenhingende Umgebung, so sind die
Wegzusammenhangskomponenten sicher offen. Ist unser Raum nicht leer und
nicht wegzusammenhingend, so hat er mindestens zwei Wegzusammenhangs-
komponenten, und nehmen wir eine dieser Komponenten und die Vereinigung
der Ubrigen, so erhalten wir eine Uberdeckung durch zwei nichtleere offene Teil-
mengen. Also ist unter diesen Voraussetzungen unser Raum auch nicht zusam-
menhéngend. Dall umgekehrt jeder wegzusammenhéngende Raum auch zusam-
menhiéngend ist, wissen wir bereits aus 3.3.13. 0

Definition 3.3.16. Eine maximale zusammenhingende Teilmenge eines topologi-
schen Raums heilit eine Zusammenhangskomponente.

Proposition 3.3.17 (Zerlegung in Zusammenhangskomponenten). Gegeben ein
topologischer Raum X gilt:

1. Jeder Punkt liegt in genau einer Zusammenhangskomponente;

2. Ist eine Teilmenge unseres Raums zusammenhdngend, so ist auch ihr Ab-
schluf3 zusammenhdngend. Insbesondere sind Zusammenhangskomponen-
ten stets abgeschlossen;
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3. Ist A C P(X) ein System von zusammenhingenden Teilmengen von X
mit nichtleerem Schnitt (), 4 A # 0, so ist auch die Vereinigung | J ;. 4 A
zusammenhdngend.

Beweis. 2. Sei A unsere zusammenhédngende Teilmenge. Da nach Annahme A
nicht leer ist, gilt dasselbe fiir A. Ist A nicht zusammenhingend, so zerfillt A also
in zwei nichtleere disjunkte abgeschlossene Teilmengen A = A; LI A,. Nach der
Definition von A kann keines der A; schon A enthalten, also ist A = (4; N A) U
(A2 N A) eine disjunkte Zerlegung in zwei nichtleere abgeschlossene Teilmengen,
und damit ist auch A nicht zusammenhéngend im Widerspruch zur Voraussetzung.

3. WirsetzenY = |J, .4 A. SeiY = U UV eine Zerlegung von Y in zwei offene
disjunkte Teilmengen. Es gilt zu zeigen, dal U oder V' schon ganz Y sein muB.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen U N (4.4 A # 0.
Da die A zusammenhingend sind, folgt dann schon U D A fiir alle A und damit
U=Y.

1. Nach 3 ist die Vereinigung iiber alle zusammenhidngenden Teilmengen, die
einen gegebenen Punkt enthalten, selbst zusammenhéngend. [

Ergdnzung 3.3.18. Wir geben einen alternativen Beweis fiir den Satz 3.3.13, nach
dem jeder wegzusammenhingende Raum zusammenhingend ist. Sei dazu X un-
ser Raum. Als wegzusammenhingender Raum ist X nicht leer. Ist z € X ein
Punkt, so ist X die Vereinigung iiber die Bilder aller Wege v in X mit Anfangs-
punkt x, in Formeln
X = U ’7([0’ 1])
v(0)=z
Alle diese Bilder ([0, 1]) sind zusammenhingend als Bilder zusammenhingender
Mengen und ihr Schnitt ist nicht leer, denn er enthilt x. Nach 3.3.17.3 ist also X
zusammenhingend.

Definition 3.3.19. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heil3t diskret, wenn
sie mit der Spurtopologie ein diskreter topologischer Raum wird.

3.3.20. Der Leser moge sich zur Ubung iiberlegen, daB das gleichbedeutend ist
zu unserer Bedingung in ??, dal jeder Punkt unserer Teilmenge eine Umgebung
besitzt, in der kein anderer Punkt besagter Teilmenge liegt.

Beispiel 3.3.21. Die Menge aller Briiche {1,1/2,1/3, ...} mit einer Eins im Zihler
ist eine diskrete Teilmenge der reellen Zahlengeraden.

3.3.22 (Diskussion der Terminologie). Andere Autoren verstehen unter einer
»diskreten Teilmenge* eines topologischen Raums abweichend, was in unserer
Terminologie eine ,,diskrete abgeschlossene Teilmenge* ist.
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Ubungen

Ubung 3.3.23 (Die Sinuskurve des Topologen). Man betrachte in R? die Verei-
nigung des Graphen der Funktion R* — R, 2 +— sin(1/x) mit der y-Achse. Man
zeige zur Ubung, daB diese Teilmenge von R? zusammenhingend, aber nicht weg-
zusammenhiingend ist.

Ubung 3.3.24. Besitzt jeder Punkt eines topologischen Raums eine zusammen-
hingende Umgebung, so sind seine Zusammenhangskomponenten offen.

Ubung 3.3.25. Das Komplement einer abgeschlossenen diskreten Teilmenge in
einer zusammenhingenden offenen Teilmenge eines R" ist fiir n > 1 zusammen-
hiingend. Dasselbe gilt im Ubrigen auch ohne die Bedingung ,,abgeschlossen®, ist
dann aber schwerer zu zeigen.

Ubung 3.3.26. Ist U @ R™ offen und zusammenhiingend und A C R" ein affiner
Teilraum einer Dimension dim A < n — 2 alias einer Kodimension mindestens
Zwei, so ist auch U\ A zusammenhingend. Fiir Teilrdiume A der Kodimension
Eins alias affine Hyperebenen A gilt das natiirlich nicht!

3.4 Topologische Mannigfaltigkeiten*

Definition 3.4.1. Eine stetige Abbildung topologischer Riume heif3t eine topolo-
gische Einbettung oder kiirzer Einbettung, wenn sie einen Homdomorphismus
mit ihrem Bild induziert, fiir die induzierte Topologie auf besagtem Bild.

Vorschau 3.4.2. Ist allgemeiner C eine Kategorie mit einem ausgezeichneten Funk-
tor v : C — Ens in die Kategorie der Mengen, so nennen wir einen Morphismus
i : U — X in C eine Einbettung oder genauer eine v-Einbettung, wenn v(7)
injektiv ist und fiir alle Z € C das Nachschalten von ¢ eine Bijektion

C(Z,U) = {p € C(Z,X) | im(v(p)) C im(v(i))}

induziert. In anderen Worten stehen rechts alle Morphismen ¢, fiir die v(y) tiber
v(7) faktorisiert. In dieser Situation nennen wir weiter eine Teilmenge 7" C v(X)
ein v-Unterobjekt alias v-Teilobjekt, wenn es eine Einbettung ¢ : U — X gibt
mit im(v(z)) = 7. Die Bijektion v(i) : v(U) = T mag man die induzierte
C-Struktur auf 7" nennen.

Definition 3.4.3. Eine d-Mannigfaltigkeit oder ausfiihrlicher d-dimensionale to-
pologische Mannigfaltigkeit ohne Rand ist ein topologischer Hausdorffraum X,
in dem jeder Punkt p € X eine offene Umgebung besitzt, die homdomorph ist zu
einer offenen Teilmenge des R¢.
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Ein Teil der Sinuskurve des Topologen, die in der Nédhe der y-Achse allerdings
schwer zu zeichnen ist
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3.4.4. Viele Autoren fordern von einer Mannigfaltigkeit zusitzlich, daB sie ,,para-
kompakt“ sein soll, oder sogar noch stérker, dafl ihre Topologie ,.eine abzihlbare
Basis“ haben soll. Wir werden solche Bedingungen stets explizit erwihnen, bis
jetzt sind sie fiir uns belanglos.

3.4.5. Bis jetzt haben wir unter ,,Mannigfaltigkeiten* meist ,,eingebettete C'-Man-
nigfaltigkeiten* im Sinne von ?? verstanden. Ich hoffe, da8 der Leser aus dem
Kontext erschlielen kann, welcher Begriff jeweils gemeint ist.

3.4.6. Genau dann ist ein Hausdorffraum eine d-Mannigfaltigkeit, wenn jeder
Punkt eine offene Umgebung besitzt, die homdomorph ist zu R,

Beispiele 3.4.7. Jede offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfal-
tigkeit. Die Sphire S? ist eine d-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 3.4.8. Welche Fille die Bedingung ,,Hausdorff* in der Definition einer
Mannigfaltigkeit ausschlieB3t, erkennt man am Beispiel der Zahlengeraden mit
verdoppeltem Nullpunkt. Wir betrachten genauer die disjunkte Vereinigung R =
RLI{0} von R mit einer einelementigen Menge {0} und die Abbildung 7 : R — R
gegeben durch 7(z) = z Vz € R, n(0) = 0. Auf R erkliiren wir eine Topologie
durch die Vorschrift ,,UU ist offen in R genau dann, wenn 7(U) offen ist in R*. In
diesem topologischen Raum haben 0 und 0 in R keine disjunkten Umgebungen,

aber jeder Punkt besitzt eine zu R homdomorphe offene Umgebung.

Ubungen

Ubung 3.4.9. Man zeige, daB die Verkniipfung von zwei Einbettungen stets wieder
eine Einbettung ist.

Ubung 3.4.10. Ist ein R™ homdomorph zur reellen Geraden R, so folgt n = 1. In
Formeln gilt also R" = R = n = 1. Hinweis: Das Komplement eines beliebigen
Punktes in R ist nicht wegzusammenhingend.

Ubung 3.4.11. Man zeige: Das Achsenkreuz {(z,y) € R? | zy = 0} ist nicht
homdomorph zur Zahlengerade R.

Ubung 3.4.12. Je zwei nichtleere offene konvexe Teilmengen des R” sind homo-
morph. Sind unsere Mengen zusitzlich beschrinkt, so gibt es sogar einen Ho-
moomorphismus zwischen ihren Abschliissen, der Homdomorphismen zwischen
ihren Réindern induziert.

Ubung 3.4.13. Das Komplement einer abgeschlossenen diskreten Teilmenge in
einer zusammenhingenden topologischen Mannigfaltigkeit der Dimension min-
destens zwei ist zusammenhiingend. Dasselbe gilt im Ubrigen auch ohne die Be-
dingung ,,abgeschlossen®, ist dann aber schwerer zu zeigen.
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Ubung 3.4.14. Jede Wegzusammenhangskomponente einer Mannigfaltigkeit ist
in unserer Mannigfaltigkeit sowohl offen als auch abgeschlossen. Eine Mannig-
faltigkeit ist insbesondere wegzusammenhingend genau dann, wenn sie zusam-
menhéngend ist.

3.5 Kompakte Raume

3.5.1. Ich erinnere nun an Grundlagen zum Begriff der Kompaktheit allgemeiner
topologischer Rdume aus ?? und beginne mit einer Wiederholung der Definition.

Definition 3.5.2. Ein topologischer Raum heit kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung unseres Raums eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

3.5.3. Ist X unser topologischer Raum, so fordern wir also in Formeln ausge-
driickt, daB es fiir jedes System &/ C P(X) von offenen Teilmengen von X mit
X = Jyey U ein endliches Teilsystem £ C U gibt mit X = (.. U.

3.5.4 (Diskussion der Terminologie). Die Konventionen sind, was den Begriff
der Kompaktheit angeht, nicht einheitlich. Die hier gewéhlte Konvention ist im
englischen Sprachraum weit verbreitet. Bourbaki und mit ihm die meisten fran-
zosischen und auch viele andere Autoren nennen die in unserem Sinne kompakten
Réiume nur ,,quasikompakt* und fordern von kompakten Raumen zusitzlich die
Hausdorff-Eigenschaft. Eine Teilmenge eines topologischen Raums, deren Ab-
schlufl kompakt ist, nennt man relativ kompakt.

3.5.5 (Kompaktheit metrischer Rdume). Nach 2.4.3 ist ein metrischer Raum
,folgenkompakt®, als da heil3t, jede Folge besitzt eine konvergente Teilfolge, ge-
nau dann, wenn er fiir seine metrische Topologie kompakt ist im Sinne der obigen
Definition 3.5.2.

Beispiele 3.5.6. Eine Menge mit der diskreten Topologie ist kompakt genau dann,
wenn sie endlich ist. Eine Menge mit der Klumpentopologie ist stets kompakt.

3.5.7 (Ausformulierung der Kompaktheit in der Spurtopologie). Sei X ein
topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. So sind gleichbedeutend nach
unseren Definitionen (1) die Teilmenge A ist kompakt mit der induzierten Topo-
logie und (2) fiir jedes System &/ C P(X) von offenen Teilmengen von X mit
A C Uy, U finden wir ein endliches Teilsystem £ C U mit A C | J e U.

3.5.8 (Kompaktheit ist ein absoluter Begriff). Man beachte, da} , kompakt*
im Gegensatz zu ,,offen oder ,,abgeschlossen* eine Eigenschaft topologischer
Rédume ist und nicht nur eine Eigenschaft von Teilmengen topologischer Raume.

Lemma 3.5.9. Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raums ist stets
kompakt.
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Beweis. Sei X unser kompakter Raum und A C X abgeschlossen. Ist I/ ein Sys-
tem von offenen Teilmengen von X, deren Vereinigung A umfaft, so schlielen

wir
ACUpeyU = X=X\A)UlUye U
= X:(X\A)UUlu...UUk
= ACU1U...UUk

fiir geeignete Uy, ..., U, € U. [

Satz 3.5.10. Das Bild eines kompakten Raums unter einer stetigen Abbildung ist
stets kompakt.

Beweis. Sei f : X — Y stetig und X kompakt. Es gilt zu zeigen, daB auch f(X)
kompakt ist. Sei dazu U/ ein System von offenen Teilmengen von Y. So gilt

fX) CUpeu U = X =Uyey f71(U)
= X=/FYU)Uu...u YU
= f(X)CU,U...UUj

fiir geeignete Uy, ..., U, € U. [

Lemma 3.5.11. Eine kompakte Teilmenge eines Hausdorffraums ist stets abge-
schlossen.

Beweis. Durch Widerspruch. Sei X unser Hausdorffraum und A C X eine kom-
pakte Teilmenge. Ist A nicht abgeschlossen, so gibt es # € A\A. Fiir jedes
a € A finden wir in X disjunkte offene Umgebungen U, und V, von a und =z.
Natiirlich gilt A C |J,.4 Us, also gibt es auch endlich viele a,...,b € A mit
A C U, U...UU,. Als endlicher Schnitt offener Mengen ist dann jedoch auch
V,N...NVj, offen und nach Konstruktion gilt ANV, N...NV; = () im Widerspruch
zu unserer Annahme r € A. O

Definition 3.5.12. Eine nicht notwendig stetige Abbildung von topologischen
Réiumen hei3t abgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen Menge wie-
der abgeschlossen ist.

Satz 3.5.13. Eine stetige Abbildung von einem kompakten Raum in einen Haus-
dorffraum ist stets abgeschlossen. Eine stetige bijektive Abbildung von einem kom-
pakten Raum auf einen Hausdorffraum ist stets ein Homoéomorphismus.

Beweis. Seien X kompakt, Y Hausdorff und f : X — Y stetig und bijektiv.
Es reicht zu zeigen, dal f abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen
abbildet. Aber in der Tat gilt ja A & X = A kompakt = f(A) kompakt =
f(A) @& Y nach 3.5.9 und 3.5.10 und 3.5.11. O
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3.5.14 (Hausdorffeigenschaft versus Kompaktheit). Die Hausdorffeigenschaft
und die Kompaktheit sind Antagonisten: Die Hausdorffeigenschaft verlangt nach
vielen offenen Mengen und die Kompaktheit nach wenigen. Ist beides gleichzei-
tig erfiillt, so kann man nach dem vorhergehenden Satz 3.5.13 keine zusitzlichen
Mengen als offen deklarieren, ohne die Kompaktheit zu verlieren, und nicht we-
niger Mengen als offen deklarieren, ohne die Hausdorffeigenschaft zu verlieren.

Satz 3.5.15 (Extrema auf Kompakta). Eine stetige reellwertige Funktion auf
einem nichtleeren kompakten Raum ist beschrinkt und nimmt ihr Maximum und
ihr Minimum an.

Beweis. Ist X kompakt und f : X — R stetig, so ist auch f(X) C R kom-
pakt nach 3.5.10, also beschridnkt und abgeschlossen nach Erkenntissen aus der
Analysis. Haben wir zusitzlich X # (), so folgt sup f(X), inf f(X) € f(X). O

Vorschau 3.5.16. Aus der Analysis vertraute Kriterien fiir Abgeschlossenheit, Ste-
tigkeit, Kompaktheit und dergleichen iiber Eigenschaften von Folgen iibertragen
sich erst auf beliebige topologische Raume, wenn man den Begriff der Folge zu
dem des Filters verallgemeinert. Wir stellen die Diskussion dieses Begriffs zu-
riick bis zum Beweis des Satzes von Tychonoff ??. Dal} ,,folgenabgeschlossen*
keineswegs ,,abgeschlossen‘ impliziert, zeigt das Beispiel 3.2.26.

Lemma 3.5.17 (Uberdeckungssatz von Lebesgue). Ist X ein folgenkompakter
metrischer Raum und U eine offene Uberdeckung von X, so gibt es € > 0 derart,
dap; fiir alle Punkte x € X der e-Ball B(x;¢) um x ganz in einer der iiberdecken-
den offenen Mengen U € U enthalten ist.

Beweis. Man betrachte die Funktion f : X — R., gegeben durch die Vorschrift
f(z) ==sup{r < 1|EsgibtU € Y mit B(z;r) C U}

Die Dreiecksungleichung liefert | f(x)— f(y)| < d(z,y), insbesondere ist f stetig.
Sicher diirfen wir X # () annehmen. Dann nimmt f nach 3.5.15 sein Minimum an
und jede positive Zahl echt unterhalb dieses Minimums ist ein mogliches €. [

Ubungen

Ubung 3.5.18. Man sagt, ein System A C P(X) von Teilmengen einer Menge X
habe nichtleere endliche Schnitte, wenn fiir jedes endliche Teilsystem £ C A der
Schnitt (), A nicht leer ist. Man zeige: Ein topologischer Raum X ist kompakt
genau dann, wenn fiir jedes System .4 C P(.X) von abgeschlossenen Teilmengen
von X mit nichtleeren endlichen Schnitten auch der gesamte Schnitt nicht leer ist,
in Formeln (1, 4 A # 0.
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Ubung 3.5.19 (Disjunkte Umgebungen disjunkter Kompakta). Sind A, B dis-
junkte kompakte Teilmengen eines Hausdorffraums X, so gibt es disjunkte offene
Mengen U,V @ X mit A C U und B C V. Hinweis: Man beginne mit dem Fall,
dall A nur aus einem Punkt besteht.

Ubung 3.5.20. In einem kompakten Hausdorffraum 1Bt sich jede Umgebung ei-
nes Punktes zu einer abgeschlossenen Umgebung desselben Punktes verkleinern.
Hinweis: 3.5.19.

Ubung 3.5.21. Die Abbildung (0,27) — C, t — exp(it) ist ein Homdomorphis-
mus auf ihr Bild.

Ubung 3.5.22. Gegeben ein topologischer Raum X kdnnen wir auf X [I{co} eine
Topologie 7 erkldren durch die Vorschrift

T:={U|UcX}U{UU{oc} | U @ X mit X\U kompakt}

Man zeige, daB X LI{oco} mit dieser Topologie ein kompakter topologischer Raum
ist. Er heif8t die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von X. Gegeben irgendeine wei-
tere Menge Z und eine Hausdorff’sche Topologie auf X LI Z, fiir die iny eine
offene Einbettung ist, mufl dann die Abbildung X LI Z — X U {oo} stetig sein,
die auf X die Identitét ist und auf Z konstant den Wert co annimmt.

3.6 Initialtopologie

3.6.1. Die Initialtopologie ist eine Verallgemeinerung der induzierten Topologie
von der Einbettung einer Teilmenge in einen topologischen Raum zu Familien von
Abbildungen einer vorgegebenen Menge in verschiedene topologische Raume.
Wir besprechen im folgenden diese Konstruktion und ihre Eigenschaften.

3.6.2. Gegeben Topologien 7,S C P(X) auf derselben Menge X sagt man, 7
sei groBergleich S, wenn gilt

T>OS

In diesem Zusammenhang nennt man eine groB3ere Topologie auch feiner und eine
kleinere Topologie entsprechend grober.

3.6.3 (Schnitt von Topologien). Sind 7; C P(X) Topologien auf ein- und dersel-
ben Menge X, fiir ¢ aus einer Indexmenge I, so ist offensichtlich auch ihr Schnitt
T :=(;e; Ti eine Topologie.

Definition 3.6.4. Ist X eine Menge und £ C P(X) ein System von Teilmengen
von X, so erkldrt man auf X die von £ erzeugte Topologie (£) als den Schnitt
in P(X) tiber alle Topologien auf X, die £ umfassen, alias die kleinste Topologie
auf X, die £ umfaft.
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3.6.5. In der teilgeordneten Menge aller Topologien auf einer vorgegeben ,, Tri-
germenge‘ hat jede Menge von Topologien ein Supremum nach 3.6.4 und ein
Infimum nach 3.6.3.

3.6.6 (Von Mengensystem erzeugte Topologie, explizite Beschreibung). Na-
turlich ist (£) damit die kleinste Topologie auf X, die £ umfat. Wir konnen
(€) alternativ auch wie folgt beschreiben: Zunéchst bilden wir das Mengensys-
tem & = {U C X | IV4,...,Vk € EmitU = ViN...NV,} aller endli-
chen Schnitte von Mengen aus &£, mitgemeint ist hier X € & als der ,,Schnitt
tiber gar keine Menge aus £, und anschlieBend bilden wir das Mengensystem
() = {W C X|EsgibtU C £ mit W = Upey U} aller beliebigen Vereinigun-
gen von Mengen aus £, mitgemeint ist hier ) € (€) als die ,,Vereinigung tiber gar
keine Menge aus £*.In der Tat ist auch das so konstruierte Mengensystem (£) ei-
ne Topologie auf X, und fiir jede Topologie 7 auf X mit 7 O & folgt umgekehrt
erst 7 O € und dann T D (£).

Definition 3.6.7. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Ein Mengensystem & C
P(X) heifit eine Subbasis der Topologie 7, wenn es die Topologie erzeugt, in
Formeln (£) = 7. Es heif}t eine Basis der Topologie, wenn die offenen Men-
gen unseres topologischen Raums X gerade alle beliebigen Vereinigungen von
Mengen aus £ sind.

Beispiel 3.6.8. Die iibliche Topologie aus 1.1.10 auf der Menge der erweiterten
reellen Zahlen R = R LJ {#00} konnen wir in dieser Terminologie beschreiben
als die Topologie, die erzeugt wird von allen Teilmengen der Gestalt {x | = < a}
und allen Teilmengen der Gestalt {x | x > a} fiir beliebige a € R.

Definition 3.6.9. Eine Familie von stetigen Abbildungen f; : X — Y] heil3it ge-
samthaft initial, wenn fiir jede Abbildung e : W — X von einem weiteren
topologischen Raum nach X gilt:

(fi o e stetig Vi) = (e stetig)

3.6.10. Wir nennen eine stetige Abbildung f : X — Y initial, wenn sie als ein-
elementige Familie gesamthaft initial ist. Zum Beispiel ist die Identitit auf einem
topologischen Raum stets initial. Eine initiale injektive Abbildung topologischer
Riume nennen wir eine topologische Einbettung.

Lemma 3.6.11. Gegeben X eine Menge, Y; topologische Rdume indiziert durch
1 € Tund f; - X — Y, eine Familie von Abbildungen gibt es genau eine To-
pologie auf X derart, dafs unsere Familie gesamthaft initial wird. Sie heifst die
Initialtopologie zu unserer Familie.
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Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sind 7 und S zwei Topologien auf
X, fiir die unsere Famlie gesamthaft initial wird, so sind sowohl id : (X,S) —
(X,T)alsauchid : (X,7) — (X,S) stetig. Das zeigt T = S und die Eindeu-
tigkeit ist bewiesen. Nun zeigen wir noch, daf die kleinste Topologie Z auf X, fiir
die alle die f; stetig werden, die von einer Initialtopologie geforderte Eigenschaft
hat. In der Tat ist die Finaltopologie zu e aus Ubung 3.1.26 auch eine Topologie
auf X, fiir die alle f; stetig sind, und es folgt 7 O 7 alias e stetig. ]

3.6.12. Explizit kann man die Initialtopologie fiir (f; : X — Y;);c; beschreiben
als die Topologie auf X, die von allen f;' (V) miti € I und V @ Y; erzeugt wird.

Beispiel 3.6.13. Ist Y ein topologischer Raum und X C Y eine Teilmenge, so
stimmt die auf X induzierte Topologie iiberein mit der Initialtopologie zur Inklu-
sion X — Y.

3.6.14 (Transitivitit gesamthaft initialer Familien). Seien f; : X — Y, und
gji - Y; — Z;; Familien von topologischen Raumen und stetigen Abbildungen. Ist
die Familie der g;; f; gesamthaft initial, so auch die Familie der f;. Ist die Familie
der (g;;); gesamthaft initial fiir alle 7 und die Familie der f; gesamthaft initial, so
ist auch die Familie der g;; f; gesamthaft initial. Das alles folgt unmittelbar aus der
Definition.

3.6.15. Die vorhergehende Bemerkung 3.6.14 besagt unter anderem, dal} die Ver-
kniipfung von zwei initialen Abbildungen stets initial ist und daf} eine Verkniip-
fung go f von zwei stetigen Abbildungen nur dann initial sein kann, wenn f initial
ist. Insbesondere ist jede stetige Abbildung initial, die eine stetige Linksinverse
besitzt.

Vorschau 3.6.16. Gegeben ein treuer Funktor v : & — C nennen wir ganz all-
gemein eine Familie von Morphismen f; : X — Y; in S gesamthaft initial in
Bezug auf v, wenn fiir alle W € S gilt

v:SW, X) S {eeCwoW,vX) |vfioeev(SW,Y;)) Vi}

Unsere Aussagen zur Transitivitit gesamthaft initialer Familien gelten auch in
dieser Allgemeinheit. Im Fall des Vergif3funktors v : UTop — UEns fiir geeignete
Mengensysteme 4 erhalten wir die obigen Resultate zuriick. Die Initialtopologie
kann als Spezialfall der ,initialen (S, v)-Struktur® verstanden werden, wie wir
im Zusammenhang mit sogenannten ,,(S, v)-Strukturen auf Objekten von C* an
anderer Stelle diskutieren.

Definition 3.6.17. Gegeben (X;);c; eine Familie topologischer Rdume ist die
Produkttopologie auf ihrem kartesischen Produkt []._, X; definiert als die In-
itialtopologie zu den Projektionen auf die Koordinaten pr; : [ X; — Xj.
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3.6.18. Abstrakt gefalit erhalten wir so genau das Produkt im Sinne der Katego-
rientheorie 10.7.1 in der Kategorie der topologischen Ridume. Im Fall von zwei
Faktoren erhalten wir unsere Produkttopologie aus ?? zuriick.

3.6.19. Ausformuliert bedeutet diese Definition: Alle pr; sind stetig, und eine
Abbildung e : W — ] X; von einem topologischen Raum W in das Produkt
ist stetig genau dann, wenn alle pr; e : W — X es sind. Etwas expliziter liefert
die Konstruktion der Initialtopologie, daB die Produkttopologie auf [ [ X; erzeugt
wird durch alle Mengen der Form pr;I(UZ-) fir: € I und U; @ X;. Eine Basis der
Topologie wird folglich gegeben durch alle endlichen Schnitte solcher Mengen
alias die ,,offenen Quader*

Uy x...xU, x H X;

mit U;, @ X, fiir paarweise verschiedene i,,.

3.6.20. Auf einem endlichen Produkt metrischer Raume liefert die Produktmetrik
,2Maximum der Absténde auf den Koordinaten* stets die Produkttopologie. Spezi-
ell stimmt auf dem R" die Produkttopologie iiberein mit der natiirlichen Topologie
aus 2.3.15.

3.6.21 (Initalitéit ist vertriglich mit Produkten). Das Produkt einer Familie von
stetigen Abbildungen zwischen topologischen Rdumen ist eine stetige Abbildung
zwischen den Produkten der jeweiligen Riume. Sind hier alle Abbildungen Ein-
bettungen, so auch ihr Produkt. Sind alle Abbildungen initial, so auch ihr Produkt.
Das alles ist eine einfache Anwendung unserer allgemeinen Aussagen zur Transi-
tivitdt gesamthaft initialer Familien 3.6.14.

Proposition 3.6.22 (Abgeschlossenheit der Diagonale bedeutet hausdorffsch).
Genau dann ist ein topologischer Raum X hausdorffsch, wenn die Diagonale ei-
ne abgeschlossene Teilmenge des Produkts unseres Raums mit sich selbst ist, in
Formeln

AX) G X x X

Beweis. Ist X hausdorffsch, so gibt es fiir (x,y) € (X x X)\A(X) disjunkte offe-
ne Umgebungen U, V' @ X von z beziehungsweise y. Dannist (UxV') @ (X xX)
eine offene Umgebung von (z,y), die die Diagonale nicht trifft, also liegt (z,y)
nicht im Abschluf} der Diagonale. Ist umgekehrt die Diagonale abgeschlossen, so
gibt es fiir z # y eine offene Umgebung von (z, y), die die Diagonale nicht trifft.
Diese Umgebung ist eine Vereinigung von Quadern U x V mit U,V @ X und U
disjunkt zu V, und einer von diesen Quadern muB (x, y) enthalten, wir haben also
alsoxr € Uund y € V und X ist hausdorffsch. [
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Definition 3.6.23. Eine Abbildung von topologischen Raumen heif3t offen, wenn
das Bild jeder offenen Menge offen ist. Eine Abbildung von topologischen Raum-
en heiflt abgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen Menge abgeschlos-
sen ist. Wir fordern von einer offenen oder abgeschlossenen Abbildung nicht, daf3
sie stetig sein muf3.

Beispiel 3.6.24. Die Projektionen eines Produkts von topologischen Rdumen auf
seine Faktoren sind stets offen, sie sind jedoch im allgemeinen nicht abgeschlos-
sen. Zum Beispiel ist die sogenannte Hyperbel {(z,y) | zy = 1} eine abgeschlos-
sene Teilmenge der Ebene R?, ihre Projektion auf die x-Achse ist jedoch keine
abgeschlossene Teilmenge der Zahlengerade R.

3.6.25 (Produkte offener Abbildungen). Jedes endliche Produkt von offenen
Abbildungen ist offen. Jedes beliebige Produkt von offenen Surjektionen ist eine
offene Surjektion. Beides folgt leicht aus der expliziten Beschreibung der Pro-
dukttopologie 3.6.19.

Satz 3.6.26 (Zusammenhang von Produkten). Ein Produkt von topologischen
Réumen ist zusammenhdngend genau dann, wenn alle Faktoren zusammenhdn-
gend sind.

3.6.27. Um diesen Satz so prignant formulieren zu konnen, miissen wir unsere
Konvention zugrundelegen, nach der die leere Menge kein zusammenhédngender
topologischer Raum ist.

Beweis. Ist das Produkt zusammenhéngend, so nach 3.3.7 auch die Faktoren als
die Bilder der stetigen Projektionen. Fiir die Riickrichtung priifen wir unser Zu-
sammenhangskriterium 3.3.8. Sei (X} );c; unsere Familie von topologischen Rédum-
enund f : [[ X; — {0, 1} stetig. Wenn X; zusammenhéngend ist, so folgt f(x) =
f(y), wenn sich z und y nur in der i-ten Koordinate unterscheiden. Daraus folgt
induktiv f(x) = f(y), wenn sich = und y nur in endlich vielen Koordinaten unter-
scheiden. Gilt nun f~1(0) # ), so folgt f~'(0) D Uy, x ... x Uy X [[,zy, i, Xi

.....

fiir geeignete paarweise verschiedene Indizes i1, ..., %; und geeignete nichtleere
offene Teilmengen U;, @ X;,,...,U;, @ X,,. Mit unserer Voriiberlegung folgt
daraus sofort, da3 f konstant sein muf. O]

Ubungen

Ubung 3.6.28. Fiir jeden topologischen Raum X ist die diagonale Einbettung
X — X x X initial.

Ubung 3.6.29. Ist f : X — Y stetig und Y Hausdorff, so ist der Graph von f eine
abgeschlossene Teilmenge I'(f) & X x Y.
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Ubung 3.6.30. Stimmen zwei stetige Abbildungen von einem topologischen Raum
in einen Hausdorffraum auf einer dichten Teilmenge iiberein, so sind sie gleich.
Hinweis: Zusammen liefern unsere beiden stetigen Abbildungen eine Abbildung
in das kartesische Produkt, unter der das Urbild der Diagonale wegen 3.6.22 ab-
geschlossen sein muf3.

Erginzende Ubung 3.6.31. Ein Produkt von abgeschlossenen Teilmengen ist stets
eine abgeschlossene Teilmenge des Produkts. Allgemeiner zeige man fiir topolo-
gische Rdume X, Y und TeilmengenA C X und B C Y die Gleichheit A x B =
A x B des Abschlusses des Produkts mit dem Produkt der Abschliisse.

Ubung 3.6.32. Fiir beliebige topologische Riume X, Y, Z ist die offensichtliche
Abbildung X XY x Z — (X X Y) x Z ein Homdomorphismus.

Ubung 3.6.33. Ein beliebiges Produkt von Hausdorffriumen ist Hausdorff.

Erginzende Ubung 3.6.34. Man zeige, daB die Menge aller (z,y) € R x R mit
x < y abgeschlossen ist. Man folgere, daf} bei Grenzwerten von Funktionen mit
Werten in R Ungleichungen erhalten bleiben. Hinweis: 3.2.22.

Erginzende Ubung 3.6.35. Sind f, g : X — R" stetige Abbildungen, so ist auch
die Abbildung H : X x [0,1] — R" mit (z,7) — 7f(x) + (1 — 7)g(x) stetig.

Erginzende Ubung 3.6.36. Das Produkt von zwei Mannigfaltigkeiten der Dimen-
sionen n und m ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n + m.

Ergiinzende Ubung 3.6.37. Jede kompakte d-Mannigfaltigkeit X l:ABt sich stetig in
einen R” einbetten. Hinweis: Man findet fiir jedes x € X eine stetige Abbildung
fo : X — R, die injektiv ist auf einer offenen Umgebung U,, von z. Endlich viele
dieser U, iiberdecken X.

Ubung 3.6.38. Man zeige: Das Produkt von zwei kompakten Réumen ist kompakt.
Der Satz von Tychonoff ?? wird uns sagen, dal sogar ein beliebiges Produkt von
kompakten Rdumen kompakt ist.

Erginzende Ubung 3.6.39. Gegeben topologische Riume X und Y sowie Kom-
pakta K C Xund L C YVsowie W @ X x Y mit K x L C W gibtesU @ X
und V @ Y mit K C U und L C V sowie

UxVcCcW

Ergiinzende Ubung 3.6.40. Man zeige, daB es keinen topologischen Raum X gibt
derart, da3 X x X homdomorph ist zu R. Hinweis: Man zeige, daB fiir X zusam-
menhéngend mit mehr als einem Punkt das Komplement eines Punktes in X x X
auch zusammenhiéngend ist. Man zeige allgemeiner, daf} es keine zwei topolo-
gischen Rdume X, Y mit jeweils mindestens zwei Punkten so gibt, dal X x YV
homoomorph ist zu R. Hoherdimensionale Analoga zeigen wir in 2?.
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Ergiinzende Ubung 3.6.41. Auf dem Produkt einer abziihlbaren Familie metri-
scher Rdume existieren stets Metriken, die die Produkttopologie induzieren. Wei-
ter zeige man, dall das Produkt einer abzihlbaren Familie kompakter metrischer
Riume kompakt ist. Hinweis: Man mag sich an ?? orientieren. In ?? zeigen wir
allgemeiner aber auch miihsamer den Satz von Tychonoff, nach dem beliebige
Produkte kompakter Rdume kompakt sind.

3.7 Finaltopologie

3.7.1. Die Finaltopologie in Bezug auf eine Abbildung von einem topologischen
Raum in eine Menge kennen wir bereits aus 3.1.26. Hier besprechen wir eine
Variante fiir Familien von Abbildung von topologischen Rdumen in eine Menge
und Eigenschaften dieser Konstruktion.

Definition 3.7.2. Eine Familie von stetigen Abbildungen f; : X; — Y heilit
gesamthaft final, wenn fiir jede Abbildung ~ : Y — W in einen weiteren topo-
logischen Raum gilt:

(hf; stetig Vi) = (h stetig)

3.7.3. Wir eine stetige Abbildung f : X — Y final, wenn sie als einelementige
Familie gesamthaft final ist. Zum Beispiel ist die Identitit auf einem topologischen
Raum stets final. Wir sagen, eine Abbildung f : X — Y sei final auf ihr Bild,
wenn die induzierte Abbildung f : X — f(X) final ist.

Lemma 3.7.4. Gegeben (X;);c; eine Familie topologischer Riume, Y eine Menge
und f; : X; — Y eine Familie von Abbildungen gibt es genau eine Topologie auf
Y, fiir die unsere Familie gesamthaft final wird. Sie heifit die Finaltopologie zu
unserer Familie.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sind 7 und S zwei Topologien auf
Y, fiir die unsere Famlie gesamthaft final wird, so sind sowohl id : (Y,S) —
(Y, T) als auch id : (Y, 7T) — (Y,S) stetig. Das zeigt 7 = S und so die Ein-
deutigkeit. Andererseits ist klar, daB 7 := {V C Y | f7(V) @ X; Vi} eine
Topologie ist und die von einer Finaltopologie geforderte Eigenschaft hat. 0

3.7.5 (Transitivitat gesamthaft finaler Familien). Seien ¢;; : W;; — X, und
fi + X; = Y Familien von topologischen Rdumen und stetigen Abbildungen. Ist
die Familie der f;e;; gesamthaft final, so auch die Familie der f;. Ist die Familie
der e;; gesamthaft final fiir alle 7 und die Familie der f; gesamthaft final, so ist
auch die Familie der f;e;; gesamthaft final. Das alles folgt unmittelbar aus der
Definition.
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3.7.6. Die vorhergehende Bemerkung 3.7.5 besagt unter anderem, daf3 die Ver-
kniipfung von zwei finalen Abbildungen stets final ist und daf} eine Verkniipfung
fe von zwei stetigen Abbildungen nur dann final sein kann, wenn f final ist.
Insbesondere ist jede stetige Abbildung final, die eine stetige Rechtsinverse alias
einen stetigen Schnitt besitzt. Gibt es in anderen Worten eine stetige Abbildung s
mit f o s = id, so ist f final. Insbesondere ist jede Projektion von einem Produkt
mit nichtleeren Faktoren auf einen der Faktoren final.

3.7.7. Ist f : X — Y eine Surjektion, so heifit die Finaltopologie auf Y auch die
Quotiententopologie.

3.7.8. In unserem abstrakten Kontext aus 3.6.16 sind gesamthaft finale Familien
stetiger Abbildungen genau die gesamthaft initialen Familien in Bezug auf den
treuen Funktor v°PP : UTop°P? — UEns°® fiir jedes Mengensystem &, das alle
beteiligten Raume X;, Y enthilt.

Beispiel 3.7.9. Wir konstruieren das Mobiusband. Zu dem Behufe betrachten
wir auf [0, 1] x [—1, 1] die Aquivalenzrelation ~, die erzeugt wird von (0,y) ~
(1, —y). Die Menge der Aquivalenzklassen versehen wir mit der Quotiententopo-
logie, und fertig ist das Mobiusband. Als Ubung zeige man, daB unser so konstru-
iertes Mobiusband kompakt ist.

Beispiel 3.7.10 (Verkleben topologischer Ridume). Wir zeigen, wie man mit un-
serem Formalismus zwei topologische Riume X und Y verkleben kann. Wir brau-
chen dazu als ,,Kleber* eine Menge K und Abbildungen f : K — X,g: K — Y.
Dann betrachten wir auf der disjunkten Vereinigung Y LI X die Aquivalenzrela-
tion ~ erzeugt von f(z) ~ ¢g(z) Vz € K und nehmen als Topologie auf der
Verklebung

YUg X =Y UX)/ ~

die Finaltopologie zu den beiden offensichtlichen Abbildungen X — Y Lix X,
Y =Y Ug X.

Definition 3.7.11. Gegeben (X;);c; eine Familie topologischer Rdume erklirt
man ihre topologische Summe als ihre disjunkten Vereinigung | |._, X; definiert
als die finale Topologie zu den Injektionen in; : X; — | | X.

el

3.7.12. Abstrakt gefal3t erhalten wir so genau das Koprodukt im Sinne der Kate-
gorientheorie 10.7.16 in der Kategorie der topologischen Ridume.

3.7.13. Ausformuliert bedeutet diese Definition: Alle in; sind stetig, und eine Ab-
bildung ¢ : | | X; — Z vom Koprodukt in einen topologischen Raum Z ist stetig
genau dann, wenn alle g o in; : X; — Z es sind. Etwas expliziter liefert die Kon-
struktion der Finaltopologie, da3 eine Teilmenge der topologischen Summe genau
dann offen ist, wenn ihr Schnitt mit jedem X offen ist in X;.
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Versuch einer graphischen Darstellung unserer Konstruktion des Mobiusbands.
Der besseren Vorstellung halber habe ich hier das Rechteck [0, 5] x [—1, 1]
gezeichnet und die Identifikationsvorschrift fiir die senkrechten Kanten durch mit
= bezeichnete Linien beispielhaft angedeutet.

Man erhiilt eine stetige Abbildung des Mobiusbands nach R? 2 C x R vermittels
der Formel (¢,7) + (7e™', \/1 — 72 cos? 7t). Anschaulich gesprochen
verbindet man je zwei gegeniiberliegende Punkte des Einheitskreises durch einen
Bogen mit variierender mittlerer Hohe. Das Bild ist eine sich selbst
durchdringende rdumliche Fldche, bei der man sich die Selbstdurchdringung
leicht wegdenken kann. Man nennt sie auch die Kreuzhaube. In dieser
Anschauung fiir das Mobiusband bezahlt man in gewisser Weise mit der
Selbstdurchdringung fiir die gute Sichtbarkeit des Randkreises.
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Lemma 3.7.14 (Finalitit von Restriktionen). Ist f : X — Y eine finale Abbil-
dung von topologischen Riumen und ist V' C Y offen oder abgeschlossen, so ist
auch die induzierte Abbildung f : f~'(V) — V final. Dasselbe gilt analog auch
fiir gesamthafft finale Familien.

3.7.15. Fiir beliebiges V' C Y ist die entsprechende Aussage meines Wissens
nicht richtig.

Beweis. Wir zeigen das nur im Fall V' @ Y, den anderen Fall behandelt man ana-
log. Es gilt fiir U C V zuzeigen U @ V & f~1(U) @ f~(V). Dazu iiberlegen
wirunsU e V& UeY < f[1(U)e X & f71(U) @ f~1(V). Die duBeren
Implikationen folgen dabei aus 3.1.10, die mittlere aus der Finalitit von f. [

Lemma 3.7.16 (Finalitéit von Surjektionen). Jede stetige offene oder abgeschlos-
sene Surjektion ist final.

Beweis. Gegeben eine Surjektion f : X — Y gilt fiir jede Teilmenge V' C Y
bereits V' = f(f~1(V)). Ist f zusitzlich offen, so folgt aus f~!(V) @ X also
V @Y und f istin der Tat final. Im Fall einer stetigen abgeschlossenen Surjektion
argumentiert man genauso. ]

Beispiel 3.7.17. Jede stetige Surjektion von einem kompakten Raum auf einen
Hausdorffraum ist final nach 3.7.16, denn sie ist abgeschlossen nach 3.5.13.

3.7.18. Sei X ein topologischer Raum. Ein System A C P(X) von Teilmengen
von X heif}t lokal endlich, wenn jeder Punkt x € X eine Umgebung besitzt, die
nur endlich viele der Teilmengen unseres Systems trifft.

Proposition 3.7.19 (Gesamthafte Finalitit von Uberdeckungen). Gegeben eine
offene oder eine lokal endliche abgeschlossene Uberdeckung eines topologischen
Raums bilden die zugehorigen Einbettungen eine gesamthaft finale Familie.

Beweis. Im Fall einer offenen Uberdeckung ist das nur eine Umformulierung un-
serer Proposition 3.1.20, nach der Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist. Im Fall
einer endlichen abgeschlossenen Uberdeckung folgt das ebenso direkt aus Propo-
sition 3.1.20. Im Fall einer lokal endlichen abgeschlossenen Uberdeckung folgt es
aus einer Kombination dieser beiden Aussagen oder alternativ, da je eine Abbil-
dung stetig ist, wenn sie stetig ist in jedem Punkt. 0

Beispiel 3.7.20 (Finalitit ist lokal in der Basis). Sei f : X — Y eine stetige
Abbildung. Mit der ,,Basis* ist der Raum Y gemeint. Besitzt diese Basis Y eine
offene Uberdeckung V derart, daB f : f~1(V) — V final ist fiir alle V € V,
zum Beispiel weil es jeweils einen Schnitt besitzt, so ist auch f selbst final. In der
Tat bilden dann nach der Transitivitidt gesamthaft finaler Familien 3.7.5 und der
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gesamthaften Finalitit von Uberdeckungen 3.7.19 die Abbildungen f~1(V) — Y
eine gesamthaft finale Familie, und da diese tiber f : X — Y faktorisiert, ist nach
der zweiten Aussage in 3.7.5 auch f final.

Beispiel 3.7.21. Die Exponentialabbildung exp : C — C* ist final, da sie lokal
stetige Schnitte besitzt, zum Beispiel liber jeder geschlitzten Ebene. Eine Funktion
f : C* — Cist also genau dann stetig, wenn f o exp : C — C stetig ist.

Beispiel 3.7.22. Das Potenzieren C — C, z — 2" ist final fiir n > 1. In diesem
Fall besitzt C niimlich eine endliche Uberdeckung durch abgeschlossene Teilmen-
gen, etwa geeignete abgeschlossene Winkelsegmente, auf denen sie jeweils einen
stetigen Schnitt besitzt, und man kann 3.7.28 anwenden. Alternativ mogen sie aus
der Funktionentheorie wissen, dall nichtkonstante holomorphe Abbildungen mit
zusammenhingendem Definitionsbereich offen sind, und offene stetige Surjektio-
nen sind nach 3.7.16 final. Als drittes Argument mogen sie nochmal mit 3.7.28
argumentieren und eine lokal endliche Uberdeckung durch abgeschlossene Kreis-
ringe konstruieren, auf die zuriickgezogen unsere Abbildung jeweils final ist nach
3.7.17 als stetige surjektive Abbildung von einem Kompaktum auf einen Haus-
dorffraum.

Vorschau 3.7.23 (Finalitidt und Produkte). Es ist meines Wissens im allgemeinen
nicht richtig, da} daB fiir f : X — Y final und Z ein beliebiger topologischer
Raum auch f xid : X X Z — Y x Z final wire. Wir zeigen jedoch in 3.9.15, daf
gegeben eine finale Surjektion f : X — Y und Z lokal kompakt auch f x id :
X X Z =Y x Z final ist.

Ubungen

Ubung 3.7.24. Gegeben ein diskreter Raum F' und ein beliebiger Raum X stimmt
die Produkttopologie auf X x F' iiberein mit der Finaltopologie in Bezug auf
die Abbildungen iy : X — X x F fiir alle f € F, die gegeben werden durch
x— (z, f).

Ubung 3.7.25 (Eigenschaften stetiger offener Surjektionen). Wir wissen aus
3.7.16 bereits, daB} stetige offene Surjektionen final sind. Man zeige dariiber hin-
aus die folgenden Eigenschaften.

1. Ist f : X — Y eine stetige offene Surjektion und Z ein topologischer
Raum, soistauch f xid : X x Z — Y X Z eine stetige offene Surjektion;

2. Ist f : X — Y eine stetige offene Surjektion und V' C X ein Teilmenge, so
istauch f : f~1(V) — V eine stetige offene Surjektion;

3.Sind f : X - Yundg:Y — Z stetige Abbildungen und ist gf : X —
Z eine stetige offene Surjektion, so auch g. Insbesondere ist jede stetige
Abbildung, die einen stetigen Schnitt besitzt, eine stetige offene Surjektion;
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4. Ist f : X — Y eine stetige Abbildung und ¥ = (J,,.,, V eine offene
Uberdeckung derart, daB alle f : f~!(V) — V stetige offene Surjektionen
sind, so ist auch f eine stetige offene Surjektion.

Salopp gesprochen sind stetige offene Surjektionen ,,die besseren finalen Abbil-
dungen®.

Ubung 3.7.26 (Vertriglichkeit von endlichen Produkten mit Koprodukten).
In der Kategorie der Mengen kommutieren Koprodukte mit beliebigen Produkten.
In der Kategorie der topologischen Riume kommutieren Koprodukte mit beliebi-
gen endlichen Produkten. In der Kategorie der abelschen Gruppen gilt noch nicht
einmal das.

Ubung 3.7.27. Gegeben X ein topologischer Raum, f : X — Y eine Abbildung
und £ C P(Y) ein Mengensystem ist f ist stetig fiir die von £ erzeugte Topologie
auf Y genau dann, wenn die Urbilder aller V' € £ offen sind in X. Hinweis: Sind
die Urbilder aller V' € £ offen, so ist £ enthalten in der finalen Topologie auf Y.

Ubung 3.7.28 (Finalitiitskriterium iiber abgeschlossene Uberdeckungen). Sei
f + X — Y eine stetige Abbildung. Besitzt die Basis Y eine lokal endliche
Uberdeckung V durch abgeschlossene Teilmengen derart, daB f : f~1(V) —
V final ist fiir alle V' € V), so ist auch f selbst final. Hinweis: Man passe die
Argumentation aus 3.7.20 an.

Ubung 3.7.29 (Finale Abbildungen und Zusammenhang). Ist f : X — Y
final mit zusammenhéngenden Fasern, so sind die Zusammenhangskomponenten
von X die Urbilder der Zusammenhangskomponenten von Y. Ist insbesondere Y
zusammenhingend, so auch X.

Ergiinzende Ubung 3.7.30. Sei f : X —» Y eine stetige Surjektion auf einen
Hausdorffraum. Besitzt Y eine lokal endliche Uberdeckung durch Teilmengen,
deren Urbilder unter f kompakt sind, so ist f final. Hinweis: 3.7.17 und 3.7.28.
Besitzt insbesondere ein Hausdorffraum eine lokal endliche Uberdeckung durch
Kompakta, so kann man keine offenen Mengen hinzufiigen, ohne die lokal endli-
che Uberdeckbarkeit durch Kompakta zu verlieren.

Ubung 3.7.31 (Stetigkeitseigenschaften der Nullstellen von Polynomen). Die
Vorschrift (Ay,...,A,) = (T — X\)...(T — \,) liefert fiir jedes n eine finale
Abbildung 7 : C" — Pol” in den affinen Raum Pol aller normierten komplexen
Polynome vom Grad n, und die davon induzierte Abbildung ist ein Hom&omor-

phismus
C"/S,, = Pol"

Hier meint C"/S,, den Bahnenraum fiir die Operation der symmetrischen Gruppe
durch Vertauschung der Koordinaten mit der Quotiententopologie alias den Raum
der Multimengen komplexer Zahlen der Kardinalitét n. Auf unserem Raum Pol”
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dahingegen betrachten wir die natiirliche Topologie. Unser Satz ist ein topolo-
gisches Analogon des Hauptsatzes iiber symmetrische Polynome ??, vergleiche
??. Hinweis: Man mag etwa davon ausgehen, daf} aufgrund der Abschitzung ??
Urbilder von Kompakta K unter 7 stets wieder kompakt sind.

Beispiel 3.7.32. Ist f : C — C stetig, so ist auch die Abbildung Pol — C gegeben
durch (T"— \y) ... (T — A\o) = f(A\1) + ...+ f(A\n) stetig.

Ubung 3.7.33. Man zeige, da im Raum aller normierten reellen Polynome vom
Grad n die liber R zerfallenden Polynome eine abgeschlossene Teilmenge bilden
und daf} darin die offene Teilmenge der Polynome ohne Nullstelle bei Null in
(n + 1) Zusammenhangskomponenten zerfillt, die durch die Zahl der mit Viel-
fachheit genommenen positiven Nullstellen der in ihnen enthaltenen Polynome
charakterisiert werden konnen.

Vorschau 3.7.34. In der Homotopietheorie arbeitet man oft mit sogenannten CW-
Komplexen. Darunter versteht man einen Hausdorffraum X mit einer Familie von
stetigen Abbildungen ¢, : D™® — X von geschlossenen Billen D" := {z €
R™ | |||| < 1} nach X derart, daB gilt:

1. Die Restriktionen unserer Abbildungen auf die offenen Bille sind Homdo-
morphismen auf ihr Bild ¢,, : (D™®\S™¥)) = ¢, (D™@\ S*)) und unser
Raum X ist als Menge die disjunkte Vereinigung der Bilder der offenen
Bille X = | |, ¢o(D™®\S™). Diese Bilder der offenen Bille heifen die
Zellen unseres CW-Komplexes;

2. Fiir jedes « ist ¢, (S™®)) enthalten in einer endlichen Vereinigung von Bil-
dern von anderen ¢z mit n(3) < n(«);

3. Der Raum X tréigt die finale Topologie in Bezug auf die Familie der ¢, :
DM 5 X,

Die zweite Bedingung heilit auf Englisch ,,closure finiteness®, die Dritte ,,weak to-
pology*, daher die Terminologie. Grof3e Vorsicht ist bei Produkten angesagt: Das
Produkt von zwei CW-Komplexen mit seiner offensichtlichen Zellstruktur muf3
keineswegs wieder ein CW-Komplex sein, sondern kann mehr offene Teilmen-
gen haben als die finale Topologie zur offensichtlichen Zellstruktur. Mehr Details
stehen bei Hatcher.

Ergiinzende Ubung 3.7.35. Gegeben ein CW-Komplex X ist die Vereinigung X <"
aller Zellen der Dimension < n abgeschlossen. Sie heifit das n-Skelett unseres
CW-Komplexes.

Ergiinzende Ubung 3.7.36. Ein Kompaktum in einem CW-Komplex trifft hochs-
tens endlich viele Zellen. Hinweis: Eine Teilmenge, die jede Zelle nur in endlich
vielen Punkten trifft, ist diskret.
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3.8 Abzihlbar basierte Einsmannigfaltigkeiten™

3.8.1. Dieser Abschnitt ist fiir das Weitere entbehrlich. Er dient im Wesentlichen
dazu, den Leser davon zu iiberzeugen, daf} die bisher entwickelten abstrakten Be-
griffsbildungen immer noch eine enge Beziehung zur Anschauung haben.

Satz 3.8.2 (Klassifikation kompakter Einsmannigfaltigkeiten). Jede zusam-
menhdngende kompakte topologische Einsmannigfaltigkeit ist homdomorph zur
Kreislinie S*.

3.8.3. Weitere Resultate in dieser Richtung kann man etwa in [FR84, p. 139]
finden. Wir schicken dem eigentlichen Beweis ein Lemma voraus.

Lemma 3.8.4. Ldft sich ein zusammenhdngender Hausdorffraum schreiben als
Vereinigung von zwei offenen zu R homoomorphen Teilmengen, so ist er homdo-
morph zur Zahlengeraden R oder zur Kreislinie S*.

Beweis. Sei X unser Raum und seien ¢, ¢ : R — X stetige offene Einbettun-
gen, deren Bilder X iiberdecken. Da X zusammenhingend ist, haben wir p(R) N
P(R) # 0. Sicher ist ¢! (x)(R)) offen in R, folglich ist jede Zusammenhangs-
komponente dieser Menge ein offenes Intervall. Wire solch eine Zusammen-
hangskomponente beschrinkt, sagen wir von der Gestalt (a,b) mit a,b € R, so
folgte (v~ o ¢)((a,b)) = (¥ o v)([a, b]), und da ¢([a, b]) kompakt und damit
abgeschlossen ist, wire (1)~ o )((a,b)) sowohl offen als auch abgeschlossen
und damit ganz R und es folgte p : R = X und wir wiren fertig. Wir diirfen
also annehmen, jede Zusammenhangskomponente von ¢~ '(¢)(R)) sei ein unbe-
schrinktes Intervall. Folglich besitzt dieser Raum und damit auch ¢(R) N ¥ (R)
entweder eine oder zwei Zusammenhangskomponenten. Wir beginnen mit dem
Fall einer Komponente. Indem wir notfalls (¢ beziehungsweise v durch ihre Ver-
kniipfung mit ¢ — —{ ersetzen, diirfen wir annehmen, daf} es a,b € R gibt derart,
dafl ¢ und v» Homéomorphismen

(—00,a) = ©(R)NY(R)  (b,00)

induzieren. Die Verkniipfung ist also streng monoton. Wire sie streng monoton
fallend, so hitten wir

lim () = p(a) = () = lim ¢ (y)

im Widerspruch zur Wahl von a und b. Also ist unsere Verkniipfung streng mono-
ton wachsend und gegeben ¢, d mit ¢(c) = 1(d) haben wir

X = ¢((=00,d]) Up([c,0))
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[lustration zum Beweis von 3.8.4.
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wobei ¢(c) = 1(d) der einzige gemeinsame Punkt dieser beiden Mengen ist. Sie
sind beide abgeschlossen in X, da ihre Urbilder unter ¢ und ¢ es sind. Daraus
folgt dann, dal X homdomorph ist zu R. Im Fall zweier Komponenten argumen-
tieren wir analog. [

Beweis von Satz 3.8.2. Sei X = U;uUU,;U. . .UU, eine offene Uberdeckung durch
zu R hom6omorphe Teilmengen. Wir kénnen die Mengen unserer Uberdeckung
so anordnen, da3 U; U Uy U ... U U, fiir jedes ¢ > 1 zusammenhingend ist. Ist ¢
minimal derart, dal U; U ... U U; nicht homdomorph ist zu R, so mufl nach dem
Lemma diese Vereinigung bereits homdomorph zu S* sein und damit als nichtlee-
re abgeschlossene und offene Teilmenge mit ganz X zusammenfallen. 0

Satz 3.8.5 (Klassifikation abzihlbar basierter Einsmannigfaltigkeiten). Jede
abzdhlbar basierte topologische Einsmannigfaltigkeit besitzt abzdhlbar viele Zu-
sammenhangskomponenten und jede von diesen ist homéomorph zur Kreislinie
St oder zur reellen Zahlengerade R.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daf jede nichtkompakte abzihlbar basierte zusam-
menhingende Einsmannigfaltigkeit A/ homdomorph zur reellen Zahlengeraden
R ist. Per definitionem besitzt M eine abzihlbare Uberdeckung durch zu R ho-
moomorphe offene Teilmengen M = J,., I. Wir greifen willkiirlich ein I € 7
heraus und nennen es U, := I. Gilt Uy = M, so sind wir fertig und setzen nur
proForma U; := Uy. Andernfalls muB} es es, da M zusammenhingend vorausge-
setzt war, I; € Z geben mit UyN1I; # (. Nach 3.8.4 ist UyU I, homéomorph zu S*
oder zu R. Im ersteren Fall wire Uy U I; kompakt, also abgeschlossen, also ganz
M im Widerspruch zu unserer Annahme. Also gilt Uy U [; = R und wir setzen
U, := Uy U I,. So machen wir immer weiter und finden eine Uberdeckung

M=]JU,
n=0
durch eine Folge von zu R homdomorphen offenen Teilmengen

UycU, C...

Offensichtlich finden wir dann eine monoton fallende Folge a,, und eine monoton
wachsende Folge b,, in R und mit den Einbettungen vertrigliche Hom&omorphis-
men (ay,, b,) = U,. Der Satz folgt. O

3.9 Topologisches Exponentialgesetz

Definition 3.9.1. Gegeben topologische Riume X, Y bezeichne Top(X,Y) die
Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y. Gegeben Teilmengen K C X
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und U C Y bezeichne
O(K,U) C Top(X,Y)

die Menge aller stetigen Abbildungen f : X — Y mit f(K) C U. Die auf
Top(X,Y') von den Mengen O(K, U) firr K C X kompakt und U @ Y offen er-
zeugte Topologie heifit wie in ?? die kompakt-offene Topologie. Wir denken uns
Réaume stetiger Abbildungen im Zweifelsfall stets mit dieser Topologie versehen
und verwenden fiir den so entstehenden topologischen Raum die Notation

C(X,Y)

3.9.2 (Diskussion der Notation). Manche Quellen verwenden die Notation Y X =
C(X,Y). Ich will versuchen, diese exponentielle Schreibweise zu vermeiden. Sie
hat den Nachteil, daB in wieder anderen Quellen die Notation Y ¥ vielmehr die
Menge aller Abbildungen Ens(X,Y") bezeichnet.

Lemma 3.9.3 (Funktorialitiiten). Gegeben stetige Abbildungen f : X' — X und
g Y — Y’ sind auch die induzierten Abbildungen (of) : C(X,Y) — C(X",Y)
und (go) : C(X,Y) = C(X,Y") stetig.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus (of)'O(K',U) = O(f(K),U). Die
zweite Behauptung folgt aus (go) 'O(K,U’) = O(K, g~ (U")). O

3.9.4. Unter einer Eigenschaft von Objekten einer Kategorie C versteht man for-
mal einen Funktor C* — {wabhr, falsch} von der Isomorphismenkategorie von C
in die diskrete Kategorie der zweielementigen Menge der Wahrheitswerte.

Definition 3.9.5. Sei (F) eine Eigenschaft topologischer Rdume. Sagen wir, ein
topologischer Raum X sei lokal (E), so meinen wir, daf sich jede Umgebung ei-
nes beliebigen Punkts von X verkleinern 148t zu einer Umgebung desselben Punk-
tes, die als topologischer Raum mit der induzierten Topologie die Eigenschaft (E)
hat.

Beispiel 3.9.6. Speziell heif3t ein topologischer Raum lokal kompakt, wenn sich
jede Umgebung eines jeden seiner Punkte zu einer kompakten Umgebung des
besagten Punktes verkleinern 1dt. Diese Terminologie hatten wir bereits in ??
eingefiihrt.

3.9.7 (Diskussion der Terminologie). In der Terminologie von Bourbaki wird
von einem lokal kompakten Raum zusitzlich die Hausdorff-Eigenschaft gefordert.
Ich schlieBe mich dieser Terminologie nicht an, da sie im Widerspruch steht zu der
eben vereinbarten allgemeinen Bedeutung des Adjektivs ,,lokal®. Im Deutschen
bringt man diesen Unterschied zumindest in der alten Rechtschreibung dadurch
zum Ausdruck, dal man ,,lokalkompakt* zusammenschreibt, wenn die Hausdorft-
Bedingung mit gemeint ist.
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Lemma 3.9.8. Besitzt in einem Hausdorffraum jeder Punkt eine kompakte Umge-
bung, so ist unser Raum bereits lokal kompakt im Sinne von 3.9.5.

Beweis. Seien X unser Hausdorffraum und p € U C K C X ein Punkt, eine in
X offene Menge U @ X und ein Kompaktum K. Es gilt, V @ X zu finden mit
p € V C U. Nach 3.5.19 finden wir V,\W @ K disjunkt mit K\U C W und
peV.AusV @ Kund V C U folgterst V @ U und dann V' @ X. Wir haben

Vi=Clx(V)=Clg(V)und VN W = 0= Clg(V)NW =0=Clg(V)CU
alias V' C U wie gewiinscht. [

Satz 3.9.9 (Exponentialgesetz, schwache Form). Seien XY, Z topologische
Réiume. Ist Y lokal kompakt, so induziert die Bijektion aus dem Exponentialgesetz
Ens(X x Y, Z) = Ens(X, Ens(Y, Z)) eine Bijektion zwischen den entsprechen-
den Teilmengen von stetigen Abbildungen

Top(X x Y, Z) = Top(X,C(Y, Z))

3.9.10. In der Terminologie der Kategorientheorie 8.3 bedeutet dieser Satz, daf3
fiir lokal kompaktes Y der Funktor C(Y, ) : Top — Top rechtsadjungiert ist
zum Funktor XxY. In Korollar 3.9.13 folgern wir, da3 die Abbildung im Satz
unter der zusitzlichen Annahme, dafl auch X lokal kompakt ist, sogar einen Ho-
moomorphismus C(X x Y, Z) = C(X,C(Y,Z)) induziert. Das heifit dann ei-
gentlich erst das Exponentialgesetz aus Griinden, die dort erldutert werden. In ??
formulieren wir bereits das sehr schwache Exponentialgesetz, nach dem fiir belie-
bige Rdume X,Y, Z und f : X x Y — Z stetig auch die induzierte Abbildung
F: X — C(Y, Z) stetig ist. Der Beweis wird gleich wiederholt.

Beweis. Sei f : X xY — Z stetigund F' : X — C(Y,Z) die induzierte
Abbildung. Es ist im folgenden wichtig zu unterscheiden zwischen der Abbil-
dung F' und der Abbildung F(z) : Y — Z fiir festes © € X. Wir wiederholen
zunichst, noch ohne irgendwelche Bedingungen an Y, den Beweis aus ??, dafl F'
stetig ist. Es reicht, diese Stetigkeit an jeder Stelle x € X zu zeigen. Gegeben
K C Y kompakt und U @ Z offen mit F'(x) € O(K,U) gilt es, eine offe-
ne Umgebung V' von z zu finden mit F'(V) C O(K,U). In der Tat folgt dann
F~YO(K,U)) @ X und mit 3.7.27 die Stetigkeit von F'. Nun besagt unsere Be-
dingung gerade (z x K) C f~!(U). Wir finden fiir all y € K offene Teilmengen
Vy, @ X und W, @ Y mit

(z,y) €V, x W, C f(U)

Wegen der Kompaktheit von K finden wir sogar # C K endlich mit K C
Uyer Wy Jetzt setzen wir V' := () .V}, und haben (V x K) C f~!(U) ali-
as (V) C O(K,U) wie gewiinscht. Sei nun umgekehrt F' : X — C(Y, Z) stetig
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Spezialfalls 2.5.4. Das p im Bild hei3t in unserem Beweis x, das n im Bild ist so
gewdhlt, da} der n-Ball um x alias p in V' enthalten wire.
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und sei f : X x Y — Z die induzierte Abbildung. Es gilt zu zeigen, daf} f ste-
tig ist an jeder Stelle (z,y) € X x Y. Sei also U © Z eine offene Umgebung
von f(z,y) = (F(x))(y). Nach Annahme ist F'(x) : Y — Z stetig und Y lokal
kompakt, folglich gibt es eine kompakte Umgebung K von y mit (F'(z))(K) C U
alias F'(z) € O(K,U). Da nun auch die Abbildung F' : X — C(Y, Z) stetig ist
bei x, gibt es dann auch eine Umgebung V' von z mit F'(V') C O(K, U), also mit
f(Vx K) C U.Damitist V x K die gesuchte Umgebung von (z, y), die unter f
nach U abgebildet wird. 0

Korollar 3.9.11 (Stetigkeit des Auswertens). Ist Y lokal kompakt und 7 ein
beliebiger topologischer Raum, so ist das Auswerten C(Y,Z) X Y — Z stetig.

Beweis. Das Auswerten entspricht unter der Bijektion aus unserem Adjunktions-
satz 3.9.9 der Identitit auf C(Y, Z) = X rechts. O

Korollar 3.9.12. Gegeben ein lokal kompakter topologischer Raum X und ei-
ne Familie topologischer Riume (Y;) liefert die offensichtliche Abbildung einen

Homdoomorphismus
c (X,HYZ) =[xy

Beweis. In kategorieller Sprache ausgedriickt besagt unser Lemma, daf3 der Funk-
tor C(X, ) : Top — Top vertréglich ist mit Produkten. Das folgt mit der Adjunk-
tion 3.9.9 unmittelbar aus der allgemeinen Erkenntnis ??, daf ein rechtsadjungier-
ter Funktor stets mit Limites vertauscht. ]

Korollar* 3.9.13 (Exponentialgesetz). Seien X, Y, Z topologische Rdume. Sind
X und Y lokal kompakt, so induziert unser Exponentialgesetz fiir Mengen einen
Homdoomorphismus

C(X xY,2) > C(X,C(Y,2))

Erginzung 3.9.14. In der anderen Schreibweise liest sich das ZX*Y = (ZY)X,
daher die Terminologie. Ich benutze diese Aussage im weiteren nicht und zeige
sie nur der Vollstindigkeit halber.

Beweis. Die Stetigkeit dieser Abbildung ist nach 3.9.9 gleichbedeutend erst zur
Stetigkeit der induzierten Abbildung C(X x Y, Z) x X — C(Y, Z) und durch er-
neutes Anwenden von 3.9.9 auch zur Stetigkeit der induzierten Abbildung C(X x
Y,Z) x X xY — Z. Diese Stetigkeit folgt jedoch aus 3.9.11, da mit X und
Y auch X x Y lokal kompakt ist. Also ist die im Korollar betrachtete Bijektion
stetig und es bleibt nur noch, die Stetigkeit ihrer Umkehrabbildung zu zeigen. Die
Stetigkeit dieser Umkehrabbildung ist jedoch nach 3.9.9 gleichbedeutend zur Ste-
tigkeit der induzierten Abbildung C(X,C(Y, Z)) x X xY — Z, die hinwiederum
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stetig sein muf} als die Verkniipfung von zwei nach 3.9.9 stetigen Abbildungen
CX,CY,Z)x X xY =C(Y,Z)xY = Z. O

Proposition 3.9.15. Ist p : X — Y final und surjektiv und Z lokal kompakt, so
istauchp X id : X x Z —'Y X Z final und surjektiv.

3.9.16. Wir geben in ?? noch einen direkteren Beweis fiir dieselbe Aussage.

Beweis. Sei W ein topologischer Raum und g : Y X Z — W eine Abbildung. Ist
go(pxid) : X x Z — W stetig, so nach 3.9.9 auch die induzierte Abbildung
X — C(Z,W). Diese Abbildung faktorisiert jedoch als X — Y — C(Z, W) mit
p als erstem Pfeil und der von g induzierten Abbildung als zweitem Pfeil, da wir p
surjektiv vorausgesetzt hatten. Ist zusitzlich p final, so ist folglich mit g o (p x id)
auch die von ¢ induzierte Abbildung Y — C(Z, W) stetig und damit nach 3.9.9
wiederum g selbst. [

Erginzung 3.9.17. Ein Raum Y heilit kompakt erzeugt, wenn er Hausdorff ist
und wenn die offensichtliche Abbildung | |, K — Y final ist, fiir £ C P(Y))
das System aller kompakten Teilrdume, vergleiche etwa [?]. Man kann zeigen, daf3
es in der Kategorie der kompakt erzeugten Raume Produkte gibt, die allerdings
nicht mit den iiblichen Produkten in der Kategorie aller topologischen Riume
iibereinstimmen, dafl das Darankreuzen einen Rechtsadjungierten hat, der aller-
dings nicht mit dem Raum der stetigen Abbildungen und seiner kompakt-offenen
Topologie iibereinstimmt, und daf} in dieser Begrifflichkeit auch eine Variante des
Exponentialgesetzes gilt.

Ubungen

Ubung 3.9.18. Ist X ein kompakter topologischer Raum, so stimmt die kompakt-
offene Topologie auf C(X, C) iiberein mit der von der Supremumsnorm induzier-
ten Topologie.

Ubung 3.9.19. Gegeben topologische Riume X, Y ist diejenige Abbildung ¥ —
C(X,Y) stetig, die jedem Punkt y € Y die entsprechende konstante Abbildung
zuordnet, die eben ganz X auf diesen einen Punkt y wirft.

Ubung 3.9.20. Gegeben topologische Riume X,Y mit X lokal kompakt ist das
Auswerten eine stetige Abbildung X — C(C(X,Y),Y). Hinweis: Man verwende
die Stetigkeit des Auswertens 3.9.11 und das sehr schwache Exponentialgesetz
3.9.10.

Ubung 3.9.21. Die stetigen Abbildungen von einem lokal kompakten topologi-
schen Raum in einen topologischen Vektorraum bilden unter der punktweisen
Verkniipfung und mit der kompaktoffenen Topologie selbst einen topologischen
Vektorraum. Hinweis: 3.9.12.
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Ubung 3.9.22. Ist Y — Y’ initial und X ein beliebiger topologischer Raum, so
istauch C(X,Y) — C(X,Y”) initial.

Ergiinzende Ubung 3.9.23. Man zeige, daB fiir jeden lokal kompakten Raum Y die
Verkniipfung C(X,Y) x C(Y,Z) — C(X, Z) stetig ist. Hinweis: Gegeben () C
V @ Y eine kompakte Teilmenge in einer offenen Teilmenge gibt es unter unseren
Annahmen stets eine kompakte Teilmenge R C Y und eine offene Teilmenge
WaeYmit@ CW C RC V.Sind X und Y lokal kompakt, folgt das auch leicht
aus dem schwachen Exponentialgesetz 3.9.9 und der Stetigkeit des Auswertens
39.11.

Ubung 3.9.24. Ich erinnere an unsere Abkiirzung C(X,C) = C(X). Man zeige:
Ist X ein lokal kompakter Raum und F' : R x X — C differenzierbar nach der
ersten Variablen mit stetiger partieller Ableitung OF : R x X — C, so gilt fiir die
Abbildung g : R — C(X), t — F(t, ) im topologischen Vektorraum C(.X) die
Identitét

lim M = (9F)(0, )

t—0

Analoges gilt fiir Abbildungen F' : R x X — V in einen beliebigen normierten
reellen Vektorraum.

Ubung 3.9.25. Jede stetige Surjektion f : X —» Y auf einen lokal kompakten
Hausdorffraum derart, daf alle Urbilder unter f von Kompakta wieder kompakt
sind, ist final. Hinweis: Finalitit von Restriktionen 3.7.14 und Lokalitéit von Fina-
litdt in der Basis 3.7.20.
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4 Topologie und algebraische Strukturen

4.1 Topologische Gruppen

4.1.1. Ich erinnere an die Produkttopologie 3.6.17. Im folgenden denken wir uns
alle Produkte von topologischen Rdumen mit dieser Topologie vershehen.

Definition 4.1.2. Ein topologisches Magma ist ein Magma M mit einer Topolo-
gie derart, da} die Verkniipfung M x M — M stetig ist.

Definition 4.1.3. Ein topologisches Monoid ist ein Monoid M mit einer Topolo-
gie derart, dal die Verkniipfung M x M — M stetig ist.

Definition 4.1.4. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe GG mit einer Topolo-
gie derart, daf die Verkniipfung G x G — G und die Inversenabbildung G — G
stetig sind.

4.1.5 (Diskussion der Terminologie). Manche Autoren fordern von ihren topolo-
gischen Gruppen zusitzlich auch noch die Hausdorff-Eigenschaft, aber ich schlie-
e mich dieser Konvention nicht an und nenne eine hausdorffsche topologische
Gruppe kurz eine Hausdorffgruppe.

Ergdnzung 4.1.6. Segal und Nikolov haben gezeigt, dal eine kompakte Haus-
dorffgruppe keinen surjektiven Gruppenhomomorphismus auf eine unendliche
aber endlich erzeugte Gruppe besitzen kann. Gemeint sind hier Homomorphis-
men von abstrakten Gruppen, also nach Vergessen der Topologie.

Beispiele 4.1.7. Die Gruppen GL(n;R) sind topologische Gruppen in der von
der natiirlichen Topologie auf dem endlichdimensionalen reellen Vektorraum aller
reellen (n x mn)-Matrizen induzierten Topologie. Jeder normierte Vektorraum ist
mit der Addition als Verkniipfung und der metrischen Topologie eine topologische
Gruppe.

4.1.8 (Stetigkeit von Translationen). Gegeben ein topologisches Magma M ist
die Linkstranslation (z-) : M — M stetig als die Verkniipfung

MY A Mo M

mit x der entsprechenden konstanten Abbildung M — M, die ja stets stetig ist. In
derselben Weise folgt, dal auch die Rechtstranslationen (-z) stetig sind und daf}
im Fall einer topologischen Gruppe alle Translationen und ebenso die Konjuga-
tionen g — xgz ! fiir alle # Homdomorphismen sind.

4.1.9. Jede offene Untergruppe einer topologischen Gruppe ist auch abgeschlos-
sen als das Komplement der Vereinigung ihrer nichttrivialen Linksnebenklassen.
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Lemma 4.1.10. Eine zusammenhdngende topologische Gruppe wird von jeder
Umgebung ihres neutralen Elements erzeugt.

Beweis. In der Tat erzeugt in jeder topologischen Gruppe jede Umgebung des
neutralen Elements eine offene Untergruppe. Nach 4.1.9 ist diese offene Unter-
gruppe auch abgeschlossen. Ist unsere Gruppe zusammenhéngend, so muf} sie
also bereits mit besagter Untergruppe iibereinstimmen. U

Erginzung 4.1.11. Ein stetiger Gruppenhomomorphismus von der additiven Grup-
pe der reellen Zahlen in eine topologische Gruppe heif3t ein Gruppenweg in unse-
rer topologischen Gruppe. In der Literatur ist auch die Bezeichnung als Einpara-
meteruntergruppe gebriuchlich. In 2.3.19 bestimmen wir die Gruppenwege in
der additiven Gruppe eines normierten reellen Vektorraums, in ?? die Gruppen-
wege in Matrixliegruppen.

Ergdnzung 4.1.12. Gegeben eine Umgebung U C G des neutralen Elements einer
topologischen Gruppe gibt es stets eine weitere Umgebung V' C G des neutralen
Elements mit V2 C U alias zy € U Vx,y € V. In der Tat gibt es eine Umgebung
von (1,1) in G x G, die unter der Verkniipfung in U landet, und jede solche
Umgebung umfalit eine Umgebung der Gestalt A x B fiir Umgebungen A, B von
1 € G. Der Schnitt A N B ist dann die gesuchte Umgebung V' des neutralen
Elements.

Ubungen

Ubung 4.1.13. Ist G eine Hausdorffgruppe und A C G eine abelsche Untergruppe,
so ist auch der AbschluB A unserer Untergruppe abelsch. In der Tat folgt aus
aba~'b~! = 1 fiir alle a, b € A dasselbe zunichst fiir alle a € A,b € A und dann
fiir alle a, b € A.

Ubung 4.1.14. Man zeige, daB eine zusammenhingende topologische Gruppe mit
einer abzdhlbar basierten Umgebung des neutralen Elements stets abzédhlbar ba-
siert ist. Hinweis: Gegeben eine offene Teilmenge U G G ist die Multiplikation
U™ — G stets offen.

Ubung 4.1.15. Jede Untergruppe einer topologischen Gruppe ist mit der indu-
zierten Topologie selbst eine topologische Gruppe. Jedes Produkt topologischer
Gruppen ist mit der Produkttopologie wieder eine topologische Gruppe.

Ergiinzende Ubung 4.1.16. Die Einheiten jeder Banach-Algebra bilden mit der
metrischen Topologie eine topologische Gruppe. Die unitiren Automorphismen
eines Hilbertraums bilden eine abgeschlossene Untergruppe in der Einheitengrup-
pe der Banach-Algebra der beschriankten Operatoren auf unserem Hilbertraum.

Ubung 4.1.17. Ein Gruppenhomomorphismus von topologischen Gruppen ist ste-
tig genau dann, wenn er stetig ist beim neutralen Element.
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Ubung 4.1.18. Gegeben eine Untergruppe einer topologischen Gruppe ist auch ihr
Abschluf} eine Untergruppe.

Ubung 4.1.19. In jeder topologischen Gruppe ist die Zusammenhangskomponente
des neutralen Elements eine Untergruppe, ja sogar ein Normalteiler. Man nennt
sie meist die Einszusammenhangskomponente oder kurz Einskomponente. Die
Einskomponente einer topologischen Gruppe GG wird G° notiert.

Ubung 4.1.20. In einer topologischen Gruppe erzeugt jede zusammenhéngende
Umgebung der Eins die Einskomponente.

Ubung 4.1.21. Jeder diskrete Normalteiler einer zusammenhéingenden topologi-
schen Gruppe liegt bereits im Zentrum besagter Gruppe.

Ubung 4.1.22. Sei G eine Gruppe mit einer Topologie. Sind die Translationen
() : G — Gund (-g) : G — G stetig fiir alle g € G, ist die Inversenbildung
stetig beim neutralen Element e, und ist die Verkniipfung G x G — G stetig bei
(e,e), soist G eine topologische Gruppe.

Ubung 4.1.23. Ein topologischer Schiefkorper ist ein Schiefkorper k& mit einer
Topologie derart, da3 die Addition und die Multiplikation stetig sind als Abbil-
dungen k x k — k sowie, fiir die auf £* induzierte Topologie, auch das Bilden
des Inversen £ — k. Man zeige, daf fiir einen Hausdorff’schen topologischen
Schiefkorper & die Gruppen GL(d; k) topologische Gruppen sind.

Ergiinzende Ubung 4.1.24. Jede topologische Gruppe, die homdomorph ist zur
additiven Gruppe R der reellen Zahlen, ist bereits als topologische Gruppe iso-
morph zur Gruppe R der reellen Zahlen.

Ubung 4.1.25. Ist G eine topologische Gruppe und H C G eine diskrete Unter-
gruppe, so gibt es eine Umgebung U C G des neutralen Elements derart, daf3 die
Multiplikation eine Injektion H x U — G induziert. In einer Hausdorffgruppe
ist jede diskrete Untergruppe abgeschlossen. Hinweis: Man verwende 4.1.12 und
fithre fiir den zweiten Teil die Annahme H # H zum Widerspruch.

Ubung 4.1.26. Seien H ein Hilbertraum und U(#.) die Gruppe seiner unitéiren Au-
tomorphismen. Man zeige, dal U(#) eine topologische Gruppe wird, wenn wir
sie mit der Initialtopologie zu allen Auswertungen an Vektoren ev, : U(H) — H
fiir v € H versehen, der sogenannten starken Topologie. Man zeige weiter: Ist
G eine topologische Gruppe und o : G x ‘H — H eine Operation durch unitire
Abbildungen, so ist « genau dann stetig, wenn der induzierte Gruppenhomomor-
phismus G — U(#H) stetig ist fiir die starke Operatortopologie auf U(# ).

Ubung 4.1.27. Seien H ein Hilbertraum und U(#H) die Gruppe seiner unitéiren
Automorphismen. Man zeige, daB auf U(#H) die starke Topologie iibereinstimmt
mit der sogenannten schwachen Topologie, die definiert ist als Initialtopologie
zu allen Abbildungen U(H) — C, A — (w, Av) fiir v,w € H. Hinweis: Mit
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|{(v, Av) — (v, v)] ist auch ||[v — Aw|| klein. Man zeige weiter: Ist H abzihlbar
basiert, so auch U(7?) mit seiner starken Topologie.

Ubung 4.1.28. Die stetigen Abbildungen von einem lokal kompakten topologi-
schen Raum in eine topologische Gruppe bilden unter der punktweisen Verk-
niipfung und mit der kompakt-offenen Topologie selbst eine topologische Gruppe.
Hinweis: 3.9.12.

4.2 Quotienten nach Gruppenwirkungen

4.2.1. Eine Operation M x X — X eines topologischen Monoids auf einem
topologischen Raum heif3t stetig, wenn sie stetig ist in Bezug auf die Produktto-
pologie auf M x X. Denken wir uns hier M mit der diskreten Topologie versehen,
so sprechen wir von einer Operation durch stetige Abbildungen.

4.2.2. Stetige Abbildungen f : X — Y mit f xid : X x Z — Y x Z final fiir
beliebiges Z nennen wir produktfest final. Jede stetige offene Surjektion ist final
nach 3.7.16 und bleibt unter dem Darankreuzen beliebiger Identitéiten nach 3.6.25

eine stetige offene Surjektion. Stetige offene Surjektionen sind mithin produktfest
final.

4.2.3. Operiert eine Gruppe G auf einem topologischen Raum X, so versehen
wir den Bahnenraum X /G a priori mit der Quotiententopologie zur Projektion
X - X/G.

Lemma 4.2.4 (Gruppenquotienten). Operiert eine Gruppe G durch stetige Ab-
bildungen auf einem topologischen Raum X, so ist die Quotientenabbildung m :
X — X/G eine stetige offene Surjektion und insbesondere produktfest final. Ist
G endlich, so ist T zusdtzlich abgeschlossen.

4.2.5. Operiert eine Gruppe G durch stetige Abbildungen auf einem topologi-
schen Raum X, so ist nach 4.2.2 insbesondere fiir jeden weiteren Raum Y die
induzierte Abbildung Y x X — Y x X/G final. Mithin ist die Identitit ein Ho-
moomorphismus (Y x X)/G =Y x X/G.

Beweis. Das Urbild des Bildes einer Teilmenge U C X ist die Vereinigung all
ihrer mit der Gruppenoperation verschobenen Kopien, 7 (7(U)) = U,eq 9U-
Aus U © X folgt so 7 *(7(U)) @ X und damit 7(U) @ X/G. O

Beispiel 4.2.6. Die offensichtliche Operation von GL(n + 1; R) auf P"R ist stetig
fiir die Topologie auf P"R als Bahnenraum der Operation von R* auf R™"1\0.
Um das zu sehen, betrachte man das kommutative Diagramm

GL(n + 1;R) x R"*1\0 — Rr+1\Q

\ \
GL(n+1;R) x PPR  — P"R
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Die obere Horizontale ist offensichtlich stetig und die linke Vertikale ist final nach
4.2.2, da die Quotientenabbildung nach Lemma 4.2.4 produktfest final ist. Mithin
ist auch die untere Horizontale stetig.

Definition 4.2.7. Ein topologischer Raum X mit einer stetigen transitiven Opera-
tion einer topologischen Gruppe G heifit ein homogener G-Raum.

Lemma 4.2.8 (Quotienten als homogene Riume). Gegeben eine topologische
Gruppe G und eine Untergruppe H C G ist die Operation von G auf G/ H stetig.

Beweis. Man betrachte das Diagramm

GxG — G

3 )
GxG/H — G/H

und beachte, da3 die linke Vertikale nach 4.2.4 final ist. O]

4.2.9. Gegeben eine Menge X mit einer transitiven Operation einer topologischen
Gruppe G gibt es offensichtlich genau eine Topologie auf X derart, dal fiir jeden
Punkt z € X das Anwenden G — X, g — gz eine finale Abbildung ist. Wir
nennen sie die feinste Topologie als homogener Raum auf X. In der Tat ist fiir
jeden Punkt x € X die offensichtliche Bijektion G/G, = X automatisch stetig
und ist genau dann ein Homdomorphismus, wenn X die feinste Topologie als
homogener Raum tragt.

Proposition 4.2.10 (Quotienten nach abgeschlossenen Untergruppen). Eine
Untergruppe einer topologischen Gruppe ist abgeschlossen genau dann, wenn
der Quotient nach unserer Untergruppe Hausdorff ist.

Beweis. Seien G D H besagte Gruppen. Ist der Quotient G/H Hausdorff, so
sind seine Punkte abgeschlossen und damit ist auch H abgeschlossen in G als
Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge von GG/ H. Fiir die Umkehrung gilt es
nach 3.6.22 zu zeigen, daB die Diagonale A,y in G/H x G/H abgeschlossen
ist. Das Produkt der Projektionen G x G — G/H x G/H ist als Produkt offener
stetiger Surjektionen auch selbst final. Es reicht also zu zeigen, da3 das Urbild
der Diagonale Ag/y in G X G abgeschlossen ist. Dies Urbild kann aber auch
beschrieben werden als das Urbild von H unter der Abbildung G x G — G,
(x,y) — zy~! und ist abgeschlossen, wenn H abgeschlossen ist. [

4.2.11 (Zusammenhangskomponenten von Bahnenraumen). Operiert eine zu-
sammenhingende topologische Gruppe G stetig auf einem topologischen Raum
X, so ist X zusammenhingend genau dann, wenn X /G zusammenhingend ist.
Operiert allgemeiner eine zusammenhéngende topologische Gruppe G stetig auf
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einem topologischen Raum X, so induziert die Quotientenabbildung X — X/G
eine Bijektion zwischen der Menge Zus(X) C P(X) der Zusammenhangskom-
ponenten von X und der Menge Zus(X/G) C P(X/G) der Zusammenhangs-
komponenten von X /G. Das alles folgt sofort aus Ubung 3.7.29 iiber finale Ab-
bildungen und Zusammenhang.

Beispiel 4.2.12 (Zusammenhang der speziellen orthogonalen Gruppen). Die
Gruppen SO(n) sind zusammenhingend. In der Tat folgt mit der Finalitit 3.7.17
stetiger Surjektionen von kompakten Rdumen auf Hausdorffraume, dall die Ope-
ration auf der n-Sphire S™ einen Homéomorphismus SO(n + 1)/SO(n) = S™
liefert, und mit Induktion iiber n und 4.2.11 folgt die Behauptung. In derselben
Weise zeigt man, daBl auch die Gruppen SU(n) zusammenhingend sind. Ein Be-
weis mit mehr Algebra und weniger Topologie wird in ?? skizziert.

Ubungen

Ubung 42.13. Ist f : X — Y eine stetige offene Surjektion von topologischen
Rédumen, die dquivariant ist fiir Operationen einer Gruppe GG auf beiden Rdumen,
in Formeln f(gx) = ¢f(x), und ist G mit einer Topologie versehen, fiir die die
Operation auf X stetig ist, so ist auch die Operation auf Y stetig. Hinweis: 4.2.8.

Ubung 4.2.14. Operiert eine kompakte Hausdorffgruppe stetig auf einem lokal
kompakten Hausdorffraum, so ist auch der Bahnenraum Hausdorff. Hinweis: Man
beginne mit einem Punkt aus einer von zwei Bahnen und wihle dazu eine kom-
pakte Umgebung, die die andere Bahn nicht trifft. Die Aussage gilt im iibrigen
auch ohne die Annahme lokal kompakt nach 4.4.5, aber dann kenne ich keinen so
direkten Beweis.

Ubung 4.2.15. Gegeben eine topologische Gruppe G und eine normale Unter-
gruppe N C G ist der Quotient G/N mit seiner Quotiententopologie und der
induzierten Verkniipfung eine topologische Gruppe.

Ubung 4.2.16. Operiert eine topologische Gruppe G stetig auf einem topologi-
schen Raum X und ist N C G ein Normalteiler, dessen Elemente X punktweise
festhalten, so ist auch die induzierte Operation von G/N auf X stetig.

Ubung 4.2.17. Gegeben G O H O K eine topologische Gruppe mit zwei Nor-
malteilern ist der Isomorphismus aus dem noetherschen Isomorphiesatz ?? ein
Homdomorphismus G/H = (G/K)/(H/K).

Ubung 4.2.18. Man zeige, daB die Einbettung U(n) — GL(n; C) einen Homdo-
morphismus U(n)/O(n) = GL(n; C)/GL(n; R) induziert.

Ubung 4.2.19. Der AbschluB des neutralen Elements in einer topologischen Grup-
pe ist stets ein Normalteiler und der Quotient danach eine Hausdorffgruppe und
die Surjektion auf den Quotienten nicht nur final, sondern auch initial.
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Ubung 4.2.20. Seien X ein topologischer Raum und R C X x X eine Aquiva-
lenzrelation. Ist X/ R Hausdorff, so ist R C X x X abgeschlossen. Ist R C X x X
abgeschlossen und X — X/R offen, so ist X /R Hausdorff. Hinweis: Jede stetige
offene Surjektion ist produktfest final.

Ubung 4.2.21. Ist Y — X eine initiale stetige G-#iquivariante Abbildung von to-
pologischen Rdumen mit einer stetigen Operation einer Gruppe G, so ist auch die
induzierte Abbildung Y/G — X/G initial. Hinweis: Es gilt zu zeigen, daB jede
fiir die Quotiententopologie auf Y/G offene Menge auch fiir die Initialtopologie
offen ist.

Ergiinzende Ubung 4.2.22 (Zusammenhangskomponenten von SO(p, 1)). Ge-
geben p, g € N betrachte man die Diagonalmatrizen mit p Einsen und ¢ Minus--
Einsen J = J,, := diag(1,...,1,—1,..., —1) und erkldre Gruppen

GO(p,q) 2 O(p,q) D SO(p,q)

wie folgt: O(p,q) := {A € GL(p + ¢;R) | ATJA = J}, SO(p,q) == {A €
O(p,q) | det A = 1}, und GO(p, q) := R* O(p, ¢). Im Spezialfall ¢ = 1 betrach-
ten wir die Quadrik Q := {v € RP™ | v Jv = —1}. Man zeige, daB sie genau
zwel Komponenten hat. Wir erkldren weiter

S0(p.1)* € O(p, 1)

als die Gruppe aller Elemente von SO(p, 1) beziehungsweise O(p, 1), die beide
Komponenten von () stabilisieren. Man zeige, daB SO(p, 1)* die Einskomponente
von O(p, 1) ist. Hinweis: Der Satz von Witt ?? zeigt, dal O(p, 1) transitiv auf Q)
operiert. Etwas Nachdenken zeigt dasselbe fiir SO(p, 1) unter der Annahme p > 0.
In diesem Fall zeige man, daf} wir einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

(det, komp) : O(p, 1) — {£1} x {£1}

erhalten, wo komp erklért sei durch komp(g) = 1, wenn g beide Komponenten
von () stabilisiert.

Ubung 4.2.23. Der Quotient G/ G° einer Gruppe nach ihrer Einskomponente heiBt
die Komponentengruppe von G. Ist G° offen in G, so ist besagte Komponen-
tengruppe diskret. Ist G aulerdem kompakt, so ist die Komponentengruppe end-
lich. Gegeben ein stetiger surjektiver Gruppenhomomorphismus einer kompakten
Gruppe mit endlicher Komponentengruppe in eine Hausdorffgruppe ist das Bild
der Einskomponente die Einskomponente.

Ubung 4.2.24 (Realisierung von SL(2;R)/SO(2) durch Matrizen). Wir be-
trachten die Menge Y C Mat(2; R) aller positiv definiten Matrizen mit der De-
terminante Eins und fassen sie auf als eine Menge von Skalarprodukten auf R2,
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Sie trégt eine transitive Wirkung von SL(2;R) durch die Vorschrift A - S :=
ASAT und die Standgruppe der Einheitsmatrix alias des Standardskalarprodukts
ist SO(2). Also erhalten wir eine Bijektion SL(2;R)/SO(2) = Y durch A —
AAT. Sie besitzt eine stetige Spaltung, die wir etwa erhalten konnen, indem wir
jedem Skalarprodukt die Matrix zuordnen, in deren Spalten die Vektoren derjeni-
gen Orthonormalbasis stehen, die in ihm aus der Standardbasis durch das Gram-
Schmidt-Verfahren entsteht. Folglich ist die von Mat(2; R) induzierte Topologie
auf Y auch in der Tat die feinste Topologie als homogener Raum. Diese Reali-
sierung ist eng verwandt zur Polarzerlegung ??. Eine alternative Realisierung als
obere Halbebene besprechen wir in 4.3.16.

Ubung 4.2.25. Gegeben ein Korper K erinnere man aus ?? die Bruhat-Zerlegung

GL(n;K)/B= | | BuB/B

’wESn

fiir B die invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen und zeige fiir K = R, C die
Existenz von Homéomorphismen BwB/B = K!™) fiir [(w) die Zahl der Fehl-
stande der Permutation w.

4.3 Projektive Riaume

Beispiele 4.3.1. Die wichtigsten hausdorffschen topologischen Schiefkorper sind
fiir uns im folgenden der Korper der reellen Zahlen R, der Korper der komplexen
Zahlen C und der Schiefkorper der Quaternionen H.

Definition 4.3.2. Die projektiven Rdume P"K fiir n > 0 und einen hausdorff-
schen topologischen Schiefkorper K erhélt man als die Menge aller Ursprungs-
geraden oder genauer aller von einem von Null verschiedenen Element erzeug-
ten Rechtsuntermoduln in K™+, Wir versehen unsere projektiven Riume mit der
Quotiententopologie beziiglich der offensichtlichen Surjektionen

7: KPN0 — P"K
x — K

Die natiirliche Operation von GL(n+1; K) auf K"*! induziert eine Operation von
GL(n 4 1;K) auf P"K, von der man wie in 4.2.6 sieht, daB sie stetig sein muB.

Lemma 4.3.3. Gegeben ein hausdorffscher topologischer Schiefkorper K stimmt
auf KN\0 die von K? induzierte Topologie iiberein mit der feinsten Topologie als
homogener Raum von GL(d; K).

Beweis. Es reicht zu zeigen, daB3 das Anwenden auf den ersten Vektor der Stan-
dardbasis 7 : A — A e eine finale Abbildung GL(d; K) — K%\0 ist. Da Finalitiit
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nach 3.7.20 lokal ist in der Basis, reicht es, fiir jeden Vektor v # 0 eine offene
Umgebung U zu finden derart, daB 7 : 7= !(U) — U final ist. Nach 3.7.5 reicht
es, besagte offene Umgebung U so zu finden, daB 7 : 7= *(U) — U einen steti-
gen Schnitt besitzt. Dazu wihlen wir zu unserem von Null verschiedenen Vektor
v eine invertierbare Matrix A = (v|as|...|ay) mit erster Spalte v und nehmen
als U := K%(ay,...,ay) das Komplement des Rechtserzeugnisses ihrer ande-
ren Spalten und als stetigen Schnitt auf U die Abbildung w — (w|aa] ... |aq), die
jedem w € U diejenige Matrix zuordnet, die aus A entsteht beim Ersetzen der ers-
ten Spalte durch w. Die Hausdorffeigenschaft haben wir dabei implizit verwendet,
um zu sehen, daB das Erzeugnis (as, . . ., ay) abgeschlossen ist. O

4.3.4. Alternativ konnte man argumentieren, dal unsere Abbildung 7 eine stetige
offene Surjektion ist, weil sie lokal stetige Schnitte besitzt. Bei dieser Argumen-
tation braucht man weniger Wissen iiber finale Abbildungen.

4.3.5 (Existenz globaler Schnitte). Der Beweis von Lemma 4.3.3 beruht auf der
Erkenntnis, dal die Abbildung, die jeder invertierbaren Matrix ihre erste Spalte
zuordnet, lokal stetige Schnitte besitzt. Im Fall von GL(2; R) — R?\0 ist es auch
nicht schwer, einen globalen stetigen Schnitt anzugeben. Im Fall von GL(3;R) —
R3\0 hingegen gibt es keinen globalen stetigen Schnitt: Aus solch einem Schnitt
konnte man ndmlich unschwer eine ,,Kdmmung des Igels* konstruieren, und wir
werden in 5.4.4 zeigen, daf es solch eine Kémmung nicht geben kann.

Lemma 4.3.6 (Projektive Riume als homogene Riume). Gegeben ein haus-
dorffscher topologischer Schiefkorper K stimmt die Topologie auf dem projekti-
ven Raum P"K als Quotient von K"\0 iiberein mit der feinsten Topologie als
homogener Raum in Bezug auf die offensichtliche Operation von GL(n + 1; K).
Insbesondere ist der projektive Raum P"K Hausdorff.

Beweis. Wir versehen P"K mit seiner Topologie als Quotient von K"*\0 und
betrachten die Abbildungen

GL(n+ 1;K) — K"™\0 — P"K

gegeben durch das Anwenden auf den ersten Vektor der Standardbasis e; und die
offensichtliche Projektion. Die erste Abbildung ist final nach Lemma 4.3.3, die
zweite nach Annahme. Also ist nach 3.7.5 auch ihre Verkniipfung final. Damit
stimmt auf P"K die feinste Topologie als homogener Raum iiberein mit der To-
pologie als Quotient von K"\ 0 aus 4.3.2. Die Hausdorffeigenschaft folgt dann
aus 4.2.10, da die Standgruppen unseres homogenen Raums P"K offensichtlich
abgeschlossen sind. [

Proposition 4.3.7 (Projektive Rdume als Mannigfaltigkeiten). Fiir K = R, C
oder Hl ist der projektive Raum P"K eine kompakte topologische Mannigfaltigkeit
der Dimension n(dimg K).
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Beispiele 4.3.8. Die reelle projektive Gerade P'R ist homéomorph ist zu einer
Kreislinie S!, die komplexe projektive Gerade P!C zur Kugelschale S?, und die
quaternionale projektive Gerade P!H homoomorph zur 4-Sphire S*. Weiter ist
P?R homdomorph ist zu einer Kugelschale, in die man ein kreisrundes Loch ge-
schnitten hat, um dort ein Mobiusband einzukleben. All das zu zeigen ist eine gute
Ubung.

Vorschau 4.3.9. Die offensichtlichen Projektionen von den geeignet erklédrten Ein-
heitssphéren auf die jeweiligen projektiven Ridume S? — PR =~ S1, 83 —
PIC =~ S? und S7 — P'H = S* sind Faserbiindel, ja sogar Hauptfaserbiindel mit
Fasern S°, S! und S3. Faserbiindel mit Basis, Faser und Totalraum jeweils einer
Sphire heilen Hopf-Faserungen. Mithilfe der Oktonionen kann man auch eine
Hopf-Faserung iiber der S® mit Faser S” und Totalraum S* konstruieren. Man
kann sogar zeigen, daf} es aulerhalb dieser Dimensionen keine Hopf-Faserungen
gibt, aber das ist fiir uns vorerst auBBer Reichweite.

Beweis von 4.3.7. Identifizieren wir in R-linearer Weise K" = R™ und be-
zeichnen mit S := S™~! C K"! die Menge aller Vektoren der Linge Eins fiir
das Standard-Skalarprodukt des R™, eine hochdimensionale Sphire, so erhalten
wir eine stetige Surjektion S — P"K. Als Bilder kompakter Rdume sind demnach
unsere projektiven Rdume kompakt. Somit miissen wir nur noch fiir jeden Punkt
eine zu K" homdomorphe offene Umgebung finden. Wir betrachten dazu einen be-
liebigen endlichdimensionalen K-Vektorraum W und zeigen, daB} fiir jede affine
Hyperebene H C W, die den Ursprung vermeidet, die Injektion iy : H — PW
gegeben durch v — (v) eine offene Einbettung ist. Ist in der Tat H c W der
Richtungsraum unserer affinen Hyperebene H, so ist 7 (m(H)) = W\H offen
in W\ 0. Mithin hat unsere Injektion iy : H — PW offenes Bild. Nun betrachten
wir das kommutative Diagramm

W\H
VRN
H in(H)

Der linke schrige Pfeil ordne jedem Punkt den Schnittpunkt mit /7 der durch
ihn verlaufenden Ursprungsgeraden zu. Er ist stetig, denn ist Ay : W — k die
Linearform, deren Niveaufliche zum Wert Eins gerade H ist, so wird er gegeben
durch die Formel w ~— wAg(w)~!. Er ist nach 3.7.5 sogar final, da er einen
Schnitt besitzt, eben die Einbettung H — W\ﬁ . Der rechte schrige Pfeil ist final
nach 3.7.14 als Einschridnkung einer finalen Abbildung auf eine offene Teilmenge
der Basis. Zusammen folgt, da} die horizontale Bijektion ein Hom&omorphismus
H = ig(H) sein muB. Damit ist PI¥ in der Tat eine Mannigfaltigkeit. O
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Beispiel 4.3.10. Unter einer vollstindigen Fahne von Untervektorraumen eines
endlichdimensionalen Vektorraums V iiber einem Korper k versteht man eine Fol-
ge von Untervektorrdumen

V=V,oV,.1D...D2ViD>Vp=0

mit dim V; = 4. Die Menge aller derartigen Fahnen notieren wir (V) und nennen
sie die Fahnenmannigfaltigkeit. Auf dieser Menge operiert die Gruppe GL(V) in
offensichtlicher Weise, und diese Operation ist auch sicher transitiv. Die Stand-
gruppe der Fahne

k" = (e1,...,en) D{er,...,e4-1) D...D(e1) DO

ist die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen B C GL(n; k). Wir erhalten so eine
Bijektion

GL(n;k)/B = F(k")
Analoges gilt fiir einen Schiefkorper k, wobei wir vereinbaren, Vektorrdume als
Rechtsmoduln verstehen zu wollen. Arbeiten wir iiber dem Korper R oder C oder
dem Schiefkorper H, so ist die Fahnenmannigfaltigkeit mit ihrer feinsten Topo-

logie als homogener Raum kompakt aufgrund der Iwasawa-Zerlegung ??, ?? und
29

Ubungen

Ubung 4.3.11. Man priife die Beschreibungen von P'K fiir K = R, C,H aus
4.3.8.

Ubung 4.3.12. Man zeige, da PR homdomorph ist zu einer Kreislinie S*, P'C
homoomorph zur Kugelschale S2, und P*H hom6éomorph zur 4-Sphire S*. Man
zeige weiter, daB PR homdomorph ist zu einer Kugelschale, in die man ein kreis-
rundes Loch geschnitten hat, um dort ein Mébiusband einzukleben.

Ubung 4.3.13. Sei V ein dreidimensionaler reeller Vektorraum. Wir betrachten in
P(V)xP(V) alle Paare bestehend aus einer Halbebene und einer Halbgeraden auf
ihrem Rand, also alle Paare (H, L), fiir die es v, w € V gibt mit H = R>ow + Rov
und L = R>gv. Man zeige, dall die Menge aller derartigen Paare ein homogener
Raum fiir GL(V) ist und daf dieser homogene Raum kompakt ist.

Ubung 4.3.14. Man zeige, daB die Gruppe GL(n;R)" aller reellen (n x n)-
Matrizen mit positiver Determinante zusammenhiingend ist. Hinweis: Induktion
iiber n. Aus 4.3.3 folgert man unschwer, dafl im Fall n > 1 fiir den homogenen
Raum R™\0 unserer Gruppe seine Topologie als homogener Raum mit der offen-
sichtlichen Topologie iibereinstimmt, so daf} dieser homogene Raum zusammen-
hingend ist. Damit miissen wir nach 4.2.11 nur noch zeigen, daf} die Standgruppe
eines Punktes zusammenhéngend ist.
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Ubung 4.3.15. Versehen wir R%\ 0 mit der von R? induzierten Topologie, so liefert
fiir d > 1 das Anwenden auf einen beliebigen von Null verschiedenen Vektor eine
finale Abbildung SL(d; R) — R?\0. Dasselbe gilt im Komplexen.

Ubung 4.3.16 (Realisierung von SL(2;R)/SO(2) als obere Halbebene). Wir
betrachten die Operation von SL(2; R) C GL(2;C) auf der Riemann’schen Zah-
lenkugel P'C. Sie stabilisiert den Aquator P'R und man priift ohne Schwierig-
keiten, daB sie auBer dem Aquator nur zwei weitere Bahnen hat, nimlich die
,nordliche und die siidliche Hemisphire®. Die Kreislinie SO(2) operiert durch
Rotationen um die Polachse, aber ,,mit verdoppelter Geschwindigkeit*. Insbeson-
dere operiert (—I) als die Identitit und unsere Operation faktorisiert iiber eine
Operation von PSL(2;R) := SL(2;R)/{xI}. Die Standgruppe jedes der bei-
den Pole unter SL(2;R) ist SO(2) und wir erhalten so je eine Bijektion von
SL(2;R)/SO(2) mit jeder der beiden Hemisphiren. Unter der natiirlichen Identi-
fikation CU{oo} = P!C mit z — (1, z) entsprechen unsere beiden Hemisphéren
den beiden Zusammenhangskomponenten von C\R und die Pole den Punkten =+i
und die Operation erhilt die Gestalt

a b € +dz

LZ e ————

c d a+ bz
wie in ??. Wihlen wir stattdessen die Identifikation C U {oo} = P'C mit 2
(z,1), so erhilt unsere Operation die den meisten Mathematikern besser vertraute

Gestalt
a b\ . az+b
c d)” cz+d

Man findet leicht eine stetige Spaltung, explizit hat man etwa auf der oberen Halb-

ebene die Spaltung
. 10 (1 0
TH+Yl — y / (x y)

Diese Spaltung zeigt, daB die von P'!C induzierte Topologie auf unserer Hemi-
sphire mit ihrer feinsten Topologie also homogener Raum von SL(2; R) iiberein-
stimmt. Sie ist auch eine unmittelbare Konsequenz der Iwasawa-Zerlegung ??.
Diese Spaltungen zeigen im iibrigen sehr direkt, dafl das Urbild jedes Kompak-
tums unter SL(2; R) — SL(2;R)/SO(2) kompakt ist, was nach 4.4.17 und 4.4.20
auch ganz allgemein fiir Quotienten einer topologischen Gruppe nach einer kom-
pakten Untergruppe gilt. Eine alternative Realisierung durch Matrizen haben wir
in 4.2.24 besprochen.

4.4 Eigentlichkeit und hausdorffsche Quotienten*

Definition 4.4.1. Eine Abbildung von topologischen Raumen f : X — Y heif3t
eigentlich, wenn sie stetig ist und wenn dariiber hinaus fiir jeden weiteren Raum
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Z die Abbildung f x id : X x Z — Y x Z abgeschlossen ist.

4.4.2 (Diskussion der Terminologie). Auf Franzosisch verwendet man fiir ,,ei-
gentlich® den Begriff propre, auf Deutsch sagt man alternativ auch universell
abgeschlossen. In einer hoffentlich selbsterklarenden Terminologie, die ich hier
nicht formal einfiihren will, konnte man auch produktfest abgeschlossen sagen.
Die Terminologie ist nicht ganz einheitlich, in der Literatur werden verschiedene
andere Varianten der Definition des Begriffs einer eigentlichen Abbildung ver-
wendet.

Vorschau 4.4.3. Wir zeigen in 4.4.13, daf} eine stetige Abbildung zwischen lokal
kompakten Hausdorffriumen eigentlich ist genau dann, wenn das Urbild jedes
Kompaktums kompakt ist. Das mag eine erste Anschauung fiir dieses Konzept
geben.

Lemma 4.4.4 (Eigentliche Abbildungen auf einen Punkt). Ein ropologischer
Raum ist kompakt genau dann, wenn die konstante Abbildung von besagtem Raum
auf den einpunktigen Raum eigentlich ist.

Beweis. Sei X kompakt und Z beliebig. Ich denke mir X vertikal und Z horizon-
tal. Sei A & X x Z abgeschlossen und z € Z gegeben derart, dal A die vertikale
Faser bei z nicht trifft, in Formeln AN (X x {z}) = (). So gibt es fiir jedes © € X
offene Umgebungen U, @ X von z und V, @ Z von z mit AN (U, x V) = 0.
Endlich viele U, iiberdecken nun aber X und der Schnitt der zugehorigen V. ist
eine offene Umgebung von z, die die Projektion von A nicht trifft. Also ist die
konstante Abbildung von einem Kompaktum auf einen einpunktigen Raum ei-
gentlich. Die Umkehrung ist fiir uns weniger wichtig. Um sie zu zeigen, betrach-
ten irgendein System abgeschlossener Teilmengen .4 C P(X) mit nichtleeren
endlichen Schnitten und miissen nach 3.5.18 nur zeigen, da} auch sein gesamter
Schnitt nicht leer ist. Dazu diirfen wir annehmen, daf3 A4 stabil ist unter endlichen
Schnitten, und bilden den Raum

Z =X U{o0}

mit der Topologie, fiir die die offenen Teilmengen alle Teilmengen sind, die ent-
weder oo vermeiden oder oo enthalten und mindestens ein A € A umfassen.
Aufgrund unserer Annahme an 4 liegt co im Abschlufl von X C Z. Betrachten
wir die Diagonale A C X x Z, so muB das Bild ihres Abschlusses A unter der
Projektion auf die zweite Koordinate ganz Z sein. Es gibt also ein z € X mit
(z,00) € A und daraus folgt sofort x € (1, 4 4. O

Proposition 4.4.5. Operiert eine kompakte topologische Gruppe G auf einem
Hausdorffraum X, so ist auch der Bahnenraum X /G Hausdorff.
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4.4.6. Ich hitte einen Beweis vorgezogen, der das Konzept eigentlicher Abbildun-
gen vermeidet, aber mir ist keiner eingefallen. Unter stirkeren Voraussetzungen
wird der Beweis einfacher, vergleiche 4.2.14.

Beweis. Wegen der Kompaktheit von G ist die Projektion G x X — X eigentlich.
Damit ist auch die Wirkung eigentlich als Komposition der Projektion mit dem
Homoéomorphismus G x X = G x X, (g,2) — (g, gx). Damit ist auch das
Produkt der Wirkung G'x X x X — X x X mit der Identitit auf X eine eigentliche
Abbildung, und schalten wir id x A davor, so erkennen wir mit 3.6.22 und Ubung
4.4.16, daf} die Abbildung

GxX — XxX
(9, ) — (g9z,7)

eigentlich ist. Insbesondere ist ihr Bild I' C X x X abgeschlossen und das Kom-
plement offen. Dann ist aber nach 4.2.3 und 4.2.4 auch das Bild dieses Komple-
ments in X/G x X/G offen und die Diagonale in X/G x X/G folglich abge-
schlossen. ]

Ergdnzung 4.4.7. Die Operation einer topologischen Gruppe GG auf einem topo-
logischen Raum X heif3t eigentlich, wenn die Abbildung G x X — X x X,
(9,z) — (gx,z) eigentlich ist. Die zweite Hilfte des Beweises von 4.4.5 zeigt,
daB bei einer eigentlichen Operation der Bahnenraum stets Hausdorff ist. Die erste
Hilfte des Beweises von 4.4.5 zeigt, da} eine Operation einer kompakten Gruppe
stets eigentlich ist.

Erginzung 4.4.8. Man kann zeigen, dal} eine stetige Abbildung eigentlich ist ge-
nau dann, wenn sie abgeschlossen ist und alle ihre Fasern kompakt sind. Bei
Bourbaki kann man nachlesen, warum ein beliebiges Produkt von eigentlichen
Abbildungen wieder eigentlich ist. Diese Aussage heillit der Satz von Frolik-
Tychonoff.

Definition 4.4.9. Eine stetige Abbildung f : X — Y heilit separiert, wenn die
Diagonale eine abgeschlossene Teilmenge X @& X xy X ist.

Beispiele 4.4.10. Die konstante Abbildung von einem topologischen Raum auf
einen Punkt ist nach 3.6.22 separiert genau dann, wenn der fragliche Raum Haus-
dorff alias separiert ist. Jede topologische Einbettung ist separiert. Ist in einem kar-
tesischen Diagramm topologischer Rdume ein Ursprungspfeil separiert, so auch
der gegeniiberliegende Pfeil aus dem Faserprodukt.

Lemma 4.4.11. Ist g o f eigentlich und g separiert, so ist auch f eigentlich.
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4.4.12. Landet g in einem Punkt, so liefert dieses Lemma insbesondere die be-
reits aus 3.5 bekannte Aussage, da3 das Bild einer stetigen Abbildung von einem
Kompaktum in einen Hausdorffraum stets abgeschlossen ist. Bei Bourbaki findet
sich unser Lemma zumindest schon einmal fiir ¢ injektiv.

Beweis. Seien f : X — Y und g : Y — Z. Wir betrachten zum Morphismus f
das in Top, kartesische Diagramm

X Y

-

X X2Y4>Y Xzy

aus 6.2.13 und sehen, daB3 mit der Diagonale Y — Y Xz Y auch die Abbildung
(id, f) : X — X Xz Y eine abgeschlossene Einbettung ist. Der Morphismus f
ergibt sich als deren Verkniipfung mit dem eigentlichen da durch Basiswechsel
aus X — Z entstehenden Morphismus X X, Y — Y. [

Lemma 4.4.13. Eine stetige Abbildung zwischen lokal kompakten Hausdorffrdu-
men ist eigentlich genau dann, wenn das Urbild jedes Kompaktums kompakt ist.

Beweis. Daf} Urbilder von Kompakta unter eigentlichen Abbildungen stets kom-
pakt sind, haben wir bereits in 4.4.17 gesehen. Dal} eine stetige Abbildung von
kompakten Hausdorffraumen eigentlich ist, folgt aus 4.4.11 und aus der Erkennt-
nis 4.4.4, daB} die konstante Abbildung eines Kompaktums auf einen Punkt eigent-
lich ist. Das Lemma folgt damit aus der Lokalitédt der Eigentlichkeit in der Basis
4.4.15. ]

4.4.14. Eine Teilmenge in einem topologischen Raum heift relativ Hausdorff,
wenn je zwel verschiedene Punkte unserer Teilmenge disjunkte Umgebungen im
urspriinglichen Raum besitzen.

Ubungen

Ubung 4.4.15 (Eigentlichkeit ist lokal in der Basis). Seien f : X — Y stetig
und U C P(Y) eine offene Uberdeckung von Y. Genau dann ist f eigentlich,
wenn die induzierten Abbildungen f~'(U) — U eigentlich sind fiir alle U € U.

Ubung 4.4.16 (Permanenzeigenschaften eigentlicher Abbildungen). Die Ver-
kniipfung eigentlicher Abbildungen ist eigentlich. Eine Einbettung ist eigentlich
genau dann, wenn sie abgeschlossen ist. Ist g o f eigentlich und f surjektiv, so ist
auch g eigentlich. Landet g in einem Punkt, so spezialisiert die letzte Behauptung
zur Aussage, daf} stetige Bilder von Kompakta stets kompakt sind.
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Ergiinzende Ubung 4.4.17 (Eigentlichkeit ist stabil unter Basiswechsel). Leser,
die bereits mit Faserprodukten 6.2.8 vertraut sind, werden leicht zeigen konnen,
daB gegeben eine eigentliche Abbildung X — Y und eine beliebige stetige Ab-
bildung Z — Y auch die erweiterte Abbildung X xy Z — Z eigentlich ist.
Insbesondere bedeutet das im Fall von einpunktigem Z, daf} alle Fasern einer
eigentlichen Abbildung kompakt sind, und im Fall einer kompakten Teilmenge
K C Y ergibt sich mit 4.4.16 und 4.4.4, daf} die Urbilder von Kompakta unter
eigentlichen Abbildungen kompakt sind.

Ubung 4.4.18. Sind X — Y und X’ — Y eigentlich, so auch (X U X') — Y.
Ist insbesondere 7 — Y stetig und sind Teilrdume X, X’ C Z gegeben mit
X — Y und X’ — Y eigentlich, so ist auch (X U X’) — Y eigentlich mit der
vorhergehenden Ubung 4.4.16.

Ubung 4.4.19. Gegeben eine kompakte Hausdorff’sche Gruppe enthilt jede Um-
gebung des neutralen Elements eine unter Konjugation stabile offene Umgebung
des neutralen Elements.

Weiterfiihrende Ubung 4.4.20. Ist G eine topologische Gruppe und K C G eine
kompakte Untergruppe, so ist die Multiplikation G’ x K’ — G eigentlich. Hinweis:
4.4.17. Ist G eine topologische Gruppe und K C G eine kompakte Untergruppe,
so ist die Projektion G — G/ K eigentlich. Hinweis: Man verwende das kartesi-
sche Diagramm zum Quotienten 6.2.15 und die Erkenntnis, dal Quotienten nach
4.2.4 produktfest final sind.

Weiterfiihrende Ubung 4.4.21. Seien G eine Hausdorffgruppe und K C G eine
kompakte Untergruppe und I' C G eine diskrete Untergruppe. So besitzt jeder
Punkt z € G/ K eine offene Umgebung U mit der Eigenschaft, daf fiir v € T" gilt

YU)NU #0 = ~(xz)=xundy(U)=U.

Hinweis: Die Untergruppe I ist abgeschlossen nach 4.1.25 und fiir jede Teilmenge
A C I'istdann AK @& G abgeschlossen in GG nach 4.4.20.

Ubung 4.4.22. Die Quotientenabbildung fiir die Operation einer endlichen Grup-
pe auf einem topologischen Raum ist stets eigentlich. Hinweis: Quotienten nach
Gruppenoperationen sind produktfest final nach 4.2.4.

Ubung 4.4.23. Ist X — Y eine eigentliche dquivariante Abbildung von Riumen
mit einer Operation einer Gruppe G durch stetige Abbildungen, so ist auch die
auf den Bahnenrdumen induzierte Abbildung X/G — Y/G eigentlich. Hinweis:
Quotientenabbildungen sind produktfest final.

Ubung 4.4.24. Es operiere eine topologische Gruppe G auf einem Raum X und
sei P C G eine Untergruppe mit GG/ P kompakt. Man zeige, da3 die Operation
eine eigentliche Abbildung G' x,p X — X induziert. Hinweis: Man betrachte

97



Gx X 5 G x X mit(g,z) — (g,9z). Ist weiter A @& X abgeschlossen und
P-stabil, so ist auch G A abgeschlossen in X. Hinweis: G x,p A — G x,p X ist
eine abgeschlossene Einbettung. Diese Ubung verallgemeinert unsere Erkenntnis
4.4.7, daBl Operationen kompakter Gruppen stets eigentlich sind.

Ubung 4.4.25 (Bruhatzellen sind offen in ihrem AbschluB). Wir betrachten
K = R, C und betrachten in G := GL(n;K) die Untergruppe der oberen Drei-
ecksmatrizen B. Wir wollen zeigen, daf} jede Doppelnebenklasse Bw B offen in
ihrem Abschluf} ist. Dazu zeige man der Reihe nach: (1) Ist s die Permutations-
matrix einer Permutation mit nur einem Fehlstand, so ist P, := B LI BsB eine
abgeschlossene Untergruppe von GL(n; K) aus ,,Block-oberen Dreiecksmatrizen
mit einem (2 x 2)-Block und sonst nur (1 x 1)-Blocken. (2) Die Quotienten P;/B
sind homdomorph zu P'K und insbesondere kompakt. (3) Alle Produkte der Ge-
stalt P.P; ... P, sind abgeschlossen in G wegen 4.4.24. (4) Ist die Zahl [(x) der
Fehlstinde eines Produkts x = rs. ..t die Zahl seiner Faktoren, so ist das Produkt
P, P; ... P, nach ?? die Vereinigung der Doppelnebenklasse Brs. . .tB mit Dop-
pelnebenklassen Bz B fiir [(x) < [(rs...t). Im iibrigen zeigen wir fiir Bahnen
von ,,algebraischen Gruppen auf algebraischen Varietiten* in ?? in voller Allge-
meinheit, da} sie offen sind in ihrem Abschlul und das sogar in Bezug auf die
,Zariski-Topologie®.

Ubung 4.4.26. Eine stetige Abbildung ist separiert genau dann, wenn alle ihre
Fasern relativ Hausdorff sind im Sinne von 4.4.14. Jede Verkniipfung separierter
Abbildungen ist separiert. Das Urbild einer relativ Hausdorff’schen Teilmenge
unter einer separierten Abbildung ist wieder relativ Hausdorff’sch.

Ubung 4.4.27. Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine relativ Haus-
dorff’sche Teilmenge. Gegeben zwei zueinander disjunkte Kompakta K, L C Y
gibt es dann disjunkte offene Mengen U,V @ X mit K C Uund L C V.

Ubung 4.4.28. Ist f : X — Y eigentlich und separiert und 7 : A — X eine
Einbettung derart, daf foz eigentlich ist, so muf} ; eine abgeschlossene Einbettung
sein. Hinweis: 4.4.11 und 4.4.16.
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5 Homotopie und Fundamentalgruppe

5.1 Einfiihrung in die algebraische Topologie

5.1.1. Ich erinnere an den vertrauten Begriff der Stetigkeit von Funktionen meh-
rerer reellen Verdnderlichen. Weiter bezeichne || || : R™ — R die Skalarprodukt-

norm, ||z|| :== /a3 + ...+ 22 firx = (z1,...,2,) € R", und

Sti={x € R+ | ||lz|| = 1}

die n-dimensionale Kugelschale oder n-Sphire. Es ist also S™' = (), S° =
{+1, -1}, S* die Kreislinie, S? die Kugelschale und so weiter. Zur Motivation
liste ich nun einige typische Probleme der Topologie auf.

1. Man zeige, daB} es fiir n > 0 keine stetige Injektion S™ — R" der n-
dimensionalen Kugelschale in die n-dimensionale Ebene gibt. Als Ubung
empfehlen sich die Fille n = 0, 1. Der Fall n = 2 wird in 5.9.10 erledigt,
der allgemeine Fall ergibt sich als Konsequenz aus ??.

2. ,,Ein Igel 148t sich nicht kimmen ohne Wirbel*. In Formeln zeige man: Es
gibt keine stetige Abbildung « : S? — S? derart, daB ~(z) senkrecht steht
auf z fiir alle x € S2. Wir zeigen das in 5.4.4.

3. Es bezeichne stets D™ = {z € R" | ||z|| < 1} die n-dimensionale Voll-
kugel. Es ist also D° ein Punkt, D! = [—1,+1] ein kompaktes Intervall,
D? die abgeschlossene Kreisscheibe und so weiter. Man zeige, daB jede
stetige Abbildung f : D™ — D" von einer abgeschlossenen Vollkugel in
sich selber einen Fixpunkt hat. Diese Aussage heif3t der Brouwer’sche Fix-
punktsatz. Als Ubung empfehlen sich wieder die Fille n = 0, 1. Der Fall
n = 2 wird in 5.4.3 behandelt, der allgemeine Fall in 2?.

5.1.2. Gegeben Teilmengen A C R™ und B C R™ heilit eine Abbildung f : A —
B heifit ein Homoomorphismus, wenn sie stetig und bijektiv ist und ihre Inverse
f~': B — A auch stetig ist. Des weiteren heiBen A und B homéomorph, wenn
es einen Homdomorphismus von A nach B gibt. Wir schreiben kurz A = B fiir
die Aussage ,,A ist homdomorph zu B*. Anschaulich bedeutet A = B, dal} sich
A durch ,,Verbeulen und Verbiegen* aus B erhalten 14Bt. Zum Beispiel sind je
zwei offene Intervalle in R homéomorph, und ,,.Die Oberfliche einer Kaffeetasse
mit einem Henkel ist homéomorph zur Oberflache eines Rettungsrings*. Man be-
zeichnet die Topologie deshalb auch scherzhaft als ,,Gummigeometrie®. Zur wei-
teren Motivation liste ich auch noch einige typische Probleme im Zusammenhang
mit dem Homdomorphiebegriff auf.
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1. Invarianz der Dimension: Man zeige, daf3 fiir natiirliche Zahlen n, m >
0 gilt R = R™ = n = m. In Worten sind also endlichdimensionale
reelle Rdume verschiedener Dimension, wenn man sie mit ihrer natiirlichen
Topologie versieht, auch nicht homéomorph.

2. Man zeige, daf} der Rettungsring, auch genannt der zweidimensionale To-
rus S x S1, nicht homdomorph ist zur 2-Sphire S2.

3. Sei S C R? eine Teilmenge der Ebene, die homdomorph ist zur Kreisli-
nie, S = S'. Man zeige, daB auch das Komplement von S homéomorph
ist zum Komplement der Kreislinie, R*\S = R?\S!. Der Beweis dieser
Aussage gelingt erst unter Zuhilfenahme von Methoden der Analysis. Man
kann sie etwa aus ?? zusammen mit ?? und dem ,.,kleinen‘ Riemann’schen
Abbildungssatz ?? der Funktionentheorie recht leicht folgern.

Ergénzung 5.1.3. Man kann fiir S C R? homéomorph zur Kreislinie sogar zei-
gen, daB es einen Homdomorphismus f : R? = R? gibt mit f(S!) = S, aber den
Beweis dieses Satzes von Schonflies werden wir nicht behandeln. Im iibrigen er-
weisen sich die hoherdimensionalen Analoga der Aussagen des letzten Punktes
der vorangehenden Aufzidhlung sidmtlich als falsch: Zum Beispiel ist die soge-
nannte gehornte Sphiire von Alexander eine zur Kugelschale S? homdomorphe
Teilmenge des Raums R3, bei der eine Zusammenhangskomponente des Komple-
ments noch nicht einmal schleifenfiillend ist.

5.1.4. In mathematisch nicht ganz so préziser Formulierung will ich auch noch die
Klassifikation zusammenhéngender geschlossener Flichen besprechen. Ich gebe
zundchst eine Definition, die etwas unbeholfen ist, da sie die Sprache der Topolo-
gie noch weitgehend vermeidet.

Definition 5.1.5. Eine Teilmenge F' C R™ heif3t eine geschlossene topologische
in R" eingebettete d-Mannigfaltigkeit genau dann, wenn F' kompakt ist und es
fiir jeden Punkt p € F' eine offene Teilmenge U @ R" gibt mit p € U und
UNF R

5.1.6. Beispiele fiir geschlossene d-Mannigfaltigkeiten sind die Sphiren S¢. Wir
zeigen in 3.8.2, dal} jede geschlossene 1-Mannigfaltigkeit homdomorph ist zu
einer endlichen disjunkten Vereinigung von Kopien von S!. Eine geschlossene
2-Mannigfaltigkeit nennen wir auch eine geschlossene Fliche. Beipiele fiir ge-
schlossene Flichen sind die Kugelschale S?, der Torus S* x S!, oder auch die
Oberfliche einer massiven Acht, die homoomorph ist zur Oberflache einer dick-
wandigen Suppentasse mit zwei Henkeln. Ein etwas komplizierteres Beispiel fiir
eine geschlossene Fliche ist die sogenannte Klein’sche Flasche, die man erhilt,
indem man bei einer Flasche den Flaschenhals langzieht, umbiegt, ihn von aussen
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unter Durchdringung der Flaschenwand ins Innere der Flasche schiebt, dann ein
kreisrundes Loch in den Boden der Flasche schneidet, und schlie8lich die Fla-
schenoffnung in das Loch unten am Boden einklebt. Genauer erhélt man so in der
Anschauung noch keine geschlossene Fldche in unserem Sinne, da sich unsere
Flache selbst iiberschneidet an der Stelle, an der der Flaschenhals in die Flasche
eindringt. In der vierten Dimension jedoch kann man diese Selbstiiberschneidung
vermeiden. Stellen wir uns dazu die vierte Koordinate als Farbe vor und malen un-
sere Flasche changierend so an, dall der Flaschenhals und der Flaschenboden rot,
der Flaschenkorper aber blau sind. Dann ist klar, da unsere Fliche ohne Selbst-
iberschneidung im vierdimensionalen Raum liegt, und das ist dann wirklich un-
sere Klein’sche Flasche. Die Klein’sche Flasche ist nicht homdomorph zu einer
Teilmenge des R3, wie wir in ?? beweisen werden. Im folgenden Satz brauchen
wir noch das berithmte Mdbiusband, das man erhélt, wenn man einen Papierstrei-
fen einmal verdrillt zu einem Ring verklebt. Der Rand des M&biusbandes ist eine
einzige geschlossene Kreislinie.

Satz 5.1.7 (Klassifikation der geschlossenen Flichen). Jede zusammenhding-
ende geschlossene Fldche ist homéomorph zu genau einer der im folgenden be-
schriebenen Flichen:

e Man nehme die Kugelschale S? schneide in diese 2g kreisrunde Licher
hinein und verbinde diese Locher paarweise durch g hohle Henkel. Fiir
g = 0,1,2,... liefert das jeweils eine Fldche, die orientierbare Fliche
vom Geschlecht g;

» Man nehme die Kugelschale S?, schneide in diese g kreisrunde Locher hin-
ein und klebe Mobiusbdnder in diese Locher ein. Fiir g = 1,2, ... liefert
das jeweils eine Fldche, die nichtorientierbare Fliche vom Geschlecht g.

5.1.8. Die orientierbaren Flichen vom Geschlecht g = 0, 1, 2 sind die Kugelscha-
le, der Torus und die Oberfliache einer Kaffeetasse mit zwei Henkeln oder auch
eines Abseilachters, wie ihn Bergsteiger verwenden. Die nichtorientierbaren Fli-
chen vom Geschlecht g = 1, 2 sind die reelle projektive Ebene P?R aus 4.3 und die
Klein’sche Flasche. Die nicht orientierbaren Flachen zeichnen sich dadurch aus,
daB man bei einem Rundweg als Spazierginger auf der Fliche unter Umstinden
,mit dem Kopf nach unten* wieder am Ausgangspunkt ankommt. Statt des Ein-
klebens von Mobiusbindern mag man sich gleichbedeutend auch das Ankleben
sogenannter ,,Kreuzhauben‘ vorstellen, wie sie auf Seite 177 vorgestellt werden.
Zum Nachdenken hier noch eine Frage: Welche Fliche unserer Liste erhélt man,
wenn man an die Klein’sche Flasche einen Henkel anklebt? Die Antwort liefert
die ,,Henkelelimination* im Beweis des Klassifikationssatzes 6.8.11: Wir erhalten
die nichtorientierbare Fliche vom Geschlecht 4. Jetzt gilt es aber zunéchst, einen
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prizisen und effektiven Begriffsapparat fiir die Behandlung derartiger Fragestel-
lungen aufzubauen.

Ubungen

Ubung 5.1.9. LiBt man aus der Kugelschale S™ fiir n > 0 einen Punkt weg, so
entsteht ein zu R™ homdomorpher Raum. Hinweis: Stereographische Projektion.

5.2 Definition der Fundamentalgruppe

5.2.1. Ich erinnere daran, dal wir einen Weg in einem topologischen Raum in
?? definiert hatten als eine stetige Abbildung eines mehrpunktigen kompakten
reellen Intervalls in besagten Raum. Ist unser Intervall das Einheitsintervall [0, 1],
so reden wir von einem normierten Weg oder einfach von einem Weg in der
Hoffnung, daB aus dem Kontext heraus klar wird, was gemeint ist.

Definition 5.2.2. Seien X ein topologischer Raum und z,y € X Punkte. Die
Menge aller normierten Wege von x nach y bezeichnen wir mit

QX,z,y) ={a:[0,1] = X | aiststetig, a(0) =z, a(l) =y}

Fiir zwei Wege o € Q(X, z,y) und v € Q(X, y, z), von denen der eine da aufhort
wo der andere anfingt, erkldren wir ihre Verkniipfung oder auch Aneinander-
hingung v * o € Q(X, z, z) durch

, a(2t) 0<t<1/2;
(v*xa)(t) = {V(Qt_l) 1/2<t<1.

5.2.3. Die Abbildung 7 * « ist stetig nach 3.1.20, da es eine Uberdeckung ih-
res Definitionsbereichs durch zwei abgeschlossene Mengen gibt derart, daf} die
Restriktion darauf jeweils stetig ist.

5.2.4. Anschaulich gesprochen entsteht der Weg v * o dadurch, daBl wir erst den
Weg « und dann den Weg ~ jeweils mit doppelter Geschwindigkeit durchlaufen,
so da} wir insgesamt wieder einen normierten alias durch das Einheitsintervall
parametrisierten Weg erhalten.

5.2.5. Sei X ein topologischer Raum. Wir erkldren fiir x € X den konstanten
Weg ¢, € Q(X,z,x) durch e,(t) = = Vt € [0, 1]. Wir erkldren zu jedem Weg
a € Q(X,z,y) den umgekehrten Weg & € Q(X,y,x) durch die Vorschrift
a(t) := a(l — t). Ein Weg, bei dem Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen,
hei3t geschlossen.
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Definition 5.2.6. Seien x,y Punkte eines topologischen Raums X. Zwei Wege
a, 8 von x nach y heilen homotop oder priziser homotop mit festen Rand-
punkten und wir schreiben o ~ 3, wenn es eine stetige Abbildung

h:[0,1 = X

des Einheitsquadrats in unseren Raum gibt, die auf der Unter- beziehungsweise
Oberkante unseres Quadrats mit « beziehungsweise [ tibereinstimmt und die auf
der Vorder- und der Hinterkante konstant ist. In Formeln ausgedriickt fordern wir
also h(t,0) = «(t) und h(t,1) = p(t) fur alle ¢ € [0, 1] sowie h(0,7) = z und
h(1,7) =y fiir alle 7 € [0, 1]. Wir schreiben unter diesen Umstidnden auch kurz

h:a~p

Definition 5.2.7. Ein geschlossener Weg heifit zusammenziehbar, wenn er ho-
motop ist zu einem konstanten Weg.

5.2.8. Vielleicht anschaulicher kann man Homotopie von Wegen dahingehend in-
terpretieren, daf es eine durch 7 € [0, 1] parametrisierte Familie /., von normier-
ten Wegen von x nach y geben soll derart, da gilt hy = «, h; = [ und daB} un-
sere Familie stetig von 7 abhéngt in dem Sinne, daB die Abbildung [0,1]*> — X,
(t,7) — h,(t) stetig ist.

Beispiel 5.2.9 (Konvexitit impliziert Homotopie von Wegen). Gegeben X C
R™ konvex und z, y € X sind je zwei Wege «, 8 € Q(X, z, y) homotop vermittels

h(t,7) = (1 —7)a(t) + 76(1).
Beispiel 5.2.10 (Bilder homotoper Wege sind homotop). Ist genauer eine Ab-
bildung f : X — Y stetig, so folgtaus h : o~ S schon foh: foa~ fof.

Beispiel 5.2.11 (Umparametrisierungen liefern homotope Wege). Ein Weg ist
homotop zu jeder seiner Umparametrisierungen. Ist genauer v : [0,1] — [0, 1]
stetig mit v(0) = O und v(1) = 1 und ist v : [0,1] — X ein Weg, so folgt
v =~ v ov. In der Tat finden wir erst id ~ v mit 5.2.9, da das eben beides Wege in
der konvexen Teilmenge [0, 1] C R sind, und dann 7 o id ~ 7 o v, da nach 5.2.10
Bilder homotoper Wege homotop sind.

Lemma 5.2.12 (Homotopie ist eine Aquivalenzrelation). Fiir jeden topologi-
schen Raum X und beliebige Punkte x,y € X ist Homotopie eine Aquivalenzre-
lation auf der Menge Q( X, x,y) aller Wege von x nach y.

Beweis. Wir miissen zeigen, daf§ gilt erstens o >~ a, zweitens o ~ § = [ ~ q,
und daf drittens aus o ~ [ und § ~ ~ folgt o ~ ~. Wir liberlassen dem Leser
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den Beweis der beiden ersten Aussagen und zeigen nur die letzte Aussage. Seien
also h : a« ~ Bund g : 3 ~ v Homotopien. Wir definieren f : [0, 1]> — X durch

[ h(t,27) 0<7<1/2
ft7) = { g(t,2r—1) 1/2<7<1.

Dann ist in der Tat die Abbildung f stetig, denn ihre Restriktionen auf die abge-
schlossenen Teilmengen [0, 1] x [0, 1/2] und [0, 1] x [1/2, 1] des Einheitsquadrats
sind es und wir konnen 3.1.20 anwenden. Nach Konstruktion ist aber nun f eine
Homotopie f : a ~ 7. [

Definition 5.2.13. Aquivalenzklassen von Wegen unter der Aquivalenzrelation
der Homotopie nennen wir Homotopieklassen von Wegen. Die Menge aller Ho-
motopieklassen von Wegen von einem Punkt x zu einem Punkt y in einem Raum
X notieren wir m1 (X, z, y). In Formeln setzen wir also

m(X,z,y) = UX, 2,y)/ =~
Die Homotopieklasse eines Weges « notieren wir [«].

Definition 5.2.14. Ein bepunkteter Raum (X, z) ist ein topologischer Raum X
mit einem ausgezeichneten Punkt x € X, seinem Basispunkt. Fiir einen bepunk-
teten Raum (X, =) vereinbaren wir die Abkiirzungen (X, z) := Q(X, z, z) fir
die Menge aller Wege mit unserem ausgezeichneten Punkt x als Anfangs- und
Endpunkt sowie 71 (X, x) := m (X, z, x) fir die Menge aller Homotopieklassen
derartiger Wege.

5.2.15 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur nennt man einen bepunk-
teten Raum auch hiufig einen ,,punktierten Raum*. Ich ziehe es vor, von einem
bepunkteten Raum zu reden, da man wieder an anderer Stelle unter einer ,,punk-
tierten Ebene* oder einer ,,punktierten Kreisscheibe® fiir gewohnlich das Kom-
plement eines Punktes in der Ebene oder das Komplement des Ursprungs in der
Kreisscheibe versteht. Auf Englisch wird unterschieden zwischen ,,pointed space*
und ,,punctured plane* oder auch ,,punctured disc*. Ich vermute sorglose Uberset-
zung als Grund fiir die unklare Terminologie im Deutschen.

Vorschau 5.2.16. Versehen wir die Menge (X, z,y) mit der kompakt-offenen
Topologie 3.9.1 und setzen h(t,7) = h.(t), so ist h nach dem Exponentialgesetz
3.9.9 stetig genau dann, wenn die Abbildung [0, 1] — Q(X,z,y), 7 — h, stetig
ist. Mit dieser Topologie heifit (X, z,y) ein Wegeraum und zwei Wege sind
homotop genau dann, wenn sie zur selben Wegzusammenhangskomponente des
Wegeraums gehoren. Speziell heiit (X, ) ein Schleifenraum und 7 (X, ) ist
die Menge der Wegzusammenhangskomponenten des Schleifenraums. Notieren
wir 7y (X') die Menge der Wegzusammenhangskomponenten eines topologischen

106



Raums X, so haben wir demnach in Formeln 7, (X, z) = mo(©(X, x)) und Lem-
ma 5.2.12 erweist sich als Spezialfall der allgemeinen Erkenntnis 3.3.14, da3 auf
jedem topologischen Raum die Wegverbindbarkeit eine Aquivalenzrelation ist.

Satz 5.2.17 (Fundamentalgruppe). Gegeben ein bepunkteter Raum (X, x) indu-
ziert das Verkniipfen von Wegen eine Verkniipfung auf der Menge (X, x) aller
Homotopieklassen von Wegen von x nach x und mit dieser Verkniipfung wird diese
Menge eine Gruppe, die Fundamentalgruppe unseres bepunkteten Raums

(X, x)

Beispiel 5.2.18. Ist X C R" eine konvexe Teilmenge, so ist die Fundamentalgrup-
pe von X nach 5.2.9 fiir jeden Basispunkt x € X trivial.

Beweis. Die beiden ersten Aussagen des anschlieBenden Lemmas 5.2.19 sagen
uns, daB3 die Homotopieklasse der Verkniipfung von zwei Wegen nur von den
Homotopieklassen der verkniipften Wege abhiéngt. Die weiteren Aussagen liefern
das neutrale Element, die Inversen und das Assoziativgesetz. O]

Lemma 5.2.19. Wann immer die folgenden Verkniipfungen von Wegen in einem
topologischen Raum X sinnvoll sind in dem Sinne, daf3 der eine aufhort wo der
andere anfingt, gilt:

l.a~d =>axf~a *xp
e s axfaxf

LEXR O XX ke

2
3
4 axa~eg axa~e
5. (axpB)=pBxa
6. (axfB)xy~ax(fx*x7)
Beweis. Wir zeigen nur beispielhaft die letzte Behauptung. Sicher gilt
ax(Bx7) = ((axf) 7)o

fiir eine stetige Umparametrisierung alias eine stetige Abbildung v : [0, 1] — [0, 1]
mit v(0) = 0 und v(1) = 1. Da nach 5.2.11 ein Weg homotop ist zu allen seinen
derartigen Umparametrisierungen, folgt die Behauptung. [

5.2.20. Ein topologischer Raum heif3t schleifenfiillend, wenn jeder geschlossene
Weg in unserem Raum zusammenziehbar ist. Er heifit einfach wegzusammen-
hiingend, wenn er wegzusammenhingend und schleifenfiillend ist.
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Satz 5.2.21 (Kriterium fiir schleifenfiillende Riume). Kann ein topologischer
Raum iiberdeckt werden durch zwei schleifenfiillende offene Teilmengen mit weg-
zusammenhdngendem Schnitt, so ist er bereits selbst schleifenfiillend.

Vorschau 5.2.22. Das Resultat wird sich spiter als ein Spezialfall des Satzes von
Seifert-van Kampen 6.4.1 erweisen.

Beweis. Sei X = UUV unser Raum mit seiner Uberdeckung. Nach Ubung 5.2.27
reicht es zu zeigen, da3 7 (X, z) fir z € U NV trivial ist. Sei dazu v € Q(X, z)
ein geschlossener Weg. Nach dem Uberdeckungssatz von Lebesgue 3.5.17 gibt es
eine Unterteilung des Einheitsintervalls 0 = ay < a; < ... < a, = 1 derart,
daB [a;_1, a;] unter v abwechselnd ganz in U oder ganz in V' landet. Dann gilt
v(a;) € UNV Viund wir finden fir 0 < i < n Wege f3;, die in U NV von =
nach v(a;) laufen. Bezeichnet andererseits ; : [0, 1] — X den ,,auf dem Intervall
[a;_1, a;] reparametrisierten* Weg ~; = ~ o v; fir v; : [0,1] = [a;_1,q,] die
Restriktion auf [0, 1] der affinen Abbildung mit v;(0) = a;_; und v;(1) = a;, so
ist nach 5.2.11 unser Weg v homotop zu v,, * ¥, _1 * ... * 9 * 71, wobei es auf die
Klammerung nach Lemma 5.2.19 nicht ankommt, da wir nur an ,,Wegen bis auf
Homotopie® interessiert sind. Nach Lemma 5.2.19 ist das nun weiter homotop zu

Yn * (ﬁn—l * Bn—l) * Yp—1 * (Bn—? * Bn—Q) koL kg ok (51 * Bl) * Y1

und dann auch homotop zu

(% * 5n—1) * (Bn—l * Yn—1 * Bn—?) ko.ok (52 * 7o 51) * (51 * 71)

Da aber nach Annahme ~,, * ,,_; beziehungsweise B; * v; * B;_1 beziehungsweise
By * 1 jeweils ein geschlossener Weg ist, der ganz in U oder ganz in V' verlduft
und somit homotop ist zum konstanten Weg ¢, nach Annahme, muf3 dann auch
die ganze Verkniipfung homotop sein zum konstanten Weg ¢, [l

Korollar 5.2.23. Die Sphdren S™ sind fiir n > 2 schleifenfiillend.

5.2.24. DaB jeder Weg in einer n-Sphire fiir n > 2, der nicht surjektiv ist, bereits
zusammenziehbar sein muf3, zeigt man leicht mit einer geeigneten stereographi-
schen Projektion. Es gibt jedoch auch in hoherdimensionalen Sphéren surjektive
Wege, die man etwa mit Hilfe der Hilbertkurve ?? konstruieren kann. Der Beweis
gilt diesen Fillen.

Beweis. Entfernen wir fiir n > 0 aus S™ einen Punkt, so erhalten wir einen topolo-
gischen Raum, der homdomorph ist zu R™ vermittels einer stereographischen Pro-
jektion und der insbesondere schleifenfiillend ist. Nehmen wir U das Komplement
eines Punktes und V' das Komplement eines anderen Punktes, soist S" = U UV
eine offene Uberdeckung. Ab n > 2 ist auBerdem U NV wegzusammenhingend,
und dann greift unser Kriterium 5.2.21 fiir schleifenfiillende Réaume. [
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Vorschau 5.2.25. Die Poincaré-Vermutung besagt, dal jede wegzusammenhén-
gende schleifenfiillende topologische kompakte 3-Mannigfaltigkeit ohne Rand
homoomorph ist zur dreidimensionalen Sphire S®. Sie wurde 2002 mit analy-
tischen Methoden von G. Perelman bewiesen.

5.2.26 (Funktorialitiit der Fundamentalgruppe). Sei f : (X, z) — (Y,y) ein
Morphismus bepunkteter Riume alias eine stetige Abbildung f : X — VY
mit f(x) = y. So erhdlt man einen Homomorphismus der Fundamentalgruppen
m(f) = f; durch die Vorschrift

m(f)=fi: m(X,z) = m(Y,y)
[a] = [foq]

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da nach 5.2.10 Bilder homotoper Wege ho-
motop sind. Sie ist ein Gruppenhomomorphismus, da stets gilt f o (o x 5) =
(foa)x(fop). Offensichtlich haben wir id; = id und (go f); = gy o f; wann im-
mer f: (X,z) — (Y,y)und g : (Y,y) — (Z, z) Morphismen bepunkteter Rdume
sind. In der Terminologie, die wir gleich in 5.6 besprechen, ist die Fundamental-
gruppe demnach ein ,,Funktor von der Kategorie der bepunkteten topologischen
Réiume in die Kategorie der Gruppen®.

Ubungen

Ubung 5.2.27. Ein wegzusammenhingender topologischer Raum ist genau dann
schleifenfiillend, wenn seine Fundamentalgruppe in Bezug auf einen und gleich-
bedeutend jeden Basispunkt trivial ist.

Ubung 5.2.28 (Komplemente von Geradenstiicken im Raum). Sei / & R” ab-
geschlossen und eine echte Teilmenge eines Untervektorraums der Kodimension
Zwei. So ist die Fundamentalgruppe des Komplements von [ trivial, in Formeln
m1(R™\1,p) = 1 fiir jeden Punkt p des Komplements. Ein Argument, das ohne
die Bedingung / abgeschlossen auskommt, findet man in 5.7.12. Hinweis: Ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit gelte ) # I C 0 x R"2, Jetzt lasse man die
Sonne aus der Richtung der positiven ersten Koordinatenachse leuchten und be-
trachte die Menge U, aller Punkte, die nicht auf [ oder im Schatten von [ liegen,
also
Up ={(x1,...,2,) | 11 < 0= (0,29, 23,...,2,) & I}

Ahnlich erklire man U_ durch Beleuchtung aus der Richtung der negativen ers-
ten Koordinatenachse. So erhalten wir eine Uberdeckung unseres Komplements
durch zwei zusammenziehbare offene Teilmengen mit wegzusammenhédngendem
Schnitt.

109



Ubung 5.2.29. Sei G ein topologischer Raum mit einer stetigen Verkniipfung
G x G — G und sei e € G ein neutrales Element. Man zeige, daf3 unter die-
sen Annahmen die Fundamentalgruppe 7 (G, €) kommutativ ist.

Ergiinzende Ubung 5.2.30 (Endlich erzeugte Fundamentalgruppen). Man zei-
ge: Die Fundamentalgruppe einer bepunkteten kompakten Mannigfaltigkeit ist
stets endlich erzeugt. Hinweis: Bezeichne B = {v € R™ | [[v]| < 1} den 1-
Ball um den Ursprung und B = {v € R" | |jv|| < 1} seinen AbschluB. Fiir unsere
Mannigfaltigkeit X wihle man stetige Karten ¢, ..., ¢, : R® — X derart, daf3
die ¢;(B) schon X iiberdecken. Fiir jedes Paar von Indizes i, j mit i # j wihle
man eine endliche Uberdeckung des Schnitts ;(B) N ¢;(B) durch zusammen-
hiingende offene Teilmengen U} von ¢;(R") N ¢;(R"). Fiir jedes v wiihle man
einen Weg ~;; von ;(0) nach ¢;(0), der erst innerhalb von ;(IR™) nach Uy; lauft
und dann innerhalb von ¢;(R™) nach ¢;(0). Seien 3; Wege von p := ¢;(0) nach
©;(0) mit der einzigen Einschrinkung, daB (; der konstante Weg sein soll. So
erzeugen die Verkniipfungen f3; * 7i; * (; die Fundamentalgruppe 71 (X, p).

Erginzende Ubung 5.2.31 (Abziihlbare Fundamentalgruppen). Man zeige: Die
Fundamentalgruppe einer bepunkteten abzdhlbar basierten Mannigfaltigkeit ist
stets abzdhlbar. Hinweis: Man orientiere sich an den Hinweisen zur vorhergehen-
den Ubung 5.2.30.

5.3 Fundamentalgruppe der Kreislinie

Satz 5.3.1 (Fundamentalgruppe der Kreislinie). Die Fundamentalgruppe der
Kreislinie S* := {z € C | |z| = 1} ist isomorph zur additiven Gruppe der ganzen
Zahlen. Genauer ist die Abbildung, die jeder ganzen Zahl n € 7. die Homotopie-
klasse des Weges [0,1] — S, t — exp(2mint) zuordnet, ein Isomorphismus

wind: Z 5 m(Sh1)
n [t exp(27int)]

5.3.2. Unter der Umlaufzahl eines Weges v € Q(S!, 1) versteht man das Urbild
seiner Homotopieklasse [v] unter diesem Isomorphismus. In anderen Worten ist
also die Umlaufzahl von ~y diejenige ganze Zahl n € Z, fiir die v homotop ist zum
Weg t — exp(2mint).

Ergdnzung 5.3.3. Arbeiten wir mit einem Korper C von vergesslichen komplexen
Zahlen im Sinne von [LAT1] ??, so liefert uns die obige Konstruktion einen ka-
nonischen Isomorphismus 2miZ — ;(S', 1), der jedem a € ker(exp) = 2miZ
eben den normierten Weg ¢t — exp(ta) zuordnet. Man notiert diese Gruppe auch
Z(1) = Z¢(1) := ker(exp) und nennt sie den Tate-Twist von Z.
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Beweis. Zur Vereinfachung betrachten wir die Abbildung

Exp: R — S!
t > cos(2mt) + isin(27t)

Mit der Euler’schen Formel konnen wir auch schreiben Exp(t) = exp(2rit). Das
erklart erstens unsere Notation und zweitens sieht man so leichter, dal Exp ein
Gruppenhomomorphismus ist von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in die
multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen der Lénge 1. Anschaulich wickelt
Exp die reelle Gerade auf die Kreislinie auf und aufgrund des Faktors 27 haben
wir Exp (1) = Z. In dieser Notation erhilt die Abbildungsvorschrift aus unse-
rem Satz die Gestalt
wind : n — [t — Exp(nt)]

Als erstes zeigen wir nun, da} sie einen Gruppenhomomorphismus definiert. Ge-
geben m, n € Z bezeichnen wir mit (m + n-) den normierten Weg ¢ — m + nt
aus (R, m,m + n). Da je zwei Wege in R mit denselben Endpunkten homotop
sind, haben wir

(n+m-) % (n) = ((m +n)-)

Diese Homotopie bleibt bestehen, wenn wir beide Seiten mit Exp verkniipfen.
Dies Exp diirfen wir dann auf die beiden Faktoren des *-Produkts verteilen und
wegen Expo(n + m-) = Expo(m-) erkennen wir, daB unsere Abbildungsvor-
schrift wind : n +— [Expo(n-)] in der Tat einen Gruppenhomomorphismus lie-
fert. Um zu zeigen, daB3 er ein Isomorphismus ist, konstruieren wir eine inverse
Abbildung. Der erste Schritt dazu ist die folgende Definition.

Definition 5.3.4. Gegeben Y ein topologischer Raum und f : Y — St eine
stetige Abbildung heifit eine stetige Abbildung f:Y = RmitExpof = f ein
Lift oder eine Hochhebung von f.

Lemma 5.3.5 (Eindeutigkeit von Lifts). Seien Y zusammenhiingend, f :'Y —
St eine stetige Abbildung und 1, f Y — R zwei Lifts von f. So gibtes k € Z
mit f(y) = f(y) + k fiiralley € Y.

Beweis. Sicher gilt Exp(f(y) — f(v)) =1,also fy) = fly) € Zfiralley € Y.
Ist nun Y zusammenhingend, so muB f(y) — f(y) nach 3.3.8 konstant sein. [

Lemma 5.3.6. Jede stetige Abbildung f : [0,1] — S besitzt einen Lift.

Beweis. Unser Exp liefert Homdomorphismen Exp,, : (z,z + 1) = S\ Exp(z)
fiir alle z € R, sieche Ubung 3.5.21. Ist also f nicht surjektiv, liegt sagen wir
Exp(z) nicht in seinem Bild, so ist Exp,'of = f ein Lift und wir sind fertig.
Weil nun f gleichmiBig stetig ist, finden wir0 = ag < a1 < ay < ... < ap =1
derart, da} f auf allen Teilintervallen [a;_1, a;| nicht surjektiv ist. Wir wihlen nun
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Lifts f; von f|[a;_y,a;] firi = 1,..., k und konnen diese Lifts durch Addition
von Elementen von Z so abindern, daf stets gilt f;(a;) = fi11(a;). Dann erkldren
wir f durch f|[a;, a;1] = f; und sind fertig. O

Lemma 5.3.7. Jede stetige Abbildung f : [0,1]*> — S besitzt einen Lift.

Beweis. Wir zerlegen zunichst unser Quadrat [0, 1]? in so kleine Schachfelder,
daB das Bild keines unserer Felder ganz S* ist. Die Einschriinkung von f auf jedes
dieser Felder 146t sich wie im Beweis zuvor leicht liften. Als nidchstes konzentrie-
ren wir uns auf eine Zeile von Schachfeldern und dndern in dieser Zeile unsere
Lifts so um Konstanten aus Z ab, dal} sie auf dem Schnitt benachbarter Felder
zusammenpassen. So erhalten wir einen Lift auf der ganzen Zeile. Das machen
wir fiir jede Zeile, passen dann diese Lifts wieder aneinander an, und erhalten so
schlieBlich einen Lift auf unserem ganzen Quadrat. [

5.3.8. Gegeben = € S* und einen geschlossenen Weg o € Q(S!, x) erkldren wir
seine Ganghohe gh(«) € Z durch

gh() := a(1) — a(0)

fiir einen und jeden Lift & von a. Am Ende des Beweises werden wir sehen, daf3
die Ganghohe mit der Umlaufzahl tibereinstimmit.

Proposition 5.3.9. Geschlossene Wege in der Kreislinie sind homotop genau dann,
wenn sie dieselbe Ganghohe haben. In Formeln gilt fiir Wege o, 3 € (S, 1) also

a~f & gh(a)=gh(s)

Beweis. =>.) Zu jeder Homotopie h : o ~ (3 finden wir mit Lemma 5.3.7 einen
Lift h. Sicher ist & auf der Unterkante des Einheitsquadrats ein Lift & von a und
auf der Oberkante ein Lift 6 von (3. Weiter mul3 h auf der Vorder- und Hinterkante
wie h selbst konstant sein. Insbesondere haben wir &(0) = 5(0) und &(1) = £(1)
und damit folgt gh(a) = gh(f).

<.) Die Gleichheit der Ganghhen gh(«) = gh(/5) bedeutet, daB je zwei Lifts &
und 5 von o und 8 mit demselben Anfangspunkt auch denselben Endpunkt haben.
Als Wege in R mit demselben Anfangs- und demselben Endpunkt sind dann aber
besagte Lifts & und B homotop nach 5.2.9. Da Bilder homotoper Wege homotop
sind nach 5.2.10, folgt o ~ /. O

Unsere Ganghéhe gh : Q(S',1) — Z induziert nach der vorhergehenden Propo-
sition 5.3.9 eine wohlbestimmte injektive Abbildung

gh:m(SY1) —Z

Es reicht zu zeigen, daf sie linksinvers ist zur Abbildung aus unserem Satz, in
Formeln gh o wind = idz. Das priift man ohne Schwierigkeiten. [
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5.3.10 (Fundamentalgruppe der punktierten Ebene). Geht man alle Argumen-
te dieses Abschnitts nocheinmal durch, so sieht man, daB wir iiberall statt S!
genausogut C* hitten schreiben konnen, wenn wir statt Exp : R — S! eben
Exp : C — C* betrachten. Wieder besitzt jeder Weg v : [0,1] — C* einen
Lift, der bis auf eine additive Konstante k € Z eindeutig bestimmt ist, und wieder
erhalten wir einen Isomorphismus

7 = 7'('1((C><,]_)
n — [t — exp(27mint)]

und dessen Inverses wird durch die Ganghohe gegeben. In 7.1.1 folgende werden
wir sogenannte ,,Uberlagerungen“ betrachten, denen sich diese beiden Situationen
als Spezialfille unterordnen.

Beispiel 5.3.11 (Unmdoglichkeit komplexer Wurzelfunktionen). Mit den hier
entwickelten Hilfsmitteln konnen wir sehr schnell sehen, dal} es keine stetige Ab-
bildung w : C — C gibt mit g o w = id fiir ¢ : C — C das Quadrieren. In der Tat
gilte ja g; o wy = id auf m;(C*, 1) und diese Gruppe ist isomorph zu Z und wir
haben ¢;(c) = ¢*, wie Sie sich gleich in 5.3.13 iiberlegen diirfen. Es gibt jedoch,
jetzt in additiver Notation, keine Abbildung w; : Z — Z mit 2wy(n) = n Vn € Z.

Ubungen

Ubung 5.3.12. Sei (X, x) ein bepunkteter Raum. Ist € Q(X, z) ein geschlosse-
ner Weg, so gibt es genau eine stetige Abbildung & : S — X mit o = & o Exp,
und die Verkniipfung von &y : m1(S', 1) — m (X, z) mit dem Isomorphismus
Z = w1(S', 1) aus unserem Satz 5.3.1 wird gegeben durch n — [a]™.

Ubung 5.3.13. Die Abbildung [n] : S* — S, z +— 2" induziert auf der Funda-

mentalgruppe 71(S*, 1) die Abbildung [n]; : ¢ — ¢" in multiplikativer Schreib-
weise, also [n]; : ¢ — nc in additiver Schreibweise.

Ubung 5.3.14. Ist Y ein kartesisches Produkt von endlich vielen reellen Interval-
len, so besitzt jede stetige Abbildung Y — S einen Lift.

Ubung 5.3.15. Man zeige: Ein geschlossener Weg v : [0,1] — C* mit v(0) =
7(1) in Rso und der Eigenschaft, daB es a € (0,1) gibt mit y(a) € Ry und
Im(y(t)) > 0Vt € [0,a] und Im(v(¢)) < 0 V¢ € [a, 1], hat die Umlaufzahl Eins
um den Ursprung.

5.4 Anwendungen und Beispiele

Satz 5.4.1 (Retraktionen einer Kreisscheibe auf ihren Rand). Es gibt keine
stetige Abbildung von einer abgeschlossenen Kreisscheibe auf ihren Randkreis,
deren Einschrinkung auf besagten Randkreis die Identitdit ist.
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5.4.2. Ist X D A ein topologischer Raum mit einer Teilmenge, so versteht man
ganz allgemein unter einer Retraktion von X auf A eine stetige Abbildung 7 :
X — Amitr(a) = afiralle a € A.

Beweis. Bezeichne D = {z € R? | ||z|| < 1} die abgeschlossene Einheits-
kreisscheibe und S' = {z € R? | ||z|| = 1} ihren Randkreis. Wir fiihren den
Beweis durch Widerspruch und nehmen an, es gibe solch eine stetige Abbildung
r: D — S'mitr(z) = z fiir alle z € S'. Bezeichne i : S* < D die Einbettung.
Wir hitten also ein kommutatives Diagramm von topologischen Riumen

St—'.D

bW,

Sl

und erhielten nach 5.2.26 mit 7, ein kommutatives Diagramm von Gruppen

7T1(Sl, 1) L)Wl(D> 1)

e I

ﬂ-l(Sl: 1)

Das ist aber unméglich, da ja gilt m;(D,1) = 1 nach 5.2.9 und 7;(S*,1) = Z
nach 5.3.1. u

Satz 5.4.3 (Fixpunktsatz von Brouwer fiir die Kreisscheibe). Jede stetige Ab-
bildung von der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe in sich selbst hat einen Fix-
punkt.

Beweis. Sei f : D — D unsere stetige Selbstabbildung der Einheitskreisscheibe
D.Wire f : D — D stetig mit f(z) # x fiir alle € D, so konnten wir eine
Abbildung r : D — S! der Einheitskreisscheibe auf ihren Rand S' definieren
durch die Vorschrift, daB sie jedem = € D denjenigen Punkt r(z) € S zuord-
net, ,,in dem der Strahl, der in f(z) beginnt und durch z lduft, die Kreislinie S*
trifft. Offensichtlich wire r stetig und 7(2) = z fiir alle z € S, als da heiBt,
r wire eine Rektraktion der Kreisscheibe auf ihren Rand, im Widerspruch zum
vorhergehenden Satz 5.4.1. 0

Satz 5.4.4 (vom Igel). Es gibt keine stetige Selbstabbbildung der Kugelschale
Kk : S% — S? derart, daf3 k(x) senkrecht steht auf x fiir alle x € S°.
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Die Retraktion r aus dem Beweis des Fixpunktsatzes von Brouwer
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5.4.5. Man stelle sich vor, die Abbildung ~ ordne jedem Punkt x auf der Au-
Benfliche eines kugelformig zusammengerollten Igels die Richtung «(x) des dort
entspringenden Stachels zu. Diese Vorstellung mag auf bei Nachvollziehen des
anschlieBenden Beweises hilfreich sein. Die Bedingung ,,x(z) steht senkrecht auf
x* bedeutet, daB die Stacheln flach anliegen miissen, und unser Satz sagt, daf sich
ein Igel nicht ,,wirbelfrei kimmen la6t*“. Man beachte jedoch, dal} sich ein ,,Igel
von der Form eines Rettungsrings‘ durchaus wirbelfrei kimmen 146t.

Vorschau 5.4.6. Einen eleganteren Beweis einer allgemeineren Aussage werden
wir mit singuldrer Homologie in ?? geben konnen.

Beweis. Wir zeigen das durch Widerspruch und nehmen also an, es gébe so eine
Kdmmung x. Bezeichne S% beziehungsweise S? die nordliche beziehungsweise
siidliche abgeschlossene Hemisphire und S = 52 N.S? den Aquator. Fiirp € 52
bezeichne R; die Rotation mit Rotationsachse in der Aquatorebene, die p auf
den Nordpol (0,0, 1) dreht. Dann ist p — R (x(p)) eine stetige Abbildung r :
S% — S'. Analog definieren wir x_ : S? — S*. Offensichtlich gilt fiir alle p auf
dem Aquator p € S! die Beziehung

R (p) = sp(k-(p)),

mit s, : S' — S! der Spiegelung an der zu p senkrechten Geraden in der Aqua-
torebene, die also p auf —p abbildet. Fassen wir S C C auf als die komplexen
Zahlen der Linge 1, so wird die Abbildung s : S* x ST — S, (p,z) — s,(z)

beschrieben durch die Formel (p, z) — —p?z~!. Wir erhalten also

—#(p)k-(p) =p* Vpe S

Das ist aber unmdglich, denn p + p? induziert auf m;(S', 1) nach 5.3.13 die
Multiplikation mit 2, wohingegen die linke Seite auf (S, 1) eine konstante
Abbildung liefert: In der Tat 148t sich die stetige Abbildung S* — S, p
—fk4 (p)k_(p) ja faktorisieren in

ST (82 % §2) "5 (81 x g1y ™l g1 CY g

mit A(z) = (z,z). Die Fundamentalgruppe von (52 x S?) ist jedoch trivial,
da dieser Raum hom6omorph ist zur konvexen Teilmenge D x D C R*. Dieser
Widerspruch beendet den Beweis. U

Ubungen

Ubung 5.4.7 (Jeder Mensch hat einen Haarwirbel). Wir gehen dabei davon aus,
dafl die Haare am Rand des Haarwuchses alle nach unten wachsen. Man zeige:
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Satz vom Igel

Wirbelfreie Kémmung eines toroidalen Igels
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Es gibt keine stetige Abbildung x : S% — S? von der oberen Hemisphire in
die Sphire, die den Aquator in die untere Hemisphire abbildet und so, daB r(x)
senkrecht steht auf z fiir alle = € S2.

Ubung 5.4.8 (Die Fundamentalgruppe von einem Produkt). Man zeige: Fiir
zwei bepunktete Rdume (X, z) und (Y, y) induzieren die beiden Projektionen pr,
und pr, von X X Y auf X und Y einen Isomorphismus

(m1(pry), mi(pry) " s (X X Y, (2,9)) = m(X,2) x (Y, y)

und dessen Inverses wird gegeben durch (7 (idy, y), 71 (x, idy )) mit der Notation
(idx,y) fur die Abbildung X — X Xx Y gegeben durch z — (z,y). Der Ret-
tungsring S* x S! hat also fiir jeden Basispunkt die Fundamentalgruppe Z x Z.
Anschaulich liefert ja auch jeder geschlossene Weg auf dem Rettungsring zwei
Umlaufzahlen: ,,Wie oft der Weg um die Luftkammer lduft* und ,,Wie oft er um
den hypothetischen Matrosen im Ring lduft®.

5.5 Homotopien zwischen stetigen Abbildungen

Definition 5.5.1. Seien f, g : Y — X stetige Abbildungen. Eine Homotopie von
f nach g ist eine stetige Abbildung

H:Y x[0,1] > X

derart, daB gilt H(y,0) = f(y) und H(y, 1) = g(y) fur alle y € Y. Man sagt, die
Abbildung f sei homotop zu g und schreibt f ~ g, wenn es eine Homotopie von
f nach g gibt.

5.5.2 (Diskussion der Terminologie). Dieser Begriff von Homotopie ist fiir We-
ge wesentlich verschieden von unserem Begriff aus 5.2.6, den wir deshalb genau-
er die Homotopie mit festen Randpunkten genannt haben. Es gibt jedoch eine
gemeinsame Verallgemeinerung, bei der man zusitzlich eine Teilmenge Z C Y
festlegt und fordert, da H(z,7) fiir = € Z von 7 unabhingig sein soll. Zwei
Abbildungen f,g : Y — X, die in dieser Weise homotop sind und die damit
auf Z iibereinstimmen miissen, heifen homotop relativ zu Z. Fir Y = [0, 1]
und Z = {0, 1} erhilt man dann unsere Homotopie mit festen Randpunkten als
Spezialfall.

Proposition 5.5.3. Gegeben topologische Rdume X,Y ist die Relation ~ eine
Aquivalenzrelation auf der Menge Top(X,Y') aller stetigen Abbildungen von X
nach'Y.
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Beweis. Wir iiberlassen den Nachweis der Symmetrie und Reflexivitit dem Leser
und zeigen nur die Transitivitdt (f ~ gund g ~ h) = f ~ h. Gegeben Homoto-
pien F, G von f nach g beziehungsweise von g nach A erhilt man eine Homotopie
H von f nach h durch

F(z,27) 0<7<1/2;
Hiw7) = { Gz, 2r — 1) 1/2§T§/1. -
Definition 5.5.4. Die Aquivalenzklasse einer stetigen Abbildung f unter der Aqui-
valenzrelation der Homotopie bezeichnen wir mit [f] und nennen sie die Homo-
topieklasse von f. Gegeben topologische Riume X, Y verwenden wir die beiden
Notationen hTop(X,Y) = [X, Y] fiir die Menge der Homotopieklassen von ste-
tigen Abbildungen von X nach Y.

5.5.5. Bei dieser Notation ist Vorsicht geboten, denn fiir Wege « hat nun das
Symbol [a] zwei verschiedene Bedeutungen. Im Zweifelsfall ist bei Wegen immer
die Homotopieklasse von o unter Homotopie mit festen Randpunkten gemeint.

Beispiel 5.5.6. Gegeben D C R" eine konvexe Teilmenge und Y ein beliebiger
topologischer Raum sind je zwei stetige Abbildungen f, g : ¥ — D homotop. In
der Tatist H(y,7) = 7f(y) + (1 — 7)g(y) eine Homotopie.

Proposition 5.5.7. Seien f,g : Y — X stetige homotope Abbildungen, in For-
meln f ~ g. So gilt auch h o f ~ h o g fiir jede stetige Abbildung h : X — Z und
f oh =~ go hfiir jede stetige Abbildung h : Z — Y.

Beweis. Ist H : Y x [0,1] — X eine Homotopie von f nach g, so ist die Ab-
bildung ho H : Y x [0,1] — Z eine Homotopie von . o f nach h o g und die
Abbildung Ho (h xid) : Z x[0,1] — X eine Homotopie von fohnach goh. [J

5.5.8. Danach Proposition 5.5.7 die Homotopieklasse einer Verkniipfung von ste-
tigen Abbildungen nur von den Homotopieklassen der verkniipften Abbildungen
abhingt, konnen wir eine Verkniipfung von Homotopieklassen definieren durch
die Vorschrift [f] o [g] = [f o g].

5.6 Kategorien und Funktoren

5.6.1. An dieser Stelle mochte ich damit beginnen, in die Sprache der Kategorien
und Funktoren einzufiihren, die auch in 10.1.1 in groBerer Ausfiihrlichkeit und
vor einem anderen Hintergrund besprochen wird.

Definition 5.6.2. Eine Kategorie C ist ein Datum bestehend aus:

a. einer Menge von Objekten ObC;
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b. einer Menge C(X, Y) von Morphismen fiir je zwei Objekte X, Y € Ob(C;

c. einer Abbildung C(X,Y) xC(Y,Z) — C(X, Z), (f,g) — go f fir je drei
Objekte X, Y, Z € C, genannt die Verkniipfung von Morphismen,

derart, daB} folgende Axiome erfiillt sind:

1. Die Morphismenmengen sind paarweise disjunkt;

2. Die Verkniipfung ist assoziativ, als da heifit, es gilt (fog)oh = fo(goh) fiir
Morphismen f, g und h, wann immer diese Verkniipfungen sinnvoll sind;

3. Fiir jedes Objekt X € ObC gibt es einen Morphismus idx € C(X, X), die
Identitéit auf X, so daB giltidx of = f und goidy = ¢ fiir Morphismen f
und g wann immer diese Verkniipfungen sinnvoll sind. Die iiblichen Argu-
mente zeigen, dal es fiir jedes X hochstens einen derartigen Morphismus
geben kann, womit auch die Verwendung des bestimmten Artikels gerecht-
fertigt wire.

5.6.3. Seien C eine Kategorie und X, Y € ObC Objekte. Statt f € C(X,Y) sagen
wir auch, f sei ein Morphismus von X nach Y und schreiben kurz

fiX oY

Statt id x schreiben wir oft nur id. Statt X € Ob C schreiben wir oft kiirzer X € C.
Statt C(X, X) schreibe ich gerne kiirzer C(X') und nenne diese Menge mit ihrer
Verkniipfung das Monoid der Endomorphismen von X.

Beispiel 5.6.4 (Kategorie der topologischen Riume). Als erstes Beispiel hitte
ich gerne die Kategorie C = Top aller topologischen Rdume eingefiihrt, mit topo-
logischen Raumen als Objekten und stetigen Abbildungen als Morphismen. Das
ist jedoch nicht ohne weiteres moglich, da die ,,Gesamtheit aller Mengen* nach ??
nicht als Menge angesehen werden darf, und da wir von unseren Kategorien stets
annehmen, daB} ihre Objekte eine Menge bilden sollen. Um diese Untiefen der Lo-
gik zu umschiffen, betrachten wir feiner ein Mengensystem alias eine Menge A
von Mengen und die Kategorie
UTop

aller topologischen Riume X, die als Menge betrachtet Elemente unseres Men-
gensystems 4l sind, in Formeln X € . Meist wird das Mengensystem 4l in der
Notation dann aber doch weggelassen und nur insgeheim dazugedacht. So wollen
wir es im folgenden meist auch halten.

5.6.5 (Morphismen versus Abbildungen). Das vorhergehende Beispiel ist zwar
typisch, aber man lasse sich davon nicht in die Irre fiihren. Bei einer allgemeinen
Kategorie miissen die Objekte a priori keineswegs Mengen mit Zusatzstruktur sein
und die Morphismen keineswegs strukturerhaltenden Abbildungen.
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5.6.6. In vielen Quellen fordert man stattdessen, daf3 die Objekte einer Kategorie
eine ,,Klasse* bilden sollen. Mir gefillt die hier gegebene Formulierung besser,
da sie im Rahmen der Terminologie der Mengenlehre bleibt. Statt mit ,,Klassen*
werden wir zu gegebener Zeit mit ,,Universen‘ arbeiten. Das hat den zusitzlichen
Vorteil, da3 man, wenn es einmal notig sein sollte und man etwa die Kategorie al-
ler Kategorien betrachten will, noch zu hoheren Universen aufsteigen kann. Es hat
den Nachteil, beim Aufbau im Rahmen der Mengenlehre, wie er hier jedenfalls im
Hintergrund mitgedacht wird, recht starke zusitzliche Axiome der Mengenlehre
zu bendtigen, die Existenz sogenannter ,,unerreichbarer Kardinalzahlen®.

Beispiel 5.6.7 (Homotopiekategorie der topologischen Riume). Wir betrach-
ten die Kategorie h'Top aller topologischen Rdume mit Homotopieklassen stetiger
Abbildungen als Morphismen, also

hTop(X,Y) := Top(X,Y)/ ~

Die Verkniipfung von Abbildungen kommt dabei von 5.5.8 her. Die Axiome einer
Kategorie sind offensichtlich erfiillt. Fiir die Menge der Homotopieklassen von
Abbildungen zwischen zwei Rdumen ist auch die Notation hTop(X,Y) = [X, Y]
gebrauchlich.

Beispiel 5.6.8 (Kategorie der Mengen). Wir betrachten die Kategorie aller Men-
gen Ens oder genauer die Kategorie

UEns

aller Mengen X € 4l fiir ein vorgegebenes Mengensystem 4. Thre Objekte sind
beliebige Mengen X € 4l Fiir zwei Mengen X, Y € il ist die Morphismenmenge
Ens(X,Y) die Menge aller Abbildungen von X nach Y. Die Verkniipfung ordnet
jedem Paar (f, g) von Abbildungen ihre Komposition go f zu, und idx € Ens(X)
ist schlicht die identische Abbildung idy (z) = x Vo € X.

Beispiel 5.6.9 (Kategorie der Gruppen). Wir betrachten die Kategorie Grp aller
Gruppen mit Gruppenhomomorphismen als Morphismen.

Definition 5.6.10. 1. Ein Morphismus f € C(X,Y) in einer Kategorie heif3it
ein Isomorphismus oder Iso und als Adjektiv iso, wenn es einen Morphis-
mus g € C(Y,X) gibt mit f o g = idy und g o f = idx. Wir notieren
Isomorphismen oft f : X = Y.

2. Zwei Objekte X und Y einer Kategorie heilen isomorph, wenn es einen
Iso f : X = Y gibt. Man schreibt dann auch kurz X = Y.

Beispiele 5.6.11. Isomorphismen in der Kategorie der Mengen nennt man Bi-
jektionen, Isomorphismen in der Kategorie der topologischen Raume Homoo-
morphismen, Isomorphismen in der Kategorie der Gruppen Isomorphismen von
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Gruppen. Stetige Abbildungen, die Isomorphismen in der Homotopiekategorie
der topologischen Ridume reprisentieren, heilen Homotopieiquivalenzen. Zwei
topologische Raume heilen homotopieiquivalent, wenn es eine Homotopiedqui-
valenz vom einen zum anderen gibt.

5.6.12. In der Linearen Algebra erklédrt man oft Isomorphismen als ,,bijektive Ho-
momorphismen*. Das ist in meinen Augen didaktisch verwerflich, da es zwar im
Fall der Kategorien der Mengen, Gruppen, Vektorriume, Ringe und Korper eine
alternative Beschreibung der Isomorphismen im Sinne der Kategorientheorie lie-
fert, aber die korrekte Definition im Fall allgemeiner Kategorien nicht vorspurt,
sondern eher verdeckt.

5.6.13. Eine stetige Abbildung heif3t nullhomotop, wenn sie homotop ist zu einer
einwertigen Abbildung alias konstanten Abbildung mit nichtleerem Bild, wenn
sie also in der Homotopiekategorie iiber den einpunktigen Raum faktorisiert. Ein
Raum X hei3t zusammenziehbar, wenn er homotopiedquivalent ist zu einem
Punkt. Das ist gleichbedeutend dazu, daf} die Identitéit auf X nullhomotop ist.

5.6.14. Ausgeschrieben ist ein topologischer Raum X also zusammenziehbar ge-
nau dann, wenn es einen Punkt 7y € X und eine stetige Abbildung H : X X
[0,1] — X gibt mit H(z,0) = zound H(x,1) = x fiir alle z € X. Zum Beispiel
ist jede konvexe Menge D C R" zusammenziehbar.

5.6.15. Eine Kategorie, in der jeder Morphismus ein Isomorphismus ist, heil3t
ein Gruppoid. Man erklirt zu jedem topologischen Raum X das fundamentale
Gruppoid VW = Wy = W(X). Seine Objekte sind die Punkte von X, in Formeln
Ob(W) = X, und die Morphismenmenge W(z, y) besteht aus allen Homotopie-
klassen von Wegen mit Anfangspunkt x und Endpunkt y, in Formeln

W(z,y) = m(X,z,9)

Die Verkniipfung von Morphismen ist das Aneinanderhingen von Wegen. Man
benutzt Lemma 5.2.19, um die Axiome einer Kategorie zu priifen. Unsere Fun-
damentalgruppe 71 (X, x) ist damit genau das Monoid der Endomorphismen des
Punktes x im fundamentalen Gruppoid, in Formeln 71 (X, z) = Wx(z).

Definition 5.6.16. Ein Funktor /' : A — B von einer Kategorie A in eine Kate-
gorie B ist ein Datum bestehend aus:

a. einer Abbildung F': ObA — Ob B, X — FX;

b. einer Abbildung F' : A(X,Y) — B(FX,FY), f — Ff fir je zwei Objek-
te X,Y € Ob A,

derart, daf gilt:
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1. F(fog) = (Ff)o (Fg) fur beliebige verkniipfbare Morphismen f und g
aus der Kategorie A;

2. F(idx) = idpx fiir jedes Objekt X € A.

Ich nenne in diesem Zusammenhang .4 die Ausgangskategorie und B die Ziel-
kategorie des Funktors F'.

5.6.17. Man gibt bei einem Funktor F' meist nur die Abbildung X — F X auf
den Objekten an in der Hoffnung, dal dadurch vom Leser erraten werden kann,
welche Abbildung f — F'f auf den Morphismen gemeint ist.

Beispiel 5.6.18 (Die Fundamentalgruppe als Funktor). Man betrachte die Kate-
gorie Top* der bepunkteten topologischen Rdume alias topologischen Riaume mit
einem ausgezeichnetem Punkt, dem Basispunkt. Morphismen sind stetige Ab-
bildungen, die den ausgezeichnetem Punkt in den ausgezeichnetem Punkt iiber-
filhren. Das Bilden der Fundamentalgruppe ist dann ein Funktor

m : Top® — Grp

Jedem bepunkteten Raum (X, z) € Top* wird eine Gruppe 7 (X, z) € Grp zuge-
ordnet und jeder stetigen basispunkterhaltenden Abbildung f : (X, z) — (Y,y)
ein Gruppenhomomorphismus f; = m(f) : m(X,z) — m(Y,y). DaB diese
Daten die Eigenschaften eines Funktors haben, steht in 5.2.26. Jetzt haben wir al-
lerdings den Arger, daB fiir ein beliebig vorgegebenes Mengensystem &/ die Fun-
damentalgruppe keineswegs einen Funktor m; : UTop* — UGrp zu induzieren
braucht. Diesem Arger kann man jedoch entgehen, indem man annimmt, daf3 das
zugrundeliegende Mengensystem ein ,,Universum‘ im Sinne von 10.11.3 sein soll,
vergleiche auch 10.11.6. Im weiteren will ich diese Feinheiten schlicht ignorieren.

Beispiel 5.6.19 (Vorschub als Funktor der fundamentalen Gruppoide). Jede
stetige Abbildung f : X — Y liefert einen Funktor zwischen den zugehorigen
fundamentalen Gruppoiden f; : W(X) — W(Y'), der ein Objekt z € X auf das
Objekt f(z) € Y abbildet und einen Morphismus [7] auf den Morphismus [f o ~].

Beispiel 5.6.20 (Wegzusammenhangskomponenten als Funktor). Das Bilden
der Menge der Wegzusammenhangskomponenten eines topologischen Raums ist
ein Funktor 7y : Top — Ens. Gegeben eine stetige Abbildung f : X — Y ist
dabei mo(f) : mo(X) — m(Y) zu verstehen als die Abbildung, die jeder Weg-
zusammenhangskomponente Z € m(X) von X diejenige Wegzusammenhangs-
komponente W € my(Y') von Y zuordnet, fiir die gilt f(Z) C W.

Vorschau 5.6.21. Man mag die Homotopiekategorie bepunkteter Riume be-
trachten mit bepunkteten Rdumen als Objekten und Homotopieklassen fiir basis-
punkterhaltende Homotopie alias Homotopie relativ zum Basispunkt im Sinne von
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5.5.2 als Morphismen. Wir notieren sie hTop*. So wird die Fundamentalgruppe,
aufgefaft als Funktor 71 : hTop™ — Ens, dargestellt im Sinne von 10.10.7 durch
die bepunktete Kreislinie. Die bepunktete Kreislinie kann im Ubrigen versehen
werden mit der Struktur eines ,,Gruppenobjekts® in (hTop*)°P? im Sinne von 2?.
Das liefert in diesem Kontext die Gruppenstruktur auf 7 (X, ).

Ubungen

Ubung 5.6.22. Ein Morphismus f € C(X,Y) in einer Kategorie ist ein Isomor-
phismus genau dann, wenn es Morphismen g, h € C(Y, X) gibt mit f o g = idy
und ho f = idx, und unter diesen Voraussetzungen gilt bereits g = h. Wir nennen
diesen Morphismus dann den inversen Morphismus zu f und notieren ihn f~1.

Ubung 5.6.23. Gegeben Morphismen f € C(X,Y) und g € C(Y,X) in einer
Kategorie derart, da3 f o g und g o f Isomorphismen sind, miissen f und g bereits
selbst Isomorphismen sein.

Ubung 5.6.24. Sei C eine Kategorie und f : X — Y ein Morphismus. Man
zeige, da3 f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn das Vorschalten von f fiir
jedes weitere Objekt Z eine Bijektion C(Y, Z) = C(X, Z) induziert. Man zeige
dual, da3 f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn das Nachsschalten von f fiir
jedes weitere Objekt Z eine Bijektion C(Z, X)) = C(Z,Y) induziert. Genauere
Aussagen in dieser Richtung macht das sogenannte Yoneda-Lemma 10.10.2.

Ubung 5.6.25. Man zeige, daB eine stetige Abbildung S™ — X von einer Sphiire
in einen topologischen Raum X genau dann nullhomotop ist, wenn sie sich stetig
auf das Innere der Sphire fortsetzen laft.

Ubung 5.6.26. Man zeige, daB eine stetige Abbildung f : S' — C* genau dann
eine Homotopiedquivalenz ist, wenn sie einen Isomorphismus auf den Fundamen-
talgruppen 7 (S, 1) = 7 (C*, f(1)) induziert.

Ubung 5.6.27. Ist Y beliebig und X zusammenziehbar, so sind je zwei Abbildun-
gen f, g : Y — X homotop. Ist zusitzlich Y wegzusammenhingend, so sind auch
je zwei Abbildungen X — Y homotop.

Ubung 5.6.28. Jeder zusammenziehbare Raum ist wegzusammenhiingend.
Ubung 5.6.29. Die Einbettung S™ — R™™\0 ist eine Homotopieiiquivalenz.
Allgemeiner zeige man, daB fiir jeden Punkt y € R"™! und jedes » > 0 mit
r+ ||y|| < 1 die Einbettung S™ — R\ A(y; ) eine Homotopiedquivalenz ist,
fir A(y;r) = {z | ||z — y|| < r} der abgeschlossene Ball. Ebenso zeige man,
daB fiir jeden Punkt y € R™"! und jedes r > 0 mit r + ||y|| < 1 die Einbettung
S — R"™\B(y; r) eine Homotopiedquivalenz ist.

Ubung 5.6.30 (Funktoren erhalten Isomorphie). Ein Funktor bildet stets Iso-
morphismen auf Isomorphismen ab. Insbesondere haben isomorphe Objekte unter
einem Funktor stets isomorphe Bilder.
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Ubung 5.6.31. Homotope Abbildungen f,g : X — Y induzieren dieselben
Abbildungen auf der Menge der Wegzusammenhangskomponenten, in Formeln
f=g= m(f) =m(g) : m(X) = m(Y). Das Bilden der Menge der Wegzu-
sammenhangskomponenten liefert mithin sogar einen Funktor

7o : hTop — Ens

5.7 Homotopie und Fundamentalgruppe

5.7.1. Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen Fundamentalgruppe
und Homotopie. Zunéchst interessieren wir uns dafiir, wie die Fundamentalgruppe
vom Basispunkt abhingt. Falls es keinen Weg von x nach y gibt, haben 7 (X, x)
und 7; (X, y) nichts miteinander zu tun. Gibt es aber einen Weg, so erhalten wir
isomorphe Gruppen. Genauer gilt:

Satz 5.7.2 (Wechsel des Basispunkts). Gegeben Punkte x,y eines topologischen
Raums X liefert jeder stetige Weg v von x nach y einen Isomorphismus

iy m(X,z) S m(X,y)
[a] = [y xaxd]

5.7.3. Hier und im folgenden kiirzen wir cx (%) mit a3~y ab, fiir verkniipfbare
Wege a, § und . Wann immer wir diese Notation verwenden, wird es eh nicht
auf die Klammern ankommen, da wir Wege nur bis auf Homotopie betrachten.

Beweis. a ~ o = y*a*7 ~ % a %7 nach Lemma 5.2.19, also ist i,
wohldefiniert. Wegen 7+ ~ €, und y*% =~ ¢, ist i5 invers zu 7., und insbesondere
i, eine Bijektion. Um zu priifen, daB i, auch ein Gruppenhomomorphismus ist,
rechnen wir

iy(la] x[8]) = [y * (a* B) * 7]
i([a]) xiy([B]) = [(y*a*x7y)*(y*B*7)]

und sehen, dafl auf der rechten Seite in der oberen und unteren Zeile dieselbe
Homotopieklasse steht. [

Alternativer Beweis in der Sprache der Kategorien. Ist v : A = B ein Isomor-
phismus zwischen zwei Objekten einer Kategorie C, so erhalten wir offensichtlich
einen Isomorphismus zwischen den Monoiden der Endomorphismen unserer bei-
den Objekte

i : C(A) = C(B)

durch die Vorschrift i, : @ — yay~!. Unser Satz 5.7.2 und sein Beweis spezia-
lisieren diese Erkenntnis auf den Fall des fundamentalen Gruppoids eines topolo-
gischen Raums. O
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Satz 5.7.4 (Homotopie und Fundamentalgruppe). Seien stetige Abbildungen
f,9: X — Y gegeben und sei H eine Homotopie von f nach g. Sei v € X ein
fest gewdhlter Basispunkt und bezeichne v den Weg v(t) = H(x,t) von f(x) nach
g(x). So gilt g; = i., o fy, als da heifst, es kommutiert das Diagramm

m (X, ) i> (Y, f(z))
| iy
m (X, ) 2, (Y, g(x))

Vorschau 5.7.5. Eine noch etwas allgemeinere und natiirlichere Aussage diirfen
Sie als Ubung 8.2.9 selbst zeigen: Jede Homotopie H : f = g induziert eine
,Isotransformation” Hy : f; = g4 zwischen den auf den fundamentalen Gruppoi-
den induzierten Funktoren.

Beweis. Es gilt zu zeigen 5 * (g o ) * v ~ (f o «) fiir alle « € Q(X, ). Es
reicht dazu, eine Homotopie 7 * (g o ) %y ~ £ * (f o ) % &€ anzugeben. Zunichst
ist Ho«a : [0,1]2> — Y auf der unteren Kante f o «, auf der oberen Kante
g o o und auf der linken und rechten Kante . Weiter ist [0, 1]> — Y gegeben
durch (¢, 7) + ~(t7) auf der oberen und auf der rechten Kante -, auf der unteren
und linken Kante dahingegen konstant f (). SchlieBlich ist [0, 1]> — Y gegeben
durch (¢, 7) — ~((1—t)7) auf der der rechten Kante ~y, auf der oberen Kante 7 und
auf der unteren und linken Kante konstant f(x). Setzen wir unsere drei Quadra-
te richtig nebeneinander, so verkleben unsere Abbildungen lings der senkrechten
Kanten zu einer stetigen Abbildung [0, 3] x [0, 1] — Y und Umparametrisieren in
x-Richtung liefert die gesuchte Homotopie. Unsere Zwischenwege bestehen an-
schaulich darin, daf} wir erst 7y ein Stiick weit gehen, dann das mit der Homotopie
deformierte f o o herumgehen und anschlieBend wieder mit y zuriickgehen. [

Korollar 5.7.6 (Fundamentalgruppen homotopieiquivalenter Riume). Jede
Homotopiedquivalenz induziert Isomorphismen auf den Fundamentalgruppen. Je-
de nullhomotope Abbildung induziert die konstante Abbildung auf den Fundamen-
talgruppen. Die Fundamentalgruppe eines zusammenziehbaren Raums ist trivial.

Beweis. Jede stetige Abbildung f : X — X, die homotop ist zur Identitit, in-
duziert die Identitit auf der Menge der Wegzusammenhangskomponenten. Das
folgt formal aus Ubung 5.6.31 und ist auch so klar. Sie induziert auch Isomor-
phismen f; : m(X,2) = m(X, f(x)) nach unserem Satz 5.7.4 iiber Homo-
topie und Fundamentalgruppe. Ist v : X — Y eine Homotopiedquivalenz, so
gibt es per definitionem eine Abbildung v : ¥ — X mit v o v ~ id und
vou =~ id. Also liefern (u o v); = uy o vy und (v o u)y = vy o uy Isomor-
phismen 7 (X, z) = m(X,v(u(x))) und 7 (Y,y) = 7 (Y, u(v(y))). Daraus
folgt aber sofort, da vy : 71 (Y, u(z)) — m (X, v(u(x))) fir alle z € X injektiv
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und surjektiv, mithin ein Isomorphismus sein muf. Ist y € Y beliebig, so gibt es
nach 5.6.31 einen Punkt z € X und einen Weg ~ von y nach u(x) und da of-
fensichtlich gilt vy 0 i, = 40y 0 vy @ (Y, y) = 71 (X, v(u(z))) muB schlieBlich
vy : m(Y,y) = m(X,v(y)) fiir alle y € Y ein Isomorphismus sein. Die anderen
Aussagen des Korollars sind offensichtlich. [

Beispiel 5.77.7 (Fundamentalgruppe der punktierten Ebene). Wir konnen nun
ein weiteres Mal beweisen, dal die Fundamentalgruppe des Komplements eines
Punktes in der Ebene zu Z isomorph ist: Die Einbettung S < C* ist ndmlich
nach Ubung 5.6.29 eine Homotopieiquivalenz und induziert folglich einen Iso-
morphismus auf den Fundamentalgruppen. In derselben Weise folgt, daf fiir x #
z zwei Punkte der komplexen Zahlenebene C der Weg t — z + z exp(2mit) einen
Erzeuger von 7, (C\ z, x) représentiert.

5.7.8. Gegeben v : [0,1] — C ein geschlossener Weg in der komplexen Zahlene-
bene und z € C\~([0, 1]) ein Punkt, der nicht auf besagtem Weg liegt, erklédren
wir die Umlaufzahl

Um(~, 2)

von unserem Weg v um unseren Punkt z als diejenige ganze Zahl n € Z, fiir die y
als Weg in C\ z homotop ist zum Weg ¢ — z + (7(0) — z) exp(27int). Nach dem
vorhergehenden gibt es stets genau eine solche Zahl.

Proposition 5.7.9 (Stetigkeit der Umlaufzahl). Gegeben ein geschlossener Weg
v : [0,1) — C in der komplexen Zahlenebene liefert die Umlaufzahl eine stetige
Abbildung C\~([0,1]) — Z, z — Um(~, z), die auf der unbeschrdinkten Zusam-
menhangskomponente von C\~([0, 1]) verschwindet.

Beweis. Gegeben eine offene Kreischeibe von endlichem Radius D @ C und
z € D ist C\D < C\z eine Homotopiedquivalenz und induziert folglich einen
Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen. Trifft unser geschlossener Weg
die Kreisscheibe D nicht und ist zusétzlich der Durchmesser von D kleiner als
der Abstand von D zu ~y(0), so kann die Umlaufzahl Um(+y, z) mithin beschrieben
werden als diejenige ganze Zahl n € Z, fiir die « als Weg in C\ D homotop ist
zum Weg t — z + (7(0) — z) exp(2wint). Alle diese Wege fiir verschiedene
z € D sind jedoch offensichtlich zueinander homotop in C\ D. Das zeigt, daB} die
Umlaufzahl von v um alle Punkte von D dieselbe sein muf3. Liegt schlieBlich =
auBlerhalb einer Kreisscheibe K, die das Bild unseres Weges umfalit, so ist unser
Weg in K und erst recht in C\ z zusammenziehbar und mufl um z die Umlaufzahl
Null haben. ]

Satz* 5.7.10 (Umlaufzahlen kreuzungsfreier Wege in der Ebene). Ein ge-
schlossener Weg in der punktierten Ebene vy : [0, 1] — C*, der in der Fundamen-
talgruppe 7, (C*, 1) weder das neutrale Element noch einen Erzeuger repriisen-
tiert, kann nicht auf (0, 1] injektiv sein.
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In jede Zusammenhangskomponente aus dem Komplement des hier gezeichneten
Weges habe ich hier die Umlaufzahl des besagten Weges um einen und jeden
Punkt aus besagter Zusammenhangskomponente geschrieben.
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5.7.11. Einen alternativen Beweis, der auch hoherdimensionale Analoga unserer
Aussage zeigt, geben wir in ??.

Beweis. Reprisentiert ein Weg v : [0,1] — C* das n-fache eines Erzeugers
der Fundamentalgruppe und gilt n # 0, so konnen wir nach 5.3.10 einen Lift
7 : 10,1] — C finden alias eine stetige Abbildung mit Exp oy = ~, und dann ist
a:[0,1] = C* mit a(t) = Exp o¥(t/n) ein geschlossener Weg mit y(t) = a(t)"
fiir alle ¢. Induzierte nun ~ eine Einbettung 4 : S' < CX*, so hiitte die von «
induzierte Abbildung & : S* — C* die Eigenschaft z # w = a(z2) # (&(w) fiir
jede n-te Einheitswurzel ¢ # 1. Wir erhielten mithin fiir jede n-te Einheitswurzel
¢ # 1 eine stetige Abbildung

o= S'x S = C*

durch die Vorschrift ¢(z, w) = &(z) — (&(w). Nun betrachten wir das Diagramm

Sl
(id,1)
gt 8D o1 g1 ox
) (1,id)
S

Ich behaupte, da} darin alle drei Kompositionen Homotopiedquivalenzen sind ali-
as, nach Ubung 5.6.26 gleichbedeutend, daB sie Isomorphismen auf den Funda-
mentalgruppen induzieren. Zunichst induziert nach Konstruktion & : S* — C
einen Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen und ist also eine Homoto-
piedquivalenz. Dasselbe gilt fiir die mittlere Komposition z — (1 — {)a(z),
denn sie ist zu & homotop. Die obere Komposition hinwiederum ist homotop zu
z +— &(z) — Ca(w) fiir alle w € S. Wihlen wir wo mit |&(wy)| kleinstmdglich,
so liegt (&(wy) in derselben Komponente von C\&(S?) wie der Ursprung. Aus
der Stetigkeit der Umlaufzahl 5.7.9 folgt Um(c, (&(wp)) = Um(c,0) = 1 und
damit ist z — &(z) — (&(w) eine Homotopieédquivalenz erst fiir w = wy und dann
fiir alle w, insbesondere auch fiir w = 1. Fiir die untere Komposition argumentiert
man genauso, also haben wir in der Tat drei Homotopieiquivalenzen vor uns. Das
aber widerspricht der Tatsache, daB nach 5.4.8 fiir ¢ € m;(S*, 1) gilt

(ld, 1)ﬁC + (1, id)ﬂc = (ld7 id)ﬁc
und damit ;4 (id, 1)sc + 4(1,1id)sc = p4(id, id)4c in 71 (C*, 1) im Widerspruch

dazu, daB fiir jeden Erzeuger ¢ von (S, 1) alle diese drei Elemente nach dem
bereits Bewiesenen Erzeuger von 71 (C*, 1) sein miissen. [
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Ein geschlossener Weg in der punktierten Ebene mit Umlaufzahl Drei um den als
Kreuz eingezeichneten Punkt, der ,,so injektiv ist wie irgend moglich®.
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Proposition* 5.7.12 (Schleifenfiillende Komplemente). Sei V' ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum und W C V' ein Teilraum der Kodimension zwei.
So ist fiir [ C W eine echte Teilmenge das Komplement V'\ I schleifenfiillend, fiir
alle Punkte * unseres Komplements gilt also in Formeln

7T1(V\I, *) =1

Beweis. Den Fall I & W haben Sie bereits in 5.2.28 behandelt. Um das im allge-
meinen zu sehen, diirfen wir V' = C x Y annehmen mit einem endlichdimensiona-
len Vektorraum Y und W = 0 x Y. Es gilt fiir irgendeinen Basispunkt * zu zeigen,
daB gilt my (V\I, %) = 1, etwa fiir den Basispunkt * := (1,0). Es reicht zu zeigen,
daB jeder geschlossene Weg von * nach * homotop ist in V'\W, denn die Abbil-
dung m (V\W, %) — m1(V'\ [, *) ist sicher konstant. Es reicht also zu zeigen, da}
jeder Weg v € Q(V\I, ), der W trifft, homotop ist zum konstanten Weg. Wir
schreiben dazu v(t) = (z(t),y(t)). Auf U = {t € [0,1] | 2(t) # 0} konnen
wir dann ¢ : U — S! erkldren durch p(t) = 2(¢)/]2(¢)|. Nun gilt U @ [0,1]
und 0,1 € U, aber nach Annahme U # [0, 1]. Mithin existiert ein stetiger Lift
¢ : U — iRmit ¢(0) = @(1) = 0und ¢(t) = exp(p(t)) fir alle t € U. Es gilt
also z(t) = exp(p(t))|z(t)] fiir alle t € U. Jetzt erkldren wir h : [0,1)> — V\I
durch die Vorschrift

B (exp(p(7t))|2(8)], y(t)) fallst € U,
Wit 7) { v (0,y(1)) ! sonst.

Diese Abbildung ist sicher stetig an allen Stellen (¢,7) mit ¢ € U. An Stellen
(t,7) mit ¢ ¢ U kann man die Stetigkeit aber auch zeigen, da in einer Umgebung
von t ¢ U unser |z(t)| sehr klein sein muf. Damit ist h (¢, 7) eine Homotopie in
V\I zwischen unserem Weg v und dem Weg t — (|z(¢)|,y(t)), der seinerseits
offensichtlich in V'\ / zusammenziehbar ist. O

Ubungen

Erginzende Ubung 5.7.13. Feiner liefert der Beweis von 5.7.10 bei Betrachtung
aller n-ten Einheitwurzeln ¢ # 1, dal der in gewisser Weise die Zahl der Selbstiiber-
kreuzungen messende Ausdruck >° (|7~ (p)| — 1) mindestens so groB sein

muB wie der Betrag der Umlaufzahl. Das mag der Leser zur Ubung ausarbeiten.

Ubung 5.7.14. Fiir die Basispunktwechselisomorphismen i., aus 5.7.2 zeige man:
Homotope Wege liefern denselben Isomorphismus, in Formeln v ~ § = i, = 5.
AuBerdem gilt ¢,.s = 1, o i; fiir verkniipfbare Wege v, d, fiir 7 ein Weg von x
zu sich selbst ist 7, = int v die Konjugation mit 7, und fiir den konstanten Weg
e = g, ist speziell 7. die Identitét auf 71 (X, x).
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Ubung 5.7.15 (Fundamentalgruppe und freie Homotopie). Gegeben ein be-
punkteter wegzusammenhingender Raum (X, x) zeige man, daB die Abbildung
Q(X,z) — hTop(S?h, X), die jedem geschlossenen Weg v : [0,1] — X die
Homotopieklasse der induzierten Abbildung 7 : S' — X zuordnet, eine Bijek-
tion zwischen der Menge der Konjugationsklassen in 71 (X, z) und hTop(S*, X)
induziert.

Ubung 5.7.16 (Fundamentalsatz der Algebra). Man zeige den Fundamentalsatz
der Algebra mit den hier entwickelten Methoden. Man zeige also in anderen Wor-
ten, da} jedes nichtkonstante Polynom mit komplexen Koeffizienten eine Null-
stelle hat. Hinweis: Hat unsere Polynomfunktion P : C — C keine Nullstelle, so
sind die Abbildungen P, : S — C*, z — P(72) alle homotop zur konstanten
Abbildung F.

Ubung 5.7.17. Man zeige, daB die Fundamentalgruppe des Komplements einer
Gerade im R? isomorph ist zu Z. Man zeige, daB die Fundamentalgruppe des
Raums, der entsteht, wenn man aus dem R die z-Achse sowie den Einheitskreis
in der xy-Ebene herausnimmt, isomorph ist zu Z x Z. Hinweis: 5.4.8. Eventuell
benotigte Homotopien sollen anschaulich plausibel gemacht werden, eine formel-
hafte Ausarbeitung ist nicht gefordert.

5.8 Abelisierte Fundamentalgruppe*

Definition 5.8.1. Gegeben eine Gruppe G definiert man ihren maximalen kom-
mutativen Quotienten, auch genannt ihre Abelisierung, als den Quotienten

G = G/(G,G)

nach dem Normalteiler (G, G) C G, der von allen Kommutatoren ghg~'h~" mit
g,h € G erzeugt wird. Die Untergruppe (G, G) heifit im tibrigen die derivierte
Gruppe von G.

5.8.2 (Diskussion der Notation). Die Notation (G, () geht zuriick auf die in der
Gruppentheorie iibliche Notation ghg 'h™! =: (g, h) fiir den Kommutator. Im
Sinne unserer allgemeinen Konvention ?? sollte natiirlich (G, G) eigentlich nur
die Menge aller Kommutatoren aus GG bezeichnen und der davon erzeugte Nor-
malteiler sollte (((G, G))) notiert werden. Da aber letzteres Konzept soviel hiufi-
ger vorkommt, ist es iiblich, hier eine Ausnahme zu machen und mit (G, G) kur-
zerhand den von den Kommutatoren erzeugten Normalteiler zu bezeichnen, der
nebenbei bemerkt mit der von den Kommutatoren erzeugten Untergruppe iiber-
einstimmt.

Lemma 5.8.3 (Universelle Eigenschaft der Abelisierung). Fiir jede Gruppe GG
ist ihre Abelisierung G®° eine abelsche Gruppe, und jeder Morphismus von G

132



in eine abelsche Gruppe faktorisiert iiber G**. In Formeln liefert also fiir jede
abelsche Gruppe A das Verkniipfen mit der Projektion G — G eine Bijektion

Grp(G*, A) = Grp(G, A)
Beweis. Dem Leser iiberlassen. O]

5.8.4. Ist X ein wegzusammenhidngender Raum und sind z,y € X Punkte, so
liefern nach 5.7.2 je zwei Wege v von x nach y denselben Isomorphismus i, :
7 (X, 2)® = 7 (X,y)?, den wir dann auch i,, nennen diirfen, und fiir je drei
Punkte z,y, z gilt 1., = 1,y%,,. Folglich konnen wir fiir jeden wegzusammen-
hingenden Raum X die basispunktfreie abelisierte Fundamentalgruppe er-
kldren als die Untergruppe

i (X)™ C H (X, x)™®

zeX

aller Tupel (ay)zex mit iy, (o) = () fir alle z,y € X. Die Projektion auf
den entsprechenden Faktor liefert dann fiir jeden Punkt einen kanonischen Iso-
morphismus 71 (X)* = (X, 2)?P. Sind alle Fundamentalgruppen eh abelsch,
so schreiben wir statt 71 (X )2 auch kiirzer 7 (X). Ist weiter f : X — Y eine
stetige Abbildung von wegzusammenhingenden Riumen, so gibt es genau einen
Gruppenhomomorphismus f; : m(X)*® — m(Y)?, der fiir alle z € X mit
unseren f; : w1 (X, z) — m (Y, f(z)) vertriglich ist in der hoffentlich offensicht-
lichen Weise. Wir erhalten so einen Funktor X ~ 71 (X )* von der Kategorie der
wegzusammenhingenden topologischen Raume in die Kategorie der abelschen
Gruppen.

Vorschau 5.8.5 (Umlaufzahl und Orientierung). Wir betrachten die Kategorie
Modg(2)* mit zweidimensionalen reellen Vektorrdumen als Objekten und Vek-
torraumisomorphismen als Morphismen. Wir erhalten einen Funktor

dreh : Modg(2)* — Ens

durch die Vorschrift, da wir jedem zweidimensionalen reellen Vektorraum V' die
Menge der beiden Erzeuger der basispunktfreien abelisierten Fundamentalgruppe
71 (V\0)** des Komplements des Ursprungs zuordnen. Andererseits erinnern wir
den Funktor or : Modg(2)* — Ens aus ??, der jedem zweidimensionalen re-
ellen Vektorraum die Menge seiner beiden Orientierungen zuordnet. Es gibt nun
offensichtlich genau zwei Transformationen or = dreh und ebenso offensichtlich
sind sie beide Isotransformationen. Wir vereinbaren, dal wir von nun an diejenige
dieser beiden Transformationen als die Standardtransformation

std : or = dreh
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auszeichnen, die unserer Standardorientierung von C vermittels der angeordneten
Basis (1,1) den durch ¢ — exp(2rit) reprisentierten Erzeuger der Fundamental-
gruppe von C\0 zuordnet. Mit dem durch eine Orientierung gegebenen Dreh-
sinn meinen wir den durch diese Standardtransformation unserer Orientierung
zugeordneten Drehsinn.

5.9 Selbsthomotopien der Kreislinie

Satz 5.9.1 (Selbstabbildungen der Kreislinie bis auf Homotopie). Man erhdlt
eine Bijektion zwischen der Menge der ganzen Zahlen und der Menge aller Ho-
motopieklassen von Selbstabbildungen der Kreislinie, indem man jeder ganzen
Zahl n € 7 die Homotopieklasse des n-fachen Potenzierens S' — S, z s 2"
zuordnet. In Formeln haben wir also eine Bijektion

Z = hTop(St, St
n — [z 2"

5.9.2. Mit dem Abbildungsgrad grad( f) einer stetigen Selbstabbildung der Kreis-
linie f : S* — S! meint man das Urbild ihrer Homotopieklasse unter dieser
Bijektion. In anderen Worten ist also der Abbildungsgrad einer stetigen Selbst-
abbildung f : S — S diejenige ganze Zahl n € Z, fiir die f homotop ist zu
z +— 2". In ?? fithren wir allgemeiner den Abbildungsgrad stetiger Abbildun-
gen zwischen ,.kompakten orientierten zusammenhédngenden Mannigfaltigkeiten
derselben Dimension* ein.

5.9.3. Eine Selbstabbildung der Kreislinie, die nicht surjektiv ist, ist nullhomotop.
Eine nicht nullhomotope Selbstabbildung der Kreislinie muf also surjektiv sein.

Beweis. Das folgt sofort aus Ubung 5.7.15 iiber den Zusammenhang zwischen
freier Homotopie geschlossener Wege und Fundamentalgruppe. U

Zweiter Beweis. Wir konstruieren explizit eine Inverse zur Zuordnung aus unse-
rem Satz. Dazu erinnern wir an unsere Abbildung Exp : R — S, ¢ — exp(27it).
Sei f: ST — S! stetig. Da wir den Begriff des Abbildungsgrads eben schon ver-
geben haben, erklidren wir nur fiir diesen Beweis die Ganghohe gh(f) € Z von f
durch die Formel gh(f) = f(1) — f(0), wo f : [0,1] — R ein beliebiger Lift von
foExp: [0,1] — S!ist, als da heiBt eine Abbildung derart, daB das folgende
Diagramm kommutiert:

0,1 -5 ®
Exp | I Exp
st L5
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Eine Selbstabbildung der Kreislinie vom Abbildungsgrad (—3).
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Nach 5.3.6 gibt es stets solch ein f und es ist sogar eindeutig bis auf eine additive
Konstante aus Z. Folglich ist die Ganghthe gh( f) wohldefiniert.

Lemma 5.9.4. Genau dann sind zwei Selbstabbildungen der Kreislinie homotop,
wenn sie dieselbe Ganghohe haben.

Beweis. Seien f,g : S' — S! gegeben und sei H : S x [0,1] — S! eine
Homotopie von f nach g. Nach unseren Erkenntnissen 5.3.7 zum Liften von auf
dem Einheitsquadrat definierten Abbildungen finden wir [ : [0,1] x [0,1] — R
derart, daB} folgendes Diagramm kommutiert:

0.1 x[0,1] % R
Exp xid | J Exp
Stx 0,1 L g

Es folgt H(0,7)— H(1,7) € Z Vr, mithin ist diese Abbildung konstant und wir
erhalten gh(f) = gh(g). Also haben homotope Selbstabbildungen der Kreislinie
dieselbe Ganghohe. Seien umgekehrt f, g : St — S zwei stetige Selbstabbildun-
gen der Kreislinie mit derselben Ganghohe. Es gilt zu zeigen, daf} sie homotop
sind. Seien dazu f, § [0,1] — R gewihlt wie in der Definition der Ganghdhe.
Wir erkliren H : [0,1] x [0, 1] — R durch die Vorschrift

H(t,7) = (1 =7)f(t) +79(t)

Aus gh(f) = gh(g) folgt nun H(0,7) +gh(f) = H(1,7), also (Exp oH)(0,7) =
(Exp oH)(1, 7) fiir alle 7. Folglich gibt es eine Abbildung von Mengen H wie in
der unteren Zeile des obigen Diagramms derart, da3 das Diagramm kommutiert.
Da Exp x id : [0,1] x [0,1] — S* x [0, 1] nach 3.7.17 final ist, ist H sogar stetig.

Das ist dann die gesuchte Homotopie von f nach g. [

Nach Lemma 5.9.4 liefert unsere Ganghohe eine Injektion
gh : hTop(S*, S') — Z

Aus den Definitionen folgt miihelos, dal z — 2" die Ganghohe n hat. Der Satz
ist bewiesen und wir haben zusitzlich gezeigt, daB3 der Abbildungsgrad mit der
Ganghohe tibereinstimmt, in Formeln grad(f) = gh(f). O

5.9.5. Wir nennen eine Abbildung f gerade beziehungsweise ungerade, wenn
gilt f(—x) = f(x) beziehungsweise f(—x) = — f(x) fiir alle z, und das in groier
Allgemeinheit und einem vorsitzlich offen gelassenen Kontext.

Proposition 5.9.6. Jede stetige ungerade Selbstabbildung der Kreislinie hat un-
geraden Abbildungsgrad und ist insbesondere nie nullhomotop.
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5.9.7 (Versuch einer Veranschaulichung). Sei f : S' — S! unsere stetige un-
gerade Selbstabbildung der Kreislinie. Das Urbild

[ :={(z,y) € R | Exp(y) = f(Exp(x))}

des Graphen von f unter Exp x Exp ist dann stabil unter der Verschiebung mit
den Vektoren +(1,0), £(0, 1) und £(1/2, 1/2) und zu jedem z haben je zwei y, 2

mit (z,y), (z, z) € I" ganzzahlige Differenz y — z € Z.

Beweis. In Formeln gilt es zu zeigen, daB fiir f : ST — S stetig mit f(—z) =
—f(z) Y der Abbildungsgrad von f notwendig ungerade ist. Nach 5.3.6 finden
wir stets f : R — R stetig derart, dal folgendes Diagramm kommutiert:

R EEIN R
Exp | { Exp
s L g

Aus f(—z) = —f(x) folgt f(t + 1) € f(t) + 1 + Z fiir alle ¢, es gibt also ein
k € Zmit f(t+ 3) = f(t) + 5 + k Vt € R. Wir erhalten insbesondere

f) = f(3)+35+k
= J

und folglich grad(f) = gh(f) = 1 + 2k. O

Satz 5.9.8 (Borsuk-Ulam). Jede stetige ungerade Abbildung von der Kugelschale
in die Ebene hat eine Nullstelle.

5.9.9. Versuchen wir einmal, uns das vorzustellen. Eine ungerade Abbildung f; :
S? — R, die nicht identisch verschwindet, nimmt an einer Stelle einen positiven
Wert an und gegeniiber einen negativen Wert. Denken wir uns ihre Nullstellen-
menge als die Menge der Punkte auf einem Globus, an denen Land ist und nicht
Meer, so konnten wir nicht mit einem Schiff vom Norpol zum Siidpol segeln. Es
ist dann zumindest anschaulich klar, dall es auf unserer Landmasse zwei gegen-
iiberliegende Stiddte geben sollte derart, da3 wir trockenen Fu3es von der einen
zur anderen wandern kdnnen, mit beliebig kleiner positiv vorgegebener erlaubter
Schrittweite. Hétten wir nun eine zweite ungerade Funktion f, und hétten fi, f>
keine gemeinsame Nullstelle, so konnten wir von einer dieser Stidte zur anderen
gehen ohne Nullstellen von f5 zu treffen. Das stiinde jedoch im Widerspruch zur
Stetigkeit von f,. Ein dhnliches Resultat wird in ?? diskutiert. Diese Uberlegun-
gen mogen den Satz anschaulicher machen, diirfen aber nicht als Beweisskizze
geschweige denn als Beweis millverstanden werden.
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Beweis. Gegeben f : 5% — R? stetig mit f(—2) = — f(x) Vo € S? giltes zu zei-
gen, daB ein x € S? existiert mit f(x) = 0. Sonst wire jedoch z — f(z)/||f(z)]|
eine stetige ungerade Abbildung g : S? — S'. Die Einschrinkung von g auf den
Aquator S' C S? wiire also nicht nullhomotop nach Proposition 5.9.6, aber sie
faktorisiert iiber die zusammenziehbare nordliche Hemisphire S3 C S?. Wider-
spruch! [

Korollar 5.9.10 (Das Plattdriicken einer Kugelschale ist nie injektiv). Fiir je-
de stetige Abbildung der Kugelschale in die Ebene gibt es sogar ein Paar von
gegeniiberliegenden Punkten der Kugelschale, die auf denselben Punkt der Ebene
abgebildet werden.

5.9.11. DaB eine stetige Abbildung von der Kugelschale in die Ebene nie injektiv
sein kann, ist Thnen hoffentlich anschaulich sofort klar. Ich kenne jedoch keinen
einfacheren Beweis.

Beweis. Sei h : S* — R? unsere stetige Abbildung. Gibe es kein z € S? mit
h(z) = h(—x), so wire f : S? — R?, f(x) = h(z) — h(—=z) stetig und ungerade
ohne Nullstelle, im Widerspruch zum Satz 5.9.8 Borsuk-Ulam. U

Korollar 5.9.12 (Satz vom Butterbrot mit Schinken). Gegeben drei kompakte
Teilmengen des Raums gibt es stets eine Ebene, die sie alle drei in jeweils zwei
volumengleiche Teile teilt.

5.9.13. Ist also ein Butterbrot mit Schinken gegeben und betrachtet man die Men-
gen der Punkte des Raums, an denen sich Schinken beziehungsweise Butter bezie-
hungsweise Brot befindet, so kann man mit einem Schnitt das Brot so teilen, daf3
zwei Hungrige jeweils gleichviel sowohl vom Schinken, als auch von der Butter
als auch vom Brot erhalten.

Beweis. Um dieses Korollar zu beweisen, formulieren wir es zunichst einmal um.
Seien A, B, C C R? unsere drei Kompakta. Sicher finden wir eine stetige Abbil-
dung o : S? — R derart, daB fiir alle z € S* die Ebene durch den Punkt a(z)z
mit Normalenvektor = die Menge A halbiert: Hat A nicht Volumen Null, so ord-
nen wir zum Beispiel jedem x das maximal mogliche a(x) zu, sonst diirfen wir
a(x) eh beliebig wihlen. Sicher diirfen wir weiter sogar o ungerade annehmen,
indem wir sonst « durch («(z) — a(—x))/2 ersetzen. Ebenso finden wir stetige
ungerade 3,7 : S? — R fiir B und C, und es gilt zu zeigen, daB wir z € 5>
finden mit a(x) = 5(z) = y(x). Nach dem Satz 5.9.8 von Borsuk-Ulam hat aber
jede stetige ungerade Abbildung von der Kugelschale in die Ebene eine Nullstelle,
insbesondere also auch die Abbildung

f: S — R?
z = (a(z) - B(x),B(z) —v(2)) O
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Korollar* 5.9.14 (Lusternik-Schnirelmann). Gegeben eine Uberdeckung der
Kugelschale durch drei abgeschlossene Teilmengen enthdlt mindestens eine un-
serer drei Mengen ein Paar von gegeniiberliegenden Punkten.

Beweis. Wire S? = A; U Ay U Az ein Gegenbeispiel, so konnten wir stetige
ungerade Funktionen f; : S* — R finden mit f;(z) = 1 fiir z € A;, zum Beispiel
indem wir mit den Funktionen d(A;, ) spielen, oder indem wir nach Tietze’s
Erweiterungslemma ?? eine stetige Funktion g; finden mit g;(+z) = £1 fiir x €
A; und dann f;(y) = (9:(y) — 9:(—y))/2 setzen fiir alle y. Dann konnten wir den
Satz von Borsuk-Ulam 5.9.8 anwenden auf f = (f1, f2) : S? — R? und finden
r € S?mit+x ¢ Ay, £x ¢ As, also notwendig x, —z € As. O

Ubungen

Ubung 5.9.15. Sei f : S — S! stetig. Fiir alle z € S* enthilt f~!(z) mindestens
| grad f| Punkte.

Ubung 5.9.16. Sei f : ST — S! stetig, z € S'. So kommutiert das Diagramm

m(Shz2) I m(Sh f(2)

Um | 4 Um

z 7/

wo in der unteren Horizontale die Multiplikation mit (grad f) gemeint ist. Hin-
weis: Man ziehe sich auf den Fall f(z) = 2" zuriick.
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6 Beschreibung einiger Fundamentalgruppen

6.1 Produkte und Koprodukte in Kategorien

Definition 6.1.1. Seien C eine Kategorie und A, B Objekte von C. Ein Produkt
von A und B ist ein Datum (P, p, ¢) bestehend aus (1) einem Objekt P € C und (2)
Morphismen p : P — Aund ¢ : P — B, den sogenannten Projektionen, derart
daB gilt: Ist 7" € C ein Objekt und sind f : T" — A, g : T' — B Morphismen,
so gibt es genau einen Morphismus h : T" — P mitpoh = fund go h = g.
Wir notieren diesen Morphismus dann i = (f, ¢) oder, ganz pedantisch und wenn
wir thn von den Morphismen aus einem Koprodukt absetzen wollen, als Spalte

=(f.9)".

Beispiele 6.1.2. In der Kategorie der Mengen ist P = A x B mit p, ¢ den iiblichen
Projektionsabbildungen ein Produkt von A und B. Dasselbe gilt in der Kategorie
der topologischen Riaume, wenn wir A x B mit der Produkttopologie versehen.

6.1.3 (Eindeutigkeit von Produkten). Produkte in Kategorien sind im wesent-
lichen eindeutig, falls sie existieren. Sind genauer (P, p,q) und (P,p,§) zwei
mogliche Produkte der Objekte A und B, so gibt es aufgrund der universellen
Eigenschaft von P genau ein h : P — P mit poh=pundqoh = qund ebenso
genau einh: P — P mit po d= pund g o h = q. Weiter gibt es auch genau ein

:P— Pmitpoi=pundqoi =g, und da sowohl ; = id als auchi = ho h
dlese Bedingung erfiillen, folgt h o h = id. Ebenso erhalten wir / o h = id, mithin
sind ¢ und d zueinander inverse Isomorphismen. Aufgrund dieser Eindeutigkeit
sprechen wir ab jetzt meist von dem Produkt und notieren es

(A X B,pry,prg)

Sind schlieBlich Morphismen v : A — X, v : B — Y gegeben und existieren die
Produkte A x B und X x Y, so benutzen wir die Abkiirzung (v o pry,voprg) =
u X v und nennen diesen Morphismus den Produktmorphismus

uXv:AxB—=XxY

6.1.4. Analoge Definitionen sind auch fiir groBere Familien von Objekten ein-
und derselben Kategorie sinnvoll, vergleiche 10.7.8.

Beispiel 6.1.5. Fiir jede Kategorie C bildet man die opponierte Kategorie C°PP
wie folgt: Man setzt

ObC :=0bC  und  C°P(A, B):=C(B, A)

und erklirt die Verkniipfung von Morphismen in C°PP wie folgt: Man notiert einen
Morphismus f als f°, wenn er in der opponierten Kategorie aufgefal3t werden soll,

und setzt g° o f° := (f o g)°.
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6.1.6. Produkte in der opponierten Kategorie heilen ,,Koprodukte*. Im folgenden
sprechen wir diese Definition gleich fiir Familien explizit aus.

Definition 6.1.7. Sei C eine Kategorie und (A;);c; eine Familie von Objekten
aus C. Ein Koprodukt der A; ist ein Datum (K, (in;);c;) bestehend aus einem
Objekt K € C und Morphismen in; : A; — K derart, da} gilt: Ist 7" € C ein
Objekt und sind f; : A; — T Morphismen, so gibt es genau einen Morphismus
f: K —Tmit foin; = f; Vi € I. Wir notieren diesen Morphismus dann auch
(fi)ier und hoffen, dafl der Leser aus dem Kontext erschlieBen kann, wann damit
ein Morphismus aus einem Koprodukt und wann ein Morphismus in ein Produkt
gemeint ist. Wenn es drauf ankommt, mag ein Morphismus in ein Produkt eben
als Spalte mit einem hochgestellten T notiert werden und ein Morphismus aus
einem Koprodukt als Zeile. Wir notieren Koprodukte | |, A;, bei endlich vielen
Faktoren auch A, LI ... A,,.

Beispiele 6.1.8. In der Kategorie der Mengen ist das Koprodukt die disjunkte Ver-
einigung | |, A;, vergleiche 10.7.17. In der Kategorie der topologischen Raume
gilt dasselbe. Kategorie der bepunkteten topologischen Riaume ist das Koprodukt
die Einpunktverbindung \/,_, A, = | |A;/ ~, wo die Aquivalenzrelation ~
dadurch erklirt sei, daf alle Basispunkte der verschiedenen A; unter ~ eine Aqui-
valenzklasse bilden und die anderen Aquivalenzklassen einelementig sind.

Definition 6.1.9. Ein Funktor F' : A — B heifit vertriglich mit beliebigen
Produkten genau dann, wenn fiir jedes Produkt (P, (p;)icr) einer Familie (A;);es
von Objekten von A das Datum (F'(P), (F(p;))icr) ein Produkt in B der Fami-
lie (F'(A;))ier ist. Gilt das nur fiir Produkte endlicher Familien, so sagen wir,
unser Funktor sei vertriglich mit endlichen Produkten. Dual erkldren wir die
Vertriglichkeit mit beliebigen beziehungsweise endlichen Koprodukten.

Beispiel 6.1.10. Der vergeBliche Funktor Grp — Ens ist vertriglich mit beliebi-
gen Produkten, aber nicht mit beliebigen, ja noch nicht einmal mit endlichen Ko-
produkten. Der Funktor der Fundamentalgruppe 71 : Top™ — Grp ist vertriglich
mit endlichen Produkten nach 5.4.8, ja er ist sogar mit derselben Argumentation
vertrdglich mit beliebigen Produkten.

Ubungen

Ubung 6.1.11. Gegeben Objekte X, Y, Z einer Kategorie derart, daB das iterierte
Produkt (X x Y') x Z existiert, zeige man, da} es zusammen mit den Abbildungen
pr; o pry, pry o pr; und pr, die universelle Eigenschaft hat, die das Produkt X x
Y x Z charakterisiert.
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Ubung 6.1.12. Sei k ein Korper. Man zeige daB der Dualraumfunktor Mod;, —
Mod,*? vertriglich ist mit endlichen Produkten aber nicht mit beliebigen Produk-
ten.

Ubung 6.1.13. Man zeige, daB das Bilden der Fundamentalgruppe 7; : Top* —
Grp vertriglich ist mit beliebigen Produkten.

6.2 Kartesische Diagramme

Definition 6.2.1. Ein Diagramm in einer Kategorie C der Gestalt

P-4

P

B—tsX
heift kartesisch oder ein pull-back-Diagramm, wenn es kommutativ ist, in For-
meln ap = bg, und wenn es fiir ein beliebiges Objekt 7" € C und Morphismen

f:T — Aundg:T — B mitaf = bg genau einen Morphismus 4 : T — P
gibt mit f = hp und g = hq, im Diagramm

]

B—X

T

Definition 6.2.2. Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt X € C erkldren wir
die Kategorie Cy der Objekte von C iiber X. Objekte von Cx sind Paare (A, a)
mit A € C und a € C(A, X), Morphismen in Cx von einem Objekt (A, a) in
ein weiteres Objekt (B, b) sind Morphismen f : A — BinCmitbo f = a, in
Formeln

Cx(A, B) = {f € C(A, B) | bf = a}

mit der abkiirzenden Notation A, B fiir (4, a), (B, b) auf der linken Seite. Wir
nennen sie auch die Morphismen iiber X.

6.2.3 (Kartesische Diagramme als Produkte). Ein kommtatives Quadrat wie
oben ist genau dann kartesisch, wenn mit dem diagonalen Morphismus d =:=
ap = bq : P — X das Tripel ((P, d), p, q) in der Katgorie Cx der Objekte iiber X
ein Produkt von (A, a) und (B, b) ist. Das zeigt insbesondere, daB darin (P, p, q)
durch (A, a, B,b, X) bereits eindeutig festgelegt ist bis auf eindeutigen Isomor-
phismus in derselben Weise, wie wir es fiir Produkte ausformuliert hatten.
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Definition 6.2.4. Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt X € C erkldren wir
opponiert die Kategorie C* der Objekte von C unter X. Objekte von C* sind
Paare (a, A) mit A € C und a € C(X, A), Morphismen in CX von einem Objekt
(a, A) in ein weiteres Objekt (b, B) sind Morphismen f : A — BinC mit foa =
b, in Formeln

C*(A,B) :={f €C(A,B) | fa=0b}

mit der abkiirzenden Notation A, B fiir (a, A), (b, B) auf der linken Seite. Wir
nennen sie auch die Morphismen unter X.

6.2.5. Wir erhalten einen Isomorphismus von Kategorien (C°PP)x = (CX)°PP
durch die Vorschrift (A, a°) — (a, A) auf Objekten und f° — f auf Morphismen.
Bei der Diskussion allgemeiner Aussagen konnen wir uns deshalb meist auf einen
dieser beiden Fille beschrinken.

Beispiele 6.2.6. Die Kategorie der bepunkteten topologischen Raume Top™ ist die
,Kategorie der topologischen Rdume unter dem einpunktigen Raum®. Die Kate-
gorie der Korpererweiterungen eines Korpers k£ ist die ,,Kategorie aller Korper
unter k.

6.2.7. DaB ein Diagramm kartesisch ist, mag man auch durch das Symbol _J in
seiner Mitte notieren, etwa in der Form

W——X

L
7 ——=Y
Dies Symbol deutet an, aus welchen Winkel unser Diagramm durch pullback ent-

steht.
6.2.8. Ein Diagramm der Gestalt

X
N
Z Y

nennen wir ein Winkeldiagramm oder kurz einen Winkel. In einer beliebigen
Kategorie 148t sich nicht jeder Winkel zu einem kartesischen Diagramm vervoll-
standigen, aber wenn er sich vervollstindigen 146t, dann ist diese Vervollstdndi-
gung als ein Produkt in Cy- im wesentlichen eindeutig. Wir erlauben uns deshalb
den bestimmten Artikel, schreiben

W:XXyZ

und nennen dieses Objekt das Faserprodukt von X mit Z iiber Y. Vom Morphis-
mus X Xy Z — Z sagen wir, er entstehe aus f durch Zuriickholen mit p oder
gleichbedeutend durch Basiswechsel.
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6.2.9 (Herkunft der Terminologie). Ist f : X — Y eine Abbildungundy € Y
ein Punkt, so nennt man sein Urbild X, = f -1 (y) vielfach auch die ,,Faser iiber
y. Das Faserprodukt in der Kategorie der Mengen konnen wir nun verstehen als
ein ,,faserweises Produkt®, in der Kategorie der Mengen ist nimlich

X xy Z:={(x,z) e Y x Z| f(z) =p(2)}

mit den offensichtlichen Projektionen ein Riickzug und wir haben insbesonde-
re (X xy Z), = X, x Z, fur alle y € Y. Im Fall einer stetigen Abbildung
f + X — Y topologischer Rdume denken wir uns die Fasern X, mit ihrer in-
duzierten Topologie versehen und verstehen so unsere Abbildung als eine durch
y € Y indizierte ,,topologische Familie topologischer Raume iiber der Basis Y.
Der Ubergang zur Abbildung X xy Z — Z bedeutet in diesem semantischen
Umfeld dann einen ,,Wechsel der Basis.

Ubungen

Ubung 6.2.10 (Transitivitiit des Riickzugs). Sei in einer Kategorie ein kommu-
tatives Diagramm der Gestalt

X =Y = 7

! 1 !
X —- 'Y — Z

gegeben mit einem kartesischen Quadrat rechts. Man zeige, dal dann das linke
Quadrat genau dann kartesisch ist, wenn das einhiillende Rechteck kartesisch ist,
mit den horizontalen Verkniipfungen als horizontalen Pfeilen.

Ubung 6.2.11. Man zeige: Ist i : Z — X die Einbettung eines Teilraums und
f Y — X eine stetige Abbildung, so ist das folgende Diagramm kartesisch in
der Kategorie der topologischen Raume:

fH2) =Y
7 lr
Z — X

Ubung 6.2.12. Gegeben zwei kartesische Quadrate ist auch das ,,Produktquadrat®,
bei dem an jeder Ecke das Produkt der zugehorigen Objekte aus unseren beiden
Ausgangsquadraten steht, ein kartesisches Quadrat, wenn diese vier Produkte alle
existieren.

Ubung 6.2.13. Seien ein kartesisches Diagramm in einer Kategorie

Z7-1.X

| s

w-2-vy
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und ein Objekt V' gegeben, dessen Produkte mit den Objekten der unteren Hori-
zontale existieren. So erhalten wir fiir jeden Morphismus & : X — V' ein weiteres
kartesisches Diagramm

A ? X
(g,hq)l l(f»h)

pxid

WxV—Y xV

Ubung 6.2.14. Gegeben ein kartesisches Diagramm in der Kategorie der topolo-
gischen Rdaume zeige man: Ist eine Ausgangskante offen, so auch die gegeniiber-
liegende Kante aus dem Faserprodukt. Ist eine Ausgangskante surjektiv, so auch
die gegeniiberliegende Kante aus dem Faserprodukt.

Ubung 6.2.15. Gegeben G O H eine topologische Gruppe mit einer Untergruppe
erhalten wir ein kartesisches Diagramm von topologischen Raumen

G x H-™ g
prl l
G G/H

6.3 Kokartesische Diagramme

Definition 6.3.1. Kartesische Diagramme in der opponierten Kategorie heillen
kokartesische Diagramme oder auch push-out-Diagramme. Ausgeschrieben
heiBlt ein Diagramm der Gestalt

X S VY
bi \Lcy
7 = W

also kokartesisch, wenn es kommutiert und wenn es fiir jedes andere kommutative
Diagramm
X 5y
b L
z 4 G
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genau einen Morphismus v : W — G gibt mit f = v o ¢, und g = u o c,. Man
mag diese verschiedenen Daten auch zusammenfassen im Diagramm

X—Y

Unsere Eindeutigkeitsaussagen 6.2.8 fiir kartesische Diagramme gelten entspre-
chend auch fiir kokartesische Diagramme. Winkeldiagramme in der opponierten
Kategorie nennen wir Kowinkeldiagramme oder kurz Kowinkel.

6.3.2. Dal} ein Diagramm kokartesisch ist, notiert man auch durch das Symbol ™
in seiner Mitte, etwa in der Form

X——Y
|
Z—sW

Dies Symbol deutet an, aus welchen Kowinkel unser Diagramm durch pushout
entsteht.

Ubungen

Ubung 6.3.3. Man beschreibe den push-out in der Kategorie der Mengen. Hin-
weis: W = (Z UY)/ ~ fiir ~ die Aquivalenzrelation, die von iny (f(z)) ~
ingz(g(x)) fur z € X erzeugt wird. Ist f injektiv, so ist diese Relation bereits
eine Aquivalenzrelation. Dann konnen wir uns den pushout vorstellen als den
Raum, der entsteht, indem wir Y an Z ankleben lings f(X) C Y in der durch
go f~1: f(X) — Z spezifizierten Weise.

Ubung 6.3.4. Ist in einem kartesischen oder kokartesischen Diagramm ein Ur-
sprungspfeil ein Isomorphismus, so auch der gegeniiberliegende Pfeil aus dem
pull-back beziehungsweise in den push-out.

Ergiinzende Ubung 6.3.5 (Mengentheoretischer Basiswechsel). In einem karte-
sischen Diagramm von Mengen

wW-—1-Xx
g f
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gilt fiir jede Teilmenge A C X die Gleichheit p~'(f(A)) = g(¢ ' (A)) von Teil-
mengen von Z. In einem kokartesischen Diagramm gilt das im allgemeinen nicht
mehr. Es gilt jedoch unter der Zusatzannahme, dafl ¢ oder g injektiv sind.

Ubung 6.3.6 (Pushout und pullback fiir abelsche Gruppen). In der Kategorie
der abelschen Gruppen ist ein Diagramm

wW-—1-Xx

|

kartesisch beziehungsweise kokartesisch genau dann, wenn die Sequenz W —
X @ Z — Y mit Morphismen (¢, ¢)" und (f, —p) linksexakt beziehungsweise
rechtsexakt ist. Insbesondere 146t sich jeder Winkel beziehungsweise Kowinkel zu
einem kartesischen beziehungsweise kokartesischen Diagramm vervollstindigen.
Ist in einem kokartesischen Diagramm von abelschen Gruppen von zwei paralle-
len Pfeilen einer eine Surjektion, so auch der andere. Ist in einem kokartesischen
Diagramm von abelschen Gruppen ein Ursprungspfeil eine Injektion, so auch der
gegeniiberliegende Pfeil in den push-out. Hinweis: Man argumentiere mit einer
expliziten Konstruktion des push-out. Wer spickeln will, vergleiche ??. Ein allge-
meines Argument wird in ?? gegeben.

Ergiinzende Ubung 6.3.7 (Basiswechsel fiir Untergruppen). Sowohl in einem
kartesischen als auch in einem kokartesischen Diagramm von abelschen Gruppen

wW-—2-Xx

| s

gilt fiir jede Untergruppe A C X die Gleichheit p~'(f(A)) = g(¢ '(A)) von
Untergruppen von Z. Hinweis: Jedes kartesische Diagramm von abelschen Grup-
pen ist kartesisch als Diagramm von Mengen. Jedes kokartesische Diagramm von
abelschen Gruppen wird kartesisch, wenn wir seine obere linke Ecke ersetzen
durch ihren Quotienten nach dem Schnitt der Kerne der von ihr ausgehenden Mor-
phismen. So kann man sich auf 6.3.5 zuriickziehen. In der groflerer Allgemeinheit
der ,,abelschen Kategorien* diskutieren wir das in 2?.

Ubung 6.3.8. Jeder Riickzug einer offenen Abbildung von topologischen Rium-
en ist offen. Hinweise: Mengentheoretischer Basiswechsel 6.3.5. Produkte offe-
ner Abbildungen sind offen. Die Einbettung des Definitionsbereichs einer stetigen
Abbildung in ihren Graphen ist initial.
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Ergiinzende Ubung 6.3.9 (Pushout von Kringen). Die algebraisch Gebildeten
unter [hnen mdgen sich iiberlegen, daBl in der Kategorie Kring der kommutativen
Ringe alle Diagramme der Gestalt

Cc — B
I {
A —- A®cB

kokartesisch sind, mit beliebigen Ringhomomorphismen C' —+ A und C' — B,
der hoffentlich offensichtlichen Multiplikation auf dem Tensorprodukt, und den
hoffentlich offensichtlichen Ringhomomorphismen in das Tensorprodukt.

Ergiinzende Ubung 6.3.10. In der Kategorie der Mengen ist das Faserprodukt
zweier Objekte iiber ihrem Koprodukt stets das initiale Objekt alias die leere Men-
ge. Der Pushout eines Produkts dahingegen ist nur dann das finale Objekt alias die
einpunktige Menge, wenn keiner der beiden Faktoren die leere Menge ist.

6.4 Satz von Seifert und van Kampen

Satz 6.4.1 (Seifert-van Kampen). Sei ein topologischer Raum X die Vereinigung
zweier offener Teilmengen U,V @ X. Ist der Schnitt U NV wegzusammenhdn-
gend, so bilden fiir jeden Basispunkt x € U NV die Vorschiibe der Fundamental-
gruppen ein kokartesisches Diagramm von Gruppen

m(UNV,z) —m(V,x)
Lo
™ (U, x) m (X, x)

6.4.2. Der Beweis dieses Satzes wird uns bis zum Ende dieses Abschnitts be-
schiftigen. In 6.6.4 diskutieren wir ganz allgemein, dal und wie sich jeder Kowin-
kel von Gruppen zu einem kokartesischen Diagramm ergénzen 1483t. Wir beginnen
mit einigen Vorbereitungen.

6.4.3 (Die Kategorie der Kategorien). Die Gesamtheit aller Kategorien bildet
mit Funktoren als Morphismen selbst eine Kategorie

Cat

Etwas sorgfiltiger sollte man ein Universum &l festhalten und dann etwa die Ka-
tegorie UCat aller Kategorien betrachten, deren Morphismenmengen und Objekt-
menge Elemente von 4 sind, aber diese Feinheiten sind hier nicht relevant.
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AN
y
W
N

Berechnung der Fundamentalgruppe der Figur 8 mit Seifert-van Kampen. Das
Symbol in der Mitte soll andeuten, da3 wir ein push-out-Diagramm vor uns
haben. Die Formel Z * Z meint das Koprodukt von Gruppen, wie es in 6.6.2 noch
ausfiihrlicher besprochen werden wird. Ich hoffe, es verwirrt nicht zu sehr, daf3
die triviale Gruppe darin multiplikativ notiert ist als 1, wohingegen die freie
Gruppe mit einem Erzeuger darin Z notiert wird, also in additiver Notation mit
dem neutralen Element 0.
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6.4.4. Wir erinnern aus 5.6.15 das fundamentale Gruppoid Wx = W(X) eines
topologischen Raums X. Jede stetige Abbildung f : X — Y ist die Objekt-
abbildung eines Funktors f : W(X) — W(Y), dessen Effekt auf Morphismen
durch [a] — [f o a] gegeben wird.

Satz 6.4.5 (Seifert-van Kampen fiir das fundamentale Gruppoid). Gegeben
ein topologischer Raum X mit einer Uberdeckung X = U UV durch zwei offene
Teilmengen U,V @ X erhalten wir mit den durch die Einbettungen gegebenen
Funktoren in der Kategorie der Kategorien ein kokartesisches Diagramm

WU NV) —=W(V)
| o
W(U) W(X)

Beweis. Fiir den Beweis verwenden wir eine andere Schreibweise und setzen
U=U;undV = U_und U, = Uy NU_. Jeder Morphismus in W(X) list sich
als Verkniipfung von Morphismen schreiben, die von WW(U_.) oder von W(U_)
herkommen. In der Tat gibt es fiir jeden Weg v : [0,1] — X eine Untertei-
lung 0 = ag < a1 < ay < ... < a, = 1 des Einheitsintervalls derart, daf fiir
1 < p <rgiltyla,-1,a,] C U; oder y[a,—1,a,] C U_. Das folgt etwa aus dem
Uberdeckungssatz von Lebesgue 2.4.9 angewandt auf die offene Uberdeckung des
Kompaktums [0, 1] durch v~*(U, ) und v~ (U_). Ein Funktor F : W(X) — C
in eine weitere Kategorie C wird also bereits eindeutig festgelegt durch die Funk-
toren Foiy : WU,) - Cund Foi_ : WU_) — C,wobei iy : Uy — X
ebenso die Einbettungen wie die zugehorigen Funktoren auf den fundamentalen
Gruppoiden bezeichnen. Es bleibt zu zeigen, daf es fiir eine weitere Kategorie C
und Funktoren 7 : W(Uy) — C derart, dal das Diagramm

W(Un) —W(U-)

oLk

W(U,)

kommutiert, auch in der Tat einen Funktor /' : W(X) — C gibt mit F oiy = I,.
Konstruieren wir also einen derartigen Funktor F'. Auf Objekten ist klar, welche
Abbildungsvorschrift wir nehmen kénnen und miissen. Es ist auch klar, dall der
Funktor ', wenn es ihn denn gibt, auf einem Morphismus g € Wx (z, y) wie folgt
berechnet werden kann: Man wihlt einen Weg ~ : [0, 1] — X von z nach y mit
g = [7], wihlt dazu eine Unterteilung 0 = ap < a3 < a3 < ... < a, = 1 wie
oben, wihlt fiir jedes p ein Vorzeichen e(p) mit y[a,—1, a,] C U.(,), bezeichnet mit
Y, 1 [0,1] = Us(,) den zugehdrigen auf das Einheitsintervall umparametrisierten

150



Weg, bezeichnet mit [7,].(,) den zugehorigen Morphismus in YW (Uy(,)), und hat
dann
F(.g) = (]E(T) [77’]6(7”)) ©...0 (15(2) [72]6(2)) © (Ia(l)[’yl]a(l))

Es ist schlieBlich klar, dal wir einen Funktor /' mit den gesuchten Eigenschaften
durch diese Vorschrift konstruieren kénnen, wenn es gelingt zu zeigen, daf F'(g)
unabhiingig ist von allen diesen Wahlen. DaB} es auf die Wahl der jeweiligen Vor-
zeichen ¢(p) nicht ankommt, folgt aus unserer Annahme der Kommutativitit des
letzten Diagramms. Dal} es auf die Wahl der Unterteilung von 7 nicht ankommt,
erkennt man, indem man bei zwei Wahlen zu einer gemeinsamen Verfeinerung
iibergeht und die Annahme ausnutzt, da unsere /. Funktoren sind. Damit lie-
fert jeder Reprisentant v von g schon mal ein wohldefiniertes F,(g). Bleibt zu
zeigen, daB3 es auch auf die Wahl des Reprisentanten v der Homotopieklasse g
nicht ankommt. Aber sei sonst ¢ ein weiterer Repriasentant und h : v ~ 1 ei-
ne Homotopie mit festen Endpunkten. Wieder nach dem Uberdeckungssatz von
Lebesgue gibt es Unterteilungen 0 = ay < a; < as < ... < a, = 1 und
0=0by < by <by<...<by=1derart,dafjedesFeld [a,_1,a,|x[b,_1,b,] unter
unserer Homotopie & ganz nach U, oder ganz nach U_ abgebildet wird. Sind p, ¢
benachbarte Ecken eines Feldes, so bezeichnen wir mit d,,, : [0, 1] — [0, 1] x [0, 1]
die affine Abbildung mit d, ,(0) = ¢, d, ,(1) = p und setzen v, , = h o d, ,. Fir
ein von h ganz nach U, abgebildetes Feld mit Ecken

)

sind die Wege v, ., * Ya,» und 7. , * v, , dann in U, homotop. In der Tat folgt aus
5.2.9 sofort die Homotopie d, ., * dy =~ d,,, * d, , in Q(Feld, z, z). Betrachten
wir nun irgendeinen Weg ¢ im Einheitsquadrat, dem Definitionsbereich unserer
Homotopie A, der mit konstanter absoluter Geschwindigkeit auf den Kanten unse-
rer Felder von (0, 0) nach (1, 1) lduft und dabei immer nach rechts oder nach oben
lduft. Nach dem vorhergehenden ist F},.,(g) unabhingig von ¢. Andererseits gilt,
jetzt mit der Notation ¢ fiir konstante Wege, offensichtlich € x v = h o ¢ fiir ¢
das ¢, das erst die Unterkante entlanglduft und dann die rechte Seite hoch, und
Y *x € = h o ¢y fiir ¢ das ¢, das erst die limke Seite hochlduft und dann die
Oberkante entlang. So aber folgt

F(9) = Fear(9) = Frog, (9) = Frog,(9) = Fyue(g) = Fy(g) O

Beweis von Seifert-van Kampen. Gegeben ein Monoid M bezeichne [M] die zu-
gehorige Ein-Objekt-Kategorie mit einem einzigen Objekt, dessen Monoid von
Endomorphismen gerade M ist. Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt A € C
haben wir stets einen tautologischen Funktor [C(A)] — C, der das einzige Ob-
jekt auf das Objekt A abbildet. Ein Gruppoid heifit zusammenhiingend, wenn es
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zwischen je zwei seiner Objekte mindestens einen Morphismus gibt. Ist JV ein
zusammenhingendes Gruppoid und wihlen wir ein Objekt z € VW und fiir jedes
y € VYV einen ausgezeichneten Morphismus g, : © — y, so erhalten wir umge-
kehrt einen Funktor W — [W(x)| durch die Vorschrift f — g;! o f o g, fiir alle
Morphismen f : y — z. Ist dabei speziell g, = id,, so ist die Verkniipfung

W(@)] =W = W(z)]

unserer beiden eben diskutierten Funktoren der Identitdtsfunktor. Beim Beweis
des Satzes von Seifert-van Kampen diirfen wir nun ohne Beschriankung der Allge-
meinheit auBer U NV auch U und V' und damit X wegzusammenhingend anneh-
men, indem wir andernfalls jeweils zur Wegzusammenhangskomponente unseres
Basispunkts z iibergehen. Dann konnen wir fiir jeden Punkt y € X einen Weg
von x nach y wihlen so, dall unser Weg der konstante Weg ist im Fall y = z und
ganz in U beziehungsweise V' verlduft, falls y in U beziehungsweise V' liegt. Mit
diesen Wahlen erhalten wir nach dem vorhergehenden im Schaubild

WUnv)—s=w(Vv) [m(UNV,z)] —[m(V, z)]
o | i
W(U) W(X) [m1 (U, z)] [m1(X, )]

Funktoren von allen vier Ecken des linken in alle vier Ecken des rechten Dia-
gramms. Sie lassen sogar einen kommutativen Wiirfel entstehen und sind halbin-
vers zu den offensichtlichen Einbettungen. Da das linke Diagramm kokartesisch
ist, folgt dasselbe fiir das rechte Diagramm. Ist genauer GG eine Gruppe, so liefert
jede Ergidnzung des Kowinkels im rechten Diagramm zu einem kommutativen
Quadrat

MU NV, 2)] —[m(V,z)]

i |

(U, )] G

eine Ergiinzung des Kowinkels im linken Diagramm zu einem kommutativen Qua-
drat mit [G] als rechter unterer Ecke. Diese Ergiinzung mufl von einem Funk-
tor W(X) — [G] herkommen, der dann hinwiederum einen moglichen Funktor
[m1(X, x)] — [G] liefert, der zu dem urspriinglichen kommutativen Quadrat fiihrt.
Jeder derartige Funktor hinwiederum kommt von einem eindeutig bestimmten
Funktor W(X) — [G] her und ist damit auch selbst eindeutig bestimmt. O

Ubungen

Ubung 6.4.6. Ist M eine zusammenhingende d-Mannigfaltigkeit der Dimension
d > 3und E C M eine endliche Teilmenge, so induziert die Einbettung M\ E —
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M einen Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen.

Ubung 6.4.7. Man zeige, daB die Fundamentalgruppe des Komplements einer
Kreislinie im R? isomorph ist zu Z. Hinweis: Die Fundamentalgruppe 4ndert sich
nach 6.4.6 nicht, wenn wir den R? durch Hinzufiigen eines Punktes zur S® ma-
chen. Dann kann man 5.7.17 anwenden.

6.5 Freie Monoide und freie Gruppen

Satz 6.5.1. 1. Gegeben eine Menge X existiert ein Paar (W, €) bestehend aus
einem Monoid W und einer Abbildung ¢ : X — W derart, daf fiir jedes
weitere Monoid M das Vorschalten von ¢ eine Bijektion

(og) : Mon(W, M) = Ens(X, M)

zwischen der Menge aller Monoidhomomorphismen W — M und der Men-
ge aller Abbildungen X — M induziert. Wir nennen solch ein ¢ eine uni-
verselle Mengen-Monoid-Abbildung;

2. Gegeben zwei universelle Mengen-Monoid-Abbildungen ¢ : X — W und
T : X — V existiert genau ein Monoidhomomorphismus c : W — 'V mit
coe = 7 und genau ein Monoidhomomorphismus d : V — W mitdot = ¢,
und diese Abbildungen c und d sind zueinander inverse Isomorphismen.

6.5.2. Unsere Paare (W, ¢) sind nach Teil 2 eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen
Isomorphismus. Eine universelle Mengen-Monoid-Abbildung € : X — W ver-
dient damit den bestimmten Artikel. Man nennt (W, €) das freie Monoid iiber X .
Wir verwenden fiir die universelle Mengen-Monoid-Abbildung aus einer Menge
X die Notation

g: X — Mon“X

6.5.3. Die charakterisierende Eigenschaft einer universellen Mengen-Monoid-Ab-
bildung € : X — W bedeutet in anderen Worten: Ist A/ ein Monoid und ¢ : X —
M eine Abbildung von Mengen, so soll es genau einen Monoidhomomorphismus
@ : W — M geben mit p o e = ¢, im Diagramm

X—==W

|
El)
N

M

Beispiele 6.5.4. Fiir das einelementige Monoid {1} ist die Abbildung () — {1}
universell. Das freie Monoid iiber der leeren Menge besteht in anderen Worten
nur aus dem neutralen Element. Fiir das additive Monoid (N, +) ist die Abildung
{*} — N mit % — 1 universell. Das freie Monoid iiber der einelementigen Menge
ist in anderen Worten das additive Monoid der natiirlichen Zahlen.

153



Beweis. Gegeben eine Menge X konstruieren wir eine universelle Abbildung
von X in ein Monoid W wie folgt: Fiir n = 0,1, 2, ... betrachten wir zunéchst
die Mengen W,, := Ens({1,...,n}, X). Wir notieren unsere Abbildungen a :
{1,...,n} — X als a : i — q; und interpretieren Elemente a € W, als endliche
Worter aqas . . . a, aus Elementen von X. Die Menge W, besteht insbesondere nur
aus einem Wort, dem ,,leeren* Wort, notiert e. Wir betrachten dann die ,,Menge
aller Worter W = |_|n>0 W, und erkldren darauf die Verkniipfung des ,,Hinter-
einanderschreibens von Wortern®

WxWwW — W
(a,b) +— ab

Diese Verkniipfung ist offensichtlich assoziativ, die Lingen von Wortern addieren
sich beim Verkniipfen und das leere Wort ist ein neutrales Element. Die Abbildung
e : X — W, die jedem Element z € X das Wort x € W, bestehend aus x als
einzigem Buchstaben zuordnet, ist dann offensichtlich eine universelle Mengen-
Monoid-Abbildung. Die Argumentation ist beim Beweis von Teil 2 sehr dhnlich
wie beim Nachweis der Eindeutigkeit von Produkten bis auf eindeutigen Isomor-
phismus 6.1.3 und bleibe dem Leser iiberlassen. Formal sind alle diese Aussagen
Spezialfille der Eindeutigkeit darstellender Objekte 10.10.17. 0

Satz 6.5.5. 1. Gegeben eine Menge X existiert ein Paar (F,¢) bestehend aus
einer Gruppe F' und einer Abbildung ¢ : X — F' derart, daf fiir jede
weitere Gruppe G das Vorschalten von ¢ eine Bijektion

(oe) : Grp(F,G) = Ens(X, G)

zwischen der Menge aller Gruppenhomomorphismen F' — G und der Men-
ge aller Abbildungen X — G induziert. Wir nennen solch ein ¢ eine uni-
verselle Mengen-Gruppen-Abbildung;

2. Gegeben zwei universelle Mengen-Gruppen-Abbildungen ¢ : X — F und
7 : X — H existiert genau ein Gruppenhomomorphismus c : F' — H
mit c o € = T und genau ein Gruppenhomomorphismus d : H — F mit
d o1 = ¢, und diese Abbildungen c und d sind zueinander invers.

6.5.6. Unsere Paare (F, <) sind nach Teil 2 ,,eindeutig bestimmt bis auf eindeuti-
gen Isomorphismus®, wenn sie existieren. Eine universelle Mengen-Gruppen-Ab-
bildung ¢ : X — F verdient damit den bestimmten Artikel. Man nennt (F,¢)
die freie Gruppe iiber X. Wir verwenden fiir die universelle Mengen-Gruppen-
Abbildung aus einer Menge X die Notation

e: X > Grp' X
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6.5.7. Die charakterisierende Eigenschaft einer universellen Mengen-Gruppen-
Abbildung ¢ : X — F bedeutet in anderen Worten: Ist G eine Gruppe und
¢ : X — G eine Abbildung von Mengen, so soll es genau einen Gruppenho-
momorphismus ¢ : F' — G geben mit ¢ o € = ¢, im Diagramm

X —=F

|
I
R

G

Beispiele 6.5.8. Fiir die einelementige Gruppe {1} ist die Abbildung 0 — {1}
universell. Die freie Gruppe iiber der leeren Menge besteht in anderen Worten
nur aus dem neutralen Element. Fiir die additive Gruppe (Z, +) ist sowohl die
Abbildung {*} — Z mit * — 1 als auch die Abbildung {*} — Z mit x — —1
universell.

Beweis. Gegeben eine Menge X konstruieren wir eine universelle Mengen-Grup-
pen-Abbildung € : X — F wie folgt: Wir beginnen mit dem freien Monoid

W= := Mon (X x {+1,—1})

iiber dem kartesischen Produkt X x {+1, —1}. Wir interpretieren Elemente a die-
ses Monoids als endliche Worter aj'a3? ... a" mita; € X und o; € {+1, —1}.
Ein typisches Element unseres Monoids wiire etwa das Wort zyz~tzy ! mitz,y €
X. Sei nun ~ die kleinste Aquivalenzrelation auf W= derart, daB mit unserer No-
tation e fiir das leere Wort gilt:

l. zz ' ~e~z 2 Vo e X;
2. a~b = ca~ cbundac~ bc Va,b,c € W*.

Bezeichne F := W*/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Die Klasse von a €
W= heiBe [a]. Offensichtlich definiert die Verkniipfung auf 1¥* eine Verkniipfung
auf I'. Das Assoziativgesetz gilt schon in W*, also erst recht in F'. Das leere Wort
e ist schon neutral in W%, also ist erst recht [e] neutral in F. Um die Existenz
von Inversen nachzuweisen, betrachte man zu a = aj'a3*...a2" das Wort b =
a,’"...ay"%a; " oder in Formeln zu a : {1,...,n} — (X x {+1,—1}) das
Wort b gegeben durch b(i) = (a,,_;, —0,_;). Ist zum Beispiel a = zyx~'yzz, so
nehmen wir b = x~'z~'y~tzy~ 'z~ Dann gilt offensichtlich [b][a] = [a][b] =
[e]. Mithin ist F' eine Gruppe. Wir betrachten nun die Abbildung ¢ : X — F
gegeben durch x +— [z]| und zeigen sie universell ist. Seien dazu GG eine Gruppe
und ¢ : X — G eine Abbildung. Man definiere ¢ : W+ — G durch

g

plar’ . ag") = plar)™ ... plan)”™
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Betrachten wir auf W* die Aquivalenz-Relation a ~, b < ¢(a) = $(b), so er-
fiillt ~, sicher die Bedingungen 1 und 2 an unsere Aquivalenzrelation auf W=,
Also ist ¢ konstant auf den Aquivalenzklassen zu ~ und definiert eine Abbildung
¢ F — G mit ¢([a]) = $(a). Damit ist die Existenz von ¢ gezeigt. Die Ein-
deutigkeit ist klar, unsere Abbildung ¢ : X — F'ist also in der Tat universell. Die
Argumentation ist beim Beweis von Teil 2 sehr d@hnlich wie beim Nachweis der
Eindeutigkeit von Produkten bis auf eindeutigen Isomorphismus 6.1.3 und bleibe
dem Leser iiberlassen. Formal sind alle diese Aussagen Spezialfille der Eindeu-
tigkeit darstellender Objekte 10.10.17. U

Vorschau 6.5.9. Die Notationen Mon" X und Grp* X werden in 8.8.7 verallge-
meinert auf beliebige Kategorien C mit einem ausgezeichneten Funktor in die
Kategorie der Mengen v : C — Ens. Auch in dieser Situation erkldren wir eine
,universelle Mengen-C-Abbildung* als eine Abbildung ¢ : X — vC' mit X € Ens
und C' € C mit der Eigenschaft, dal das Anwenden von v und Vorschalten von
e fir alle D € C eine Bijektion (o¢) : C(C, D) = Ens(X,vD) liefert. Auch in
dieser Allgemeinheit notieren wir C' dann gerne C* X .

Beispiel 6.5.10 (Fundamentalgruppe koendlicher Teilmengen der Ebene). Ge-
geben ' C C eine endliche Teilmenge und * € C\ £ ein Basispunkt derart, dal
keine zwei Punkte aus £ mit * kollinear sind, erhalten wir einen Isomorphismus

Grp* E 5 m(C\E, %)

durch die Vorschrift p — [a,] mit o, einem Weg, der erst auf geradem Wege von
* s0 nah an p herangeht, dal man niher bei p ist als bei allen anderen ¢ € F/, dann
einmal im Gegenuhrzeigersinn um p herum, und dann wieder auf geradem Wege
zu * zuriick®. Das folgert man induktiv mit Seifert-van Kampen und Ubung 6.5.16
und der offenen Uberdeckung, die wir erhalten, indem wir erst die Ebene von *
ausgehend so in Kuchenstiicke aufschneiden, da3 in jedem Kuchenstiick genau ein
Punkt von F liegt, und dann diese Kuchenstiicke etwas aufdicken, indem wir alle
Punkte mit einem Abstand < € vom gegebenen Kuchenstiick mit dazunehmen und
dabei ¢ > 0 so klein wihlen, dafl auch in jedem dieser aufgedickten Kuchenstiicke
nur genau ein Punkt von F liegt. Im Fall eines allgemeinen Basispunktes konnen
wir uns mit unseren Erkenntnisse zum Wechsel des Basispunktes 5.7.2 unschwer
auf den bereits behandelten Fall zuriickziehen.

Ergdnzung 6.5.11. Gegeben eine Menge X kann man die abelsche Gruppe ZX
aller derjenigen Abbildungen X — Z betrachten, die an hochstens endlich vielen
Stellen von Null verschiedene Werte annehmen. Die Abbildung € : X — ZX,
die jedem Element von X seine charakteristische Funktion zuordnet, hat dann die
universelle Eigenschaft, dal das Vorschalten dieser Abbildung fiir jede abelsche
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Ein geschlossener nicht zusammenziehbarer Weg im Komplement einer
zweielementigen Teilmenge der komplexen Zahlenebene. Denken wir uns das
Mittelkreuz als Basispunkt und bezeichnet o beziehungsweise (3 in der
Fundamentalgruppe das Umrunden gegen den Uhrzeigersinn von a
beziehungsweise b, so ist unser Fundamentalgruppe nach 6.5.10 frei erzeugt von
a und 3 und unser Weg repriisentiert das Element o' 3713 in der
Fundamentalgruppe. Denken wir uns an den beiden Kreuzen je einen Nagel in
die Wand geschlagen, bleibt unsere Schnur hingen, weil sie eben ein
nichttriviales Element der Fundamentalgruppe repréisentiert. Sobald wir einen
der beiden Nigel herausziehen, wird jedoch die Fundamentalgruppe des
Komplements des verbleibenden Nagels kommutativ und die Schnur fillt
herunter.
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Gruppe A eine Bijektion
(og) : Ab(ZX, A) = Ens(X, A)

zwischen der Menge aller Homomorphismen von abelschen Gruppen ZX — A
und der Menge aller Abbildungen X — A induziert. Sie ist also eine universel-
le Mengen-(abelsche-Gruppen)-Abbildung. Aufgrund dieser universellen Eigen-
schaft heillit ZX die freie abelsche Gruppe iiber X und wir notieren sie auch
ADb" X und notieren unsere universelle Abbildung ¢ : X — Ab" X. Wieder legt
diese universelle Eigenschaft unser Paar (¢, Z.X) bereits bis auf eindeutigen Iso-
morphismus eindeutig fest. So erkennen wir, da3 der durch das letztere ¢ indu-
zierte Gruppenhomomorphismus ¢ : Grp* X — Ab" X einen Isomorphismus

(Grp* X)?> = Ab' X

von der Abelisierung im Sinne von 5.8.1 der freien Gruppe tiber X in die freie
abelsche Gruppe iiber X induzieren mufl. Das hinwiederum zeigt, daf3 die frei-
en Gruppen iiber zwei Mengen X, Y nur dann isomorph sein konnen, wenn gilt
| X| = |Y], denn fir A := Ab* X konnen wir das daraus folgern, dab A/2A
in Bijektion ist zur Menge aller endlichen Teilmengen von X. Wir nennen die
Kardinalitit von X den Rang der freien Gruppe Grp* X.

Vorschau 6.5.12. Da die Vorschrift X — ZX einen kovarianten Funktor Ens —
Ab liefert, ist es richtiger, die Elemente von ZX als eine Art ,kompakt getrage-
ner Malle* auf X aufzufassen. Wenn wir diesen Gesichtspunkt betonen wollen,
verwenden wir die Notation ZX = Maf}(X) und e(z) = J,.

Ergdnzung 6.5.13 (Freie Untergruppen einer Matrixgruppe). Man kann sich
mit Mobiusgeometrie anschaulich leicht klar machen, daB die Gruppe GL(2; C),
ja selbst die Gruppe PGL(2; C) freie Untergruppen von beliebigem endlichem
Rang besitzt. Dazu betrachtet man ihre Operation auf der Zahlenkugel P'C. Fiir
jedes Paar von abgeschlossenen Kreisscheiben K, L C P'C mit K C L° findet
man 7 € PGL(2;C) mit v(K°) = L°. Erinnert man etwa P!C = C U {oo}
und nimmt zwei konzentrische Kreisscheiben in C, so wire etwa eine geeignete
Streckung ein mogliches v. Wihlt man nun endlich viele paarweise disjunkte ab-
geschlossene Kreisscheiben K; C L° und betrachtet das Untergruppenerzeugnis
[ := (y,...,7 ) der zugehorigen ~;, so erhilt man eine freie Gruppe vom Rang .
In der Tat, betrachtet man die Menge A aller Translate des A := I'(0L) des Rand-
kreises von L und die Menge £ := Zus(A) ihrer Zusammenhangskomponenten
und verbindet je zwei Elemente p,q € E durch eine Kante, wenn die entspre-
chenden Kreise im AbschluB derselben Zusammenhangskomponente von P'C\ A
liegen. So erhélt man einen zykelfreien eindimensionalen Simplizialkomplex ali-
as Baum, bei dem von jeder Ecke 2r Kanten ausgehen. Die induzierte Operation

158



von [ auf diesem Simplizialkomplex geschieht in der Weise, daf} unsere Erzeuger
~v; und ihre Inversen jede Ecke p € E auf alle ihre 2 Nachbarn schieben. So kann
man zumindest anschaulich gut einsehen, da3 I' eine freie Gruppe vom Rang r
sein muB. Diese freien Untergruppen von PGL(2; C) heiBen Schottky-Gruppen.

Ubungen

Ubung 6.5.14 (Freie Gruppe als Menge unkiirzbarer Worte). Sei X eine Men-
ge. Man zeige, daB jedes Element der freien Gruppe Grp* X iiber X genau einen
Reprisentanten kiirzester Linge im freien Monoid Mon* (X x {41, —1}) hat, und
daf} diese Reprisentanten genau die ,,unkiirzbaren Worte* aus diesem freien Mo-
noid sind. Hinweis: Man konstruiere eine Operation der Gruppe Grp* X auf der
Menge aller unkiirzbaren Worte.

Ubung 6.5.15. Man zeige, daB = und a := yzyz 'y~ ! in der freien Gruppe iiber
den beiden Symbolen z, y eine echte Untergruppe erzeugen, die surjektiv auf die
Abelianisierung unserer freien Gruppe abbildet. Hinweis: 6.5.14.

Ubung 6.5.16. Jede Abbildung von Mengen ¢ : X — Y setzt sich auf genau
eine Weise fort zu einer Abbildung von Gruppen Grp* X — Grp"Y, und unser
Grp" ist so in natiirlicher Weise ein Funktor von den Mengen in die Gruppen. Man
zeige, daB dieser Funktor Grp" kokartesische Diagramme von Mengen zu kokar-
tesischen Diagrammen von Gruppen macht. Das wird spéter zu 8.3.12 verallge-
meinert. Sind insbesondere X und Y zwei Mengen, so ist das folgende Diagramm
kokartesisch in der Kategorie der Gruppen:

GrpM (X NY) — Grp* X

\ 1
Grp'Y — GrpM(XUY)

Ubung 6.5.17. Man zeige, daB3 wir einen Isomorphismus zwischen der freien
Gruppe iiber einer endlichen Menge I und der Fundamentalgruppe der Einpunkt-
verbindung \/,_; S von Kopien der bepunkteten Riume (S, 1) erhalten, wenn
wir jedem ¢ € [ das ,,einfache Durchlaufen der i-ten Kreislinie* zuordnen.

Ubung 6.5.18 (Verschlungene und nicht verschlungene Kreislinien). Die Fun-
damentalgruppe des Komplements der Vereinigung von zwei ,,nicht ineinander
verschlungenen* Kreislinien in R? ist isomorph zur freien Gruppe in zwei Erzeu-
gern. Hinweis: 6.4.7. Die Fundamentalgruppe des Komplements von zwei ,,inein-
ander verschlungenen‘ Kreislinien in R ist isomorph zur freien abelschen Gruppe
in zwei Erzeugern. Hinweis: R? mithilfe von 6.4.6 zu S? ergiinzen, 5.7.17 anwen-
den. Es gibt also keinen Homdomorphismus des R? mit sich selber, der ein Paar
von verschlungenen Kreislinien zu einem Paar von nicht verschlungenen Kreisli-
nien macht.
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Ubung 6.5.19. Man bestimme die Fundamentalgruppe des Komplements einer
Acht in R3.

6.6 Push-out von Gruppen

6.6.1. Schon beim Satz von Seifert und van Kampen wird sich der Leser gefragt
haben, ob sich jedes Kowinkeldiagramm von Gruppen zu einem kokartesischen
Diagramm vervollstdndigen 146t. Das ist in der Tat der Fall und soll nun bewiesen
werden. Wir beginnen mit einem besonders einfachen Fall.

Satz 6.6.2 (Koprodukte von Gruppen). In der Kategorie der Gruppen existiert
zu je zwei Gruppen ein Koprodukt.

Ergdnzung 6.6.3. Man zeigt dhnlich, daB fiir eine beliebige Familie von Gruppen
ein Koprodukt in der Kategorie der Gruppen existiert.

Beweis. Das Koprodukt von zwei Gruppen GG; und G, heif3it auch das freie Pro-
dukt der Gruppen GG; und GG, und wird notiert als

Gl*GQ

Nach der universellen Eigenschaft der freien Gruppe Grp* G iiber der Menge GG
haben wir fiir jede Gruppe GG genau einen Gruppenhomomorphismus 1 = 7g :
Grp*G — @, dessen Verkniipfung mit ¢ : G — Grp' G die Identitit auf G
ist. Den Kern RG C Grp" G dieses Gruppenhomomorphismus nennen wir die
,Relationen von G*. Wir definieren die Gruppe GG; * G5 als den Quotienten der
freien Gruppe iiber der disjunkten Vereinigung unserer beiden Gruppen nach dem
von den Relationen in beiden Gruppen erzeugten Normalteiler, in Formeln

G1 S GQ = Grp\(Gl L GQ)/<<RG1 U RGQ»

Hier haben wir der Einfachheit halber das Bild von RG; unter der von der In-
klusion induzierten Abbildung Grp* G; — Grp*(G; U G3) auch mit RG; be-
zeichnet. Wir behaupten nun, daB diese Gruppe (G; * GG mit den offensichtlichen
Abbildungen can; : G; — G4 * G5 ein Koprodukt ist. In der Tat, ist irgendeine
Gruppe H gegeben mitsamt Abbildungen f; : Gy — H und f5 : G5 — H, so
erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus f : Grp*(G; U G3) — H. Ist zu-
sitzlich f; ein Gruppenhomomorphismus, so liegt RG; im Kern von f. Sind f1, fo
Gruppenhomomorphismen, so definiert f mithin einen Gruppenhomomorphismus
f:G %Gy — H. [

Korollar 6.6.4. Jedes Kowinkeldiagramm von Gruppen lifst sich zu einem push-
out-Diagramm vervollstindigen.
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6.6.5. Man nennt so einen push-out auch ein amalgamiertes Produkt und be-
zeichnet ihn mit G *g Go.

Beweis. Sei
G B Go
o1 d
Gy

unser Kowinkeldiagramm. Wir konstruieren dann unseren Pushout als den Quo-
tienten Gy * Go/{(p1(x)Lpo(z) | * € G)) und iiberlassen es dem Leser, die
universelle Eigenschaft zu priifen. [

Ubungen

Ubung 6.6.6. Ist in einem kokartesischen Diagramm von Gruppen einer der Aus-
gangspfeile eine Surjektion, so auch der parallele Pfeil in den Pushout. Hinweis:
Sein Bild hat die universelle Eigenschaft.

Ubung 6.6.7 (Explizite Beschreibung des freien Produkts). Seien G, G5 Grup-
pen. Man zeige, daf} sich jedes Element des freien Produkts GG * G5 in eindeutiger
Weise als ein Produkt g, g; . . . g, schreiben 1Bt mit n > 0 und g € G, () nicht
das neutrale Element und ¢(k) # ¢(k+ 1) fir 1 < k < n. Wie iiblich soll hier das
leere Produkt mit n = 0 das neutrale Element von GG; * GGy darstellen. Hinweis:
Man orientiere sich am Beweis von Ubung 6.5.14.

6.7 Simplizialkomplexe und triangulierbare Flichen

6.7.1. Gegeben V ein reeller Raum und M C V eine Teilmenge definiert man
die konvexe Hiille von )/ als als den Schnitt aller konvexen Teilmengen von V/,
die M umfassen. Explizit wird die konvexe Hiille einer nichtleeren Menge im Fall
eines Vektorraums gegeben durch die Vorschrift

kOHV(M) = {Z?:O tzpz ’ n 2 O, Pi € M, tl Z O, E;L:() tl = 1}

Im Fall eines affinen Raums gilt dieselbe Formel, wenn man die Summe interpre-
tiert als ¢ + >, t;(p; — ¢) fur irgendeinen Punkt g.

Definition 6.7.2. Ich erinnere daran, daB eine nichtleere Familie (py, .. ., p,) von
Punkten eines reellen affinen Raums affin unabhiingig heiflt, wenn es keinen
(n — 1)-dimensionalen affinen Teilraum gibt, der alle ihre Punkte enthélt. Dann
nennt man ihre konvexe Hiille konv(py, . .., p,) den vollen Simplex mit Ecken

DPo, -3 Pn-
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L

Eine endliche Teilmenge der Ebene, dargestellt durch fette Punkte, und ihre
konvexe Hiille, dargestellt als schraffierter Bereich.
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Beispiele 6.7.3. Ein einzelner Punkt p ist stets affin unabhidngig und wir haben
konv(p) = {p}. Ein Zweitupel (p,q) von Punkten ist affin unabhingig genau
dann, wenn die beiden Punkte verschieden sind, und in diesem Fall ist konv(p, q)
das ,,abgeschlossene Streckenstiick zwischen p und ¢*, das wir manchmal auch
[p, ¢ notieren. Ein Dreitupel (p,q,r) von Punkten ist affin unabhingig genau
dann, wenn die drei Punkte nicht auf einer affinen Gerade liegen, und in die-
sem Fall ist konv(p, ¢, r) die ,,abgeschlossene Fliche des Dreiecks mit den Ecken
p,qund 7.

6.7.4 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung ,,Simplex* kann wohl
zuriickgefiihrt werden auf denselben Wortstamm wie ,,simpel*. In jedem Fall wer-
den volle Simplizes verwendet als einfachste Grundbausteine bei der Konstruktion
komplizierterer Raume. Die Konstruktionsvorschrift ist dabei ein rein kombinato-
risches Datum, das wir gleich definieren und einen ,,Simplizialkomplex* nennen
werden. Den zugehorigen topologischen Raum nennen wir dann seine ,,topologi-
sche Realisierung*.

Definition 6.7.5. Ein Simplizialkomplex = (FE,K) ist eine Menge E mit-
samt einem System /U C P(E) von nichtleeren endlichen Teilmengen von F,
das unter dem Bilden von nichtleeren Teilmengen stabil ist und alle einelementi-
gen Teilmengen von E enthilt. In Formeln ausgedriickt fordern wir von unserem
Mengensystem K C P(FE) also:

. 0<|K| < oo VK €K,
2. (KeKund0#LCK)=LeKk;
3. {e} e KVecE.

Wir nennen die Elemente von E die Ecken und die Elemente von K die Sim-
plizes oder ausfiihrlicher kombinatorischen Simplizes unseres Simplizialkom-
plexes. Die Simplizes der Kardinalitit (n + 1) nennen wir n-Simplizes und die
Menge aller n-Simplizes notieren wir /C,,. Wir identifizieren oft stillschweigend
die Menge £ der Ecken mit der Menge Ky der 0-Simplizes.

Vorschau 6.7.6 (Diskussion der Terminologie). Wenn in der Literatur von einem
Simplizialkomplex die Rede ist, ist auch oft eine ,,Menge mit einer simplizialen
Teilordnung* im Sinne von Ubung 6.7.19 gemeint. Wir diskutieren dort, inwiefern
das ,,im wesentlichen dasselbe Datum* ist wie ein Simplizialkomplex.

Beispiel 6.7.7. Jede Menge E ist mit dem System K = Mg all ihrer nichtleeren
endlichen Teilmengen ein Simplizialkomplex Mg = (E, Mpg). Ich nenne ihn
den maximalen Simplizialkomplex mit Eckenmenge £ .
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Versuch der graphischen Darstellung der topologischen Realisierung eines
Simplizialkomplexes mit acht Ecken £ = {a,b, ..., h}, einem 3-Simplex
{a,b,c,d}, sechs 2-Simplizes {a, b, c}, {a, b, d}, {a,c,d}, {b,c,d}, {b,d, e},
{f, g, h}, und dreizehn 1-Simplizes.
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Definition 6.7.8. Wir ordnen jedem Simplizialkomplex K = (E, K) einen topo-
logischen Raum A(K) zu, den wir seine topologische Realisierung oder kurz
Realisierung nennen. Als zugrundeliegende Menge nehmen wir

AK) = {t : E— Ry

Es gibt einen kombinatorischen Simplex o € K
mit (supp?) = o undes gilt > __,t(e) =1

Hier verwenden wir die iibliche Notation suppt := {e € E | t(e) # 0} fiir den
Tréger oder englisch und franzosisch ,,support” von ¢. Unsere Menge A(K) ist
enthalten im Vektorraum RF aller Abbildungen £ — R mit endlichem Tréger.
Fir 0 € K betrachten wir nun die Teilmenge A(c) C A(K) aller ¢ mit Triger
in 0. Bezeichnen wir fiir e € F mit le = §. € RE das zugehorige Element der
Standardbasis und besteht o aus den n + 1 Ecken e, ... e, € E, so ist A(o)
gerade die konvexe Hiille der 1le;, in Formeln

A(o) = konv(leg, ..., le,)

Unsere topologische Realisierung ist die Vereinigung aller dieser vollen Simpli-
zes. Ist E endlich, so nehmen wir als Topologie auf A(K) schlicht die Topologie,
die induziert wird von der natiirlichen Topologie auf dem endlichdimensionalen
reellen Vektorraum RE. Im allgemeinen versehen wir A(K) mit der Finaltopo-
logie beziiglich aller Inklusionen A(L) C A(K) von Realisierungen endlicher
Unterkomplexe £ C K oder gleichbedeutend der Finaltopologie beziiglich aller
Inklusionen A (o) C A(K) der vollen Simplizes zu o € K. In Ubung 6.7.17 wird
erkldrt, warum wir unsere Menge nicht mit der Kofinaltopologie zur Familie der
Auswertungen an allen Ecken F unseres Komplexes versehen wollen.

Ergdnzung 6.7.9. Fiir die Realisierung eines Simplizialkomplexes K ist statt A(K)
auch die Notation || gingig. Ob im Zweifelsfall die Kardinalitit der Menge K
oder die Realisierung des Simplizialkomplexes C gemeint ist, muf3 der Leser dann
aus dem Kontext erschlie3en.

Erginzung 6.7.10. Ein grundlegendes und weitgehend ungelostes Problem der
Topologie ist die Klassifikation aller Realisierungen endlicher Simplizialkomple-
xe bis auf Homotopie, vergleiche zum Beispiel den Artikel von Baues in [Jam95].

6.7.11 (Sparsame Realisierung von Simplizialkomplexen). Wir konnen die Rea-
lisierung A(K) eines Simplizialkomplexes (F, K) oft auch in affine Rdume X ei-
ner Dimension dimg X < |E/| einbetten. Ist genauer £ — X, e — € irgendeine
Abbildung der Ecken unseres Simplizialkomplexes in einen reellen affinen Raum
X, so gibt es genau eine affine Abbildung {t € RE | > t(e) = 1} — X mit
e — é. Ist diese Abbildung dariiber hinaus injektiv auf A(K) und ist X endlich-
dimensional und unser Simplizialkomplex endlich, so induziert unsere Abbildung
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nach 3.5.13 einen Homdomorphismus von der gemetrischen Realisierung unse-
res Simplizialkomplexes mit ihrem Bild. Dasselbe gilt mit 3.7.30, wenn wir statt
K| < oo schwicher nur fordern, daB die Bilder der vollen Simplizes eine lokal
endliche Uberdeckung des Bildes von A(K) bilden. Notwendig und hinreichend
fiir die Injektivitit ist, daB (1) fiir jeden Simplex o € K die Familie (p),e, affin
unabhingig ist in X und daf} (2) gegeben zwei Simplizes o, 7 € K fiir die vollen
Simplizes konv(g) C X gilt konv(a) N konv(7) = konv(c N7).

Definition 6.7.12. Eine simpliziale Abbildung ¢ von einem Simplizialkomplex
(E, K) in einen Simplizialkomplex (F, £) ist eine Abbildung auf den Ecken ¢ :
E — F derart, daB gilt 0 € K = (o) € L. So eine simpliziale Abbildung liefert
eine stetige Abbildung A(p) : A(K) — A(L) zwischen den zugehdrigen topolo-
gischen Raumen durch ,,affine Fortsetzung auf das Innere der vollen Simplizes®,
in Formeln A(¢p) : ¢ — s mit

s(f) = Z tle) VfeF

w(e)=f

Wir nennen A(y) die topologische Realisierung unserer simplizialen Abbildung
und schreiben oft einfacher ¢ statt A(p).

Definition 6.7.13. Eine kombinatorische Fliche ist ein endlicher Simplizial-
komplex F derart, da} gilt:

1. Jeder Simplex liegt in einem 2-Simplex;
2. Jeder 1-Simplex liegt in hochstens zwei 2-Simplizes;

3. Alle 2-Simplizes, die einen gegebenen 0-Simplex enthalten, lassen sich so
durchnummerieren als oy, 09, ..., 0., da} jeweils o; und o;,; eine Kante
gemeinsam haben, in Formeln |o; N o4 | =2 fir 1 <i <.

Diejenigen 1-Simplizes, die nur zu einem einzigen 2-Simplex gehodren, nennen wir
die Randkanten unserer kombinatorischen Flidche. Gehort sogar jeder 1-Simplex
zu genau zwei 2-Simplizes, so nennen wir unseren Simplizialkomplex eine ge-
schlossene kombinatorische Fliche oder auch eine kombinatorische Fliche
ohne Rand.

6.7.14. Es ist leicht zu sehen und auch nicht schwer zu beweisen, daf3 die to-
pologische Realisierung einer geschlossenen kombinatorischen Flidche F eine ge-
schlossene Fliache A(F) alias eine kompakte 2-Mannigfaltigkeit im Sinne unserer
Definition 5.1.5 ist.
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Dieser Simplizialkomplex ist keine kombinatorische Flidche, da im ,,mittleren
Punkt* die dritte Bedingung unserer Definition 6.7.13 verletzt ist.
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Definition 6.7.15. Eine Triangulierung einer geschlossenen Fliache X ist ein
Paar bestehend aus einer geschlossenen kombinatorischen Fliche F und einem
Homo6omorphismus A(F) = X.

Ergdnzung 6.7.16. Rado [?, ?] hat gezeigt, daB jede geschlossene Fliche eine Tri-
angulierung besitzt. Der Beweis ist nicht ganz einfach. In hoheren Dimensionen
gibt es kompakte topologische Mannigfaltigkeiten, die nicht homéomorph sind
zur Realisierung eines Simplizialkomplexes, die also ,,nicht triangulierbar* sind.

Ubungen

Ubung 6.7.17. Die Realisierung A(K) eines Simplizialkomplexes (E, K) ist stets
Hausdorff und jede kompakte Teilmenge A C A(K) ist schon enthalten in einer
Vereinigung von endlich vielen vollen Simplizes. Hinweis: Eine Teilmenge von
A(K), die jeden Simplex in hochstens endlich vielen Punkten trifft, ist stets ab-
geschlossen und diskret. Besteht unser Simplizialkomplex aus abzihlbar vielen
Kanten, die in einen zentralen Punkt hereinlaufen, so gilte diese Aussage nicht
fiir die von den Auswertungen an allen Ecken induzierte Initialtopologie.

Ubung 6.7.18. Ein Simplizialkomplex heiBt lokal endlich, wenn jede seiner Ecken
nur zu endlich vielen Simplizes gehort. Man zeige, daf3 ein Simplizialkomplex ge-
nau dann lokal endlich ist, wenn seine topologische Realisierung lokal kompakt
ist. Hinweis: 6.7.17.

Ubung 6.7.19. Ein Teilordnung < auf Menge K heiBe simplizial, wenn gilt:
1. K hat ein kleinstes Element;
2. Jede zweielementige Teilmenge von K besitzt eine grofite untere Schranke;

3. Die Menge aller Elemente kleinergleich einem beliebig vorgegebenen Ele-
ment ist als teilgeordnete Menge isomorph zum System aller Teilmengen
einer endlichen Menge.

Gegeben ein Simplizialkomplex (£, K) setzen wir K := K LI {()} und nennen die-
se Menge seine Augmentierung. Dann ist fiir jeden Simplizialkomplex im Sinne
von 6.7.5 die auf seiner Augmentierung K durch die Inklusion gegebenen Teil-
ordnung simplizial. Man zeige, daB3 auch umgekehrt jede Menge mit einer sim-
plizialen Teilordnung isomorph ist zur Augmentierung eines bis auf eindeutigen
Isomorphismus eindeutig bestimmten Simplizialkomplexes im Sinne von 6.7.5.

Ergiinzende Ubung 6.7.20. Gegeben eine Menge £ nennen wir die topologische
Realisierung A(Mg) des maximalen Simplizialkomplexes M g mit Eckenmenge
E den vollen Simplex mit Eckenmenge F. Man zeige, daB fiir £ # () der volle
Simplex A(M ) zusammenziehbar ist.
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6.8 Klassifikation der geschlossenen Flichen

6.8.1. Wir werden im folgenden den in 5.1.7 formulierten Satz unter der Zusatz-
annahme der ,,Triangulierbarkeit* beweisen, wir klassifizieren also die triangu-
lierbaren geschlossenen Flichen bis auf Homdomorphie. Dieser Abschnitt nimmt
insofern eine Sonderstellung ein, als die Argumentation nicht so weit in die for-
malen Details getrieben wird wie in den iibrigen Abschnitten.

Definition 6.8.2. Sei F eine kombinatorische Fldche. Eine Zerschneidung von F
ist eine kombinatorische Flache Z mit einer simplizialen Abbildung ¢ : Z — F,
die auf den 2-Simplizes eine Bijektion ¢ : Z; = F; induziert. Umgekehrt sagen
wir in dieser Situation auch, F entstehe durch Verklebung von Z.

Definition 6.8.3. Eine kombinatorische Fliache Z heif3e ein Vieleck, wenn ihre to-
pologische Realisierung A(Z) homdomorph ist zur abgeschlossenen Kreisschei-
be D? ={ze€C||z| <1}

~

Lemma 6.8.4. Ist eine kombinatorische Fliche Z ein Vieleck und ¢ : D* =
A(Z) ein Homdomorphismus, so ist das Bild der Kreislinie p(S") die Vereinigung
der Randkanten von Z im Sinne von 6.7.13.

Beweis. Das Komplement von S' kann man in der Kreisscheibe D? charakteri-
sieren als die Menge aller Punkte z, die eine zusammenziehbare Umgebung U
besitzen derart, daB U\ z nichttriviale Fundamentalgruppe hat. Das Komplement
der Vereinigung der Randkanten in A(Z) kann man genauso charakterisieren. [

Lemma 6.8.5. Jede zusammenhdngende kombinatorische Fldche besitzt eine Zer-
schneidung zu einem Vieleck.

Beweis. Sei F unsere kombinatorische Flidche. Sicher gibt es eine Zerschneidung
von F in eine disjunkte Vereinigung endlich vieler Vielecke. Sei Z — F eine
solche Zerschneidung mit der kleinstmoglichen Zahl von Zusammenhangskom-
ponenten. Nehmen wir einmal an, es gébe hier mehr als eine Komponente. Dann
konnten wir also 2-Simplizes o, 7 € F5 finden, die von verschiedenen Zusammen-
hangskomponenten von Z herkommen. Da F zusammenhingend ist, konnten wir
o, 7T in F durch eine Kette von 2-Simplizes ¢ = 0y, 01, ..., 0, = 7 verbinden der-
art, daB gilt o; N 0,41 # (). Aufgrund unserer Annahmen an eine kombinatorische
Fldache konnen wir sogar annehmen, dafl o; N o4 jeweils ein 1-Simplex ist. Dann
finden wir aber notwendig ein ¢ derart, dal o; und o0,,; von verschiedenen Zu-
sammenhangskomponenten von Z herkommen. Verkleben wir nun diese beiden
Zusammenhangskomponenten entlang der Randkante o; M 0,1, so erhalten wir
eine Zerschneidung von F in weniger Vielecke, im Widerspruch zur angenom-
menen Minimalitét. [
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Dieses Bild zeigt eine Zerschneidung des Schwimmrings alias Torus zu einem
Viereck. In der demnéchst eingefiihrten Terminologie wird es auch die Definition
der Fliche F'(aba~'b~') anschaulich machen. Verkleben wir nur lings der
b-Kanten, so entsteht eine Klopapierrolle. Verkleben weiter langs der b-Kanten,
so entsteht ein Schwimmring alias Torus.
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6.8.6. Seien F eine geschlossene kombinatorische Fliche und ¢ : Z — F ei-
ne Zerschneidung zu einem Vieleck. Sicher werden unter ¢ die Randkanten von
Z paarweise identifiziert. Insbesondere ist also die Zahl der Randkanten unseres
Vielecks gerade. Im folgenden fiihren wir eine Notation fiir mogliche Identifizie-
rungsvorschriften der Randkanten eines Vielecks mit einer geraden Anzahl von
Kanten ein.

Definition 6.8.7. Sei A eine endliche Menge, die wir in diesem Zusammenhang
unser ,,Alphabet” nennen, mit |A| = r > 0 Elementen, den ,,Buchstaben®. Ein
Flachenwort im Alphabet A ist eine Abbildung

{1,2,3,....2r} — Ax{1,-1}
i e (ali)0)

derart, daf jeder Buchstabe genau zweimal als ein a(7) vorkommt.

6.8.8. Wir schreiben Flichenworte in der Form a(1)*(Y) ... a(2r)?®") und nennen
2r die ,,Linge* so eines Flichenworts. Beispiele fiir Flichenworte im Alphabet
A = {a,b} sind etwa die Ausdriicke aabb™! und aba~'b.

6.8.9. Gegeben ein Flichenwort w in » > 2 Buchstaben konstruieren wir einen

topologischen Raum
F(w)

wie folgt: Wir betrachten ein regelméBiges 2r-Eck, mit 27 der Linge unseres Fli-
chenworts, und schreiben die Buchstaben unseres Flichenworts der Reihe nach an
seine Kanten. Weiter versehen jede Kante mit einem Pfeil im Gegenuhrzeigersinn
beziehungsweise im Uhrzeigersinn, je nachdem ob der Exponent ihres Buchsta-
bens 1 beziehungsweise —1 ist. Dann verkleben wir jeweils die Kanten mit den
gleichen Buchstaben so, daf} die Spitzen der Pfeile identifiziert werden. Im Fall
r = 1 erlauben wir dem 2-Eck krumme Kanten und erhalten so zum Beispiel
F(aa) 2 P*R und F(aa™') = S2. Im Fall r = 0 setzen wir F'( ) = S%

Lemma 6.8.10 (Fliche zu einem Flichenwort). Der auf diese Weise zu einem
Flichenwort w konstruierte topologische Raum F(w) ist stets eine geschlossene
Fldche.

Beweis. Die grofite Schwierigkeit scheint mir hierbei der Nachweis, daf} auch die
Bilder der Ecken unseres Vielecks im verklebten Raum F'(w) eine zu einer of-
fenen Kreisscheibe homdomorphe offene Umgebung besitzen. Um das zu sehen,
muf} man sich iiberlegen, daf} lokal um das Bild einer Ecke schlicht ,,mehrere Win-
kelsegmente zu einer Kreisscheibe verklebt werden®. Wir iiberlassen die Details
dem Leser. ]
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Dieses Bild soll die Definition der Fldche F'(aabb) anschaulich machen. Statt die
zu jeweils zu verklebenden Randkanten mit denselben Buchstaben zu benennen,
habe ich sie jeweils mit demselben Typ von Pfeilen, hier Doppelpfeilen
beziehungsweise einfachen Pfeilen, gekennzeichnet. Verklebt wird eigentlich nur
das fett eingezeichnete Viereck. Ich finde, man erkennt in der Mitte recht gut,
wie das Verkleben eine Fliche liefert, in der alle vier Eckpunkte unseres
Quadrats dasselbe Bild haben. Es ist jedoch nicht so leicht zu sehen, daf} diese
Flache homdomorph ist zur Klein’schen Flasche. Um sich das zu iiberlegen,
sollte man wohl am besten die Klein’sche Flasche zerschneiden: Einmal rund um
den Flaschenhals, ein zweites Mal in Lingsrichtung Flasche und Hals.
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Satz 6.8.11 (Klassifikation der geschlossenen Flichen). Jede zusammenhding-
ende triangulierbare geschlossene Fliche ist homdomorph zur Fliche F(w) fiir
genau ein Fldachenwort w aus der folgenden Liste:

1. arbia; by tagheas thy ! .agbgag_lbg_1 mit g > 0;
2. ajarazas . . . agay mit g > 1.

Beweis. Wir zeigen zunichst die ,,Ausschopfung®, da3 also jede zusammenhéng-
ende triangulierbare geschlossene Fliche homdomorph ist zu mindestens einer
Fliache unserer Liste. Die ,,Minimalitit* unserer Liste, daf} also keine zwei der ge-
listeten Flachen hom6omorph sind, zeigen wir erst als letzten Punkt von Abschnitt
6.10. ]

6.8.12. Dieser Satz prizisiert die in der Einleitung besprochene Klassifikation der
geschlossenen Flidchen 5.1.7. Wenn wir den Satz von Rado glauben, kdnnen wir
hier sogar auf die Annahme der Triangulierbarkeit verzichten, da nach diesem
Satz jede zusammenhingende geschlossene Flidche triangulierbar ist.

6.8.13. Zur Vorbereitung des Beweises listen wir zunédchst einmal einige funda-
mentale Operationen auf der Menge aller Flichenworter auf, die offensichtlich
den Homoomorphietyp der zugehorigen Fldache nicht dndern. In den folgenden
Formeln bedeuten a, b, ¢, d mit und ohne Hut stets Buchstaben unseres Alphabets
A, dahingegen bedeuten u, v, w, z Abschnitte von Flichenwortern.

1. ,,Zyklisches Vertauschen* und ,,von hinten nach vorne Lesen®, in Formeln
F(vw) = F(wv) und F(w) & F(w™);

2. ,.Substituieren* von a ! fiir a, in Formeln F(va*wa"z) = F(va *wa™"z);

3. ,,Aufschneiden des Vielecks lings der Gerade zwischen zwei Ecken und
Zusammenkleben lidngs einer dufleren Kante* wie im nebenstehenden Bild
dargestellt, in Formeln

F(uavza™'w)

F(uavzaw)

F(uwa™'zva)
F(uz taw tva)

2112

Bei der Notation versuche ich, das Nachvollziehbarkeit zu erleichtern, in
dem ich dem neu entstehenden Kantenpaar denselben Buchstaben gebe wie
der durch Verkleben verschwundenen Kante, ihn aber mit einem Hut verse-
he. Bei der Richtung der neu entstehenden Kanten lege ich mich fest.

4. ,Kirzen“, in Formeln F(uava™') = F(uv) unter der Annahme, daB die
beiden Enden der a-Kanten verschiedene Bilder in der verklebten Flache
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Dieses Bild soll die zweite Regel F'(uvavzaw) = F(uz"'bw™ vb) zum
Aufschneiden und Verkleben anschaulich machen. Kleben wir das darin
enthaltene achteckige ,,Stoppschild® zu einer Fliche zusammen, so entsteht
dieselbe Fliche wie beim Zusammenkleben des mit gestricheltem Rand
gezeichneten ,,.Schmetterlings®. Hierbei konnten wir etwa konkret an ein
Flichenwort in vier Buchstaben a, ¢, d, e denken und etwa v = ¢, v = ¢ le,
2z = d ' und w = ed setzen, dieser Fall ist als Beispiel eingezeichnet.
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haben. Sind hier v oder v leer, so haben die Enden der a-Kanten automatisch
verschiedene Bilder und die Formel scheint mir offensichtlich. Sind « und v
nicht leer, so betrachten wir in unserem Vieleck das Viereck mit den beiden
a-Kanten als gegeniiberliegenden Seiten. Sein Bild in der verklebten Flache
ist ein Zylinder, den wir zu einer Kreislinie identifizieren konnen, ohne den
Homdoomorphietyp der verklebten Fldche zu dndern.

6.8.14. Zu jedem Flichenwort w erkldren wir seine Eckenzahl als die Zahl der
Punkte in der zugehorigen Fliche F'(w), die Bilder von Ecken unseres Vielecks
sind. Kombinatorisch betrachtet man auf der Menge der Ecken die kleinste Aqui-
valenzrelation, unter der je zwei Ecken mit einer Ausgangskante zum selben Buch-
staben oder einer Eingangskante zum selben Buchstaben dquivalent sind, und
kann dann die Eckenzahl verstehen als die Kardinalitit der Aquivalenzklassen.
Die Eckenzahl des leeren Worts sei Eins.

Lemma 6.8.15 (Eckenreduktion). Fiir jedes vorgegebene Flichenwort w gibt es
ein Fldchenwort v mit Eckenzahl Eins und F(w) = F(v).

Beweis. Sei w ein Flachenwort mit Eckenzahl > 2 und mehr als einem Buchsta-
ben. Wir wihlen einen Punkt P in F'(w), der das Bild einer Ecke unseres Vielecks
ist, und nennen diejenigen Ecken unseres Vielecks ,,gut®, die nach P gehen. Die
ibrigen Ecken nennen wir ,,schlecht* und geben ein Verfahren an, das entweder
die Zahl der Ecken iiberhaupt oder die Zahl der schlechten Ecken unseres Ecken-
worts verringert, ohne die zugehorige Flidche zu dndern. Sei in der Tat a eine Kante
von einer guten Ecke zu einer schlechten Ecke. Zwei Fille sind moglich:

1. Die beiden a-Kanten unseres Vielecks erscheinen mit demselben Exponenten.
In diesem Fall konnen sich nach unserer Annahme die a-Kanten nicht beriihren.
Wir schneiden dann zwischen den guten Enden der a-Kanten auf und verkleben
langs der a-Kanten. So verringert sich die Zahl der schlechten Ecken um Eins.

2. Die beiden a-Kanten unseres Vielecks erscheinen mit verschiedenen Exponen-
ten. In diesem Fall konnen wir sie kiirzen und so die Eckenzahl um Eins verrin-
gern. Das zeigt das Lemma. ]

Beweis des Klassifikationssatzes 6.8.11, Ausschopfung. Nach der Eckenreduktion
6.8.15 ist jede triangulierbare Fliche homdomorph zu einer Fliche F'(w) fiir ein
Flichenwort w mit Eckenzahl 1. Wir bemerken fiir das folgende, da} sich die
Eckenzahl beim Aufschneiden und Verkleben nicht dndert. Wir konnen uns also
im Weiteren auf Worte der Eckenzahl 1 beschrinken und werden von nun an nur
noch solche Worte betrachten. Man beachte nun als Spezialfille des Aufschnei-
dens und Verklebens die beiden folgenden Regeln:
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Dieses Bild soll die vierte Regel zum ,,Kiirzen* anschaulich machen.

176



Man erhiilt eine stetige Abbildung des Mobiusbands nach R? 22 C x R vermittels
der Formel (¢, 7) + (7e™' \/1 — 72 cos? 7t). Anschaulich gesprochen
verbindet man je zwei gegeniiberliegende Punkte des Einheitskreises durch einen
Bogen mit variierender mittlerer Hohe. Das Bild ist eine sich selbst
durchdringende rdumliche Fldche, bei der man sich die Selbstdurchdringung
leicht wegdenken kann. Man nennt sie auch die Kreuzhaube. In dieser
Anschauung fiir das Mobiusband bezahlt man in gewisser Weise mit der
Selbstdurchdringung fiir die gute Sichtbarkeit des Randkreises.
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Kreuzhaubennormierung: Man findet F(ubvbw) = F(uv~'bbw) durch Auf-
schneiden zwischen den Enden von b und Verkleben ldngs b. Die Bezeich-
nung rithrt daher, dall wir wie auf Seite 177 erklédrt ein Mobiusband auch als
eine sogenannte Kreuzhaube realisieren konnen.

Henkelnormierung: Man findet F'(vavbwa'zb~z) = F(uaba ‘b~ zwvz). In
der Tat, Aufschneiden zwischen den Enden von a und Verkleben lings b lie-
fert ub—zwa'bave. Nochmaliges Aufschneiden zwischen den Anfangs-
punkten der Kanten b und Verkleben langs a liefert das gewiinschte Ergeb-
nis.

Unter Verwendung der ersten Regel normieren wir zunédchst Kreuzhauben, bis wir
ein Wort erreicht haben, bei dem jeder Buchstabe entweder als normierte Kreuz-
haube aa beziehungsweise a~*a~! oder in der Form ...a...a!... vorkommit.

Im letzteren Fall finden wir ein b derart, dal unser Wort feiner sogar die Form
ca.booat b

hat, denn sonst miifiten alle Buchstaben entweder doppelt oder gar nicht zwischen
aund a~! vorkommen, und dann hiitten Anfangs- und Endpunkt der a-Kanten ver-
schiedene Bilder in der Fldche, im Widerspruch zu unserer Annahme der Ecken-
zahl 1. Mit sukzessiven Henkelnormierungen landen wir also bei einem Wort,
das eine Verkettung von Kreuzhauben cc und Henkeln aba='b~! ist. Henkelnor-
mierung riickwérts und dann mehrfaches Anwenden der Kreuzhaubennormierung
liefert aber auch die sogenannte Henkelelimination, in Formeln und unter mehr-
facher Verwendung der Aufschneidesymbole a, b fiir unterschiedliche Kanten

F(uaba b ccx) F(uabca™cb™'z)

F(uabacch'x)

F(ub™taaceh™'x)

F(u(aace)Lbbx)

Folglich liefert jede Verkettung von Kreuzhauben und Henkeln, in der mindes-
tens eine Kreuzhaube auftritt, dieselbe Flache wie ein reines Produkt von Kreuz-
hauben. Damit ist gezeigt, daBl jede triangulierbare Fliche homdomorph ist zu
mindestens einer Fldche, die durch ein Flichenwort aus unserer Liste beschrieben
wird. Wir zeigen in 6.10, dal diese Fliachen paarweise nichtisomorphe Funda-
mentalgruppen haben. Daraus folgt, dall sie paarweise nicht homéomorph sind,
und das beendet dann den Beweis des Klassifikationssatzes. [

1211 1111

6.9 Gruppen durch Erzeugende und Relationen

6.9.1. Ist G eine Gruppe und 7" C G eine Teilmenge, so hatten wir in ?? den
Schnitt iiber alle Untergruppen von G, die 7" umfassen, die ,,von 7" erzeugte Un-
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tergruppe” genannt und mit (7") bezeichnet.

Definition 6.9.2. Seien G eine Gruppe und 7' C G eine Teilmenge. Der Schnitt
iber alle Normalteiler von G, die 7" umfassen, heifit der von 7" in GG erzeugte
Normalteiler (7)) = ((T'). Er kann auch beschrieben werden als die Unter-
gruppe (T)) = (gtg~' | g € G,t € T), die von der Elementen ¢ € T und allen
ihren Konjugierten erzeugt wird.

6.9.3 (Schwierigkeiten der Terminologie). Hier treffen wir auf die semantische
Schwierigkeit, daf} ,,der von T erzeugte Normalteiler* ja auch bedeuten konnte,
dal wir die von 7" erzeugte Untergruppe nehmen und dal diese zusitzlich ein
Normalteiler ist. In Formelsprache sollte jedoch klar werden, was jeweils gemeint
1st.

Lemma 6.9.4. Seien ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus und T C G eine
Teilmenge mit p(T) C {e}. So gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus
@ : G/{(T) — G mit p o7 = ¢, im Diagramm

G—G/ <|(T>>

Y
G/
Beweis. Nach Annahme gilt T' C ker . Da ker ¢ stets ein Normalteiler ist, folgt

(T) C ker . Jetzt folgt die Aussage aus der universellen Eigenschaft der Rest-
klassengruppe ??. [

Definition 6.9.5. Sei X eine Menge und R C Grp" X eine Teilmenge der freien
Gruppe iiber X. Der Quotient Grp* X/({(R)) der freien Gruppe iiber X nach dem
von R erzeugten Normalteiler heifit die von der Menge X mit den Relationen R
erzeugte Gruppe. Meist werden die Relationen in der Form a; = b; mit Wortern
a;,b; € Mon" X angegeben. Gemeint ist dann R = {[a;][b;] '}

Beispiel 6.9.6. Die von zwei Elementen x und y mit der Relation zy = yx er-
zeugte Gruppe ist isomorph zu Z X Z.

6.9.7. Die Darstellung einer Gruppe durch Erzeugende und Relationen ist nicht
weffektiv : Es gibt nachweislich keinen Algorithmus, der bestimmt, ob so eine
Gruppe trivial ist, also nur aus einem Element besteht.

Ubungen

Ubung 6.9.8. Sei eine Menge X die Vereinigung zweier Teilmengen X = X;UX,
mit Schnitt X, = X; N X,. Seien R; C Grp X, Relationen, ¢« = 0,1, 2. Gilt
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zusitzlich Ry C ((R;)) fiir i = 1,2, so ist das folgende Diagramm ein Pushout:

Grp* Xo/(Ro)) —  Grp* X1/ {(Ry))

{ {
Grp* Xo/(R2)) — Grp* X/(R1U Ry))

Ubung 6.9.9. Die symmetrische Gruppe S,, kann beschrieben werden als die Grup-
pe mit Erzeugern sy, . . ., s,_; und den Relationen s? = 1, s;sj = s, fur |i—j| >
1, (s;8i41)® = 1. Die Tetraedergruppe alias die alternierende Gruppe A, kann be-
schrieben werden als die Gruppe erzeugt von zwei Elementen s, ¢ mit Relationen
s? = t3 = (st)® = 1. Die Ikosaedergruppe alias die die alternierende Gruppe
Ajs kann beschrieben werden als die Gruppe erzeugt von zwei Elementen u, v mit
Relationen u? = v3 = (uv)® = 1.

Ubung 6.9.10. Die Abelisierung der freien Gruppe iiber einer Menge ist kanonisch
isomorph zur freien abelschen Gruppe iiber besagter Menge.

6.10 Die Fundamentalgruppen geschlossener Flichen

Satz 6.10.1 (Fundamentalgruppen geschlossener Flichen). Gegeben ein Fli-
chenwort w im Alphabet A mit Eckenzahl Eins wird die Fundamentalgruppe der
zugehorigen Fliche F(w) erzeugt von der Menge A mit dem Flichenwort w als
einziger Relation. Bezeichnet genauer x € F(w) das Bild der Ecken unseres Viel-
ecks, so erhalten wir einen Isomorphismus

(Grp* A)/((w) = m(F(w), )

dadurch, dafs wir jedem Buchstaben das Bild der entsprechenden Kante mit der
durch den Exponenten unseres Buchstabens gegebenen Durchlaufrichtung zuord-
nen.

Beweis. Seiv : Z — F die Verklebung unseres Vielecks Z C R? zur Fliche F' =
F(w). Das Bild v(0Z) vom Rand unseres Vielecks in unserer Fliche F besteht
aus |A| Kreislinien, die alle in einem Punkt zusammengeklebt sind. Solch einen
Raum nennt man ein Bouquet von Kreislinien. Bezeichne nun Z° das Innere
unseres Vielecks und sei z € Z° sein Mittelpunkt. Unter der Verklebung v geht
Z° homoomorph auf eine offene Teilmenge unserer Fliche 2z : Z° = v(Z°) @ F.
Wir und wenden den Satz von Seifert und van Kampen 6.4.1 an auf die offene
Uberdeckung
F=(F\z)Uu(Z°)

unserer Fliche. Nehmen wir einen Punkt e € Z°, der auf dem offenen Geraden-
segment von z zur ,,Ausgangsecke ¢ unseres Flichenworts w* liegt, und setzen
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e == v(e), so liefert Seifert-van-Kampen 6.4.1 ein kokartesisches Diagramm von
Gruppen
m(Z°\z,e) — m(Z°e)
1 \
Wl(F\Z,é) — 7T1(F, é)

Nun verwenden wir den Weg, der radial von e nach ¢ liuft, und noch genauer
sein Bild in F', um die Fundamentalgruppen in der unteren Zeile mit den entspre-
chenden Fundamentalgruppen zum Basispunkt * zu identifizieren. Weiter zeigt
das ,,radial nach auBen schieben* von Punkten aus 7\ z, daf} die Einbettung unse-
res Bouquets von Kreislinien p(0Z) — F'\z eine Homotopiedquivalenz ist und
folglich einen Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen zum Basispunkt * in-
duziert. Die Fundamentalgruppe solch eines Bouquets haben Sie bereits in 6.5.17
mit der freien Gruppe iiber A identifiziert. Nun mufl man sich iiberzeugen, daf}
unter den beschriebenen Identifikationen

m(F\z,€) = m(F\z, %) & m(p(0Z),*) & Grp* A

das Bild eines der beiden Erzeuger von 71(Z°\z, e) gerade auf das Wort w geht,
aufgefaBt als Element der freien Gruppe Grp" A. So ergibt sich ein kokartesisches
Diagramm von Gruppen

Z — 1

3 \
Grp* A — m(F, %)

Die Abbildung Z — Grp" A bildet darin die 1 € Z gerade auf das Flichenwort
w unserer Fliche in Grp" A ab und die untere Horizontale unseres Diagramms
induziert mithin den gesuchten Isomorphismus (Grp* A)/{(w)) = 7 (F, *), ver-
gleiche Ubung 6.10.3. 0

Beweis des Klassifikationssatzes 6.8.11, Minimalitdt. Sicher wird jedes kokarte-
sische Diagramm in der Kategorie der Gruppen unter der Abelisierung 5.8.1 ein
kokartesisches Diagramm in der Kategorie der abelschen Gruppen und die Abe-
lisierung einer freien Gruppe Grp" A ist die freie abelsche Gruppe Ab* A = ZA
aller endlichen formalen Linearkombinationen von Elementen von A mit ganzzah-
ligen Koeffizienten. Fiir den maximalen kommutativen Quotienten 7" der Fun-
damentalgruppe einer der Flachen unserer in 6.8.11 angegebenen Liste erhalten
wir damit 7P (F (w)) = ZA = Z*9 im Fall von g Henkeln und

P (F(w)) = ZA)2Z(ci + ...+ ¢g) X LJ27 x 757!

im Fall von g Kreuzhauben. Da diese Gruppen paarweise nicht isomorph sind,
nach ?? oder auch elementar durch Zihlen der Elemente endlicher Ordnung und
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Berechnung der Dimensionen der Vektorrdaume aller Gruppenhomomorphismen
nach @, sind auch die zugehorigen Flichen paarweise nicht homdomorph. Das
beendet den Beweis des Klassifikationssatzes. O

Ubungen

Ubung 6.10.2. Gegeben X eine zusammenhiingende geschlossene Fliche vom
Geschlecht g und £ C X eine endliche nichtleere Teilmenge ist 71 (X \ E, *) frei
in 2g + |E| — 1 Erzeugern.

Ubung 6.10.3. Gegeben eine Gruppe H und ein Element w € H ist das Diagramm
von Gruppen

7 — 1
\ !
H — H/{w)

mit 1 — w in der linken Vertikale stets kokartesisch.
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7 Uberlagerungstheorie

7.1 Uberlagerungen

Definition 7.1.1. Eine stetige Abbildung p : U — U heiBt eine triviale Uber-
lagerung, wenn U nicht leer ist und es einen diskreten Raum D mitsamt einem
Homdoomorphismus 7 : D x U = U gibt derart, dal das Diagramm

DxU —Z=U
Przl \Lp
U—-—U

kommutiert. Solch ein Homdomorphismus heifit dann eine Trivialisierung unse-
rer trivialen Uberlagerung.

Definition 7.1.2. Eine stetige Abbildung p : X — X heift eine Uberlagerung,
wenn jeder Punkt z € X eine Umgebung U besitzt derart, dal die induzierte
Abbildung p : p~1(U) — U eine triviale Uberlagerung ist. Wir nennen U dann
eine trivial iiberlagerte Umgebung von z. Der Definitionsbereich X von p heilit
der Totalraum unserer Uberlagerung, der Wertebereich X ihre Basis.

7.1.3. Ich erinnere daran, daf} gegeben eine Abbildung f : X — Y und ein Punkt
y € Y sein Urbild f~!(y) die Faser von f iiber y heiBt.

7.1.4 (Diskussion der Terminologie). Wir fordern nicht, daB eine Uberlagerung
surjektiv sein muB. Insbesondere ist fiir uns ) — X stets eine Uberlagerung. Wir
fordern auch nicht, daB die Fasern einer Uberlagerung konstante Kardinalitiit ha-
ben miissen. Eine Uberlagerung mit dieser Eigenschaft nennen wir eine Faserung
mit diskreter Faser. In der Funktionentheorie arbeitet man oft mit einem etwas
allgemeineren Uberlagerungsbegriff, in dem etwa die Abbildung C — C, z + 22
noch als eine ,,im Ursprung verzweigte Uberlagerung® durchgehen wiirde. Die
Uberlagerungen im Sinne der obigen Definition heien in der in der Funktionen-
theorie iiblichen Terminologie unverzweigte Uberlagerungen.

Beispiele 7.1.5. Die Abbildung Exp : R — S, t +— exp(2rit) = cos(2nt) +
isin(27t) aus dem Beweis von 5.3.1, die die Zahlengerade auf den Einheitskreis
aufwickelt, ist eine Uberlagerung. Ebenso sind exp : C — C* und die Projektion
S™ — P"R Uberlagerungen und fiir jeden diskreten Raum F ist die Projekti-
on pr, : ' x X — X eine Uberlagerung. Als weiteres Beispiel betrachte man
Exp x Exp : R* — S' x S*. Sind allgemeiner f : X > Xundg:Y Y
Uberlagerungen, soauch f x g: X x Y — X x Y.
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Eine zweifache Uberlagerung der Kreislinie.
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7.1.6 (Lokalkonstanz der Faserkardinalitiit). Ist p : X — X eine Uberlage-
rung, so ist die Kardinalitét der Fasern p~!(x) konstant auf den Zusammenhangs-
komponenten von X. Genauer sind fiir jede Menge E die Mengen {z € X |
lp~(x)| = |E|} beziehungsweise {x € X | [p~(x)| # |E|} aller Punkte z € X,
deren Fasern p~! () dieselbe beziehungsweise nicht dieselbe Kardinalitiit wie F
haben, offen in X, da sie mit jedem Punkt auch jede trivial iiberlagerte Umgebung
des besagten Punktes umfassen. Ist X zusammenhidngend, so nennt man die Zahl
der Elemente einer und gleichbedeutend jeder Faser die Blitterzahl der Uberla-
gerung.

Lemma 7.1.7 (Komponenten von Uberlagerungen). Die Einschrinkung einer
Uberlagerung eines lokal zusammenhcingenden Raums auf eine Zusammenhangs-
komponente ihres Totalraums ist auch selbst wieder eine Uberlagerung.

Beispiel 7.1.8. Die Menge QQ mit ihrer von R induzierten Topologie ist nicht lokal
zusammenhingend und fiir die Uberlagerung id : Q — Q sind die Einschriinkun-
gen auf Zusammenhangskomponenten von Q alias Punkte keine Uberlagerungen
mehr. Ein Beispiel mit zusammenhéngender Basis ist R x Z, — (R x Z,)) /Z fiir p
prim und Z,, die sogenannten ,,p-adischen Zahlen* und die diagonale Z-Operation.

Vorschau 7.1.9. Es wird sich im folgenden mehr und mehr erweisen, daf3 die
Uberlagerungstheorie eigentlich eine Theorie der Uberlagerungen lokal zusam-
menhéngender Raume ist. Ich erinnere daran, daf ein lokal zusammenhéngender
Raum in unserer Terminologie ein Raum ist, bei dem sich jede Umgebung eines
jeden Punktes zu einer zusammenhingenden Umgebung desselben Punktes ver-
kleinern laBt.

Beweis. Sei p : X — X unsere Uberlagerung und Z C X eine Zusammen-
hangskomponente. Gegeben z € Z finden wir eine trivial iiberlagerte zusammen-
hingende Umgebung U C X von p(z). Gegeben eine Trivialisierung 7 : DxU =
p~1(U) unserer Uberlagerung iiber U sind die 7({d} x U) fiir d € D zusammen-
hiangend. Jede dieser Mengen ist damit entweder enthalten in Z oder disjunkt zu
Z. Das zeigt, daB auch Z — X eine Uberlagerung ist. 0

Definition 7.1.10. Eine stetige Abbildung f : X — Y heilt étale, wenn jeder
Punkt € X eine offene Umgebung U G X besitzt derart, da3 die Restriktion
f U — Y eine offene Einbettung ist.

7.1.11. Das Wort ,.étale kommt aus dem Franzdsischen und bedeutet ,,ausgebrei-
tet. Jede étale Abbildung ist offen, jede surjektive étale Abbildung ist nach 3.7.16
also final.

7.1.12. Ich erinnere daran, daf} in unserer Terminologie eine Einbettung eine ste-
tige Abbildung ist, die einen Homdomorphismus mit ihrem Bild induziert. Weiter
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hei3t eine Abbildung offen, wenn sie offene Mengen zu offenen Mengen macht.
Fiir Einbettungen ist letztere Bedingung gleichbedeutend dazu, offenes Bild zu
haben.

Beispiele 7.1.13. Jede Uberlagerungsabbildung ist étale. Die Projektion unserer
Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt R LI {0} aus 3.4.8 auf die Gerade R ist étale.
Jede Einbettung einer offenen Teilmenge ist étale. Jede Verkniipfung étaler Abbil-
dungen ist étale. Eine Abbildung auf einen Punkt ist genau dann étale, wenn sie
von einem Raum mit diskreter Topologie ausgeht.

Lemma 7.1.14. Sind f : X — Y und g : Y — Z stetige Abbildungen und sind g
und g f étale, so ist auch f étale.

Beweis. Sei x € X gegeben. Nach Annahme besitzt f(x) eine offene Umgebung
V @ Y derart, dal g : V — Z eine offene Einbettung ist. Nach Annahme besitzt
x eine offene Umgebung U © X derart, da3 gf : U — Z eine offene Einbettung
ist. Indem wir andernfalls U ersetzen durch U N f~(V) diirfen wir f(U) C V
annehmen. Fiir die von f und g induzierten Abbildungen U — V — Z sind
damit sowohl gf : U — Z als auch g : V' — Z offene Einbettungen. Dann aber
ist notwendig f : U — V initial mit offenem Bild f(U) = g~ '((gf)(U)) alias
eine offene Einbettung und damit auch f : U — Y. [

Definition 7.1.15. Wir nennen einen Raum iiberlagerungstrivial, wenn jede Uber-
lagerung unseres Raums trivial ist.

7.1.16. Jeder liberlagerungstriviale Raum ist zusammenhingend, da eine disjunk-
te Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen stets nichttriviale Uberlage-
rungen besitzt. Der leere Raum ist nicht iiberlagerungstrivial, da Uberlagerungen
der leeren Menge in unserer Terminologie keine trivialen Uberlagerungen sind.

Beispiel 7.1.17 (Das Einheitsintervall ist iiberlagerungstrivial). Ist in der Tat
p: X — [0, 1] eine Uberlagerung, so finden wir mit dem Uberdeckungssatz von
Lebesgue Punkte 0 = ap < a; < ... < a, = 1 derart, daB [a;_1, a;] jeweils trivial
iberlagert ist. Wir finden also Trivialisierungen

7i ¢ lai1, a;) x Dy = p~ (a1, i)

Diese induzieren fiir 2 < i < r Bijektionen D; = p~'(a;_y) = D;_;, die wir
verwenden konnen, um alle D; so mit einer festen Menge D zu identifizieren, daf3
unsere Trivialisierungen zu einer Bijektion

7:[0,1]x D> X

verkleben. Diese ist stetig, da sie aus endlich vielen stetigen Abbildungen auf
abgeschlossenen Teilmengen zusammengeklebt ist. Sie ist offen und sogar étale
nach Lemma 7.1.14 und folglich ein Hom&omorphismus alias eine Trivialisierung
unserer Uberlagerung X — [0, 1].
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Vorschau 7.1.18. In 9.3.2 zeigen wir, dal} das Produkt zweier iiberlagerungstrivia-
ler Rdume wieder iiberlagerungstrivial sein muf, falls einer der Faktoren zusétz-
lich lokal zusammenhéngend ist.

7.1.19. Wir nennen einen topologischen Raum wegetrivial, wenn er zusammen-
hingend, schleifenfiillend und lokal wegzusammenhéngend ist.

Satz 7.1.20 (Wegetrivial impliziert iiberlagerungstrivial). Jeder wegetriviale
Raum ist iiberlagerungstrivial.

Beispiel 7.1.21. Insbesondere ist jede zusammenhingende schleifenfiillende of-
fene Teilmenge der komplexen Zahlenebene iiberlagerungstrivial. Diese Erkennt-
nis wird in der Funktionentheorie meist implizit verwendet und in den jeweils
bendtigten Spezialfillen separat bewiesen.

Beispiel 7.1.22. Ersetzen wir im Rand des Quadrats [—1, 1] x [0,2] das Stiick
(0,771] durch ein Stiick der Sinuskurve des Topologen 3.3.23, genauer durch
den Graphen von (0,77'] — R, x +~ sin(1/z), so erhalten wir einen schlei-
fenfiillenden zusammenhéingenden Raum, der nicht iiberlagerungstrivial ist. Er ist
aber nicht lokal wegzusammenhingend, deshalb liefert er kein Gegenbeispiel zu
unserem Satz.

Beweis. Sei X unser Raum. Wire X nicht iiberlagerungstrivial, so hitte X ei-
ne nichttriviale Uberlagerung. Deren Zusammenhangskomponenten wiren nach
7.1.7, da unser Raum lokal zusammenhingend ist, auch Uberlagerungen und ins-
besondere offene Teilmengen und wiren nach 3.3.15 sogar wegzusammenhéngend.
Mindestens eine von ihnen miifte eine nichttriviale Uberlagerung p : X — X
sein, sonst wire unsere Uberlagerung ja trivial. Es gibe also z € X und zwei
verschiedene Punkte 7, # 7 der Faser iiber 2 und einen Weg ¥ von Z( nach 7.
Der geschlossene Weg v := p o 7 in X kann dann nicht zusammenziehbar alias
nullhomotop sein, da man nach Ubung 7.1.23 den Lift 7 von 7 zu einem Lift der
ganzen Homotopie erweitern konnte und da dieser Lift konstant sein miiite auf
drei Kanten des Quadrats [0, 1]%, womit 4 doch geschlossen wiire. [

Ubungen

Ubung 7.1.23. Das Einheitsquadrat [0, 1]? ist iiberlagerungstrivial.

Ubung 7.1.24 (Pullback von étalen Abbildungen). Ist X — X étaleund Y —
X eine stetige Abbildung, so ist auch der pullback X x x Y — Y étale.

Ubung 7.1.25 (Pullback von Uberlagerungen). Ist X — X eine Uberlagerung
und Y — X eine stetige Abbildung, so ist auch der pullback X xx Y — Y eine
Uberlagerung. Das wird in 7.4.13 fiir die Existenz von Lifts gebraucht.
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Ubung 7.1.26. Sind X — X und X — X Uberlagerungen, so auch ihr Faserpro-
dukt X x x X — X. Des weiteren hat die Diagonale X5 XxxX abgeschlos-
senes Bild alias jede Uberlagerung ist separiert im Sinne von 4.4.9. Das brauchen
wir beim Beweis von 7.4.10.

Ubung 7.127. Sind p : X — Y und q : Y — Z Uberlagerungen und besitzt
jeder Punkt z € Z eine liberlagerungstriviale Umgebung, so ist auch ¢ o p eine
Uberlagerung.

Ergdnzung 7.1.28. Dasselbe kann man fiir beliebiges Z zeigen, wenn die Fasern
von ¢ endlich sind, aber diese Variante ist fiir uns im folgenden nebenséchlich.

Ergiinzende Ubung 7.1.29. Jede étale Abbildung von einem kompakten Haus-
dorffraum in einen Hausdorffraum ist eine Uberlagerung. Besonders Mutige zei-
gen: Eine eigentliche separierte étale Abbildung ist dasselbe wie eine Uberlage-
rung mit endlichen Fasern.

Erginzende Ubung 7.1.30. Gegeben f : X — Y eine Uberlagerung mit endlichen
Fasern und X = U UV eine Zerlegung von X in zwei offene Teilmengen sind
auch die Restriktionen von f auf U und V' Uberlagerungen.

7.2 Kategorien von Mengen mit Operation

7.2.1. Wir gehen nun davon aus, dall der Leser mit den grundlegenden Begriffs-
bildungen zu Operationen von Gruppen und allgemeiner von Monoiden vertraut
ist, wie sie zum Beispiel in ?? entwickelt werden.

Definition 7.2.2. Sei GG ein Monoid. Eine Abbildung ¢ : X — Y von einer G-
Menge X in eine G-Menge Y heifit ein G-Morphismus oder auch G-dquivariant,
wenn gilt ¢(gz) = go(x) Vg € G,z € X. Mit den dquivarianten Abbildungen als
Morphismen bilden die G-Mengen eine Kategorie, die wir mit G -Ens oder Ens¢
bezeichnen. In derselben Weise bilden auch die (G-Rechtsmengen eine Kategorie,
die wir mit Ens- G oder Ens ¢ bezeichnen.

Ergdnzung 7.2.3. Im Rahmen der Kategorientheorie konnen wir die Kategorie
der G-Mengen auch beschreiben als die Kategorie G-Ens = Cat([G], Ens) al-
ler Funktoren von der Ein-Objekt-Kategorie [G] aus 10.1.6 in die Kategorie der
Mengen.

Ubungen

Erginzende Ubung 7.2.4. Ich erinnere daran, daB wir unter einem ,homogenen
Raum* fiir eine vorgegebene Gruppe eine Menge mit einer transitiven Wirkung
unserer Gruppe verstehen. Man zeige: Genau dann stimmen fiir einen gegebenen
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homogenen Raum alle Standgruppen iiberein, wenn er isomorph ist zum Quoti-
enten der Gruppe nach einem Normalteiler. Wir sagen dann auch, der homogene
Raum sei normal. Hinweis: ??.

Ubung 7.2.5. Jede Gruppe operiert auf der Menge aller ihrer Untergruppen durch
Konjugation. Die Bahnen dieser Operation nennt man Konjugationsklassen von
Untergruppen. Man zeige, daB fiir jede Gruppe GG das Bilden der Gesamtheit
aller Standgruppen eine Bijektion liefert

Transitive G-Mengen, ~ Konjugationsklassen von
bis auf Isomorphismus Untergruppen von G

X > {G, |z € X}

Im iibrigen ist das schlicht die von der Aquivalenz von Kategorien 7.2.8 auf Iso-
morphieklassen von Objekten induzierte Bijektion.

Ubung 7.2.6. Man zeige, daB die Linksoperation eines Monoids G auf sich selbst
einen Isomorphismus induziert zwischen dem Monoid G und dem Monoid der
Endomorphismen der G-Rechtsmenge , in Formeln also einen Isomorphismus
G = (Ens-G)(G), g — (g-). Ebenso induziert die Rechtsoperation eines Mono-
ids G auf sich selbst einen Isomorphismus GP? = (G -Ens)(G), ¢° — (-9).

Ubung 7.2.7. Der Normalisator einer Untergruppe H in einer Gruppe G ist defi-
niert als die Untergruppe Ng(H) := {g € G | gHg™' = H} von G. Man zeige,
daB die Zuordnung g — (-g~!), die also jedem g € G die Multiplikation von
rechts mit ¢! zuordnet, einen Isomorphismus

N¢(H)/H = (G-Ens)*(G/H)

induziert zwischen der Quotientengruppe Ng(H)/H und der Automorphismen-
gruppe der G-Menge G/ H. In derselben Weise erhilt man durch die Abbildung
g — (-g), immer noch fir G O H eine Gruppe mit einer Untergruppe einen
Isomorphismus

({ge G| HgCgH}/H)™ = (G-Ens)(G/H)

von Monoiden. Betrachtet man in G = SL(2; Q) die Untergruppe H aller oberen
Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Diagonale und einem ganzzahligen Eintrag
in der oberen rechten Ecke, und nimmt als g eine geeignete Diagonalmatrix, so
erhélt man ein Beispiel mit Hg C gH.

Ubung 7.2.8 (Die Untergruppenkategorie). Sei G eine Gruppe. Wir machen die
Menge UGr aller Untergruppen von GG zu einer Kategorie durch die Vorschrift

UGrq(H,K) = {gK € G/K | HgK = gK}
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mit der Verkniipfung UGrg(H, K) x UGrg(K, M) — UGrg(H, M) gegeben
durch (9K, fM) — gKfM = gfM. Man zeige, daB wir eine Aquivalenz von
Kategorien

UGrg = {Transitive G-Mengen}

erhalten, indem wir jeder Untergruppe H C G den homogenen Raum G/H zu-
ordnen und jedem Morphismus gK € UGrg(H, K) die G-dquivariante Abbil-
dung G/H — G/K,aH + aHgK = agK. Diese Ubung ist wichtig fiir gewisse
Formulierungen der Uberlagerungstheorie.

Ergiinzende Ubung 7.2.9. Gegeben Gruppen H, G bezeichne H -Ens- G die Kate-
gorie aller Mengen X mit einer Linksoperation von H und einer Rechtsoperation
von G derart, da} gilt (hx)g = h(xg) fur alle h € H,x € X und g € G.
Man erklire, in welcher Weise diejenigen Objekte dieser Kategorie, auf denen
die Rechtsoperation von G frei und transitiv ist, klassifiziert werden durch G-
Konjugationsklassen von Gruppenhomomorphismen H — G.

Ubung 7.2.10. Ist C eine Kategorie, A € C ein Objekt und G = C(A) das Mo-
noid seiner Endomorphismen, so erhalten wir stets einen Funktor C(A, ) : C —
Ens- G, indem wir setzen fg = fogfir BeC, f € C(A,B)und g € C(A).

7.3 Quotientenabbildungen als Uberlagerungen

Definition 7.3.1. Unter einer Operation eines Monoids auf einem Objekt einer
Kategorie versteht man einen Homomorphismus von besagtem Monoid in das
Monoid der Endomorphismen von besagtem Objekt.

7.3.2. Eine Operation eines Monoids M auf einem topologischen Raum X ist also
ein Monoidhomomorphismus ¢ : M — Top(X). Unter der durch das Exponen-
tialgesetz gegebenen Bijektion

Ens(M, Ens(X, X)) = Ens(M x X, X)

entsprechen die Monoidhomoorphismen ¢ : M — Top(X, X) denjenigen Ab-
bildungen ¢ : M x X — X, fiir die mit der vereinfachenden Notation gz :=
(g, ) und der durch Hintereinanderschreiben notierten Verkniipfung in M und
1 € M dem neutralen Element gilt (hg)x = h(gz) Yh,g € M,z € X sowie
lx = x Vo € X und fiir die z — gx fiir alle ¢ € M eine stetige Abbildung
X — X ist. Oft versteht man unter einer Operation eines Monoids M/ auf ei-
nem topologischen Raum X auch direkt eine Abbildung

MxX —X

mit den eben aufgefiihrten Eigenschaften.
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7.3.3. Ich erinnere daran, daf} eine Operation einer Gruppe auf einer Menge frei
heift, wenn auller dem neutralen Element kein Element unserer Gruppe irgendei-
nen Punkt unserer Menge festhiilt.

Definition 7.3.4. Eine Operation einer Gruppe G auf einem topologischen Raum
X heil3t topologisch frei, wenn jeder Punkt x € X eine Umgebung U besitzt, fiir
die die Operation eine Injektion G x U — X liefert.

7.3.5 (Terminologisches). In der Literatur heilen unsere topologisch freien Ope-
rationen meist freie eigentlich diskontinuierliche Operationen.

Beispiele 7.3.6. Die Gruppe Z" operiert topologisch frei durch Addition auf R".
Die Gruppe {+1, —1} operiert topologisch frei durch Multiplikation auf S™ und
R™\0. Fiir festes k operiert die Gruppe {z € C* | z* = 1} der k-ten Einheits-
wurzeln topologisch frei auf C™\0. Die Operation von QQ auf R durch Addition ist
frei, aber nicht topologisch frei.

Ergdnzung 7.3.7. Ist G eine topologische Gruppe und H C G eine diskrete Un-
tergruppe, so ist die Operation von H auf GG durch Linkstranslation topologisch
frei. Dasselbe gilt dann natiirlich auch fiir die Operation durch Rechtstranslation.
Sie durften das im Zusammenhang mit topologischen Gruppen als Ubung 4.1.25
zeigen.

Ergdnzung 7.3.8. Seien G eine Hausdorffgruppe und K C G eine kompakte Un-
tergruppe und I' C G eine diskrete Untergruppe. So bilden nach 4.4.21 die Punkte
z € G/ K des Quotienten mit trivialer Standgruppe I'; = 1 eine offene Teilmenge
V @ G/K, auf der I topologisch frei operiert.

7.3.9 (Bahnenraum). Ist X ein topologischer Raum mit einer Operation einer
Gruppe G, so geben wir dem Bahnenraum X/G die Quotiententopologie be-
ziiglich der Surjektion X — X/G. Wie wir in 4.2.4 gesehen haben, ist in die-
sem Fall sogar fiir einen beliebigen weiteren Raum Y die Abbildung ¥ x X —
Y x (X/G) final, die offensichtliche Abbildung liefert mithin einen Homéomor-
phismus (Y x X)/G =Y x (X/G).

Satz 7.3.10 (Quotientenabbildungen als Uberlagerungen). Ist X ein topolo-
gischer Raum mit einer topologisch freien Operation einer Gruppe G, so ist die
Surjektion auf den Bahnenraum p : X — X /G, x — Gz eine Uberlagerung.

Beweis. Gegeben x € X und U eine offene Umgebung von z mit G x U — X
sind sowohl p : U — p(U) als auch G x U — p~!(p(U)) Homdomorphismen,
da diese Abbildungen beide bijektiv, offen und stetig sind. Folglich ist p(U) eine
trivial tiberlagerte Umgebung von Gx. [

Beispiel 7.3.11. Die Klein’sche Flasche kann realisiert werden als der Quotient
der Ebene nach einer topologisch frei operierenden Gruppe, wie nebenstehendes
Bild illustriert.
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Dieses Bild der Fliche F'(aabb) von Seite 172 kann gelesen werden als eine
Darstellung der Klein’schen Flasche als der Quotient der Ebene nach einer
topologisch frei operierenden Gruppe, die von zwei Gleitspiegelungen mit
parallelen Achsen und demselben Verschiebungsvektor erzeugt wird. Die

Gleitspiegelachsen zweier erzeugender Gleitspiegelungen sind hier gestrichelt
eingezeichnet.
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Ubungen

Ubung 7.3.12. Jede freie Operation einer endlichen Gruppe auf einem Haus-
dorffraum ist topologisch frei.

Ubung 7.3.13 (Quotient einer Uberlagerung). Ist p : X — Y eine Uberla-
gerung eines lokal zusammenhédngenden Raums Y und operiert eine Gruppe G
topologisch frei auf X und stabilisiert die Fasern von p, so ist auch X/G — Y
eine Uberlagerung.

Ubung 7.3.14. Seien G eine Gruppe und f : X — Y eine stetige G-iquivariante
Abbildung von topologischen Riumen mit G-Operation. Man zeige: Operiert G
topologisch frei auf Y, so auch auf X. Operiert GG topologisch frei auf Y, so liefert
das Bilden des Bahnenraums eine Aquivalenz von Kategorien

Top$ = Topy, e

zwischen der Kategorie der topologischen Rdume iiber Y mit einer dquivarian-
ten G-Operation und der Kategorie der topologischen Rdume iiber Y/G. Hinweis:
Man mag einen Quasiinversen konstruieren als das Faserprodukt mit Y iiber Y/G.
Unter diesen zueinander inversen Aquivalenzen bleiben alle Eigenschaften erhal-
ten, die lokal sind in der Basis.

7.4 Lifts und Decktransformationen

Definition 7.4.1. Seien p : X — X und f : Y — X stetige Abbildungen. Eine
stetige Abbildung h : Y — X mit poh = f heilit ein Lift oder eine Hochhebung
von f.

7.4.2. In der Kategorientheorie hatten wir so einen Lift einen ,,Morphismus iiber
X« genannt. Der Begriff Lift ist insbesondere dann gebriuchlich, wenn p : X —
X eine Uberlagerung ist. Man mag sich einen Lift durch das folgende kommuta-
tive Diagramm veranschaulichen, das gleichzeitig auch die Terminologie erklért:

i

Y —X

743.Sindp: X - Xundg: X - X Uberlagerungen eines topologischen
Raums X, so heiflt ein Lift von ¢ alias eine stetige Abbildung h : X — X
mit p o h = ¢ eine Decktransformation zwischen unseren Uberlagerungen. Wir

erhalten so die Kategorie )
Ubx

193



der Uberlagerungen von X mit Uberlagerungen als Objekten und Decktransfor-
mationen als Morphismen. Wir bezeichnen die Menge aller Decktransformationen
zwischen zwei Uberlagerungen X und X eines Raums X nach unseren Konven-
tionen mit Top, (X, X). Die Automorphismen einer Uberlagerung heiBen auch

ihre Deckbewegungen. Wir schreiben nach unseren Konventionen Top (X) fiir
die Gruppe der Deckbewegungen von X iiber X.

Beispiele 7.4.4. Die Deckbewegungen unserer Uberlagerung Exp : R — S* sind
genau die Abbildungen R — R, 2 — z + n fir n € Z. Ist allgemeiner X zu-
sammenhédngend und operiert die Gruppe G topologisch frei auf X, so sind die
Abbildungen z +— gz fiir ¢ € G genau die Deckbewegungen der Uberlagerung
X — G\ X. Das folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit von Lifts auf zusammen-
hingenden Rdaumen 7.4.10.

7.4.5. Dajede Uberlagerungsabbildung étale ist, muB nach 7.1.14 auch jede Deck-
transformation étale sein. Insbesondere ist also jede Decktransformation offen und
jede bijektive Decktransformation ein Isomorphismus von Uberlagerungen.

Satz 7.4.6 (Decktransformationen als Uberlagerungen). Jede Decktransforma-
tion zwischen Uberlagerungen eines lokal zusammenhcingenden Raums ist bereits
selbst eine Uberlagerungsabbildung.

7.4.7. Insbesondere hat jede Decktransformation zwischen Uberlagerungen eines
lokal zusammenhédngenden Raums offenes und abgeschlossenes Bild, denn nach
der Lokalkonstanz der Faserkardinalitit 7.1.6 gilt das fiir jede Uberlagerungsab-
bildung.

Beweis. Seien ¢ : X — X und p : X — X unsere Uberlagerungen und A :
X — X unsere Decktransformation. Gegeben 7 < X hat sein Bild z € X
eine zusammenhingende Umgebung U, auf der unsere beiden Uberlagerungen
Trivialisierungen « : U x D = ¢~ '(U)und 7 : U x D = p~'(U) besitzen.
Wir diirfen weiter annehmen, daB D = p~'(z) die Faser iiber z ist und daf gilt
7(z, CZ) — dfiiralled € D und entsprechend fiir die erste Uberlagerung. Dann gilt
notwendig h(k(z,d)) = 7(z, h(d)) und das zeigt, daB auch h eine Uberlagerung
ist. U

Ergdnzung 7.4.8. Mir ist nicht klar, ob im Fall einer beliebigen Basis jede Deck-
transformation bereits selbst eine Uberlagerungsabbildung sein muB. Ich erwarte
eher ein Gegenbeispiel.

7.4.9. Eine Decktransformation einer Uberlagerung auf sich selber muf keine
Deckbewegung sein. Man findet leicht Gegenbeispiele mit unzusammenhingen-
dem Totalram. Es gibt sogar Gegenbeispiele mit zusammenhingendem Totalram
fiir absolut verniinftige RiAume, vergleiche 8.4.4. Eine Uberlagerung muf auch
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durchaus nicht der Quotient nach einer Gruppenwirkung sein. Wir sehen bald ab-
solut verniinftige Gegenbeispiele.

Satz 7.4.10 (Eindeutigkeit von Lifts). Seien p : X — X eine Uberlagerung und
f:Y — X stetigund g, h : Y — X zwei Lifts von f. Ist Y zusammenhdingend
und gibtes y € Y mit g(y) = h(y), so gilt g = h.

Ergdnzung 7.4.11. Dasselbe gilt mit demselben Beweis, wenn wir von f nur for-
dern, da} es étale und separiert sein soll.

Beweis. Nach 7.1.26 ist X x y X eine Uberlagerung von X und die Diagonale
A:X — X x X X hat abgeschlossenes Bild. Da A eine Decktransformation ist,
muB aber das Bild auch offen sein. Die Abbildung (g, h) : Y — X x x X ist nun
stetig und das Urbild der Diagonale unter dieser Abbildung ist folglich offen und
abgeschlossen in Y. Fiir Y zusammenhédngend muf} dies Urbild also entweder leer
sein oder ganz Y. Da es y enthilt, ist es nicht leer und es folgt g = h. 0

Elementarer Beweis. Wir zeigen, daB die Mengen Y, := {z € Y | g(2) = h(2)}
undY; := {z € Y | g(2) # h(2)} beide offen sind. Aus y € Y; und Y zusammen-
hingend folgt dann Y5 = (). Sei also z € Y ein Punkt. Man wihle eine trivial iiber-
lagerte Umgebung U von f(z) und eine Trivialisierung 7 : p~}(U) = D x U von
pauf U.Gilt 7g(z) € {d} x U, so besitzt z eine Umgebung V mit g(V) C p~*(U)
und sogar 7¢g(V') C {d} x U. Analoges gilt fiir h. Also sind Y; und Y3 beide of-
fen. U

7.4.12. Ein bepunkteter Raum ist ein Paar (X, x) aus einem topologischen Raum
X und einem Punkt x € X, dem Basispunkt unseres bepunkteten Raums. Von
einer stetigen Abbildung f : (X,z) — (Y,y) bepunkteter Rdume fordern wir
stets implizit f(x) = y.

Satz 7.4.13 (Existenz von Lifts). Seien f : (Y,y) — (X, z) eine stetige Ab-
bildung und (X, %) — (X, x) eine UberlAagerung. Ist Y iiberlagerungstrivial, so
besitzt | genau einen Lift f : (Y,y) — (X, 2).

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz 7.4.10 iiber die Eindeutigkeit von

Lifts, da ja Y zusammenhingend ist nach 7.1.16. Die wesentliche neue Aussage
betrifft die Existenz. Wir betrachten dazu das pull-back-Diagramm

YXXX — X

1 1
Y — X

Nach Ubung 7.1.25 ist auch die linke Vertikale eine Uberlagerung. Wenn Y iiber-
lagerungstrivial ist, muB die linke Vertikale eine triviale Uberlagerung sein. Wir
finden also eine stetige Abbildung Y — Y x x X mity — (y, ). Verkniipfen mit
der oberen Horizontale gibt den gesuchten Lift. [
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Beispiel 7.4.14. Ist U C C uiberlagerungstrivial und f : U — C stetig ohne Null-
stelle, so gibt es fiir jedes n € Z\0 eine stetige Funktion g : U — C* mit g(z)" =
f(z) fiir alle z € U. Weiter gibt es g : U — C stetig mit exp(g(z)) = f(z) fur
alle z € U. Beide Behauptungen bedeuten ja nur die Existenz eines Lifts in Be-
zug auf die Uberlagerung C* — C*, z + 2™ beziehungsweise die Uberlagerung
exp : C — C*. Sind wir in der Funktionentheorie und ist U zusitzlich offen, so
zeigt der Umkehrsatz fiir holomorphe Funktionen ??, dal mit f auch g holomorph
sein muB.

Proposition 7.4.15 (Freiheit der Operation der Deckbewegungsgruppe). Ge-
geben eine Uberlagerung mit zusammenhcingendem Totalraum operiert ihre Deck-
bewegungsgruppe stets topologisch frei auf dem Totalraum.

Beweis. Seip : X — X unsere Uberlagerung und # € X ein Punktund z € X
sein Bild. Es hat eine trivial iiberlagerte offene Umgebung U @ X und gegeben
eine Trivialisierung 7 : U x D = p~!(U) gibtes ein d € D mit 7(z,d) = 7. Ich
behaupte, daf dann die Operation eine Injektion G x 7(U x {d}) — X induziert.
In der Tat folgt aus ¢g7(u,d) = h7(v,d) durch Anwenden von p sofort u = v
und daraus 7(u,d) = 7(v,d) und mit dem Satz iiber die Eindeutigkeit von Lifts
schlieBlich g = h wie gewiinscht. [

Definition 7.4.16. Eine zusammenhingende Uberlagerung p : X — X derart,
daB fiir jeden Punkt x € X die Gruppe der Deckbewegungen transitiv auf der
Faser p~'(z) operiert, nennen wir eine Galois-Uberlagerung oder galois.

7.4.17 (Diskussion der Terminologie). Statt ,,galois* sagt man auch normal oder
regulir. Ich ziehe galois vor, denn normalerweise ist eine Uberlagerung keines-
wegs galois.

Ubungen

Ubung 7.4.18 (Normale Hiille). Man zeige, daB jede endliche zusammenhiingen-
de lokal zusammenhiingende surjektive Uberlagerung selbst eine endliche Uberla-
gerung besitzt derart, daB die Verkniipfung der beiden Uberlagerungsabbildungen
eine normale Uberlagerung ist. Hinweis: Man bilde iiber der Basis das Faserpro-
dukt einiger Kopien unserer Uberlagerung mit sich selbst und nehme darin eine
geeignete Zusammenhangskomponente. Man zeige auch, dal es zu je zwei end-
lichen zusammenhingenden lokal zusammenhiingenden surjektiven Uberlagerun-
gen eine weitere endlichen zusammenhiingende Uberlagerung gibt, die iiber beide
als Uberlagerungsabbildung faktorisiert.
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Versuch der bildlichen Darstellung einer dreiblittrigen Uberlagerung der Acht,
die keine nichttrivialen Decktransformationen zuliBt. Diese Uberlagerung ist
also nicht galois.
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7.5 Initiale und universelle Uberlagerungen

Definition 7.5.1. Eine bepunktete Uberlagerung (X, %) — (X, ) heiBt initial
oder ausfiihrlich eine initiale bepunktete Uberlagerung, wenn es fiir jede wei-
tere bepunktete Uberlagerung (X, Z) — (X, z) ihrer Basis genau eine basispunk-
terhaltende Decktransformation (X, #) — (X, &) gibt.

Beispiele 7.5.2 (Initialitiit bei iiberlagerungstrivialem Totalraum). Nach un-
seren Sitzen 7.4.10 und insbesondere 7.4.13 iiber die Existenz und Eindeutigkeit
von Lifts ist jede Uberlagerung durch einen iiberlagerungstrivialen Raum bepunk-
tet initial fiir jede mogliche Bepunktung. Da nach 7.1.20 jeder wegetriviale Raum
bereits iiberlagerungstrivial sein muB, ist etwa exp : (R, z) — (S, exp(z)) eine
initiale bepunktete Uberlagerung fiir alle z € R.

7.5.3. Eine initiale bepunktete Uberlagerung ist stets zusammenhiingend. In der
Tat, wire andernfalls X = X; U X, eine Zerlegung in zwei nichtleere offene
Teilmengen, so konnten wir leicht zwei verschiedene Decktransformationen X —
X U X angeben, unter denen # dasselbe Bild hat. Das Bild p(f( ) C X ist also
zusammenhingend und nach unseren Erkenntnissen zur Kardinalitéit der Fasern
einer Uberlagerung 7.1.6 ist es auch offen und abgeschlossen in X.

7.5.4 (Eindeutigkeit initialer bepunkteter Uberlagerungen). In kategorientheo-
retischer Terminologie ist eine initiale bepunktete Uberlagerung eines bepunkte-
ten Raums ein initiales Objekt in der Kategorie aller seiner bepunkteten Uberla-
gerungen. Insbesondere ist sie eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus, wes-
halb wir guten Gewissens mit einem bestimmten Artikel von der initialen bepunk-
teten Uberlagerung reden diirfen.

Satz 7.5.5 (Eigenschaften initialer bepunkteter Uberlagerungen). Gegeben
eine initiale bepunktete Uberlagerung u : (X,%7) — (X, z) eines zusammen-
hdngenden lokal zusammenhdngenden Raums gilt:

1. Jede Decktransformation von X zu sich selbst ist bereits eine Deckbewe-

gung, in Formeln Topy (X) = Topy(X);

2. Die Deckbewegungsgruppe G := TopX(X) operiert topologisch frei auf
dem Totalraum X ;

3. Unsere Uberlagerungsabbildung induziert einen Homoomorphismus
X/G>X

4. Fiir jeden Punkt 2 € X ist auch u : (X,2) — (X,u(Z)) eine initiale
bepunktete Uberlagerung.
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Beweis. 1. Jede Decktransformation ¢ : X — X ist surjektiv nach 7.4.6, weil wir
unsere Basis lokal zusammenhingend angenommen hatten. Es gibt also 2 € X
mit (%) = 7. Aufgrund der Initialitdt gibt es dann auch eine Decktransformation
v X — X mit (%) = . Sowohl 1 als auch ¢ sind Decktransformationen,
die einen Punkt festhalten, also nach der Eindeutigkeit von Lifts die Identitit. Al-
so ist jede Decktransformation eine Deckbewegung.

2. Da jede initiale bepunktete Uberlagerung X zusammenhéngend ist, operiert
nach 7.4.15 die Deckbewegungsgruppe topologisch frei auf X.

3. Da X lokal zusammenhiingend angenommen war, mufl X /G — X nach Ubung
7.3.13 ebenfalls eine Uberlagerung sein. Nun besteht aber bei letzterer Uberlage-
rung die Faser iiber unserem Basispunkt x nur aus einem Punkt, da nach dem ers-
ten Teil alle Decktransformationen bereits Deckbewegungen sind und die Deck-
bewegungsgruppe mithin und aufgrund der Initialitit transitiv auf p~! () operiert.
Da nach 7.1.6 die Faserkardinalitit lokal konstant ist und X zusammenhéngend
angenommen war, muB diese Uberlagerung einblittrig und damit ein Homdomor-
phismus X/G = X sein.

4. Sei (X, 2) = (X, u(Z)) eine bepunktete Uberlagerung. Wir miissen zeigen, daf
es genau eine bepunktete Decktransformation (X, Z) — (X, 2) gibt. Die Eindeu-
tigkeit folgt aus der Eindeutigkeit von Lifts. Um die Existenz zu zeigen, diirfen
wir X durch die Zusammenhangskomponente von Z ersetzen, die nach 7.1.7 unter
unseren Annahmen auch eine Uberlagerung von X sein muf, und diirfen damit
X zusammenhidngend annehmen. Nach ?? ist X =5 X surjektiv. Aufgrund der
Initialitit von X gibt es damit eine Decktransformation d : X — X und diese
ist nach 7.4.7 surjektiv und wir finden ¥ € X mit d(3) = 2. Wegen u(%) = u(3)
gibt es aber nach Teil 3 ein ¢ € G mit g(Z) = Z und dann ist dg die gesuchte
Decktransformation mit z — 2. ]

Definition 7.5.6. Eine Uberlagerung p - X — X eines zusammenhiingenden
Raums heifit eine universelle Uberlagerung, wenn X nicht leer ist und wenn
fiir alle # € X die Uberlagerung von bepunkteten Raumen (X, %) — (X, p(%))
bepunktet initial ist.

7.5.7. Jede initiale bepunktete Uberlagerung eines zusammenhingenden und lo-
kal zusammenhéngenden Raums ist nach 7.5.5 universell. Die Bezeichnung ,,uni-
versell* bezieht sich auf die ,,universelle Eigenschaft®, die wir ,,bepunktet initial*
genannt hatten und die wir bei universellen Uberlagerungen stirker sogar fiir alle
Punkte des Totalraums fordern.

7.5.8 (Eindeutigkeit universeller Uberlagerungen). Universelle Uberlagerun-
gen haben keine verniinftige universelle Eigenschaft und sind nur eindeutig bis
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Versuch der graphischen Darstellung einer universellen Uberlagerung einer
bepunkteten Kreislinie. Gemeint ist eine nach oben und unten unendliche
Spirale, die vertikal auf die Kreislinie projeziert wird.
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auf nicht-eindeutigen Isomorphismus, was man leicht aus der Eindeutigkeit im
bepunkteten Fall folgert. Wir erlauben uns dennoch auch in dieser Situation den
bestimmten Artikel.

Beispiel 7.5.9. Die Uberlagerung Exp : R — S ist nach 7.5.2 universell.

7.5.10 (Deckbewegungen universeller Uberlagerungen). Gegeben eine univer-
selle Uberlagerung X — X ist jede Decktransformation X — X bereits eine
Deckbewegung, die Deckbewegungsgruppe G operiert topologisch frei auf X und
die Uberlagerungsabbildung induziert einen Homdomorphismus X /G = X.Das
alles folgt genau wie im bepunkteten Fall 7.5.5, nur dall wir die Bedingung ,,lokal
zusammenhingend* aufgrund der stirkeren Annahmen nicht mehr benétigen.

Lemma 7.5.11. Ein Raum ist iiberlagerungstrivial genau dann, wenn die Identitdit
auf unserem Raum eine universelle Uberlagerung ist.

Beweis. Dal die Identitét auf jedem iiberlagerungstrivialen Raum eine universelle
Uberlagerung ist, folgt sofort aus der Existenz und Eindeutigkeit von Lifts 7.4.13.
Ist umgekehrt die Identitit auf einem Raum Y eine universelle Uberlagerung, so
ist nach unseren Definitionen Y nicht leer. Wihlen wir also y € Y. Ist dann
p: Y — Y eine Uberlagerung, so finden wir fiir jedes § € p~—(y) genau einen
Lift s; : (Y,y) — (Y,%) von p und in ihrer Gesamtheit liefern diese Lifts eine
stetige Abbildung
7Y xp iy =Y

gegeben durch (z,9) — s4(z). Als Decktransformation ist 7 nach 7.4.5 auch of-
fen, ja sogar étale. Wenden wir die Annahme des Lemmas auf die anderen Punkte
von Y an, so erkennen wir unschwer, daf} unsere Abbildung zusétzlich injektiv
und surjektiv ist und damit die Uberlagerung Y — Y trivialisiert. 0

Beispiel 7.5.12 (Universelle Uberlagerung der Figur 8). Will man nicht nur
Bilder malen, muf3 man zunéchst spezifizieren, was die Figur 8 sein soll. Wir defi-
nieren sie hier noch etwas unbeholfen als die geometrische Realisierung des Sim-
plizialkomplexes K(8) mit fiinf Ecken K(8)y := {a, b, c,d, e} und sechs Kanten
K(8); = {{c,a},{c,b},{a,b},{c,d},{c, e}, {d, e}}. Die universelle Uberlage-
rung konnen wir dann dhnlich als geometrische Realisierung eines unendlichen
Simplizialkomplexes konstruieren.

Wir definieren sie als die geometrische Realisierung der semisimplizialen Men-
ge K(8) mit einem Nullsimplex /C(8), und zwei Einssimplizes /C(8); = {a, b}
nach ??2.

Satz 7.5.13 (Uberlagerungen mit iiberlagerungstrivialem Totalraum). Eine
Uberlagerung eines zusammenhiingenden lokal iiberlagerungstrivialen Raums ist
genau dann universell, wenn sie einen iiberlagerungstrivialen Totalraum hat.
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Graphische Darstellung eines Teils einer universellen Uberlagerung der Figur 8.
Jede vertikale Kante dieses Bildes geht unter der Uberlagerungsabbildung
homoomorph auf die obere Schlaufe der 8, jede horizontale Kante auf die untere
Schlaufe der 8, und zwar soll das Durlaufen von unten nach oben
beziehungsweise von rechts nach links dabei jeweils dem Durchlaufen im
Uhrzeigersinn entsprechen. Es gilt also salopp gesagt, ,,sich alle Kanten dieses
Bildes gleich lang zu denken®. Die Kreuzungspunkte sind nach ?? in Bijektion
zu den Elementen der freien Gruppe in zwei Erzeugern x und y, indem man etwa
von der Mitte ausgehend jedes x interpretiert als ,,gehe nach rechts zum nichsten
Kreuzungspunkt“, jedes z ! als ,,gehe nach links*, jedes ¥ als ,,gehe nach oben*
und y~ ! als ,»-gehe nach unten®.
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Ergdnzung 7.5.14. Ich erinnere daran, dal nach unseren allgemeinen Konven-
tionen ,lokal iiberlagerungstrivial bedeutet, dal jede Umgebung jedes Punktes
verkleinert werden kann zu einer iiberlagerungstrivialen Umgebung desselben
Punktes. Ich weiB nicht, ob jede universelle Uberlagerung eines beliebigen Raums
einen iiberlagerungstrivialen Totalraum haben mu§.

Beweis. Das Liften bei iiberlagerungstrivialem Definitionsbereich 7.4.13 zeigt,
daB eine Uberlagerung eines zusammenhingenden Raums durch einen iiberlage-
rungstrivialen Raum stets universell ist. Fiir den Beweis der anderen Implikation
sei X unser Raum und p : X — X eine universelle Uberlagerung. Ist ¢ : XX
eine Uberlagerung dieser universellen Uberlagerung, so ist nach Ubung 7.1.27
auch die Verkniipfung pq : X — X eine Uberlagerung. Gegeben 7 € X mit Bild
i € X gibt es mithin genau eine Decktransformation d : (X, #) — (X, &) iiber
X. Wegen ¢d(Z) = Z gilt nach der Eindeutigkeit von Lifts ¢d = id ¢ und ¢ ist
sogar eine Decktransformation iiber X . Wir sehen so, daf} die Identitit auf X eine
universelle Uberlagerung von X ist. Damit aber ist X iiberlagerungstrivial nach
7.5.11. ]

Beispiel 7.5.15. Die Klein’sche Flasche hat nach 7.3.11 als universelle Uberlage-
rung die Ebene, denn diese ist iiberlagerungstrivial nach dem Schleifenkriterium
7.1.20. Dasselbe gilt im Ubrigen fiir alle unsere kompakten zusammenhingen-
den Flidchen mit Ausnahme der Kugelschale S? und des zweidimensionalen reell-
projektiven Raums P*RR.

7.6 Existenz universeller Uberlagerungen

Satz 7.6.1 (Universelle Uberlagerung lokal iiberlagerungstrivialer Riume).
Jeder zusammenhdingende lokal iiberlagerungstriviale Raum besitzt eine iiberla-
gerungstriviale universelle Uberlagerung.

Beweis. Jede initiale bepunktete Uberlagerung (X, #) — (X, x) eines zusam-
menhéngenden und lokal zusammenhédngenden Raums ist nach Satz 7.5.5 bereits
eine universelle Uberlagerung und jede universelle Uberlagerung eines zusam-
menhingenden lokal iiberlagerungstrivialen Raums ist nach 7.5.13 iiberlagerungs-
trivial. Es reicht demnach zu zeigen, daf} unser Raum X fiir einen Punkt z € X
eine initiale bepunktete Uberlagerung besitzt. Wir beginnen damit, eine obere Ab-
schitzung fiir die Kardinalitit ]f( | einer zusammenhiingenden bepunkteten Uber-
lagerung p : (X,#) — (X, z) herzuleiten. Wir wihlen dazu fiir jeden Punkt
y € X eine tiberlagerungstriviale Umgebung U (y). Zu jedem Punkt § € X und
jeder Folge p(y) = xo, 20, %1, 21, - - -, & in X mit z; € U(x;) N U(x;4,) erhalten
wir eine wohlbestimmte Folge z¢, 2o, 71, 21, ..., %, In X mit 7 = y, die un-
ter p auf unsere urspriingliche Folge abgebildet wird und so, daf} Z; in derselben
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Zusammenhangskomponente von p~'(U(x;)) liegt wie Z; und in derselben Zu-
sammenhangskomponente von p~* (U (x;41)) wie &, falls ¢ # r. Es ist klar, daB
alle z,, die wir auf diese Weise fiir irgendein r > 0 erhalten, eine offene zusam-
menhingende Teilmenge Z(7j) © X bilden, die 7y enthilt. Es ist auch klar, da3
diese Z(7) eine Partition von X bilden. Ist also X zusammenhingend, so folgt
X = Z(%) und das liefert uns die gewiinschte obere Schranke fiir die Kardinalitiit
einer zusammenhingenden bepunkteten Uberlagerung von (X, z). Sei nun (2 eine
Menge echt groBerer Kardinalitdat. Wir betrachten die Gesamtheit / aller Quadru-
pel (Z,z,7,q) mit Z C € einer Teilmenge, z € Z einem Punkt, 7 C Pot(Z2)
einer Topologie auf Z und ¢ : 7 — X einer in Bezug auf die Topologie T stetigen
Abbildung, unter der (Z, ) eine bepunktete Uberlagerung von (X, ) wird. Das
durchi € I gegebene Quadrupel notieren wir (Z;, z;, 7;, ¢;). Wir betrachten weiter

die Menge
Tc]]z
el

aller Tupel ¢ = (¢;) derart, daB fiir jede Decktransformation von bepunkteten
Uberlagerungen d : (Z;, z;) — (Z;, z;) gilt d(t;) = t;. Die Menge T besitzt einen
ausgezeichneten Punkt z := (z;) und eine offensichtliche ausgezeichnete Abbil-
dung von bepunkteten Mengen pr : (7, z) — (X, x) mit ¢; o pr;, = pr Vi € I.
Unsere Menge 7' versehen wir nun mit einer Topologie, indem wir ein Fundamen-
talsystem von Umgebungen fiir jeden Punkt ¢ € 7" angeben derart, dall die davon
erzeugten Filter die in ?? gegebenen Axiome erfiillen. Gegeben U C V' C X eine
zusammenhingende Umgebung U von pr(t), die in einer iiberlagerungstrivialen
Teilmenge V' von X liegt, besitzt ja jede Uberlagerung ¢; : Z; — X genau einen
stetigen Schnitt s; : V' — Z;, dessen Bild ¢; enthilt, und a forteriori genau einen
stetigen Schnitt s; : U — Z;, dessen Bild ¢; enthilt. Diese Schnitte liefern in ihrer
Gesamtheit eine Abbildung s : U — T mit s(pr(¢)) = ¢ und die so erhaltenen
Teilmengen s(U) C T nehmen wir als unsere Fundamentalsysteme von Umge-
bungen von ¢ € T'. Es ist klar, da3 wir so eine Topologie auf 7" erhalten und daf3
pr : (T,z) — (X,x) eine bepunktete Uberlagerung ist. Die Zusammenhangs-
komponente X C 7T von z ist dann nach 7.1.7 auch eine bepunktete Uberlagerung
von (X, x) und ist initial nach Konstruktion. O

7.6.2. Wir nennen einen topologischen Raum nach 7.1.19 wegetrivial, wenn er
zusammenhingend, schleifenfiillend und lokal wegzusammenhéngend ist.

Satz 7.6.3 (Universelle Uberlagerung lokal wegetrivialer Riume). Jeder zu-
sammenhdngende lokal wegetriviale Raum besitzt eine wegetriviale universelle
Uberlagerung.

Beweis. Wir wihlen z € X fest und betrachten die Menge X aller Homotopie-
klassen von Wegen mit Anfangspunkt = unter Homotopie mit festen Randpunkten,
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in Formeln,
X = {y:[0,1] = X | yist stetig, 7(0) = 2}/ =

Aquivalent und vielleicht suggestiver aber komplizierter konnten wir X auch er-
kldren als die Menge aller Paare (g, y) bestehend aus einem Punkt y € X und ei-
ner Homotopieklasse von Wegen g € W(z, y). Die Homotopieklasse eines Weges
7 heifle wieder [7]. Insbesondere haben wir also eine Abbildung u : X - X,
[7] = (1), die jeder Homotopieklasse von Wegen ihren gemeinsamen Endpunkt
zuordnet. Sie ist surjektiv, da X wegzusammenhingend ist. Wir erkldren nun auf
X eine Topologie. Fiir jeden stetigen Weg v mit Anfangspunkt = und jede offene
Umgebung V' seines Endpunktes (1) setzen wir dazu

Uy, V) ={[B*~]|8:]0,1] — V ist stetig mit 5(0) = v(1)}

und betrachten auf X die von allen U (v, V) erzeugte Topologie. Offensichtlich
istu: X — X stetig, das Urbild von V ist ja gerade die Vereinigung der U(~, V)
iiber alle Wege ~ mit Endpunkt in V. Wir miissen zeigen, daB u eine Uberlagerung
ist. Fiir z € X wihlen wir dazu eine offene wegzusammenhingende Umgebung
V von z, die ganz in einer schleifenfiillenden Umgebung enthalten ist. Wir be-
trachten nun die Abbildung

D:ul(2)xV =X, ([],v)— [B*7]

Hier meint 3 : [0, 1] — V irgendeinen Weg von z nach v, der ganz in V' verlauft.
Aufgrund unserer Voraussetzungen an V' ist & wohldefiniert und eine Injektion
mit Bild u~! (V). Wir zeigen, daB ® ein Homdomorphismus auf sein Bild ist.

1. @ ist stetig. In der Tat, liegt ®([y],v) in U(a, W), so auch ®({[v]} x V1)
fiir jede offene wegzusammenhédngende Umgebung V; von v in V N W

2. ® ist offen. In der Tat, fiir wegzusammenhingendes offenes V; C V gilt
O({[y]} x Vi) = U(B x v, V1) fiir jeden Weg (3 : [0,1] — V mit 5(0) = z,
B(1) € V.

Also ist u : X — X eine Uberlagerung und wir miissen nur noch zeigen, daf
X wegzusammenhingend und schleifenfiillend ist. Bezeichne = € X die Klasse
des konstanten Weges z. Jeder Weg w : ([0,1],0) — (X, z) mit Anfangspunkt
z hat als Lift zum Anfangspunkt Z den Weg @ : ([0,1],0) — (X, #) gegeben
durch @(s) = |w,| mit wy(t) = w(st). Die Wege w; : [0,1] — X sind also An-
fangsstiicke von w, die so langsam durchlaufen werden, daf gilt ws(1) = w(s).
Offensichtlich hat @ den Endpunkt [w]. Mit X ist also auch X wegzusammenhin-
gend. Jeder geschlossene Weg & € Q(f( , ) von unserem Punkt Z zu sich selber
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schlieBlich ist umgekehrt der Lift seines Bildes « € (X, x) zum Anfangspunkt
Z und hat nach dem vorhergehenden folglich den Endpunkt [a]. Aus [o] = Z
folgt aber, da3 es eine Homotopie h : a ~ ¢, zum konstanten Weg gibt. Diese
konnen wir liften nach 7.4.13, da [0, 1]* iiberlagerungstrivial ist, und erhalten so
h:a ~ & = ez Also ist jeder geschlossene Weg in X zusammenziehbar und
X ist eine wegetriviale Uberlagerung. Dann ist sie aber nach 7.1.20 auch iiber-
lagerungstrivial sowie lokal iiberlagerungstrivial und nach 7.5.13 eine universelle
Uberlagerung. 0

Ubungen

Ubung 7.6.4. Fiir n. > 1 betrachte man den Kreis K,, C R? mit Radius 1/n,
der rechts von der y-Achse liegt und diese im Ursprung beriihrt. Man zeige, daf3
der Raum X = |J, ., K,, keine einfach wegzusammenhingende Uberlagerung
besitzt. Dieser sogenannte Kreisraum dient oft als Gegenbeispiel.

206



Versuch der graphischen Darstellung des Kreisraums. Man muf} sich dabei
allerdings noch unendlich viele immer kleinere Kreise hinzudenken.
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8 Uberlagerungen und Gruppenwirkungen

8.1 Eigenschaften von Funktoren

8.1.1. Ich erinnere einige Begriffe zu Funktoren aus 10.2.19.

Definition 8.1.2. 1. Ein Funktor ' : A — B heift treu, wenn er auf den
Morphismen Injektionen F' : A(A, A") — B(F'A, FA") induziert, fiir alle
A A € A

2. Ein Funktor F' : A — B heilit volltreu, wenn er auf den Morphismen
Bijektionen F' : A(A, A") = B(FA, FA’) induziert. Ich notiere volltreue
Funktoren <;

3. Ein Funktor F' : A — B heifit eine Aquivalenz von Kategorien, wenn er
volltreu ist und zusétzlich eine Surjektion auf Isomorphieklassen von Ob-
jekten induziert, wenn es also in Formeln fiir alle B € Bein A € A gibt
mit FA = B. Ich notiere Aquivalenzen von Kategorien —+. Die doppel-
te Schlange soll andeuten, dal dieser Begriff schwécher ist als der Begriff
eines Isomorphismus von Kategorien, wie er im Anschluf} eingefiihrt wird;

4. Ein Funktor F' : A — B heilit ein Isomorphismus von Kategorien, wenn
er bijektiv ist auf Objekten und auf Morphismen, wenn er also ein Isomor-
phismus ist in der Kategorie der Kategorien aus 8.7.1. Ich notiere Isomor-
phismen von Kategorien —.

Beispiel 8.1.3. Sei k ein Korper. Wir betrachten die Kategorie Modf}, aller end-
lichdimensionalen alias endlich erzeugten k-Vektorraume mit linearen Abbildun-
gen als Morphismen. Das Kiirzel steht fiir ,,finitely generated k-Module®, eine
andere Bezeichnung fiir dasselbe Objekt. Weiter betrachten wir, und zwar sogar
fiir einen beliebigen Ring k, die Matrixkategorie Mat = Mat, mit Objekten
Ob(Mat) := N und Matrizen mit Eintrdgen in %k des entsprechenden Formats
als Morphismen, in Formeln Mat(m,n) := Mat(n x m;k). Die Verkniipfung
von Morphismen in Mat schlieBlich sei die Matrixmultiplikation. Im Fall eines
Korpers k ist dann der offensichtliche Funktor n +— k™ eine Aquivalenz von Ka-
tegorien
Matk i) MOdfk

zwischen unserer Matrixkategorie Mat; und der Kategorie der endlich erzeug-
ten k-Vektorrdume, aber ist natiirlich kein Isomorphismus von Kategorien. Diese
Aussage falit eine Vielzahl von Aussagen der linearen Algebra zusammen und
illustriert meines Erachtens recht gut die Kraft und Eleganz der Sprache der Kate-
gorientheorie. Wenn unser Ring k selbst durch einen groBeren Ausdruck gegeben
ist, schreiben wir fiir unsere Matrixkategorie statt Mat auch manchmal Mat(k).
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Ubungen

Ubung 8.1.4. Jede Aquivalenz von Kategorien induziert eine Bijektion zwischen
den zugehorigen Isomorphieklassen von Objekten. Zum Beispiel werden die end-
lichdimensionalen k-Vektorrdume klassifiziert durch ihre Dimension, alias durch
Elemente von N, alias durch Isomorphieklassen der Matrixkategorie.

8.2 Transformationen

8.2.1. Ich erinnere nun an das Konzept einer Transformation von Funktoren, wie
es in 10.4 ausfiihrlicher besprochen wird.

Definition 8.2.2. Seien A, B Kategorien und F,G : A — B Funktoren. Eine
Transformation 7 : ' = G ist eine Vorschrift, die jedem Objekt X € A einen
Morphismus 7x € B(FX,GX) zuordnet derart, daB fiir jeden Morphismus f :
X — Y in A das folgende Diagramm in B kommutiert:

FX X gx
Ffl 1Gf
Fry o gy

In Formeln meint dies ,,Kommutieren* die Gleichheit (Gf) o 7x = 7y o (F'f) in
der Morphismenmenge B(F X, GY). Ob ein Doppelpfeil eine Transformation von
Funktoren oder vielmehr eine Implikation meint, muf3 der Leser aus dem Kontext
erschliefen. Sind alle 7y Isomorphismen, so nenne ich 7 eine Isotransformation
und notiere sie =. Gibt es zwischen zwei Funktoren eine Isotransformation, so
heillen sie isomorph.

8.2.3 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heilen unsere Transfor-
mationen meist ,,natiirliche Transformationen*. Diese Terminologie schien mir
jedoch unnétig umsténdlich und entspricht auch nicht meinem Sprachempfinden:
Ich mochte zum Beispiel unter der ,,natiirlichen* Transformation des Identitéts-
funktors auf der Kategorie aller R-Vektorrdume in den Bidualraumfunktor gerne
die in 8.2.4 gegebene Transformation verstehen, die zwar keineswegs die einzi-
ge Transformation zwischen diesen Funktoren ist, aber vielleicht schon die ,,na-
tiirlichste*. In der Literatur heilen unsere Isotransformationen auch und sogar
meist Isomorphismen von Funktoren oder Aquivalenzen von Funktoren.

Beispiel 8.2.4 (Bidualraum und Identitidtsfunktor). Seien & ein Korper und
B : Mody, — Mod; der Funktor, der jedem k-Vektorraum V' seinen Bidual-
raum BV := VT zuordnet. So liefern die Evaluationen evy : V. — VT,
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v +— (f — f(v)) eine Transformation ev : Id = B und eine Isotransformati-
on zwischen den Restriktionen dieser Funktoren auf die Kategorie der endlichdi-
mensionalen k-Vektorrdume, vergleiche ??. Oft formalisiert man Situationen die-
ser Art nicht bis ins Letzte aus und spricht etwa von kanonischen Abbildungen
oder kanonischen Isomorphismen, wenn bei formaler Betrachtung Abbildungen
oder Isomorphismen 7y : FF.X — GX gemeint sind, die in ihrer Gesamtheit eine
Transformation beziehungsweise Isotransformation von Funktoren 7 : F = G
bilden.

Beispiel 8.2.5 (Dualraum und Transponieren). Sei k ein Korper. Wir betrachten
den Dualraumfunktor D : Mod; — Mod;"", der jedem Raum seinen Dualraum
zuordnet. Sei T' : Mat, — Matzpp der Funktor auf der Matrizenkategorie Maty
aus 8.1.3, der die Objekte festhilt und Matrizen transponiert. Sei schlielich noch
R : Mat; — Mody unser Realisierungsfunktor n +— k™ aus 8.1.3. So erhalten wir
eine Isotransformation
7:RPPT = DR

dadurch, da3 wir jeder natiirlichen Zahl alias jedem Objekt n € Mat; den of-
fensichtlichen Isomorphismus 7,, : * = (k™) zuordnen. Es kann hilfreich sein,
durch Doppelpfeile in Diagrammen von Kategorien und Funktoren klarzumachen,
zwischen welchen Funktoren eine Transformation gemeint ist. So wire etwa in
diesem Beispiel unser 7 ein moglicher Doppelpfeil im Diagramm

Mat, — > Mat PP

Rl |

Modj, —2> Mod P

In diesem Fall konnten wir zusétzlich unseren Doppelpfeil noch mit einer Schlan-
ge versehen, da er ja einen Isomorphismus von Funktoren darstellt.

Beispiel 8.2.6. Sind 7 : ' = G und ¢ : G = H Transformationen, so ist auch
oot : F = H gegeben durch (0 o7)x := opx o Tx fiir jedes Objekt X der Aus-
gangskategorie von F' eine Transformation. Des weiteren gibt es fiir jeden Funktor
F die identische Transformation id = idr von besagtem Funktor zu sich selber,
gegeben durch (idg)x := idpx fiir jedes Objekt X der Ausgangskategorie unse-
res Funktors. Sind A, B Kategorien, so bilden die Funktoren A — B selbst eine
Kategorie, mit Funktoren als Objekten und Transformationen als Morphismen.
Ich verwende fiir diese Funktorkategorie die beiden Notation Cat(A, B) = B#,
so daf} etwa fiir Funktoren F, G : A — B die Menge der Transformationen

Cat(A, B)(F,G) = BAF,G)

notiert werden kann. Werden die Kategorien selber durch groBere Ausdriicke ge-
geben, so sind fiir die Menge der Transformationen auch abkiirzende Notationen
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wie etwa Trans(F, G) sinnvoll und iiblich. Unsere Isotransformationen sind genau
die Isomorphismen der Funktorkategorie.

Beispiel 8.2.7. Seien F',G : A — B Funktoren und 7 : F' = G eine Trans-
formation. Gegeben ein weiterer Funktor  : B — C erhalten wir eine Trans-
formation Hr : HF = HG durch (HT)x = H(7x). Gegeben ein weiterer
Funktor K : D — A erhalten wir eine Transformation 7K : FK = GK durch
(T K)w = 1w . Offensichtlich liefern diese Konstruktionen ihrerseits Funktoren
Cat(A,B) — Cat(A,C) und Cat(A, B) — Cat(D, B) zwischen den entspre-
chenden Funktorkategorien, die wir als das Nachschalten von /7 beziehungswei-
se Vorschalten von K bezeichnen.

8.2.8 (Schwierigkeiten der Notation). Die Notationen 7K und H 7 fiihren leicht
zu Verwirrung, sobald nicht aus der Art der Symbole klar ist, welche Symbo-
le Funktoren und welche Transformationen darstellen. Ich kenne keine generelle
Losung fiir diese Schwierigkeiten der Notation. Hier versuche ich, eine gewisse
Ubersichtlichkeit dadurch zu erreichen, daB ich systematisch lateinische GroB3-
buchstaben fiir Funktoren und kleine griechische Buchstaben fiir Transformatio-
nen verwende.

Ubungen

Ubung 8.2.9 (Homotopie und fundamentales Gruppoid). Gegeben stetige Ab-
bildungen f, g : X — Y liefert jede Homotopie H : f ~ g eine Isotransformation
Hy : fy = g4 zwischen den auf den Wegekategorien induzierten Funktoren f;, g;
Wx — Wy vermittels der Isomorphismen (Hy), = [H(z,t)] € Wy (f(x), g(z)).

Ubung 8.2.10. Sind zwei Funktoren isomorph und ist der eine eine Aquivalenz
von Kategorien, so auch der andere.

Ubung 8.2.11. Sei G ein Monoid. Die G-Mengen mit den fquivarianten Abbildun-
gen als Morphismen bilden dann eine Kategorie GG -Ens. Bilden wir zu unserem
Monoid G die Ein-Objekt-Kategorie [G], so liefert der hoffentlich offensichtliche
Funktor einen Isomorphismus von Kategorien

G -Ens = Cat(|G], Ens)

Ubung 8.2.12. Man zeige: Ein Funktor ' : A — B ist genau dann eine Aqui-
valenz von Kategorien, wenn es eine Aquivalenz von Kategorien in die Gegen-
richtung G : B — A gibt nebst einer Isotransformation 7 : Id4 = GF. Die
Aquivalenz G oder genauer das Paar (G, 7) heiBt dann ein quasiinverser Funk-
tor zu F'. Man zeige weiter: Zu jedem Paar (G, 7) wie eben gibt es genau eine
Isotransformation 7 : F'G = Id4 mit (nF) o (F'1) = idp.
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Ubung 8.2.13. Man zeige: Genau dann ist ein Funktor F' : A — B eine Aquiva-
lenz von Kategorien, wenn es einen Funktor G : B — A gibt derart, dal F'G
isomorph ist zum Identitdtsfunktor auf B und G'F' isomorph zum Identitétsfunktor
auf A.

Ubung 8.2.14. Man zeige: Gegeben eine Aquivalenz von Kategorien F' : A = B
und ein Funktor G : B — A nebst einer Isotransformation 7 : F'G = Id 4 ist
auch G eine Aquivalenz von Kategorien und (G, 7) quasiinvers zu F.

Ubung 8.2.15 (Aquivalenzen von Funktorkategorien). Sind A, B Kategorien
und ist K : A" = A eine Aquivalenz von Kategorien, so liefert das Vorschalten
von K eine Aquivalenz von Funktorkategorien

Cat(A, B) & Cat(A', B)

Ist dhnlich H : B = B’ eine Aquivalenz von Kategorien, so liefert das Nachschal-
ten von H eine Aquivalenz von Funktorkategorien

Cat(A, B) = Cat(A, B')

Ergiinzende Ubung 8.2.16 (Exponentialgesetz fiir Kategorien). Man zeige, daB
man fiir je drei Kategorien A, B, C einen Isomorphismus von Kategorien

Cat(A, Cat(B,C)) = Cat(A x B,C)

erhilt durch die Vorschrift F — F mit F(A, B) = (F(A))(B) auf Objekten und
eine vom Leser zu spezifizierende Vorschrift auf Morphismen.

8.3 Adjungierte Funktoren

8.3.1. Das Konzept adjungierter Funktoren gehort zu den Grundbegriffen der Ka-
tegorientheorie. Die Terminologie kommt vermutlich vom Fall der Restriktions-
und Induktionsfunktoren aus der Darstellungstheorie endlicher Gruppen her, die
ein Paar von adjungierten Funktionen bilden und deren Effekte auf Charakteren
adjungierte lineare Abbildungen im Sinne der linearen Algebra sind.

Definition 8.3.2. Seien A, B Kategorien und L : A — Bsowie R : B - A
Funktoren. Eine Adjunktion o von L mit R oder in Kurzschreibweise o : L 4 R
ist eine Isotransformation

a:B(L,)= A(,R)

von Funktoren A°PP? x B — FKns, also explizit eine Familie von Bijektionen
aap: B(LA,B) = A(A,RB) fir A € A, B € B mit gewissen Natiirlichkeits-
eigenschaften, genauer mit a(p o Lf) = a(y) o f sowie a(g o ) = Rg o a(yp)
firf: A — Aundp: LA— Bundg: B — B'.
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Beispiel 8.3.3 (Freie Gruppen als adjungierter Funktor). Der Vergififunktor
von den Gruppen in die Mengen hat als Linksadjungierten den Funktor, der jeder
Menge die freie Gruppe iiber besagter Menge zuordnet, wie sie in 6.5.6 eingefiihrt
wird. Mit der Notation v : Grp — Ens fiir den vergeBlichen Funktor haben wir
fiir jede Gruppe G und jede Menge X eine natiirliche Bijektion

Grp(Grp* X, G) = Ens(X,vQ)

Der VergiB3funktor von den abelschen Gruppen in die Mengen hat dhnlich als
Linksadjungierten den Funktor, der jeder Menge die freie abelsche Gruppe iiber
besagter Menge zuordnet, fiir die wir die Notationen Ab* X = ZX verwenden.

Beispiel 8.3.4 (Das Exponentialgesetz als Adjunktion). Gegeben eine Menge
Z ist der Funktor (Zx) : Ens — Ens linksadjungiert zum Funktor Ens(Z, ) :
Ens — Ens vermittels der kanonischen Bijektionen

Ens(Z x X,Y) = Ens(X,Ens(Z,Y))

aus dem Exponentialgesetz ??. Weiter ist der Funktor Ens( , Z) : Ens — Ens°®
linksadjungiert zum Funktor Ens( , Z)°P? : Ens®®® — Ens vermittels der in der-
selben Weise konstruierten kanonischen Bijektionen

Ens®?(Ens(X, Z),Y) = Ens(Y, Ens(X, Z)) = Ens(X, Ens(Y, Z))

Beispiele 8.3.5 (Adjunktionen mit Hom und ®). Gegeben ein Korper k£ und
ein k-Vektorraum FE ist der Funktor £®; : Mod, — Mod, linksadjungiert zu
Homy(E, ) : Mody, — Mody und der Funktor Homg( , E) : Mod;, — Mod;"”
hat als Rechtsadjungierten den Funktor Homy( , £)°PP : Mod;”™ — Mody. Aus-
gezeichnete derartige Adjunktionen werden in ?? und ?? angegeben. Sie sind als
Spezialfille der Adjunktionen ?? und ?? in Schmelzkategorien.

8.3.6 (Einheit und Koeinheit einer Adjunktion). Seien A, B Kategorien und
L : A — Bsowie R : B — A Funktoren. Gegeben eine Adjunktion o : L 4 R
von Funktoren erhalten wir Transformationen & : Id4 = RLund & : LR =
Idg durch a4 = a(idps) und dp = a !(idgrp). Sie heiBen die Einheit und
Koeinheit der Adjunktion. Oft versteht sich die zugrundeliegende Adjunktion o
von selbst und wir brauchen dafiir gar keine Notation vorzusehen. Dann notieren
wir die Einheit und Koeinheit meiste4 : A —+ RLAund ng : LRB — B.

Beispiel 8.3.7 (Einheit und Koeinheit im Fall freier Gruppen). Unsere Adjunk-
tion Grp(Grp* X, G) = Ens(X, vG) hat als Einheit die kanonischen Abbildun-
genex : X — v Grp" X und als Koeinheit die kanonischen Gruppenhomomor-
phismen 7¢ : Grp*(vG) — G aus dem Beweis von 6.6.2.
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Beispiel 8.3.8. Der Funktor Spek : Ralg®® — Top aus ?? ist rechtsadjungiert
zum Funktor C : Top — Ralg™”. Diese Aussage ist der Kern der Argumentation
in 2?.

Lemma 8.3.9 (Aquivalenz durch Adjunktion). Seien L : A — Bund R : B —
A Funktoren und o : L - R eine Adjunktion.

1. Genau dann besteht die Einheit der Adjunktion & aus Isomorphismen G x :
X 5 RLX, wenn der Funktor L volltreu ist;

2. Genau dann besteht die Koeinheit der Adjunktion & aus Isomorphismen
&y : LRY =Y, wenn der Funktor R volltreu ist;

3. Genau dann bestehen & und & beide aus Isomorphismen, wenn L und R
Aquivalenzen von Kategorien sind. Man nennt L und R dann zueinander
quasiinverse Funktoren und versteht dabei die Adjunktion als einen Teil
des Datums. In diesem Fall liefern &~ und &~ auch eine Adjunktion (R, L).

Beweis. Aus unseren Erkenntnissen zu Einheiten und Koeinheiten von Adjunk-
tionen 8.8.1 folgt die Kommutativitit des Diagramms

A(X,Y)—L~B(LX,LY)

&YO\L ZJ/@X,LY

A(X, RLY) —— A(X, RLY)

Das zeigt die erste Aussage. Die zweite Aussage zeigt man genauso. Fiir die dritte
Aussage bemerkt man, dafl unter der Annahme &g : LRB — B jedes B € B
isomorph ist zu einem Objekt der Gestalt L X . [

Beispiel 8.3.10 (Der Dualraumfunktor als sein eigener Adjungierter). Der
Rechtsadjungierte des Dualraumfunktors D : k-Mod — k-Mod®"" ist der Funk-
tor D°PP : k-Mod®®® — k-Mod, der durch dieselbe Abbildungsvorschrift ge-
geben wird, vermittels der Adjunktion, die gegeben wird durch die kanonischen
Identifikationen

Hom, (V, DW) & Hom” (V,W; k) = Homy,(DW, V)

Vorschau 8.3.11. Mehr zu adjungierten Funktoren diskutieren wir in 8.8.
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Ubungen

Ubung 8.3.12. Besitzt ein Funktor einen Rechtsadjungierten, so vertauscht er mit
Koprodukten und macht kokartesische Diagramme zu kokartesischen Diagram-
men. Besitzt ein Funktor einen Linksadjungierten, so vertauscht er mit Produkten
und macht er kartesische Diagramme zu kartesischen Diagrammen. Stérker zeigen
Sie etwa in ??, daB Linksadjungierte mit ,,Kolimites* vertauschen und Rechtsad-
jungierte mit ,,Limites‘.

Erginzende Ubung 8.3.13 (Adjunktionen auf Funktorkategorien). Seien Kate-
gorien A, B, C gegeben. Man zeige, daf3 jedes Paar (L, R) von adjungierten Funk-
toren L : A — Bund R : B — A auch ein Paar (Lo, Ro) von adjungierten Funk-
toren zwischen den Funktorkategorien (Lo) : A¢ — B€ und (Ro) : B¢ — A€
liefert.

Ubung 8.3.14 (Opponierte Adjunktionen). Seien .4, B Kategorien und L : A —
B sowie R : B — A Funktoren. Jede Adjunktion v : L 4 R kann auch als Ad-
junktion o°PP : R°PP o [°PP der zugehorigen Funktoren L°PP : A°PP — BOPP und
RC°PP : B°PP — A°PP zwischen den jeweiligen opponierten Kategorien aufgefaft
werden. Ich nenne a°PP die opponierte Adjunktion.

8.4 Uberlagerungen und Gruppenwirkungen

8.4.1. Gegeben C eine Kategorie, A € C ein Objekt und G := C(A) das Monoid
seiner Endomorphismen erhalten wir stets einen Funktor in die Kategorie der G-
Rechtsmengen

C(A, ):C — Ens-G

Wir setzen dazu fg := fogfiralle B€C, f € C(A, B)und g € C(A). Man be-
achte fiir das Folgende, da3 das Monoid der Endomorphismen einer universellen
Uberlagerung nach 7.5.5 stets eine Gruppe ist.

Satz 8.4.2 (Uberlagerungen und Gruppenwirkungen). Gegeben eine univer-
selle Uberlagerung v : X — X mit Deckbewegungsgruppe G := Topx(X)
liefert der Funktor T := Top (X, ) eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der

Uberlagerungen von X und der Kategorie der G-Rechtsmengen
T:Ubyx = Ensjq

Beispiel 8.4.3. Man iiberlege sich die Bedeutung des Satzes zunichst im Fall der
universellen Uberlagerung Exp : R — S! der Kreislinie. In diesem Fall erhalten
wir fiir die Deckbewegungsgruppe einen Isomorphismus G = Z durch g — ¢(0).
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Beweis. Wir konstruieren zunichst einen Funktor in die Riickrichtung. Gegeben
eine GG-Rechtsmenge M konstruieren wir eine stetige Abbildung

Mx;gX —X

Wir betrachten dazu auf M x X die Operation von G gegeben durch g(m,z) =
(mg~!, g). Die Bahn von (m, &) notieren wir [m, z|. Da G topologisch frei ope-
riert auf X nach 7.4.15, operiert es erst recht topologisch frei auf M x X. Nach
7.3.13 ist also der Bahnenraum M X /g X eine Uberlagerung von X. Den in die-
ser Weise konstruierten Funktor in die Riickrichtung bezeichnen wir mit A, in
Formeln

A= ( X/GX> : EHS[G — UbX

Als niichstes erkldren wir eine Adjunktion A - T'. Gegeben eine G-Rechtsmenge
M und eine Uberlagerung p : X — X gilt es, eine natiirliche Bijektion

Ens (M, TopX(X,X')) = Topx (M x g X, X')

zwischen der Menge der (G-dquivarianten Abbildungen links und der Menge der
stetigen Abbildungen iiber X rechts anzugeben. Man erhilt sie durch Einschrianken
der offensichtlichen Bijektion

Ens(M, Top(X, X)) = Top(M x X, X)

auf die Fixpunkte einer geeigneten G-Operation auf beiden Seiten. Jetzt miissen
wir nach 8.3.9 nur noch zeigen, daB3 die durch unsere Adjunktion definierten
Transformationen Id = T'A und AT = 1d Isotransformationen sind. Die Ers-
te spezialisiert auf einer G-Menge M zur Abbildung M — Topy (X, M x ;¢ X)
gegeben durch m — (z — [m, z|) und ist eine Bijektion aufgrund der univer-
sellen Eigenschaft der universellen Uberlagerung. Die Zweite spezialisiert auf ei-
ner Uberlagerung X zur Abbildung Topy (X X ) X6 X 5 X gegeben durch
[d, z] — d(z) und ist ebenfalls bijektiv aufgrund der universellen Eigenschaft der
universellen Uberlagerung. Als bijektive Decktransformation muf sie dann sogar
ein Homdomorphismus sein. ]

8.4.4 (Zusammenhiingende Uberlagerungen und Untergruppen). Gegeben ei-
ne universelle Uberlagerung X — X ist X nach 7.5.7 stets zusammenhingend.
Fiir die Gruppe G der Decktransformationen und eine G-Rechtsmenge M ist al-
so M X g X genau dann zusammenhingend, wenn M eine transitive G-Menge

ist. In Worten induziert also unser Funktor 7" := Top (X, ) aus 8.4.2 auch eine
Aquivalenz

{X € Uby | X zusammenhiingend} = {M € Ens g | M transitiv}
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zwischen der Kategorie der zusammenhingenden Uberlagerungen von X und der
Kategorie der transitiven G-Rechtsmengen. Nach 7.2.5 werden also die zusam-
menhiingenden Uberlagerungen von X Klassifiziert durch Konjugationsklassen
von Untergruppen von GG und man priift leicht, da dabei die Klasse der Untergup-
pe H C G auf die Isomorphieklasse der Uberlagerung X/H — X geht. Genauer
erhalten wir mit 7.2.8 eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der zusammen-
hingenden Uberlagerungen von X und der opponierten Untergruppenkategorie
zu G aus 7.2.8.

Erginzung 8.4.5 (Bezug zur Galoistheorie). Die hier vorgestellte Theorie ist
strukturell eng verwandt mit der Galoistheorie. Ist K/ K eine endliche Galoiser-
weiterung, so kann man den Hauptsatz der Galoistheorie ?? nimlich dahingehend
interpretieren, daB der Funktor Kring” ( K ) der K-linearen Korperhomomor-
phismen nach K eine Aquivalenz von Kategorien

{ Korpererweiterungen von K,

opp
die sich in & einbetten lassen } —  {transitive Gal(K'/K)-Mengen}

liefert, fiir Gal(K /K) = (Kring®)*(K) die Galoisgruppe. Die Kategorie der zu-
sammenhingenden Uberlagerungen kann im Licht von 8.4.2 also aufgefafit wer-
den als ein geometrisches Analogon zur opponierten Kategorie unserer Katego-
rie von Korpererweiterungen. Noch besser wiirde die Analogie, wenn wir auch
nur alle zusammenhiingenden Uberlagerungen betrachten wiirden, die eine Deck-
transformation von einer fest gewihlten Galois-Uberlagerung empfangen kinnen.

Erginzung 8.4.6 (Die Kategorie der G-Mengen bestimmt die Gruppe G). Ge-
geben eine Gruppe G kennt die Kategorie der G-Mengen bereits die Gruppe G
bis auf Isomorphismus. Wir betrachten genauer eine Menge C von GG-Mengen, die
die Gruppe G selbst enthilt und mindestens je eine einelementige und eine zwei-
elementige Menge mit der trivialen G-Operation, und betrachten die Kategorie C
all dieser G-Mengen. Darin gibt es nach unseren Annahmen ein finales Objekt
pt und ein Koprodukt pt U pt dieses finalen Objekts mit sich selbst. Sicher ist
unsere Kategorie C eine *U-Kategorie fiir ein geeignetes Mengensystem 0. Man
iberzeugt sich leicht, dafl ein Objekt X € C genau dann ein homogener Raum
ist, wenn fiir den dadurch dargestellten Funktor F' := C(X, ) : C — UEns die
kanonische Abbildung eine Bijektion

F(pt) U F(pt) = F(ptLUpt)

liefert. Weiter ist die G-Operation auf einem homogenen Raum X genau dann
frei, gilt C(X, G) # () alias wenn es von X zu jedem Objekt von C einen Mor-
phismus gibt. Die GG-Torsoren konnen somit als Objekte der Kategorie C unter
alleiniger Verwendung der Struktur dieser Kategorie charakterisiert werden. Die
Gruppe G erhilt man dann bis auf Isomorphismus als die Opponierte der Auto-
morphismengruppe eines jeden solchen G-Torsors.
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Graphische Darstellung einer Uberlagerung mit zusammenhingendem
Totalraum, bei der nicht jede Decktransformation eine Deckbewegung ist.
Uberlagert wird die Figur einer Acht. Die fragliche Decktransformation schiebt
,,um eins nach oben‘ und ,,faltet die beiden obersten der sich ins unendliche
verzweigenden Aste iiber den Rest“. Die Fundamentalgruppe der Uberlagerung
fiir den zentralen Punkt als Basispunkt ist die von den Lifts aller a="ba™ fiir
n > 0 erzeugte Untergruppe H C G der Fundamentalgruppe der Basis und
unsere Decktransformation entspricht der durch (-a) induzierten Abbildung
G/H — G/H.
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8.5 Uberlagerungen und Fundamentalgruppe

Definition 8.5.1. Seien p : X — X eine Uberlagerung und v € Q(X, z,y) ein
Weg. Der Transport durch Wegeliften

(7 :p M x) = p ' (y)

langs des Weges ~y von der Faser bei x in die Faser bei y wird erklért als dieje-
nige Abbildung, die jedem Punkt Z € p~'(z) den Endpunkt des Lifts 7 unseres
Weges v mit Anfangspunkt 7;(0) = Z zuordnet, in Formeln (7)(Z) = ;(1).
Hier verwenden wir, da8 nach 7.1.17 das Intervall [0, 1] tiberlagerungstrivial ist
und dafl damit nach 7.4.13 unser Weg genau einen Lift hat mit Anfangspunkt

Lemma 8.5.2 (Eigenschaften des Wegeliftungstransports). Sei p : X — X
eine Uberlagerung.

Homotopieinvarianz: Homotope Wege in der Basis liefern denselben Transport
durch Wegeliften auf den Fasern, in Formeln v ~ 3 = (v) = (B). Insbe-
sondere ist auch fiir jede Homotopieklasse vy von Wegen die Abbildung (~y)
wohldefiniert;

Funktorialitiat: Der Transport durch Wegeliften lings des konstanten Weges ¢,
bei v € X ist die identische Abbildung (¢,) = id auf der Faser p~'(x).
Sind [ und ~ verkniipfbare Wege in X, so gilt () o (y) = (B * ),

Natiirlichkeit: /s g : Y — Y eine weitere Uberlagerung und sind f : X =Y
und f : X =Y stetige Abbildungen mit q o f=fopundist v ein Weg in

X, so gilt f o (y) = (fy)o f.

Ergdnzung 8.5.3. Man mag den zweiten Punkt dahingehend zusammenfassen, daf3
jede Uberlagerung p : X — X einen Funktor [X] : Wy — Ens des fundamenta-
len Gruppoids von X in die Kategorie der Mengen liefert vermittels der Vorschrift
x — p~'(x) auf Objekten und v — (v) auf Morphismen. Der letzte Punkt besagt
in dieser Sprache, da3 die von f auf den Fasern induzierte Abbildung eine Trans-
formation unseres Funktors [}7] : Wy — Ens zur Verkniipfung des Funktors
Funktor f; : Wy — Wx mit dem Funktor [f( | : Wx — Ens ist, in Formeln also
eine Transformation [Y] = [X] o f;.

Beweis. Wir zeigen nur die Homotopieinvarianz, die anderen Eigenschaften sind
klar nach den Definitionen. Sei h : [0,1]> — X eine Homotopie mit festen
Endpunkten zwischen unseren Wegen. Auf der vorderen beziehungsweise hin-
teren Kante unseres Quadrats haben wir also h(0,t) = ~(t) beziehungsweise
h(1,t) = B(t), und auf der oberen und der unteren Kante ist H konstant. Da
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Se

Eine dreiblittrige Uberlagerung der Acht, ein Punkt unten und die drei Punkte

der Faser dariiber, ein geschlossener Weg unten und die zugehorige Operation

auf der Faser am Beispiel des ,,untersten* Punktes der Faser, der in diesem Fall
auf den ,,obersten‘ Punkt der Faser geschoben wird.
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unser Quadrat nach 7.1.23 iiberlagerungstrivial ist, gibt es fiir alle 7 € p~!(xz)
einen Lift /2 : [0, 1] — X von h mit 2(0,0) = Z. Nach dem Satz iiber die Eindeu-
tigkeit von Lifts ist dieser Lift konstant z auf der unteren Kante, folglich ist er auf
der vorderen beziehungsweise hinteren Kante der Lift mit Anfangspunkt  von
~ beziehungsweise 3. Da aber unser Lift auch konstant sein muf auf der oberen

Kante, folgt (v)(Z) = (5)(Z). O

8.5.4. Gegeben eine Menge F’ bezeichnen wir die Gruppe aller Permutationen von
F mit Ens™ (F"). Das ist auch die Menge der invertierbaren Elemente des Monoids
Ens(F') aller Abbildungen von F in sich selber.

Satz8.5.5. 1. Istp : X — X eine Uberlagerung und © € X ein Punkt, so
liefert der Wegeliftungstransport eine Operation der Fundamentalgruppe
m1(X, x) auf der Faser p~*(x), die Wegeliftungsoperation;

2. Istq: X — X eine weitere Uberlagerung und d : X — X eine Decktrans-
formation, so ist deren Einschrinkung d : p~*(z) — ¢~ () auf die Fasern
eine (X, x)-dquivariante Abbildung.

Beweis. Das folgt alles sofort aus den im vorhergehenden Lemma 8.5.2 gezeigten
Eigenschaften des Wegeliftungstransports. 0

8.5.6. Fiir jeden bepunkteten topologischen Raum (X, =) erhalten wir damit einen
Funktor von der Kategorie seiner Uberlagerungen in die Kategorie der Mengen
mit Operation der Fundamentalgruppe, indem wir jeder Uberlagerung von X ihre
Faser bei x zuordnen. Dieser sogenannte Faserfunktor /' = F, wird in Formeln
gegeben durch die Vorschrift

F:Uby — m(X,z)-Ens
p = p ()

Satz 8.5.7 (Fundamentalgruppe einer Uberlagerung).

1. Jede Uberlagerung bepunkteter Riume p : (X,%) — (X, x) induziert eine
Injektion py : m (X, %) = m (X, z) auf den Fundamentalgruppen und das
Bild dieser Injektion ist die Standgruppe von & unter der Wegeliftungsope-
ration, in Formeln

impy = {y € m(X,z) | ()(2) = &}

2. Ist zuscitzlich unsere Uberlagerung X wegzusammenhdngend, so operiert
die Fundamentalgruppe (X, ) transitiv auf der Faser iiber dem Basis-
punkt p~(x).
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Beweis. Seien &, € X beliebig und ,y € X ihre Bilder. So liefert nach unseren
Definitionen und wegen der Eindeutigkeit von Lifts 7.4.10 das Nachschalten von
p eine Bijektion

(X, 2,9) > {v € AX,2,y) | (1)(7) =7}

Diese Bijektion induziert dann eine Bijektion auf Homotopieklassen. Setzen wir
§ = 7, so ergibt sich der erste Teil. L4Bt sich jeder Punkt ¢ aus der Faser p~!(z) in
X durch einen Weg o mit 2 verbinden, so liegt die Homotopieklasse von 7 = poa
in 71 (X, z) und wir haben § = (7)(Z). O

Proposition 8.5.8. Gegeben X ein Raum mit einer topologisch freien Operati-
on einer Gruppe G erhalten wir fiir jeden Punkt x € X durch die Vorschrift

c.(7) "t = (v)x einen Gruppenhomomorphismus, den Faserwirkungsvergleich

¢ - m(X/G, ) = G

Beweis. Bezeichne p : X — X/G die Quotientenabbildung. Nach 7.3.10 ist sie
eine Uberlagerung. Per definitionem operiert G frei und transitiv auf der Faser
p~!(z) tiber T := p(z) und nach 8.5.5 kommutiert diese Operation mit der Opera-
tion von 71 (X /G, z) durch Wegeliften. Das anschliefende algebraische Lemma
8.5.9 beendet den Beweis. ]

Lemma 8.5.9 (Homomorphismen durch Torsoren). Sei F' eine Menge mit einer
Linksoperation einer Gruppe H und einer freien transitiven Rechtsoperation einer
Gruppe G, die in dem Sinne kommutieren, daf3 gilt (hf)g = h(fg) Yh € H,
f € F, ge . So liefert jedes Element f € F einen Gruppenhomomorphismus

CfZH—)G

durch die Vorschrift hf = fcy(h). Ist die Operation von H frei, so ist cs injektiv.
Ist die Operation von H transitiv, so ist cy surjektiv.

Ergdnzung 8.5.10. Analoges gilt fiir Monoide, wenn wir zusétzlich f so wiéhlen,
dal3 die Operation von G eine Bijektion G = X, g — fg liefert.

Beweis. Wir liberlassen die formale Rechnung dem Leser und versuchen stattdes-
sen eher informell, die Aussage transparent zu machen. Da G frei und transitiv
operiert, ist die Abbildung

G — F

g = fyg
eine GG-dquivariante Bijektion. Die G-dquivarianten Abbildungen ¢ : G — G,
also die Abbildungen ¢ mit ¢(zg) = ¢(z)g Vz,g € G, sind nun genau die Links-
multiplikationen mit Elementen ¢ € G und entsprechen unter unserer Bijektion
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G = F den Abbildungen fg — fcg. Insbesondere gilt das fiir die Abbildun-
gen ¢ = (h-). Das ist der strukturelle Grund fiir unser Lemma, das sich so als
unmittelbare Konsequenz der Ubung 7.2.6 erweist. [l

8.5.11 (Fundamentalgruppe von Bahnenridumen). Operiert eine Gruppe G to-
pologisch frei auf einem wegzusammenhédngenden schleifenfiillenden Raum X,
so ist der Faserwirkungsvergleich 8.5.8 fiir alle z € X ein Isomorphismus

¢ :m(X/G,z) > G

In der Tat operiert nach 8.5.7 die Fundamentalgruppe 7 (X/G, ) frei und tran-
sitiv auf der Faser tiber  und dasselbe gilt per definitionem fiir G und die Be-
hauptung folgt damit aus unserem algebraischen Lemma 8.5.9. Eine Variante fiir
allgemeine Riume X wird in Ubung 8.5.20 besprochen.

Beispiele 8.5.12. Aus 8.5.11 folgt insbesondere 1 (P"R) = m(S"/{£1}) =
{£1} firn > 2und 7, (S") 2 m (R/Z) = Z.

8.5.13 (Fundamentalgruppe als Deckbewegungsgruppe). Hat ein Raum X ei-
ne universelle Uberlagerung p : X — X und ist diese wegzusammenhingend
und schleifenfiillend, so ist der Faserwirkungsvergleich 8.5.8 fiir alle z € X und
T € p~!(x) ein Isomorphismus
g :m(X,x) > G

In der Tat operiert nach 7.5.10 die Deckbewegungsgruppe G jeder universellen
Uberlagerung topologisch frei und die Uberlagerungsabbildung induziert einen
Homoomorphismus X /G = X, so daB wir 8.5.11 anwenden kénnen. Ich erinne-

re daran, daBl nach 7.6.3 jeder zusammenhingende lokal wegetriviale Raum eine
wegetriviale universelle Uberlagerung besitzt.

Satz 8.5.14 (iiber den Faserfunktor). Gegeben ein zusammenhdngender lokal
wegetrivialer bepunkteter Raum (X, x) liefert der Faserfunktor F' = F, : p
p~Y(x) eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der Uberlagerungen von X und
der Kategorie der m (X, x)-Mengen

F:Ubx & m(X,z)-Ens
Beweis. Ich erinnere aus 8.4.2 die Aquivalenz von Kategorien
T:Uby & Ens-G

fir T = Topy(X, )und p : X — X eine universelle Uberlagerung und G
ihre Deckbewegungsgruppe. Ich erinnere weiter aus 8.5.13 den Faserwirkungs-
vergleich ¢; : m (X, ) = G fiir & € p~!(x). Er liefert eine Aquivalenz

C =C;:Ens-G > m(X,x)-Ens
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Anschaulich gesprochen kann es passieren, da3 man bei einem Rundweg auf
P2R ,,mit dem Kopf nach unten wieder am Ausgangspunkt ankommt*. Diese
Rundwege sind genau die nichtzusammenziehbaren Rundwege auf P?R. Um
wieder in sein Auto einsteigen zu konnen, muf3 man sie noch ein zweites Mal
gehen. Um das zu sehen, mag man sich P?R vorstellen als Kugelschale, in die
ein Kreisrundes Loch geschnitten wurde, um dort ein Mobiusband alias eine
Kreuzhabe einzukleben, wie ich sie hier gezeichnet habe.
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vermittels der Vorschrift, dal wir erst die GG-Rechtsoperation durch Inversenbil-
dung in eine Linksoperation verwandeln und diese G-Linksoperation dann mithil-
fe von ¢; in eine Linksoperation von 71 (X, z). Wir erhalten nun eine Isotransfor-
mation 7 = 7; : C'T' = F wie im Doppelpfeil des Diagramms

Uby — -+~ Ens-G

e

Ubx —m (X, z)-Ens

angedeutet durch die Isomorphismen 7¢ : CT X 5 FX,d— d(z) von Mengen
mit 7, (X, x)-Operation, wie der Leser leicht priifen kann. Da C und T’ Aquivalen-
zen von Kategorien sind, muB auch F eine Aquivalenz von Kategorien sein. [

Beispiel 8.5.15. Das nebenstehende Bild zeigt eine Uberlagerung der Figur 8.
Die Fundamentalgruppe dieser Uberlagerung ist offensichtlich eine nicht endlich
erzeugte Untergruppe der Fundamentalgruppe der Figur 8, die ihrerseits durchaus
endlich erzeugt ist.

Satz* 8.5.16 (Liftbarkeitskriterium). Seien p : (X, %) — (X,z) eine Uber-
lagerung, (Y, y) ein zusammenhcingender und lokal wegzusammenhdingender be-

punkteter Raum und f : (Y,y) — (X, x) stetig. Genau dann existiert ein Lift f
von f, wenn in w1 (X, x) die Inklusion im f; C im p; gilt.

Beweis. Wir veranschaulichen uns die Situation mit dem Diagramm
(X, 7)

-

(Y,y) —= (X, 2)

Existiert ein Lift f, so folgt py o f ¢ = [ und damit im f; C im py. Um die andere
Richtung zu zeigen, bilden wir das kartesische Diagramm

(V,5) = (X, &)

ql lp
f
(Y,y) — (X, 2)
und behaupten, daB unter unseren Annahmen gy : 71 (Y, 9) — m(Y,y) surjektiv

ist. Sonst gébe es ndmlich nach unserer Beschreibung 8.5.7 der Fundamentalgrup-
pe einer Uberlagerung als Standgruppe einen geschlossenen Weg v € Q(Y, )
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1
SAINS

Eine Uberlagerung der Figur 8 mit nicht endlich erzeugter Fundamentalgruppe.
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mit () (y) # y. Es folgte (f o v)(Z) # %, da ja die obere Horizontale in unse-
rem Quadrat eine Bijektion ¢~ !(y) = p~!(z) induziert, nochmal nach 8.5.7 also
[f o] & imp; im Widerspruch zur Annahme. Da wir Y lokal wegzusammen-
hingend angenommen hatten, folgt andererseits mit 7.1.7, dal die Zusammen-
hangskomponenten von Y selbst schon Uberlagerungen von Y und dariiberhinaus
wegzusammenhingend sind. Nach 8.5.7 bildet dann die Zusammenhangskompo-
nente von ¢ in Y eine einblittrige Uberlagerung von Y, und die schenkt uns dann
schlieBlich den gesuchten Lift. 0

Ubungen

Ubung 8.5.17 (Klassifikation bepunkteter Uberlagerungen, Variante). Gege-
ben ein zusammenhingender lokal wegetrivialer bepunkteter Raum (X, x) erhal-
ten eine Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen zusammenhéngen-
der bepunkteter Uberlagerungen p : (X,%) — (X, z) und der Menge der Unter-
gruppen von 7 (X, x) vermittels der Zuordnung

p +— im (pﬁ cm (X, %) = (X, x))

Ubung 8.5.18 (Klassifikation von Uberlagerungen, Variante). Gegeben ein zu-
sammenhingender lokal wegetrivialer bepunkteter Raum (X, z) induziert die Um-
kehrabildung unserer Bijektion aus 8.5.17 eine Bijektion zwischen der Menge der
Konjugationsklassen von Untergruppen von 7 (X, z) und der Menge der Isomor-
phieklassen zusammenhingender Uberlagerungen von X .

Ubung 8.5.19. Man erklire die Operation der Fundamentalgruppe auf den Fasern
im Fall der auf Seite 197 dargestellten Uberlagerung der Acht.

Ubung 8.5.20 (Fundamentalgruppe eines Bahnenraums, Variante). Operiert
eine Gruppe G topologisch frei auf einem Raum X, so erhalten wir eine linksex-
akte Sequenz

m(X,z) = m(X/G,z) - G

mit dem Faserwirkungsvergleich 8.5.8 als zweiter Abbildung. Ist y € X ein wei-
terer Punkt derselben Faser und ist 5 € m;(X/G, ) ein Weg mit (8)(x) = vy, so
gilt ¢, = ¢, oint () alias ¢, (v) = ¢, (8y8~1). Ist X wegzusammenhingend, so ist
der Faserwirkungsvergleich sogar surjektiv und unsere Sequenz eine kurze exakte
Sequenz

m(X,z) = m(X/G,z) > G

Ubung 8.5.21 (Funktorialitiit des Faserwirkungsvergleichs). Seien X ein Raum
mit einer topologisch freien Operation einer Gruppe GG und Y ein weiterer Raum
mit einer topologisch freien Operation einer Gruppe H. Sei weiter ( f, ¢) ein Paar
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bestehend aus einer stetigen Abbildung f : X — Y und einem Gruppenhomo-
morphismus ¢ : G — H mit f(gz) = p(g)f(x) firalle z € X und g € G. So
kommutiert fiir jedes x € X mit Bild y := f(z) das Diagramm

0 (X/G,T) = 1 (Y/H, §)

G L H

fiir die durch Faserwirkungsvergleich erkldrten Gruppenhomomorphismen in den
Vertikalen.

Ubung 8.5.22. Gegeben eine zusammenhingende Uberlagerung (X ,z) — (X, 7)
eines zusammenhédngender lokal wegetrivialen Raums X ist die Gruppe der Deck-
bewegungen Top’ (X ) isomorph zu N/ (X, ) mit N C 7 (X, 2) dem Norma-
lisator von 1 (X, &) in 7y (X, z). Hinweis: 7.2.7.

Weiterfiihrende Ubung 8.5.23. Seien F' und X topologische Riume. Ein Faser-
biindel mit Faser ' auf X ist ein topologischer Raum p : £ — X iiber X derart,
daB jeder Punkt von X eine Umgebung U besitzt, fiir die p : p~1(U) — U als
topologischer Raum iiber U isomorph ist zu pr;; : U x F' — U. Unser Raum X
heiflit dann die Basis des Faserbiindels. Ein derartiger Isomorphismus heif3t eine
Biindelkarte auf U. Ein System von Biindelkarten auf offenen Teilmengen der
Basis, die eine Uberdeckung unserer Basis bilden, heif3t ein Biindelatlas unseres
Faserbiindels. Ein Faserbiindel mit diskreter endlicher Faser F' der Kardinalitéit n
ist dasselbe wie eine n-blittrige Uberlagerung. Seien nun f : £ — X ein Faser-
biindel und ¢ € F ein Punkt mit Bild z := f(e) € X. Ist die Faser F' = f~!(x)
wegzusammenhingend, so folgt aus 7;(E, e) = 1 bereits m(X,z) = 1. Spiter
werden Sie diese Aussage als Spezialfall der sogenannten ,,Jangen exakten Homo-
topiesequenz® verstehen lernen.

Ubung 8.5.24. Je zwei nicht nullhomotope Abbildungen S' — P2R haben min-
destens einen Bildpunkt gemeinsam. Hinweis: Man ziehe sich darauf zuriick zu
zeigen, daB je zwei schiefsymmetrische Abbildungen S' — S? einen gemeinsa-
men Bildpunkt haben.

8.6 Erzeuger und Relationen fiir PSL(2; Z)*

8.6.1. Wir erinnern aus 4.3.16 die Operation von SL(2; R) auf der offenen oberen
komplexen Halbebene H := {z € C | Im(z) > 0} durch

_fa b RN '_az—l—b
9= \e d) ==
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Lemma 8.6.2 (Fundamentalbereiche in der oberen Halbebene).

1. Unter der Operation von SL(2;Z) auf H trifft jede Bahn die Menge D :=
{zeH|—-1/2<Re(z) <1/2und |z| > 1};

2. Genau dann gehoren zwei verschiedene Punkte von D zur selben Bahn,
wenn sie ,,auf dem Rand von D liegen* und durch Spiegelung an der ima-
gindiren Achse auseinander hervorgehen;

3. Die Gruppe SL(2;Z) wird erzeugt von s :== (§ ) undt := ({ 1);

4. Die einzigen Elemente von D mit nichttrivialer Standgruppe in PSL(2;7Z)
sind die beiden ,,unteren Spitzen* exp(27i/6) und exp(47i/6) sowie i;

5. Die Menge H,, der Punkte mit nichttrivialer Standgruppe von Il ist diskret
und abgeschlossen;

6. Der Quotient H,.,/ PSL(2;Z) des Komplements H,o, := H\ Hgyg ist ho-
moomorph zum Komplement von zwei Punkten in der Ebene.

Beweis. 1. Jeder Punkt der oberen Halbebene, der in der Einheitskreisscheibe
liegt, wird durch die Transformation S : z +— —(1/z) auf einen Punkt mit
echt groerem Imaginirteil abgebildet, und jeder Punkt auBerhalb des Streifens
{z € C| —1/2 < Re(z) < 1/2} kann durch Addieren einer ganzen Zahl in die-
sen Streifen verschoben werden. Bezeichnet 7" die Translation 7" : z +— (z+1), so
kann demnach jeder Punkt sogar durch Anwenden eines Elements der von S und
T erzeugten Untergruppe auf ein Element von D abgebildet werden: Andernfalls
erhielten wir ndmlich in einer Bahn besagter Untergruppe eine Folge von Elemen-
ten des besagten Streifens mit Betrag kleiner als Eins und streng monoton wach-
sendem Imaginérteil und das widerspricht der Formel Im(gz) = Im(2)/|cz + d|?,
da |cz + d|?* bei festem 2z nur endlich viele Werte < 1 annehmen kann.

2. Fiir z € D folgt aus gz € D sofort |¢| < 1. Dann mufl man die verschiedenen
Fille durchgehen.

3. Fiir z € H gilt sz = S(z) und tz = T(2). Da PSL(2;Z) treu auf H operiert,
folgt aus dem vorhergehenden bereits PSL(2; Z) = (s, t). Aus s* = —I folgt dann
die Behauptung.

4.— 6. konnen dem Leser iiberlassen werden. O]

8.6.3. Auf X := Hi,., operiert G := PSL(2;Z) nach 7.3.8 topologisch frei und
der Quotientenraum X /G ist nach 8.6.1 homdomorph zum Komplement von zwei
Punkten in der Ebene. Wenden wir auf diese Situation die kurze exakte Sequenz
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m(X,r) = m(X/G, %) — G aus Ubung 8.5.20 an mit irgendeinem Punkt x =
z € D°, so erhalten wir eine kurze exakte Sequenz

1 (Hyeg, 2) — Z * Z — PSL(2; Z)

Hier vereinbaren wir, dal der Erzeuger 1 des ersten Z in der Mitte einmal das
Bild von i in H/ PSL(2; Z) umléuft und der Erzeuger 1 des zweiten Z einmal das
Bild von exp(47i/6) und zwar ,,im positiven Drehsinn* fiir die ,,offensichtliche*
Orientierung. In PSL(2; Z) gehen unsere Erzeuger also auf § und 5t. Das Bild von
71 (Hyeg, 2) ist nun der vom Quadrat des ersten Erzeugers und der dritten Potenz
des zweiten Erzeugers erzeugte Normalteiler und so erhalten wir den behaupteten
Gruppenisomorphismus

(Z/22) * (Z/3Z) = PSL(2; Z)

8.7 Das Yoneda-Lemma®*

8.7.1. Manchmal ist es wichtig, die verwendeten Universen zu spezifizieren. Wir
deuten durch ein vorgestelltes 4. beziehungsweise 4l um an, daf die Menge der
Objekte ein Element beziehungsweise eine Teilmenge eines vorgegebenen Men-
gensystems 4 ist. Wir deuten dhnlich durch ein vorgestelltes ﬁe beziehungswei-
se ﬁc an, daf die Menge der Morphismen zwische zwei beliebig vorgegebenen
Objekten ein Element beziehungsweise eine Teilmenge eines vorgegebenen Men-
gensystems 4l ist. Gegeben Mengensysteme i1, °J ist etwa eine Sﬁe-Kategorie eine
Kategorie C mit C(X,Y") € U fiiralle X,Y € C und von einer A~ -ﬁe-Kategorie
fordern wir zusitzlich Ob(C) C 4.

8.7.2. Ich wiederhole 10.10.1 folgende. Einen Funktor von einer Kategorie C in
eine Kategorie von Mengen nennen wir kurz einen Mengenfunktor auf C. Jedes
Objekt X € C liefert einen derartigen Mengenfunktor X : Y + C(X,Y). Gege-
ben ein Mengensystem 4f und eine Kategorie C bildet die Menge aller Funktoren
C — UEns mit den Transformationen als Morphismen wieder eine Kategorie
Cat(C, UEns).

Proposition 8.7.3 (Yoneda-Lemma). Seien il ein Mengensystem, C eine ﬁe-
Kategorie, X € C ein Objekt und F : C — MEns ein Mengenfunktor auf C.
So liefert die Abbildungsvorschrift T — 7x (idx) eine Bijektion

Cat(C, UEns)(X, F) = F(X)

zwischen der Menge aller Transformationen X = F und der Menge F (X).
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8.7.4. Sei i ein Mengensystem. Die zur Kategorie dieser Mengenfunktoren auf
einer --Kategorie C opponierte Kategorie

CY = (g := Cat(C, UEns)°PP

kann man als eine Art ,,Vervollstindigung® von C interpretieren. In der Tat liest
sich unser Yoneda-Lemma in dieser geschickt abgekiirzten Notation als eine Bi-
jektion C¥(F, X) = F(X). Spezialisieren wir zu F = Y, so erhalten wir eine
Bijektion CV(Y, X) = C(Y, X), von der man leicht zeigt, daB sie die Inverse zur
offensichtlichen Abbildung C(Y, X) — CY(Y, X) ist. So folgt, daB die Vorschrift
X + X einen volltreuen Funktor C <+ CV induziert.

Ergdnzung 8.7.5. Die hier verwendeten Notationen C¥ und das spiter eingefiihrte
C” sind genau umgekehrt wie in [KS90]. Dafiir stimmt die Notation C”* dann mit
der in [Gro72] verwendeten Notation iiberein.

8.7.6 (Das Yoneda-Lema im Fall einer Ein-Objekt-Kategorie). Im Spezialfall
einer Ein-Objekt-Kategorie C = [G] mit einzigem Objekt X ist diese Aussage be-
sonders leicht einzusehen: Sie besagt dann im Lichte von 8.2.11, daf} die dquivari-
anten Abbildungen von einem Monoid G in eine beliebige G-Menge [’ festgelegt
und festlegbar sind durch das Bild des neutralen Elements. Im weiteren lassen wir
das Mengensystem 4 wieder in den Hintergrund treten und ignorieren es meist in
unserer Notation.

Beweis. Wir konstruieren zunéchst eine Abbildung in die andere Richtung. Fiir
beliebiges a € F'(X) betrachten wir dazu die Abbildungen

v: C(X,)Y) — F(Y)
[ = (Ff)la)

Man priift ohne Schwierigkeiten, daB sie eine Transformation 7 : X = F bilden,
die wir mit 7(a) bezeichnen. Jetzt gilt es nur noch zu zeigen, daf die Abbildung
a +— 7(a) invers ist zu unserer Abbildung 7 — a(7) := 7x(idy) aus der Pro-
position. Dafiir miissen wir also priifen, daB gilt a = a(7(a)) fiir alle a € F(X)
und 7 = 7(a(7)) fiir alle Transformationen 7 : X = F. Das iiberlassen wir dem
Leser. U

Definition 8.7.7. Diejenigen Mengenfunktoren auf C, die isomorph sind zu Men-
genfunktoren im Bild von C — CV, heiBen darstellbare Funktoren. Ist ein Men-
genfunktor F' : C — Ens isomorph zu X = C(X, ) fiir ein X € C, so sagen
wir, der Funktor F' werde dargestellt durch das Objekt X. Ist noch genauer
F : C — Ens ein Mengenfunktor und X € C ein Objekt und a € F(X) ein
Element, das unter der Bijektion aus dem Yoneda-Lemma einer Isotransformati-
on C(X, ) = F entspricht, so sagen wir, der Funktor I werde strikt darge-
stellt durch das Paar (X, a). Ausgeschrieben bedeutet das, dal die Vorschrift
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f = (Ff)(a) fir alle Y € C eine Bijektion C(X,Y) = F(Y) liefert. Oft lassen
wir das ,,strikt* aber auch weg.

Beispiel 8.7.8. Der VergiBfunktor Mod;, — FEns von den k-Vektorrdumen in die
Mengen wird dargestellt durch das Paar (k, 1) oder auch durch jeden anderen ein-
dimensionalen Vektorraum zusammen mit einem beliebigen von Null verschiede-
nen Element.

Beispiel 8.7.9. Der VergiBifunktor Grp — Ens von den Gruppen in die Mengen
wird dargestellt durch das Paar (Z, 1) oder auch durch jedes andere Paar (Z,e)
bestehend aus einer unendlich zyklischen Gruppe und einem Erzeuger.

8.7.10. In derselben Weise kann man fiir jede -Kategorie C auch die Kategorie
C" = C; := Cat(C° UEns)

aller kontravarianten Funktoren C — $(Ens betrachten und erhilt mit X — X :=
C( ,X) eine volltreue Einbettung C < C". Wieder heiBen die Funktoren im
Bild dieser Einbettung darstellbare Funktoren. Die Objekte von C"* werden Ih-
nen sehr viel spiter vielleicht einmal unter der Bezeichnung als ,,mengenwertige
Pragarben auf C*“ wieder begegnen. Diesmal liefert das Auswerten auf idx eine
Bijektion C" (X, F) & F(X).

Erginzung 8.7.11. Gegeben eine Kategorie C kann man leicht Isomorphismen
von Kategorien (C)°P? = (C°PP)" und (C")°PP = (C°PP)Y angeben. In diesem
Sinne sind unsere beiden Konzepte zueinander opponiert.

8.8 Mehr zu adjungierten Funktoren®

Satz 8.8.1 (Adjunktion durch Einheit und Koeinheit). Seien A, B Kategorien
und L : A — B sowie R : B — A Funktoren und o : L - R eine Adjunktion.

1. Die Einheit und Koeinheit unserer Adjunktion 8.3.6 erfiillen die Dreiecks-
identititen &L o La = idy sowie R o @R = idg von Transformationen
L = LRL = L beziehungsweise R = RLR = R;

2. Gegeben Transformationen ¢ : 1dy = RL und n : LR = Idpg, die die
Dreiecksidentititen nL o Le = idy und Rn o cR = idy erfiillen, gibt es
genau eine Adjunktion o : L 4 R mit Einheit & = € und Koeinheit & = 1.

Beweis. Wir beginnen mit einem Lemma und fiithren danach den Beweis. [

Lemma 8.8.2. Gegeben A, B Kategorien und L : A — B sowie R : B — A
Funktoren erhalten wir eine Bijektion

Cat(AP x B,Ens)(B(L, ), A(,R)) = Cat(A, A)(Id4, RL)
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durch die Vorschrift o — € mit €% 1= «a(idpa) : A — RLA mit Umkehrabbil-
dung ¢ — of gegeben durch o5y y(h) := (Rh)oes: A— RB fiirh: LA — B.

Beweis des Lemmas. Da ist eine ganze Menge zu priifen. Als erstes zeigen wir,
daB fiir fest vorgegebenes o unser €* in der Tat eine Transformation ist, daf} also
fiir jeden Morphismus f : X — Ain Agilte$ o f = RL(f)oe%. Der Trick ist zu
zeigen, daf beide Seiten gleich sind zu ax 1 4(L f), und das kann dem Leser iiber-
lassen bleiben. Damit haben wir zumindest gezeigt, dal die Abbildung sinnvoll
definiert ist, von der wir behaupten, dal} sie eine Bijektion sein soll. Als nichstes
zeigen wir, dal} fiir fest vorgegebenes ¢ unser o in der Tat eine Transformation
ist, daB also fiir jeden Morphismus f : X — A in A und beliebige Morphismen
g: B — Y sowie h: LA — Bin B gilt

Rgoaj g(h)o f=aky(goholLf)

Ausgeschrieben gilt es zu zeigen Rgo Rhoe g0 f = R(gohoL f)oex und das folgt
sofort aus €4 o f = RL(f) o ex. Damit ist auch die behauptete Umkehrabbildung
sinnvoll definiert und es bleibt nur zu zeigen ¢ = ¢ und a = ", was wir dem
Leser zur Ubung iiberlassen. [

Beweis des Satzes. Um die erste Dreiecksidentitit zu zeigen, also ¢y x o L(dx) =
idyx fiir alle X € A, setzen wir in die Definitionen ein und miissen zeigen
a '(idrrx) o L(a(idrx)) = idpx. Wenden wir darauf o an und verwenden die
Natiirlichkeit nach 8.3.2, so ist gleichbedeutend idg; x o (idpx) = a(idpx) und
das ist klar. Die andere Dreiecksidentitét zeigt man ebenso. Um den dritten Teil
zu zeigen, miissen wir nur priifen, da3 unter der Annahme der Dreiecksidenti-
tiaten die aus dem Lemma entstehenden Transformationen o« = o und die durch
Ubergang zu den opponierten Kategorien entstehende Transformation 5 = 37 in
die Gegenrichtung zueinander invers sind. Diese Rechnung sei wieder dem Leser
iberlassen. [

8.8.3 (Eindeutigkeit der Adjungierten). Gegeben Kategorien A, 3 erhalten wir
mit der kategoriellen Fassung des Exponentialgesetzes 10.4.13 fiir die obere Ho-
rizontale und den Yondeda-Einbettungen Y = Y : C°P* < Cat(C, Ens) fiir die
Vertikalen ein Diagramm von Kategorien

Cat(A,Cat(B,Ens)) = Cat(Ax B,Ens) < Cat(B,Cat(A,Ens))
T cany cang T

Cat(A, B°Pr) Cat(B, A°PP)

mit volltreuen Einbettungen als Vertikalen. Eine Adjunktion o : L 4 R zwischen
einem Funktor L : A — B°PP und dem Funktor R : B°P? — A, ist eine Isotrans-
formation « : can;(YL) = cany(Y R°PP). Das Diagramm zeigt, dal gegeben L
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ein Paar («, R) bestehend aus einem Funktor in die Gegenrichtung und einer Ad-
junktion v : L < R eindeutig bestimmt ist bis auf eindeutigen Isomorphismus.
Man benutzt deshalb meist den bestimmten Artikel und nennt R den rechtsad-
Jungierten Funktor zu L, wobei eigentlich nicht nur der Funktor R gemeint ist,
sondern das Paar (o, R). Ebenso wird auch das Paar («, L) durch R im wesentli-
chen eindeutig festgelegt und man nennt L den linksadjungierten Funktor zu R.
Spricht man von einem adjungierten Paar . 4 R, so ist der Leser gefordert, die
vom Autor gemeinte Adjunktion o von L und R aus dem Kontext zu erschlieen.

8.8.4. Ist 4 ein Mengensystem und sind 4, B beide 4(-Kategorien, so konnen wir
zu jedem Funktor L : A — B den maximalen partiellen rechtsadjungierten
Funktor R bilden, der eben nur auf der vollen Unterkategorie By C B derje-
nigen Objekte B € B erklart ist, fiir die der Mengenfunktor A°*®* — $(Ens,
X — B(LX, B) darstellbar ist im Sinne von 8.7.10. Wieder ist das Paar (o, R)
bestehend aus dem Funktor R : By — A und der Isotransformation

a € Cat(A°P x By, Ens)(B(L, ), A(,R))

eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus. Wir sagen dann auch, der
,rechtsadjungierte Funktor sei bei B definiert®. Wollen wir speziell betonen, daf3
ein rechtsadjungierter Funktor iiberall definiert ist, so sprechen wir von einem glo-
balen Rechtsadjungierten. Jede Restriktion eines maximalen partiellen Rechts-
adjungierten nennen wir einen partiellen Rechtsadjungierten. Analoge Begriffs-
bildungen vereinbaren wir fiir Linksadjungierte.

8.8.5. Seien A, B Kategorien. Unter einem partiell definierten Funktor verste-
he ich einen Funktor von einer vollen Unterkategorie von A nach B. Ich notiere
partiell definierte Funktoren auch F' : 4 --» 3. Zum Beispiel ist der maxima-
le partielle Rechtsadjungierte eines beliebigen Funktors F' : A — B ein partiell
definierter Funktor B --+ A.

Vorschau 8.8.6. Betrachten wir wie in 8.7.10 die Yoneda-Einbettung C < C :=
Cat(C°PP, Ens). Ein Funktor im Bild heiBt ein ,,darstellbarer Funktor*. Auch wenn
ein Funktor 7' € C” nicht darstellbar ist, kann immerhin der Rechtsadjungierte
der Einbettung C < C” bei F definiert sein. Das entsprechende Objekt R(F') € C
mag man dann als eine ,,bestmogliche Approximation an ein darstellendes Ob-
jekt* verstehen. Ein Beispiel fiir solche Konstruktionen sind die sogenannten gro-
ben Modulriume.

Definition 8.8.7. Ist allgemein C eine Kategorie mit einem ausgezeichneten Funk-
tor v : C — Ens in die Kategorie der Mengen, als da heifit eine Kategorie iiber
Ens, so nennen wir den Wert des moglicherweise partiellen Linksadjungierten auf
einer Menge X das freie Objekt von C iiber X und notieren dies freie Objekt im
allgemeinen

c'X
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und notieren ¢ : X — v(C*X) die durch Einheit der Adjunktion gegebene Abbil-
dung.

Beispiel 8.8.8 (Freie Gruppen und freie abelsche Gruppen). Der Vergi3funk-
tor von den Gruppen in die Mengen hat als Linksadjungierten den Funktor, der
jeder Menge die freie Gruppe iiber besagter Menge zuordnet, wie sie in 6.5.6
eingefiihrt wird. Der VergiBfunktor von den abelschen Gruppen in die Mengen
hat als Linksadjungierten den Funktor, der jeder Menge die freie abelsche Grup-

pe iiber besagter Menge zuordnet. Fiir diese Gruppe verwenden wir die Notation
AD'X =7ZX.

Beispiel 8.8.9 (Es gibt keine freien Korper). Der Vergi3funktor von den Kérpern
in die Mengen hat keinen Linksadjungierten. Es gibt also salopp gesprochen keine
sinnvolle Definition eines ,.freien Korpers iiber einer vorgegebenen Menge*.

Beispiel 8.8.10. Der Vergiifunktor von den k-Vektorrdaumen in die Mengen hat
als Linksadjungierten den Funktor, der jeder Menge X den freien k-Vektorraum
iber der Menge X zuordnet, also den Vektorraum aller Abbildungen X — k, die
nur an endlich vielen Stellen x € X verschieden sind von Null. Wir verwenden
fiir diesen Vektorraum die abkiirzende Notation

ke-Mod"* X = k(X)

Ist allgemeiner £ ein Ring, so verwenden wir dieselbe Notation auch fiir den freien
k-Modul tiber X.

Beispiel 8.8.11. Gegeben ein kommutativer Ring £ ist der freie k-Kring iiber einer
Menge von Veridnderlichen schlicht der Polynomring in diesen Verinderlichen, in
Formeln gilt also zum Beispiel

(Kring") (T, T,} = k(T ..., Ty

mit derjenigen Abbildung ¢ : {T,...,7,} — k[T},...,T,] als universeller
Mengen-k-Kringalgebren-Abbildung, die eben 7; auf 7; abbildet.

Ubungen

Ergiinzende Ubung 8.8.12 (Partielle Dreiecksidentitiiten). Sei L : A — B ein
Funktor. Man zeige: Gegeben ein Objekt A € A derart, da3 der partielle Rechts-
adjungierte R bei LA definiert ist, ist die Verkntipfung LA — LRLA — LA der
von der Einheit A — RLA und der Identitit RLA — RLA herrithrenden Mor-
phismen die Identitit auf LA. Gegeben ein Objekt B € B derart, dal der partielle
Rechtsadjungierte 12 bei B und LREB definiert ist, ist weiter die entsprechende
Verkniipfung RB — RLRB — RB die Identitdt auf RB.

235



Ubung 8.8.13. Seien L : A — Bund R : B — A ein Paar (L, R) adjungierter
Funktoren. So gilt fiir den Isomorpismus B(LA, B) = A(A, RB) stets f +—
Rf o e, und fiir seine Umkehrabbildung gilt g — np o Lg. Des weiteren konnen
wir B(LA, LA;) = A(A, RLA,) beschreiben durch die Vorschrift f — Rf oey
und A(RB;, RB) = B(LRB;, B) durch die Vorschrift g — np o Lg. Fiir letzere
Aussagen mogen die Dreiecksidentititen helfen.

Ubung 8.8.14. Sei L : A — B ein Funktor und R sein Rechtsadjungierter. So ist
die Restriktion von R auf die volle Unterkategorie L(A) C B der Rechtsadjun-
gierte von L : A — L(A). Analoges gilt fiir Linksadjungierte.

Ubung 8.8.15 (Aquivalenz durch Adjunktion). Gegeben ein Funktor L : A —
B betrachte man seinen partiellen Rechtsadjungierten R und die vollen Unterka-
tegorien

Ag = {A € A| RLA ist definiert und die Einheit ist ein Iso A = RLA}
By = {B € B| RB istdefiniert und die Koeinheit ist ein Iso LRB = B}

Man zeige, daB L eine Aquivalenz von Kategorien A, = By mit Quasiinversem
R induziert. Hinweis: 8.8.12.

Erginzende Ubung 8.8.16 (Volltreuheit von Adjungierten). Besitzt ein Funk-
tor F' einen volltreuen Linksadjungierten L, so ist fiir jedes Objekt Y, auf dem
der partielle Rechtsadjungierte von F' definiert ist, der Adjunktionsmorphismus
ein Isomorphismus F'RY — Y und der partielle Rechtsadjungierte von F' ist
ebenfalls volltreu. Hinweis: Fiir F' : A — B beachte man die kanonischen Iso-
morphismen

B(X,FRY) = A(LX,RY) = B(FLX,Y) = B(X,Y)

In ?? werden wir diese Aussage als Konsequenz einer grofleren Theorie verstehen
konnen: Jeder Funktor mit einem volltreuen Linksadjungierten oder volltreuen
Rechtsadjungierten ist ein ,,Lokalisierungsfunktor* und die beiden partiellen Ad-
jungierten eines Lokalisierungsfunktors sind stets volltreu.

Ubung 8.8.17 (Adjungierte zur Restriktion von Gruppenwirkungen). Ist ¢ :
H — G ein Gruppenhomomorphismus, so besitzt der offensichtliche Funktor
resl : G-Ens — H -Ens einen Linksadjungierten, den wir prod% notieren und
der einer H-Menge X die G-Menge

GX/HX

aller H-Bahnen in G x X unter der Operation h(g,z) = (gh™!, hx) zuordnet.
Ebenso besitzt er einen Rechtsadjungierten ind%, : X + Ensz (G, X).

236



8.8.18 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heifit G' X,z X meist
die ,,von X induzierte G-Menge*. Wir werden jedoch von der von X koindu-
zierten (G-Menge reden, um mit anderen Begriffsbildungen kompatibel zu blei-
ben. Ist etwas allgemeiner H eine Gruppe und X eine H-Menge und Y eine H-
Rechtsmenge, so erklidrt man analog ihr balanciertes Produkt

YX/HX

als die Menge aller H-Bahnen in Y x X unter der Operation h(y, z) = (yh™ !, hx).
Die Bahn von (y, z) notieren wir [y, x]. Oft werden balancierte Produkte statt
Y x ;g X einfacher Y x ;7 X notiert. Das kann leider auch ein Faserprodukt bedeu-
ten und der Leser muf3 aus dem Kontext erschlielen, welche Bedeutung jeweils
gemeint ist.

Ubung 8.8.19. Ist G eine Gruppe mit Untergruppen H, K und ist S = H N K ihr
Schnitt, so induziert die Multiplikation eine Bijektion H x ,g K = HK.

Erginzende Ubung 8.8.20. Ist G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe und
y € G ein Element und S = H NyHy !, so erhalten wir einen Isomorphismus
H xs H = HyH von (H x H)-Mengen mit der Rechtsoperation von s € S
auf H durch Rechtsmultiplikation und der Linksoperation von s € S auf H durch
Linksmultiplikation mit y~'sy vermittels der Abbildung [k, k] — hyk. Hinweis:
Man wende 8.8.19 an mit K = yHy .

Ergiinzende Ubung 8.8.21. Sei ¢ : H — G ein Homomorphismus topologischer
Gruppen. Bezeichnet Top® die Kategorie der topologischen Riume mit einer ste-
tigen G-Operation, so besitzt der offensichtliche Funktor Top® — Top’ einen
Linksadjungierten, den wir prodfl notieren und der einem H-Raum X den G-
Raum G X ;i X mit seiner Quotiententopologie zuordnet. Die Stetigkeit der Ope-
ration von G folgt hier zum Beispiel mit 7.3.9.

Ubung 8.8.22 (Adjungierter einer Verkniipfung). Der Adjungierte einer Verk-
niipfung ist die Verkniipfung der Adjungierten, als da hei3t: Gegeben Funktoren
R, : A— Bund S, : B — C mit Linksadjungierten R* und S* erhalten wir eine
Adjunktion (R* 0 S*) 4 (S, o R,) in kanonischer Weise.

Ubung 8.8.23 (Transformationen zwischen Adjungierten). Jede Transformati-
on von einem Funktor zu einem weiteren Funktor induziert ein natiirlicher Weise
eine Transformation in der Gegenrichtung zwischen ihren Links- beziehungswei-
se ihren Rechtsadjungierten, soweit diese existieren.

Ubung 8.8.24 (Transformationen zwischen Adjungierten, Variante). Gegeben
adjungierte Paare (L, R) und (L', R') von Funktoren zwischen Kategorien A, B
beziehungsweise .4’, B’ und Funktoren F' : A — A’ sowie G : B — B’ konstru-
iere man eine natiirliche Bijektion

Cat(A, B)(L'F,GL) = Cat(B, A')(FR, R'G)

237



Ubung 8.8.25 (Kompatibilitiiten). Sei F' ein Funktor mit Linksadjungiertem E
und Rechtsadjungiertem G, so daf wir adjungierte Paare (£, F') und (F, G) ha-
ben. Die Einheit der Adjunktion ¢ : Id = F'E induziert durch Ubergang zu den
Rechtsadjungierten mit 8.8.22 und 8.8.23 eine Transformation F'G =- Id. Man
zeige, daB sie mit der Koeinheit der Adjunktion (F, G) zusammenfillt.

Ergdnzung 8.8.26 (Adjunktionen einiger Funktoren von (G-Mengen). Gegeben
H C G eine Untergruppe und X eine //-Menge bezeichne [g, 2] € G x5 X die
Bahn von (g, x). Ist X die Restriktion einer G-Menge, so definiert die Abbildung
lg, 2] — (gH, gz) eine G-dquivariante Bijektion

GxyyX = (G/H)x X

Hier ist auf der rechten Seite das Produkt des G-Mengen (G/H) und X in der
Kategorie der G-Mengen gemeint, also mit der ,,diagonalen* G-Operation. Allge-
meiner ist fiir jede G-Menge E der Funktor (EF'x) : G-Ens — G -Ens linksad-
jungiert zum Funktor Ens(E, ) : G-Ens — G -Ens vermittels der kanonischen
Bijektionen aus ??, wenn wir die G-Operation auf einem Raum von Abbildun-
gen Ens(E, M) erkldren durch die Konjugation, so da3 in Formeln g f erklart sei
durch (gf)(z) = g(f(g 'z). Gegeben M € H-Ens und E € G -Ens haben wir
kanonische Isomorphismen von G-Mengen

prod%(E x M) = E x (prod$ M)

~

ind% Ens(E, M) = Ens(E,ind$ M)
ind Ens(M, E) = Ens(prod% M, E)

Ganz allgemein ist nach 8.8.22 der Adjungierte einer Verkniipfung von Funktoren
die Verkniipfung der Adjungierten, wenn sie existieren. Diese Erkenntnis gilt es
nun anzuwenden auf die kommutativen Diagramme von Funktoren

G -Ens & G -Ens G -Ens Eﬂ) G -Ens

{ { { {
H-Ens 2% H-Ens H -Ens Erﬂ’) H -Ens

G -Ens E&E) G -Ens°PP

! 1
H-Ens "4 g _Eneorr
mit den Restriktionen als Vertikalen und der Adjunktion (E'x, Ens(E, )) bezie-
hungsweise der Tatsache, da} der Rechtsadjungierte der Horizontalen Ens( , F)
im Diagramm ganz rechts wieder Ens( , £) ist, nur diesmal aufgefat als Funktor
in der Gegenrichtung, also priziser der Funktor Ens( , £)°PP.
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9 Weiterfiihrende Resultate

9.1 Die Zopfgruppe

Definition 9.1.1. Sei X,, die Menge aller Teilmengen von C mit genau n Ele-
menten. Wir geben X,, die Finaltopologie fiir die die Reihenfolge vergessende
Abbildung C"\A — X,, mit A C C" der groBen Diagonale alias der Menge al-
ler n-Tupel komplexer Zahlen, in denen mindestens eine Zahl doppelt vorkommt.
Die Fundamentalgruppe von X,, heifit die Zopfgruppe in n Striangen, englisch
braid group, franzosisch groupe de tresses. Als Basispunkt nehmen wir meist
x={1,2,...,n}.

9.1.2. Die Elemente der Zopfgruppe kann man durch Bilder darstellen wie etwa
das nebenstehende Bild fiir ein Element vy € 7, (X3). Dies Bild stellt im Raum C x
R = R? die Menge {(z,t) | z € v(t)} dar, mit ¢ als senkrechter Koordinate und
mit der Konvention, dal Punkte mit groBerem Imaginérteil weiter hinten liegen
mogen. Die Verkniipfung in unserer Zopfgruppe bedeutet in dieser Anschauung
das ,,Aneinanderhingen* solcher ,,Zopfe*.

Notation 9.1.3. Bezeichne s, € (X, *) fir 1 < v < n — 1 die Klasse des
Weges, unter dem der Punkt v durch die untere Halbebene nach v + 1 wandert
und gleichzeitig der Punkt v + 1 durch die obere Halbebene nach v. Alle anderen
Punkte sollen unter s, auf ihren Plitzen bleiben. Ein Reprisentant dieser Klasse
wire etwa der Weg

s,()=1{1,....v—1, (v+1/2—e""/2), (v+1/2+e""/2), v+2,...,n}

Satz 9.1.4 (Erzeuger und Relationen der Zopfgruppe). Die Zopfgruppe in n
Strdngen wird dargestellt durch die Erzeuger sy, ..., s, 1 mit den sogenannten
Zopfrelationen
s;sj = s;s;  falls|i — j| > 1;
8iSjs; = s;8;8; falls |i — j| = 1.

9.1.5. In der Anschauung iiberzeugt man sich leicht, da die s; die Zopfgruppe
erzeugen und die Zopfrelationen erfiillen. Hier verstellt das formale Argument
eher den Blick. Das eigentliche Problem besteht darin, zu zeigen, dafl nicht noch
weitere Relationen benotigt werden.

Beweis des Satzes. Wir beginnen mit dem Fall n = 3 und berechnen zunéchst
die Fundamentalgruppe 7 (C*\ A) einer Uberlagerung von X3. Wir interpretieren
Elemente von C*\A als die Angabe von drei paarweise verschiedenen Punkten
in der Ebene C, wobei wir jedoch im Unterschied zu X3 noch wissen, welcher
Punkt hier der Erste beziehungsweise der Zweite beziehungsweise der Dritte ist.
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A
A, 2
A, = A,
’ 1
/54 (\ z 2z
.

[lustration der Zopfrelation s15257 = 525152. In der Tat geht bei beiden Bildern

der Faden von links oben nach rechts unten ,,auf der obersten Ebene®, der Faden

von rechts oben nach links unten ,,auf der untersten Ebene®, und der Faden von
der Mitte zur Mitte auf einer ,,mittleren Ebene*.
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Wir dndern die Fundamentalgruppe von C*\ A nicht, wenn wir den zweiten Punkt
festhalten, formal ist genauer die Einbettung

{(z,y) € (C)? |z #y} — CHNA
(z,y) = (2,0,y)

eine Homotopiedquivalenz. Wir geben der linken Seite den Namen M und be-
trachten die Uberdeckung M = M, U M_ durch die offenen Teilmengen

M, = M\{(z, z)|0< <1}
M_ = M\{(A\y,y) |0<A<1}

mit Schnitt M, NM_ = {(z,y) € M | Rogz # Rsoy}. Stellen wir uns den festen
Punkt als die Sonne vor und z beziehungsweise y als die Erde beziehungsweise
den Mond, die sich jedoch in einer Ebene vollig unabhiingig voneinander bewe-
gen diirfen, so ist M die Menge aller Konstellationen ,,ohne Sonnenfinsternis*
und M _ die Menge aller Konstellationen ,,ohne Mondfinsternis®. Jetzt haben wir
Homotopiedquivalenzen

Stx St — M,, (z,w) = (z,2w)
Stx St — M_, (z,w) — (2z,w)
St — My NM_, z = (—z2)

Wenn wir Basispunkte 1 € S1, (1,1) € S' x S'und (—1,1) € M wihlen, er-
halten wir mit etwas komplizierteren Ausdriicken auch basispunkterhaltende Ho-
motopiedquivalenzen, indem ,,wir Erde un Mond um geeignete Punkte p auf der
reellen Achse kreisen lassen®, in Formeln

Stx St = M., (z,w) = (-p—z(1—-p), —p+w(l+p))
Stx St — M., (z,w) = (p—2z2(1+p), p+w(l-p))

fiir beliebig fest gewihltes p mit 0 < p < 1/2. Unsere dritte Homotopiedquivalenz
S1 — M, N M_ von oben erhilt schon die Basispunkte. Wie man anschaulich
schnell einsieht und unschwer formalisiert, kommutieren mit unserer Wahl von
Basispunkten nun die beiden nur durch ein Vorzeichen unterschiedenen Diagram-
me

™ (S1) = m(My N M)

- |

m(SY) x m (SY) <7 (ST x SY) —F—= 7 (M)
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und wir erhalten isomorphe pushout-Diagramme

m(My N M) ——my (M) 7z 707

e

7T1(M,) 7Tl(M> Z @Zﬁm(C?’\A)

Man sieht so, daB m; (C*\A) erzeugt wird von den Klassen g, uy,u_ der drei
Wege

g . t = ( _827rit ’ O, eQﬂ'it
it ( ~1 , 0, p+(1—=p)em )
U t— ( -P— (1 - p)e27rit ) 07 1 )

fiir beliebiges festes p mit 0 < p < 1/2, wo wir nur die beiden Kommutations-
relationen guy = uyg und gu_ = wu_g fordern miissen. Wir behaupten, daf die
Bilder unserer drei Wege in der Zopfgruppe 7 (X3) gegeben werden durch

U4 — S%

2
u_ — S5

g = (5152)° = (5251)°

Das scheint mir anschaulich evident. Formal kann man zum Beispiel in C3\ A den
Weg §1/2 von (—1,0,1) nach (1,0, —1) betrachten mit g, 5(t) = §(2t) sowie die
Wege s; und s, gegeben durch

Sitot e (—1/2—em /2 | —1/24¢m )2 1
Sot t o ( ~1 L 1/2—emt /2 1/24+em )2 )

und linear interpolieren zwischen den Wegen i/, und (7 0 §;) * (0 0 33) * §;
fiir Permutationen 0,7 € &3 der drei Koordinaten derart, daf3 die Wege verk-
niipfbar sind. Dasselbe gilt symmetrisch, wenn wir die Indizes 1 und 2 vertau-
schen. Driicken wir diese linearen Homotopien dann herunter auf X3 und verk-
niipfen, so ergibt sich die Dritte und komplizierteste der obigen Behauptungen,
d.h. g — (s152)% = (s281)%. Jetzt betrachten wir formal die Gruppe Bs, die er-
zeugt wird von zwei Elementen s und ¢ mit den Relationen sts = t¢st, und nenne
sie fiir die Dauer dieses Beweises die abstrakte Zopfgruppe. Es tut mir leid,
den Buchstaben ¢ erst als Parameter eines Weges und nun gleich darauf in dieser
vollig anderen Bedeutung zu verwenden. Beide Notationen sind jedoch derart ge-
briuchlich, daB diese Kollision mir ein kleineres Ubel scheint, als es eine ginzlich
uniibliche Wahl der Bezeichnungen wire. Mit unseren Erkenntnissen zur Funda-
mentalgruppe von Bahnenrdumen 8.5.20 und den Formeln ¢%(st)3 = (st)3t* und
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s?(st)® = (st)®s? in der abstrakten Zopfgruppe Bs erhalten wir ein kommutatives
Diagramm von Gruppen

T (CS\A) — B3 —» 83

I I I
7T1((C3\A) — 7T1(X3) —» 83

mit s — s; und ¢ — S5 in der mittleren Vertikale und hoffentlich sonst offensicht-
lichen Morphismen. Als erstes folgt, da3 die Horizontale oben links eine Injektion
ist. Weiter ist klar, dal die Verkniipfung in der oberen Horizontale trivial ist. Als
nichstes iliberlegt man sich explizit, dal in der oberen Horizontale das Bild des
linken Pfeils genau der Kern von B; — &3 ist. Um zu erkennen, ob die Klas-
se eines Gruppenworts in ker(B3; — S3) liegt, miissen wir nur alle Potenzen s™
fir m € Z reduzieren zu s beziehungsweise e falls m € 2Z beziehungsweise
m ¢ 27 und analog fiir ¢, bis wir bei einem Wort ankommen, bei dem keine ne-
gativen Potenzen auftreten und bei dem die Buchstaben s und ¢ alternieren. Unser
urspriingliches Wort war im Kern genau dann, wenn dieses alternierende Wort ei-
ne durch 6 teilbare Lange hat. Nun zeigen wir erst einmal, dafl unser Bild normal
ist. Dazu reicht es zu zeigen, dafl die Konjugierten von Erzeugers des Bildes un-
ter Erzeugern der abstrakten Zopfgruppe wieder im Bild liegen. Das hinwiederum
zeigen die Identititen

ts?t ™t = (st)®s7%t7% und t(st)*t! = (ts)® = (st)?

und ihre Varianten mit s und ¢ vertauscht. Also ist das Bild normal. Jetzt beachten
wir, daB fiir einen Normalteiler N einer Gruppe G und a,b € G, x € N gilt

axb e N < axa ‘abe N < abe N

Unsere Beschreibung des Kerns zeigt dann, da eben das Bild normal ist, die
schwierige Inklusion D und damit die Gleichheit

71 (C*\A) = ker(Bs — Ss)

So folgt durch Diagrammjagd in der Tat Bs = m1(X3) und der Fall n = 3 ist er-
ledigt. Jetzt unterbrechen wir den Beweis durch einige allgemeine Uberlegungen
zu Fundamentalgruppen von Mannigfaltigkeiten, die im Fall von allgemeinem n
benotigt werden. O

Definition 9.1.6. Seien n < d natiirliche Zahlen. Eine Teilmenge N einer d-
Mannigfaltigkeit M heiflit eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit genau
dann, wenn es fiir jeden Punkt y € N eine offene Umgebung U @ M gibt und
einen Homéomorphismus U = R¢ mit U N N = R™ x 0. Ein derartige offene
Menge U nennen wir eine plidttbare Ball-Umgebung von y € N. Die Differenz
d — n heiBt die Kodimension der Untermannigfaltigkeit NV in M.
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Satz 9.1.7 (Fundamentalgruppe von Mannigfaltigkeitskomplement). Seien M ®»
N B A eine Mannigfaltigkeit mit einer abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit
einer Kodimension > 3 und einer abgeschlossenen Teilmenge derselben. So indu-
ziert fiir beliebiges p € M\ A die Einbettung einen Isomorphismus

T (M\A,p) = m (M, p)

Im Fall einer abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit N @& M der Kodimension 2
ist diese Abbildung zumindest noch eine Surjektion m (M\ A, p) — m (M, p).

Ergdnzung 9.1.8. Stiitzt man sich beim Beweis statt auf 5.2.28 auf die etwas allge-
meinere aber mithsamer zu beweisende Aussage 5.7.12, so zeigt der hier gegebene
Beweis die Behauptung des Satzes sogar fiir A C N eine beliebige Teilmenge un-
serer abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir unsere Mannigfal-
tigkeit M zusammenhidngend annehmen. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung.
Seien A @& N eine abgeschlossene Teilmenge, U @ M eine plittbare Ball-Umge-
bung eines Punktes von N und p € U\ A. Nach Seifert-van-Kampen 6.4.1 haben
wir ein kokartesisches Diagramm

m(U\A,p) — ™1 (U, p)

{ {
m(M\A,p) — m((M\A)UU,p)

Danach 5.2.28 die obere Horizontale ein Isomorphismus beziehungsweise im Fall
der Kodimension 2 eine Surjektion ist, muf3 dasselbe nach 6.3.4 beziehungsweise
6.6.6 auch fiir die untere Horizontale gelten. Da unsere Rdume wegzusammen-
hingend sind, gilt das dann auch fiir einen beliebigen Basispunkt p aus M\ A. Man
beachte fiir das folgende auch, daB gilt (M\A) UU = M\B fir B @& N die Teil-
menge B = N\U. Jetzt zeigen wir die Surjektivitit von m (M\ A, p) — m (M, p)
im allgemeinen. Ist in der Tat 7 € Q(M, p) ein Weg, so wird v[0,1] N N iiber-
deckt von endlich vielen plittbaren Ball-Umgebungen Uy, ..., U,. Nach unserer
Voriiberlegung haben wir dann fiir p € M\ A eine Surjektion

T (M\A,p) - m(M\A)UU, U...UU,,p)

Unser [y] € m(M,p) liegt aber sicher im Bild der rechten Seite unter der von
der Inklusion induzierten Abbildung der Fundamentalgruppen. Also liegt [y] auch
im Bild von 7;(M\A, p). Ahnlich zeigen wir die Injektivitit im Fall einer Ko-
dimension > 3. Dann ist ja unsere Surjektion sogar ein Isomorphismus. Ist nun
v € Q(M\A,p) nullhomotop in M, sagen wir vermittels & : [0, 1] x [0,1] — M,
so 14Bt sich eine Homotopie mit dem konstanten Weg sicher in einem geeigne-
ten (M\A) U U, U...UU, realisieren, mit plittbaren Ball-Umgebungen U; von
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Punkten von N, und dann ist v nach unserem Isomorphismus sogar nullhomotop
in M\ A. O

Beweis des Satzes iiber Zopfgruppen 9.1.4. Wir halten nun n fest, schreiben kurz
X, = X, und betrachten die Abbildung

k: X — N
E — n—|Re(E)|

fir | Re(F)| die Kardinalitit der Projektion von E auf die reelle Achse. In X
betrachten wir die Teilmengen Z, = k~'(v) sowie Z<, = k7'({0,1,...,v}).
Zum Beispiel besteht 7, aus allen n-elementigen Teilmengen von C derart, dafl
die Realteile ihrer Elemente paarweise verschieden sind, und Z; besteht aus allen
n-elementigen Teilmengen, in denen es genau zwei Punkte gibt mit demselben
Realteil. Offensichtlich ist Z, zusammenziehbar, alle Z<, sind offen, und Z, ist
eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der Kodimension v in Z<,,. Propositi-
on 9.1.7 liefert uns damit fiir einen beliebigen Basispunkt in 7 eine Surjektion
und viele Isomorphismen

7T1(Z§1) — 71'1(Z§2) l> P l) 7T1(Z§n_1) = 7T1(X)

Wir untersuchen nun zunichst m(Z<;). Sicher zerfillt Z; in Zusammenhangs-
komponenten
Zi=2Ziuz?u...uzpt

mit Z! dem System aller n-elementigen Teilmengen E € Z; derart, daB bei einer
Aufzdhlung x4, . .., z,, von E mit wachsenden Realteilen gilt Re(z;) = Re(z;41).
Bezeichnen wir ganz allgemein mit X ,[La’b] den Raum aller n-elementigen Teilmen-
gen von {z € C | a < Re(z) < b}, so haben wir offensichtlich Homotopieédqui-
valenzen

Xy « XPH e Zouzi
{z,y} — {l,...;i—1z,y,i+2,...,n}

Folglich ist m;(Zy U Z) frei erzeugt von s;. Mit Induktion und dem Satz von
Seifert-van-Kampen folgt, daf fiir jede Teilmenge 7" C {1,...,n — 1} die Funda-
mentalgruppe m (ZoUU,r Z1) frei erzeugt ist von den s; mit ¢ € T'. Insbesondere
erzeugen die s; schon mal unsere Zopfgruppe, und wir miissen uns nur noch um
die Relationen kiimmern. Sicher zerfillt auch Z5 in Zusammenhangskomponen-

ten N
Zy= || 2’
1<i<j<n
mit Z;’j dem System aller n-elementigen Teilmengen F € Z, derart, daB bei einer

Aufzihlung x4, ..., z, von E mit wachsenden Realteilen gilt Re(x;) = Re(z;11)
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und Re(z;) = Re(z,41). Wir setzen Z;JQ = Z,UZIUZ]UZ4 und bemerken, daf
diese Menge offen ist in X,,. Im Fall 7 < 7 — 1 haben wir eine Homotopieédquiva-
lenz

X2[i,i+1] 5 X2[j,j+1] SN Z;JQ

{x,y},{z,w}) — {1,2,...;i—1,z,y,....5—1,z,w,...,n}

Sie zeigt, daB 7 (Z;jz) erzeugt wird von s; und s; mit der einzigen Relation s;s; =
sjs;. Im Fall 7 = j — 1 haben wir Homotopieédquivalenzen

[i,i+2] 1,i+1

{z,y,2} — {1,...;i—1xy,2i+3,...,n}

Mit dem bereits behandelten Fall n = 3 zeigen sie, daB m (Z ?;1) erzeugt wird
von s; und s;.1 mit der einzigen Relation s;5;115; = s;41 sisHI. Sei nun eine be-
liebige Teilmenge R C {(4,j) | 1 < i < j < n} gegeben. Wir behaupten, dal
m(Z<1 U U(m)eR Zé’j) erzeugt ist von sy, ..., S,_; mit den Zopfrelationen fiir
alle (7, j) € R.In der Tat folgt das nun mit Seifert-van-Kampen 6.4.1 und voll-
standiger Induktion iiber |R|. Der Satz ergibt sich, wenn wir R maximal moglich
wihlen. ]

Erginzung 9.1.9. Ahnlich iiberlegt man sich, wie die Fundamentalgruppe des
Raums aller n-elementigen Teilmengen von C* durch Erzeuger und Relationen
dargestellt werden kann. Hier ist der Trick, zunichst die stetige Abbildung nach
C* zu betrachten, die durch Aufmultiplizieren unserer Punkte gegeben wird, und
den Kern der von ihr auf der Fundamentalgruppe induzierten Abbildung. Die Fun-
damentalgruppe selber stellt man dann als semidirektes Produkt dieses Kerns mit
Z dar.

9.2 Uberlagerungen topologischer Gruppen*

9.2.1 (Produkt universeller Uberlagerungen). Jedes endliche Produkt lokal zu-
sammenhéngender iiberlagerungstrivialer Rdume ist nach 9.3.2 auch selbst iiber-
lagerungstrivial. Gegeben X — X und Y — Y universelle Uberlagerungen
zusammenhéngender lokal uberlagerungstr1v1aler Riume X,Y ist mithin auch
X xY — X x Y eine universelle Uberlagerung. Besonders leicht sieht man
das im Fall lokal wegetrivialer Rdume, denn jedes endliche Produkt wegetrivialer
Rédume ist offensichtlich wieder wegetrivial.

Proposition 9.2.2. Sei p : G — G die universelle Uberlagerung einer zusammen-
héingenden lokal iiberlagerungstrivialen Gruppe G. So gilt:
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1. Es gibt fiir jeden Punkt é € G iiber dem neutralen Element ¢ € G genau
einen Lift der Verkniipfung mit é als neutralem Element und diese Verkniip-
fung macht G zu einer topologischen Gruppe;

2. Fiir jede Gruppenstruktur auf G nach Teil 1 ist der Kern der Uberlage:
rungsabbildung K := ker p ein diskreter kommutativer Normalteiler von G
und wir erhalten einen Isomorphismus

K = Top} G
zwischen K und der Deckbewegungsgruppe durch dir Vorschrift k — (k-);

3. Fiir jede Gruppenstruktur auf G nach Teil 1 induziert die Ub~erlagerungs—
abbildung einen Isomorphismus von topologischen Gruppen G/K = G.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort daraus, da3 nach 9.2.1 auch die Abbil-
dungen G*" — G*" universelle Uberlagerungen sind. Fiir die zweite Aussage
bemerken wir, dal fiir £ € K sowohl (k-) als auch (-k) die eindeutig bestimmte
Deckbewegung mit € — k sein miissen, und damit folgt auch sie sofort. Die dritte
Aussage folgt aus der Erkenntnis 7.5.10, daB bei jeder universellen Uberlagerung
die Basis der Quotient des Totalraums nach der Gruppe der Deckbewegungen
ist. 0

Korollar 9.2.3 (Gruppenstruktur auf zusammenhiingenden Uberlagerungen).
Gegeben eine zusammenhingende lokal iiberlagerungstriviale topologische Grup-
pe G besitzt jede zusammenhingende bepunktete Uberlagerung q : (G é) —
(G, e) genau eine stetige Verkniipfung mit é als neutralem Element, fiir die q ein
Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Verkniipfung folgt aus unserem Satz iiber die Ein-
deutigkeit von Lifts. Die Existenz folgt daraus, da3 (G, e) ja nach 7.6.1 eine uni-
verselle Uberlagerung p : (G, &) — (G, e) besitzt, von der es dann eine Decktrans-
formation ¢ : (G, &) — (G, é) geben muB. Nun hat G nach 9.2.2 genau eine Grup-
penstruktur mit neutralem Element ¢, fiir die p ein Gruppenhomomorphismus ist,
deren Kern K ist ein kommutativer Normalteiler und die Linksmultiplikationen
mit Elementen von K sind genau die Deckbewegungen. Nach 8.4.4 gibt es also
eine Untergruppe H C K derart, daB ¢ einen Homdomorphismus G /H = G
induziert. Das Korollar folgt. [

Korollar 9.2.4 (Uberlagerungen topologischer Gruppen, Klassifikation). Ge-
geben eine zusammenhdngende lokal iiberlagerungstriviale topologische Gruppe
(G,e) und p : (G,é) — (G, e) ihre universelle Uberlagerung und K := kerp

247



deren Kern erhalten wir durch die Vorschrift H — G /H eine Aquivalenz von
Kategorien

Untergruppen von K mit = Zusammenhdingende topologische | **"
Inklusionen als Morphismen Gruppeniiberlagerungen von GG

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden. [

Korollar 9.2.5 (Uberlagerungen lokal wegetrivialer Gruppen). Gegeben eine
zusammenhdiingende lokal wegetriviale topologische Gruppe (G, e) erhalten wir
eine Aquivalenz von Kategorien

Zusammenhdngende topologische 0ppi> Untergruppen von w1 (G, e) mit
Gruppeniiberlagerungen von GG Inklusionen als Morphismen

durch die Vorschrift (p : (G, &) — (G, e)) — im(py : m (G, é) — m (G, e)).

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden zusammen mit der Iden-
tifikation von Fundamentalgruppe und Deckbewegungsgruppe der universellen
Uberlagerung im Fall zusammenhingender lokal wegetrivialer Riume. [

Ubungen

Ergiinzende Ubung 9.2.6. Jede topologische Gruppe, die homdomorph ist zur
Kreislinie S, ist bereits als topologische Gruppe isomorph zur multiplikativen
Gruppe S! aller komplexen Zahlen vom Betrag Eins. Hinweis: 4.1.24.

9.3 Uberlagerungen und Homotopie*

Satz 9.3.1 (Uberlagerungen von Produkten). Seien X, Z topologisch Riume
mit Z tiberlagerungstrivial und lokal zusammenhdngend. So ist das Bilden des
Produkts mit Z eine Aquivalenz von Kategorien

(XZ) . UbX i) tjbXXz

zwischen der Kategorie der Uberlagerungen von X und der Kategorie der Uber-
lagerungen von X x Z.

Beweis. Seip: X, — X x Z eine Uberlagerung des Produkts. Fiir jedes z € Z
setzen wir X, = p~'(X x {z}) und erhalten so eine Uberlagerung von X, — X.
Ist Z iiberlagerungstrivial, so erkldren wir fiir beliebige 2z, w € Z Abbildungen
fuws : X, — X, durch die Bedingung, daB 7 und fuw=(Z) im Bild desselben Lifts
von Z — X x Z, z — (p(Z), z) liegen sollen. Natiirlich gilt f,., © fu. = fu-
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und f,, = id fiir alle z, w,v € Z. Der Satz folgt nun, sobald wir zeigen, daf} die
Abbildung 3 3
[ X.xZ =Xz, (Z,w)— fu.(T)

ein Isomorphismus von Uberlagerungen ist. Sie ist sicher bijektiv. Zeigen wir auch
noch die Stetigkeit von f, so ist f eine bijektive Decktransformation, also ein
Isomorphismus von Uberlagerungen. Fiir jedes & € X, finden wir eine trivial
iberlagerte Umgebung von (x,w) := p(Z) der Form U x W mit W zusammen-
hingend. Die eingeschrinkte Uberlagerung notieren wir p : Uy — U x W und
setzen U,, := p~' (U x {w}) analog wie zuvor. Dann induziert offensichtlich die
Abbildung (:E, v) — fuuw(Z) einen Homéomorphismus

UwXWQUW

Fiir festes z € Zund 7 € X ., betrachten wir nun in Z die Teilmengen Z;, Z,,
aller w € Y derart, daB f,. : X, — X,, bei Z stetig beziehungsweise unstetig ist.
Nach dem Vorhergehenden sind sowohl Z; als auch Z, offen. Also gilt Z = Z,
und alle f,,. sind stetig. Daraus folgt aber unter nochmaliger Verwendung unserer
Homoomorphismen von eben, dafl f selbst stetig ist. 0

Korollar 9.3.2. Sind X und Z iiberlagerungstrivial und ist Z zusdtzlich lokal
zusammenhdngend, so ist auch X x Z iiberlagerungstrivial.

Beweis. Nach dem Satz ist jede Uberlagerung von X x Z das Produkt einer Uber-
lagerung von X mit Z. 0

Korollar 9.3.3 (Liften von Homotopien). Seien p : X — X eine Uberlagerung,
Y ein topologischer Raum und H :'Y" X 0,1] — X stetig. So ldfst sich jeder Lift
Hyvon Hy .= H|YX{0} auf genau eine Weise zu einem Lift H von H fortsetzen.

9.3.4. Zum besseren Verstindnis des Satzes stelle ich die Rdume und Abbildun-
gen, die darin vorkommen, nochmal in einem Diagramm dar.

yx{oy M x
I 1
vyx[0,1 & x

Beweis mit 9.3.1. Die Eindeutigkeit von H ist klar nach dem Satz iiber Eindeutig-
keit von Lifts: Man wende ihn an auf die zusammenhéngenden Teilrdume {y} x
[0, 1]. Wir Zelgen die Existenz von H. Der pull-back der Uberlagerung p: X =X
mit H ist eine Uberlagerung Z — Y x [0, 1]. Wenden wir auf diese Uberlagerung
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Satz 9.3.1 an, so finden wir eine Uberlagerung ¢ : Y — Y und einen Isomor-
phismus Y x [0, 1] ~ Z von Uberlagerungen von Y x [0, 1]. Folglich gibt es eine
Abbildung f : Y x [0,1] — X derart, daBf das Diagramm

Y <01 L X
g xid | lp
yx[0,1 & X

kartesisch ist. Dann definiert H, ein Rechtsinverses [ : Y — Y der Uberlagerung
q und wir erhalten H als H = f o (I x id). O

Beweis ohne 9.3.1. Die Eindeutigkeit von H ist klar nach dem Satz iiber Ein-
deutigkeit von Lifts: Man wende ihn an auf die zusammenhidngenden Teilrdume
{y} x [0,1]. Wir zeigen die Existenz von H in mehreren Schritten.

1. Der Satz gilt, falls X trivial tiberlagert ist, also ohne der Beschrénkung der All-
gemeinheit X = X x F und p = pr,. In der Tat ist in diesem Fall H(y,t) =
(H(y,t), proy 0H(y)) ein Lift von H mit den gewiinschten Eigenschaften.

2. Im allgemeinen reicht es zu zeigen, daf} jedes y € Y eine offene Umgebung
W besitzt derart, daB H 0|WX{0} sich zu einem Lift H von H |WX[0 1) fortsetzen
14Bt. Aufgrund der Eindeutigkeit miissen diese Lifts ndmlich auf den Schnitten
(W NV) x [0, 1] zusammenfallen, und wir definieren dann durch Verkleben den
gesuchten Lift 7 : Y x [0,1] — X.

3. Seinun y € Y fest. Fiir jedes t € [0, 1] besitzt H(y,t) eine trivial iiberlager-
te Umgebung, mithin gibt es offene Umgebungen W; von y und I; von ¢ derart,
daB H(W,; x I,) in einer trivial iiberlagerten offenen Menge liegt. Hier ist ohne
Beschriankung der Allgemeinheit /; ein Intervall. Die [, fiir endlich viele ¢ bede-
cken [0, 1]. Sei W = W, der Schnitt der zugehdrigen W;. So ist W eine offene
Umgebung von y, und es gibt 0 = ¢ty < t; < t53 < ... < t, = 1 derart, dal
H(W x [t;—1,t;]) fiir alle i ganz in einer trivial tiberlagerten offenen Menge in X
liegt. Setzen wir induktiv vorraus, daB ein partieller Lift H:Wx|[0,t] - X
schon konstruiert ist, so liefert uns Schritt 1 ein H : W x [t;,t;11] — X das
auf W x {t;} mit dem vorigen partiellen Lift H iibereinstimmt und H liftet, also
verkleben diese beiden H zu einem Lift H : W x [0,#;4,] — X und wir sind
fertig per Induktion. ]

Satz 9.3.5. Gegeben Z iiberlagerungstrivial lokal zusammenhdingend und X ein
beliebiger topologischer Raum ist das Bilden des Produkts mit Z eine Aquivalenz
von Kategorien

(xZ) : étTopy = {p € étTopy,, | (p"H(z x Z) = Z) € Uby Vz € X}
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9.3.6. DaB sich unter dieser Aquivalenz die Uberlagerungen auf beiden Seiten
entsprechen, war die Aussage von 9.3.1. Der Beweis verallgemeinert den Beweis
dort.

Beweis. Seip : X 7z — X X Z eine étale Abbildung, deren Restriktion auf x x Z
fiir alle 2 € X eine Uberlagerung ist. Fiir z € Z setzen wir X, := p~'(X x {z})
und erhalten so fiir jedes z € Z eine étale Abbildung nach X. Ist Z iiberlage-
rungstrivial, so konnen wir fiir beliebige 2z, w € Z Abbildungen f,,, : X . — X w
erkldren durch die Bedingung, dafl Z und f,,.(Z) im Bild desselben Lifts von
Z — X x Z, z — (p(Z), z) liegen sollen. Natiirlich gilt f,, o f,. = f,. und
f.. = id fur alle z,w,v € Z. Es reicht nun zu zeigen, daB fiir jedes z € Z die
offensichtliche Abbildung

[:X.xZ =Xy (Z,w) > fu.(Z)

ein Homdomorphismus ist. Diese Abbildung ist sicher bijektiv. Kénnen wir zei-
gen, daB sie stetig ist, so muf} sie aufgrund der Eigenschaften étaler Abbildungen
7.1.14 offen und damit ein Homdomorphismus sein. Fiir jedes # € X , finden wir
eine Umgebung @y, die homdomorph auf eine Umgebung von p(Z) := (z,w)
der Form U x W abgebildet wird mit W zusammenhingend. Wir setzen @), :=
QN (p~'(U x w)). Dann induziert offensichtlich die Abbildung (Z,v) > f,.,(Z)
einen Homdomorphismus

QwXWl>QW

Fiir festes 2 € Z und # € X, betrachten wir nun in Z die Teilmengen 7, Z,,
aller w € Z derart, da3 f,,. bei T stetig beziehungsweise unstetig ist. Nach dem
Vorhergehenden sind sowohl Z als auch 7, offen. Also gilt Z = Z; und alle f,,.
sind stetig. Daraus folgt aber unter nochmaliger Verwendung unserer Homéomor-
phismen von eben, daf} f selbst stetig ist. U

Ubungen

Ubung 9.3.7. Sind zwei Riume homotopieiquivalent, so ist der eine iiberlage-
rungstrivial genau dann, wenn der andere iiberlagerungstrivial ist. Ist allgemeiner
X — Y eine Homotopieiquivalenz, so liefert der pull-back eine Aquivalenz von
Kategorien Uby = Uby.

251



10 Kategorien und Funktoren®

Viele Konstruktionen der linearen und insbesondere der multilinearen Algebra,
wie etwa Dualrdume, Tensorpotenzen oder dullere Potenzen, zeigen erst in der
Sprache der Kategorientheorie ihre wahre Natur. Es geht bei diesen Konstruktio-
nen nidmlich keineswegs darum, irgendwelche neuen Vektorrdume zu konstruie-
ren: Wir wissen ja bereits aus ??, da3 wir hier zumindest im Fall endlicher Di-
mension nichts wesentlich Neues finden konnen. Vielmehr geht es darum, zusam-
men mit diesen neuen Vektorrdumen auch neue lineare Abbildungen zu konstru-
ieren, wie etwa bei Dualrdumen die transponierten Abbildungen. Erst zusammen
mit diesen zusitzlichen Konstruktionen erhilt man niitzliche und anwendbare Be-
griffsbildungen.

Die Sprache der Kategorien und Funktoren liefert fiir derartige Konstruktio-
nen einen begrifflichen Rahmen. Sie ist d&hnlich ausdrucksstark, grundlegend und
elegant wie die Sprache der Mengenlehre, auf der sie aufbaut, und gehort meines
Erachtens in den Rucksack jeder Mathematikerin und jedes Mathematikers. Ich
bin sogar der Ansicht, da} die ,,naive Mengenlehre* aus den Grundvorlesungen
am besten durch eine axiomatische Beschreibung der ,,Kategorie aller Mengen*
wie etwa in [LRO3] formalisiert wird. So formal will ich bei der hier gegebenen
Darstellung jedoch nicht werden und arbeite deshalb weiter auf der Grundlage
der naiven Mengenlehre. Eine ausfiihrlichere Behandlung der Kategorientheorie
findet man zum Beispiel in [Mac98].

10.1 Kategorien
Definition 10.1.1. Eine Kategorie C ist ein Datum bestehend aus
a. einer Menge Ob C von Objekten;
b. einer Menge C(X, Y) von Morphismen fiir je zwei Objekte X, Y € Ob(;

c. einer Abbildung C(X,Y) xC(Y,Z) — C(X, Z), (f,g) — go f fir je drei
Objekte X, Y, Z € C, genannt die Verkniipfung von Morphismen,

derart, da3 folgende Axiome erfiillt sind:

1. Die Verkniipfung ist assoziativ, es gilt also (f o g) o h = f o (g o h) fiir
Morphismen f, g und h, wann immer diese Verkniipfungen sinnvoll sind;

2. Fiir jedes Objekt X € Ob(C gibt es einen Morphismus idy € C(X, X), die
Identitéit auf X, so daB giltidx of = f und goidyx = ¢ fiir Morphismen f
und g wann immer diese Verkniipfungen sinnvoll sind. Die iiblichen Argu-
mente zeigen, dal es fiir jedes X hochstens einen derartigen Morphismus
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geben kann, womit auch die Verwendung des bestimmten Artikels gerecht-
fertigt wiire.

10.1.2. Seien C eine Kategorie und X, Y € Ob(C Objekte. Statt f € C(X,Y)
sagen wir auch, f sei ein Morphismus von X nach Y und schreiben kurz

f:X—=>Y

Statt id x schreiben wir oft nur id. Statt X € Ob C schreiben wir oft kiirzer X € C.

10.1.3. Wir fordern nicht, da8 die Morphismenmengen C(.X,Y’) einer Kategorie
C paarweise disjunkt sein sollen. Wir erklidren dahingegen die Menge aller Mor-
phismen von C als die disjunkte Vereinigung

Mor(C) := |_| C(X,Y)

X, YeC

Beispiel 10.1.4 (Kategorie der Mengen). Als erstes Beispiel hitte ich gerne die
Kategorie C := Ens aller Mengen eingefiihrt. Das ist jedoch nicht moglich, da die
,Gesamtheit aller Mengen®, wie in ?? ausgefiihrt wird, nicht als Menge angesehen
werden darf. Um diese Untiefen der Logik zu umschiffen, betrachten wir feiner
ein Mengensystem 4 alias eine Menge 4l von Mengen und erklédren die Kategorie
{Ens aller Mengen X € Al Thre Objekte sind beliebige Mengen X € &l in
Formeln
Ob(UEns) :=

Fiir je zwei Objekte alias je zwei Mengen X, Y & 4 erklidren wir die Morphis-
menmenge als die Menge aller Abbildungen von X nach Y, in Formeln

UEns(X,Y) := Ens(X,Y)

Die Verkniipfung ordnet jedem Paar (f, g) von Abbildungen ihre Komposition
g o f zu. Dal} diese Daten unsere Axiome erfiillen, scheint mir offensichtlich.
Unser idx € UEns(X, X) ist die identische Abbildung idx(z) = = Vz € X.

Vorschau 10.1.5 (Mengen, Klassen, Universen). In vielen Quellen umschifft
man die in 10.1.4 angesprochenen Untiefen der Logik, indem man nicht fordert,
daf} die Objekte einer Kategorie eine Menge bilden, sondern stattdessen, daf} sie
eine ,,Klasse* bilden sollen. Das hat den Vorteil, dal man die Kategorie aller Men-
gen bilden kann. Es hat den Nachteil, dal man den Begriff einer Klasse einfiithren
muf} und erkldren muf}, wie man damit umgeht. Statt mit ,,Klassen* werden wir
zu gegebener Zeit mit ,,Universen® arbeiten, die in 10.11.3 eingefiihrt werden.
Fiir unsere Bediirfnisse lduft das auf dasselbe hinaus und erspart uns die Vertrei-
bung aus dem Paradies der Mengenlehre. Ich werde aber oft kategorientheore-
tische Sprache auch in einem weiteren Sinn als ,,Metasprache* verwenden und
dabei derartige Feinheiten kurzerhand ignorieren.
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Kategorie Morphismen Kiirzel

{Mengen} alle Abbildungen Ens
{teilgeordnete Mengen} monoton wachsende Ord
Abbildungen
{Monoide} Morphismen von Monoiden Mon
{Gruppen} Gruppenhomomorphismen Grp
{abelsche Gruppen} Gruppenhomomorphismen Ab
{topologische Rdaume}  stetige Abbildungen Top
{bepunktete Mengen } Abbildungen, Ens*
die den Basispunkt erhalten
{bepunktete Rdume} stetige Abbildungen, Top*
die den Basispunkt erhalten
{ K-Vektorraume } K-lineare Abbildungen K -Mod, Modg
{ Affine Rdume iiber K'} affine Abbildungen K -Aff, Aff i
{nicht unitdre Ringe } Rng-Homomorphismen Rng
{Ringe} Ringhomomorphismen Ring
{kommutative Ringe } Ringhomomorphismen Kring
{ K-Algebren} K-Algebren-Homomorphismen K -Alg, Alg,
{ K-Ringalgebren } K-Ringalgebren-Homomorphismen K -Ralg, Ralg
{ K-Kringalgebren} K-Kringalgebren-Homomorphismen K -Kralg, Kralg

Hier einige Beispiele von Kategorien. Als Verkniipfung von Morphismen ist fiir
die Kategorien dieser Liste stets die Komposition von Abbildungen gemeint. Um
logische Abstiirze zu vermeiden, miissen wir uns genauer stets ein
Mengensystem 4l dazudenken, aus dem die zugrundeliegende Menge der
jeweiligen Struktur kommen muf3 und das wir in der Notation meist
unterschlagen. Wenn wir es doch notieren wollen, schreiben wir

LlMOdK

und dergleichen. Wir denken uns das Mengensystem 4l meist als ziemlich riesig
und fordern zumindest implizit fiir gewohnlich, da8 es unter dem Bilden von
Teilmengen stabil sein moge und die reellen Zahlen enthilt. Etwas genauer
werden wir zu gegebener Zeit oft fordern, dal} es ein ,,Universum* sein soll.
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Beispiel 10.1.6. Zu jedem Monoid M koénnen wir die Kategorie [/ mit einem
einzigen Objekt * bilden, deren Morphismen die Elemente von besagtem Monoid
sind mit der Verkniipfung in unserem Monoid als Verkniipfung von Morphismen.
Wir nennen sie die Ein-Objekt-Kategorie unseres Monoids. Umgekehrt ist fiir
jedes Objekt X einer Kategorie C die Menge C (X, X') mit der von der Kategori-
enstruktur herkommenden Verkniipfung ein Monoid. In diesem Sinne ist also eine
Kategorie mit einem einzigen Objekt nichts anderes als ein Monoid. Das Monoid
der Morphismen von einem Objekt X zu sich selber in einer Kategorie C nennen
wir das Monoid der Endomorphismen von X und kiirzen es in Zukunft oft ab
mit
C(X)=C(X,X)

Beispiel 10.1.7. Sei K ein Korper oder allgemeiner ein Ring. Wir erkldren die
Matrixkategorie Mat = Mat; = Mat(K) iiber K durch die Vorschriften

Ob(Matg) :=N und Matg(m,n) = Mat(n x m; K)

mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung von Morphismen. Die Axiome sind
erfiillt aufgrund unserer Rechenregeln ?? fiir die Matrixmultiplikation.

Beispiel 10.1.8 (Teilgeordnete Menge als Kategorie). Jede teilgeordnete Menge
(A, <) kann als Kategorie aufgefait werden wie folgt: Objekte sind die Elemente
von A; Morphismen gibt es jeweils einen von einem Element zu jedem kleineren
und zu sich selber; und die Verkniipfung von Morphismen ist die einzig Mogliche.

Beispiel 10.1.9 (Kategorie der Vektorraume). Als nichstes Beispiel hitte ich
gerne die Kategorie C = Mod aller Vektorrdume iiber einem Korper K einge-
fithrt. Die Notation Mod j fiir Vektorrdume iiber K steht dabei fiir ihre alternative
Bezeichnung als K'-Moduln. Wieder gerdt man dabei in Untiefen der Logik. Um
diese zu umschiffen betrachten wir wieder ein Mengensystem 41 und erkldren dazu
eine Kategorie

$UMod K

Als Objekte dieser Kategorie nehmen wir alle /-Vektorrdume, deren Grundmen-
ge zu unserem Mengensystem 4 gehort. Fiir je zwei Vektorrdume V, W € YMod g
erkldren wir die Morphismenmenge als die Menge aller linearen Abbildungen, in
Formeln

$Mod g (V, W) := Homg (V, W)

Die Verkniipfung ordnet wieder jedem Paar ( f, g) von Abbildungen ihre Kompo-
sition g o f zu. Die Axiome sind offensichtlich erfiillt.

10.1.10 (Verwendung des Symbols Hom). Das Symbol ,,Hom* fiir Mengen von
Morphismen versuche ich nach Moéglichkeit zu vermeiden: Ich will es reservieren
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fiir die sogenannten ,,internen Hom-Raume*. Darunter versteht man Vorschriften,
die in sehr speziellen Situationen zwei Objekten einer Kategorie ein Drittes zuord-
nen, im Fall der Vektorrdume etwa die Morphismenmenge mit ihrer natiirlichen
Vektorraumstruktur. Wenn die Morphismenmenge als Menge gemeint ist, soll-
te ich Mod g (V, W) schreiben, aber das halte ich im Fall der Vektorrdume nicht
durch. Das Kiirzel ,,Mod‘ mit etwelchen oberen und unteren Indizes wird stets
fiir Kategorien von abelschen Gruppen mit Zusatzstrukturen stehen, meist Opera-
tionen von Ringen oder Gruppen. Gehen diese Zusatzstrukturen aus dem Kontext
hervor, so lasse ich die entsprechenden Indizes auch manchmal weg. Fiir abelsche
Gruppen ohne Zusatzstrukturen benutze ich stets das Kiirzel ,,Ab*.

Definition 10.1.11. 1. Ein Morphismus f € C(X,Y) in einer Kategorie heift
ein Isomorphismus oder Iso und als Adjektiv iso, wenn es einen Morphis-
mus g € C(Y,X) gibt mit f o g = idy und g o f = idx. Wir notieren
Isomorphismen oft f : X = Y;

2. Zwei Objekte X und Y einer Kategorie heillen isomorph, wenn es einen
Iso f : X = Y gibt. Man schreibt dann auch kurz X =Y.

Beispiele 10.1.12. Isomorphismen in der Kategorie der Mengen nennt man Bi-
jektionen, Isomorphismen in der Kategorie der topologischen Raume Homoo-
morphismen, Isomorphismen in der Kategorie der Vektorraume Vektorraumiso-
morphismen.

10.1.13. Eine Kategorie, in der alle Morphismen Isomorphismen sind, heif3t ein
Gruppoid. Eine Kategorie, in denen es auller den Identitdten keine Morphismen
gibt, heilit diskret. Natiirlich ist jede diskrete Kategorie ein Gruppoid.

10.1.14 (Diskussion des Begriffs eines Isomorphismus). Bisher hatten wir ver-
schiedentlich Isomorphismen abweichend erklért als bijektive Homomorphismen,
zum Beispiel bei Gruppen, Korpern, Vektorrdumen und affinen Rdumen. In allen
diesen Fillen sollte es jedoch klar sein, dal die Umkehrabbildung im Sinne der
Mengenlehre auch selbst wieder ein Homomorphismus ist, so daf} wir in der Tat
auch Isomorphismen im Sinne der Kategorientheorie vor uns haben. Ein typisches
Beispiel fiir eine Kategorie von ,,Mengen mit Zusatzstrukturen®, in der bijektive
Homomorphismen keine Isomorphismen zu sein brauchen, ist die Kategorie der
teilgeordneten Mengen.

10.1.15. Viele mathematische Fragestellungen lassen sich in der Sprache der Ka-
tegorientheorie dahingehend formulieren, daB man einen Uberblick iiber alle Ob-
jekte einer Kategorie gewinnen will, wobei man zwischen isomorphen Objekten
nicht unterscheidet. Formal will man also fiir eine gegebene Kategorie C die Men-
ge aller Aquivalenzklassen von Objekten

/=
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unter der Aquivalenzrelation der Isomorphie beschreiben. Man spricht dann auch
von Isomorphieklassen von Objekten und nennt Fragestellungen dieser Art Klas-
sifikationsprobleme. Zum Beispiel werden die endlich erzeugten Vektorrdume
iber einem fest vorgegebenen Korper klassifiziert durch ihre Dimension, die end-
lich erzeugten abelschen Gruppen durch die Sétze ?? und ??, die endlichen Men-
gen durch ihre Kardinalitidt ??, und beliebige Mengen, vorsichtshalber aus einem
fest vorgegebenen Mengensystem, ebenfalls durch ihre Kardinalitét ??.

10.1.16. Unter einer Unterkategorie einer Kategorie versteht man ein Paar beste-
hend aus einer Teilmenge der Objektmenge nebst Teilmengen der Morphismen-
mengen fiir je zwei Objekte unserer Teilmenge der Objektmenge derart, dafl die
offensichtlichen Bedingungen erfiillt sind. Eine Unterkategorie heifit voll, wenn
die fraglichen Teilmengen der Morphismenmengen jeweils aus allen Morphismen
in der urspriinglichen Kategorie bestehen.

10.1.17. Zu jeder Kategorie C erkldren wir eine Unterkategorie, die Isomorphis-
menkategorie C* von C, durch die Vorschrift, dafl sie dieselben Objekte haben
soll, aber nur die Isomorphismen von C als Morphismen. Die Menge aller Iso-
morphismen von einem Objekt X einer Kategorie C in ein Objekt Y derselben
Kategorie notieren wir folgerichtig C* (X, Y'). Die Isomorphismen von einem Ob-
jekt X einer Kategorie C auf sich selber heilen die Automorphismen von X. Sie
bilden stets eine Gruppe, die Automorphismengruppe C*(X) von X. Fiir die
Automorphismengruppe Mod;; (V') eines k-Vektorraums V" hatten wir die Notati-
on GL(V) vereinbart, fiir die Automorphismengruppe Ens™ (X)) einer Menge X
die Bezeichnung als ,,Gruppe der Permutationen von X*.

Definition 10.1.18. Ein Objekt F' einer Kategorie C heil3t final, wenn es fiir alle
X € C genau einen Morphismus von X nach F gibt, in Formeln

C(X,F)|=1 VXeC

Definition 10.1.19. Ein Objekt K einer Kategorie C heif3t initial oder gleichbe-
deutend Kkofinal, wenn es fiir alle Y € C genau einen Morphismus von K nach Y
gibt, in Formeln

IC(K,Y)|=1 VY ecC

Beispiele 10.1.20 (Finale und initiale Objekte in Kategorien von Mengen). Ist
il ein Mengensystem, das nicht nur aus der leeren Menge besteht, so sind die fina-
len Objekte von UEns genau die einpunktigen Mengen aus 4L. Ist l ein Mengen-
system, das nicht nur aus einelementigen Mengen besteht, so ist die leere Menge
ist das einzige kofinale Objekt von {[Ens, wenn sie denn zu unserem Mengensys-
tem 4 dazugehort.
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10.1.21 (Weitere Notationen). Zwischen je zwei finalen beziehungsweise kofi-
nalen Objekten gibt es offensichtlich genau einen Isomorphismus. Wir erlauben
uns deshalb, etwas lax von dem finalen beziehungsweise dem kofinalen Objekt
zu reden, und bezeichnen ,,das* finale Objekt mit pt = pt(C) fiir ,,Punkt” oder
fin(C) und Morphismen dahin mit fin fiir ,.final“. Meist verwenden wir als Be-
zeichnung des finalen Objekts die kleingeschriebene Bezeichnung der Kategorie,
etwa top fiir den einelementigen topologischen Raum oder ens fiir die einelemen-
tige Menge. Morphismen vom finalen Objekt zu einem beliebigen Objekt notieren
wir gerne em wie ,,embedding* mit einem Index, der angibt, welcher Morphismus
genau gemeint ist. Gegeben eine Menge X und ein Element x € X meint etwa
em, : ens — X die Einbettung der einelementigen Menge mit Bild x. Wir be-
zeichnen mit ini = ini(C) das initiale Objekt einer Kategorie C, wenn es denn ein
solches gibt.

Ubungen

Ubung 10.1.22. Ein Morphismus f € C(X,Y’) in einer Kategorie ist ein Isomor-
phismus genau dann, wenn er ein Rechtsinverses und ein Linksinverses besitzt,
wenn es also Morphismen g, h € C(Y, X) gibt mit f o g = idy und ho f = idy,
und unter diesen Voraussetzungen gilt bereits ¢ = h. Wir nennen diesen Mor-
phismus dann den inversen Morphismus zu f und notieren ihn f~!. Derartige
Rechtsinverse bezeichnet man auch oft als Schnitt oder Spaltung. Allgemeiner
nennt man jeden Morphismus rechtsspaltend, der ein Linksinverses besitzt, und
jeden Morphismus linksspaltend, der ein Rechtsinverses besitzt

Ubung 10.1.23. Kann ein Morphismus f € C(X,Y)) in einer Kategorie sowohl
durch Vorschalten eines Morphismus g € C(W, X)) als auch durch Nachschalten
eines Morphismus h € C(Y, Z) zu einem Isomorphismus gemacht werden, so
mul er bereits selbst ein [somorphismus gewesen sein.

Ubung 10.1.24. Seien C eine Kategorie und f : X — Y ein Morphismus. Man
zeige, dal} f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn das Vorschalten von f fiir
jedes weitere Objekt Z eine Bijektion C(Y, Z) = C(X, Z) induziert. Man zeige
dual, dal f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn das Nachschalten von f fiir
jedes weitere Objekt Z eine Bijektion C(Z, X)) = C(Z,Y) induziert. Allgemei-
nere Aussagen in dieser Richtung macht das sogenannte Yoneda-Lemma 10.10.2.

Ubung 10.1.25. Man finde finale und kofinale Objekte in den Kategorien der
Gruppen, Ringe, topologischen Rdume und Vektorrdume aus einem vorgegebe-
nen Mengensystem 41.
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10.2 Funktoren

Definition 10.2.1. Ein Funktor F' : A — B von einer Kategorie A in eine Kate-
gorie B ist ein Datum bestehend aus

a. einer Abbildung F' = Fg;, : Ob A — Ob B, X — FX;

b. einer Abbildung F' = Fxy : A(X,Y) — B(FX,FY), f — Ff fir je
zwei Objekte X, Y € Ob A,

derart, daf} gilt:

1. F(fog) = (Ff)o (Fg) fir beliebige verkniipfbare Morphismen f und g
aus der Kategorie A;

2. F(idy) = idpx fiir jedes Objekt X € A.

Ich nenne in diesem Zusammenhang .4 die Ausgangskategorie und B die Ziel-
kategorie des Funktors F'.

Beispiel 10.2.2. Gegeben ein Korper K erhalten wir einen Funktor
Mat K — Mod K

n — K"
Al = (Ao)l
m — K™

von der Matrixkategorie 10.1.7 tiber K in die Kategorie der K -Vektorrdume, in-
dem wir wie angedeutet jedem Objekt n der Matrixkategorie den Vektorraum K™
zuordnen und jeder Matrix die durch diese Matrix gegebene lineare Abbildung.
Wir nennen ihn den Realisierungsfunktor.

Beispiel 10.2.3 (Der Richtungsraum als Funktor). Wir erkliren die Kategorie
Aff = Affx der affinen Riume iiber einem gegebenen Korper K. Als Objek-
te nehmen wir unsere affinen Rdume, als Morphismen affine Abbildungen. Das
Bilden des Richtungsraums Richt : F — E ist dann zusammen mit der Zuord-
nung, die jeder affinen Abbildung ¢ : ' — F' ihren linearen Anteil ¢ : E—F
zuordnet, ein Funktor

Richt : AHK — Modg

Beispiel 10.2.4 (Die Lingengerade als Funktor). Wir erkldren die Kategorie
Euk der euklidischen Vektorrdume. Objekte sind wie in ?? reelle Vektorrdume mit
einer R-(-Bahn von Skalarprodukten, Morphismen die euklidischen Abbildungen
nach ??. Unsere Konstruktion ?? der Langengerade eines euklidischen Raums und
der zwischen Lingengeraden induzierten Abbildungen ist dann ein Funktor

L : Euk — Modg
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10.2.5. Man gibt bei einem Funktor /' meist nur die Abbildung X — F'X auf
den Objekten an in der Hoffnung, da3 vom Leser erraten werden kann, welche
Abbildung f — F'f auf den Morphismen gemeint ist.

10.2.6. Fiir jede Kategorie C haben wir den Identititsfunktor Id = Id; von
besagter Kategorie zu sich selber. Sind F' : A — Bund G : B — C Funktoren, so
istauch G o ' : A — C ein Funktor.

Lemma 10.2.7 (Funktoren erhalten Isomorphie). Ein Funktor bildet stets Iso-
morphismen auf Isomorphismen ab. Insbesondere haben isomorphe Objekte unter
einem Funktor stets isomorphe Bilder.

Beweis. Sei I’ unser Funktor. Mithilfe unserer Bedingung F'(id) = id schliefen
wir:
f ist Isomorphismus = Es gibt gmit fog=idundgo f =id
= (Ff)o(Fg)=1id und (Fg)o (Ff) =id
= F'f ist Isomorphismus. [

Beispiel 10.2.8. Fiir jede Kategorie C bildet man die opponierte Kategorie C°PP.
Man setzt dazu

ObC :=ObC  und  C(X,Y):=C(Y,X)

und erkldrt die Verkniipfung von Morphismen in C°PP als die vertauschte Verk-
niipfung. Wir notieren einen Morphismus f als f°, wenn er in der opponierten
Kategorie aufgefait werden soll, und haben also in Formeln ¢° o f° := (f o g)°.

Beispiel 10.2.9 (Bilden des Dualraums als Funktor). Sei K ein Korper. Das Bil-
den des Dualraums mit dem Bilden der transponierten Abbildung auf dem Niveau
der Homomorphismen ist auf den ersten Blick ein Funktor

Modxg — Mod®?

vV - VT
fi =  tfr
W o= W

von der Kategorie der K -Vektorrdume in ihre eigene opponierte Kategorie, ver-
gleiche ??. Wenn wir es allerdings genau nehmen und ein Mengensystem 4l fest-
halten, so werden wir auf diese Weise im allgemeinen nur einen Funktor

UMod g — BMod

fiir ein eventuell groBeres Mengensystem ‘U erhalten. Als konkretes Beispiel be-
achte man, dal} iiber einem endlichen Korper der Dualraum eines abzédhlbaren
Vektorraums im allgemeinen nicht mehr abzéhlbar ist. Ist jedoch unser Mengen-
system 4 ein ,,Universum® im Sinne von 10.11.3 und gehort die Grundmenge
unseres Korpers K zu 4, so ist UMod g sogar stabil unter dem Dualraumfunktor.
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Definition 10.2.10. Ein Funktor ' : A — B°PP heift auch ein Kontravarianter
Funktor von A nach B.

10.2.11. Ausgeschrieben besteht ein kontravarianter Funktor von .4 nach B dem-
nach aus einer Abbildung F' : Ob. A — Ob B sowie fiir je zwei Objekte X, Y € A
einer Abbildung F' : A(X,Y) — B(FY, FX) derart, daB gilt F'(id) = id und
F(f og) = Fgo Ff fir alle verkniipfbaren Morphismen f, g.

Beispiel 10.2.12. Gegeben Kategorien A, B bildet man ihr Produkt, eine weite-
re Kategorie A x B, wie folgt: Man setzt Ob(A x B) := Ob.A x Ob B, erklirt
Morphismen in der Produktkategorie als Paare von Morphismen in den Ausgangs-
kategorien, und erklirt die Verkniipfung von Morphismen in der Produktkategorie
in der offensichtlichen Weise.

Beispiel 10.2.13. Das Bilden des Homomorphismenraums ist ein Funktor

Mod??* x Modg — Mod

(V, W) —  Homg(V,W) >3 h

(f°,9) 4 = ! {
(V' W — Hompg(V',W') > gohof

Hier sollte der ganz rechte vertikale Pfeil eigentlich ein — sein, was ich aber
mit meinem Schreibprogramm nicht hingekriegt habe. Die Notation Hom (V) K)
betont, dal wir besagte Menge von Morphismen mit ihrer Vektorraumstruktur
betrachten wollen.

Ergdinzendes Beispiel 10.2.14. Das Bilden des Tensorprodukts ist ein Funktor

MOdK X MOdK — MOdK

(V, W) — VoW

(f,9)d = f®gl
VW) e VieWw

Ergiinzendes Beispiel 10.2.15. Das Bilden der r-ten Tensorpotenz nach ?? ist ein
Funktor Modx — Modg, V — V@ f — f®" Das Bilden der r-ten #uBeren

Potenz nach ?? ist ein Funktor Modx — Modg, V +— A"V mit f — A" f nach
29

Beispiel 10.2.16. Das ,,Vergessen der Gruppenstruktur® ist ein Funktor v : Grp —
Ens von der Kategorie der Gruppen in die Kategorie der Mengen. Es gibt noch
viele weitere derartige Vergif3-Funktoren.

Beispiel 10.2.17. Jeder Funktor F' : A — B liefert in offensichtlicher Weise einen
Funktor F°PP : A°PP — 3°PP zwischen den zugehorigen opponierten Kategorien.
Oft notiert man ihn auch einfach F'.
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Beispiel 10.2.18. Gegeben ein Korper K bezeichne Modf g mit f fiir ,finitely
generated“ die Kategorie der endlich erzeugten K -Vektorriume und Modfy die
zugehorige Isomorphismenkategorie. Gegeben ein angeordneter Korper K ist das
Bilden der Orientierungsmenge nach ?? ein Funktor

or : Modfj; — Ens™

Definition 10.2.19. 1. Ein Funktor F' : A — B heif3t treu, wenn er Injektio-
nen F' : A(A, A") — B(FA, FA") auf den Morphismen induziert, fiir alle
A A e A

2. Ein Funktor F' : A — B heif3it voll, wenn er auf den Morphismenmengen
Surjektionen F' : A(A, A") — B(F'A, FA') induziert, fiir alle A, A’ € A.

3. Ein Funktor ' : A — B heif3t volltreu, wenn er voll und treu ist, wenn
er also er Bijektionen F' : A(A, A’") = B(F A, FA’") auf den Morphismen-
mengen induziert. Ich notiere volltreue Funktoren gerne <.

4. Ein Funktor F' : A — B heif3t essentiell surjektiv, wenn er eine Surjektion
auf Isomorphieklassen von Objekten induziert, wenn es also in Formeln fiir
alle B € Bein A € Agibtmit FA= B.

5. Ein Funktor ' : A — B heiBt eine Aquivalenz von Kategorien, wenn er
volltreu und essentiell surjektiv ist. Ich notiere Aquivalenzen von Kategori-
en —. Die doppelte Schlange soll andeuten, daB dieser Begriff schwiicher
ist als der Begriff eines Isomorphismus von Kategorien, wie er im Anschluf3
eingefiihrt wird.

6. Ein Funktor F' : A — B heif3it ein Isomorphismus von Kategorien, wenn
er bijektiv ist auf Objekten und auf Morphismen, wenn er also ein Isomor-
phismus ist in der Kategorie der Kategorien aus ??. Ich notiere Isomorphis-
men von Kategorien —.

Beispiel 10.2.20. Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt X € C erhalten wir
einen Isomorphismus von Kategorien [C(X)] = {X} zwischen der Ein-Objekt-
Kategorie des Monoids der Endomorphismen von X und der vollen Unterkatego-
rie von C mit dem einzigen Objekt X, indem wir die Identitit auf den Morphis-
menmengen und die einzig mogliche Abbildung auf den Objektmengen nehmen.

Beispiel 10.2.21. Sei K ein Korper. Wir betrachten die Kategorie Modfx al-
ler endlichdimensionalen K -Vektorrdaume mit linearen Abbildungen als Morphis-
men. Dann ist unser Realisierungsfunktor n — K" aus 10.2.2 eine Aquivalenz

von Kategorien
Mat K i> MOde
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zwischen unserer Matrixkategorie Matx und der Kategorie der endlich erzeugten
K -Vektorrdume, aber unser Funktor ist natiirlich kein Isomorphismus von Ka-
tegorien. Diese Aussage faBt eine Vielzahl von Aussagen der linearen Algebra
zusammen und illustriert meines Erachtens recht gut die Kraft und Eleganz der
Sprache der Kategorientheorie.

Ergdnzendes Beispiel 10.2.22 (Die Matrixkategorie eines Mengensystems). Ge-
geben ein Korper K und ein Mengensystem &l bilden wir die abstrakte Ma-
trixkategorie {{Maty wie folgt: Objekte sind alle Mengen aus 4, in Formeln
Ob(LUMat) := 4l Die Morphismenmengen erklédren wir durch die Vorschrift

Maty (X,Y) = {T Nwy | | Firjedesz e X gl }

T(z,y) =0furfastalley € Y

Zumindest im Fall, dal ( keine iiberabzdhlbaren Mengen enthélt, mag man sich
als Elemente dieser Morphismenmengen Matrizen mit moglicherweise unendlich
vielen Zeilen und Spalten aber hochstens endlich vielen von Null verschiedenen
Eintrdgen in jeder Spalte denken. Die Verkniipfungen werden in der hoffentlich
offensichtlichen Weise durch Summation iiber gleiche Indizes erklédrt. Wir erhal-
ten dann einen Funktor {Matx — Modg, der auf Objekten durch die Konstruk-
tion freier Vektorrdume X — K (X) iiber den entsprechenden Mengen gegeben
wird und auf Morphismen leicht vom Leser erraten werden kann. Ist L ein ,,Uni-
versum® im Sinne von 10.11.3, das den Korper K enthilt, so erweist sich dieser
Funktor sogar als eine Aquivalenz von Kategorien

MMatK i) LlMOdK

10.2.23. Gegeben ein Mengensystem $l verstehen wir unter einer {(-Kategorie
eine Kategorie C, bei der fiir alle Objekte X,Y € C die Morphismenmenge zu
unserem Mengensystem 1 gehort, in Formeln C(X,Y) € 4l

10.2.24. Die Menge aller Funktoren von einer Kategorie A in eine Kategorie 1
notieren wir

Cat(A, B)

Sie ist eine Teilmenge Cat(.A, B) C Ens(Ob.A, Ob B) x Ens(Mor A, Mor B). In
10.4.12 werden wir eine Kategorie erkldren, deren Objekte gerade die Funktoren
A — B alias die Elemente von Cat(.A, B) sind, aber alles zu seiner Zeit.

Beispiel 10.2.25. Gegeben ein Mengensystem 4l und eine ${-Kategorie C und ein
Objekt X € C ist die Zuordnung Y — C(X,Y") ein Funktor C(X, ) : C — UEns
und die Zuordnung Y — C(Y, X) ein Funktor C( , X) : C — UEns".

Beispiel 10.2.26 (Funktoren zwischen Einobjektkategorien). Gegeben Monoi-
de G, H und die zugehorigen Einobjekttategorien |G|, [H] nach 10.1.6 erhalten

263



wir in der offensichtlichen Weise eine Bijektion zwischen der Menge aller Mo-
noidhomomorphismen G — H und der Menge aller Funktoren [G] — [H], in
Formeln also eine Bijektion

Mon(G, H) = Cat([G], [H])

Ubungen

Ubung 10.2.27. Hat ein Funktor sogar die Eigenschaft, daB alle Morphismen,
die er auf Isomorphismen abbildet, bereits zuvor Isomorphismen gewesen sein
miissen, so nennt man ihn konservativ. Man gebe Beispiele fiir konservative und
nichtkonservative Funktoren.

Ubung 10.2.28. Jede Aquivalenz von Kategorien induziert eine Bijektion zwi-
schen den zugehorigen Isomorphieklassen von Objekten. Zum Beispiel werden
die endlichdimensionalen k-Vektorrdaume klassifiziert durch ihre Dimension, alias
durch Elemente von N, alias durch Isomorphieklassen der Matrixkategorie.

Ubung 10.2.29 (Zwei aus Drei fiir Aquivalenzen von Kategorien). Seien F :
A — Bund G : B — C Funktoren. Sind zwei der drei Funktoren F,G,GF
Aquivalenzen von Kategorien, so auch der Diritte.

Ubung 10.2.30. Bilden wir zu einer Kategorie eine volle Unterkategorie, indem
wir aus jeder Isomorphieklasse von Objekten ein Objekt willkiirlich auswéhlen,
so ist der Einbettungsfunktor eine Aquivalenz von Kategorien.

Ubung 10.2.31. Sind in einer Kategorie C je zwei Objekte isomorph, so ist fiir
jedes Objekt X € C der offensichtliche Funktor eine Aquivalenz von Kategorien

X)) =¢

zwischen der Ein-Objekt-Kategorie des Endomorphismenmonoids C(X) von X
und unserer Kategorie.

Ubung 10.2.32. Gegeben Kategorien A, B, C liefert jedes Paar (F, G) von Funk-
toren F' : A — Bund G : A — C einen wohlbestimmten Funktor in die Produkt-
kategorie (F,G): A — B x C.

10.3 Objekte mit Zusatzstrukturen*

10.3.1. Gegeben ein treuer Funktor v : & — C und ein Objekt X € C erkliren
wir eine (S, v)-Struktur auf X als eine Aquivalenzklasse von Paaren (S, ¢) be-
stehend aus einem Objekt S € S und einem Isomorphismus ¢ : v(S) = X mit
der MaBgabe, daB (S, ¢) dquivalent ist zu (7',7), wenn es einen Isomorphismus
i:S =T gibt mit o =1 owv(i).
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Beispiel 10.3.2. Sei il ein Mengensystem. Wir erhalten fiir jede Menge X € $l
eine offensichtliche Bijektion zwischen der Menge aller Verkniipfungen auf X,
die X zu einer Gruppe machen, und der Menge aller ({Grp, v)-Strukturen auf X
fiir v : UGrp — UEns der Vergilfunktor.

Beispiel 10.3.3. Sei il ein Mengensystem. Wir erhalten fiir jede Menge X € il ei-
ne offensichtliche Bijektion zwischen der Menge aller Verkniipfungen auf X, die
X zu einer abelschen Gruppe machen, und der Menge aller (L{Ab, v)-Strukturen
auf X fiir v : YAb — UEns der Vergilifunktor.

Beispiel 10.3.4. Sei 4 ein Mengensystem. Wir erhalten fiir jede Menge X € 4
eine offensichtliche Bijektion zwischen der Menge aller Topologien auf X und der
Menge aller (UTop, v)-Strukturen auf X fiir v : UTop — LUEns der VergiBfunktor.

Beispiel 10.3.5. Seien k ein Korper und 4 ein Mengensystem. Wir erhalten fiir je-
de abelsche Gruppe X € $lAb eine offensichtliche Bijektion zwischen der Menge
aller Abbildungen £ x X — X, die als Multiplikation mit Skalaren die Gruppe
X zu einem k-Vektorraum machen, und der Menge aller (UMody, v)-Strukturen
auf X fiir v : U{Mody — UAD der Vergilifunktor.

10.3.6. Gegeben ein treuer Funktor v : S — C und ein Morphismus f € C(X,Y)
von Objekten mit (S, v)-Struktur sagen wir, unser Morphismus sei vertriglich
mit der (S, v)-Struktur, wenn fiir beliebige Wahlen von Reprisentanten (.5, ¢)
und (7',v) der jeweiligen (S, v)-Strukturen auf X und Y unser f das Bild un-
ter v eines Morphismus F' : S — T ist, genauer f = 1) o v(F) o p~!. Offen-
sichtlich ist die Identitéit auf einem Objekt mit jeder (S, v)-Struktur auf besagtem
Objekt vertrdglich und die Verkniipfung von vertriglichen Morphismen ist wie-
der vertriglich. Die so erklirte Kategorie der Objekte von C mit (S, v)-Struktur
notieren wir

Cisw)

Wir erhalten eine Aquivalenz von Kategorien S = C(s,) durch die Vorschrift
S — (S, idv(s)).

Beispiel 10.3.7. Gegeben ein Mengensystem $ ist unsere Aquivalenz aus 10.3.6
sogar ein Isomorphismus

UGrp = UEDSgyarp.v)

zwischen der Kategorie aller Mengen G € 4l mit einer Verkniipfung, die sie zu
einer Gruppe macht, und der Kategorie aller Mengen G € &l versehen mit ei-
ner Aquivalenzklasse von Paaren (S, ) bestehend aus einem Objekt S € UGrp
zusammen mit einer Bijektion von Mengen ¢ : S — G unter der in 10.3.1 ge-
gebenen Aquivalenzrelation. Dasselbe gilt fiir das Vergessen der Topologie v :
UTop — UEns oder das Vergessen der Operation der Skalare v : {Mod, — UAb
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in der Kategorie der Moduln iiber einem Ring & und iiberhaupt in allen konkreten
Anwendungen, die mir in den Sinn kommen.

10.3.8. Gegeben ein treuer Funktor v : & — C nennen wir einen Morphismus
/X — Y inCs,) initial, wenn fiir alle W' € C(s ) gilt

C(S’v)(W,X) = {6 S C(W,X) | fe e C(S’v)(W7 Y)}

Initiale Morphismen heiflen oft Einbettungen. Es ist klar, da jede Verkniipfung
initialer Morphismen initial ist und daf3 eine Verkniipfung von zwei Morphismen
in C(s,,) nur dann initial sein kann, wenn der erste initial ist. Einen Morphismus
in S nennen wir v-initial, wenn er unter v einen (S, v)-initialen Morphismus in-
duziert.

Beispiel 10.3.9. Sei 4 ein Mengensystem. Im Fall der {-Mengen mit (UGrp, v)-
Struktur sind genau die injektiven mit der Struktur vertrdglichen Abbildungen in-
itial. Ist in der Tat f : X — Y ein Gruppenhomomorphismus und W eine Grup-
pe, so ist eine Abbildung e : W — X genau dann ein Gruppenhomomorphismus,
wenn fe: W — Y ein Gruppenhomomorphismus ist.

10.3.10. Gegeben ein treuer Funktor v : S — C und ein Morphismus f : X — Y
in C und eine (S, v)-Struktur auf Y gibt es hochstens eine (S, v)-Struktur auf X
derart, da3 f initial wird. In der Tat, reprisentieren (S, ¢) und (7', ) zwei derarti-
ge Strukturen, so muf} die Identitédt auf X vertridglich sein sowohl als Morphismus
(X, S,¢) — (X, T,) als auch als Morphismus in die Gegenrichtung und daraus
folgt leicht, da3 diese beiden Daten dieselbe Struktur repréasentieren. Wir nennen
sie die induzierte Struktur oder die initiale Struktur auf X.

Beispiel 10.3.11. Sei 4 ein Mengensystem. Im Fall der 4[-Mengen mit ({Top, v)-
Struktur alias topologischen Ridume aus &l heiBit unsere induzierte Struktur die
Initialtopologie und im Fall der Einbettung einer Teilmenge auch die induzierte
Topologie oder Spurtopologie oder Teilraumtopologie. In dieser Situation gibt es
stets eine initiale Struktur.

Beispiele 10.3.12. Sei 4 ein Mengensystem. Im Fall des Vergessens der Verk-
niipfung v : UGrp — UEns existiert eine induzierte Struktur genau fiir diejenigen
Abbildungen, die injektiv sind und deren Bild eine Untergruppe ist. Die induzier-
te Struktur ist dann die induzierte Gruppenstruktur. Eine Teilmenge X C Y einer
Menge Y mit (S, v)-Struktur nennt man ganz allgemein ein (S, v)-Unterobjekt,
wenn sie eine induzierte Struktur besitzt. Beispiele sind Untergruppen, Untervek-
torrdume, affine Teilrdume, Unterringe und so weiter.

10.3.13. Gegeben ein treuer Funktor v : § — C ist auch v°PP : S°PP — C°PP ein
treuer Funktor und wir erhalten in der offensichtlichen Weise einen Isomorphis-
mus von Kategorien

(Cis,0))*" = Clsomp yovry
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Morphismen f : X — Y in Cs,) mit f° initial in Bezug auf die jeweiligen
(S°PP yOPP)-Strukturen nennen wir final. Ausgeschrieben bedeutet das, daf3 fiir
jedes weitere Objekt Z € Cs ) gilt

C(S,v)(YVv Z) = {g S C(Y7 Z) | gf € C(S,v)<X7 Z)}

Finale Morphismen heiflen oft Quotienten. Es ist klar, da jede Verkniipfung fi-
naler Morphismen final ist und daB3 eine Verkniipfung von zwei Morphismen in
C(S,v) nur dann final sein kann, wenn der zweite final ist. Einen Morphismus in &
nennen wir v-final, wenn er unter v einen (S, v)-finalen Morphismus induziert.

10.3.14. Gegeben ein treuer Funktor v : S — C und ein Morphismus f : X — Y
in C und eine (S, v)-Struktur auf X gibt es hochstens eine (S, v)-Struktur auf Y
derart, daB f final wird. Wir nennen sie die koinduzierte Struktur oder die finale
Struktur auf Y.

Beispiel 10.3.15. Sei 4 ein Mengensystem. Im Fall der 4[-Mengen mit ({Top, v)-
Struktur alias topologischen Ridume hei3t unsere koinduzierte Struktur die Final-
topologie und insbesondere im Fall von surjektiven Abbildungen auch die Quoti-
ententopologie.

Beispiele 10.3.16. Sei 4l ein Mengensystem. Im Fall des Vergessens der Verkniip-
fung v : UGrp — UEns existiert eine koinduzierte Struktur genau fiir diejenigen
Abbildungen von einer Gruppe in eine Menge, die faktorisieren in einen surjekti-
ven Gruppenhomomorphismus gefolgt von einer Bijektion, und die koinduzierte
Struktur ist die von einer und jeder derartigen Bijektion induzierte Gruppenstruk-
tur.

Vorschau 10.3.17. In 3.6.16 und 3.7.8 fithren wir allgemeiner ,,gesamthaft initia-
le* und ,,gesamthaft finale* Familien ein.

Ubungen

Ubung 10.3.18. Gegeben ein treuer Funktor v : S — C, der zusiitzlich konservativ
ist, kann die Identitéit auf einem Objekt X € C nicht fiir zwei unterschiedliche
(S, v)-Strukturen (S, ¢) und (T, ¢) auf X ein Morphismus (X, S, ¢) — (X, T, )
sein.

10.4 Transformationen

10.4.1. Bis hierher hat sich unsere Theorie noch in leidlich vertrauten Bahnen
bewegt: Wir haben eben eine neue Art von Strukturen erklirt, die Kategorien,
und dazwischen strukturerhaltende Abbildungen alias Morphismen betrachtet, die
Funktoren. Insoweit pafit alles noch in den strukturellen Rahmen, an den man in
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der linaren Algebra durch das Studium von Vektorrdumen und linearen Abbildun-
gen oder Gruppen und Gruppenhomomorphismen gewohnt worden ist. Das Neue
bei der Kategorientheorie ist nun, dall es auch ,,Morphismen zwischen Morphis-
men‘ gibt. Sie heilen ,,Transformationen von Funktoren* und sind das Thema
dieses Abschnitts.

Definition 10.4.2. Seien A, B Kategorien und F,G : A — B Funktoren. Eine
Transformation 7 : /' = G ist eine Vorschrift, die jedem Objekt X € A einen
Morphismus 7x € B(F X, GX) zuordnet derart, daB fiir jeden Morphismus f :
X — Y in A das Rechteck

FX X GX

Ffl le

FY . QY

in B kommutiert. In Formeln meint das die Gleichheit (Gf) o 7x = 7y o (F'f)
in der Morphismenmenge B(FX,GY). Ob ein Doppelpfeil eine Transformati-
on von Funktoren oder vielmehr eine Implikation meint, mufl der Leser aus dem
Kontext erschliefen. Sind alle 7x Isomorphismen, so nenne ich 7 eine Isotrans-
formation und notiere sie =, aber diese Terminologie ist nicht gebrduchlich. In
der Literatur spricht man eher von einem Isomorphismus von Funktoren oder
auch von einer Aquivalenz von Funktoren. Gibt es zwischen zwei Funktoren
eine Isotransformation, so heiflen sie isomorph.

10.4.3 (Diskussion der Doppelpfeil-Notation). Ich finde die Notation von Trans-
formationen durch Doppelpfeile didaktisch hilfreich in derselben Weise wie die
Notation ' fiir Vektoren am Anfang der linearen Algebra. Andererseits werden
wir sie nicht konsequent durchhalten kdnnen und das ist auch nicht sinnvoll, denn
wie in 10.4.12 erklirt konnen auch die Transformationen als Morphismen einer
Kategorie aufgefal3t werden, der ,,Funktorkategorie®.

10.4.4 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heilen unsere Transfor-
mationen meist ,,natiirliche Transformationen®. Diese Terminologie schien mir
jedoch unnotig umsténdlich und entspricht auch nicht meinem Sprachempfinden:
Ich mochte zum Beispiel unter der ,,natiirlichen* Transformation des Identitéts-
funktors auf der Kategorie aller R-Vektorrdaume in den Bidualraumfunktor gerne
die in 10.4.9 gegebene Transformation verstehen, die zwar keineswegs die einzi-
ge Transformation zwischen diesen Funktoren ist, aber vielleicht schon die ,,na-
tiirlichste*.

Beispiel 10.4.5 (Die Lange als Transformation). Ich betrachte den Vergif3funktor
und den Langengeradenfunktor 10.2.4 von der Kategorie der euklidischen Vektor-
rdume in die Kategorie der reellen Vektorrdume. Schalten wir noch einen weite-
ren VergiBfunktor nach, so werden sie zu Funktoren Euk — Ens. Unsere in ??
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erkldrten Lingenabbildungen || ||y : V' — L(V) bilden dann in ihrer Gesamt-
heit eine Transformation verg = L zwischen Funktoren Euk — Ens. Ob ich
ndmlich erst einen Vektor vermittels eines Homomorphismus von euklidischen
Vektorrdumen in einen weiteren euklidischen Vektorraum abbilde und dann seine
Linge in Bezug auf den Bildraum nehme, oder erst seine Lange nehme und die-
se vermittels des auf den Lingengeraden induzierten Homomorphismus zu einer
Lénge in Bezug auf den Bildraum mache, es kommt beidesmal dasselbe heraus.

Beispiel 10.4.6 (WinkelmaBe als Transformationen). Wir betrachten den Funk-
tor W : KongEb — Grp, der jeder Kongruenzebene (F, K') ihre Winkelgruppe
W(E) := K zuordnet, also die Gruppe ihrer orientierungserhaltenden Rich-
tungskongruenzen. Unsere Winkelmalle aus ?? konnen wir auffassen als Trans-
formationen

org o Richt = W

von Funktoren KongEb — Grp alias ,,natiirliche* Gruppenhomomorphismen

—

org(E) — W(E) von der Orientierungsgerade in die Winkelgruppe.

10.4.7. Winkelmalle sind etwas grundsitzlich anderes als Einheiten. Ein Winkel-
maf in einer Kongruenzebene anzugeben bedeutet, ein Winkelmal in allen Kon-
gruenzebenen anzugeben. Eine Lingeneinheit in einer Kongruenzebene anzuge-
ben bedeutet dahingegen keineswegs, eine Langeneinheit in allen Kongruenzebe-
nen anzugeben.

Beispiel 10.4.8 (Das kanonische Skalarprodukt als Transformation). Unsere
kanonischen Skalarprodukte ( , )y : V ® V — L(V)®? fiir euklidische Vektor-
rdume aus ?? bilden in ihrer Gesamtheit eine Transformation

verg®? = L?

zwischen Funktoren Euk — Modg von der Kategorie der euklidischen Vektor-
rdume in die Kategorie der R-Vektorrdume.

Beispiel 10.4.9 (Evaluation als Transformation). Gegeben ein Korper K be-
zeichne B : Modix — Mod g den Bidualraumfunktor, der jedem K -Vektorraum
V seinen Bidualraum BV := VT zuordnet. So bilden die Evaluationsabbildun-
genevy : V = VT v (f— f(v))in ihrer Gesamtheit eine Transformation

ev:ld= B

und eine Isotransformation zwischen den Restriktionen dieser Funktoren auf die
Kategorie der endlichdimensionalen K -Vektorrdaume, vergleiche ??. Oft forma-
lisiert man Situationen dieser Art nicht bis ins Letzte aus und spricht von ka-
nonischen Abbildungen beziehungsweise kanonischen Isomorphismen, wenn
bei formalerer Betrachtung Abbildungen 7x : F’X — GX oder Isomorphismen
Tx : FX = GX gemeint sind, die in ihrer Gesamtheit eine Transformation be-
ziehungsweise Isotransformation von Funktoren 7 : F' = G bilden.
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Beispiel 10.4.10 (Dualraum und Transponieren). Seien K ein Korper und D :
Mody — Mod‘}?p der Dualraumfunktor, der jedem Raum seinen Dualraum zu-
ordnet. Sei weiter Matx die Matrixkategorie aus 10.1.7 und 7" : Matyx — Mat‘}?p
der Funktor, der die Objekte festhilt und Matrizen transponiert. Sei schlielich
R : Maty — Modyg unser Realisierungsfunktor n — K™ aus 10.2.2 und be-
zeichne R°PP den entsprechenden Funktor zwischen den jeweils opponierten Ka-
tegorien. So erhalten wir eine Isotransformation

7:RPPT S DR

durch die Vorschrift, die jeder natiirlichen Zahl alias jedem Objekt n € Mat g den
offensichtlichen Isomorphismus 7, : K™ = (K™)" zuordnet. Es kann hilfreich
sein, durch Doppelpfeile in Diagrammen von Kategorien und Funktoren klarzu-
machen, zwischen welchen Funktoren eine Transformation gemeint ist. So wiire
etwa in diesem Beispiel unser 7 ein moglicher Doppelpfeil im Diagramm

Mat - ——> MatSPP

W 2 e

Mod —2> Mod3P®
Beispiel 10.4.11 (Tensor und Hom). Die natiirlichen Abbildungen
can: V' ®@x W — Homg (V, W)

aus ?? fiir K-Vektorrdume V, W liefern eine Transformation zwischen den durch
diese Vorschriften gegebenen Funktoren

Mod?? x Modg — Modk

10.4.12 (Kategorien von Funktoren). Sind 7 : ' = G und ¢ : G = H Trans-
formationen, so ist auch o o 7 : F' = H gegeben durch (0 o 7)x 1= ox o 7x fiir
jedes Objekt X der Ausgangskategorie von F' eine Transformation. Des weiteren
gibt es fiir jeden Funktor /' die identische Transformation id = id von besag-
tem Funktor zu sich selber, gegeben durch (idg) x := idpx fiir jedes Objekt X der
Ausgangskategorie unseres Funktors. Sind A, B Kategorien, so bilden die Funk-
toren A — B sogar selbst eine Kategorie, mit Funktoren als Objekten und Trans-
formationen als Morphismen und der eben erklédrten Verkniipfung von Transfor-
mationen als Verkniipfung von Morphismen. Ich verwende fiir diese Funktorka-
tegorie verschiedene Notationen. Erst einmal dieselbe Notation Cat(A, B) wie
fiir die Menge der Objekte, dann die Notation Cat(.4, B) wenn es darum geht, die
Zusatzstruktur als Kategorie zu betonen, weiter die Notation (A=>1), weil es sich
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um einen Spezialfall von ,,internem Hom* erweisen wird, und als besonders kurze
Form die exponentielle Notation B, so daB etwa fiir Funktoren F,G : A — B
die Menge der Transformationen

Cat(A, B)(F,G) = BAF,G)

notiert werden kann. Wenn die Kategorien selber durch groBBere Ausdriicke gege-
ben werden, sind fiir die Menge der Transformationen auch abkiirzende Notatio-
nen wie etwa Trans(F, G) sinnvoll und iiblich. Unsere Isotransformationen sind
genau die Isomorphismen der Funktorkategorie.

Ergdnzung 10.4.13 (Exponentialgesetz fiir Kategorien). Man zeige, dal man
fiir je drei Kategorien A, B3, C eine Bijektion

Cat(A, Cat(B,C)) = Cat(A x B,C)

erhilt durch die Vorschrift F — F mit F(A, B) = (F(A))(B) auf Objekten und
eine vom Leser zu spezifizierende Vorschrift auf Morphismen. Man baut diese
auch leicht zu einem Isomorphismus von Kategorien aus, und das folgt alternativ
auch aus allgemeinen Aussagen zu ,,internem Hom*, wie sie etwa in ?? diskutiert
werden.

Beispiel 10.4.14. Seien F,G : A — B Funktoren und 7 : ' = G eine Transfor-
mation. Gegeben ein weiterer Funktor H : B — C erhalten wir in offensichtlicher
Weise eine Transformation H7 : HF = HG. Gegeben ein weiterer Funktor
K : D — A erhalten wir in offensichtlicher Weise ebenso eine Transforma-
tion 7K : FK = GK. Offensichtlich liefern diese Konstruktionen ihrerseits
Funktoren Cat(A, B) — Cat(A,C) und Cat(A, B) — Cat(D, B) zwischen den
entsprechenden Funktorkategorien, die wir als das Nachschalten von H bezie-
hungsweise Vorschalten von K bezeichnen.

10.4.15 (Schwierigkeiten der Notation). Die Notationen 7/K und Hr fiihren
leicht zu Verwirrung, sobald nicht aus der Art der Symbole heraus klar ist, welche
Symbole Funktoren und welche Transformationen darstellen. Ich kenne keine ge-
nerelle Losung fiir diese Schwierigkeiten der Notation. In diesem Abschnitt habe
ich versucht, eine gewisse Ubersichtlichkeit dadurch zu erreichen, daB ich syste-
matisch lateinische Grof3buchstaben fiir Funktoren und kleine griechische Buch-
staben fiir Transformationen verwende.

Ubungen

Ubung 10.4.16. Gegeben ein Korper K zeige man, daB der Funktor Modf —
Modf% von der Isomorphiekategorie der endlichdimensionalen K -Vektorrdume
zu sich selber, der jedem Raum seinen Dualraum zuordnet und jedem Isomor-
phismus die Inverse der transponierten Abbildung ¢ + (¢ ")~} nicht isomorph
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ist zum Identitétsfunktor. Hinweis: Man passe im Fall des Korpers mit zwei Ele-
menten besonders gut auf.

Ubung 10.4.17. Seien K ein Korper und Id : Modxg — Mody der Identitiits-
funktor. Man bestimme alle Transformationen von diesem Funktor zu sich selber.
Ebenso bestimme man alle Transformationen von diesem Funktor zum Bidual-
raumfunktor.

Ubung 10.4.18. Sind zwei Funktoren isomorph und ist der eine eine Aquivalenz
von Kategorien, so auch der andere.

Ubung 10.4.19. Man diskutiere, inwiefern die in ?? fiir jeden Vektorraum V' kon-
struierten kanonischen Isomorphismen (A" V)T = Alt" (V) eine Isotransforma-
tion bilden. Idem fiir die in ?? fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum V'
konstruierten kanonischen Isomorphismen A\"(V'") = Alt" (V).

Ubung 10.4.20. Gegeben ein Monoid G heiBt eine Abbildung ¢ : X — Y von
(G-Mengen dquivariant, wenn gilt ¢(gx) = g¢(x) furalle g € G und z € X. Die
(G-Mengen mit den dquivarianten Abbildungen als Morphismen bilden dann eine
Kategorie, fiir die ich die beiden Notationen G-Ens = Ens¢, verwende. Bilden
wir zu unserem Monoid G die Ein-Objekt-Kategorie [G], so liefert der hoffentlich
offensichtliche Funktor einen Isomorphismus von Kategorien

G-Ens & Cat([G], Ens)

Ergiinzende Ubung 10.4.21 (Komplexifizierung einer Reellifizierung). Wir er-
halten eine Isotransformation zwischen Funktoren Mod¢c — Mod¢ vermittels der
Abbildungen iy, : C®r V = V &V gegeben durch a ® v +— (av,a) in den
Notationen ??. Die inverse Isotransformation wird beschrieben durch die Abbil-
dungsvorschrift

(v,w) — (1/2)® (v+w) —(i/2) ® (iv — iw)

Im iibrigen bildet unser Isomorphismus oben den Eigenraum Eig(1 ®i|C ®@g V; 1)
isomorph auf V' ab und den Eigenraum Eig(1 ® i|C ®g V; —i) isomorph auf
V. Der schieflineare Automorphismus o ® v — @ ® v von C ®g V schlie-
lich entspricht unter unserem Isomorphismus dem schieflinearen Automorphis-
mus (v, w) — (w,?) von V @ V.

Ergiinzende Ubung 10.4.22. Wir erhalten eine Isotransformation zwischen Funk-

toren Mode — Mod®” vermittels der Abbildungen VT V' gegeben durch
¢ +— co inden Notationen ??, mit ¢ : C — C der komplexen Konjugation. Die-
se Identifikation scheint mir so kanonisch, da8 ich auch oft ¢ statt ¢ o ¢ schreiben
werde.
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Ergdnzung 10.4.23 (Dualraum und Restriktion der Skalare). Gegeben ein kom-
plexer Vektorraum V' erkldren wir einen natiirlichen Isomorphismus

resg (V') = (rest V)T

zwischen der Reellifizierung seines Dualraums und dem Dualraum seiner Reelli-
fizierung durch die Vorschrift A — 2Re). Es kommutiert dann das Diagramm

Cpresg(VT) —=C &g (resf V)T —= (C@g resg V)"

ivT\LZ ZT’L;

VieVT ~ Ay

Hier kommen die Vertikalen von 10.4.21 her, unten ist die von 10.4.22 gelieferte
Abbildung (A, 1) +— (A, ¢ o pu) gemeint mit ¢ : C — C der komplexen Konjuga-
tion, und in der oberen Horizontale die Abbildung, die aus obiger Identifikation
rest (V1) = (res V)T unter der Komplexifikation entsteht, gefolgt von der Iden-
tifikation (W ")c = (W¢) " aus ?2. Der Faktor 2 zu Beginn scheint mir nicht nur
angemessen, da er obiges Diagramm zum Kommutieren bringt, sondern auch, da
man allgemeiner fiir jede ,,endliche separable Korpererweiterung* verniinftiger-
weise einen natiirlichen Isomorphismus res¥ (V1) = (resk. V)T erklirt durch
die Vorschrift A — S% o A mit S¥ : K — k der Spur aus ??.

Ergiinzende Ubung 10.4.24. Gegeben ein Korper K erhalten wir eine Isotransfor-
mation von Funktoren Mod i X Modx — Modg vermittels der durch das Dach-
produkt gegebenen Abbildungen

& /\V@/\W%/\(V@W)

i+j=k

Zusammen mit Ubung 10.4.21 erhalten wir insbesondere Isotransformationen von
Funktoren Mode — Modc alias fiir komplexe Vektorrdume V' kanonische Iso-
morphismen P, ;,_, A"V @ N’ VS A CerV).

Ergiinzende Ubung 10.4.25. Gegeben Funktoren I, F' : A — Bund G,G" :
B — C sowie Transformationen o : F' = F’und 5 : G = G’ gilt die Gleichheit
BF' o Ga = G'ac o fF von Transformationen GF = G’'F’. Wir notieren diese
Transformation auch o * 5 : GF = G'F’ und nennen sie die Juxtaposition
unserer beiden Transformationen. Unsere Identitét ist auch gleichbedeutend zu
der Aussage, daB das Nachschalten einen Funktor Cat(B3,C) — Cat(BA,C*4)
liefert, oder auch in ausfithrlicherer Notation das Vorschalten einen Funktor

Cat(A, B) — Cat(Cat(B,C), Cat(A,C))
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Ubung 10.4.26. Man zeige: Ein Funktor F' : A — B ist genau dann eine Aqui-
valenz von Kategorien, wenn es eine Aquivalenz von Kategorien in die Gegen-
richtung G : B — A gibt nebst einer Isotransformation 7 : Id4 = GF. Die
Aquivalenz G oder genauer das Paar (G, 7) heift dann ein quasiinverser Funk-
tor zu I. Man zeige weiter: Zu jedem Paar (G, 7) wie eben gibt es genau eine
Isotransformation 7 : F'G = Id4 mit (nF') o (F'7) = idp.

Ubung 10.4.27. Man zeige: Genau dann ist ein Funktor F' : A — B eine Aquiva-
lenz von Kategorien, wenn es einen Funktor G : B — A gibt derart, dal F'G

isomorph ist zum Identitdtsfu