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1 Trennrückzug

1.1 Multilineare Algebra für Garben
1.1.1. Ich erinnere an Schmelzkategorien [TSK] 1.1.4, universelle Verschmelzun-
gen [TSK] 1.2.1, stabil universelle Verschmelzungen [TSK] 1.2.2 und Multihom
[TSK] 1.3.3.

1.1.2 (Kartesische Schmelzkategorie der Mengenprägarben). Gegeben X ein
topologischer Raum erinnern wir die Kategorie pEns/X der Mengenprägarben auf
X . Diese Kategorie hat endliche Produkte und die zugehörige banale Trennkate-
gorie fpEns/X kann damit nach [TSK] 1.4.9 als Trennschmelzkategorie aufge-
faßt werden. Explizit können wir für r ≥ 0 eine Verschmelzung

φ ∈ pEns/X(F1 g . . .g Fr,G)

beschreiben als eine Vorschrift φ, die jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ X eine Abbil-
dung φU : F1(U)× . . .×Fr(U)→ G(U) so zuordnet, daß für jede weitere offene
Teilmenge V ⊂◦ U das Diagramm

F1(U)× . . .×Fr(U) → G(U)
↓ ↓

F1(V )× . . .×Fr(V ) → G(V )

mit den Restriktionen in den Vertikalen und φU und φV in den Horizontalen kom-
mutiert. Die Multiverknüpfungen sind die offensichtlichen. Insbesondere liefert
die Vorschrift φ 7→ φX(∗) eine Bijektion

βG : pEns/X(g,G)
∼→ ΓG

zwischen der Menge der Leerverschmelzungen nach G und der Menge der globa-
len Schnitte von G. In ihrer Gesamtheit bilden diese Bijektionen eine Isotransfor-
mation β : L

∼⇒ Γ zwischen dem Leerverschmelzungsfunktor unserer Schmelz-
kategorie und dem Funktor der globalen Schnitte. Ein Multihom

(F1 g . . .g Fr)VpEns/X G

in der Schmelzkategorie pEns/X erhält man, indem man U ⊂◦ X die Menge
pEns/U(F1|U × . . . × Fr|U ,G|U) aller entsprechenden Verschmelzungen der auf
U eingeschränkten Prägarben zuordnet. All diese Behauptungen sind leicht ein-
zusehen.

1.1.3 (Kartesische Schmelzkategorie der Mengengarben). Gegeben ein topo-
logischer Raum X besitzt auch die Kategorie Ens/X der Mengengarben auf X
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Produkte und der Einbettungsfunktor Ens/X
∼
↪→ pEns/X der Garben in die Prägar-

ben ist verträglich mit Produkten. Er induziert folglich eine volltreue Einbettung
von Trennschmelzkategorien

fEns/X
∼
↪→ fpEns/X

Insbesondere schränkt unser β aus 1.1.2 ein zu einer Isotransformation β : L
∼⇒ Γ

vom Leerverschmelzungsfunktor von Ens/X zum Funktor der globalen Schnitte.
AuchfEns/X besitzt Multihom und der Einbettungsfunktor der Mengengarben in
die Mengenprägarben ist verträglich mit Multihom, wie Sie bereits in [TG] 2.2.47
prüfen sollten. Darüber hinaus ist offensichtlich jedes Multihom von Prägarben
in eine Garbe bereits selbst eine Garbe. Im Fall einer Garbe G liefert speziell das
Vorschalten von F1 → F+

1 eine Bijektion

pEns/X(F+
1 g F2 g . . .g Fr,G)

∼→ pEns/X(F1 g F2 g . . .g Fr,G)

1.1.4 (Schmelzkategorie der abelschen Prägarben). Im allgemeinen Rahmen
unserer terminologischen Versuche [TSK] 3.4.5 können wir die Schmelzkategorie
der abelschen Prägarben auf einem Raum X einführen als die Schmelzkategorie

pAb/X := kok(fpEns/X)

der kommutativen und kokommutativen Hopfobjekte der Trennschmelzkategorie
fpEns/X . Nach [TSK] 3.4.6 trägt pAb/X als kok-Konstruktion eine ausgezeich-
nete additive Struktur und wird angeliefert mit einem Schmelzfunktor pAb/X →
fpEns/X , der volltreu ist auf Leerverschmelzungen. Weil das so schnell ging und
wir die kok-Konstruktion auch nicht so ausführlich besprochen hatten, schreibe
ich es nun noch explizit aus.

1.1.5 (Schmelzkategorie der abelschen Prägarben explizit). Gegeben ein topo-
logischer Raum X machen wir die Kategorie pAb/X der abelschen Prägarben auf
X zu einer Schmelzkategorie, indem wir für r ≥ 0 eine Verschmelzung

φ ∈ pAb/X(F1 g . . .g Fr,G)

erklären als eine Vorschrift φ, die jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ X eine multiad-
ditive Abbildung φU : F1(U)× . . .×Fr(U)→ G(U) so zuordnet, daß für V ⊂◦ U
das Diagramm

F1(U)× . . .×Fr(U) → G(U)
↓ ↓

F1(V )× . . .×Fr(V ) → G(V )

mit den Restriktionen in den Vertikalen und φ in den Horizontalen kommutiert.
Insbesondere schränkt unser β aus 1.1.2 ein zu einer Isotransformation β : L

∼⇒ Γ
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vom Leerverschmelzungsfunktor von pAb/X zum Funktor der globalen Schnitte.
Die Multiverknüpfungen sind die offensichtlichen und das Vergessen der Additi-
on liefert einen treuen und auf Leerverschmelzungen volltreuen Schmelzfunktor
pAb/X → fpEns/X in die kartesische Schmelzkategorie der Mengenprägarben.
Die Schmelzkategorie pAb/X der abelschen Prägarben auf einem topologischen
Raum X können wir mit einer additiven Struktur versehen, indem wir die Summe
von zwei Verschmelzungen φ+ ψ erklären durch (φ+ ψ)U := φU + ψU .

Proposition 1.1.6. Die Schmelzkategorie pAb/X der abelschen Prägarben auf
einem topologischen Raum X hat universelle Verschmelzungen und Multihom.

Beweis. Eine offensichtliche universelle Verschmelzung von abelschen Prägarben
F1, . . . ,Fr erhalten wir in die Tensorproduktprägarbe U 7→ F1(U)⊗ . . .⊗Fr(U).
Wir notieren sie

F1 ⊗p . . .⊗p Fr
Eine universelle Leerverschmelzung entspricht insbesondere unter β : L

∼⇒ Γ
dem globalen Schnitt 1 = 1X der konstanten Prägarbe auf X mit Schnitten Z. Ein
Multihom

(F1 g . . .g Fr)V G
erhalten wir als diejenige abelsche Prägarbe, die jedem U ⊂◦ X die abelsche Grup-
pe pAb/U(F1|Ug . . .gFr|U ,G|U) aller entsprechenden Verschmelzungen der auf
U eingeschränkten Prägarben zuordnet.

1.1.7. Gegeben ein topologischer Raum X erklären wir die Schmelzkategorie
der abelschen Garben als die volle Unterschmelzkategorie Ab/X ⊂ pAb/X mit
nur abelschen Garben als Objekten und versehen sie mit der induzierten additiven
Struktur. Insbesondere schränkt unser β aus 1.1.5 ein zu einer Isotransformation
β : L

∼⇒ Γ vom Leerverschmelzungsfunktor von Ab/X zum Funktor der globalen
Schnitte. In Ab/X gibt es Multihom und der Einbettungsfunktor Ab/X

∼
↪→ pAb/X

ist verträglich mit Multihom. In Ab/X gibt es auch universelle Verschmelzungen,
aber der Einbettungsfunktor Ab/X

∼
↪→ pAb/X ist nicht mit ihnen verträglich. Ge-

nauer ist das Prägarbentensorpodukt von abelschen Garben im allgemeinen keine
Garbe und man erhält universelle Verschmelzungen von abelschen Garben durch
Garbifizierung des Prägarbentensorprodukts. Diese Garbifizierung heißt die Ten-
sorproduktgarbe und wir notieren sie

F1 ⊗ . . .⊗Fr := (F1 ⊗p . . .⊗p Fr)+

Speziell entspricht der konstante Schnitt 1 = 1X der konstanten Garbe ZX unter
β einer universellen Leerverschmelzung in Ab/X . Gegeben eine abelsche Garbe
G und abelsche Prägarben Fi liefert das Vorschalten von F1 → F+

1 eine Bijektion

pAb/X(F+
1 g F2 g . . .g Fr,G)

∼→ pAb/X(F1 g F2 g . . .g Fr,G)
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Das folgt leicht aus der entsprechenden Aussage 1.1.3 für Mengenprägarben.

1.1.8. Im Fall r = 1 heißt unser Multihom die Hom-Garbe. Man findet dafür in
der Literatur statt FVG meist die NotationenHom(F ,G) oder Hom(F ,G).

1.1.9 (Halme von Tensorproduktgarben). Gegeben abelsche Garben F ,G auf
einem topologischen Raum X liefert die Verträglichkeit von Tensorprodukt und
Kolimes für jeden Punkt x ∈ X einen ausgezeichneten Isomorphismus

Fx ⊗ Gx
∼→ (F ⊗ G)x

zwischen dem Tensorprodukt der Halme und den Halmen des Tensorprodukts.
Dasselbe gilt für das Prägarbentensorprodukt von abelschen Prägarben.

Übungen

Übung 1.1.10 (Notwendigkeit der Garbifizierung beim Tensorprodukt). Wir
betrachten auf dem Kreisring S1 die nichtkonstante aber lokal konstante Garbe F
von abelschen Gruppen vom Rang Eins. Ihr Tensorprodukt F ⊗F mit sich selbst
ist isomorph zur konstanten Garbe mit Faser Z und hat von Null verschiedene
globale Schnitte, obwohl die Faktoren F selbst keine von Null verschiedenen glo-
balen Schnitte haben.

Übung 1.1.11. Sind F , I ∈ Ab/X abelsche Garben auf einem topologischen
Raum und ist I injektiv, so ist die Hom-Garbe FVI welk.

Übung 1.1.12. Eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X heißt flach, wenn das Tensorieren
mit unserer Garbe ein exakter Funktor ist. Man zeige, daß eine abelsche Garbe
genau dann flach ist, wenn sie flache Halme hat. Man zeige, daß jede abelsche
Garbe ein Quotient einer flachen Garbe ist. Hinweis: Man verwende Summen
von Garben der Gestalt ZU⊂X für U ⊂◦ X . Man zeige, daß jede Untergarbe einer
flachen abelschen Garbe wieder flach ist.

Übung 1.1.13. Die Wolkenkratzergarbe mit Halm Z am Ursprung der reellen Zah-
lengerade ist nicht starr in der Schmelzkategorie Ab/R der abelschen Garben auf
der reellen Zahlengeraden.

Ergänzung 1.1.14. In der in [TSK] 3.1.2 eingeführten Terminologie ist eine Ring-
garbe auf einem topologischen Raum X ein Monoidobjekt der Schmelzkategorie
[TSF] 1.1.5 der abelschen Garben auf X und eine Kringgarbe ein Abmonoid-
objekt. In dieser Terminologie ist eine Modulgarbe ein Objekt mit Operation im
Sinne von [TSK] 3.1.16.

1.1.15 (Tensorprodukt und internes Hom von Modulgarben). Die Schmelz-
kategorie ModA der A-Modulgarben auf einem gekringten Raum (X,A) besitzt
stabil universelle Verschmelzungen und internes Hom im Sinne von [TS] ?? und
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[TS] ??. Um das zu sehen, reicht es, die Existenz von universellen Verschmel-
zungen und Multihom zu zeigen. Eine universelle Verschmelzung der Familie
F := F1 g . . .g Fr erhalten wir, indem wir die Prägarbe

U 7→ F1(U)⊗A(U) . . .⊗A(U) Fr(U)

garbifizieren. Ein Multihom FVG von unserer Familie zu einer weiteren Mo-
dulgarbe G erhalten wir als die Garbe

(FVG) : U 7→ ModA|U (F1|U g . . .g Fr|U ,G|U)

zusammen mit Bijektionen ModA(KgF ,G)
∼→ ModA(K, (FVG)), die hoffent-

lich auch für den Leser offensichtlich sind.

1.2 Trennfaserungen
Definition 1.2.1. Ein Trennfunktor p : M → N heißt eine Trennfaserung,
wenn der auf den Familienkategorien induzierte Funktor M f → N f eine Fase-
rung ist und das Vertupeln aus kartesischen Morphismen kartesische Morphismen
macht.

Definition 1.2.2. Gegeben ein Trennfunktor p : M → N heißt eine Trennung
in der Ausgangstrennkategorie p-kartesisch, stark p-kartesisch, p-kokartesisch
bezihungsweise stark p-kokartesisch, wenn der zugehörige Morphismus in der
Familienkategorie für den induzierten Funktor M f → N f die entsprechende
Eigenschaft hat. Die zu einem Trennfunktor gehörigen Rückzugsfunktoren auf
der Familienkategorie bezeichnen wir auch als Trennrückzug.

1.2.3. Analoge Sprechweisen vereinbaren wir für Schmelzfunktoren und erhal-
ten so insbesondere die Begriffe einer Schmelzkofaserung und des zugehörigen
Schmelzvorschubs.
Beispiel 1.2.4 (Trennfaserungen zur terminalen Trennkategorie). Es gibt nach
[TSK] 1.5.17 eine terminale Trennkategorie, bestehend aus einem einzigen Ob-
jekt mit einelementigen Mengen von Trennungen. Unsere universellen Trennun-
gen aus [TSK] 1.2.16 sind genau die Trennungen, die in Bezug auf den einzi-
gen Trennfunktor in die terminale Trennkategorie stark kartesische Morphismen
der Familienkategorie liefern. Unsere stabil universellen Trennungen aus [TSK]
1.2.16 sind genau die Trennungen, die auch beim Vertupeln mit endlich vielen
Identitätstrennungen in Bezug auf den einzigen Trennfunktor in die terminale
Trennkategorie stark kartesische Morphismen der Familienkategorie liefern. Ei-
ne Trennkategorie hat stabil universelle Trennungen [TSK] 1.2.16 genau dann,
wenn der einzige von ihr ausgehende Trennfunktor in die terminale Trennkatego-
rie im Sinne der vorhergehenden Definition eine Trennfaserung ist. Opponiertes
gilt für Schmelzkofaserungen über der terminalen Schmelzkategorie.
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1.2.5 (Stark kartesische Lifts stabil universeller Trennungen). Bei einer Verk-
nüpfung qp von Funktoren ist nach [TG] 6.2.20 ein Morphismus über einem stark
q-kartesischen Morphismus stark p-kartesisch genau dann, wenn er stark qp-karte-
sisch ist. Insbesondere ist die Verknüpfung von Faserungen wieder eine Faserung
und damit auch die Verknüpfung von Trennfaserungen wieder eine Trennfaserung.
Nach 1.2.4 ist weiter bei einem Trennfunktor ein Lift einer universellen Trennung
genau dann universell, wenn er stark kartesisch ist. Ebenso ist bei einem Trenn-
funktor ein Lift einer stabil universellen Trennung genau dann stabil universell,
wenn er stark kartesisch ist. Opponiertes gilt für Schmelzkofaserungen.
Beispiel 1.2.6. Wir erinnern die Mengengarbenfaserung Ens/Top → Top aus
[TG] 6.2.7. Sie induziert wie jeder Funktor einen Trennfunktor zwischen den zu-
gehörigen banalen Trennkategorien. Im Fall der Mengengarbenfaserung ist dieser
Funktor sogar eine Trennfaserung, die Mengengarbentrennfaserung. Genauer
geht die kartesische Trennung über (f1, . . . , fr) : X → Y1 f . . . f Yr nach
(Y1,G1)f . . .f (Yr,Gr) in dieser Trennfaserung vom Produkt der auf X zurück-
gezogenen Mengengarben f ∗i Gi aus.
Beispiel 1.2.7. Wir erweitern die Mengengarbenopfaserung Ens�Top → Top aus
[TG] 6.2.12 zu einem Trennfunktor in die banale Trennkategorie fTop, indem
wir einen Multiopkomorphismus (X,F)→ (Y1,G1)f . . .f (Yr,Gr) über einer
Trennung (f1, . . . , fr) : X → Y1f. . .fYr erklären als eine Vorschrift φ, die jeder
Familie von offenen Teilmengen Vi ⊂◦ Yi und jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ X mit
fi(U) ⊂ Vi ∀i eine Abbildung

G1(V1)× . . .× Gn(Vn)→ F(U)

so zuordnet, daß für alle V ′i ⊂◦ Vi ⊂◦ Yi und U ′ ⊂◦ U mit fi(U ′) ⊂ V ′i ∀i das
Diagramm

G1(V1)× . . .× Gn(Vn) → F(U)
↓ ↓

G1(V ′1)× . . .× Gn(V ′n) → F(U ′)

mit den Restriktionen in den Vertikalen und φ in den Horizontalen kommutiert.
Auch dieser Trennfunktor ist eine Trennfaserung. Wir nennen ihn die Mengengar-
benoptrennfaserung. Die Faser Ens�X mit den Trennungen über den Identi-
tätstupeln (id, . . . , id) als Trennungen ist opponiert zur kartesischen Schmelzka-
tegorie Ens/X der Mengengarben aus 1.1.3. Wir erhalten insbesondere für jede
Garbe G eine ausgezeichnete Bijektion

Ens�Top(G,f)
∼→ ΓG

zwischen der Menge der von G ausgehenden Leertrennungen und der Menge ΓG
der globalen Schnitte von G und diese Bijektionen bilden in ihrer Gesamtheit eine
Isotransformation L

∼⇒ Γ von Trennfunktoren nach kEnsopp.
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1.2.8. Man konstruiert unschwer eine eineindeutige Entsprechnung zwischen kar-
tesischen Trennungen der Mengengarbentrennfaserung und kartesischen Trennun-
gen der Mengengarbenoptrennfaserung. Wir diskutieren in 1.7.7, inwiefern diese
beiden Trennfaserungen durch „Oppinvertieren“ auseinander hervorgehen. Im fol-
genden wird es hauptsächlich um die Mengengarbenoptrennfaserung und insbe-
sondere ihr Analogon für abelsche Garben gehen, das wir nun einführen.

Beispiel 1.2.9. Wir erweitern die Garbenopfaserung Ab�Top → Top der abel-
schen Garben aus [TG] 6.2.17 zu einem Trennfunktor in die banale Trennkatego-
rie fTop, indem wir einen Multiopkomorphismus (X,F) → (Y1,G1) f . . . f
(Yr,Gr) über einer Trennung (f1, . . . , fr) : X → Y1 f . . . f Yr erklären als eine
Vorschrift φ, die jeder Familie von offenen Teilmengen Vi ⊂◦ Yi und jeder offenen
Teilmenge U ⊂◦ X mit fi(U) ⊂ Vi ∀i eine multiadditive Abbildung

G1(V1)× . . .× Gn(Vn)→ F(U)

so zuordnet, daß für alle V ′i ⊂◦ Vi ⊂◦ Yi und U ′ ⊂◦ U mit fi(U ′) ⊂ V ′i ∀i das
Diagramm

G1(V1)× . . .× Gn(Vn) → F(U)
↓ ↓

G1(V ′1)× . . .× Gn(V ′n) → F(U ′)

mit den Restriktionen in den Vertikalen und φ in den Horizontalen kommutiert.
Der offensichtliche „vergeßliche“ Trennfunktor Ab�Top → Ens�Top ist volltreu
auf Leertrennungen und mit 1.2.7 erhalten wir ausgezeichnete Bijektionen

Ab�Top(G,f)
∼→ ΓG

Die Faser Ab�X mit den Trennungen über den Identitätstupeln (id, . . . , id) als
Trennungen ist opponiert zur Schmelzkategorie Ab/X der abelschen Garben aus
1.1.7. Wir zeigen gleich, daß auch unser Trennfunktor

Ab�Top → fTop

eine Trennfaserung ist und nennen ihn die Garbenoptrennfaserung oder aus-
führlicher die Optrennfaserung der abelschen Garben.

Satz 1.2.10 (Optrennfaserung der abelschen Garben). Der Trennfunktor des
Vergessens der Garbe Ab�Top → fTop ist eine Trennfaserung.

1.2.11. Im Verlauf der Beweises werden wir sehen, daß in dieser Trennfaserung
ein kartesischer Lift der einzigen Leertrennung aus einem Objekt X ∈ Top die
konstante Garbe ZX auf X ist mit derjenigen ausgezeichneten Leertrennung, die
unter unserer ausgezeichneten Bijektion aus 1.2.9 zum globalen Schnitt 1X ∈
ΓZX wird.
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Beweis. Für stetige Abbildungen fi : X → Yi und Gi ∈ Ab�Yi ist per definitio-
nem die Trennung über (f1, . . . , fn) aus derjenigen Garbe F kartesisch, die durch
Garbifizierung aus der Prägarbe

U 7→ colffi(U)⊂Vi⊂◦Xi G1(V1)⊗ . . .⊗ Gr(Vr)

für U ⊂◦ X entsteht. Da das Tensorprodukt mit Kolimites vertauscht und der of-
fensichtliche Morphismus von der Garbifizierung eines Prägarbentensorprodukts
von Prägarben zum Garbentensorprodukt der Garbifizierungen unserer Prägarben
stets ein Isomorphismus ist, erhalten wir einen natürlichen Isomorphismus

F ∼→ f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗nGn

Jetzt gilt es noch zu zeigen, daß die Verknüpfung kartesischer Trennungen karte-
sisch ist, daß also für gij : Yi → Zij undHij ∈ Ab�Zij für 1 ≤ j ≤ ni die von der
kartesischen Eigenschaft herrührenden Morphismen Isomorphismen⊗

i,j

(figij)
∗Hij

∼→
n⊗
i=1

f ∗i

(
ni⊗
i=1

g∗ijHij

)
sind. Das prüft man leicht auf den Halmen. Genauer folgt es aus der Erkenntnis,
daß der Halm eines Tensorprodukts nach 1.1.9 das Tensorprodukt der Halme ist
und der Halm der zurückgeholten Garbe an einem Punkt der Halm der ursprüng-
lichen Garbe an seinem Bildpunkt.

1.2.12 (Boxprodukt). Für die Ausgangsobjekte stabil universeller Trennungen
in der Ausgangstrennkategorie einer Trennfaserung und ebenso für die Zielob-
jekte stabil universeller Verschmelzungen in der Ausgangsschmelzkategorie einer
Schmelzkofaserung verwenden wir gerne das Symbol

�

Wenn wir das Symbol � für eine stabil universelle Verschmelzung verwenden,
so verwenden wir es wie in [TS] ?? angekündigt auch für die davon auf Leerver-
schmelzungen induzierte Abbildung.
Beispiel 1.2.13 (Boxprodukt von Moduln). Gegeben RingalgebrenA,B über ei-
nem Kring k und einA-ModulM sowie einB-ModulN haben wir in der Algebra
die Notation M �N = M �kN eingeführt für die abelsche Gruppe M ⊗kN mit
ihrer offensichtlichen Struktur als A ⊗k B-Modul. Wir besprechen in 1.2.17, in-
wiefern diese Konstruktion in der Tat eine stabil universelle Verschmelzung in der
Ausgangsschmelzkategorie einer Schmelzkofaserung ist. Gegeben m ∈ M und
n ∈ N könnte man das Element m ⊗ n ∈ M ⊗k N nach unseren Konventionen
dann auch m � n ∈ M � N notieren, schließlich entsprechen ja die Elemente
m ∈M den Leerverschmelzungen g→M .
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Beispiel 1.2.14 (Bezug zum Produkt von σ-Algebren). Das Vergessen der σ-
Algebra ist eine Trennfaserung Meß → Ens von der banalen Trennkategorie der
Meßräume in die banale Trennkategorie der Mengen. Es ist in diesem Sinne pas-
send wenn auch nicht zwingend, das Produkt von Meßräumen zu notieren in der
Form

(X,M)× (Y,N ) = (X × Y,M�N )

Beispiel 1.2.15 (Bezug zum Produkt von Maßen). Wir können auch Schmelz-
kategorie MaßR der reellen Maßräume betrachten. Objekte sind Tripel (X,M, µ)
aus einer Menge, einer zugehörigen σ-Algebra und einem reellen Maß µ :M→
R. Verschmelzungen sind meßbare Abbildungen f : X1 × . . . × Xr → Y mit
f∗(µ1 � . . . � µr) = ν für ν das Maß auf Y . Dann ist quasi per definitionem
(X1 ×X2, µ1 � µ2) das Zielobjekt der universellen Verschmelzung von (X1, µ1)
mit (X2, µ2) und in diesem Sinne ist auch unsere Notation für das Produktmaß
passend aber nicht zwingend.

Übungen

Übung 1.2.16 (Modulschmelzkofaserung). Bezeichne ModKring die Schmelzka-
tegorie, deren Objekte Paare (A,M) aus einem Kring A und einem A-Modul M
sind. Verschmelzungen (A1,M1)g . . .g (Ar,Mr)→ (B,N) erklären wir als Tu-
pel (ϕ1, . . . , ϕr, ψ) bestehend aus Ringhomomorphismen ϕi : Ai → B und einer
Z-multilinearen Abbildung ψ : M1 × . . .×Mr → N derart, daß gilt

ψ(m1, . . . , aimi, . . . ,mr) = ϕi(ai)ψ(m1, . . . ,mi, . . . ,mr)

für alle i, ai ∈ Ai und mj ∈ Mj . Man zeige, daß der Schmelzfunktor des Verges-
sens des Moduls in die banale Schmelzkategorie der Kringe ModKring → gKring
eine Schmelzkofaserung ist. Man beschreibe kokartesische Verschmelzungen.

Übung 1.2.17 (Modulschmelzkofaserung, nichtkommutative Variante). Be-
zeichne kkRing die Schmelzkategorie mit beliebigen Ringen als Objekten und
als Verschmelzungen R1 g . . . g Rn → R allen Tupeln von Ringhomomorphis-
men ϕi : Ri → R mit ϕi(a)ϕj(b) = ϕj(b)ϕi(a) für alle i 6= j und a ∈ Ri, b ∈ Rj .
Man zeige, daß das Tensorprodukt von Ringen über Z in dieser Schmelzkategorie
universelle Verschmelzungen liefert. Bezeichne ModkkRing die Schmelzkatego-
rie, deren Objekte Paare (A,M) aus einem Ring A und einem A-Modul M sind.
Verschmelzungen (A1,M1) g . . . g (Ar,Mr) → (B,N) erklären wir als Tupel
(ϕ1, . . . , ϕr, ψ) bestehend aus Ringhomomorphismen ϕi : Ai → B, die zusam-
men eine Verschmelzung in kkRing bilden, und einer Z-multilinearen Abbildung
ψ : M1 × . . .×Mr → N derart, daß gilt

ψ(m1, . . . , aimi, . . . ,mr) = ϕi(ai)ψ(m1, . . . ,mi, . . . ,mr)
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für alle i, ai ∈ Ai und mj ∈ Mj . Man zeige, daß der Schmelzfunktor des Ver-
gessens des Moduls ModkkRing → kkRing eine Schmelzkofaserung ist. Man be-
schreibe kokartesische Verschmelzungen.

Übung 1.2.18 (Optrennfaserung der Darstellungen von Monoiden). Wir be-
trachten die Kategorie Mon der Monoide und konstruieren eine Trennfaserung

Ab�Mon → fMon

über der banalen Trennkategorie der Monoide mit opponierten Kategorien von
Darstellungen als Fasern. Gegeben X → Y1 f . . . f Yr eine Trennung in fMon
alias ein Tupel von Monoidhomomorphismen fi : X → Yi sowie Darstellungen
D,E1, . . . , Er unserer Monoide erklären wir dazu eine Trennung

ϕ : D → E1 f . . .f Er

über einer vorgegebenen Trennung von Monoiden als eine multiadditive Abbil-
dung ϕ◦ : E1 × . . .× Er → D in die Gegenrichtung mit

xϕ◦(e1, . . . , er) = ϕ◦(f1(x)e1, . . . , fr(x)er)

für alle x ∈ X und ei ∈ Ei. Der Trennrückzug ist in diesem Fall das Tensorpro-
dukt der zurückgezogenen Darstellungen.

1.3 Verallgemeinerung auf Modulgarben
1.3.1. Oft ist Kohomologie mit R-Koeffizienten oder Q-Koeffizienten einfacher
als Kohomologie mit Koeffizienten in Z. In der algebraischen Geometrie sind
auch allgemeiner Garben von Moduln über Garben von Kringen fundamental.
Für uns wären hier erst einmal auch Garben von Moduln über konstanten Gar-
ben von Kringen ausreichend und eine gemeinsame Verallgemeinerung der Op-
ponierten der Schmelzkofaserung der Moduln über Kringen ModKring → gKring
aus 1.2.16 und der Optrennfaserung der abelschen Garben Ab�Top → fTop aus
1.2.10.

Definition 1.3.2. Ein geringter Raum ist ein Paar

(X,A)

bestehend aus einem topologischen Raum X mit einer Garbe von Ringen A, sei-
ner Strukturgarbe. Die Schnitte der Strukturgarbe über U ⊂◦ X nennen wir oft
reguläre Funktionen, obwohl sie keineswegs Funktionen auf U zu sein brau-
chen. Ein Morphismus von einem geringten Raum (X,A) in einen weiteren ge-
ringten Raum (Y,B) ist ein Paar ϕ = (ϕ, ϕ]) bestehend aus einer stetigen Abbil-
dung ϕ : X → Y und darüber einem Komorphismus von Ringgarben im Sinne
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von [TG] 4.3.1 alias einer Vorschrift, die für beliebige U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y mit
ϕ(U) ⊂ V einen Ringhomomorphismus ϕ]UV : B(V ) → A(U) so auszeichnet,
daß diese Ringhomomorphismen verträglich sind mit den Restriktionen auf klei-
nere offene Teilmengen. Es ist klar, wie man Morphismen von geringten Räumen
zu verknüpfen hat und daß wir auf diese Weise eine Kategorie erhalten, die Ka-
tegorie der geringten Räume Ger. Besteht die Strukturgarbe aus kommutativen
Ringen, so sprechen wir von einem gekringten Raum. Die Kategorie der gekring-
ten Räume notieren wir

Gek

Definition 1.3.3. Gegeben ein geringter Raum (X,A) verstehen wir unter einer
Garbe von A-Moduln oder einem A-Modul oder einer Modulgarbe eine abel-
sche Garbe M auf X mitsamt der Vorgabe für alle U ⊂◦ X von einer A(U)-
Modulstruktur aufM(U) derart, daß für alle V ⊂◦ U ⊂◦ X das Diagramm

A(U) × M(U) → M(U)
↓ ↓

A(V ) × M(V ) → M(V )

mit den Restriktionsabbildungen in den Vertikalen kommutiert. Es sollte offen-
sichtlich sein, was unter einem Homomorphismus vonA-Moduln zu verstehen ist.
Die Kategorie aller A-Moduln notieren wir A -Mod oder ModA oder in unserem
Kontext Ab/(X,A) oder noch einfacher Ab/X mit der Interpretation X = (X,A).

Ergänzung 1.3.4 (Modulgarben als Schmelzkategorie). Gegeben ein topologi-
scher Raum X mit einer Garbe von Kringen A machen wir in Verallgemeinerung
von [TG] ?? die Kategorie A -Mod aller Modulgarben auf X zu einer Schmelz-
kategorie, indem wir für r ≥ 0 eine Verschmelzung

φ : G1 g . . .g Gr → F

erklären als eine Vorschrift φ, die jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ X eine A(U)-
multilineare Abbildung G1(U) × . . . × Gr(U) → F(U) so zuordnet, daß für alle
U ′ ⊂◦ U das Diagramm

G1(U)× . . .× Gr(U) → F(U)
↓ ↓

G1(U ′)× . . .× Gr(U ′) → F(U ′)

mit den Restriktionen in den Vertikalen und φ in den Horizontalen kommutiert.
Die Multiverknüpfungen sind die Offensichtlichen.

1.3.5 (Tensorprodukt und internes Hom von Modulgarben). Die Schmelzka-
tegorie Ab/(X,A) der A-Modulgarben auf einem gekringten Raum (X,A) besitzt
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stabil universelle Verschmelzungen und internes Hom im Sinne von [TS] ?? und
[TS] ??. Um das zu sehen, reicht es, die Existenz von universellen Verschmel-
zungen und Multihom zu zeigen. Eine universelle Verschmelzung der Familie
F := F1 g . . .g Fr erhalten wir, indem wir die Prägarbe

U 7→ F1(U)⊗A(U) . . .⊗A(U) Fr(U)

garbifizieren. Ein Multihom FVG von unserer Familie zu einer weiteren Mo-
dulgarbe G erhalten wir als die Garbe

(FVG) : U 7→ Ab/(U,A|U )(F1|U g . . .g Fr|U ,G|U)

zusammen mit Bijektionen Ab/(X,A)(K g F ,G)
∼→ Ab/(X,A)(K, (FVG)), die

hoffentlich auch für den Leser offensichtlich sind.
1.3.6. Die Modulgarben auf einem geringten Raum (X,A) bilden offensichtlich
eine abelsche Kategorie und der Funktor A -Mod → Ab/X des Vergessens der
A-Modulstruktur ist exakt. Weiter gibt es in unserer Kategorie beliebige Produkte
und Koprodukte, ja beliebige Limites und Kolimites, und auch diese kommutieren
mit dem Vergessen der A-Modulstruktur.
Ergänzung 1.3.7. In der in [TS] ?? eingeführten Terminologie ist eine Ringgarbe
auf einem topologischen Raum X ein Monoidobjekt der Schmelzkategorie [TSF]
1.1.5 der abelschen Garben auf X und eine Kringgarbe ein Abmonoidobjekt. In
dieser Terminologie ist eine Modulgarbe ein Objekt mit Operation im Sinne von
[TS] ??.
1.3.8 (Faserung der Modulgarben auf geringten Räumen). Wir erklären einen
Funktor

Ab�Ger → Ger

in die Kategorie der geringten Räume. Objekte links sind Paare F = (X,F)
bestehend auf einem geringten Raum X = (X,A) und einer A-Modulgarbe F
auf X . Ein Morphismus F → G über einem Morphismus f : X → Y der Basis
mit Y = (Y,B) ist ein Opkomorphismus ψ von abelschen Garben derart, daß
für alle U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y mit f(U) ⊂ V für ψ : G(V ) → F(U) und alle
b ∈ B(V ) und g ∈ G(V ) gilt ψ(bg) = f ](b)ψ(g). Die Fasern unseres Funktors
sind opponierte Kategorien von Modulgarben, in Formeln

Ab�(X,A) = (A -Mod)opp

Unser Funktor ist sogar eine Faserung. Einen kartesischen Morphismus über f :
(X,A) → (Y,B) mit Ziel G ∈ Ab�(Y,B) können wir erhalten, indem wir die
A-Modulgarbe

f ∗G = f ∗GerG := A⊗f∗AbB f
∗AbG

betrachten mit der Notation f ∗Ab für den Rückzug in Ab�Top und den offensicht-
lichen Transportmorphismus nehmen.
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1.3.9 (Bifaserung der Modulgarben). Unsere Faserung Ab�Ger → Ger aus
1.3.8 besitzt Vorschübe. Gegeben ein Morphismus f : (X,A) → (Y,B) und
ein A-Modul F erhalten wir f∗F , indem wir den Vorschub als abelsche Garbe
f∗F = f∗AbF nehmen und für V ⊂◦ Y ein b ∈ B(V ) auf (f∗F)(V ) = F(f−1(V ))
operieren lassen durch Multiplikation mit f ](b) ∈ A(f−1(V )). Die weiteren De-
tails mögen dem Leser überlassen bleiben. Wir schreiben auch in diesem Kontext
f† = f opp

∗ .
1.3.10 (Trennfaserung der Modulgarben auf gekringten Räumen). Wir er-
klären einen Trennfunktor

Ab�Gek → fGek

in die banale Trennkategorie der gekringten Räume. Objekte links sind Paare
F = (X,F) bestehend auf einem gekringten Raum X = (X,A) und einer A-
Modulgarbe F auf X . Eine Trennung F → G1 f . . . f Gr über einer Trennung
(f1, . . . , fr) : X → Y1 f . . . f Yr der Basis mit Yi = (Yi,Bi) ist ein Multiop-
komorphismus ψ von abelschen Garben im Sinne von 1.2.9 derart, daß für alle
U ⊂◦ X und Vi ⊂◦ Yi mit fi(U) ⊂ Vi für die zugehörige multiadditive Abbildung

ψ : G1(V1)× . . .× Gn(Vn)→ F(U)

und alle i und alle bi ∈ Bi(Vi) und beliebige gj ∈ Gj(Vj) für 1 ≤ j ≤ r gilt

ψ(g1, . . . , bigi, . . . , gr) = f ]i (bi)ψ(g1, . . . , gi, . . . , gr)

Insbesondere bleibt der Leertrennungsfunktor derselbe wie bei Ab�fTop und wir
erben eine ausgezeichnete Isotransformation des Leertrennungsfunktors zum Funk-
tor der globalen Schnitte, aufgefaßt als Trennfunktor Γ : Ab�fGek → kEnsopp.
Die Fasern unseres Trennfunktors sind opponierte Kategorien von Modulgarben
Ab�(X,A) = (A -Mod)opp. Unser Trennfunktor ist sogar eine Trennfaserung. Eine
kartesische Trennung über einer einfachen Trennung erhält man wie im nichtkom-
mutativen Fall, der in 1.3.8 ausgeführt wird. Eine kartesische Trennung über einer
allgemeinen Trennung der Basis wie oben geht aus von

f ∗1G1 ⊗A . . .⊗A f ∗r Gr
mit dem offensichtlichen Multiopkomorphismus. Insbesondere liefert der globale
Schnitt 1 ∈ Γ(A) desA-ModulsA unter unter unserer Identifikation von globalen
Schnitten mit Leertrennungen eine kartesische Leertrennung über der eindeutigen
Leertrennung (X,A)→ g der Basis.

Übungen

Übung 1.3.11. Gegeben ein Winkel (Z, C) → (Y,B) ← (X,A) von gekringten
Räumen erhalten wir einen Pullback, indem wir den topologischen Raum Z×Y X
mit der Kringgarbe g∗AbC ⊗v∗AbB q

∗AbA versehen für v : Z ×Y X → Y .
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Übung 1.3.12. Ein Morphismus in Ab�Ger alias ein Opkomorphismus von Mo-
dulgarben heiße eigentlich, wenn der zugrundeliegende Morphismus von abel-
schen Garben eigentlich ist im Sinne von [TG] 6.4.1. Das multiplikative System
der eigentlichen Opkomorphismen von Modulgarben notieren wir Ab!

�Ger. Man
verallgemeinere Übung [TG] 6.4.30 auf Modulgarben auf geringten Räumen. Ge-
geben sei also über einem kartesischen Diagramm fq = pg von geringten Räum-
en ein Diagramm von Modulgarben und Opkomorphismen f̄ q̄ = p̄ḡ. Man zeige:
Sind die Horizontalen p̄, q̄ kartesisch und ist f̄ eigentlich, so ist auch ḡ eigentlich.
Übung 1.3.13 (Injektive Modulgarben). Die Kategorie der Modulgarben auf ei-
nem geringten Raum ist abelsch und hat genug injektive Objekte. Des weiteren
sind alle injektiven Modulgarben welk. Hinweis: Wie bei abelschen Garben, nur
bettet man zunächst alle Halme in injektive Moduln über dem Halm der Ringgarbe
ein und bildet dann das Produkt der Wolkenkratzer dieser injektiven Moduln.

1.4 Trennfaserungen bei eindeutigen Leertrennungen
1.4.1. Ein besonders übersichtlicher Fall, in dem sich viele der folgenden Aussa-
gen gut einsehen lassen, ist die zur Schmelzkofaserung ModKring → gKring der
Moduln über Kringen aus 1.2.16 opponierte Trennfaserung. Wir nennen sie die
Moduloptrennfaserung. Sie ist eine Bifaserung. Genauer sind die Linksadjun-
gierten der Rückzüge längs opponierter Ringhomomorphismen, also die Linksad-
jungierten der Skalarerweiterungen nach Opponieren, die Restriktionen der Ska-
lare. Weil dies Beispiel oft vorkommen wird, vereinbaren wir die Abkürzung
Kringo := Kringopp und notieren unsere Trennfaserung

Mod�Kringo → fKringo

1.4.2. Gegeben ein Trennfunktor p : M → N verstehen wir unter einem Trenn-
schnitt einen Trennfunktor s : N →M mit ps = id. Weiter verstehen wir unter
einem kartesischen Trennschnitt einen Trennschnitt, der beliebige Trennungen
zu kartesischen Trennungen macht. Jeder kartesische Trennschnitt einer Trenn-
faserung macht nach 1.2.5 stabil universelle Trennungen zu stabil universellen
Trennungen.
1.4.3. Wir sagen, eine Trennkategorie habe eindeutige Leertrennungen, wenn
von jedem Objekt genau eine Leertrennung ausgeht. Zum Beispiel hat jede banale
Trennkategorie diese Eigenschaft.
1.4.4. Eine Trennfaserung p : M → N über einer Trennkategorie mit eindeu-
tigen Leertrennungen besitzt einen bis auf eindeutige Transformation eindeutig
bestimmten kartesischen Trennschnitt, nämlich den Trennfunktor u : N → M ,
der jedem Objekt X der Basis dasjenige Objekt

X := l†X(f)
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der Faser zuordnen, von dem der kartesische Lift der eindeutigen Leertrennung
lX : X → f ausgeht, und jeder Trennung in der Basis ihren kartesischen Lift.
Wir nennen ihn den eindeutigen kartesischen Trennschnitt und notieren ihn

u : X 7→ X

Wir nennenX ∈MX das konstante Objekt aufX und notieren 1X : X → f die
zugehörige kartesische Leertrennung. Gegeben F ∈MX liefert das Nachschalten
von 1X : X → f per definitionem eine Bijektion MX(F , X)

∼→M (F ,f). Nach
1.4.2 macht der eindeutige kartesische Trennschnitt stabil universelle Trennungen
zu stabil universellen Trennungen.

Beispiel 1.4.5. Der eindeutige kartesische Trennschnitt der Garbentrennfaserung
Ens/Top → Top ordnet jedem Raum X als konstantes Objekt X die finale Men-
gengarbe auf X zu, also die Mengengarbe mit der Identität als zugehöriger étaler
Abbildung. Die zugehörige Leertrennung 1X ist die eindeutige vonX ausgehende
Leertrennung in Ens/Top.

Beispiel 1.4.6. Der eindeutige kartesische Trennschnitt der Optrennfaserung der
abelschen Garben Ab�Top → fTop ordnet jedem Raum X als konstantes Objekt
X die konstante abelsche GarbeX = ZX zu mit derjenigen Leertrennung, die un-
ter unserer Bijektion aus 1.2.9 zwischen Leertrennungen und globalen Schnitten
ihrem globalen Schnitt 1X entspricht.

Beispiel 1.4.7. Der eindeutige kartesische Trennschnitt der Moduloptrennfase-
rung Mod�Kringo → fKringo ordnet jedem Kring R als konstantes Objekt R den
R-Modul R zu mit derjenigen Leertrennung, die durch das Einselement 1 ∈ R
gegeben wird.

1.4.8 (Leertrennungen und finale Objekte). Sei p : M → N eine Trennfase-
rung über einer Trennkategorie mit eindeutigen Leertrennungen. Besitzt zusätz-
lich die Basis N eine universelle Leertrennung pt→ f, so ist deren kartesischer
Lift nach dem Vorhergehenden eine universelle Leertrennung pt → f in M und
deren Nachschalten liefert folglich eine Bijektion

M (F , pt)
∼→M (F ,f)

Beispiel 1.4.9. Im Fall der Optrennfaserung der abelschen Garben erhalten wir
so ausgezeichnete Bijektionen Ab�Top(F ,Zpt)

∼→ Ab�Top(F ,f) und im Fall der
Moduloptrennfaserung Bijektionen Mod�Kringo(M,Z)

∼→ Mod�Kringo(M,f).

1.4.10 (Leertrennungen und Vorschub). Sei p : M → N eine Trennfase-
rung über einer Trennkategorie mit eindeutigen Leertrennungen. Besitzt für einen
Morphismus der Basis f : X → Y der Rückzug f † : MY →MX einen Linksad-
jungierten f†, so liefert das Nachschalten des Isomorphismus idf : X

∼→ f †Y für
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beliebiges F ∈MX den dritten Morphismus einer Folge von natürlichen Isomor-
phismen

M (F ,f)
∼→MX(F , X)

∼→MX(F , f †Y )
∼→MY (f†F , Y )

∼→M (f†F ,f)

1.4.11. Alles in diesem Abschnitt Gesagte gilt opponiert analog für Schmelzko-
faserungen.

1.5 Trennfaserungen über banalen Trennkategorien
1.5.1. Banale Trennkategorien haben stets eindeutige Leertrennungen. Für jede
Trennfaserung über einer banalen Trennkategorie sind also die im vorhergehen-
den Abschnitt diskutierten konstanten Objekte sinnvoll definiert und erfüllen die
dort angegebenen Beziehungen. Gegeben eine Trennfaserung über einer banalen
Trennkategorie können wir sogar noch stärkere Aussagen machen, wie im folgen-
den ausgeführt werden soll.

1.5.2. Gegeben ein Trennfunktor M → fT zu einer banalen Trennkategorie
erklären wir seine Faser über einem Objekt X als die Trennkategorie MX al-
ler Objekte über X mit nur solchen Trennungen, die über Tupeln aus Identitäten
auf X liegen. Im Fall der Garbenoptrennfaserung ist die Faser Ab�X über einem
topologischen Raum X die opponierte Trennkategorie zur Schmelzkategorie der
abelschen Garben auf X . Im Fall der Moduloptrennfaserung ist die Faser Mod�R
über einem Kring R die opponierte Trennkategorie zur Schmelzkategorie der R-
Moduln.

1.5.3 (Faserweises Tensorprodukt). Gegeben eine Trennfaserung M → fT
über einer banalen Trennkategorie hat jede Faser MX stabil universelle Trennun-
gen, nämlich die kartesischen Lifts von denjenigen Trennungen in der Basis, die
Tupel von Kopien der Identität auf X sind. Wir notieren

F1 ⊗ . . .⊗Fr → F1 f . . .f Fr

den entsprechenden kartesischen Lift von (id, . . . , id) : X → X f . . . f X . Die
opponierte Schmelzkategorie notieren wir in diesem Kontext

M/X := M opp
X

Statt ⊗ schreiben wir manchmal ausführlicher ⊗X . Das Einsobjekt einer derarti-
gen Schmelzkategorie ist das konstante Objekt X ∈M/X , das wir in 1.4.4 durch
Rückzug X := l†X(f) unter der von X ausgehenden Leertrennung erklärt hat-
ten. Den vom einfachem Rückzug f † : MY → MX unter f : X → Y auf den
opponierten Kategorien induzierten Funktor notieren wir

f ∗ := (f †)opp : M/Y →M/X
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Offensichtlich hat f † genau dann einen Linksadjungierten f†, wenn der Rückzug
f ∗ auf den opponierten Fasern einen Rechtsadjungierten f∗ hat. Wir nennen ihn
den Vorschub unter f und sprechen von einer Trennfaserung mit Vorschub,
wenn für jede Einstrennung der Basis so ein Rechtsadjungierter f∗ existiert.

1.5.4 (Diskussion der Notation). Die Notationen M/X und (f ∗, f∗) führe ich ein,
damit wir uns in den üblichen Anwendungsfällen in der üblichen Notation wieder-
finden. Typisch ist für uns die Situation einer Trennfaserung mit Adjungierten
über einer banalen Trennkategorie, bei der wir sowohl für alle Morphismen der
Basis die Existenz von Adjungierten der Rückzüge fordern, die wir notieren als f†
auf den Fasern beziehungsweise f∗ auf den opponierten Fasern, als auch internes
Hom in allen opponierten Fasern, das wir dannV oder ausführlicherVX notie-
ren. In konkreten Beispielen notieren wir die Ausgangskategorie unserer Trenn-
faserung meist in der Form M = Was�Banal und die Faser über einem Objekt
X ∈ Banal dann MX = Was�X und die opponierte Faser M/X = Was/X .

1.5.5 (Tensorprodukt und Rückzug). Gegeben ein Morphismus f : X → Y in
einer Kategorie T gilt in der zugehörigen banalen Trennkategorie die Identität

(idY , idY ) ◦ f = (f, f) = (f f f) ◦ (idX , idX)

von Zweitrennungen X → Y f Y . Graphisch mag man sie darstellen wie im
folgenden Diagramm mit der durchgezogenen linken Seite und der gestrichelten
Mitte und der gepunktelten linken Seite

X // Y

X //

44iiiiiiiiiii

**UUUUUUUUUUU

>>

  

Y

??~~~~~~~~

  @@@@@@@@

X // Y

Ist nun M → fT eine Trennfaserung und schreiben wir für F ,G ∈ MY den
kartesischen Lift von (f, f) nach F f G auf die beiden entsprechenden Weisen
als Verknüpfung kartesischer Lifts, so finden wir einen Isomorphismus f †(F ⊗
G)

∼→ (f †F) ⊗ (f †G) in MX und in unseren neuen Notationen in M/X einen
Isomorphismus

idf : (f ∗F)⊗ (f ∗G)
∼→ f ∗(F ⊗ G)

Die Notation idf ist dadurch motiviert, daß diese Isomorphismen aus Identifika-
tionen [TG] 6.3.1 einer Faserung oder genauer Trennfaserung zusammengesetzt
sind. Etwas feiner liefert unser Formalismus, daß der Rückzug f ∗ : M/Y →M/X

verträglich ist mit universellen Verschmelzungen und wir erhalten so im Fall uni-
verseller Leerverschmelzungen insbesondere unsere Isomorphismen X ∼→ f ∗Y

20



zurück. Ich erinnere daran, daß wir bereits aus 1.5.3 wissen, daß unter unseren
Annahmen die opponierten Fasern M/X sogar stabil universelle Verschmelzun-
gen haben.

Beispiel 1.5.6. Im Spezialfall unserer Optrennfaserung Ab�Top → fTop von
abelschen Garben 1.2.9 spezialisiert diese Konstruktion zu einem natürlichen Iso-
morphismus zwischen einem zurückgeholten Tensorprodukt und dem Tensorpro-
dukt der zurückgeholten Garben. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung
Mod�Kringo → fKringo ist f ∗ die Skalarerweiterung und unsere Konstruktion
spezialisiert für f ∈ Kringo(A,B) alias einen Kringhomomorphismus f ◦ : B →
A zum kanonischen Modulisomorphismus

(A⊗B F )⊗A (A⊗B G)
∼→ A⊗B (F ⊗B G)

1.5.7 (Internes Hom und Vorschub). Gegeben seien eine Trennfaserung M →
fT zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus f : X → Y in der
Basis. Für jedes feste Objekt E ∈MY betrachten wir die Funktoren MY →MX

gegeben durch G 7→ f †G 7→ f †E ⊗X f †G sowie G 7→ E ⊗Y G 7→ f †(E ⊗Y G). Un-
sere Vorgaben beinhalten eine ausgezeichnete Isotransformation zwischen diesen
Funktoren. Diese Isotransformation hinwiederum induziert eine Isotransformati-
on zwischen ihren Linksadjungierten, wenn diese existieren, und in jedem Fall
zwischen ihren partiellen Linksadjungierten. Haben insbesondere die Opponier-
ten M/X der Fasern internes HomV und hat f † einen Linksadjungierten f† alias
f ∗ einen Rechtsadjungierten f∗, so erhalten wir für E ∈ M/Y und F ∈ M/X

Isomorphismen
idf : f∗(f

∗EVF)
∼→ (EVf∗F)

Auch sie notieren wir idf, weil sie aus den Identifikationen einer Trennfaserung
entstehen. Gegeben G ∈ M/X erhalten wir daraus, indem wir die Koeinheit der
Adjunktion f ∗f∗G → G vorschalten, einen ausgezeichneten Morphismus

adf : f∗(GVF) → (f∗GVf∗F)

Ich notiere hier und auch sonst mit adf im Kontext einer Faserung oder Kofase-
rung alle Morphismen, die in der einen oder anderen Weise aus Identifikationen
und Adjunktionen entstehen.

Beispiel 1.5.8. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung spezialisiert diese
Konstruktion für f ∈ Kringo(A,B) alias einen Kringhomomorphismus f ◦ : B →
A zum kanonischen Modulisomorphismus

resBA HomA(A⊗B E,F )
∼→ HomB(E, resBA F )
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1.5.9 (Internes Hom und Rückzug). Gegeben seien eine Trennfaserung M →
fT zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus f : X → Y in der Ba-
sis. Übung [TS] ?? liefert für je zwei Objekte E ,G ∈M/Y , für die die fraglichen
internen Hom-Objekte existieren, einen ausgezeichneten Morphismus

f ∗(EVG)→ (f ∗EVf ∗G)

Beispiel 1.5.10. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung spezialisiert diese
Konstruktion für f ∈ Kringo(A,B) alias einen Kringhomomorphismus f ◦ : B →
A zu einem kanonischen Modulhomomorphismus

A⊗B HomB(E,G)→ HomA(A⊗B E,A⊗B G)

1.5.11 (Dualisieren und Rückzug). Gegeben seien eine Trennfaserung M →
fT zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus der Basis f : X → Y .
Gegeben E ∈ M/Y derart, daß E und f ∗E dualisierbar sind, liefern unsere aus-
gezeichneten Morphismen 1.5.9 vom Rückzug eines internen Hom in das interne
Hom der Rückzüge zusammen mit dem ausgezeichneten Isomorphismus 1.5.5
zwischen der Eins von M/X und dem Rückzug der Eins von M/Y einen ausge-
zeichneten Morphismus

f ∗(E∨)→ (f ∗E)∨

Beispiel 1.5.12. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung spezialisiert diese
Konstruktion für f ∈ Kringo(A,B) alias einen Kringhomomorphismus f ◦ : B →
A zu einem kanonischen Modulhomomorphismus

A⊗B HomB(E,B)→ HomA(A⊗B E,A)

1.5.13 (Internes Hom und Rückzug im starren Fall). Gegeben seien eine Trenn-
faserung M → fT zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus f :
X → Y in der Basis. Da der Rückzug f ∗ nach 1.5.5 mit universellen Verschmel-
zungen vertauscht, macht f ∗ nach [TSK] 3.3.6 starre Objekte von M/Y zu starren
Objekten von M/X und der Morphismus aus 1.5.9 spezialisiert für starres E und
G = IY = Y zu einem Isomorphismus f ∗(E∨) ∼→ (f ∗E)∨. Im Fall eines starren
Objekts E ist unser Morphismus in 1.5.9 sogar für beliebiges G ein Isomorphismus

f ∗(EVG)
∼→ (f ∗EVf ∗G)

In der Tat können wir nämlich besagten Morphismus schreiben als die Verknüpf-
ung von Isomorphismen

f ∗(EVG)
∼→ f ∗(E∨ ⊗ G)

∼→ f ∗(E∨)⊗ f ∗G ∼→ (f ∗E)∨ ⊗ f ∗G ∼→ (f ∗EVf ∗G)

Hier sollte ausgeschrieben werden, daß diese Verknüpfung wirklich besagten Mor-
phismus liefert. Das mag einmal ein Student ausführen.
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Beispiel 1.5.14. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung sind etwa freie end-
lich erzeugte Moduln starr und für E frei und endlich erzeugt liefert unsere Kon-
struktion oben in der Tat einen Isomorphismus

A⊗B HomB(E,G)
∼→ HomA(A⊗B E,A⊗B G)

1.5.15 (Tensorprodukt und Vorschub). Seien M → fT eine Trennfaserung
zu einer banalen Trennkategorie und f : X → Y ein Morphismus in der Basis.
Besitzt das Zurückholen f ∗ : M/Y → M/X auf den opponierten Fasern einen
Rechtsadjungierten f∗, so erhalten wir für F ∈ M/X und G ∈ M/Y durch Ad-
junktion einen ausgezeichneten Morphismus

f∗F ⊗ G → f∗(F ⊗ f ∗G)

aus der Komposition f ∗(f∗F ⊗ G)
∼→ f ∗f∗F ⊗ f ∗G → F ⊗ f ∗G des Inversen

zur Verträglichkeit 1.1.9 von Rückzug und Tensorprodukt mit der Koeinheit der
Adjunktion tensoriert mit der Identität. Für G := f∗E erhalten wir speziell einen
ausgezeichneten Morphismus

f∗F ⊗ f∗E → f∗(F ⊗ E)

durch Adjunktion aus f ∗(f∗F ⊗ f∗E)
∼→ f ∗f∗F ⊗ f ∗f∗E → F ⊗ E . Ein Student

mag ausschreiben, warum dieser natürliche Morphismus verträglich ist mit dem
Vertauschen der Tensorfaktoren.

Beispiel 1.5.16. Im Spezialfall unserer Modulbitrennfaserung wäre Ersteres der
natürliche Homomorphismus

(resBA F )⊗B G→ resBA(F ⊗A (A⊗B G))

und ist sogar immer ein Isomorphismus. Im Fall der Garbenoptrennfaserung mit
f : X → Y der konstanten Abbildung eines unendlichen diskreten Raums auf
den einpunktigen Raum ist unsere Garbe F eine durch x ∈ X indizierte Fami-
lie von abelschen Gruppen Fx und G eine weitere abelsche Gruppe G und unser
Morphismus der natürliche Morphismus(∏

x∈X

Fx

)
⊗Z G→

(∏
x∈X

Fx ⊗Z G

)

und im allgemeinen kein Isomorphismus, etwa für G = Q. Für G frei und endlich
erzeugt ist er aber doch wieder ein Isomorphismus, und daß das allgemein für
starres G gilt, diskutieren wir als nächstes.
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1.5.17 (Tensorprodukt und Vorschub im starren Fall). Gegeben seien eine über
einer banalen Trennkategorie trenngefaserte Trennkategorie M und ein Morphis-
mus f : X → Y in der Basis. Hat der Rückzug f ∗ auf den opponierten Fasern
einen Rechtsadjungierten f∗, so sind die Morphismen aus 1.5.15 für starres G Iso-
morphismen

f∗F ⊗ G
∼→ f∗(F ⊗ f ∗G)

Das erkennen wir, indem wir unsere Isomorphismen aus 1.5.7 zu E := G∨ spezia-
lisieren. Ein Student mag die Details ausschreiben.

Beispiel 1.5.18. Im Fall einer abelschen Garbe G auf einem topologischen Raum,
die lokal frei ist von endlichem Rang, spezialisieren die in 1.5.17 besprochenen
Isomorphismen zu natürlichen Isomorphismen von abelschen Garben

f∗F ⊗ G
∼→ f∗(F ⊗ f ∗G)

1.5.19 (Externes Tensorieren alias Boxprodukt). Gegeben eine über einer ba-
nalen Trennkategorie fT trenngefaserte Trennkategorie M und in T zu zwei
Objekten X, Y ein Produkt X × Y betrachten wir die Projektionszweitrennung

(prX , prY ) : X × Y → X f Y

Gegeben F ∈ MX und G ∈ MY erklären wir dann F � G ∈ MX×Y als den
Rückzug F � G := (prX , prY )†(F f G) und nennen dies Objekt wie in 1.2.12
ein Boxprodukt. Die entsprechende Zweitrennung F � G → F f G von M ist
als stark kartesischer Lift einer stabil universellen Trennung nach 1.2.5 auch stabil
universell und für f : P → X sowie g : Q → Y derart, daß auch ein Produkt
P ×Q existiert, liefert die universelle Eigenschaft einen Isomorphismus

idf : f †F � g†G ∼→ (f × g)†(F � G)

Wir notieren ihn idf, weil er aus den Identifikationen [TG] 6.3.1 einer Faserung
zusammengesetzt ist. Noch genauer könnten wir idf = idf(f × g, (prX , prY ))−1 ◦
idf((prP , prQ), ffg) schreiben, aber übertriebene Genauigkeit macht die Darstel-
lung auch wieder unübersichtlich. Schreiben wir die Projektion prY : X×Y → Y
als Projektionszweitrennung gefolgt von lX f idY für lX : X → f die Leertren-
nung, in Formeln prY = (lXfidY )◦(prX , prY ), so erhalten wir für jedes G ∈MY

einen Isomorphismus
X � G ∼→ pr†Y G

Schreiben wir die LeertrennungX×Y → f als Projektionstrennung gefolgt vom
Zweitupel lX f lY aus Leertrennungen X × Y → X f Y → (f)f (f) = f, so
ist die zugehörige Identifikation ein Isomorphismus

X × Y ∼→ X � Y
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In unserer opponierten Notation erhalten wir dieselben Isomorphismen in der Ge-
genrichtung mit ∗ statt † für dieselben Objekte als Objekte der opponierten Fasern,
also (f × g)∗(F � G)

∼→ f ∗F � g∗G und pr∗Y G
∼→ X � G und X � Y ∼→ X × Y

für F � G := (prX , prY )∗(F f G). Wenn wir eine Notation für diese Isomorphis-
men benötigen, notieren wir sie idf, weil sie aus Identifikationen [TG] 6.3.1 einer
Faserung zusammengesetzt sind.

Beispiel 1.5.20. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung ist A⊗ZB das Ko-
produkt in Kring alias das Produkt in Kringo und gegeben ModulnM überA und
N über B ist M �N der offensichtliche Modul M ⊗Z N über A⊗Z B.

Ergänzung 1.5.21 (Bezug zum Boxprodukt von Funktionen). In den Notationen
der vorhergehenden Diskussion zu Boxprodukten entspricht es unserer allgemei-
nen Konvention [TS] ??, auch die auf den Leertrennungen induzierten Abbildun-
gen

M (F ,f)×M (G,f)→M (F � G,f)

als (f, g) 7→ f � g zu notieren. Im Spezialfall der Garben von k-Vektorräumen
auf diskreten Mengen und der konstanten Garben F = X sowie G = Y speziali-
siert diese Konstruktion unter verschiedenen weiteren hoffentlich offensichtlichen
Identifikationen zu der Abbildung Ens(X, k)× Ens(Y, k)→ Ens(X × Y, k), die
wir schon bisher immer (f, g) 7→ f � g notiert hatten.

Übungen

Übung 1.5.22 (Externes Tensorieren und gewöhnliches Tensorieren). Gegeben
eine über einer banalen Trennkategorie fT trenngefaserte Trennkategorie M
und in T zu zwei Objekten X, Y ein Produkt X × Y sowie F ∈ M/X und
G ∈M/Y konstruiere man einen Isomorphismus F � G ∼→ (prX)∗F ⊗ (prY )∗G
sowie im FallX = Y einen IsomorphismusF⊗G ∼→ ∆∗(F�G) für die diagonale
Einbettung ∆ : X → X ×X .

Übung 1.5.23 (Vorschub auf finales Objekt als Trennfunktor). Sei M → fT
eine Trennfaserung mit Vorschüben über einer banalen Trennkategorie mit finalem
Objekt pt. So erhalten wir einen Trennfunktor

c† : M →Mpt

durch die Vorschrift, daß jedes Objekt F ∈ MX auf c†F abgebildet wird für
c : X → pt und jede Trennung φ : F → G1 f . . . f Gr über einer Trennung
(f1, . . . , fr) : X → Y1f . . .fYr auf die durch die stark kokartesische Eigenschaft
[TG] 6.3.13 von F → c†F in Bezug auf den Funktor auf den Familienkategorien
M f → (fT )f bestimmte Trennung c†F → c1†G1 f . . . f cr†Gr über der Tren-
nung (id, . . . , id) : pt → pt f . . . f pt mit der Notation ci : Yi → pt für den
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jeweils einzigen Morphismus. Auf den opponierten Schmelzkategorien erhalten
wir so einen Schmelzfunktor

fin∗ : M opp →M/pt

Nach 1.4.10 ist er volltreu auf Leerverschmelzungen in dem Sinne, daß er Bijek-
tionen M opp(g,F)

∼→M/pt(g, fin∗F) induziert für alle F ∈M . Der Schmelz-
funktor der Leerverschmelzungen [TS] ?? von M opp in die kartesische Schmelz-
kategorie der Mengen faktorisiert mithin als fin∗ gefolgt vom Schmelzfunktor der
Leerverschmelzungen von M/pt in die kartesische Schmelzkategorie der Mengen.
Im Fall der Garbenoptrennfaserung 1.2.9 mag man M/pt mit der Schmelzkatego-
rie der abelschen Gruppen identifizieren und fin∗ mit dem Funktor der globalen
Schnitte. So folgt im Rahmen unseres Formalismus, daß jede Verschmelzung von
abelschen Garben über topologischen Räumen eine multilineare Abbildung zwi-
schen den jeweiligen Räumen von globalen Schnitten induziert.
Übung 1.5.24. Sei M → fT eine Trennfaserung mit Vorschüben über einer
banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt. Schalten wir unserem Schmelz-
funktor fin∗ : M opp →M/pt aus 1.5.23 den Opponierten (fT )opp →M opp des
kartesischen Trennschnitts nach 1.4.4 vor, so erhalten wir einen Schmelzfunktor

gT opp →M/pt

Im Fall der Garbenoptrennfaserung Ab�Top → Top erhalten wir so den Schmelz-
funktor gTopopp → Ab, der jedem Raum X die Gruppe Γ(X) der lokal kon-
stanten Z-wertigen Funktionen auf X zuordnet und jedem Tupel von von X aus-
gehenden stetigen Abbildungen die multiadditive Abbildung „nimm das Produkt
der zurückgezogenen Funktionen“.
Übung 1.5.25. Ich erinnere an die Trennfaserung Ab�Mon → fMon der Darstel-
lungen von Monoiden aus 1.2.18. Man zeige, daß wir in den Fasern über Gruppen
sogar Multihom haben.
Übung 1.5.26 (Boxprodukt von Moduln, Variante). Sei k ein fester Kring. Im
Fall der in 1.2.16 betrachteten Schmelzkofaserung ModKringk → gKringk oder
vielmehr der zugehörigen Trennfaserung auf den opponierten Kategorien istR der
k-Kring R selbst als R-Modul und gegeben M ∈ ModR sowie N ∈ ModS kann
M�N beschrieben werden als M⊗kN mit der durch (r⊗s)(m⊗n) = rm⊗sn
gegebenen Struktur als Modul über R⊗k S.

1.6 Relativ angereicherte Trennkategorien
1.6.1. Ähnlich wie im Fall angereicherter Schmelzkategorien in [TSK] 2.4.1 fol-
gende besprechen wir zunächst „relative additive Strukturen“ und „relative (S, v)-
Strukturen“, bevor wir das allgemeine Konzept einer relativen S-Trennkategorie
einführen.
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1.6.2. Gegeben ein Trennfunktor p : M → N erklären wir eine relative additive
Struktur als die Vorgabe einer Verknüpfung „Addition“ auf der Menge

Mf (F ,G1 f . . .f Gr)

der Trennungen über einer festen Trennung f : pF → pG1 f . . . f pGr der Basis
für beliebige Objekte F ,G1, . . . ,Gr ∈ M derart, daß die Multiverknüpfungen
multiadditiv sind.
Beispiel 1.6.3 (Relative additive Struktur der Garbenoptrennfaserung). Bei
unserer Garbenoptrennfaserung Ab�Top → fTop ist für jede feste Trennung der
Basis f = (f1, . . . , fr) alias jedes Tupel stetiger Abbildungen fi : X → Yi und
abelsche Garben F ,Gi auf X, Yi die Menge Ab�f (F ,G1f . . .fGr) von Multiop-
komorphismen eine abelsche Gruppe in offensichtlicher Weise. Formal haben wir
ausgezeichnete Bijektionen

Ab�f (F ,G1 g . . .g Gr)
∼→ Ab/X(f ∗1G1 ⊗X . . .⊗X f ∗r Gr,F)
∼→ Ab/X

(
g, (f ∗1G1 ⊗X . . .⊗X f ∗r Gr)VF

)
∼→ Ab/pt

(
g, finX∗((f

∗
1G1 ⊗X . . .⊗X f ∗r Gr)VF)

)
∼→ Γ finX∗

(
(f ∗1G1 ⊗X . . .⊗X f ∗r Gr)VF

)
mit der Isotransformation β : L

∼⇒ Γ aus 1.1.7 ganz unten. Indem wir die Addition
von unten nach oben übertragen, erhalten wir unsere relative additive Struktur auf
der Garbenoptrennfaserung Ab�Top → fTop. Mit B := G1g. . .gGr und weniger
Umwegen können wir unsere Bijektionen auch schreiben als

Ab�f (F ,B)
∼→ Ab�X(F , f †B)

∼→ Ab�Top(f ∗BVF ,f)
∼→ Γ(f ∗BVF)

Beispiel 1.6.4. Gegeben eine Trennfaserung über einer banalen Trennkategorie
M → fT mit Multihom in den opponierten Fasern und eine Faktorisierung
Lopp = v ◦ H des opponierten Leertrennungsfunktors über v : Ab → kEns er-
halten wir eine relative additive Struktur auf unserer Trennfaserung, indem wir
Additionen auf den Verschmelzungsmengen dadurch festlegen, daß die durch un-
sere Daten gegebenen Bijektionen Mf (F ,B)

∼→ vH(f ∗BVF) Isomorphismen
von abelschen Gruppen sein sollen.
1.6.5. Gegeben ein Trennfunktor p : M → N und ein treuer Schmelzfunktor
v : S → kEns verstehen wir unter einer relativen (S, v)-Struktur die Vorgabe
einer (S, v)-Struktur auf der Menge

Mf (F ,G1 f . . .f Gr)

der Trennungen über einer festen Trennung f : pF → pG1 f . . . f pGr der Basis
für beliebige Objekte F ,G1, . . . ,Gr ∈M derart, daß die Multiverknüpfungen mit
den jeweiligen (S, v)-Strukturen verträglich sind.
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Beispiel 1.6.6. Jede relative additive Struktur liefert eine relative (Ab, v)-Struktur
und jede relative (Ab, v)-Struktur eine relative additive Struktur in offensichtli-
cher Weise und diese beiden Konstruktionen sind zueinander invers.

1.6.7. Gegeben sei eine Trennfaserung M → fT mit Adjungierten über einer
banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt. Hat die Schmelzkategorie M/pt

einen treuen Leerverschmelzungsfunktor, so erhalten wir auf unserer Trennfase-
rung eine relative (M/pt,L)-Struktur vermittels der Bijektionen

Mf (F ,B)
∼→MX(F , f †B)

∼→M/X(g, f ∗BVF)
∼→M/pt(g, finX∗(f

∗BVF))

Beispiel 1.6.8. Die durch 1.6.7 gegebene relative (Ab/pt,L)-Struktur auf der Gar-
benoptrennfaserung Ab�Top → fTop entspricht unter der offensichtlichen Schmel-
zäquivalenz Ab/pt

≈→ Ab einer (Ab, v)-Struktur, die unter unseren Konstruktio-
nen aus 1.6.6 hinwiederum zu der relativen additiven Struktur aus 1.6.3 wird.

1.6.9. Gegeben eine Schmelzkategorie S und eine Trennkategorie N erklären
wir eine S-Trennkategorie M über N als ein Datum aus einer Menge M von
Objekten, einer Abbildung p : M → N und für Objekte F ,G1, . . . ,Gr ∈ M
und jede Trennung f : pF → pG1 f . . .f pGr der Basis ein Trennobjekt

Mf (F ,G1 f . . .f Gr) ∈ S

sowie Multiverknüpfungen, die Verschmelzungen in S sind derart, daß das of-
fensichtliche Analogon der Assoziativitätsbedingung aus unserer Definition einer
Schmelzkategorie erfüllt ist und daß es für jede Einsfamilie F eine Leertrennung
idF ∈ S(g,Mid(F∗,F)) in das Trennobjekt über idpF gibt, das die Analoga
unserer Forderungen an Identitätsverschmelzungen aus ?? erfüllt. Als wieder an-
dere Sprechweise sagen wir, M sei angereichert in S über N und schreiben
M /S → N .

Beispiel 1.6.10. Sei N eine Trennkategorie. Ein Trennfunktor M → N ist
dasselbe wie eine kEns-Trennkategorie M über N . Eine Ab-Trennkategorie
M /Ab → N ist dasselbe wie ein Trennfunktor M → N mit einer relativen
additiven Struktur.

Beispiel 1.6.11. Sei v : S → kEns ein treuer Schmelzfunktor. Wir erinnern aus
?? die Schmelzkategorie kEns(S,v) der Mengen mit (S, v)-Struktur. Ein Trenn-
funktor M → N mit relativer (S, v)-Struktur ist eine kEns(S,v)-Trennkategorie
M / kEns(S,v) → N über N . Es ist auch im wesentlichen dasselbe wie eine
S-Trennkategorie M /S → N über N , wie in 1.6.14 ausgeführt wird.

1.6.12. Gegeben ein Schmelzfunktor ϕ : S → T und eine Trennkategorie N
und angereicherte Trennfunktoren L /S → N sowie M /T → N erklären
wir einen angereicherten Trennfunktor F über ϕ relativ zu N ein Datum aus
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einer Abbildung auf den Objekten F : L → M über N zusammen mit T -
Morphismen

F : ϕ(Lf (F ,B))→Mf (FF , FB)

über jeder Trennung f der Basis N , die mit Multiverknüpfungen verträglich sind
und Identitäten auf Identitäten werfen in der offensichtlichen Weise. Wir notieren
so einen angereicherten Trennfunktor über ϕ oft F/ϕ.

1.6.13. Gegeben eine S-Trennkategorie M /S → N über N und ein Schmelz-
funktor ϕ : S → T erklären wir eine T -Trennkategorie ϕ(M )/T → N über N ,
indem wir ϕ auf alle Trennobjekte und Multiverknüpfungen von M anwenden.
Wir sagen, ϕ(M ) entstehe durch Umstrukturieren von M mit ϕ. Die Identi-
tät auf den Objekten zusammen mit den Identitäten auf den Bildern unter ϕ der
Trennungsobjekte ist dann ein objektfester angereicherter Trennfunktor

U/ϕ : M /S → ϕ(M )/T

1.6.14. Gegeben ein treuer Schmelzfunktor v : S → kEns macht das Umstruk-
turieren mit der Schmelzäquivalenz v : S ≈→ kEns(S,v) jede relative S-Trenn-
kategorie M /S → N über N zu einer Schmelzkategorie mit relativer (S, v)-
Struktur M / kEns(S,v) → N . Ist unsere Schmelzäquivalenz ein Isomorphismus
v : S ∼→ kEns(S,v), so können wir diese Konstruktion auch rückgängig machen.

1.6.15 (Selbstanreicherung). Gegeben eine Trennfaserung M → fT mit Ad-
jungierten über einer banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt konstruieren
wir eine M/pt-Trennkategorie M sa über fT mit Trennobjekten

M sa
f (F ,B) := finX∗(f

∗BVF)

und Multiverknüpfungen, statt derer ich der Einfachkeit halber nur die einfachen
Verknüpfungen ausschreibe. Gegeben f : X → Y und g : Y → Z in der Basis
und F ,G,H Objekte der jeweiligen Fasern gilt es, eine Verschmelzung

finY ∗(g
∗HVG)g finX∗(f

∗GVF)→ finX∗((gf)∗HVF)

anzugeben. Dazu bilden wir mit der Einheit der Adjunktion (f ∗, f∗) und dem Her-
einziehen eines Rückzugs in das interne Hom 1.5.9 die Komposition

finY ∗(g
∗HVG)→ finY ∗ f∗f

∗(g∗HVG)→ finX∗((gf)∗HVf ∗G)

Nach diesem Morphismus im Term ganz links unserer zu erklärenden Verschmel-
zung verwenden wir den ausgezeichneten Morphismus 1.5.15 vom Tensorprodukt
von Vorschüben zum Vorschub eines Tensorprodukts und die Komposition von
internem Hom in der Schmelzkategorie M/X . Jetzt gilt es, dasselbe für Multiver-
knüpfungen auszuschreiben und alles so übersichtlich zu strukturieren, daß klar
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wird, daß wir so in der Tat eine M/pt-Trennkategorie M sa überfT erhalten. Das
möchte ich einem Studenten überlassen. Ebenso möchte ich es einem Studenten
überlassen zu zeigen, daß wir einen objektfesten Isomorphismus

L(M sa)
∼→M

der Umstrukturierung der automatischen Selbstanreicherung mit dem Leerver-
schmelzungsfunktor von M/pt zu unserer ursprünglichen Trennfaserung erhalten,
indem wir alle die Bijektionen

L(M sa
f (F ,B)) = M/pt(g, finX∗(f

∗BVF))
∼→ M/X(g, f ∗BVF)
∼→ M/X(f ∗B,F)
∼→ MX(F , f †B)
∼→ Mf (F ,B)

zusammenfassen. Hier kommt der Isomorphismus der zweiten Zeile von 1.5.23
her, wo wir allgemein Bijektionen M opp(g,H)

∼→M/pt(g, fin∗H) konstruieren.

Beispiel 1.6.16. Gegeben eine Trennfaserung M → fT mit Adjungierten über
einer banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt derart, daß M/pt einen treuen
Leerverschmelzungsfunktor hat, liefert der objektfeste Isomorphismus L(M sa)

∼→
M aus 1.6.15 die relative (M/pt,L)-Struktur auf M aus 1.6.7. Im Fall der Gar-
benoptrennfaserung Ab�Top → fTop erhalten wir mit 1.6.8 unsere ursprüngliche
relative additive Struktur zurück.

1.7 Trennschmelzfakofaserungen
Definition 1.7.1. Eine Trennschmelzfakofaserung über einer Trennkategorie T
ist ein Datum aus einer Trennfaserung p : M → T und einer Schmelzkofaserung
p̄ : M̄ → T opp, die nach Zurückholen auf die diskretisierte Basis T δ überein-
stimmen, MX(F ,G) = M̄X(F ,G) ∀X ∈ T , sowie ausgezeichneten Bijektionen

i : M×
f (F ,G1 f . . .f Gr)

∼→ M̄×
f◦(G1 g . . .g Gr,F)

zwischen den Mengen der jeweiligen kartesischen Trennungen beziehungsweise
kokartesischen Verschmelzungen, die verträglich sind mit Multiverknüpfung und
die im Fall f = idX zum Invertieren von Isomorphismen der Faser spezialisieren.

Beispiele 1.7.2. Im Fall einer gewöhnlichen Kategorie in der Basis spezialisiert
das zu einer Fakofaserung im Sinne von [TG] 8.4.4. Im Fall der terminalen Trenn-
kategorie in der Basis spezialisiert es zum Begriff einer Trennschmelzkategorie
im Sinne von [TSK] 1.4.2.
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1.7.3 (Ergänzung zu Trennschmelzfakofaserung). Wie in den Spezialfällen der
eben beschriebenen Beispiele besitzt auch im allgemeinen jede Trennfaserung
und jede Schmelzkofaserung eine bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig
bestimmte Ergänzung zu einer Trennschmelzfakofaserung. Gegeben eine Trenn-
faserung M → T notieren wir den Schmelzkofaserungsanteil dieser Ergänzung

M sk → T opp

Für eine Trennung ψ : X → Y1 f . . . f Yr in T werden dann Verschmelzungen
in der Schmelzkofaserung M sk über der opponierten Verschmelzung ψ◦ : Y1 g
. . .g Yr → X in T opp gegeben durch die Vorschrift

M sk
ψ◦(G1 g . . .g Gr,F) := MX(ψ†(G1 f . . .f Gr),F)

mit ψ† dem Rückzug in unserer Trennfaserung. Die Definition der Multiverknüp-
fungen geht analog zu [TG] 8.4.9. Gegeben eine Schmelzkofaserung N → S
notieren wir umgekehrt den Trennfaserungsanteil der Ergänzung zu einer Trenn-
schmelzfakofaserung als

N tf → S opp

Wir nennen wie in den bereits betrachteten Spezialfällen [TG] 8.4.9 und [TSK]
1.4.4 diese Konstruktionen das Invertieren einer Trennfaserung beziehungsweise
Schmelzkofaserung zu einer Schmelzkofaserung beziehungsweise Trennfaserung
über der opponierten Basis.
1.7.4. Gegeben eine Trennschmelzfakofaserung M → T ist in offensichtlicher
Weise auch M opp → T opp eine Trennschmelzfakofaserung. Gegeben eine Trenn-
faserung M → T betrachten wir ihre Erweiterung zu einer Trennschmelzfako-
faserung und erhalten eine weitere Trennfaserung

M otf := (M opp)tf → T

durch das Opponieren gefolgt vom Invertieren. Wir nennen diese Trennfaserung
die oppinvertierte Trennfaserung. Sie verallgemeinert sowohl die Oppinverse
einer Trennkategorie mit stabil universellen Trennungen als auch die Oppinverse
eines Faserfunktors. Explizit werden ihre Trennungen über einer Trennung ψ :
X → Y1 f . . .f Yr in T gegeben durch

M otf
ψ (F ,G1 f . . .f Gr) := MX(ψ†(G1 f . . .f Gr),F)

Gegeben eine Schmelzkofaserung N → S konstruieren wir analog die oppin-
vertierte Schmelzkofaserung

N osk := (N opp)sk → S

Quasi per definitionem haben wir ausgezeichnete Isomorphismen (M sk)opp ∼→
M otf und (N tf)opp ∼→ N osk, die die Objekte festhalten.
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Beispiel 1.7.5. Eine Schmelzkategorie mit stabil universellen Verschmelzungen
ist nach 1.2.4 schmelzkogefasert über der terminalen Schmelzkategorie. Unsere
invertierte Trennfaserung spezialisiert in diesem Fall zur invertierten Trennkate-
gorie aus [TSK] 1.4.4.

Beispiel 1.7.6. Gegeben eine Kategorie C erinnern wir aus ?? unsere Familien-
faserung C/Ens → Ens. Ist C eine Trennkategorie, so können wir C/Ens zu einer
Trennkategorie C/fEns machen und unseren Funktor zu einem Trennfunktor in die
banale Trennkategorie fEns der Mengen, indem wir eine Trennung φ : F →
G1f . . .fGr über einer Trennung (f1, . . . , fr) : X → Y1f . . .fYr von Mengen
als eine Familie (φx)x∈X von Trennungen φx : Fx → G1,f1(x) f . . . f Gr,fr(x)

erklären. Wir erhalten so einen Trennfunktor, den Familientrennfunktor

C/fEns → fEns

Manchnmal vereinfachen wir hier auch die Notation zu C/Ens → fEns oder zu
C/Ens → Ens. Besitzt C stabil universelle Trennungen, so ist das sogar eine Trenn-
faserung, die Familientrennfaserung. Kartesisch sind dabei genau alle Familien
(φx) aus universellen Trennungen. In diesem Fall haben wir einen natürlichen
Isomorphismus

(C/fEns)
otf ∼→ (Cotf)/fEns

von Trennfaserungen über fEns zwischen der Oppinvertierten Familientrennfa-
serung und der Familientrennfaserung der oppinvertierten Trennkategorie.

Beispiel 1.7.7. Die Mengengarbentrennfaserung 1.2.6 und die Mengengarbenop-
trennfaserung 1.2.7 sind zueinander oppinvers, in Formeln und unter etwas sorg-
loser Verwendung des Gleichheitszeichens haben wir also

Ens�Top = (Ens/Top)otf

Ich finde die Mengengarbentrennfaserung anschaulicher, aber die Mengengarben-
optrennfaserung ist algebraisch einfacher und läßt sich leichter verallgemeinern.
Im Fall der Optrennfaserung der abelschen Garben kann ich auch für die oppin-
vertierte Trennfaserung keine Anschauung mehr anbieten, die mir weiterhelfen
würde.

Beispiel 1.7.8 (Verschiedene Trennungen im diskreten Fall). Wir spezialisie-
ren das Vorhergehende auf den Fall diskreter Räume. Eine Mengengarbe A auf
einem diskreten Raum X ist eine durch X indizierte Mengenfamilie (Ax)x∈X .
Gegeben Abbildungen f : X → Y und g : X → Z sowie Mengengarben B
auf Y und C auf Z ist eine Garbenoptrennung φ ∈ Ens�(f,g)(A,B f C) über der
Zweitrennung (f, g) : X → Y f Z ein Datum (φx)x∈X bestehend aus Abbildun-
gen φx : Bf(x) × Cg(x) → Ax für alle x ∈ X . Dahingegen ist eine Garbentren-
nung ψ ∈ Ens/(f,g)(A,B f C) ein Datum (ψx)x∈X bestehend aus Abbildungen
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ψx : Ax → Bf(x)×Cg(x) für alle x ∈ X . Das kann auch als ein Spezialfall unserer
Erkenntnisse in 1.7.6 verstanden werden.

1.7.9 (Faserweises Dualisieren als Trennfunktor). Gegeben sei eine Trennfase-
rung zu einer banalen Trennkategorie M → fT derart, daß alle Objekte der
opponierten Fasern dualisierbar sind. Wir behaupten, daß dann das faserweise
Dualisieren einen Trennfunktor

M otf →M f

induziert wie folgt. Ein Trennung F → G1 f . . . f Gr über einer Trennung
(f1, . . . , fr) : X → Y1f . . .fYr der Basis in M otf ist wie in 1.7.4 ausgeführt ein
Element von

M otf
ψ (F ,G1 f . . .f Gr) := MX(ψ†(G1 f . . .f Gr),F)

In unserem speziellen Fall haben wir also Abbildungen

M otf
ψ (F ,G1 f . . .f Gr) M tf

ψ (F∨,G∨1 f . . .f G∨r )

MX(f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗r Gr,F) M/X(f ∗1 (G∨1 )⊗ . . .⊗ f ∗r (G∨r ),F∨)

M/X(F , f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗r Gr) //M/X((f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗r Gr)∨,F∨)

OO

mit dem Dualisieren in der unteren Horizontale und Vorschalten der natürlichen
Morphismen [TSK] 1.3.19 vom Tensorprodukt der Dualen zum Dualen des Ten-
sorprodukts und der natürlichen Morphismen 1.5.11 vom Rückzug des Dualen
zum Dualen des Rückzugs in der rechten Vertikale. Man kann nun zeigen, daß
diese Vorschrift auf Trennungen in der Tat einen Trennfunktor induziert wie be-
hauptet. Im Spezialfall, daß T die finale Trennkategorie ist, haben wir das be-
reits in [TSK] 1.5.23 in Gestalt eines DualisierungsfunktorsMt → Mot für ei-
ne Trennschmelzkategorie mit MultihomM kennengelernt. In der dort gegebene
Fassung geschieht das Dualisieren inMs und in der hier gegebene Fassung in den
Fasern der Schmelzkofaserung M osk.
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2 Derivierter Trennrückzug

2.1 Lokalisierung von Kofaserungen
2.1.1. Ich erinnere daran, daß sich nach [TD] 1.4.9 bei der Lokalisierung einer
Kategorie nach einem Rechtsoresystem S die Morphismen der Lokalisierung als
Äquivalenzklassen von Rechtsbrüchen s−1 ◦ f mit s ∈ S beschreiben lassen, bei
denen also der Zähler rechts steht.

Definition 2.1.2. Sei p : C → B ein Funktor. Unter einem faserweisen Rechts-
oresystem in C verstehen wir ein multiplikatives System S in C , das über den
Identitäten der Basis liegt und die Eigenschaft hat, daß für alle X ∈ B die Menge
SX der S-Morphismen über idX ein Rechtsoresystem der Faser CX ist.

2.1.3 (Diskussion der Terminologie). Man beachte, daß in diesem Zusammen-
hang der Zusatz „faserweise“ die Bedingung „Rechtsoresystem“ sowohl verschärft
als auch abschwächt. Will ich besonders betonen, daß der Begriff „Rechtsoresys-
tem“ nicht nur faserweise gemeint ist, so spreche ich von einem globalen Rechts-
oresystem.

2.1.4. Analog erklären wir die Begriffe eines faserweisen Linksoresystems, ei-
nes faserweisen Oresystems und eines faserweisen gesättigten Oresystems.

2.1.5 (Lokalisierung einer Faser als Faser der Lokalisierung). Sei ein Funk-
tor p : C → B gegeben und sei S ein globales Linksoresystem in C über den
Identitäten von B. Gegeben X ∈ B ist die Menge SX der S-Morphismen über
idX dann offensichtlich ein Linksoresystem in der Faser CX und für den auf der
Lokalisierung induzierten Funktor pS : S−1C → B sind die offensichtlichen
Funktoren Isomorphismen von Kategorien

S−1
X CX

∼→ (S−1C )X

zwischen der Lokalisierung der Faser und der Faser der Lokalisierung. Das folgt
direkt aus der Interpretation der Morphismen der Lokalisierung als Äquivalenz-
klassen von Brüchen. Es gilt genauso für Rechtsoresysteme.

2.1.6 (Rückzug von Funktoren). Gegeben Funktoren F : C → B undG : D →
B zu derselben Zielkategorie bezeichne

C ×B D

das Faserprodukt in der Kategorie Cat der Kategorien. Explizit können wir
das Faserprodukt C ×B D als Unterkategorie der Produktkategorie konstruieren
wie folgt: Als Objekte nehmen wir alle Paare (C,D) ∈ C × D mit F (C) =
G(D) und als Morphismen (C,D)→ (C ′, D′) alle Paare (u, v) von Morphismen
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mit F (u) = G(v). Je nach Kontext verwenden wir für dies Faserprodukt auch
die Notation CD und nennen CD → D den zurückgezogenen Funktor. Im Fall
der durch ein Objekt X ∈ B gegebenen Einbettung cat

∼
↪→ B der terminalen

Kategorie spezialisiert Ccat zu unserer Faser CX .

2.1.7 (Rückzug erhält Faserungen und Kofaserungen). Seien Funktoren C →
B und D → B gegeben. Ist ein Morphismus u in C kartesisch beziehungsweise
kokartesisch für C → B, so ist auch jeder Morphismus der Gestalt (u, v) im
Faserprodukt kartesisch beziehungsweise kokartesisch für CD → D . Ist C → B
eine Faserung beziehungweise Kofaserung und D → B ein beliebiger Funktor,
so ist auch CD → D eine Faserung beziehungweise Kofaserung.

2.1.8 (Lokalisierung und Rückzug). Sei ein Funktor p : C → B gegeben und
sei S ein globales Linksoresystem in C über den Identitäten von B. Gegeben ein
Funktor U → B sind die offensichtlichen Funktoren Isomorphismen

S−1
U CU

∼→ (S−1C )U

zwischen der Lokalisierung des Rückzugs und dem Rückzug der Lokalisierung
mit der Notation SU für das Urbild von S unter CU → C . Das folgt direkt aus
der Interpretation der Morphismen der Lokalisierung als Äquivalenzklassen von
Brüchen und gilt ganz genauso auch für globale Rechtsoresysteme.

Satz 2.1.9 (Lokalisieren einer Kofaserung nach globalem Rechtsoresystem).
Seien p : C → B ein Kofaserfunktor und S ein globales Rechtsoresystem in C
über den Identitäten der Basis. So ist auch der auf der Lokalisierung induzierte
Funktor ein Kofaserfunktor

pS : S−1C → B

und jeder kokartesische Morphismus in C bleibt kokartesisch in S−1C .

Beweis. Um das zu zeigen beachten wir für jeden Morphismus f : X → Y in der
Basis sowie Objekte F über X und G über Y die natürlichen Isomorphismen

(S−1C )f (F ,G)

o
��

(S−1C )Y (f†F ,G)

colf
G S→G′

Cf (F ,G ′) ∼ // colf
G S→G′

CY (f†F ,G ′)

o

OO

Der Satz folgt.

Lemma 2.1.10 (Faserweise als globale Rechtsoresysteme). Seien p : C → B
eine Kofaserung und S ein faserweises Rechtsoresystem in C . Können wir für
jeden Morphismus der Basis einen Vorschub wählen, der S stabilisiert, so ist S
sogar ein globales Rechtsoresystem in C .
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2.1.11. In der Situation von Lemma 2.1.10 können wir insbesondere unsere Pro-
position 2.1.9 anwenden und erhalten durch Lokalisieren eine Kofaserung pS :
S−1C → B mit der Eigenschaft, daß kokartesische Morphismen in C kokarte-
sisch bleiben in S−1C .

Beweis. Jeder Linksbruch läßt sich zu einem Rechtsbruch umschreiben, das zeigt
das Diagramm

F // f†F //___ G ′

F ′ 66//

S

OO

f†F ′ //

S

OO

G

S

OO�
�
�

zeigt. Je zwei Morphismen, die durch Vorschalten eines S-Morphismus egalisiert
werden, können auch durch Nachschalten eines S-Morphismus egalisiert werden,
das zeigt das Diagramm

F %% ((// f†F // // G
S

���
�
�

F ′ //

S

OO

f†F ′
S

OO

G ′

Das Lemma ist bewiesen.

2.1.12 (Opponierte Aussagen zur Lokalisierung von Faserungen). Ist p : C →
B eine Faserung und S ein globales Linksoresystem in C , so erhalten wir du-
al zu 2.1.9 durch Lokalisieren wieder eine Faserung pS : S−1C → B mit der
Eigenschaft, daß kartesische Morphismen in C kartesisch bleiben in S−1C . Ist
p : C → B eine Faserung und S ein faserweises Linksoresystem in C und
können wir für jeden Morphismus der Basis einen Rückholfunktor wählen, der
unser faserweises Linksoresystem S stabilisiert, so ist S opponiert zu 2.1.10 ein
globales Linksoresystem in C und wir erhalten durch Lokalisieren wieder eine
Faserung pS : S−1C → B mit der Eigenschaft, daß kartesische Morphismen in
C kartesisch bleiben in S−1C .
Vorschau 2.1.13. Die Lokalisierung von Kofaserungen nach faserweisen Links-
oresystemen beziehungsweise von Faserungen nach faserweisen Rechtsoresyste-
men ist delikater. In 2.4.10, 2.4.11 und 2.4.12 diskutieren wir Annahmen, un-
ter denen in diesen Fällen die Lokalisierung wieder eine Kofaserung ist und die
Linksderivierten der Vorschübe die Vorschübe der lokalisierten Kofaserung sind.

2.2 Quisrechtsentfaltung von Garbenkomplexen
Definition 2.2.1. Sei A eine Kategorie. Unter einer angeordneten Filtrierung
eines Objekts A ∈ A verstehen wir einen Ordnungshomomorphismus (Aω)ω∈Ω

einer angeordneten Menge Ω in die teilgeordnete Menge der Unterobjekte von A.
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2.2.2. Seien A eine Kategorie und A ∈ A ein Objekt und (Aω)ω∈Ω eine angeord-
nete Filtrierung vonA. Existieren die filtrierenden Kolimites inA für angeordnete
Systeme von Unterobjekten von A und sind diese wieder Unterobjekte von A, so
setzen wir allgemein für Γ ⊂ Ω eine Teilmenge

AΓ := colf
η∈Γ

Aη und speziell A<ω := colf
η<ω

Aη.

2.2.3. Gegeben eine Garbe F auf einem topologischen Raum X erklären wir ih-
re Kardinalität card(F) := card(F̄) als die Kardinalität ihres étalen Raums.
Gegeben ein Komplex von Garben F setzen wir card(F) := max(card(F i)).

Proposition 2.2.4 (Enge Filtrierungen exakter Garbenkomplexe). SeienX ein
topologischer Raum und α := max(card(X), card(N)).

1. Für jeden surjektiven Morphismus f : A� B in Ab/X gibt es A0 ⊂ A mit
card(A0) ≤ α card(B) und f : A0 � B;

2. Jeder von Null verschiedene exakte Komplex T 6= 0 in Ket(Ab/X) be-
sitzt einen von Null verschiedenen exakten Unterkomplex 0 6= S ⊂ T mit
card(S) ≤ α;

3. Jeder exakte Komplex T in Ket(Ab/X) besitzt eine wohlgeordnete Filtrie-
rung durch Unterkomplexe Tω, bei der alle Subquotienten Tω/T<ω exakt
sind von einer Kardinalität card(Tω/T<ω) ≤ α und es ω gibt mit Tω = T .

Beweis. 1. Wir wählen für jedes Element eines jeden Halms bx ∈ Bx eine of-
fene Umgebung U ⊂◦ X von x und t ∈ A(U) mit tx 7→ bx. Das liefert einen
Morphismus

⊕
(U,t) ZU⊂X → A mit der Eigenschaft, daß sein Bild A0 surjek-

tiv auf B geht. Unsere direkte Summe ist eine Untergarbe der direkten Summe⊕
(U,t) ZX von konstanten Garben, deshalb kann man ihre Kardinalität abschätzen

durch α card(B).

2. Sicher finden wir einen Index j mit ker(T j → T j+1) 6= 0 und eine von Null
verschiedene Untergarbe Sj dieses Kerns mit card(Sj) ≤ α. Dann bilden wir den
Pullback

Sj // T j

M j−1

OO

// T j−1

OO

Er ist auch auf den Halmen ein Pullback, also gilt M j−1 � Sj . Nach Teil 1 finden
wir eine Untergarbe M j−1

0 ⊂M j−1 mit card(M j−1
0 ) ≤ α und M j−1

0 � Sj . Dann
nehmen wir Sj−1 := M j−1 und machen induktiv weiter.
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3. Wir finden nach dem Zorn’schen Lemma eine maximale wohlgeordnete Familie
von Unterkomplexen (Tω)ω∈Ω mit allen fraglichen Eigenschaften mit Ausnahme
der letzten. Sie sind alle exakt, denn sonst gäbe es einen kleinsten Index ω, für
den Tω nicht exakt wäre, und dann wäre T<ω exakt und Tω/T<ω exakt und damit
Tω doch exakt nach der langen exakten Homologiesequenz. Also ist auch ihr Ko-
limes TΩ exakt. Ist dieser Komplex bereits ganz T , so sind wir fertig. In jedem
Fall ist T/TΩ exakt, und ist es nicht Null, so finden wir darin einen von Null ver-
schiedenen exakten Unterkomplex einer Kardinalität≤ α. Durch sein Urbild in T
könnten wir dann unsere wohlgeordnete Familie vergrößern im Widerspruch zur
Maximalität.

Korollar 2.2.5 (Testen auf Quisrechtsentfaltetheit mit kleinen Komplexen).
Seien X ein topologischer Raum und α := max(card(X), card(N)). Ist J ein
Komplex aus injektiven Garben und gilt HotAb /X(T, J) = 0 für jeden exakten
Komplex T mit card(T ) ≤ α, so folgt HotAb /X(T, J) = 0 für jeden exakten
Komplex.

Beweis. Sei T ein beliebiger exakter Komplex. Nach 2.2.4 besitzt T eine wohl-
geordnete Filtrierung durch Unterkomplexe Tω mit card(Tω/T<ω) ≤ α ∀ω und
Tω = T für mindestens ein ω. Die Komplexe Ab/X(Tω, J) von abelschen Grup-
pen bilden dann ein transfinit surjektives System von Komplexen, dessen Kern-
komplexe

ker

(
Ab/X(Tω, J)→ limf

η<ω
Ab/X(Tη, J)

)
= Ab/X(Tω/T<ω, J)

nach unseren Annahmen an jeder Stelle exakt sind. Mit [TS] 7.1.50 folgt, daß
auch Ab/X(T, J) exakt ist.

2.2.6. Gegeben ein Universum U im Sinne von [LA2] 7.11.3 mit N ∈ U und X ∈
U ein topologischer Raum bezeichne UAb/X die Kategorie der abelschen Garben
aus U alias der abelschen Garben mit allen Gruppen von Schnitten über offenen
Teilmengen Elementen von U. Das ist eine abelsche Kategorie, die Kolimiten und
Limiten über alle solche Systeme besitzt, deren Indexkategorie Objektmenge und
Morphismenmenge aus U hat.

Lemma 2.2.7 (Nullhomotopmachen von Morphismen). Sei U ein Universum
mit N ∈ U. Seien X ∈ U ein topologischer Raum, E ∈ U eine Menge und A, Te ∈
Ket(UAb/X) für e ∈ E Komplexe von abelschen Garben auf X mit Te exakt.
Sei (fe : Te → A)e∈E eine Familie von Morphismen nach A. So gibt es einen
injektiven Quasiisomorphismus g : A ↪→ B in einen Komplex B ∈ Ket(UAb/X)
derart, daß alle g ◦ fe nullhomotop sind.
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Beweis. Wir wählen auf E eine Wohlordnung und nennen diese wohlgeordnete
Menge Ω. Dann konstruieren wir mit transfiniter Induktion ein direktes System
(Bω)ω∈Ω von Komplexen mit injektiven Quasiisomorphismen gω : A ↪→ Bω und
gω ◦ fω nullhomotop durch

Tω → A ↪→ colf
η<ω

Bη → Bω

mit Bω dem Abbildungskegel der Komposition der beiden vorderen Morphis-
men. Ist ω ∈ Ω das kleinste Element, so ist der „leere Kolimes“ als A sel-
ber zu verstehen, also als das „initiale Objekt in der Kategorie der Komplexe
mit einem ausgezeichneten Morphismus von A dorthin“. Schließlich löst dann
g : A ↪→ B := colfω∈Ω Bω unser Problem.

Lemma 2.2.8. Sei U ein Universum mit N ∈ U. Seien X ∈ U ein topologischer
Raum und A ∈ Ket(UAb/X) ein Komplex von abelschen Garben auf X . So exis-
tieren ein Komplex B ∈ Ket(UAb/X) und ein injektiver Quasiisomorphismus
h : A ↪→ B mit der Eigenschaft, daß h(Ai) in einer injektiven Untergarbe von Bi

liegt für alle i ∈ Z.

Beweis. Wir wählen für alle i eine Einbettung f i : Ai ↪→ J i in eine injektive
Garbe aus UAb/X . Wir bilden den Komplex Ki = J i⊕ J i+1 mit dem Differential
d(x, y) = (y, 0). Die Einbettung (f i, f i+1d)> : Ai ↪→ Ki ist dann eine Kettenab-
bildung. Wir bilden nun erst den Kokernkomplex (Ci) dieser Kettenabbildung und
dann den Komplex [−1] Keg(K → C). Die natürliche Kettenabbildung von A in
diesen letzten Komplex hat schließlich die gesuchten Eigenschaften.

Proposition 2.2.9. Sei U ein Universum mit N ∈ U. Seien X ∈ U ein topologi-
scher Raum, E ∈ U eine Menge und Te ∈ Ket(UAb/X) exakte Komplexe von
abelschen Garben auf X . So gibt es für jeden Komplex A ∈ Ket(UAb/X) einen
Quasiisomorphismus A →̆ I zu einem Komplex I ∈ Ket(UAb/X) aus injektiven
Garben mit

HotAb/X (Te, I) = 0 ∀e ∈ E

Beweis. Sei α eine Kardinalität einer Menge aus U mit α ≥ card(Te) für al-
le e ∈ E und α ≥ max(card(X), card(N)). Sei Γ die kleinste wohlgeordnete
Menge unseres Universums mit card(Γ) > α. Wir konstruieren ein direktes Sys-
tem (Jγ)γ∈Γ von Komplexen abelscher Garben und beginnen mit J0 := A. Dann
wählen wir mit 2.2.7 injektive Quasiisomorphismen

colf
η<γ

Jη ↪→ Jγ

induktiv so, daß alle Morphismen von irgendwelchen Te in den Kolimes null-
homotop werden unter dem Nachschalten des Morphismus nach Jγ . Nach 2.2.8
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dürfen wir zusätzlich annehmen, daß die Bilder unserer Injektionen in jedem Grad
jeweils in injektiven Untergarben enthalten sind. Ich behaupte, daß dann der Ko-
limes

colf
γ∈Γ

Jγ

die gesuchte Eigenschaft hat. In der Tat muß jeder Morphismus von einem Te
dorthin aus Kardinalitätsgründen bereits in einem der Jγ landen, vergleiche etwa
[AL] 5.4.8, und damit nullhomotop werden. Weiter muß unser Kolimes aus in-
jektiven Garben bestehen, da er das Injektivitätskriterium über Ideale [TG] 3.5.9
erfüllt.

Satz 2.2.10 (Existenz von Quisrechtsentfaltungen). Sei U ein Universum mit
N ∈ U und sei X ∈ U ein topologischer Raum. So besitzt jeder Komplex A ∈
Hot(UAb/X) eine Quisrechtsentfaltung in Hot(UAb/X) durch einen Komplex aus
injektiven Garben.

2.2.11. Das zeigt, daß gegeben ein Universum U mit N ∈ U und X ∈ U ein
topologischer Raum Der(UAb/X) eine ~U∈-Kategorie ist. Es zeigt auch, daß der
Übergang zu einem größeren Universum einen volltreuen Funktor zwischen den
jeweiligen derivierten Kategorien von abelschen Garben auf einem vorgegebenen
Raum liefert.

2.2.12. Eine Quisrechtsentfaltung muß keineswegs durch einen Komplex aus in-
jektiven Garben gegeben sein. In der Homotopiekategorie kann ja ein Komplex
aus injektiven Garben durchaus isomorph sein zu Komplexen, die nicht aus injek-
tiven Garben bestehen.

Ergänzung 2.2.13. Ist zusätzlichO ∈ UAb/X eine Garbe von Ringen, so gilt das-
selbe für die Kategorie Hot(UAb/(X,O)) der Garben von O-Moduln aus UAb/X .
Der Beweis bleibt mutatis mutandis derselbe.

Beweis. Sei (Te)e∈E ein Repräsentantensystem für die Isomorphieklassen exakter
Komplexe in Ket(UAb/X) einer Kardinalität ≤ max(card(X), card(N)). Kon-
struieren wir zu dieser Familie einen QuasiisomorphismusA →̆ I zu einem Kom-
plex aus injektiven Garben wie in 2.2.9, so folgt mit unserem Korollar 2.2.5, daß
I in Hot(UAb/X) bereits quisrechtsentfaltet sein muß.

Proposition 2.2.14 (Produkte und Koprodukte in derivierten Kategorien). Sei
A eine abelsche Kategorie.

1. Ist (Ci)i∈I eine Familie quisrechtsentfalteter Komplexe aus KetA und exis-
tiert jeweils das Produkt derCq

i inA, so liefert der Komplex der gliedweisen
Produkte ein Produkt der Ci in KetA,HotA und DerA;
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2. Besitzt jedes Objekt von HotA eine Quisrechtsentfaltung und ist (Di)i∈I eine
Familie von Komplexen aus KetA und existiert jeweils das Koprodukt der
Dq
i in A, so liefert der Komplex der gliedweisen Koprodukte ein Koprodukt

der Di in KetA,HotA und DerA.

2.2.15. Die Frage allgemeinerer Limites und Kolimites in derivierten Kategorien
behandeln wir hier nicht weiter. Die im gleich folgenden Beweis gegebene Argu-
mentation direkt zu verallgemeinern scheitert daran, daß ?? nicht in der nötigen
Allgemeinheit gezeigt wurde.

Beweis. 1. Wir wissen bereits aus ??, daß der Komplex der gliedweisen Produkte
ein Produkt in der Homotopiekategorie HotA ist. Nach ?? ist weiter jeder Li-
mes in HotA von quisrechtsentfalteten Komplexen wieder quisrechtsentfaltet. Da-
mit folgt die Behauptung aus unseren allgemeinen Erkenntnissen ?? über Limites
rechtsentfalteter Objekte in Lokalisierungen.

2. Wir wissen bereits aus ??, daß der Komplex der gliedweisen Koprodukte ein
Koprodukt in der Homotopiekategorie HotA ist. Unter unseren Annahmen besitzt
weiter der Lokalisierungsfunktor HotA → DerA einen Rechtsadjungierten und
vertauscht folglich mit Kolimites und insbesondere mit Koprodukten.

2.2.16. Ist A eine abelsche Kategorie und besitzt jedes Objekt von HotA eine
Quisrechtsentfaltung und hat A alle I-Produkte und alle I-Koprodukte, so gilt
dasselbe für DerA. Das alles folgt leicht aus unserer Proposition 2.2.14.

2.2.17 (Spezielle Produkte in derivierten Kategorien). Ist A eine abelsche Ka-
tegorie mit genug Injektiven und sind Fn ∈ Hot≥n(A) gegeben für n ≥ 0, so ist
das gliedweise Produkt der Fn auch das Produkt in der derivierten Kategorie. In
der Tat finden wir Quasiisomorphismen Fn →̆ In mit In ∈ Hot≥n(iA) und die-
se sind Quisrechtsentfaltungen und diese Quasiisomorphismen induzieren einen
Quasiisomorphismus vom gliedweisen Produkt der Fn in das gliedweise Produkt
der In, das seinerseits nach 2.2.14 ein Produkt in Der(A) ist. Die Besonderheit
dieser Situation liegt darin, daß in diesem speziellen Fall „bei der Konstruktion
der gliedweisen Produkte nur endliche Produkte inA zu betrachten sind“. So kann
man in dieser speziellen Situation Fragen der Exaktheit unendlicher Produkte aus
dem Weg gehen.

2.2.18 (Produkte und Koprodukte derivierter Modulgarben). Gegeben sei ein
geringter Raum X = (X,A). Existieren für eine Menge I alle I-Koprodukte in
der Kategorie der Modulgarben Ab/X , so existieren auch alle I-Koprodukte in
den Kategorien Ket(Ab/X), Hot(Ab/X), Der(Ab/X) und stimmen überein mit
den offensichtlichen „gliedweisen Koprodukten“. Das folgt mit dem zweiten Teil
unserer Proposition 2.2.14 aus der Existenz 2.2.13 von Quisrechtsentfaltungen für
beliebige Homotopiekomplexe unserer abelschen Kategorie. Existieren weiter für

41



eine Menge I alle I-Produkte in der Kategorie der Modulgarben Ab/X , so existie-
ren auch alle I-Produkte in den Kategorien Ket(Ab/X), Hot(Ab/X), Der(Ab/X)
und können als gliedweise Produkte von Quisrechtsentfaltungen berechnet wer-
den. Das folgt aus dem ersten Teil unserer Proposition 2.2.14.

2.2.19 (Produkte und Koprodukte derivierter Moduln). Gegeben sei ein Ring
A. Existieren für eine Menge I alle I-Koprodukte in der Kategorie der A-Moduln
ModA, so existieren auch alle I-Koprodukte in den Kategorien Ket(ModA), Hot(ModA),
Der(ModA) und stimmen überein mit den offensichtlichen gliedweisen Kopro-
dukten. Dasselbe gilt für Produkte und folgt mit dem zweiten Teil unserer Propo-
sition 2.2.14 aus der Existenz von Quisrechtsentfaltungen ?? und Quislinksentfal-
tungen ?? beliebiger Homotopiekomplexe in unserer abelschen Kategorie.

Übungen

Übung 2.2.20 (Derivierte Kategorie der Garben auf einem Koprodukt). Ist
ein Raum X eine disjunkte Vereinigung offener Teilmengen X =

⊔
i∈I Xi und

ist F ∈ Der(Ab/X) ein Komplex von Garben auf X , so induzieren die Einheiten
beziehungsweise Koeinheiten der jeweiligen Adjunktionen Isomorphismen⊕

i∈I

ini! in∗i F
∼→ F ∼→

∏
i∈I

ini∗ in∗i F

Zusätzlich erinnern wir daran, daß hier nach [TG] 4.9.11 die natürlichen Trans-
formationen Isotransformationen ini!

∼⇒ ini∗ sind. Hinweis: Für abelsche Garben
war der erste Isomorphismus [TG] 4.9.21. Für die Homotopiekategorien folgt es
unmittelbar. Für die derivierten Kategorien folgt es dann aus der Exaktheit der
beteiligten Funktoren. Für den zweiten Isomorphismus verwende man die Be-
schreibung von Produkten in Der(Ab/X) aus 2.2.18.

Übung 2.2.21 (Hyperkohomologie auf einem Koprodukt). Sei ein Raum X ei-
ne disjunkte Vereinigung offener Teilmengen X =

⊔
i∈I Xi und F ∈ Der(Ab/X)

ein Komplex von Garben aufX . Da derivierte direkte Bilder als Rechtsadjungierte
mit Produkten vertauschen, liefert einen Isomorphismus fin∗F

∼→
∏

i∈I fin∗ in∗i F
in Der(Ab). Da auch die FunktorenHq = DerAb(Z[−q], ) mit Produkten vertau-
schen, liefert diese Erkenntnis schließlich, daß die Rückzüge Isomorphismen

Hq(X;F)
∼→
∏
i∈I

Hq(Xi;F)

liefern. Das verallgemeinert unsere Erkenntnisse aus [TG] 4.3.28 auf die Hyper-
kohomologie.

Übung 2.2.22 (Produkte als Bilder). Ist X ein topologischer Raum und (Gi)i∈I
eine Familie von Objekten von Der(Ab/X) und sind emi : X → X × I die
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Einbettungen und ist ein Objekt G ∈ Der(Ab/X×I) gegeben zusammen mit Iso-
morphismen em∗i G

∼→ Gi, so liefern diese Isomorphismen zusammen nach 2.2.21
einen Isomorphismus G ∼→

∏
i∈I emi∗ Gi und das Anwenden des Vorschubs unter

der Projektion auf X liefert einen Isomorphismus

prX∗ G
∼→
∏
i∈I

Gi

Hinweis: Der derivierte Vorschub vertauscht als Rechtsadjungierter stets mit Pro-
dukten.

Übung 2.2.23 (Koprodukte als eigentliche Bilder). Seien X ein topologischer
Raum, (Gi)i∈I eine Familie von Objekten von Der(Ab/X) und emi : X → X × I
die Einbettungen. Gegeben ein Objekt G ∈ Der(Ab/X×I) zusammen mit Isomor-
phismen em∗i G

∼→ Gi liefern diese Isomorphismen zusammen nach 2.2.21 einen
Isomorphismus

⊕
i∈I emi! Gi

∼→ G und der eigentliche Vorschub unter der Pro-
jektion auf X ist exakt und das Anwenden des zugehörigen derivierten Funktors
liefert einen Isomorphismus ⊕

i∈I

Gi
∼→ prX! G

Hinweis: Lokal eigentlicher Basiswechsel [TG] 6.4.31.

Übung 2.2.24 (Verschwindungskriterium für derivierte Garben). Seien X ein
topologischer Raum und F ∈ Der(Ab/X) ein Komplex von abelschen Garben.
Besitzt jeder Punkt x ∈ X ein konfinales System von offenen Umgebungen U ⊂◦
X mit fin∗ j

∗F = 0 für j : U ↪→ X die Einbettung, so gilt bereits F = 0.
An dieser Stelle wird das erst mal nur für F ∈ Der+(Ab/X) gelingen, mit den
Resultaten aus 2.2 dann aber auch im Allgemeinen. Hinweis: Da nach [TG] 4.9.14
das Ausdehnen durch Null unter einer offenen Einbettung ein exakter Funktor ist,
macht der Rückzug unter einer offenen Einbettung quisrechtsentfaltete Komplexe
zu quisrechtsentfalteten Komplexen. Man mag die Aussage alternativ auch aus
2.2.26 folgern.

Ergänzung 2.2.25. Man kann also lokal prüfen, ob ein vorgegebener Garbenkom-
plex in der derivierten Kategorie das Nullobjekt ist. Daß das halmweise geprüft
werden kann, ist ja eh klar. Ein Komplex abelscher Garben ist eben exakt genau
dann, wenn er auf allen Halmen exakte Komplexe induziert. Man kann jedoch
nicht auf den Halmen prüfen, ob zwei Morphismen in der derivierten Kategorie
der Garben übereinstimmen, das geht nur bei echten Garben.

Übung 2.2.26 (Beschreibung der höheren Vorschübe). Gegeben eine stetige
Abbildung f : X → Y und ein Komplex F ∈ Der(Ab/X) auf X ist die q-te
Kohomologiegarbe seines derivierten Vorschubs Hq(f∗F) natürlich isomorph zu
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der zur Prägarbe V 7→ Hq(f−1(V );F) assoziierten Garbe. Das verallgemeinert
sowohl den in [TG] 6.6.2 besprochenen Fall einer abelschen Garbe F als auch
das Verschwindungskriterium 2.2.24, das sich aus dem Spezialfall f = id ergibt.
Für den Beweis kopiere man den Beweis von [TG] 6.6.2 und nutze die in 2.2.24
gegebenen Hinweise. Im Fall unbeschränkter Komplexe benötigt man auch hier
die Quisrechtsentfaltungen aus 2.2.
Übung 2.2.27 (Verschwindungskriterium für derivierte Garben, Variante).
SeienX, Y topologische Räume undF ∈ Der+(Ab/X×Y ) ein gegen die Differen-
tiale beschränkter Komplex von abelschen Garben. Besitzt jeder Punkt x ∈ X ein
konfinales System von offenen Umgebungen U ⊂◦ X mit prY ∗(j × id)∗F = 0 für
j : U ↪→ X die Einbettung, so gilt bereits F = 0. Mit den Resultaten aus 2.2 zei-
ge man dasselbe allgemeiner für einen beliebigen Komplex F ∈ Der(Ab/X×Y ).
Hinweis: Folgt aus dem Vorhergehenden.

2.3 Derivierte Garbenopfaserung
2.3.1. Wir erinnern aus [TG] 6.2.17 die Bifaserung Ab�Top → Top, die wir die
Garbenopfaserung genannt hatten und deren Fasern Ab�X opponiert sind zu den
üblichen Kategorien Ab/X von abelschen Garben auf X . Dazu bilden wir in of-
fensichtlicher Weise Funktoren Ket(Ab�Top) → Top und Hot(Ab�Top) → Top
mit Fasern Ket(Ab�X) beziehungsweise Hot(Ab�X). Der erste dieser Funktoren
ist offensichtlich ein Faserfunktor mit den auf Komplexen induzierten Funkto-
ren Ket(f (∗)opp) als Rückholfunktoren. Für den zweiten gilt dasselbe, gegeben
f : X → Y stetig und F ∈ Ket(Ab�X) sowie G ∈ Ket(Ab�Y ) erhalten wir sogar
einen Isomorphismus

Ab�X(F , f (∗)oppG)
∼→ Ab�f (F ,G)

von in offensichtlicher Weise erklärten Komplexen abelscher Gruppen und damit
auch einen Isomorphismus auf deren nullter Kohomologie. In Bezug auf den Fa-
serfunktor Hot(Ab�Top) → Top bilden nun die Quasiisomorphismen über den
Identitäten der Basis ein faserweises Oresystem, das unter allen Rückholfunk-
toren stabil ist. Nach 2.1.10 ist es damit sogar ein globales Linksoresystem in
Hot(Ab�Top). Wenn wir danach lokalisieren, erhalten wir nach 2.1.9 einen Faser-
funktor Der(Ab�Top) → Top mit Fasern Der(Ab�X). Seine Rückholfunktoren
sind die von unseren Rückzügen f ∗ = Lf (∗) : Der(Ab/Y ) → Der(Ab/X) aus
[TD] 3.4.17 auf den opponierten Kategorien induzierten Funktoren f ∗opp. Nach
[TD] 3.4.17 hat weiter f ∗ den Rechtsadjungierten f∗ = Rf(∗) und nach [TG]
6.3.13 ist damit unsere Faserung auch eine Kofaserung mit Vorschubfunktor f opp

∗ .
Wir nennen unseren Funktor

Der(Ab�Top)→ Top
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die derivierte Garbenopfaserung. Damit haben wir die ersten zwei der sechs
Funktoren des Sechs-Funktor-Formalismus konstruiert in Gestalt adjungierter Paa-
re (f ∗, f∗) und haben deren Beziehungen untereinander beschrieben. Die Verall-
gemeinerung zu Modulgarben diskutieren wir in 2.7.15.

2.3.2. Ist speziell f = finX : X → top die konstante Abbildung und F ∈
Der(Ab/X) ein Komplex abelscher Garben auf X , so haben wir

Hq(X;F) := Hq finX∗F

Diese Gruppe ist unsere q-te Hyperkohomologie vonX mit Koeffizienten inF aus
[TD] 3.4.16. Ist F eine abelsche Garbe, so notieren wir diese Gruppe wie bisher
Hq(X;F) und nennen sie wie bisher die Kohomologie von X mit Koeffizienten
in F .

Satz 2.3.3 (Halbseitig beschränkter derivierter eigentlicher Basiswechsel). Ge-
geben ein kartesisches Quadrat fq = pg topologischer Räume mit f, g eigent-
lich und separiert ist der Basiswechsel der derivierten Garbenopfaserung für
F ∈ Der+(Ab/X) ein Isomorphismus

p∗f∗F
∼→ g∗q

∗F

Beweis. Im Fall von Mengengarben und a forteriori von abelschen Garben ken-
nen wir diese Aussage bereits aus [TG] 6.3.24. Sie folgt unmittelbar für Komplexe
von abelschen Garben und desgleichen für Homotopiekomplexe. Ein Morphis-
mus in der derivierten Kategorie der Kategorie der abelschen Garben auf einem
topolgischen Raum ist nun ein Isomorphismus genau dann, wenn er unter dem
Rückzug auf jeden Punkt einen Isomorphismus liefert. Aufgrund der Transitivi-
tät von Basiswechseln [TG] 6.3.16 dürfen wir uns beim Beweis mithin auf den
Fall beschränken, daß p von einem einpunktigen Raum ausgeht. Nun wissen wir,
daß jeder Komplex F ∈ Hot+(Ab/X) aus welken abelschen Garben quisrecht-
sentfaltet ist für f(∗). Nach Annahme ist, wenn p von einem einpunktigen Raum
ausgeht, unser q : W → X die Einbettung eines relativ hausdorffschen Kompak-
tums. Nach [TG] 4.8.11 ist damit q(∗)F ein gegen die Differentiale beschränkter
Komplex von kompaktweichen und nach [TG] 4.8.12 für den Funktor der glo-
balen Schnitte g(∗) rechtsazyklischen abelschen Garben und ist damit nach [TD]
3.4.13 quisrechtsentfaltet für g(∗). Der Satz folgt.

Satz 2.3.4 (Unbeschränkter derivierter eigentlicher Basiswechsel). Sei ein kar-
tesisches Quadrat fq = pg topologischer Räume mit f, g eigentlich und separiert
gegeben. Hat g(∗) beschränkte homologische Dimension, so ist der Basiswechsel
der derivierten Garbenopfaserung für beliebiges F ∈ Der(Ab/X) ein Isomor-
phismus

p∗f∗F
∼→ g∗q

∗F
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Beweis. Nach 2.2.10 besitzt jeder Komplex abelscher Garben eine Quisrechts-
entfaltung durch einen Komplex injektiver Garben. Wir dürfen also ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit annehmen, daß F bereits selbst so ein Komplex
ist. Aus dem halbseitig beschränkten Fall 2.3.3 folgt, daß dann q(∗)F ein Komplex
aus g(∗)-rechtsazyklischen Garben ist. Damit ist q(∗)F nach unseren Erkenntnissen
[TD] 3.6.4 über das Derivieren homologisch endlicher Funktoren und der Quis-
rechtsentfaltbarkeit beliebiger Garbenkomplexe 2.2.10 quisrechtsentfaltet für g(∗)
und der Satz folgt.

Übungen
Übung 2.3.5. Seien f : X → Y eine stetige Abbildung und φ ∈ Der�f (F ,G)
ein Morphismus derivierter abelscher Garben darüber alias ein Element des Mor-
phismenraums Der/X(f ∗G,F). Sind F ,G abelsche Garben, so ist das schlicht ein
Komorphismus G → F über f . Die Einheit der Adjunktion G → f∗f

∗G induziert
nun einen Morphismus

finY ∗ G → finY ∗ f∗f
∗G ∼→ finX∗ f

∗G → finX∗F

und so einen Morphismus Hq(Y ;G)→ Hq(X;F). Man zeige, daß er unser Rück-
zug auf der Garbenkohomologie aus [TG] 4.3.7 ist.

2.4 Lokalisieren durch Anpassung
2.4.1. Unter einem starken Vorschub verstehen wir im folgenden wie in [TG] 6.3.3
einen Vorschub mit stark kokartesischem Transportmorphismus.

Definition 2.4.2. Unter einer vollen Unterkofaserung eines Funktors C → B
verstehen wir eine volle Unterkategorie D ⊂ C derart, daß die Objekte von D
für jeden Morphismus der Basis einen in Bezug auf C → B starken Vorschub
besitzen, der selbst wieder zu D gehört.

Definition 2.4.3. Seien C → B ein Funktor und S ein faserweises Linksoresys-
tem in C . Eine volle Unterkofaserung D ⊂ C heiße eine Linksanpassung für S,
wenn (1) die Menge T aller S-Morphismen aus D ein faserweises Oresystem in
D bildet, wenn (2) Vorschubfunktoren f† für Objekte von D so gewählt werden
können, daß sie unsere Menge T stabilisieren, und wenn es (3) für jedes C ∈ C
einen S-Morphismus D → C gibt mit D ∈ D .

2.4.4. Opponiert zu 2.4.2 erklären wir für C → B einen Funktor und S ein faser-
weises Rechtsoresystem in C eine Rechtsanpassung als eine volle Unterfaserung
unseres Funktors mit entsprechenden Eigenschaften.
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Beispiel 2.4.5. Ganz C ist eine Linksanpassung für eine Kofaserung C → B mit
faserweisem Linksoresystem S genau dann, wenn S ein faserweises Oresystem
ist und die Bedingung 2.1.10 erfüllt, die sicherstellt, daß S sogar zusätzlich ein
globales Rechtsoresystem ist.
Beispiel 2.4.6. Wir betrachten als Basis B die Kategorie aller Mengen der Gestalt
{1, . . . , n} mit n ≥ 0 und monoton wachsenden Abbildungen als Morphismen.
Wir halten einen topologischen Raum X fest und nehmen als Objekte von C
über {1, . . . , n} Tupel (F1, . . . ,Fn) von Komplexen abelscher Garben auf X und
als Morphismen über einer monoton wachsenden Abbildung entsprechende Tu-
pel von multiadditiven Morphismen von Komplexen abelscher Garben. Für den
Vorschub unter der konstanten Abbildung c : {1, 2} → {1} etwa haben wir dann
natürliche Isomorphismen

c†(F1,F2)
∼→ F1 ⊗F2

Zu dieser Kofaserung C → B betrachten wir das faserweise Linksoresystem S
aller Tupel von Quasiisomorphismen in den Fasern. Es ist sogar ein faserweises
Oresystem, ist jedoch nicht stabil unter Vorschub und wir können deshalb 2.1.10
und 2.1.9 nicht anwenden, um die Lokalisierung zu beschreiben. Wir finden je-
doch eine Linksanpassung in Gestalt aller Tupel von Komplexen flacher Garben.
Die Bedingung (2) an eine Linksanpassung läuft dabei auf die Erkenntnis [TD]
3.8.11 hinaus, daß das Tensorieren mit einem Komplex flacher Garben Quasiiso-
morphismen zu Quasiisomorphismen macht.
2.4.7 (Eigenschaften von Linksanpassungen). Gegeben C → B ein Funktor
und S ein faserweises Linksoresystem in C und D ⊂ C eine Linksanpassung
für S ist die Menge T der S-Morphismen in D nach 2.1.10 ein globales Rechtso-
resystem in D , denn T ist nach Annahme ein faserweises Rechtsoresystem in D .
Weiter bemerken wir, daß nach 2.1.11 der induzierte Funktor T−1D → B ein Ko-
faserfunktor ist und daß kokartesische Morphismen aus D kokartesisch bleiben in
der Lokalisierung T−1D . Schließlich induziert nach 2.1.5 die Einbettung für alle
X ∈ B einen Isomorphismus T−1

X DX
∼→ (T−1D)X und nach [TD] 1.4.20 sind

die auf den Lokalisierungen der Fasern induzierten Funktoren Äquivalenzen

T−1
X DX

≈→ S−1
X CX

Satz 2.4.8 (Lokalisierung durch Linksanpassung). Gegeben C → B ein Funk-
tor und S ein faserweises Linksoresystem in C und D ⊂ C eine Linksanpassung
für S und T die Menge aller S-Morphismen aus D ist der offensichtliche Funktor
eine Äquivalenz

T−1D
≈→ S−1C

Ergänzung 2.4.9. Ich wüßte gerne, ob dieser Satz aus allgemeinen Aussagen über
Modellkategorien gefolgert werden kann.
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Beweis. Wir konstruieren einen quasiinversen Funktor. In einem ersten Schritt
wählen wir für jedes X ∈ B und jedes C ∈ CX ein Objekt D = D(C) ∈ DX

zusammen mit einem S-Morphismus D → C. Gegeben f : X → X ′ und darüber
ein Morphismus ϕ : C → C ′ in C erklären wir weiter einen Morphismus ϕ̃ :
D → D′ über f in T−1D durch das Diagramm

f†D

!!C
C

C
C

��2
22222222222222

D

S
��

88ppppppppppppp
D′

S
��

C
ϕ // C ′

Die durchgezogenen Pfeile bedeuten Morphismen in C , der gestrichelte Pfeil da-
hingegen einen Morphismus in T−1

X′ DX′ , der durch das Kommutieren des rechten
Dreiecks in S−1

X′CX′ festgelegt wird. Jetzt prüfen wir, daß die Vorschrift C 7→
D(C), ϕ 7→ ϕ̃ ein Funktor C → T−1D ist. Dazu betrachten wir einen weiteren
Morphismus g : X ′ → X ′′ und darüber ψ : C ′ → C ′′ und bilden das Diagramm

g†f†D

##G
G

G
G

G

))

f†D
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C

C
C
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g†D
′
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D

S
��

88ppppppppppppp
D′

S
��

55kkkkkkkkkkkkkkkkkk
D′′

S
��

C
ϕ // C ′

ψ // C ′′

Dessen obere Raute entstehe durch Anwenden des Funktors g† : T−1
X′ DX′ →

T−1
X′′DX′′ auf f†D 99K D′ und verwendet unsere Erkenntnis vom Beginn des Be-

weises, daß T−1D → B eine Kofaserung ist mit den Lokalisierungen der ur-
sprünglichen Fasern als neuen Fasern, wobei der Funktor in die Lokalisierung
kokartesische Morphismen zu kokartesischen Morphismen macht. Man muß nun
zeigen, daß der lange gekrümmte Pfeil, wenn er durch die universelle Eigenschaft
von Vorschüben erklärt wird, auch das Dreieck rechts von ihm mit g†D′ als dritter
Ecke in S−1

X′′CX′′ zum Kommutieren bringt. Dazu erinnern wir, daß wir nach ??
unseren Morphismus f†D 99K D′ aus S−1

X′CX′ durch einen Linksbruch [t, A, a]
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repräsentieren können, und zwar so, daß im linken Teil des Diagramms

f†D

!!C
C

C
C

##

Atoo

a
��
D′

S
��
C ′

g†f†D

##G
G

G
G

G

$$

g†A
g†too

g†a

��
g†D

′

��
C ′′

erstens das Teildiagramm mit den durchgezogenen Linien sogar in CX′ kommu-
tiert und daß zweitens sogar giltA ∈ DX′ und a forteriori t ∈ T . Daraus folgt aber,
daß auch das rechte Diagramm in seinen durchgezogenen Pfeilen in CX′′ kommu-
tiert, wenn wir die Morphismen nach C ′′ vermittels der universellen Eigenschaft
des starken Vorschubs g† erklären. Das hinwiederum zeigt, daß das Dreieck im
rechten Diagramm mit dem langen gekrümmten Pfeil in S−1

X′′CX′′ kommutiert.
Das zeigt hinwiederum, daß unsere Vorschrift in der Tat ein Funktor C → T−1D
ist. Offensichtlich induziert er einen Funktor S−1C → T−1D und man sieht ohne
weitere Schwierigkeiten, daß dieser Funktor der gesuchte Quasiinverse ist. Be-
sonders bequem geht das unter Verwendung unserer Erkenntnis [TD] 1.2.20, daß
jeder Lokalisierungsfunktor volldicht ist.

Korollar 2.4.10 (Lokalisierung bei Existenz einer Linksanpassung). Seien p :
C → B ein Funktor und S ein faserweises Linksoresystem in C . Gibt es eine
Linksanpassung für S, so gilt:

1. Der von p induzierte Funktor S−1C → B ist eine Kofaserung;

2. Die Einbettungen liefern Isomorphismen S−1
U CU

∼→ (S−1C )U für jeden
Funktor U → B in die Basis;

Beweis. Sei D ⊂ C eine Linksanpassung und T die Menge der S-Morphismen
in D . Wir wissen aus 2.4.8, daß der von der Einbettung induzierte Funktor eine
Äquivalenz

T−1D
≈→ S−1C

ist, und wir wissen aus 2.4.7, daß T−1D → B eine Kofaserung ist. Folglich
muß auch S−1C → B eine Kofaserung sein. Um die zweite Aussage zu zeigen,
betrachten wir das kommutative Funktordiagramm

T−1
U DU

∼ //

oo
��

(T−1D)U

oo
��

S−1
U CU

// (S−1C )U
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Der obere Isomorphismus kommt von 2.1.8 her, die rechte Äquivalenz von der
Äquivalenz T−1D

≈→ S−1C und die linke Äquivalenz von derselben Äquivalenz
im Fall der Linksanpassung DU ⊂ CU .

Korollar 2.4.11 (Lokalisierung einer Kofaserung durch Linksanpassung). Sei-
en p : C → B eine Kofaserung und S ein faserweises Linksoresystem in C und
D ⊂ C eine Linksanpassung für S. So gilt:

1. Für jeden Morphismus f : X → Y der Basis ist jedes Objekt von DX

als Objekt von CX linksentfaltet in Bezug auf SX für den Vorschubfunktor
gefolgt von der Lokalisierung Qf† : CX → S−1

Y CY ;

2. Genau dann ist E ∈ CX ein Qf†-linksentfaltetes Objekt, wenn der Trans-
portmorphismus E → f†E in der Lokalisierung S−1C kokartesisch bleibt.

2.4.12 (Vorschübe als derivierte Funktoren). Betrachten wir in der Situation des
Korollars einen Morphismus f : X → Y in der Basis und eine Qf†-Entfaltung
E → C von C ∈ CX , kürzen den Linksderivierten mit Lf† := L(Qf†) ab, bilden
das kommutative Diagramm

E

S

��

// f†E

��

Lf†E
∼oo

o
��

C // f†C
Lf†Coo

und lassen darin f†C weg, so ist die Komposition in S−1C der restlichen Mor-
phismen nach unserem Satz ein kokartesischer Morphismus

C → Lf†C

in Bezug auf die Kofaserung S−1C → B. In der Tat ist sie eine Komposition von
Isomorphismen über Identitäten mit dem nach Teil 2 unseres Korollars kokartesi-
schen Morphismus dazwischen.

Beispiel 2.4.13. In der Situation von Beispiel 2.4.6 liefert uns dieses Korollar
eine Kofaserung über derselben Basis mit Tupeln (F1, . . . ,Fn) von Objekten der
derivierten Kategorie der abelschen Garben auf unserem festen Raum als Fasern
und natürlichen Isomorphismen c†(F1,F2)

∼→ F1 ⊗ F2 im Fall von Komplexen
flacher Garben.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition einer Linksanpassung.
Um die zweite Aussage zu zeigen, wählen wir einen S-Morphismus D → E mit
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D ∈ DX und betrachen mit einer T und insbesondere D stabilisierenden Wahl
von f† das kommutative Diagramm

D

S
��

// f†D

��
E // f†E

Da nach 2.4.7 der Transportmorphismus D → f†D kokartesisch ist für T−1D →
B, ist die untere Horizontale kokartesisch für S−1C → B genau dann, wenn
die rechte Vertikale einen Isomorphismus in (S−1C )Y und nach 2.4.10 gleichbe-
deutend einen Isomorphismus in S−1

Y CY induziert. Da wir D bereits als SX-Qf†-
linksentfaltet erkannt haben für Qf† : CX → S−1

Y CY , ist das gleichbedeutend
dazu, daß auch E linksentfaltet ist für SX und Qf†. So folgt die zweite Aussa-
ge.

2.5 Deriviertes Tensorieren von Moduln
2.5.1 (Lokalisierung von Schmelzkategorien). Seien M eine Schmelzkategorie
und S eine Menge von Einsverschmelzungen in M . In 2.5.3 konstruieren wir
ein Paar (MqS, can) bestehend aus einer Schmelzkategorie MqS mitsamt einem
Schmelzfunktor can : M →MqS derart, daß gilt:

1. Alle Einsverschmelzung aus S werden unter can invertierbar in MqS;

2. Ist F : M → N ein Schmelzfunktor, unter dem alle Einsverschmel-
zungen aus S invertierbar werden, so gibt es genau einen Schmelzfunktor
F̃ : MqS → N mit F = F̃ ◦ can.

Natürlich ist ein derartiges Paar in der üblichen Weise eindeutig bis auf eindeuti-
gen Isomorphismus. Wir erlauben uns deshalb den bestimmten Artikel und nennen
(MqS, can) die Lokalisierung von M an S.

2.5.2. Gegeben eine Schmelzkategorie M mit einer Menge S von Einsverschmel-
zungen weiß ich nicht, ob der offensichtliche Funktor (EM )S → E(MqS) von der
Lokalisierung der zugehörigen einfachen Kategorie in die einfache Kategorie ih-
rer Lokalisierung als Schmelzkategorie im allgemeinen ein Isomorphismus von
Kategorien sein muß. Das ist meine Motivation für die Notation der „Lokalisie-
rung als Schmelzkategorie“ mit einem vorgestellten q.
2.5.3 (Lokalisierung von Schmelzkategorien, Existenz). Um die Lokalisierung
einer Schmelzkategorie M an einer Menge S von Einsverschmelzungen zu kon-
struieren, betrachten wir in der zugehörigen Familienkategorie M g die Menge Sq
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aller Morphismen, die Tupel von Einsverschmelzungen aus S sind und die insbe-
sondere unter dem Indexfunktor auf eine Bijektion geworfen werden, und bilden
im Sinne von [TD] 1.2 die Lokalisierung M g

Sq der Familienkategorie mit dem vom
Indexfunktor induzierten Funktor nach Ens. Es ist klar, daß das Vertupeln für je
zwei Objektkleinfamilien A,B und jede Abbildung ϕ : Ā → B̄ ihrer Indexmen-
gen eine Bijektion ∏

j∈B̄

Mg
Sq(A|ϕ−1(j), Bj)

∼→ (Mg
Sq)ϕ(A,B)

induziert. Wir können also die Morphismen zu Einobjektfamilien als die Ver-
schmelzungen unserer lokalisierten Schmelzkategorie nehmen und vermittels obi-
ger Bijektionen unsere Multiverknüpfungen erklären und erhalten so wieder eine
Schmelzkategorie. Der Schmelzfunktor M → MqS mit der geforderten univer-
sellen Eigenschaft ist der offensichtliche.

2.5.4 (Leerverschmelzungsfunktor der Lokalisierung). Sei M eine Schmelz-
kategorie und S eine Menge von Einsverschmelzungen. Macht der Leerverschmel-
zungsfunktor L alle Morphismen s ∈ S zu Bijektionen, so induziert er einen
Schmelzfunktor MqS → kEns wir erhalten einen ausgezeichneten Isomorphis-
mus zwischen diesem Schmelzfunktor und dem Leerverschmelzungsfunktor der
Lokalisierung MqS .

2.5.5. In derselben Weise und formal durch Übergang zur opponierten Kategorie
erklären wir auch die Lokalisierung einer Trennkategorie an einer Menge S von
Einstrennungen.

Satz 2.5.6. Für die Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe Hot(Ab) aus [TS]
?? und ihre Lokalisierung nach Quasiisomorphismen gilt:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus

(E Hot(Ab))qis
∼→ E(Hot(Ab)qqis)

Wir erklären die Schmelzkategorie der derivierten abelschen Gruppen
als

Der(Ab) := Hot(Ab)qqis

2. Die Schmelzkategorie Der(Ab) besitzt stabil universelle Verschmelzungen,
wir notieren sie ⊗ = ⊗L = ⊗Der(Ab). Jede universelle Verschmelzung
in Hot(Ab) zwischen Komplexen abelscher Gruppen, von denen höchs-
tens einer nicht aus flachen abelschen Gruppen besteht, bleibt universell
in Der(Ab);
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3. Die Schmelzkategorie Der(Ab) besitzt internes Hom. Ist A ein Komplex
aus freien abelschen Gruppen oder B ein Komplex aus injektiven abelschen
Gruppen, so stimmt das in der derivierten Kategorie gebildete Homobjekt
AVB mit dem in der Homotopiekategorie gebildeten Homobjekt überein;

4. Die übliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der(Ab) ist intern im Sinne von [TD] 2.3.4.

2.5.7 (Totale Homologie als Schmelzfunktor). Wir erinnern den Schmelzfunktor
der totalen Homologie H : Hot(Ab) → sgAb von der Schmelzkategorie der Ho-
motopiekomplexe in die Schmelzkategorie der supergraduierten abelschen Grup-
pen aus [TSK] 2.4.19. Er faktorisiert offensichtlich über die Lokalisierung nach
Quasiisomorphismen und induziert so einen Schmelzfunktor

H : Der(Ab)→ sgAb

2.5.8. Der LeerverschmelzungsfunktorH0 von Hot(Ab) macht Quasiisomorphis-
men zu Quasiisomorphismen und induziert folglich einen Schmelzfunktor H0 :
Der(Ab)→ kEns. Unsere Überlegungen 2.5.4 liefern eine ausgezeichnete Isotrans-
formation dieses Funktor zum Leerverschmelzungsfunktor von Der(Ab). Er fak-
torisiert in offensichtlicher Weise über v : Ab → kEns und versieht so nach
[TSK] 2.4.4 die Schmelzkategorie Der(Ab) mit einer additiven Struktur.

Beweis. Wir wenden unsere Korollare 2.4.10 und 2.4.11 zur Lokalisierung durch
Linksanpassung an auf den Indexfunktor p : Hot(Ab)g → Ensf. Er ist ein Kofa-
serfunktor, da die fraglichen Homotopiekomplexe nach [TSK] 2.4.18 stabil uni-
verselle Verschmelzungen haben. Für diesen Funktor bilden die Tupel von Quasi-
isomorphismen über Identitäten nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Oresystem. Für
dieses faserweise Oresystem der Quasiisomorphismen ist nun die Unterkatego-
rie Hot(flAb)g aller Tupel von Homotopiekomplexen flacher abelscher Gruppen
eine Linksanpassung, denn die Tupel von Quasiisomorphismen über Identitäten
bilden darin, immer noch nach [TD] 2.5.3, weiter ein faserweises Oresystem,
das Tensorprodukt macht aus flachen abelschen Gruppen flache abelsche Grup-
pen, das Tensorprodukt von Quasiisomorphismen zwischen Komplexen flacher
abelscher Gruppen ist nach [TD] 3.8.15 wieder ein Quasiisomorphismus, und
nach [TD] 3.6.5 finden wir für jeden Komplex abelscher Gruppen einen Qua-
siisomorphismus von einem Komplex flacher abelscher Gruppen dorthin. Das
Tensorprodukt mit einem Komplex flacher abelscher Gruppen macht nach [TD]
3.8.15 sogar einen beliebigen Quasiisomorphismus in Ket(Ab) zu einem Quasi-
isomorphismus. Wir sehen so, daß der FunktorA⊗Der(Ab) des Darantensorieren in
der Schmelzkategorie Der(Ab) isomorph ist zu unserem derivierten Tensorieren
L(A⊗) : Der(Ab) → Der(Ab) aus [TD] 3.8.15, von dem wir bereits aus [TD]
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3.8.20 wissen, daß er einen Rechtsadjungierten besitzt und wie dieser Rechtsad-
jungierte beschrieben werden kann.

2.5.9 (Dualität in derivierten abelschen Gruppen). Das Einsobjekt unserer Schmelz-
kategorie Der(Ab) ist I = Z[0]. Gegeben X ∈ Ket(Ab) wird das derivierte Dua-
le X∨ ∈ Der(Ab) also repräsentiert durch unseren in [TG] 5.1.13 verwendeten
Komplex

DX :=
(
XVKet(Q[0]→ Q/Z)

)
Satz 2.5.10. Für die Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe Hot(Modk) der
Moduln über einem Kring k aus [TSK] 2.4.18 gilt:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus

(E Hot(Modk))qis
∼→ E(Hot(Modk)qqis)

Wir erklären die Schmelzkategorie der derivierten k-Moduln als

Der(Modk) := Hot(Modk)qqis

2. Die Schmelzkategorie Der(Modk) besitzt stabil universelle Verschmelzun-
gen, wir notieren sie⊗ = ⊗L

k . Jede universelle Verschmelzung in Hot(Modk)
zwischen Komplexen von k-Moduln, von denen höchstens einer nicht quis-
flach ist, bleibt universell in Der(Modk);

3. Die Schmelzkategorie Der(Modk) besitzt internes Hom. Ist A ein quislinks-
entfalteter oder B ein quisrechtsentfalteter Komplex, so stimmt das in der
derivierten Kategorie gebildete Homobjekt AVB mit dem in der Homoto-
piekategorie gebildeten Homobjekt überein;

4. Die übliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der(Modk) ist intern im Sinne von [TD] 2.3.4.

Beweis. Wir wenden unsere Korollare 2.4.10 und 2.4.11 zur Lokalisierung durch
Linksanpassung an auf den Indexfunktor p : Hot(Modk)

g → Ensf. Er ist ein
Kofaserfunktor, da die fraglichen Homotopiekomplexe nach [TSK] 2.4.18 sta-
bil universelle Verschmelzungen haben. Für diesen Funktor bilden die Tupel von
Quasiisomorphismen über Identitäten nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Oresys-
tem. Für dieses faserweise Oresystem der Quasiisomorphismen ist nun die Un-
terkategorie hflHot(Modk)

g aller Tupel von quisflachen Komplexen eine Links-
anpassung, denn die Tupel von Quasiisomorphismen über Identitäten bilden dar-
in, immer noch nach [TD] 2.5.3, weiter ein faserweises Oresystem, das Tensor-
produkt macht aus quisflachen Komplexen quisflache Komplexe, das Tensorpro-
dukt von Quasiisomorphismen zwischen quisflachen Komplexen ist nach [TD]
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3.8.15 wieder ein Quasiisomorphismus, und nach [TD] 3.8.13 und [TD] 3.8.8 fin-
den wir für jeden Komplex von Moduln einen Quasiisomorphismus von einem
quisflachen Komplex dorthin. Wir sehen so, daß der Funktor A⊗Der(Modk) des
Darantensorieren in der Schmelzkategorie Der(Modk) isomorph ist zur Variante
L(A⊗k) : Der(Modk) → Der(Modk) unseres derivierten Tensorierens für be-
liebige Ringe aus [TD] 3.8.15, von dem wir bereits aus [TD] 3.8.20 wissen, daß
er einen Rechtsadjungierten besitzt und wie dieser Rechtsadjungierte beschrieben
werden kann.

2.5.11 (Totale Homologie als Schmelzfunktor). Wir erinnern den Schmelzfunk-
tor der totalen Homologie H : Hotk → sgModk von der Schmelzkategorie der
Homotopiekomplexe in die Schmelzkategorie der supergraduierten k-Moduln. Er
faktorisiert offensichtlich über die Lokalisierung nach Quasiisomorphismen und
induziert so einen Schmelzfunktor

H : Derk → sgModk

2.5.12. Der LeerverschmelzungsfunktorH0 von Der(Modk) faktorisiert in offen-
sichtlicher Weise über v : Modk → kEns und versieht so die Schmelzkategorie
Der(Modk) mit der offensichtlichen k-linearen Struktur.

Übungen

Übung 2.5.13. Alle Objekte in Der(Ab) mit endlich erzeugter totaler Kohomo-
logie sind starr. Hinweis: [TD] 2.3.11. Ist allgemeiner k ein noetherscher Kring
von endlicher homologischer Dimension, so sind alle Objekte von Der(Modk) mit
endlich erzeugter totaler Kohomologie starr.

Übung 2.5.14. Gegeben ein Kring k ist in Der(k[T1, . . . , Tr] -Mod) das Duale k∨

des Moduls k = k[T1, . . . , Tr]/〈T1, . . . , Tr〉 isomorph zu k[−r]. Hinweis: Koszul-
Komplex [TG] 3.2.31.

2.6 Abelsche Schmelzkategorien
Definition 2.6.1. Eine abelsche Schmelzkategorie ist eine Schmelzkategorie mit
additiver Struktur, deren zugrundeliegende einfache Kategorie abelsch ist und für
die gilt:

1. Jeder Kern ist ein Schmelzkern, genauer: Gegeben ein einfacher Morphis-
mus f : X → Y und eine Objektkleinfamilie B induziert das Nachschalten
von ker f → X eine Bijektion

M(B, ker f)
∼→ {g ∈M(B,X) | f ◦ g = 0}
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Das ist automatisch erfüllt, wenn es zu jeder Objektkleinfamilie eine uni-
verselle Verschmelzung gibt.

2. Jeder Kokern ist ein stabiler Kokern, genauer: Gegeben ein einfacher Mor-
phismus f : X → Y und eine Objektkleinfamilie B und ein Objekt Z
induziert das Vorschalten von Y → cok f eine Bijektion

M(B g cok f, Z)
∼→ {h ∈M(B g Y, Z) | h ◦ (idB gf) = 0}

Das ist automatisch erfüllt, wenn es alle Multihom gibt.

2.6.2. Gegeben eine abelsche SchmelzkategorieM wird die Kategorie der Kom-
plexe KetM eine Schmelzkategorie analog zur Kategorie Ket der Komplexe abel-
scher Gruppen. Analog erhalten wir auch Schmelzfunktoren Z0 : KetM → M
undH0 : KetM →M. SchmelzfunktorH : HotM → sgM.

2.6.3. Gegeben eine abelsche SchmelzkategorieM ist die totale Homologie ein
SchmelzfunktorH : HotM → sgM.

Beispiel 2.6.4. Die abelschen Garben auf einem topologischen Raum bilden ei-
ne abelsche Schmelzkategorie. Die Modulgarben auf einem gekringten topologi-
schen Raum bilden eine abelsche Schmelzkategorie.

2.7 Deriviertes Tensorieren von Garben
Definition 2.7.1. Eine Ab-Schmelzkategorie alias Schmelzkategorie mit additiver
Struktur, deren zugrundeliegende einfache Kategorie endliche Produkte besitzt
alias eine additive Kategorie ist, nennen wir eine additive Schmelzkategorie.

2.7.2 (Schmelzkategorien von Komplexen). Gegeben eine Schmelzkategorie
mit additiver Struktur M erklären wir die Struktur einer Schmelzkategorie mit
additiver Struktur auf der Kategorie Ket(M ) = KetM der Komplexe der zu-
grundeliegenden einfachen Kategorie analog wie im Fall von abelschen Gruppen.
Eine Leerverschmelzung in einen Komplex C∗ ist insbesondere ein Nullzykel des
Komplexes der Leerverschmelzungen in die Objekte von C∗ alias

KetM (g, C∗) = Z0M (g, C∗)

Besitzt unsere Schmelzkategorie M stabil universelle Verschmelzungen und end-
liche Koprodukte, so auch die Schmelzkategorien Ket+

M und Ket−M . Universelle
Zweiverschmelzungen landen in einem Komplex, der analog zum Tensorprodukt
zweier Komplexe von abelschen Gruppen konstruiert wird, und der Shift [1] ist
ein Signumsautomorphismus. Besitzt unsere Schmelzkategorie M internes Hom,
so zeigt man analog, daß daß auch Ketb

M internes Hom besitzt. Besitzt unsere

56



Schmelzkategorie M zusätzlich abzählbare Koprodukte, so zeigt man in dersel-
ben Weise, daß auch ganz KetM stabil universelle Verschmelzungen besitzt. Be-
sitzt unsere Schmelzkategorie zusätzlich abzählbare Produkte, so zeigt man wie-
der in derselben Weise, daß auch ganz KetM internes Hom besitzt.
2.7.3 (Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe). Gegeben eine Schmelzka-
tegorie mit additiver Struktur M erklären wir die Struktur einer Schmelzkatego-
rie mit additiver Struktur auf der Kategorie Hot(M ) = HotM ihrer Homotopie-
komplexe analog wie im Fall von abelschen Gruppen. Eine Leerverschmelzung
in einen Komplex C∗ ist in diesem Fall ein Element der nullten Kohomologie des
Komplexes der Leerverschmelzungen in die Objekte vonC∗ alias ein Element von

HotM (g, C∗) = H0M (g, C∗)

Gibt es in M stabil universelle Verschmelzungen und abzählbare direkte Sum-
men, so gibt es auch in HotM stabil universelle Verschmelzungen und die übliche
triangulierte Struktur ist intern. Gibt es zusätzlich in M internes Hom und abzähl-
bare Produkte, so gibt es auch in HotM internes Hom.
2.7.4 (Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe abelscher Garben). Spe-
ziell erhalten wir so für jeden topologischen Raum X die Schmelzkategorien
Ket(Ab/X) und Hot(Ab/X) mit stabil universellen Verschmelzungen und inter-
nem Hom und die übliche triangulierte Struktur auf Hot(Ab/X) ist intern. In
Ket(Ab/X) sind die Leerverschmelzungen in einen Komplex die Nullzykel des
Komplexes der globalen Schnitte, in Hot(Ab/X) sind es die Elemente der nullten
Kohomologie des Komplexes der globalen Schnitte. Das Einsobjekt ist jeweils die
konstante Garbe ZX mit ihrem ausgezeichneten globalen Schnitt 1 beziehungs-
weise dessen Kohomologieklasse als ausgezeichneter Leerverschmelzung.

Satz 2.7.5 (Schmelzkategorie derivierter abelscher Garben). Gegeben ein to-
pologischer Raum X gilt:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus

(E Hot(Ab/X))qis
∼→ E(Hot(Ab/X)qqis)

von der derivierten Kategorie der Kategorie der abelschen Garben in die
einfache Kategorie der Lokalisierung der Schmelzkategorie der Homoto-
piekomplexe abelscher Garben nach Quasiisomorphismen. Für die so er-
haltene Schmelzkategorie verwenden wir die beiden Notationen

Der(Ab/X) = Der/X

2. Die Schmelzkategorie Der(Ab/X) besitzt stabil universelle Verschmelzun-
gen, wir notieren sie ⊗L oder auch abkürzend ⊗, und jede universelle Ver-
schmelzung in Hot(Ab/X) zwischen Komplexen abelscher Garben, von de-
nen höchstens einer nicht flach ist, bleibt darin universell;
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3. Die übliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der(Ab/X) ist intern;

4. Die Schmelzkategorie Der(Ab/X) besitzt internes Hom.

2.7.6 (Leerverschmelzungen als Hyperkohomologie). Die universelle Leerver-
schmelzung in den Homotopiekomplex ZX [0] bleibt nach Teil 2 insbesondere uni-
versell in Der(Ab/X), denn der Komplex ZX [0] besteht aus flachen Garben. Wir
erhalten so für jeden Garbenkomplex F ∈ Der(Ab/X) eine Bijektion

Der/X(g,F)
∼→ Der/X(ZX [0],F)

Da jeder Garbenkomplex quisrechtsentfaltbar ist, erhalten wir mithilfe der Be-
schreibung [TD] 3.2.18 von Morphismen in Lokalisierungen als faktorierten Funk-
toren, der Definition der Homotopiekategorie und unseren Erkenntnissen [TD]
3.2.19 zur Faktorierung einer Verknüpfung weiter ausgezeichnete Bijektionen

Der/X(ZX [0],F)
∼→ R(Hot/X(ZX [0], ))(F)

∼→ R(H0Γ)(F)
∼→ H0(RΓ)(F)

und mit unserer Definition Hq(X;F) := Hq(RΓ)(F) der Hyperkohomologie aus
[TD] 3.4.16 schließlich Bijektionen Der/X(g,F)

∼→ H0(X;F) und allgemeiner

Der/X(g, [q]F)
∼→ Hq(X;F)

Insbesondere induziert die universelle Verschmelzung F g G → F ⊗L G durch
Nachschalten hinter ein Zweitupel von Leervermelzungen eine Abbildung

H0(X;F)×H0(X;G)→ H0(X;F ⊗L G)

2.7.7 (Kommutativität des Kohomologierings). Die supergraduierte Kommu-
tativität des garbentheoretischen Kohomologierings folgt aus unseren allgemei-
nen Erkenntnissen zu Signumseinheiten in Schmelzkategorien [TSK] 3.3.17. Das
Argument läuft darauf hinaus, für Morphismen f : ZX →Der [p]ZX und g :
ZX →Der [q]ZX die Verknüpfung ([q]f) ◦ g mit f ⊗ g zu identifizieren.

2.7.8. Unser Satz zeigt, daß der durch die Struktur einer Schmelzkategorie auf
Der(Ab/X) gegebene Tensorfunktor gerade das derivierte Tensorprodukt ⊗L ist.
Er liefert, was man in einer anderen Terminologie die „Struktur auf Der(Ab/X)
einer symmetrischen monoidalen Kategorie“ nennen würde. Das interne Hom
AVD unserer Schmelzkategorie heißt der derivierte Garbenhomkomplex und
wird in der Literatur meist RHom(A,D) notiert.

Beweis. Wir wenden unsere Korollare 2.4.10 und 2.4.11 zur Lokalisierung durch
Linksanpassung an auf den Indexfunktor

p : Hot(Ab/X)g → {J0K, J1K, J2K, . . .}
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Er ist ein Kofaserfunktor, da die fraglichen Homotopiekomplexe nach 2.7.3 sta-
bil universelle Verschmelzungen haben. Darin bilden die Tupel von Quasiiso-
morphismen über Identitäten nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Oresystem. Für
dieses faserweise Oresystem der Quasiisomorphismen ist nun die Unterkatego-
rie Hot(flAb/X)g aller Tupel von Homotopiekomplexen flacher abelscher Gar-
ben eine Linksanpassung, denn die Tupel von Quasiisomorphismen über Identi-
täten bilden darin immer noch nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Oresystem, das
Tensorprodukt macht aus flachen Garben flache Garben und das Tensorprodukt
von Quasiisomorphismen zwischen Komplexen flacher abelscher Garben ist nach
[TD] 3.8.13 und [TD] 3.8.15 wieder ein Quasiisomorphismus. Nach 1.1.12 und
[TD] 3.6.5 oder dem Beweis von [TD] 3.6.4 finden wir weiter für jeden Kom-
plex abelscher Garben einen Quasiisomorphismus von einem Komplex flacher
abelscher Garben dorthin. Aus dem vorhergehenden folgt weiter, daß auch für je-
den Komplex A von abelschen Garben der Funktor Q ◦ (A⊗) : Hot(Ab/X) →
Der(Ab/X) einen Linksfaktorierten (A⊗)L : Der(Ab/X) → Der(Ab/X) besitzt
und daß der offensichtliche Morphismus für alleB ein Isomorphismus A⊗LB

∼→
(L(A⊗))(B) ist. Gegeben ein Komplex A ∈ Hot(Ab/X) besitzt schließlich der
Funktor (A⊗) : Hot(Ab/X) → Hot(Ab/X) den Rechtsadjungierten AV. Die-
se Adjunktion induziert dann nach [TD] 3.2.29 für jedes feste A eine partielle
Adjunktion des Linksderivierten von A⊗ mit dem Rechtsderivierten von AV wo
immer diese Derivierten definiert sind. Unsere Derivierten sind jedoch global de-
finiert, da jeder Komplex eine quisflache Linksentfaltung und nach 2.2.10 eine
Quisrechtsentfaltung besitzt.

2.7.9 (Erweiterungen als Hyperkohomologie des Homkomplexes). Wir wissen
aus [TG] 2.5.9, daß es auf einer Kategorie mit endlichen Produkten höchstens eine
additive Struktur geben kann. Unsere additive Struktur auf der derivierten Kate-
gorie Der(Ab/X) durch Lokalisierung [TD] 1.4.24 muß also dieselbe sein wie die
additive Struktur durch Faktorisieren des Leerverschmelzungsfunktors über Ab
nach [TSK] 2.4.4. Gegeben abelsche Garben F ,G ∈ Ab/X haben wir nach [TD]
2.6.10, [TSK] 1.3.2 und 2.7.6 Isomorphismen von abelschen Gruppen

ExtqAb/X
(F ,G)

∼→ DerAb/X (F , [q]G)
∼→ DerAb/X (g,FV[q]G)

∼→ Hq(X;FVG)

Definition 2.7.10. Sei k ein Ring. Ein Komplex von k-Modulgarben heißt quis-
flach, wenn das Darantensorieren von unserem Komplex aus jedem exakten Kom-
plex von k-Rechtsmodulgarben einen exakten Komplex von abelschen Garben
macht. Allgemeiner vereinbaren wir dieselbe Terminologie auch für Garben von
Moduln über einer Garbe A von Ringen. Gegeben ein geringter Raum (X,A)
notieren wir

HflAb�(X,A) ⊂ Hot(Ab�(X,A))

59



die volle triangulierte Unterkategorie der quisflachen Komplexe von Modulgar-
ben.

2.7.11. Jeder in Richtung der Differentiale beschränkte Komplex von Modulgar-
ben über einer Ringgarbe ist quisflach. Hat unsere Ringgarbe endliche Torsions-
dimension, so ist jeder Komplex von flachen Modulgarben bereits quisflach.

Proposition 2.7.12 (Quisflache Linksauflösung). Jeder Komplex von k-Modul-
garben besitzt eine quisflache Linksauflösung durch einen Komplex flacher Gar-
ben. Dasselbe gilt mit demselben Beweis auch für Garben von Moduln über einer
Garbe A von Ringen.

Beweis. Jede Garbe A von k-Moduln auf einem topologischen Raum X ist Quo-
tient einer direkten Summe von Garben der Gestalt kU⊂X für U ⊂◦ X in der
Notation aus [TG] 4.9.10. Jeder Komplex (An) von k-Modulgarben besitzt nach
[TG] 9.3.5 also eine Cartan-Eilenberg-Linksauflösung (F p,q)q≤0 durch flache k-
Modulgarben. Wie beim Beweis von [TD] 3.8.8 zeigt man, daß der Epimorphis-
mus auf den horizontalen Kokernkomplex auch in diesem Fall ein Quasiisomor-
phismus tot⊕(F p,q) →̆ (An) ist. Dafür brauchen die k-Modulgarben F p,q noch
nicht einmal spezielle Eigenschaften zu haben, wichtig ist allein die Vertausch-
barkeit von Koprodukten mit dem Bilden der Halme. Nun zeigen wir, daß im Fall
eines Doppelkomplexes (F p,q)q≤0 von flachen k-Modulgarben mit maximal spal-
tenden Zeilen und einem exakten Komplex E von Garben von k-Rechtsmoduln
auch der Garbenkomplex

E ⊗k tot⊕(F p,q)

exakt ist. In der Tat ist er das Summentotal des Tripelkomplexes Er ⊗k F p,q und
dieser Tripelkomplex hat exakte r-Komplexe, da E exakt ist und die F p,q flach.
Zusätzlich sind die r-Kernkomplexe der p-Differentiale exakt, da F p,q maximal
spaltende Zeilen hat. Nach [TD] 3.7.3 ist also tot⊕p,r(E

r ⊗k F p,q) exakt. Dann
ist aber wieder nach [TD] 3.7.3 auch tot⊕

(
tot⊕p,r(E

r ⊗k F p,q)
)

halmweise exakt
als Produktsummentotal eines Doppelkomplexes mit exakten Zeilen, mit dem das
Summentotal wegen unserer Einschränkung q ≤ 0 übereinstimmt.

Proposition 2.7.13 (Deriviertes Tensorieren von Modulgarben). Gegeben ein
Ring k und ein topologischer Raum X ist der Linksderivierte

⊗L
k :
(

Der((Mod−k)/X)×Der((Modk)/X)
)
⊗k
→ Der(Ab/X)

im Sinne von [TD] 3.8.16 von ⊗k : (Mod−k)/X × (Modk)/X → Ab/X auf jedem
Paar von Garbenkomplexen definiert und⊗k-quislinksentfaltet sind alle Paare mit
mindestens einem quisflachen Eintrag.
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2.7.14. Der folgende Beweis zeigt auch, daß für jeden festen Komplex A ∈
Ket((Mod−k)/X) von Garben von k-Rechtsmoduln der Funktor Q ◦ (A⊗k) :
Hot((Modk)/X) → Der(Ab/X) einen globalen Linksfaktorierten besitzt und daß
der offensichtliche Morphismus stets ein Isomorphismus

A⊗L
k B

∼→ (L(A⊗k))(B)

ist. Aus der Existenz von Quisrechtsentfaltungen für Modulgarben folgern wir
wie zuvor, daß L(A⊗k) den Rechtsadjungierten RHomZ(A, ) hat, den Rechtsde-
rivierten des Bildens der Homomorphismengarbe in Hot(Ab) mit ihrer von der
k-Rechtsoperation auf A herrührenden Struktur als k-Modulgarbe. Analoges gilt
für den anderen Tensorfaktor. Analoges gilt mit demselben Beweis auch für Gar-
ben von Moduln über einer Garbe von Ringen.

Beweis. Ist (A,F ) ein Paar von Komplexen mit F quisflach und (A′, B) →̆
(A,F ) ein Paar von Quasiisomorphismen beliebiger Garbenkomplexe dorthin, so
finden wir nach 2.7.12 ein Paar (G′, F ′) von quisflachen Garbenkomplexen und
ein Paar von Quasiisomorphismen (G′, F ′) →̆ (A,B). Es gilt zu zeigen, daß die
Komposition (G′, F ′)→ (A,F ) einen Quasiisomorphismus G′ ⊗k F ′ →̆ A⊗k F
induziert. Wir zeigen separat G′ ⊗k F ′ →̆ G′ ⊗k F und G′ ⊗k F →̆ A ⊗k F . Es
reicht den zweiten Quasiisomorphismus zu zeigen, den ersten zeigt man genauso.
Der Abbildungskegel darüber ist jedoch isomorph zu Keg(G′ → A) ⊗k F und
damit exakt, da wir F quisflach angenommen hatten.

2.7.15 (Derivierte Modulgarbenopfaserung). Die Faserung der Modulgarben
Ab�Ger → Ger aus 1.3.9 induziert eine Faserung Hot(Ab�Ger)→ Ger. Die quis-
flachen Komplexe bilden darin eine Rechtsanpassung im Sinne von 2.4.4 für das
faserweise Oresystem der Quasiisomorphismen. Nach 2.4.10 erhalten wir folglich
durch Lokalisieren der linken Seite nach Quasiisomorphismen eine Faserung

Der�Ger → Ger

Nach 2.4.10 sind weiter für jeden geringten Raum X die offensichtlichen Funkto-
ren von der Lokalisierung der Faser in die Faser der Lokalisierung Isomorphismen
von Kategorien

Der(Ab�X)
∼→ Der�X

Wir verwenden weiter unser Notationsschema 1.5.3 und notieren f † die Rück-
züge unserer Faserung zu einem Morphismus f : X → Y und f ∗ := (f †)opp :
Der/Y → Der/X die auf den opponierten Fasern induzierten Funktoren. Eben-
so halten wir es mit den Vorschüben f∗ = (f†)

opp und haben also Adjunktionen
(f ∗, f∗) zwischen dem Rechtsderivierten f∗ des Vorschubs auf Modulgarben, der
aufgrund der Existenz von Quisrechtsentfaltungen 2.2.13 von Modulgarben global
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definiert ist, und dem Linksderivierten f ∗ des Rückzugs auf Modulgarben. Insbe-
sondere ist Der�Ger → Ger eine Bifaserung. Die Vorschübe in Ab�Ger → Ger
unter Morphismen (X,A) → (X,B), die die Identität auf dem zugrundeliegen-
den topologischen Raum sind, sind stets die Funktoren der Restriktion der Modul-
struktur und somit exakt und die zugehörigen derivierten Funktoren sind folglich
schlicht die Restriktionen der Modulstruktur auf Komplexen.
2.7.16 (Derivierter Vorschub und Vergessen der Skalare). Jeder Morphismus
(X,A)→ (Y,B) von geringten Räumen paßt in ein kommutatives Diagramm

(X,A) → (Y,B)
↓ ↓

(X,ZX) → (Y,ZY )

Die durch die Identifikationen unserer derivierten Modulgarbenopfaserung gege-
benen Isomorphismen zwischen den Vorschüben von oben links nach unten rechts
auf beiden möglichen Wegen präzisieren die Erkenntnis, daß salopp gesprochen
der derivierte Vorschub von Modulgarben „derselbe“ ist wie der derivierte Vor-
schub der zugrundeliegenden abelschen Garben.

Satz 2.7.17 (Schmelzkategorie der derivierten Modulgarben). Gegeben ein to-
pologischer Raum X und ein Kring k gilt:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus

(E Hot(k -Mod/X))qis
∼→ E(Hot(k -Mod/X)qqis)

Die so erhaltene Schmelzkategorie notieren wir Der/(X,k).

2. Die Schmelzkategorie Der/(X,k) der derivierten k-Modulgarben besitzt sta-
bil universelle Verschmelzungen, wir notieren sie ⊗L

k , und jede universelle
Verschmelzung in der Homotopiekategorie Hot(Ab/(X,k)) zwischen Kom-
plexen von k-Modulgarben, von denen höchstens einer nicht quisflach ist,
bleibt darin universell;

3. Die übliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der/(X,k) ist intern;

4. Die Schmelzkategorie Der/(X,k) besitzt internes Hom.

Beweis. Mutatis mutandis derselbe Beweis wie im Fall abelscher Garben. Quis-
rechtsentfaltungen von k-Modulgarben haben wir in 2.2.13 bereitgestellt.

2.7.18. Wie im Fall abelscher Garben 2.7.6 konstruieren wir auch für einen belie-
bigen Kring k und einen beliebigen topologischen Raum X und einen beliebigen
Komplex von k-Modulgarben eine ausgezeichnete Bijektion

Der/(X,k)(g,F)
∼→ H0(X;F)
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2.7.19 (Totale Homologie als Schmelzfunktor). Nach 2.6.4 können wir auch für
Modulgarben auf einem gekringten Raum den Schmelzfunktor der totalen Homo-
logie H : Hot(Ab/X) → sg(Ab/X) bilden. Er faktorisiert offensichtlich über die
Lokalisierung nach Quasiisomorphismen und induziert so einen Schmelzfunktor

H : Der(Ab/X)→ sg(Ab/X)

Insbesondere induziert für beliebige Komplexe von Modulgarben F ,G die stabil
universelle Verschmelzung F g G → F ⊗L G in Der(Ab/X) eine Verschmelzung

HF gHG → H(F ⊗L G)

und insbesondere MorphismenHpF ⊗HqG → Hp+q(F ⊗LG) von Modulgarben.

Übungen

Übung 2.7.20. Gegeben ein topologischer Raum X und abelsche Gruppen K,L
konstruiere man ein Cup-Produkt Hp(X;K)× Hq(X;L)→ Hp+q(X;K ⊗ L).

2.8 Derivierte Garbenoptrennfaserung
2.8.1. Wir erinnern aus 1.2.10 die Garbenoptrennfaserung Ab�Top → fTop über
der banalen Trennkategorie der topologischen Räume. Wir erinnern weiter unse-
re allgemeinen Erkenntnisse zu Trennfunktoren zu banalen Trennkategorien 1.5.2
und insbesondere, wie auf den Fasern in diesem Fall selbst die Struktur einer
Trennkategorie induziert wird, die im Fall einer Trennfaserung nach 1.5.1 ihrer-
seits stabil universelle Trennungen besitzt. Indem wir erst zu Komplexen und dann
zu Homotopiekomplexen übergehen, erhalten wir in offensichtlicher Weise wei-
tere Trennfaserungen, für die ich die Notationen Ket(Ab�Top) → fTop und
Hot(Ab�Top) → fTop verwende. Die Lokalisierung letzterer Trennkategorie
nach allen denjenigen Einstrennungen über Identitäten, die Quasiisomorphismen
sind, notiere ich Der�Top := Hot(Ab�Top)qqis. Wir erhalten so einen Trennfunktor

Der�Top → fTop

Satz 2.8.2 (Rückzug und Tensorprodukt). 1. Der soeben in 2.8.1 erklärte Trenn-
funktor Der�Top → fTop ist eine Trennfaserung;

2. Jede für Hot(Ab�Top)→ fTop kartesische Trennung zwischen Komplexen
flacher abelscher Garben liefert eine für Der�Top → fTop kartesische
Trennung;
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3. Für jeden topologischen Raum X sind die offensichtlichen Funktoren Iso-
morphismen von Trennkategorien

Hot(Ab�X)qqis
∼→ (Der�Top)X

zwischen der Lokalisierung der Faser über X als Trennkategorie und der
Faser überX der globalen Lokalisierung mit ihrer offensichtlichen Struktur
als Trennkategorie.

2.8.3. Insbesondere werden im vorliegenden Fall die Fasern, für die wir von nun
an die abkürzende Notation Der�X verwenden, selbst zu Trennkategorien und un-
ser Satz liefert ausgezeichnete Isomorphismen

(Der/X)opp ∼→ Der�X

der Opponierten unserer Schmelzkategorien der derivierten abelschen Garben auf
X aus 2.7.5 mit den Fasern unserer Trennfaserung. Wir verwenden hier unser
Notationsschema 1.5.3 und notieren f † die Rückzüge unserer Trennfaserung zu
einer stetigen Abbildung f : X → Y und f ∗ := (f †)opp : Der/Y → Der/X die
auf den opponierten Fasern induzierten Funktoren. Ebenso halten wir es mit den
Vorschüben f∗ = (f†)

opp und haben also Adjunktionen (f ∗, f∗).

2.8.4 (Analoge Aussagen für Modulgarben). Der Satz und sein Beweis gelten
analog für Garben von k-Moduln über einem beliebigen Kring k. Man muß nur
feiner mit quisflachen Garbenkomplexen nach 2.7.12 arbeiten und bemerken, daß
deren Rückzüge stets wieder quisflach sind. Das ist jedoch klar, da ein Garben-
komplex genau dann quisflach ist, wenn an jedem Punkt des zugrundeliegenden
topologischen Raums der Komplex der Halme quisflach ist. Wir besprechn im
nächsten Abschnitt sogar den noch allgemeineren Fall von Modulgarben über
Kringgarben.

2.8.5 (Garbenkohomologie als Trennfunktor). Unser Schmelzfunktor 1.5.23
des Vorschubs auf das finale Objekt spezialisiert in dieser Situation zu einem
Schmelzfunktor

fin∗ : Deropp
�Top → Der/pt

Zusammen mit den Isomorphismen Der/pt
∼→ Der(Ab/pt)

∼→ Der(Ab) von
Schmelzkategorien aus dem vorhergehenden Satz und den Definitionen erhalten
wir einen Schmelzfunktor

fin∗ : Deropp
�Top → Der(Ab)

Halten wir noch den Schmelzfunktor H : Der(Ab) → sgAb der Homologie aus
2.7.19 dahinter, so erhalten wir den Schmelzfunktor (X,F) 7→ H∗(X;F) der
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totalen Hyperkohomologie, den wir bisher in 2.3.2 nur als einfachen Funktor
kennengelernt hatten. Halten wir zusätzlich den Opponierten des eindeutigen kar-
tesischen Trennschnitts davor, erhalten wir einen Schmelzfunktor gTopopp →
sgAb, der jedem Raum X die supergraduierte abelsche Gruppe H∗(X;Z)garb

zuordnet und jedem Tupel von von X ausgehenden stetigen Abbildungen die
multiadditive Abbildung „cup-Produkt des Rückzugs der Kohomologieklassen“.
Er ist eine garbenkohomologische Variante des entsprechenden Schmelzfunktors
gTopopp → sgAb der singulären Kohomologie, den wir in [TS] ?? als Trenn-
funktor fTop→ sgAbopp besprochen hatten.

Ergänzung 2.8.6. Es sollte einmal diskutiert werden, inwiefern unser Vergleichs-
isomorphismus zur singulären Kohomologie eine Transformation von Trennfunk-
toren ist. Das würde ich gerne einem Studenten überlassen. Er sollte es gleich für
„topologische Räume mit einem vorgegebenen Kring von Koeffizienten“ machen,
als Teil der Trennfaserung derivierter Modulgarben über gekringten Räumen.

Beweis. Wir wenden unsere Korollare 2.4.10 und 2.4.11 zur Lokalisierung von
Kofaserfunktoren durch Linksanpassung oder genauer die daraus durch Übergang
zu den opponierten Kategorien entstehenden Aussagen zur Lokalisierung von Fa-
serfunktoren durch Rechtsanpassung an auf den auf den Familienkategorien indu-
zierten Funktor

Hot(Ab�Top)f → Topf

Er ist ein Faserfunktor. Genauer ist für stetige Abbildungen fi : X → Yi und
Gi ∈ Hot(Ab�Yi) die tautologische Trennung

f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗nGn → G1 f . . .f Gn

über (f1, . . . , fn) kartesisch. Wie beim Beweis des Spezialfalls 2.7.5, nur jetzt in
der opponierten Situation, bilden die Tupel von Quasiisomorphismen über Iden-
titäten nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Rechtsoresystem, ja sogar ein faserweises
Oresystem. Für dieses faserweise Rechtsoresystem der Quasiisomorphismen ist
nun wie beim Beweis des Spezialfalls 2.7.5 die Unterkategorie Hot(flAb�Top)f

aller Tupel von Homotopiekomplexen flacher abelscher Garben über topologi-
schen Räumen eine Rechtsanpassung, denn Tensorprodukt wie Rückzug machen
aus flachen Garben flache Garben, Tensorprodukt wie Rückzug von Quasiisomor-
phismen zwischen Komplexen flacher abelscher Garben sind wieder Quasiiso-
morphismen, und nach [TD] 3.6.6 finden wir für jeden Komplex abelscher Garben
einen Quasiisomorphismus von einem Komplex flacher abelscher Garben dorthin,
der dann in der opponierten Kategorie entsprechend von dort ausgeht.
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2.9 Derivierte Trennfaserung der Modulgarben
2.9.1. Wir erinnern aus 1.3.10 die Trennfaserung Ab�Gek → fGek der Mo-
dulgarben über der banalen Trennkategorie der gekringten Räume. Wir erinnern
weiter unsere allgemeinen Erkenntnisse zu Trennfunktoren in banale Trennkate-
gorien 1.5.2 und insbesondere, wie in diesem Fall auf den Fasern die Struktur
einer Trennkategorie induziert wird, die im Fall einer Trennfaserung in eine ba-
nale Trennkategorie nach 1.5.1 ihrerseits stabil universelle Trennungen besitzt.
Indem wir erst zu Komplexen und dann zu Homotopiekomplexen übergehen, er-
halten wir in offensichtlicher Weise Trennfaserungen Ket(Ab�Gek)→ fGek und
Hot(Ab�Gek)→ fGek. Die Lokalisierung letzterer Trennkategorie im Sinne von
2.5.3 nach allen denjenigen Einstrennungen über Identitäten, die Quasiisomor-
phismen sind, notiere ich Der�Gek := Hot(Ab�Gek)qqis und wir erhalten so einen
Trennfunktor, den Trennfunktor der derivierten Modulgarben

Der�Gek → fGek

Satz 2.9.2 (Rückzug und Tensorprodukt). 1. Unser Trennfunktor der deri-
vierten Modulgarben Der�Gek → fGek ist eine Trennfaserung;

2. Jede für Hot(Ab�Gek) → fGek kartesische Trennung zwischen quisfla-
chen Komplexen von Modulgarben hat als Bild in der Lokalisierung eine
für Der�Gek → fGek kartesische Trennung;

3. Für jede Untertrennkategorie T ⊂ Gek sind die offensichtlichen Funktoren
Isomorphismen von Trennkategorien

Hot(Ab�T )qqis
∼→ (Der�Gek)T

zwischen der Lokalisierung der Restriktion unserer Faserung und der Re-
striktion der Lokalisierung.

2.9.3 (Garbenkohomologie als Trennfunktor). Unser Schmelzfunktor 1.5.23
des Vorschubs auf das finale Objekt spezialisiert in dieser Situation zu einem
Schmelzfunktor

fin∗ : Der/Gek → Der/pt

für pt den einpunktigen mit Z gekringten Raum. Zusammen mit den offensichtli-
chen Isomorphismen Der/pt

∼→ Der(Ab/pt)
∼→ Der(Ab) von Schmelzkategorien

erhalten wir einen Schmelzfunktor

fin∗ : Der/Gek → Der(Ab)

Halten wir noch den Schmelzfunktor H : Der(Ab) → sgAb der Homologie aus
2.7.19 dahinter, so erhalten wir den Schmelzfunktor (X,F) 7→ H∗(X;F) der
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totalen Hyperkohomologie. Halten wir zusätzlich den Opponierten des eindeu-
tigen kartesischen Trennschnitts davor, erhalten wir einen Schmelzfunktor

gGekopp → sgAb

Er ordnet jedem gekringten Raum (X,A) die supergraduierte abelsche Gruppe
H∗(X;A)garb zu und jedem Tupel von von (X,A) ausgehenden Morphismen von
gekringten Räumen die multiadditive Abbildung „cup-Produkt des Rückzugs der
Kohomologieklassen“.

Beweis. Wir wenden die Korollare 2.4.10 und 2.4.11 zur Lokalisierung von Kofa-
serfunktoren durch Linksanpassung oder genauer den daraus durch Übergang zu
den opponierten Kategorien entstehenden Satz zur Lokalisierung von Faserfunk-
toren durch Rechtsanpassung an auf den auf den Familienkategorien induzierten
Funktor

Hot(Ab�Gek)f → Gekf

Er ist ein Faserfunktor. Genauer ist für Morphismen fi : X → Yi gekringter
Räume und Gi ∈ Hot(Ab�Yi) die tautologische Trennung

f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗nGn → G1 f . . .f Gn

über (f1, . . . , fn) kartesisch. Wie beim Beweis des Spezialfalls 2.7.5, nur jetzt in
opponierter Weise notiert, bilden die Tupel von Quasiisomorphismen über Iden-
titäten nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Rechtsoresystem, ja sogar ein faserweises
Oresystem. Für dieses faserweise Rechtsoresystem der Quasiisomorphismen ist
nun die Unterkategorie (Hfl�Gek)f ⊂ Hot(Ab�Gek)f aller Tupel von im Sin-
ne von 2.7.10 quisflachen Komplexen von Modulgarben eine Rechtsanpassung,
denn Tensorprodukt wie Rückzug machen aus quisflachen Komplexen quisfla-
che Komplexe, Tensorprodukt wie Rückzug von Quasiisomorphismen zwischen
quisflachen Komplexen von Modulgarben sind wieder Quasiisomorphismen, und
nach 2.7.12 finden wir für jeden Komplex von Modulgarben einen Quasiisomor-
phismus von einem quisflachen Komplex von Modulgarben dorthin, der dann in
der opponierten Kategorie entsprechend von dort ausgeht.

2.9.4. Alternativ ist auch die volle Unterkategorie (Hflfl�Gek)f ⊂ Hot(Ab�Gek)f

aller Tupel von quisflachen Komplexen aus flachen Modulgarben eine Rechtsan-
passung.
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3 Anwendungen

3.1 Garbenazyklische Morphismen
Proposition 3.1.1. Gegeben ein topologischer Raum Y und ein Komplex von abel-
schen Garben F ∈ Der(Ab/Y ) ist für die Projektion π : Y × [0, 1] � Y die
Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus

F ∼→ π∗π
∗F

Beweis. Nach [TG] 4.3.21 ist für jede Garbe F ∈ Ens/Y die Einheit der Adjunk-
tion ein Isomorphismus F ∼→ π(∗)π

(∗)F , denn π ist eine finale Surjektion mit zu-
sammenhängenden Fasern. Also ist auch für alle Komplexe F ∈ Hot(Ab/Y ) die
Einheit der Adjunktion ein IsomorphismusF ∼→ π(∗)π

(∗)F . Nun hat nach eigentli-
chem Basiswechsel [TG] 6.6.8 und unseren Erkenntnissen [TG] 4.2.3 zur Garben-
kohomologie von Teilmengen der Zahlengeraden der Vorschub π(∗) : Ab/Y×[0,1] →
Ab/Y eine homologische Dimension kleinergleich Eins und insbesondere endli-
che homologische Dimension. Da nach 2.2.10 jeder Garbenkomplex eine Quis-
rechtsentfaltung besitzt, zeigen unsere Erkenntnisse [TD] 3.6.4 zum Derivieren
homologisch endlicher Funktoren, daß jeder KomplexA von π(∗)-rechtsazyklischen
abelschen Garben bereits π(∗)-quisrechtsentfaltet ist, daß also der natürliche Mor-
phismus in der derivierten Kategorie ein IsomorphismusQπ(∗)A

∼→ π∗A ist. Nach
[TG] 6.6.9 und [TG] 4.2.3 wissen wir weiter, daß das Zurückholen π(∗) : Ab/Y →
Ab/Y×[0,1] jede Garbe zu einer π(∗)-rechtsazyklischen Garbe macht und wieder
nach [TD] 3.6.4 damit jeden Komplex von abelschen Garben zu einem π(∗)-quis-
rechtsentfalteten Komplex. Das schließlich zeigt die Behauptung.

Zweiter Beweis. Es reicht zu zeigen, daß die Einheit der Adjunktion für alle y ∈
Y einen Isomorphismus em∗y F

∼→ em∗y π∗π
∗F induziert. Mit eigentlichem Basis-

wechsel 2.3.4 und der Verträglichkeit [TG] 6.3.18 von Adjunktion und Basiswech-
sel reicht es also, die Proposition in dem Fall zu zeigen, daß Y der einpunktige
Raum ist. Nach [TG] 4.2.3 verschwindet auf reellen Intervallen die Garbenkoho-
mologie jeder abelschen Garbe im Grad > 1 und die Garbenkohomologie jeder
konstanten abelschen Garbe im Grad ≥ 1. Die Behauptung folgt so mit unseren
Erkenntnissen [TD] 3.6.4 zum Derivieren homologisch endlicher Funkoren, da
nach 2.2.10 jeder Garbenkomplex eine Quisrechtsentfaltung besitzt.

Definition 3.1.2. Eine stetige Abbildung topologischer Räume f : X → Y hei-
ße garbenazyklisch, wenn für jeden Komplex F ∈ Der(Ab/Y ) die Einheit der
Adjunktion einen Isomorphismus

F ∼→ f∗f
∗F
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liefert. Sie heiße basisfest garbenazyklisch oder kurz bagazyklisch, wenn sie
unter jedem Basiswechsel eine garbenazyklische Abbildung liefert, wenn also in
Formeln für jede stetige Abbildung S → Y die induzierte AbbildungX×Y S → S
garbenazyklisch ist. Ein topologischer Raum X heiße garbenazyklisch bezie-
hungsweise basisfest garbenazyklisch oder kurz bagazyklisch, wenn die kon-
stante Abbildung X → top die entsprechende Eigenschaft hat.

3.1.3. Jede garbenazyklische Abbildung ist offensichtlich schwach garbenazyk-
lisch im Sinne unserer Definition [TG] 6.6.10, der Rückzug induziert also Iso-
morphismen auf der Kohomologie mit Koeffizienten in einer beliebigen abelschen
Gruppe.

Satz 3.1.4. Jeder zusammenziehbare Raum ist bagazyklisch.

Beweis. Gegeben eine abelsche Gruppe G erhalten wir einen Funktor

H( ;G) : Top→ Der(Ab)opp

durch die Vorschrift X 7→ finX∗ fin∗X G auf Objekten und die Vorschrift, daß je-
dem Morphismus f : X → Y die Komposition

f ] : finY ∗ fin∗Y G→ finY ∗ f∗f
∗ fin∗Y G

∼→ finX∗ fin∗X G

zugeordnet wird. Ich notiere ihn X 7→ H(X;G). Das Nachschalten vonHq macht
daraus den üblichen Funktor X 7→ Hq(X;G) der Garbenkohomologie mit Ko-
effizienten in G. Diese Konstruktion funktioniert genauso, wenn wir für G ein
beliebiges Objekt von Der(Ab) zulassen. Sie funktioniert noch allgemeiner für
eine beliebige Bifaserung p : C → B über einer Kategorie mit finalem Objekt
pt, für jedes Objekt G ∈ Cpt erhalten wir dann einen Funktor B → Cpt durch
die VorschriftX 7→ finX† fin†X G auf Objekten und die Vorschrift, daß jedem Mor-
phismus f : X → Y in der Basis die Komposition

f ] = idt ◦ε : finX† fin†X G → finY † f†f
† fin†Y G

∼→ finY † fin†Y G

zugeordnet wird. Gegeben ein topologischer Raum S und G ∈ Der(Ab/S) erhal-
ten wir so insbesondere einen Funktor auf der Kategorie der topologischen Räume
über S, den wir

HS( ;G) : TopS → Der(Ab/S)opp

notieren. Unsere Erkenntnisse 3.1.1 zeigen, daß für einen Raum X ∈ TopS über
S und die Projektion π : X × [0, 1]� X der „relative Rückzug“ stets ein Isomor-
phismus

π] : HS(X;G)
∼→ HS(X × [0, 1];G)
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ist. Für it : X ↪→ X × [0, 1] die durch das Dahinterschreiben von t ∈ [0, 1]
gegebene Abbildung folgt daraus wegen i]t ◦ π] = id, daß sie gar nicht von t
abhängt. Sind speziell f, g : X → Y homotop, so folgt

(f × id)] = (g × id)] : HS(Y × S;G)→ HS(X × S;G)

Jede Homotopieäquivalenz f : Y → Z induziert folglich einen Isomorphismus
(f × id)] : HS(Z × S;G)

∼→ HS(Y × S;G). Ist insbesondere Z ein zusammen-
ziehbarer Raum, so ist der relative Rückzug zur Projektion c : Z × S → S ein
Isomorphismus c] : HS(S;G)

∼→ HS(Z × S;G) alias die Einheit der Adjunktion
ein Isomorphismus G ∼→ c∗c

∗G.

3.1.5 (Permanenzeigenschaften garbenazyklischer Abbildungen). Jede Verk-
nüpfung garbenazyklischer Abbildungen ist garbenazyklisch. Ist g ◦ f garben-
azyklisch und f garbenazyklisch, so ist auch g garbenazyklisch. Ist f : X → Y
stetig und besitzt Y eine Überdeckung durch offene Teilmengen U ⊂◦ Y der-
art, daß f : f−1(U) → U jeweils garbenazyklisch ist, so ist schon f : X → Y
selbst garbenazyklisch. Insbesondere ist jedes Faserbündel mit bagazyklischer Fa-
ser bagazyklisch.

Definition 3.1.6. Sei f : X → Y stetig. Wir sagen, ein Komplex von abelschen
Garben F ∈ Der(Ab/X) kommt her von Y , wenn es G ∈ Der(Ab/Y ) gibt mit
F ∼= f ∗G.

Lemma 3.1.7. Seien f : X → Y garbenazyklisch und F ∈ Der(Ab/X). So sind
gleichbedeutend:

1. Das Objekt F kommt her von Y ;

2. Die Koeinheit der Adjunktion liefert einen Isomorphismus f ∗f∗F
∼→ F;

3. Es gibt eine offene Überdeckung U ⊂ P(Y ) von Y derart, daß für alle
U ∈ U die Einschränkung F|f−1(U) von U herkommt.

Beweis. Die Definition garbenazyklischer Abbildungen und formale Eigenschaf-
ten adjungierter Funktoren nach [TF] 4.8.1 liefern 1⇔ 2. Formulieren wir 3 um
vermittels dieser Erkenntnis, so erhalten wir auch 2⇔ 3.

3.2 Künnethformeln der Garbenkohomologie
3.2.1. In der Garbenkohomologie gilt eine besonders einfache und allgemeine
Künnethformel für die kompakte Kohomologie. Wir lernen sie in 5.6.14 kennen.
Im folgenden diskutieren wir Künnethformeln für die gewöhnliche Kohomologie.
Wir benötigen sie für die Arbeit mit Kohomologieringen.
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Satz 3.2.2 (Derivierter gefaserter Basiswechsel). Sind in einem kartesischen
Diagramm von topologischen Räumen fq = pg die Horizontalen p, q Faserbün-
del mit offenlokal zusammenziehbarer Faser, so ist der Basiswechsel auf den de-
rivierten Kategorien von abelschen Garben eine Isotransformation

p∗f∗
∼⇒ g∗q

∗

3.2.3. Wir zeigen den Satz sogar etwas allgemeiner für Faserbündel mit offenlokal
bagazyklischer Faser. In [TG] 8.2.2 hatten wir eine Variante diskutiert, die ohne
derivierte Kategorien auskommt und stattdessen eine Aussage über die Folge der
höheren derivierten Funktoren macht.

Beispiel 3.2.4. Die geometrische Realisierung ∆(K) eines Simplizialkomplexes
(E,K) ist stets offenlokal zusammenziehbar: Jede Umgebung eines jeden Punktes
kann in anderen Worten einer offenen zusammenziehbaren Umgebung desselben
Punktes verkleinert werden. Insbesondere ist jede komplexe algebraische Varietät
mit ihrer analytischen Topologie offenlokal zusammenziehbar, denn nach [Hir75]
ist jede algebraische Teilmenge eines Cn homöomorph zur geometrischen Reali-
sierung eines Simplizialkomplexes.

Beweis. Gegeben F ∈ Der(Ab/X) reicht es nach unserem Verschwindungskri-
terium 2.2.24 zu zeigen, daß jeder Punkt aus dem Definitionsbereich von p ein
Fundamentalsystem von offenen Umgebungen hat derart, daß der von der Einbet-
tung j der fraglichen Umgebung herrührende Morphismus ein Isomorphismus

fin∗ j
∗p∗f∗F

∼→ fin∗ j
∗g∗q

∗F

ist, für fin die konstante Abbildung auf den einpunktigen Raum. Mit dieser Er-
kenntnis können wir uns darauf zurückziehen, im Fall kartesischen Diagramms
der Gestalt

X × Z
g

��

q // X

f

��
Y × Z p // Y

mit zusammenziehbarem oder allgemeiner bagazyklischem Z zu zeigen, daß Ba-
siswechsel Isomorphismen

p∗p
∗f∗F

∼→ p∗g∗q
∗F

induziert. Das ist aber klar, da ja gilt p∗g∗ = f∗q∗ und da nach Annahme die
Einheiten der Adjunktion Isomorphismen id

∼⇒ p∗p
∗ und id

∼⇒ q∗q
∗ sind.
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3.2.5. Für beliebige topologische Räume X, Y liefert der Rückzug auf der Koho-
mologie einen Ringhomomorphismus

H∗(X)⊗̄H∗(Y )→ H∗(X × Y )

mit (u, v) 7→ u× v := pr∗X(u)∪ pr∗Y (v). Hier meint ⊗̄ das für Monoidobjekte der
Schmelzkatgorie der supergraduierten abelschen Gruppen zu verstehende Tensor-
produkt [TSK] 3.1.39, also das übliche Tensorprodukt von graduierten abelschen
Gruppen mit einer Vorzeichenregel für der Multiplikation von zwei Tensoren. Die-
ser Ringhomomorphismus heißt das Kreuzprodukt der Garbenkohomologie.

Satz 3.2.6 (Künnethformel der Garbenkohomologie). SeienX, Y topologische
Räume und k ein Kring. Ist X offenlokal zusammenziehbar oder allgemeiner of-
fenlokal bagazyklisch und sind alle Hq(Y ) projektive k-Moduln, so konstruieren
wir im folgenden Beweis einen ausgezeichneten Isomorphismus⊕

p+q=n

Hp(X; Hq(Y ; k))
∼→ Hn(X × Y ; k)

Sind zuätzlich alle Hq(Y ) endlich erzeugt, so induziert das Kreuzprodukt der Ko-
homologie Isomorphismen⊕

p+q=n

Hp(X; k)⊗k Hq(Y ; k)
∼→ Hn(X × Y ; k)

3.2.7. Fordern wir keine speziellen Eigenschaften von X , fordern aber weiter die
Projektivität aller Hq(Y ; k), so liefern die Konstruktionen unseres Beweises aus-
gezeichnete Morphismen

⊕
p+q=n Hp(X; Hq(Y ; k)) → Hn(X × Y ; k), die aber

im allgemeinen keine Isomorphismen mehr zu sein brauchen. Fordern wir an-
dererseits X offenlokal bagazyklisch und fordern keine speziellen Eigenschaften
von Y , fordern aber, daß unser Koeffizientenkring k erblich sein soll, so liefern
die Konstruktionen unseres Beweises zusammen mit ?? zwar die Existenz von
Isomorphismen

⊕
p+q=n Hp(X; Hq(Y ; k))

∼→ Hn(X × Y ; k), aber nicht deren
Eindeutigkeit.

3.2.8. In ?? werden wir eine Künnethformel für die kompakte Kohomologie ken-
nenlernen.

Beispiel 3.2.9. Im Fall n = 0 liefert unser Satz unter Zusatzannahmen, die sich
in diesem Fall als überflüssig erweisen, die vom Exponentialgesetz induzierten
Morphismen

Top(X,Top(Y, k))→ Top(X × Y, k)

Es ist leicht zu sehen, daß diese sogar für lokal zusammenhängendes X Isomor-
phismen sind.
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Beweis. Derivierter gefaserter Basiswechsel 3.2.2 im kartesischen Diagramm

X × Y
prX
��

prY // Y

b

��
X

a // top

liefert einen Isomorphismus a∗b∗Y
∼→ prX∗ pr∗Y Y und so einen Isomorphismus

a∗a
∗b∗Y

∼→ fin∗X × Y . Sind alle Hq(Y ; k) projektive k-Moduln, so gibt es nach
[TD] 2.6.21 genau einen Morphismus s : Hb∗Y → b∗Y in der derivierten Kate-
gorie derart, daß Hs : HHb∗Y → Hb∗Y der offensichtliche Isomorphismus ist,
und dieser Morphismus ist offensichtlich selber ein Isomorphismus

s : Hb∗Y → b∗Y

Nach 2.2.17 ist a∗b∗Y das Produkt der [−q]a∗Hq(Y ; k). Als Rechtsadjungierter
macht a∗ Produkte zu Produkten. Da Produkte in derivierten Modulkategorien
nach 2.2.19 gliedweise berechnet werden können und mit dem Bilden der Homo-
logie vertauschen, folgen die Isomorphismen des Satzes. Eine Kohomologieklasse
β ∈ Hr(Y ; k) entspricht einem Morphismus β : Y → [r]Y . Indem wir seinen Ef-
fekt unter unseren Konstruktionen verfolgen, erhalten wir auch ohne irgendwelche
Annahmen an X die rechte Hälfte eines kommutativen Diagramms

Hp(X; k)⊗k Hq(Y ; k) → Hp(X; Hq(Y ; k)) → Hp+q(X × Y ; k)

↓ id⊗(∪β) ↓ ∪β ↓ ∪ pr∗Y β

Hp(X; k)⊗k Hq+r(Y ; k) → Hp(X; Hq+r(Y ; k)) → Hp+q+r(X × Y ; k)

Das linke Quadrat entsteht aus dem ausgezeichneten Morphismus

a∗X ⊗F → a∗(X ⊗ a∗F)
∼→ a∗a

∗F

nach 1.5.15, indem wir zu F zu [0]Hq(Y ; k) spezialisieren undHp anwenden und
den Morphismus 2.7.19 vom Tensorprodukt der Homologien zur Homologie des
Tensorprodukts vorschalten. Indem wir die Bilder von α⊗ 1 verfolgen, erkennen
wir, daß die Kompositionen in den Horizontalen das Kreuzprodukt der Kohomo-
logie sein müssen. Ist Hq(Y ; k) endlich erzeugt projektiv, so ist es starr und flach
und die eben konstruierten Morphismen erweisen sich als Isomorphismen nach
der starren Projektionsformel 1.5.17 oder 3.2.10 und der ⊗-Entfaltetheit flacher
Objekte und der zweite Teil des Satzes folgt.

3.2.10 (Starre Projektionsformel, Variante). Gegeben f : X → Y stetig und
k ein Kring erhalten wir aus den Adjunktionen für F ∈ Der(Ab/(X,k)) und G ∈
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Der(Ab/(Y,k)) einen kanonischen Morphismus (f∗F)⊗G → f∗(F⊗f ∗G). Halten
wir F fest, so bilden die Objekte G, für die unsere Morphismen Isomorphismen

(f∗F)⊗ G ∼→ f∗(F ⊗ f ∗G)

sind, eine volle triangulierte Unterkategorie von Der(Ab/(Y,k)), die zumindest die
konstante Garbe Y enthält. In 1.5.17 haben wir diskutiert, warum für beliebiges
F unsere starre Projektionsformel insbesondere für alle „starren“ Objekte G gilt.

3.2.11 (Relative Künnethformel mit Koeffizienten). Wir betrachten ein Dia-
gramm von topologischen Räumen der Gestalt

X ×Z Y
c

$$HHHHHHHHHH
prX
��

prY // Y

b
��

X a // Z

und nehmen an, a sei ein Faserbündel mit offenlokal zusammenziehbarer oder all-
gemeiner offenlokal bagazyklischer Faser und k ein Kring. Für F ∈ Der(Ab/X)
starr und G ∈ Der(Ab/Y ) mit b∗G starr zeigen wir, daß der natürliche Morphismus
ein Isomorphismus

c∗(F �Z G)
∼→ a∗F ⊗ b∗G

ist. Dazu beachten wir die Isomorphismen

a∗ prX∗(pr∗X F⊗pr∗Y G)
∼→ a∗(F⊗(prX∗ pr∗Y G))

∼→ a∗(F⊗a∗b∗G)
∼→ a∗F⊗b∗G

aus der starren Projektionsformel 3.2.10 außen mit dem gefaserten derivierten
Basiswechsel 3.2.2 in der Mitte und beachten a prX = c und unsere Definition
F �Z G := pr∗X F ⊗ pr∗Y G für das Boxprodukt. Wenn wir gar keine Starrheits-
annahmen machen, erhalten wir nur noch mit 1.5.7 und gefasertem Basiswechsel
kanonische Isomorphismen

c∗(pr∗X FV pr∗Y G)
∼→ a∗(FV prX∗ pr∗Y G)

∼→ a∗(FVa∗b∗G)

Satz* 3.2.12 (Leray-Hirsch). Gegeben X → Y ein Faserbündel über einem
offenlokal zusammenziehbaren Raum und c1, . . . , cn ∈ H∗(X) homogene Klassen,
deren Rückzüge für alle y ∈ Y eine Basis der Kohomologie H∗(Xy) der Faser
bilden, bilden c1, . . . , cn auch eine Basis von H∗(X) als H∗(Y )-Modul.

Beweis. Bezeichne p : X → Y die Projektion. Eine Klasse c ∈ Hq(X) können
wir nach [TD] 2.6.14 auffassen als einen Morphismus c : p∗ZY → ZX [q] in der
derivierten Kategorie der abelschen Garben auf X . Die Zeilenmatrix (c1, . . . , cn)
liefert so einen Homomorphismus⊕n

i=1 ZY [−q(i)]→ p∗ZX
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Unser Satz folgt, wenn wir nachweisen, daß er ein Quasiisomorphismus ist. Dazu
dürfen wir aber unser Faserbündel als trivial annehmen und dann folgt die Be-
hauptung aus deriviertem gefaserten Basiswechsel 3.2.2.

Satz* 3.2.13 (Leray-Hirsch, Variante). Gegeben X → Y ein Faserbündel über
einem offenlokal zusammenziehbaren Raum und homogene Kohomologieklassen
ci ∈ Hq(i)(X) für i = 1, . . . , n, deren Rückzüge für alle y ∈ Y eine Basis der ab-
geschnittenen Kohomologie H≤s(Xy) der Faser bilden, induziert die durch Multi-
plikation mit c1, . . . , cn gegebene Abbildung

n⊕
i=1

H∗(Y )[−q(i)]→ H∗(X)

einen Isomorphismus in allen Graden ≤ s.

Beweis. Bezeichne p : X → Y die Projektion. Eine Klasse c ∈ Hq(X) können
wir nach [TD] 2.6.14 auffassen als einen Morphismus c : p∗ZY → ZX [q] in der
derivierten Kategorie der abelschen Garben auf X . Die Zeilenmatrix (c1, . . . , cn)
liefert so einen Homomorphismus⊕n

i=1 ZY [−q(i)]→ τ≤sp∗ZX

Unser Satz folgt, wenn wir nachweisen, daß er ein Quasiisomorphismus ist. Dazu
dürfen wir aber unser Faserbündel als trivial annehmen und dann folgt die Be-
hauptung aus deriviertem gefaserten Basiswechsel 3.2.2.

3.2.14. Wir nennen einen Morphismus f : (X,A) → (Y,B) von gekringten
Räumen flach, wenn für alle x ∈ X der Halm Ax ein flacher Bf(x)-Modul ist.
Wir nennen ihn starr, wenn A starr ist in der Schmelzkategorie Der(X,f∗B).

Satz 3.2.15 (Derivierter gefaserter Basiswechsel in gekringten Räumen). Sind
in einem kartesischen Diagramm von gekringten Räumen fq = pg die Horizonta-
len p, q starr und Faserbündel mit offenlokal zusammenziehbarer Faser und sind
die Vertikalen flach , so ist der Basiswechsel auf den derivierten Kategorien von
Modulgarben eine Isotransformation

p∗f∗
∼⇒ g∗q

∗

3.2.16. Wir zeigen den Satz sogar etwas allgemeiner für Faserbündel mit offen-
lokal bagazyklischer Faser. Der Beweis soll funktionieren wie in 6.1.7, aber mit
der starren Projektionsformel 1.5.17 im Quadrat unten links. Beispiele für starre
Morphismen wären etwa endliche Körpererweiterungen. Ist das halmweise detek-
tierbar? Ist es stabil unter Rückzug?
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Beweis. Wir bemerken zunächst, daß jeder Morphismus (X,A) → (Y,B) von
gekringten Räumen faktorisiert als (X,A) → (X, f ∗B) → (Y,B). Jedes kartesi-
sche Quadrat von gekringten Räumen läßt sich mithin erhalten als Verklebung der
vier kartesischen Quadrate

(W, g∗C ⊗v∗B q∗A) //

��

(W, q∗A)

��

q // (X,A)

��
(W, g∗C)

g

��

// (W, v∗B)

g

��

q // (X, f ∗B)

f

��
(Z, C) // (Z, p∗B)

p // (Y,B)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Rückzüge von
Kringgarben. Es reicht also, für jedes dieser vier kartesischen Quadrate zu prüfen,
daß der Basiswechsel für Modulgarben ein Isomorphismus ist. Im Quadrat oben
links geht es nur um Beziehungen zwischen Restriktion und Erweiterung von
Skalaren, da folgt die Behauptung aus der Voraussetzung der Flachheit der Ax
über Bf(x), die dazu führt, daß jeder quisflache Komplex von A-Modulgarben zu
einem quisflachen Komplex von B-Modulgarben restringiert. Im Quadrat oben
rechts werden nur Kringoperationen zurückgezogen und die Behauptung ist klar.
Im Quadrat unten rechts steht unser gewöhnlicher gefaserter Basiswechsel für
abelsche

Übungen

Übung 3.2.17. Gegeben topologische Räume X, Y erinnern wir die unkanoni-
schen Homomorphismen⊕

p+q=n

Hp(X; Hq(Y ))→ Hn(X × Y )

aus dem Beweis von 3.2.6. Will man eine kanonischere Aussage erhalten, mag
man zum Komplex von abelschen Gruppen B := b∗ZY das Diagramm

[−q]HqB

[1]

0

wwoooooooooo
[−(q + 1)]Hq+1B

[1]

0

wwnnnnnnnnnnnn

. . . τ≤q−1B // τ≤qB //

eeKKKKKKKKK

τ≤q+1B . . .

hhRRRRRRRRRRRR

betrachten. Die Morphismen vom Grad Eins der ausgezeichneten Dreicke ver-
schwinden wie angedeutet, da gilt DerAb(A,B) = 0 für A ∈ Der≥2(Ab) und
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B ∈ Der≤0(Ab) oder expliziter nach [TD] 2.6.27. Alle Morphismen der un-
teren Horizontalen sind also spaltende Einbettungen in der additiven Kategorie
Der(Ab). Wenden wir auf dieses DiagrammHna∗a

∗ an, so erhalten wir eine grad-
weise unkanonisch spaltende Filtrierung von Hn(X × Y ) und einen kanonischen
Homomorphismus

gr Hn(X × Y )
∼→
⊕
p+q=n

Hp(X; Hq(Y ))

Es ist eine gute Übung zu zeigen, daß unsere Filtrierung den Kohomologiering
des Produkts zu einem filtrierten Ring macht und daß unser kanonischer Homo-
morphismus ein Ringhomomorphismus wird, wenn wir die Multiplikation rechts
erklären, indem wir das Produkt

Hp(X;K)× Hq(X;L)→ Hp+q(X;K ⊗ L)

aus 2.7.20 mit K = Hk(Y ) und L = Hl(Y ) anwenden und den Effekt des Cup-
Produkts Hk(Y )⊗ Hl(Y )→ Hk+l(Y ) nachschalten.

3.3 Gysinsequenz
3.3.1. Gegeben n ≥ 1 und U ⊂◦ Rn+1 der offene Einheitsball liefern die Lokali-
sierungssequenz der kompakten Kohomologie [TG] 4.8.15 und die Beschreibung
[TG] 4.8.17 der kompakten Kohomologie von Rn+1 wie von U als lokale Koho-
mologie in Bezug auf einen beliebigen Punkt eine Folge von Isomorphismen

Hn
! (Sn)

∼→ Hn+1
! (U)

∼→ Hn+1
! (Rn+1)

Das Urbild unseres ausgezeichneten Erzeugers aus [TG] 4.9.19 ganz rechts neh-
men wir als unseren ausgezeichneten Erzeuger von Hn

! (Sn). Die natürlichen Iso-
morphismen Hn

{x}(S
n)

∼→ Hn
! (Sn) liefern dann eine Orientierung auf Sn, die wir

unsere ausgezeichnete Orientierung nennen.
3.3.2. Unter einem Sphärenbündel auf einem topologischen Raum X versteht
man ein Faserbündel π : E → X mit einer Sphäre Sn als Faser. Unter einer
Orientierung eines Sphärenbündels einer Faserdimension ≥ 1 versteht man die
Vorgabe einer Orientierung im Sinne von [TG] 4.10.8 auf jeder Faser derart, daß
es einen Bündelatlas gibt, unter dessen Bündelkarten U×Sn → E diese Orientie-
rung stets unserer ausgezeichneten Orientierung auf Sn entspricht. Ein Sphären-
bündel, das mindestens eine Orientierung besitzt, heißt orientierbar.

Satz 3.3.3 (Gysin-Sequenz). Gegeben π : E → X ein orientierbares Sphären-
bündel einer Faserdimension n ≥ 1 gibt es eine Klasse c ∈ Hn+1(X) und eine
lange exakte Sequenz der Gestalt

. . .→ Hq(X)→ Hq(E)→ Hq−n(X)→ Hq+1(X)→ . . .
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mit dem Zurückholen als erstem Morphismus und dem cup-Produkt c ∪ als drittem
Morphismus.

Vorschau 3.3.4. Wenn der folgende Beweis noch etwas unbeholfen wirkt, so ist
das durchaus in meinem Sinne. Er soll nämlich unter anderem die Sprache der
„derivierten Funktoren Rπ∗ : Der(Ab/E) → Der(Ab/X)“ motivieren, die wir im
kommenden Abschnitt ?? einführen und in der er einfacher zu formulieren sein
wird, vergleiche 3.3.5. Im folgenden Beweis werden wir sogar zu jeder Orientie-
rung unseres Sphärenbündels eine Klasse c wie im Satz konstruieren und sie die
„Eulerklasse“ unseres orientierten Sphärenbündels nennen.

Beweis. Sei ZE ↪→ I� eine injektive Auflösung. Wir haben also natürliche Iso-
morphismen Rqπ∗ZE

∼→ Hqπ∗I�. Da unsere Sphären zusammenhängend sind,
liefert die Einheit Adjunktion (π∗, π∗) den ersten Isomorphismus einer Sequenz
von natürlichen Isomorphismen

ZX
∼→ π∗π

∗ZX
∼→ π∗ZE

Derivierter eigentlicher Basiswechsel [TG] 6.6.8 im kartesischen Diagramm be-
stehend aus U × Sn mit den Projektionen auf die Faktoren und den einpunk-
tigen Raum zeigt weiter, daß Rnπ∗ZE lokal isomorph ist zu ZX und daß gilt
Rqπ∗ZE = 0 für q 6= 0, n. Der Kokern des Monomorphismus [0]ZX ↪→ π∗I�
von Garbenkomplexen hat also eine einzige von Null verschiedene Kohomolo-
gie und ist nach ?? folglich isomorph in Der(Ab/X) zum Objekt [−n](Rnπ∗ZE).
Unsere Erkenntnisse ?? zu Abschneidefunktoren liefern so ein ausgezeichnetes
Dreieck

ZX → π∗I� → [−n](Rnπ∗ZE) → [1]ZX
in Der(Ab/X). Es liefert nach ?? eine lange exakte Sequenz für die Morphismen
von ZX und seinen Verschiebungen in die Objekte unseres ausgezeichneten Drei-
ecks. Um diese Morphismen nach π∗I� zu berechnen, bemerken wir, daß dieser
Komplex aus injektiven Garben besteht. Nach ?? oder noch expliziter nach dem
Ende seines Beweises und der Adjunktion (π∗, π∗) liefern die offensichtlichen
Abbildungen also Bijektionen

DerAb/X ([q]ZX , π∗I�) DerAb/E([q]ZE,ZE) ∼ // Hq(E)

HotAb/X ([q]ZX , π∗I�)

o
OO

∼ // HotAb/E([q]π∗ZX , I�)

o
OO

So erhalten wir eine lange exakte Sequenz

. . .→ Hq(X)→ Hq(E)→ Hq−n(X; Rnπ∗ZE)→ Hq+1(X)→ . . .
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mit dem Zurückholen auf der Kohmologie als erster Abbildung. Ist unser Bündel
orientierbar und wählen wir eine Orientierung, so liefert diese Wahl einen Iso-
morphismus Rnπ∗ZE

∼→ ZX mit der konstanten Garbe auf X und wir erhalten
unsere Gysin-Sequenz. Die Konstruktion zeigt, daß die dritte Abbildung darin das
cup-Produkt c∪ mit derjenigen Klasse in c ∈ Hn+1(X) ist, die durch den entspre-
chenden Morphismus [−n]ZX → [1]ZX in der derivierten Kategorie Der(Ab/X)
aus dem ersten ausgezeichneten Dreieck bestimmt wird. Sie heißt die Eulerklasse
unseres orientierten Sphärenbündels.

Beispiel 3.3.5 (Nocheinmal die Gysin-Sequenz). Gegeben π : E → X ein orien-
tiertes Sphärenbündel einer Faserdimension n ≥ 1 zeigen wir wie zu Beginn des
Beweises in 3.3.3, daß das ausgezeichnete Dreieck über der Einheit der derivierten
Adjunktion (π∗, π∗) die Gestalt

ZX → π∗π
∗ZX → ZX [−n]

[1]→

hat. Drücken wir es deriviert herunter unter der konstanten Abbildung cX : X →
top und verwenden unsere Isotransformation cX∗π∗

∼⇒ cE∗ aus ??, so liefert es
ein ausgezeichnetes Dreieck

cX∗ZX → cE∗ZE → cX∗ZX [−n]
[1]→

in Der(Ab). Wenn wir dazu die lange exakte Kohomologiesequenz bilden, steht
unsere Gysinsequenz auch schon da.

Satz 3.3.6. Der Rückzug unter der Einbettung der komplexen Diagonalmatrizen
in die unitäre Gruppe T(n) ↪→ U(n) induziert einen Isomorphismus

H∗U(n)(top)
∼→ H∗T(n)(top)Sn

Beweis. Den fraglichen Ringhomomorphismus hatten wir bereits in 3.3.14 herge-
leitet und diskutiert. Um zu zeigen, daß er ein Isomorphismus ist, betrachten wir
das kommutative Diagramm

T(n) //

��

U(n)

��
T(n;C) // B(n;C) // GL(n;C)

mit T(n;C) der Gruppe aller komplexen invertierbaren Diagonalmatrizen und
B(n;C) der Gruppe aller komplexen invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen und
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erhalten so ein kommutatives Diagramm

H∗T(n)(top) H∗U(n)(top)oo

H∗T(n;C)(top)

o
OO

H∗B(n;C)(top)∼oo H∗GL(n;C)(top)

o
OO

oo

mit den Isomorphismen nach [TG] 7.2.5 für alle Einbettungen, bei denen der Quo-
tient zusammenziehbar ist, was für U(n) ⊂ GL(n;C) etwa aus der Polarzerlegung
folgt. Nun setzen wir B := B(n;C) und G := GL(n;C). Nach dem im Anschluß
bewiesenen Lemma 3.3.8 reicht es zu zeigen, daß H∗B(top) ein freier Modul vom
Rang n! über H∗G(top) ist. Für die Milnor-Konstruktion E := EG ist nun

π : E/B � E/G

ein Faserbündel mit der Fahnenmannigfaltigkeit G/B als Faser. Aus [LA2] 5.6.1
erinnern wir die Bruhat-Zerlegung

G/B =
⊔
w∈Sn

BwB/B

in die B-Bahnen. Aus [TM] 2.4.25 folgt, daß jede B-Bahn offen ist in ihrem
Abschluß. Da die Bahnen selbst nach [TM] 2.2.25 homöomorph sind zu Cl(w)

und da die Fahnenmannigfaltigkeit nach [TM] 2.3.10 kompakt ist, folgt mit der
Lokalisierungssequenz der kompakten Kohomologie [TG] 4.8.15 unmittelbar

H2q(G/B) ∼=
⊕
l(w)=q

Z

und H2q+1(G/B) = 0 für alle q. Insbesondere ist H∗(G/B) in den geraden Graden
konzentriert und seine totale Kohomologie ist frei über Z vom Rang n!. Derivier-
ter eigentlicher Basiswechsel [TG] 6.6.8 zeigt R2q+1π∗ZE/B = 0 für alle q und
daß R2qπ∗ZE/B lokal isomorph ist zu

⊕
l(w)=q ZE/G. DaG zusammenhängend ist,

hat E/G nach dem Spezialfall [TF] 4.5.23 der langen exakten Homotopiesequenz
triviale Fundamentalgruppe. Da E/G nach [TG] 7.3.5 auch lokal zusammenzieh-
bar ist, ist E/G nach [TF] 3.1.18 überlagerungstrivial und jede lokal konstante
Garbe darauf ist konstant. Das zeigt, daß R2qπ∗ZE/B sogar global isomorph ist zu⊕

l(w)=q ZE/G. Da wir nach 3.3.12 bereits wissen, daß die ungerade Kohomologie
von E/G verschwindet, liefert ?? einen unkanonischen Isomorphismus

π∗ZE/B
∼→
⊕
w∈Sn

[−2l(w)]ZE/G

in der derivierten Kategorie Der(AbE/G). So folgt unmittelbar, daß H∗(E/B) über
H∗(E/G) ein freier Modul vom Rang n! ist.
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3.3.7. Ich hätte gerne, daß mir mal ein Student in einer Bachelorarbeit durchsor-
tiert, bis auf welche Torsion das bei anderen Gruppen genauso geht. Es geht dabei
in etwa darum, die Arbeit „Invariants des groupes de Weyl et torsion“ von Michel
Demazure in die hier verwendete Sprache zu übersetzen.

Lemma 3.3.8. Seien C ein kommutativer Integritätsbereich und W eine endliche
Gruppe von Automorphismen von C und A ⊂ CW ein Teilring des Invarian-
tenrings derart, daß C als A-Modul von ≤ |W | Elementen erzeugt wird. So gilt
A = CW und C ist frei über CW vom Rang |W |.

Beweis. Da wir jeden Bruch so erweitern können, daß sein Nenner W -invariant
ist, ist jedes Erzeugendensystem des CW -Moduls C auch ein Erzeugendensystem
des Quot(CW )-Vektorraums Quot(C) und wir haben Quot(CW )

∼→ (QuotC)W ,
vergleiche [AL] 4.1.23. Nach unserem Satz [AL] 4.1.9 über Galoiserweiterungen
durch Gruppenoperationen ist andererseits Quot(C) ein (QuotC)W -Vektorraum
der Dimension |W |. Hätten wir nun A 6= CW , so wäre unser Erzeugendensystem
vonC überA ein linear abhängiges Erzeugendensystem vonC alsCW -Modul und
damit ein linear abhängiges Erzeugendensystem von Quot(C) als (QuotC)W -
Vektorraum. Das steht jedoch im Widerspruch zu unserer Erkenntnis, daß dieser
Vektorraum die Dimension |W | haben muß. So folgt A = CW . In derselben Wei-
se folgt, daß unser Erzeugendensystem frei gewesen sein muß und genau |W |
Elemente hatte.

3.3.9 (Kohomologieringe der komplex projektiven Räume). Die Kohomolo-
giegruppen der komplex projektiven Räume kennen wir bereits aus [TG] 4.8.19.
Hier berechnen wir nun ihren Kohomologiering. Wir betrachten dazu die Sphäre
E = S2a+1 ⊂ Ca+1 und das S1-Bündel π : S2a+1 → PaC. Es ist offensicht-
lich orientierbar und beide möglichen Wahlen einer Orientierung liefern uns eine
Klasse c ∈ H2(PaC) derart, daß die Multiplikation mit dieser Klasse Isomorphis-
men

H0(PaC)
∼→ H2(PaC)

∼→ . . .
∼→ H2a(PaC)

induziert und ebenso Isomorphismen

0 = H−1(PaC)
∼→ H1(PaC)

∼→ . . .
∼→ H2a−1(PaC)

Insgesamt erhalten wir so einen Isomorphismus Z[c]/〈ca+1〉 ∼→ H∗(PaC) mit c
homogen vom Grad Zwei. Die beiden möglichen Wahlen der Orientierung führen
dabei zu zwei Erzeugern, von denen der eine das Negative des anderen ist.

Beispiel 3.3.10 (Kohomologie des klassifizierenden Raums der Kreisgruppe).
Sei E ein zusammenziehbarer oder auch nur schwach garbenazyklischer Raum
mit einer topologisch freien Operation der Kreisgruppe S1. So ist die Projektion
E → E/S1 ein orientierbares Sphärenbündel und jede Wahl einer Orientierung
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der Kreislinie S1 liefert eine damit verträgliche Orientierung unseres Sphären-
bündels. Für die zugehörige Eulerklasse c ∈ H2(E/S1) liefert die Multiplikation
mit c Isomorphismen

Z ∼→ H0(E/S1)
∼→ H2(E/S1)

∼→ H4(E/S1)
∼→ . . .

und ebenso Isomorphismen

0 = H−1(E/S1)
∼→ H1(E/S1)

∼→ H3(E/S1)
∼→ . . .

Insgesamt erhalten wir so einen Isomorphismus Z[′c]
∼→ H∗S1(top) von graduier-

ten Ringen mit c homogen vom Grad Zwei.

Beispiel 3.3.11 (Kohomologie des klassifizierenden Raums der Spingruppe).
Sei E ein zusammenziehbarer oder auch nur schwach garbenazyklischer Raum
mit einer topologisch freien Operation der Spingruppe SU(2). Wir wissen aus
[LA2] 1.11.25, daß diese Gruppe homöomorph ist zur Sphäre S3. Dieselbe Ar-
gumentation wie für die Kreisgruppe liefert dann einen Isomorphismus Z[′d]

∼→
H∗SU(2)(top) von graduierten Ringen mit d homogen vom Grad Vier und eindeutig
bestimmt als eine Eulerklasse durch die Wahl einer Orientierung der Spingruppe.

Satz 3.3.12 (Kohomologie der klassifizierenden Räume unitärer Gruppen).
Die Kohomologie H∗U(n)(top) des klassifizierenden Raums der unitären Gruppe
U(n) ist ein Polynomring in Erzeugern a1, a2, . . . , an mit grad(ai) = 2i.

3.3.13. Wir stehen hier vor der Schwierigkeit, daß wir die graduierte Kommuta-
tivität des garbentheoretischen Kohomologierings erst in [TSF] 2.7.6 zeigen. Für
den Kohomologiering des mit Hilfe der Milnor-Konstruktion konstruierten klas-
sifizierenden Raums BG einer offenlokal zusammenziehbaren Gruppe G können
wir das aber bereits aus unseren Vergleichssätzen mit der singulären Kohomologie
?? unter Verwendung von [TG] 7.3.5 ableiten, auch wenn sich das im Rückblick
als ein unschöne und überkomplizierte Argumentation erweisen wird.

Beweis. Der Fall n = 0 ist unproblematisch und wir nehmen n ≥ 1 an und be-
handeln den Fall n = 1 der Kreisgruppe gleich nocheinmal mit. Wir bemerken
zunächst, daß U(n − 1) topologisch frei auf U(n) operiert, wenn wir es etwa
durch A 7→ diag(1, A) einbetten. Das ist leicht explizit zu sehen und gilt auch
sehr viel allgemeiner für abgeschlossene Untergruppen von Liegruppen, wie etwa
in [ML] 4.4.3 ausgeführt wird. Bezeichne nun E := EU(n) die Milnorkonstrukti-
on. Dann ist E/U(n− 1)� E/U(n) eine Faserung mit Faser U(n)/U(n− 1) ∼=
S2n−1 ⊂ Cn. Man sieht leicht, daß sie orientierbar ist. Da die Basis dieser Fa-
serung mit einer Induktion über n keine ungerade Kohomologie hat, folgern wir
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aus der Gysinsequenz, daß die Multiplikation mit der zugehörigen Eulerklasse
an ∈ H2n(E/U(n)) und das Zurückholen für alle q kurze exakte Sequenzen

Hq(E/U(n)) ↪→ Hq+2n(E/U(n))� Hq+2n(E/U(n− 1))

liefern. Das zeigt die Behauptung.

Vorschau 3.3.14. Auch die Künnethformeln sind in der Garbenkohomologie nicht
so einfach zu haben und wir zeigen die hier benötigten Formeln rein garbenkoho-
mologisch erst in [TSF] 3.2.6. Mit unseren Vergleichssätzen zur singulären liefern
aber auch nach der Künnethformel [TS] 6.1.17 der singulären Kohomologie die
Rückzüge [TG] 7.2.4 unter den Projektionen zusammen mit dem cup-Produkt für
je zwei LiegruppenG,H derart, daß alle Kohomologiegruppen Hq(BG) der ersten
freie endlich erzeugte abelsche Gruppen sind, einen Isomorphismus

H∗G(top)⊗̄H∗H(top)
∼→ H∗G×H(top)

Gegeben ein Torus T(n) := (S1)n folgt aus dem Fall n = 1 nach 3.3.10 und unse-
rer Vorbemerkung 3.3.13, daß für jede Wahl eines Erzeugers z ∈ H2

S1(top) dessen
Rückzüge unter den Projektionen unseres Produkts auf seine Faktoren Klassen
z1, . . . , zn ∈ H2

T(n)(top) liefern mit

Z[′z1, . . . , zn]
∼→ H∗T(n)(top)

Aus [TG] 7.2.17 folgt, daß das Zurückholen H∗U(n)(top) → H∗T(n)(top) unter der
Einbettung T(n) ↪→ U(n) als Diagonalmatrizen in den Invarianten unter der sym-
metrischen Gruppe landet. In 3.3.6 zeigen wir, daß diese Abbildung einen Isomor-
phismus

H∗U(n)(top)
∼→ Z[′z1, . . . , zn]Sn

mit dem Ring der symmetrischen Polynome liefert.

3.4 Charakteristische Klassen und Produkte
3.4.1 (Äquivariante Kohomologie als Trennfunktor). Bezeichne Topog die Ka-
tegorie der topologischen Räume mit Operation einer topologischen Gruppe. Aus
dem nicht-äquivarianten Fall 2.8.5 folgt unmittelbar, daß auch die äquivariante
Kohomologie (G%X) 7→ H∗G(X) aus [TG] 7.2.4 einen Trennfunktor

H∗ : fTopog→ sgAbopp

liefert, dessen Effekt auf Trennungen durch das „Produkt der Rückzüge“ gegeben
wird.
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3.4.2 (Charakteristischer Homomorphismus). Gegeben G eine topologische
Gruppe und X ein topologischer Raum und E ein G-Torsor auf X erinnere ich
daran, wie wir in [TG] 7.2.8 den charakteristischen Homomorphismus

CE : H∗G(top)→ H∗(X)

erklärt hatten als die Komposition H∗G(top)→ H∗G(E)
∼→ H∗(X) des äquivarian-

ten Zurückholens längs der konstanten Abbildung mit dem Inversen des Quotien-
tenisomorphismus H∗(X)

∼→ H∗G(E).
3.4.3 (Charakteristische Klassen und Produkt). Gegeben ein topologischer Raum
X und topologische GruppenG,H und aufX einG-TorsorE sowie einH-Torsor
F ist E ×X F ein (G × H)-Torsor in offensichtlicher Weise und wir erhalten in
Topog ein kommutatives Diagramm

G%top ← G%E → 1%X

↑ ↑ ‖
(G×H)%top ← (G×H)%(E ×X F ) → 1%X

↓ ↓ ‖
H%top ← H%F → 1%X

Wenden wir darauf äquivariante Kohomologie an, so folgt die Kommutativität des
Diagramms

H∗G(top)⊗̄H∗H(top) → H∗(X)⊗̄H∗(X)
↓ ↓

H∗G×H(top) → H∗(X)

mit den durch Rückzug und Produkt gegebenen Vertikalen und den durch un-
sere charakteristischen Homomorphismen gegebenen Horizontalen. In Formeln
ausgedrückt gilt also CE(a)CF (b) = CE×F (a × b) mit der Notation a × b :=
pr∗1(a) pr∗2(b) für den Effekt der linken Vertikale.
3.4.4 (Kohomologieringe klassifizierender Räume und Produkte). Jede Lie-
gruppe G ist offenlokal zusammenziehbar und dasselbe folgt mit [TG] 7.3.5 für
die Milnorkonstruktion EG und den klassifizierenden Raum BG. Gegeben Lie-
gruppen G,H derart, daß alle Kohomologiegruppen Hq(BG) der ersten freie end-
lich erzeugte abelsche Gruppen sind, liefert das Kreuzprodukt der Kohomologie
nach der Künnethformel 3.2.6 also einen Isomorphismus

H∗G(top)⊗̄H∗H(top)
∼→ H∗G×H(top)

3.4.5 (Chern’sche Klassen). Gegeben ein Torus T(n) := (S1)n liefern nach 3.4.4
für jede Wahl eines Erzeugers z ∈ H2

S1(top) dessen Rückzüge unter den Projek-
tionen unseres Torus auf seine Faktoren Klassen z1, . . . , zn ∈ H2

T(n)(top) mit

Z[′z1, . . . , zn]
∼→ H∗T(n)(top)
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Nach [TD] ?? liefert weiter der Rückzug unter der Einbettung T(n) ↪→ U(n) der
Diagonalmatrizen in die unitären Matrizen einen Isomorphismus H∗U(n)(top)

∼→
H∗T(n)(top)Sn . Insgesamt erhalten wir so einen Isomorphismus

Z[′z1, . . . , zn]Sn
∼→ H∗U(n)(top)

Ebenso erhalten wir auch für die entsprechenden komplexen Gruppen Isomorphis-
men Z[′z1, . . . , zn]

∼→ H∗T(n;C)(top) und

Z[′z1, . . . , zn]Sn
∼→ H∗GL(n;C)(top)

Nach [AL] 2.9.6 haben wir nun Z[′z1, . . . , zn]Sn = Z[′s1, s2, . . . , sn] für sq das
q-te elementarsymmetrische Polynom in den zi. Dies Polynom sq ist homogen
vom Grad q in den zi und bereits sein Bild cq ∈ H∗GL(n;C)(top) unter dem obi-
gen Isomorphismus heißt manchmal die q-te Chern’sche Klasse. Gegeben ein
GL(n;C)-Hauptfaserbündel E auf einem Raum X erklärt man dann seine q-te
Chern’sche Klasse durch die Vorschrift

cq(E) := CE(cq) ∈ H2q(X)

für CE : H∗GL(n;C)(top) → H∗(X) den charakteristischen Homomorphismus. Die
Chern’schen Klassen eines komplexen Vektorbündels V werden schließlich er-
klärt als cq(V ) := cq(E) mit E = EV dem zugehörigen GL(n;C)-Torsor alias
dem Rahmenbündel von V aus [?] ??.

3.4.6. Gegeben ein n-dimensionales komplexes Vektorbündel V auf einem Raum
X vereinbaren wir zusätzlich c0(V ) := 1 und erklären die totale Chern’sche
Klasse c∗(V ) ∈ H∗(X) von V durch die Vorschrift

c∗(V ) := c0(V ) + c1(V ) + c2(V ) + . . .+ cn(V ) ∈ H∗(X)

Lemma 3.4.7. Für die totale Chern’schen Klasse der direkten Summe von zwei
komplexen Vektorbündeln gilt im Kohomologiering der Basis die Whitney’sche
Summenformel

c∗(V ⊕W ) = c∗(V )c∗(W )

Beweis. Die elementarsymmetrischen Polynome sq ∈ Z[z1, . . . , zn]Sn können
charakterisiert werden durch die Identität

(1 + z1)(1 + z2) . . . (1 + zn) = 1 + s1 + s2 + . . .+ sn

zusammen mit der Eigenschaft, daß sq homogen ist vom Grad q. Erklären wir
unseren Ausdruck als das „totale symmetrische Polynom“ s∗(z1, . . . , zn), so gilt
für l + m = n mithin s∗(z1, . . . , zn) = s∗(z1, . . . , zl)s∗(zl+1, . . . , zn). Sei nun X
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die Basis unserer Bündel. Bezeichnet D das Rahmenbündel von V ⊕W , so haben
wir per definitionem s∗(z1, . . . , zn) 7→ c∗(V ⊕W ) unter der Komposition

Z[′z1, . . . , zn]Sn
∼−→ H∗GL(n;C)(top)

CD−→ H∗(X)

Jetzt betrachten wir für l +m = n das kommutative Diagramm

T(l;C) // GL(l;C)

T(l;C)× T(m;C)

��

OO

// GL(l;C)×GL(m;C)

OO

φ

��
T(n;C) // GL(n;C)

mit den jeweiligen Projektionen als Pfeile nach oben und dem „Zusammenblo-
cken“ φ : (A,B) 7→ diag(A,B) als Pfeile nach unten. Zusätzlich betrachten
nocheinmal dasselbe Diagramm mit m statt l in der oberen Horizontale. Gehen
wir zu den Kohomologieringen der jeweiligen klassifizierenden Räume über, so
ergibt sich ein weiteres kommutatives Diagramm, das mit unseren ausgezeichne-
ten Isomorphismen isomorph wird zum Diagramm

Z[z1, . . . , zl]

��

Z[z1, . . . , zl]
Sl

��

oo

Z[z1, . . . , zl]⊗ Z[w1, . . . , wm] Z[z1, . . . , zl]
Sl ⊗ Z[w1, . . . , wm]Smoo

Z[z1, . . . zn]

OO

Z[z1, . . . zn]Snoo

OO

mit der Umbenennung von zl+1, . . . , zn zu w1, . . . , wm bei beiden Pfeilen nach
oben. Im analogen Fall mit m statt l gilt Analoges. Sind nun E,F die Rahmen-
bündel von V,W , so haben wir offensichtlich D ∼= φ∗(E × F ) und damit

c∗(V ⊕W ) = CD(s∗(z1, . . . , zn)) per definitionem
= Cφ∗(E×F )(s∗(z1, . . . , zl)s∗(zl+1, . . . , zn)) nach Vorigem
= CE×F (s∗(z1, . . . , zl)× s∗(w1, . . . , wm)) nach [TG] 7.2.10
= CE(s∗(z1, . . . , zl))CF (s∗(w1, . . . , wm)) nach 3.4.3
= c∗(V )c∗(W ) per definitionem.

Vorschau 3.4.8 (Stiefel-Whitney-Klassen). Nun arbeiten wir mit Koeffizienten
in F2 = Z/2Z und mit reellen Gruppen. Dann liefert explizite Rechnung einen
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Isomorphimus F2[′x1, . . . , xn]
∼→ H∗T(n;R)(top;F2) mit Variablen vom Grad Eins

und Rückzug liefert wieder F2[′x1, . . . , xn]Sn
∼→ H∗GL(n;R)(top;F2), da dieselbe

Argumentation wie zuvor zeigt, daß sich zwischendrin homologisch nichts weg-
kürzen kann, sonst bräuchte H∗T(n;R)(top;F2) als Modul über H∗GL(n;R)(top;F2) zu
viele Erzeuger. Dann wiederholt man alle Argumente. Das Bild des q-ten elemen-
tarysmmetrischen Polynoms sq in Hq

GL(n;R)(top;F2) heißt in diesem Fall die q-te
Stiefel-Whitney-Klasse. Ebenso im Fall GL(n;H), in dem wir die sogenannten
Pontrjagin-Klassen mit Z-Koeffizienten in allen durch Vier teilbaren Graden er-
halten.
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4 Trennrückzug und Eigvorschub

4.1 Lokal eigentlicher Basiswechsel
4.1.1. Ich erinnere an die Garbeneigopkofaserung aus [TG] 6.4.9, eine Kofaserung

Ab!
�Tops → Tops

über topologischen Räumen mit nur separierten Abbildungen als Morphismen
durch abelschen Garben mit eigentlichen Opkomorphismen [TG] 6.4.4 als Mor-
phismen. Im folgenden führen wir „lokal eigentliche separierte Abbildungen“
oder kurz „les-Abbildungen“ zwischen topologischen Räumen ein und zeigen
dann in 4.5.11, daß der „Trennrückzug“ unter einer beliebigen Trennung topo-
logischer Räume Tupel eigkokartesischer Opkomorphismen von flachen Garben
über les-Abbildungen zu einem eigkokartesischen Opkomorphismus von flachen
Garben über einer les-Abbildung macht. Der Beweis dieser Aussage bildet den
Schlußpunkt unserer Diskussion des underivierten Drei-Funktoren-Kalküls. Die-
se Allgemeinheit geht in Richtung von Grothendieck’s Desiderata nach [Gro86,
1.5.2, Note 812]. In [RV04] wird das Konzept einer lokal eigentlichen Abbildung
unter einer anderen Bezeichnung eingeführt.

Definition 4.1.2. Eine stetige Abbildung f : X → Y topologischer Räume heiße
lokal eigentlich, wenn es für jeden Punkt x ∈ X und jede Umgebung U von x
Umgebungen A ⊂ U von x und V ⊂ Y von f(x) gibt derart, daß gilt f(A) ⊂ V
und daß f : A→ V eigentlich ist.

Vorschau 4.1.3. Sie dürfen als Übung 4.1.19 zeigen, daß jede Verknüpfung von
lokal eigentlichen Abbildungen lokal eigentlich ist.

Beispiele 4.1.4. Eine Einbettung i : X ↪→ Y von topologischen Räumen ist lokal
eigentlich genau dann, wenn ihr Bild lokal abgeschlossen ist. Jede étale Abbildung
ist lokal eigentlich. Die konstante Abbildung von einem Raum auf einen Punkt ist
lokal eigentlich genau dann, wenn der fragliche Raum lokal kompakt ist.

Lemma 4.1.5. Jede eigentliche und separierte Abbildung ist lokal eigentlich.

4.1.6. Das ist das relative Analogon der Tatsache, daß jeder kompakte Haus-
dorffraum lokal kompakt ist. Eine beliebige eigentliche Abbildung muß keines-
wegs lokal eigentlich sein, selbst wenn sie konstant ist.

4.1.7. Wir schicken dem Beweis eine Vorbemerkung voraus. Sei f : X → Y
stetig. Gegeben Z ⊂ X mit f : Z → Y eigentlich und U ⊂◦ X ist {y ∈ Y |
(f−1(y) ∩ Z) ⊂ U} offen in Y , denn für K ⊂∧ X das Komplement von U ist das
Komplement unserer Menge genau f(Z ∩K).

88



Beweis. Sei f : X → Y unsere eigentliche und separierte Abbildung. Gegeben
x ∈ X mit einer offenen Umgebung U ⊂◦ X betrachten wir Z := X\U . Wir
setzen y := f(x). Für jeden Punkt z ∈ f−1(y) ∩ Z gibt es eine offene Umgebung
Wz ⊂◦ X von z und eine offene Umgebung Bz ⊂◦ U von x mit Wz ∩ Bz = ∅.
Endlich viele solche Wz überdecken das Kompaktum f−1(y) ∩ Z. Ist W ihre
Vereinigung und B der Schnitt der zugehörigen Bz, so gilt x ∈ B ⊂◦ U ⊂◦ X ,
(f−1(y) ∩ Z) ⊂ W ⊂◦ X und B ∩ W = ∅. Nach 4.1.7 finden wir eine offene
Umgebung V ⊂◦ Y von y mit (f−1(V ) ∩ Z) ⊂ W . Der Abschluß A von B ∩
f−1(V ) in f−1(V ) trifft also f−1(V )∩Z nicht und ist folglich eine in U enthaltene
Umgebung von x derart, daß f : A→ V eigentlich ist.

Lemma 4.1.8. Seien g : Z → X und f : X → Y stetig. Ist f ◦ g lokal eigentlich
und f separiert, so ist bereits g lokal eigentlich.

Beweis. Sei W ⊂ Z eine Umgebung von z ∈ Z. Ist f ◦ g lokal eigentlich, so
gibt es Umgebungen A ⊂ W von z und V von f(g(z)) derart, daß f ◦ g eine
eigentliche Abbildung A→ V induziert. Diese Abbildung faktorisiert als

A
ğ−→ f−1(V )

f̆−→ V

mit ğ und f̆ jeweils den von g und f induzierten Abbildungen. Da f̆ nach [TM]
2.4.10 separiert ist, zeigt [TM] 2.4.11, daß ğ : A → f−1(V ) eigentlich ist. Das
zeigt, daß g lokal eigentlich ist.

4.1.9. Im folgenden werden lokal eigentliche separierte Abbildungen oft vorkom-
men. Wir nennen sie abkürzend les-Abbildungen oder als Eigenschaft les.

Korollar 4.1.10. Jede stetige Abbildung g : Z → X von einem lokal kompakten
Hausdorffraum Z in einen Hausdorffraum X ist eine les-Abbildung.

Beweis. Da Z lokal kompakt ist und X Hausdorff, muß g lokal eigentlich sein
nach 4.1.8. Da Z Hausdorff ist, ist g separiert.

Lemma 4.1.11 (Lokale Eigentlichkeit ist stabil unter Basiswechsel). Ist in ei-
nem kartesischen Diagramm einer der ursprünglichen Pfeile lokal eigentlich, so
auch der gegenüberliegende Pfeil aus dem Faserprodukt.

Beweis. Wir schreiben unser kartesisches Diagramm aus als

T
q //

g
��

X

f
��

Z
p // Y
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Wir nehmen f lokal eigentlich an und wollen dasselbe für g zeigen. Sei also t ∈ T
gegeben mit einer Umgebung S ⊂ T . Wir können, indem wir S notfalls verklei-
nern, ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß es eine Umgebung
V ⊂ X von q(t) und eine Umgebung W ⊂ Z von g(t) gibt derart, daß gilt
g(S) ⊂ W und q(S) ⊂ V und daß auch das Diagramm von Teilräumen

S
q //

g
��

V

f
��

W
p // Y

kartesisch ist. Dann finden wir eine Umgebung A ⊂ V von q(t) und eine Umge-
bung U ⊂ Y von f(q(t)) derart, daß f : A→ U eigentlich ist. Dasselbe folgt für
den durch Basiswechsel entstehenden Morphismus g : q−1(A)→ p−1(U).

Satz 4.1.12 (Vereigentlichung). Für jede stetige Abbildung f : X → Y gilt:

1. Die Mengen U t V mit U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y und f : f−1(V )\U → V
eigentlich bilden eine Topologie auf der disjunkten Vereinigung X t Y ;

2. Die Abbildung f̄ := (f, idY ) : X tY → Y ist eigentlich in Bezug auf diese
Topologie.

4.1.13. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y notieren wir X t Y mit
seiner Topologie aus dem Satz X ~tf Y oder abkürzend X ~t Y und nennen
f̄ : X ~t Y → Y die Vereigentlichung von f . Ist Y ein Punkt, so spezialisiert
unsere Vereigentlichung zur Ein-Punkt-Kompaktifizierung. Ist f eine abgeschlos-
sene Einbettung, so spezialisiert unsere Vereigentlichung zum Koprodukt X t Y
der beteiligten Räume. Offensichtlich ist die Einbettung von X nach X ~t Y eine
offene Einbettung und die Einbettung von Y nach X ~t Y eine abgeschlossene
Einbettung.

Beweis. 1. Sei eine Familie (Ui t Vi)i∈I solcher Mengen gegeben. So ist U :=⋃
Ui offen in X und f : f−1(Vi)\U → Vi ist eigentlich als Verknüpfung der

abgeschlossenen Einbettung f−1(Vi)\U → f−1(Vi)\Ui mit der eigentlichen Ab-
bildung f : f−1(Vi)\Ui → Vi. Da Eigentlichkeit lokal ist in der Basis, ist dann
für V :=

⋃
Vi auch f : f−1(V )\U → V eigentlich. Seien andererseits (U1 t V1)

und (U2 t V2) gegeben. Mit f−1(V1)\U1 → V1 ist auch f : f−1(V1 ∩ V2)\U1 →
V1 ∩ V2 eigentlich als Basiswechsel einer eigentlichen Abbildung. Dasselbe gilt
für f : f−1(V1 ∩ V2)\U2 → V1 ∩ V2 und mit [TM] 2.4.18 folgt die Eigentlichkeit
von f : f−1(V1 ∩ V2)\(U1 ∩ U2)→ V1 ∩ V2.

2. Offensichtlich ist f̄ := (f, idY ) : X ~tf Y → Y stetig. Diese Abbildung ist
sogar abgeschlossen, denn wir haben

f̄(X ~t Y \U ~t V ) = Y \V ∪ f(X\U) = Y \V ∪ f(f−1(V )\U)
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Gegeben ein weiterer topologischer Raum Z zeigen wir nun, daß die offensichtli-
che Bijektion eine stetige Abbildung

(X × Z) ~t (Y × Z)→ (X ~t Y )× Z

ist. In der Tat, gegeben U t V ⊂◦ X ~t Y und W ⊂◦ Z gilt es zu zeigen (f × idZ) :
f−1(V ×W )\(U×W )→ V ×W eigentlich. Das aber folgt aus der Eigentlichkeit
von f : f−1(V )\U → V durch Basiswechsel. Um nun zu zeigen, daß f̄ eigentlich
ist, betrachten wir für einen weiteren Raum Z die Komposition

(X ~t Y )× Z → (X × Z) ~t (Y × Z)→ Y × Z

und müssen nur bemerken, daß die erste dieser Abbildungen abgeschlossen ist als
Inverse unserer stetigen Bijektion, die wir gerade hergeleitet hatten, und daß die
zweite abgeschlossen ist nach unserer Vorüberlegung vom Beginn des Beweises
des zweiten Teils.

Satz 4.1.14. Die Vereigentlichung einer les-Abbildung ist separiert.

4.1.15. Das ist ein relatives Analogon der Tatsache, daß die Einpunktkompaktifi-
zierung eines lokal kompakten Hausdorffraums Hausdorff ist.

Beweis. Sei f : X → Y unsere les-Abbildung. Es gilt zu zeigen, daß f̄ : X ~t
Y → Y separiert ist, daß also je zwei verschiedene Punkte aus ein- und der-
selben Faser disjunkte Umgebungen haben. Der einzig nichttriviale Fall betrifft
Punkte inX(x), inY (y) mit f(x) = y. Nach Annahme gibt es eine offene Um-
gebung V ⊂◦ Y von y und eine Umgebung A ⊂ X von x mit f(A) ⊂ V und
f : A → V eigentlich. Dann ist die Verknüpfung A → f−1(V ) → V eigentlich.
Da f−1(V )→ V separiert ist, muß auch A→ f−1(V ) eigentlich sein und wir fin-
den A ⊂∧ f−1(V ). Bilden wir also U := f−1(V )\A, so ist U t V eine Umgebung
von inY (y) in X ~t Y und disjunkt zur Umgebung inX(A) von inX(x).

Satz 4.1.16 (Lokal eigentlicher Basiswechsel). Seien pg = fq ein kartesisches
Quadrat von topologischen Räumen mit les-Vertikalen f, g und p̃g̃ = f̃ q̃ darüber
ein kommutatives Diagramm von Opkomorphismen abelscher Garben mit p̃, q̃
kartesisch. Ist dann f̃ eigkokartesisch, so auch g̃.

4.1.17. In anderen Worten besagt unser Satz, daß die vom Basiswechsel ?? der
Garbenopfaserung für Funktoren zwischen nichtopponierten Kategorien von Gar-
ben induzierte Transformation p∗f∗ ⇒ g∗q

∗ unter den genannten Voraussetzungen
Isomorphismen p∗f!F

∼→ g! q
∗F auf den jeweiligen Unterobjekten induziert, also

eine Isotransformation
p∗f!

∼⇒ g! q
∗
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Beweis. Nach 4.1.14 und 4.1.19 ist eine stetige Abbildung genau dann les, wenn
sie sich als Verknüpfung einer offenen Einbettung gefolgt von einer separierten
eigentlichen Abbildung schreiben läßt. Nach der Kofaserungseigenschaft eigent-
licher Vorschübe im Fall separierter Abbildungen [TG] 6.4.9 reicht es also, unsere
Aussage für f separiert eigentlich und für f eine offene Einbettung zu zeigen. Im
ersten Fall ist das eigentlicher Basiswechsel [TG] 6.3.24. Im zweiten Fall der Aus-
dehnung durch Null ist die Behauptung auch schnell geprüft.

Übungen

Übung 4.1.18. Sei f : X → Y stetig. Besitzt X eine Überdeckung durch offene
Teilmengen U derart, daß die Restriktionen f : U → Y jeweils lokal eigentlich
sind, so ist auch f selbst bereits lokal eigentlich.

Übung 4.1.19. Jede Verknüpfung von lokal eigentlichen Abbildungen ist lokal
eigentlich. Eine stetige Abbildung ist genau dann les, wenn sie sich als Verk-
nüpfung einer offenen Einbettung gefolgt von einer separierten eigentlichen Ab-
bildung darstellen läßt.

4.2 Eigvorschub von Modulgarben
4.2.1. Gegeben ein Morphismus (X,A)→ (Y,B) von geringten Räumen nennen
wir einen Komorphismus von Modulgarben eigentlich, wenn der zugrundeliegen-
de Komorphismus von abelschen Garben eigentlich ist im Sinne von [TG] 6.4.1.
Nach [TG] 6.4.2 ist über einem topologisch eigentlichen Morphismus jeder Ko-
morphismus von Modulgarben eigentlich. Nach [TG] 6.4.3 ist die Verknüpfung
eigentlicher Komorphismen von Modulgarben stets wieder eigentlich. Wir notie-
ren die Menge aller eigentlichen Opkomorphismen von Modulgarben über einem
Morphismus f von geringten Räumen wie im Fall abelscher Garben Ab!

�f (F ,G).
Die Konstruktion eigkokartesischer Opkomorphismen [TG] 6.4.5 liefert offen-
sichtlich auch einen Eigvorschub für Modulgarben und in Verallgemeinerung von
[TG] 6.4.9 restringiert unser Funktor Ab!

�Ger → Ger zu einer Kofaserung

Ab!
�Gers → Gers

über der Kategorie Gers ⊂ Ger der geringten Räume mit topologisch separierten
Morphismen. Wir nennen sie die Garbeneigopkofaserung der Modulgarben.
Ihre Vorschübe sind unsere Eigvorschübe f¡ = (f!)

opp aus [TG] 6.4.6. Im Fall
einer offenen Einbettung j ist j! die Ausdehnung durch Null von Modulgarben.
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4.3 Kompakte Schnitte und Kolimites
Lemma 4.3.1 (Filtrierende Kolimites und kompakte Schnitte). Das Bilden der
Schnitte mit kompaktem Träger für abelsche Garben auf einem lokal kompakten
Hausdorffraum vertauscht mit filtrierenden Kolimites von abelschen Garben, in
Formeln

colf (Γ!Fi)
∼→ Γ! (colf Fi)

Beispiel 4.3.2. Gegeben K ⊂ X kompakt notieren wir ΓK(X;F) die Menge der
globalen Schnitte s ∈ Γ(X;F) mit Träger supp(s) ⊂ K. Der Funktor ΓK ver-
tauscht auch auf lokal kompakten Hausdorffräumen keineswegs mit filtrierenden
Kolimites. Als Gegenbeispiel mag man den direkten Limes der ai∗Z[0,1/i] betrach-
ten für ai : [0, 1/i] ↪→ R die Einbettungen und die offensichtlichen Epimorphis-
men von abelschen Garben als Systemmorphismen.

Beispiel 4.3.3. IstX ein unendlicher diskreter Raum, so ist der Raum der globalen
Schnitte des Koprodukts aller Wolkenkratzergarben Z(x) für x ∈ X größer als das
Koprodukt der Räume der globalen Schnitte der Summanden. Der Funktor der
globalen Schnitte vertauscht mithin auch auf lokal kompakten Hausdorffräumen
keineswegs mit filtrierenden Kolimites.

Beweis. Die Injektivität benötigt keinerlei Annahmen und war auch bereits Übung
[TG] 4.8.20. Wir führen das Argument nocheinmal aus. Sicher ist der Kolimes
eines Systems von abelschen Garben die Garbifizierung des Kolimes in der Ka-
tegorie der abelschen Prägarben. Um im Lemma die Injektivität zu zeigen, be-
ginnen wir mit einem Schnitt s ∈ Γ!(X;Fi) für ein vorgegebenes i ∈ I . Geht
er rechts nach Null, so gibt es für jeden Punkt x ∈ X nach der Transitivität
von Kolimites [TS] 7.1.34 eine offene Umgebung U(x) und einen Index i(x) mit
s 7→ 0 ∈ Fi(x)(U(x)). Endlich viele U(x) überdecken supp(s), ein i wird er-
reicht von allen beteiligten i(x), und dann gilt offensichtlich s 7→ 0 ∈ Fi(X).
Das zeigt die Injektivität. Um die Surjektivität zu zeigen, ziehen wir uns zunächst
auf den Fall X kompakt zurück. Sei dazu ein Schnitt s ∈ Γ!(X; colf Fi) gegeben.
Wir finden U ⊂ X offen mit kompaktem Abschluß und supp(s) ⊂ U . Finden
wir ein j und ein s̃ ∈ Γ(Ū ;Fj) mit s̃ 7→ s|Ū , so folgt unmittelbar s̃|∂Ū 7→ 0 ∈
Γ(∂Ū ; colf Fi) und nach dem bereits bewiesenen s̃|∂Ū 7→ 0 ∈ Γ(∂Ū ;Fl) für ge-
eignetes l ≥ j. Also läßt sich das Bild ŝ ∈ Γ(Ū ;Fl) von s̃ durch Null fortsetzen
zu einem Schnitt ŝ ∈ Γ!(X;Fl) mit ŝ 7→ s, und das war gerade zu zeigen. Wir
dürfen also X kompakt annehmen. Gegeben ein Schnitt s ∈ Γ(X; colf Fi) gibt
es für jeden Punkt x ∈ X eine Umgebung U(x) und einen Index i(x) und einen
Schnitt s̃(x) ∈ Fi(x)(U(x)) mit s(x) 7→ s|U(x). Wir dürfen unsere U(x) kompakt
annehmen. Weiter gibt es E ⊂ X endlich derart, daß die U(x) mit x ∈ E bereits
X überdecken. Wählen wir j hinreichend groß, so können wir nach der bereits
bewiesenen Injektivität annehmen, daß für alle x, y ∈ E die Bilder von s̃(x) und
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s̃(y) in Fj(U(x)∩U(y)) übereinstimmen. Dann aber verkleben sie zu einem glo-
balen Schnitt und der repräsentiert das gesuchte Urbild unseres Schnittes s.

Lemma 4.3.4. Der Eigvorschub von abelschen Garben unter les-Abbildungen
und allgemeiner von Modulgarben unter les-Morphismen vertauscht mit filtrie-
renden Kolimites.

Beweis. Sei f : X → Y les. Wir behaupten, daß für jedes gerichtete System von
abelschen Garben auf Y die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

colf (f!Fi)
∼→ f! (colf Fi)

liefert. Da das Zurückholen mit Kolimites vertauscht, können wir uns mit Ba-
siswechsel 4.1.16 auf den Fall eines einpunktigen Raums Y zurückziehen und
müssen also nur für jeden lokal kompakten Hausdorffraum zeigen, daß das Bil-
den der Schnitte mit kompaktem Träger mit filtrierenden Kolimites vertauscht.
Das aber wissen wir aus 4.3.1. Der Fall der Modulgarben folgt, da das Vergessen
der Modulstrukturen mit Kolimites und Eigvorschub vertauscht.

4.3.5 (Koprodukt als Eigvorschub). Ist X ein topologischer Raum und (Gi)i∈I
eine Familie von Objekten von Ab/X und sind emi : X → X × I die Einbet-
tungen und ist ein Objekt G ∈ Ab/X×I gegeben zusammen mit Isomorphismen
em∗i G

∼→ Gi, so liefern diese Isomorphismen zusammen nach [TG] 4.9.21 einen
Isomorphismus

⊕
i∈I emi! Gi

∼→ G und der Eigvorschub unter der Projektion auf
X liefert nach 4.3.4 einen Isomorphismus⊕

i∈I

Gi
∼→ prX! G

Dasselbe gilt für Modulgarben.

Lemma 4.3.6 (Filtrierende Kolimites kompaktweicher Garben). Auf einem lo-
kal kompakten Hausdorffraum X ist jeder filtrierende Kolimes kompaktweicher
Garben wieder kompaktweich.

Beweis. Sei (Fi)i∈I ein filtrierendes System kompaktweicher Garben auf X . Ko-
limites vertauschen nach [TS] 7.1.30 mit dem Rückzug von Garben, da dieser
Rückzug einen Rechtsadjungierten hat. Ist u : K ↪→ X die Einbettung einer
kompakten Teilmenge, so ist mithin der offensichtliche Morphismus ein Isomor-
phismus colf u(∗)Fi

∼→ u(∗) colf Fi und 4.3.1 liefert uns einen Isomorphismus

colf Γ(K;Fi)
∼→ Γ(K; colf Fi)

Jeder Schnitt t rechts ist also das Bild eines Schnitts s ∈ Γ(K;Fi) für ein i ∈ I .
Da Fi kompaktweich ist, muß er von einem globalen Schnitt s̃ ∈ Γ(X;Fi) her-
kommen, und dieser globale Schnitt s̃ hinwiederum liefert einen globalen Schnitt
t̃ ∈ Γ(X; colf Fi), der unser t fortsetzt.
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4.4 Underivierte Projektionsformel
Proposition 4.4.1 (Tensorprodukt und Schnitte mit kompaktem Träger). Ge-
geben ein lokal kompakter Hausdorffraum X und eine abelsche Garbe F auf X
und eine flache abelsche Gruppe G ist die natürliche Abbildung ein Isomorphis-
mus

Γ!F ⊗G
∼→ Γ!(F ⊗G)

Ist zusätzlich F kompaktweich, so auch F ⊗G.

4.4.2. Analoges gilt mit demselben Beweis für jeden Ring k, jede Garbe von k-
Rechtsmoduln F und jeden flachen k-Modul G mit ⊗k statt ⊗.

Beispiel 4.4.3. Ich gebe ein Gegenbeispiel im Fall, daß G nicht flach ist. Ist etwa
π : S1 → pt die Projektion und F das nichtkonstante lokale System auf S1,
das halmweise frei ist über Z von Rang Eins, so ist F ⊗Z Z/2Z konstant mit
Γ!(F ⊗Z Z/2Z) ∼= Z/2Z, aber wir haben Γ!F = 0.

Beispiel 4.4.4. Ist in der Situation der Proposition K ⊂ X ein Kompaktum und
bezeichnet ΓK Schnitte mit Träger inK, so muß unser Isomorphismus keineswegs
Isomorphismen ΓKF ⊗ G

∼→ ΓK(F ⊗ G) induzieren. Ein Gegenbeispiel liefert
der flache Z-Modul G = Q und die abelsche Garbe

F =
∞∏
n=1

in∗(Z/nZ)[0,1/n]

für in : [0, 1/n] ↪→ R die Einbettungen. Die Garbe F ⊗Z Q hat nur im Ursprung
einen von Null verschiedenen Halm, aber die Garbe F hat keine von Null ver-
schiedenen Schnitte mit dem Ursprung als Träger.

Beweis. Wir beginnen mit der Injektivität. Gegeben ein Element s ∈ Γ!F⊗Gmit
s 7→ 0 besitzt jeder Punkt x ∈ X eine Umgebung U(x) mit s 7→ 0 ∈ F(U(x))⊗
G. Schreiben wir s =

∑
sν ⊗ gν , so überdecken endlich viele U1, . . . , Ur dieser

U(x) die Träger aller sν . Nehmen wir als U0 das Komplement der Vereinigung
dieser Träger, so liefert das Einschränken eine Injektion

Γ!F ↪→
r∏
i=0

F(Ui)

Sie bleibt eine Injektion nach dem Tensorieren mit unserem flachen G, und das
zeigt die Injektivität. Um die Surjektivität zu zeigen, ziehen wir uns zunächst auf
den Fall von kompaktem X zurück. Gegeben s ∈ Γ(F ⊗G) mit Träger in einem
Kompaktum K finden wir stets U ⊂◦ X offen mit K ⊂ U und Ū kompakt. Ist
der Fall von kompaktem X bekannt, so finden wir schon mal ein Urbild s̃ ∈
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Γ(Ū ;F)⊗G von s|Ū und wegen der bereits bewiesenen Injektivität gilt s̃ 7→ 0 ∈
Γ(∂Ū ;F)⊗G. Da G flach ist, kommt damit s̃ von

ker
(
Γ(Ū ;F)→ Γ(∂Ū ;F)

)
⊗G

her und wir finden durch Ausdehnen durch Null auf dem ersten Tensorfaktor das
gesuchte Urbild von s in Γ!(X;F) ⊗ G. Wir dürfen also in der Tat ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit X kompakt annehmen. Sei nun also X kompakt
und s ∈ Γ(F ⊗ G). So gibt es eine endliche Überdeckung X = U1 ∪ . . . ∪ Ur
durch Kompakta und s̃i ∈ F(Ui) ⊗ G mit s̃i 7→ s|Ui. Wegen der bereits bewie-
senen Injektivität haben s̃i und s̃j dasselbe Bild in F(Ui ∩ Uj) ⊗ G. Die exakte
Sequenz

0→ F(X)→
∏
F(Ui)→

∏
F(Ui ∩ Uj)

bleibt aber exakt unter dem Tensorieren mit G und erlaubt das Verkleben der s̃i
zum gesuchten Urbild s̃ ∈ F(X) ⊗ G von s. Um die letzte Aussage zu zeigen,
erinnern wir für K ⊂ X kompakt aus [TG] 4.8.14, daß für kompaktweiches F
die Restriktion sogar eine Surjektion Γ!F � Γ(K;F) liefert. Tensorieren mit G
und Anwenden unseres Resultats mit K statt X liefert

Γ!F ⊗G� Γ(K;F)⊗G ∼→ Γ(K;F ⊗G)

Da diese Verknüpfung über Γ!(F ⊗ G) faktorisiert, muß auch diese Gruppe sur-
jektiv auf Γ(K;F ⊗G) abgebildet werden.

4.4.5. Gegeben eine stetige Abbildung π : X → Y und eine abelsche Garbe G auf
Y und eine abelsche Garbe F auf X liefern unsere allgemeinen Konstruktionen
1.5.15 einen natürlichen Garbenhomomorphismus π∗F⊗G → π∗(F⊗π∗G). Daß
dieser Homomorphismus im allgemeinen kein Isomorphismus sein kann, zeigt
bereits das Beispiel der konstanten Abbildung von einer unendlichen Menge auf
einen Punkt. Unser natürlicher Homomorphismus induziert weiter offensichtlich
einen natürlichen Homomorphismus

(π!F)⊗ G → π!(F ⊗ π∗G)

auf den eigentlichen Vorschüben im Sinne von [TG] 6.4.5. Analoges gilt für π
einen Morphismus von geringten Räumen und F eine Rechtsmodulgarbe und G
eine Modulgarbe.

Definition 4.4.6. Gegeben eine stetige Abbildung nennen wir eine abelsche Gar-
be auf ihrem Definitionsbereich faserweise kompaktweich, wenn ihre Einschrän-
kung auf jede Faser unserer Abbildung kompaktweich ist. Heißt unsere Abbildung
f , so sprechen wir von einer f -kompaktweichen Garbe. Gegeben eine Modulgar-
be beziehen wir diese Begriffe auf die zugrundeliegende abelsche Garbe.
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4.4.7. Der Begriff einer faserweise kompaktweichen Garbe scheint nur im Fall
von les-Abbildungen f nützlich zu sein. In diesem Fall zeigen wir in 5.1.12,
daß jede f -kompaktweiche Garbe f!-entfaltet ist. Die im folgenden gezeigten
Zusatzaussagen über die Erhaltung der Eigenschaft „faserweise kompaktweich“
unter verschiedenen Rückzügen werden sich bei der Konstruktion des vollen de-
rivierten Formalismus als hilfreich erweisen.

Lemma 4.4.8. Gegeben eine les-Abbildung ist jeder filtrierende Kolimes von fa-
serweise kompaktweichen Garben wieder faserweise kompaktweich.

Beweis. Kolimites vertauschen mit dem Rückzug abelscher Garben, ja von Mo-
dulgarben, da dieser Funktor einen Rechtsadjungierten hat. Insbesondere vertau-
schen Kolimites mit der Einschränkung auf die Fasern unserer Abbildung und
diese sind nach Annahme lokal kompakte Hausdorffräume. Daß filtrierende Ko-
limites kompaktweicher Garben auf lokal kompakten Hausdorffräumen wieder
kompaktweich sind, wissen wir aus 4.3.6.

Korollar 4.4.9 (Projektionsformel). Seien π : X → Y eine les-Abbildung und
G ∈ Ab/Y sowie F ∈ Ab/X abelsche Garben. Ist G flach, so ist die natürliche
Abbildung aus 4.4.5 ein Isomorphismus

(π!F)⊗ G ∼→ π!(F ⊗ π∗G)

Ist zusätzlich F faserweise kompaktweich, so ist auch F ⊗ π∗G faserweise kom-
paktweich.

Beweis. Wir dürfen uns mit lokal eigentlichem Basiswechsel 4.1.16 auf den Fall
zurückziehen, daß Y ein Punkt ist. In diesem Fall haben wir die Aussagen bereits
als 4.4.1 bewiesen.

Korollar 4.4.10 (Projektionsformel für Modulgarben). Gegeben π : X → Y
eine les-Abbildung, G ein flacher Modul über einer Ringgarbe B auf Y und F ein
π∗B-Rechtsmodul induziert die natürliche Abbildung aus 4.4.5 einen Isomorphis-
mus

(π!F)⊗B G
∼→ π!(F ⊗π∗B π∗G)

Ist zusätzlich F faserweise kompaktweich, so ist auch F ⊗π∗B π∗G faserweise
kompaktweich.

Beweis. Wir dürfen uns mit lokal eigentlichem Basiswechsel 4.1.16 auf den Fall
zurückziehen, daß Y ein Punkt ist. In diesem Fall haben wir die Aussagen bereits
als 4.4.2 bewiesen.
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4.5 Trennrückzug eigentlicher Opkomorphismen
4.5.1. Sei p : C → B eine Faserung und sei in der Basis B ein multiplikati-
ves SystemR ausgezeichnet. Unter einem faserrückzugstabilen multiplikativen
System S über R verstehen wir ein multiplikatives System S in C über R mit der
Eigenschaft, daß für jede Hochhebung nach C eines kartesischen Quadrats in B
mit vertikalen R-Pfeilen zu einem kommutativen Quadrat

���
�
� //

��//

in C mit den Pfeilen nach rechts kartesisch und dem durchgezogenen Pfeil nach
unten einem S-Morphismus auch der induzierte gestrichelte Pfeil nach unten ein
S-Morphismus ist.

Beispiel 4.5.2 (Rückzug eigentlicher Opkomorphismen). In unserer Garben-
opfaserung Ab�Top → Top aus [TG] 6.2.17 bilden die eigentlichen Opkomor-
phismen über stetigen Abbildungen nach Übung [TG] 6.4.30 ein faserrückzugsta-
biles multiplikatives System.

Beispiel 4.5.3 (Rückzug eigentlicher Opkomorphismen, Variante). In unserer
Garbenopfaserung Ab�Gek → Gek aus [TG] 6.2.17 bilden die eigentlichen Op-
komorphismen über beliebigen Morphismen nach Übung 4.5.13 ein faserrückzug-
stabiles multiplikatives System.

Beispiel 4.5.4 (Rückzug eigkokartesischer Opkomorphismen). In der Garben-
opfaserung Ab�Top → Top aus [TG] 6.2.12 bilden die eigkokartesischen Opko-
morphismen nach lokal eigentlichem Basiswechsel 4.1.16 ein faserrückzugstabi-
les multiplikatives System über dem multiplikativen System des les-Morphismen.

4.5.5. Gegeben eine Kategorie T verstehen wir unter einem Trennquadrat in T
ein kommutatives Diagramm der Familienkategorie der Gestalt

W

g

��

(q1,...,qr) // X1 f . . .fXr

f1f...ffr
��

Z
(p1,...,pr) // Y1 f . . .f Yr

4.5.6 (Erzeuger für kartesische Trennquadrate). Sei T eine Kategorie mit end-
lichen Faserprodukten. In der Familienkategorie T f ihrer banalen Trennkatego-
riefT sei eine Menge von kartesischen Trennquadraten gegeben. Unsere Menge
sei stabil unter dem Vertupeln sowie unter dem Verkleben längs gleicher vertikaler
oder horizontaler Kanten und enthalte die elementaren Trennquadrate, worun-
ter wir zusammenfassen:
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1. Alle kartesischen Quadrate mit Einstrennungen oder Leertrennungen in den
Horizontalen;

2. Alle Projektionsformel-Quadrate alias Quadrate der Gestalt

X

f
��

(idX ,f) // X f Y

ffidY
��

Y
(idY ,idY ) // Y f Y

So enthält unsere Menge alle kartesischen Trennquadrate der Familienkategorie.
Um das einzusehen, betrachten wir für beliebige Morphismen f : X → Y und g :
Z → Y das aus kartesischen Quadraten mit den offensichtlichen Tupeln einfacher
Morphismen in den Vertikalen bestehende Diagramm

X ×Y Z

��

// X f (X ×Y Z)

��

// X f Z

��
X

��

// X fX // X f Y

��
Y // Y f Y

Es zeigt, daß jedes kartesische Trenquadrat mit einer diagonalen Zweitrennung
in der unteren Horizontalen zu unserer Menge gehören muß. Jeder Morphismus
der Familienkategorie einer banalen Trennkategorie entsteht jedoch nach [TSK]
1.1.42 durch Vertupeln und Verknüpfen aus Leertrennungen, Einstrennungen und
Diagonalzweitrennungen und so folgt die Behauptung.

4.5.7 (Erzeuger für kartesische Trennquadrate, Variante). Eine Menge R von
Morphismen einer Kategorie T heiße rückzugstabil, wenn das Faserprodukt für
alle Winkel mit einemR-Morphismus existiert und in jedem kartesischen Quadrat
mit einem R-Morphismus im Ausgangswinkel der gegenüberliegende Morphis-
mus aus dem Faserprodukt auch wieder einR-Morphismus ist. Gegeben T ⊃ T !

eine Kategorie mit einem rückzugstabilen multiplikativen System von Morphis-
men gilt das Vorhergehende analog für kartesische Trennquadrate der Familienka-
tegorie T f mit Tupeln von T !-Morphismen in den Vertikalen der Ausgangswin-
kel: Jedes derartige kartesische Trennquadrat hat T !-Morphismen in allen Ver-
tikalen und eine Menge von derartigen Trennquadraten, die stabil ist unter dem
Vertupeln und Verkleben und die alle kartesischen Quadrate mit einer Leertren-
nung oder einer Einstrennung in den Horizontalen enthält und darüber hinaus alle
Projektionsformelquadrate zu Morphismen aus R, muß bereits alle kartesischen
Trennquadrate mit Tupeln von Morphismen aus R in den Vertikalen des Aus-
gangswinkels enthalten. Wir nennen in dieser Situation unsere Erzeuger, also alle
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kartesischen Quadrate mit einer Leertrennung oder einer Einstrennung in den Ho-
rizontalen sowie alle Projektionsformelquadrate zu Morphismen aus R, die ele-
mentaren kartesischen Trennquadrate zu R.

4.5.8. Seien T eine Kategorie und T ! darin ein multiplikatives System. Gegeben
eine Trennfaserung G → fT nennen wir ein multiplikatives System G ! über T !

fasertrennrückzugstabil, wenn das System G !q aller Tupel von G !-Morphismen
faserrückzugstabil ist über T !q in der Familienkategorie.

Lemma 4.5.9 (Trennrückzug eigentlicher Opkomorphismen). In der Garben-
optrennfaserung Ab�Top → fTop bilden die eigentlichen Opkomorphismen ein
fasertrennrückzugstabiles multiplikatives System über dem multiplikativen System
aller stetigen Abbildungen.

4.5.10. Das fasertrennrückzugstabile multiplikative System aller Tupel eigentli-
cher Opkomorphismen aus dem vorhergehenden Lemma notieren wir Ab!

�Top.

Beweis. Jeder Morphismus der Familienkategorie einer banalen Trennkategorie
entsteht nach [TS] ?? durch Vertupeln und Verknüpfen aus Leertrennungen, Eins-
trennungen und Diagonalzweitrennungen. Es reicht also zu zeigen, daß der Rück-
zug von Tupeln eigentlicher Opkomorphismen mit jedem Morphismus dieser drei
Typen wieder ein eigentlicher Opkomorphismus ist. Im Fall einer Leertrennung
ist das die einigermaßen banale Erkenntnis, daß für jeden topologischen Raum X
der identische Opkomorphismus ZX → ZX über id : X → X eigentlich ist alias
daß die natürliche Einbettung eine Gleichheit id! ZX = id∗ ZX ist. Im Fall von
Einstrennungen ist das unsere Übung [TG] 6.4.30. Im Fall einer Diagonalzwei-
trennung betrachten wir in der Familienkategorie der Basis zu f : X → Y und
g : Z → Y das aus kartesischen Quadraten bestehende Diagramm

X ×Y Z

��

// X f (X ×Y Z)

��

// X f Z

��
X

��

// X fX // X f Y

��
Y // Y f Y

Gegeben je ein eigentlicher Opkomorphismus φ : F → G über f und ψ : E → H
über g gilt es zu zeigen, auch der induzierte Opkomorphismus pr∗X F ⊗ pr∗Z E →
G ⊗ H über der linken Vertikale eigentlich ist. Da jeder Opkomorphismus über
einer Identität eigentlich ist, reicht es, in jedem der drei kartesischen Quadrate zu
zeigen, daß der Rückzug eines eigentlichen Opkomorphismus eigentlich ist. Im
Quadrat rechts oben folgt das aus dem bereits behandelten Fall des Rückzugs un-
ter einem einfachen Morphismus der Basis. In den beiden anderen Quadraten geht
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es jeweils darum zu zeigen, daß der Rückzug unter einer Diagonalzweitrennung
eines Zweitupels von eigentlichen Opkomorphismen der Gestalt ϕ f id wieder
eigentlich ist. Das hinwiederum läuft auf den Nachweis hinaus, daß für jede abel-
sche Garbe C auf Y der Garbenhomomorphismus G ⊗ C → f∗(F ⊗ f ∗C), der für
V ⊂◦ Y und g ∈ G(V ) und c ∈ C(V ) gegeben wird durch g ⊗ c 7→ ϕ(g)⊗ c, über
f!(G ⊗ f ∗C) faktorisiert. Da nun der Vorschub von den ϕ(g) ⊗ c erzeugt wird,
reicht es zu zeigen, daß diese Tensoren zu f!(F ⊗ f ∗C) gehören. Es ist aber klar,
daß der Träger in f−1(V ) unseres Tensors ϕ(g)⊗ c eine abgeschlossene Teilmen-
ge von supp(ϕ(g)) ist und folglich, wenn ϕ eigentlich ist, auch eigentlich nach V
abgebildet wird.

Lemma 4.5.11 (Trennrückzug eigkokartesischer Opkomorphismen). In der
auf Tupel flacher Garben eingeschränkten Garbenoptrennfaserung

flAb�Top → fTop

bilden die eigkokartesischen Opkomorphismen über les-Abbildungen ein faser-
trennrückzugstabiles multiplikatives System.

Beweis. Wir argumentieren wie beim Beweis unseres Lemmas zum Trennrück-
zug eigentlicher Opkomorphismen 4.5.9. Es reicht nach [TSK] 1.1.42 zu zeigen,
daß der Rückzug von Tupeln eigkokartesischer Opkomorphismen flacher Gar-
ben über les-Abbildungen mit jeder Leertrennung, Einstrennung und Diagonal-
zweitrennung wieder ein eigkokartesischer Opkomorphismus ist. Im Fall einer
Leertrennung ist das die einigermaßen banale Erkenntnis, daß für jeden topolo-
gischen Raum X der identische Opkomorphismus ZX → ZX über der Identität
id : X → X eigkokartesisch ist. Im Fall einer Einstrennung ist das lokal eigentli-
cher Basiswechsel 4.1.16. Im Fall einer Diagonalzweitrennung gehen wir vor wie
beim Beweis unseres Lemmas zum Trennrückzug eigentlicher Opkomorphismen
4.5.9. Mit der Erkenntnis, daß direkte Bilder und eigentliche Vorschübe flacher
alias torsionsfreier abelscher Garben wieder flach sind, ziehen wir uns wie bei
diesem Beweis darauf zurück, zu zeigen, daß für jede les-Abbildung f : X → Y
und jeden eigkokartesischen Opkomorphismus ϕ : F → G über f und jede flache
abelsche Garbe C ∈ Ab/Y auch der induzierte OpkomorphismusF⊗f ∗C → G⊗C
über f eigkokartesisch ist. Das hinwiederum läuft auf den Nachweis hinaus, daß
der aus der Eigentlichkeit des Trennrückzugs nach 4.5.9 entstehende Garbenho-
momorphismus ein Isomorphismus f!F⊗C

∼→ f!(F⊗f ∗C) ist, und das schließlich
ist genau die Aussage der Projektionsformel 4.4.9.

4.5.12 (Eine flache Modulgarbe mit nicht flachem Schnittemodul). Gegeben
eine flache Modulgarbe auf einem Kompaktum muß die Garbe der globalen Schnit-
te keineswegs flach sein. So gibt es etwa auf S1 bis auf Isomorphismus genau
eine lokal, aber nicht global triviale Garbe von Z/4Z-Moduln und deren globale
Schnitte sind als Modul isomorph zum Ideal 2Z/4Z ⊂ Z/4Z.
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Übungen

Übung 4.5.13. Die eigentlichen Opkomorphismen von Modulgarben über ge-
kringten Räumen aus 1.3.12 bilden ein fasertrennrückzustabiles multiplikatives
System über dem System aller Morphismen gekringter Räume. Hinweis: Man
mag sich auf den Fall abelscher Garben stützen, den wir bereits in 4.5.9 behandelt
haben, sowie den Fall des einfachen Rückzugs aus Übung 1.3.12.
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5 Derivierter Trennrückzug und Eigvorschub

5.1 Derivierter Eigvorschub
5.1.1. Wir beginnen mit der Konstruktion eines Funktors

Hot
(
Ab!

�Tops

)
→ Tops

Als Zielkategorie nehmen wir die Kategorie Tops aller topologischen Räume mit
nur separierten Abbildungen als Morphismen. Als Objekte der Ausgangskatego-
rie nehmen wir alle Komplexe von abelschen Garben auf unseren topologischen
Räumen. Als Morphismen der Ausgangskategorie über einer separierten Abbil-
dung f schließlich nehmen wir Homotopieklassen von Kettenabbildungen aus
eigentlichen Opkomorphismen über f . Unser Funktor ist ein Kofaserfunktor mit
dem komponentenweisen Eigvorschub f¡ eines Komplexes als Vorschub, wie man
unschwer aus der analogen Aussage [TG] 6.4.9 für abelsche Garben folgert. Wir
nennen sie die Eigopkofaserung der Homotopiekomplexe.

5.1.2. Eine abelsche Garbe auf einem topologischen Raum, deren Einschränkung
auf jeden relativ Hausdorff’schen lokal kompakten Teilraum kompaktweich ist,
heiße schwach kompaktweich. Jede kompaktweiche Garbe ist schwach kom-
paktweich und jede schwach kompaktweiche Garbe ist faserweise kompaktweich
in Bezug auf eine beliebige les-Abbildung. Jeder filtrierende Kolimes schwach
kompaktweicher Garben ist wieder schwach kompaktweich, da das nach 4.3.6 auf
lokal kompakten Hausdorffräumen gilt und die Einschränkung von Garben mit
Kolimites vertauscht.

Proposition 5.1.3. Die entsprechend beschränkten Komplexe schwach kompakt-
weicher Garben bilden eine Linksanpassung für unsere auf les-Abbildungen in
der Basis beschränkte Eigopkofaserung Hot−(Ab!

�Toples) → Toples der Homoto-
piekomplexe und das faserweise Linksoresystem der Quasiisomorphismen.

Beweis. Der Beweis braucht einige Vorbereitungen und wird erst zu Ende dieses
Abschnitts gegeben.

Korollar 5.1.4 (Halbseitig derivierte Garbeneigopkofaserung). Der Funktor

Der−!
�Toples := Hot−(Ab!

�Toples)qis → Toples

ist eine Kofaserung und jeder für Hot−(Ab!
�Toples) → Toples kokartesische Mor-

phismus, der von einem Komplex schwach kompaktweicher abelscher Garben aus-
geht, bleibt kokartesisch in der Lokalisierung. Für jeden topologischen Raum X
ist weiter der natürliche Funktor ein Isomorphismus Der−(Ab�X)

∼→ Der−!
�X zwi-

schen der Lokalisierung der Faser und der Faser der Lokalisierung.
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Beweis. Das folgt unmittelbar mit unseren Korollaren 2.4.10 und 2.4.11 zur die
Lokalisierung durch Linksanpassung aus der Beschreibung einer Linksanpassung
5.1.3.

5.1.5. Die Beschränkung auf halbseitig beschränkte derivierte Kategorien brau-
chen wir für den Nachweis, daß wir einen Kofaserfunktor vor uns haben. Man
kann f! durchaus ohne weitere Annahmen und unbeschränkt mit Quisrechtsent-
faltungen derivieren, aber es ist dann nicht klar, warum die Verknüpfung der De-
rivierten der Derivierte der Verknüpfung sein sollte. Ich erwarte, daß das gar nicht
stimmt.

5.1.6. Beschränken wir uns in der Basis auf die Unterkategorie Toplesb ⊂ Toples

mit nur denjenigen les-Abbildungen f als Morphismen, für die der Eigvorschub f!

beschränkte homologische Dimension hat, so gilt Analoges für die unbeschränk-
ten derivierten Kategorien. Abbildungen mit dieser Eigenschaft nennen wir lesb-
Abbildungen oder kurz lesb. Wenn sie sogar eigentlich sind, sprechen wir von ei-
gentlichen lesb-Abbildungen. Einen topologischen Raum nennen wir lesb oder
ausführlicher lokal kompakt Hausdorff homologisch kompaktendlich, wenn die
konstante Abbildung auf den einpunktigen Raum lesb ist. Aus 5.1.4 folgt, daß die
Verknüpfung von zwei lesb-Abbildungen wieder lesb ist und somit Toplesb eine
Unterkategorie von Toples.

Proposition 5.1.7. Die Komplexe schwach kompaktweicher Garben bilden eine
Linksanpassung für unsere auf lesb-Abbildungen in der Basis beschränkte Eigop-
kofaserung Hot(Ab!

�Toplesb) → Toplesb der Homotopiekomplexe und das faser-
weise Linksoresystem der Quasiisomorphismen.

Beweis. Der Beweis braucht einige Vorbereitungen und wird erst zu Ende dieses
Abschnitts gegeben.

Korollar 5.1.8 (Derivierte Garbeneigopkofaserung). Der Funktor

Der!
�Toplesb := Hot(Ab!

�Toplesb)qis → Toplesb

ist eine Kofaserung und jeder für Hot(Ab!
�Toplesb)→ Toplesb kokartesische Mor-

phismus, der von einem Komplex schwach kompaktweicher Garben ausgeht, hat
als Bild einen kokartesischen Morphismus der lokalisierten Kofaserung. Für je-
den topologischen Raum X ist weiter der natürliche Funktor ein Isomorphismus
Der(Ab�X)

∼→ Der!
�X zwischen der Lokalisierung der Faser und der Faser der

Lokalisierung.

Beweis. Das folgt unmittelbar mit unseren Korollaren 2.4.10 und 2.4.11 zur Lo-
kalisierung durch Linksanpassung aus der Beschreibung einer Linksanpassung
5.1.7.
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5.1.9. Die halbseitig beschränkte Variante 5.1.4 dieser beiden Kofaserungen er-
weist sich insbesondere dann als hilfreich, wenn es gilt, die Voraussetzungen für
die unbeschränkte Variante zu prüfen. Der Beweis des Satzes braucht einige Vor-
bereitungen und wird erst gegen Ende dieses Abschnitts gegeben.

5.1.10 (Kriterien für homologische Kompaktendlichkeit). Nach [TG] 4.10.13
ist ein lokal kompakter Hausdorffraum homologisch kompaktendlich, wenn er
eine Überdeckung durch offene Teilmengen besitzt, für die die homologische Di-
mension von Γ! eine gemeinsame endliche Schranke besitzt. Nach der Lokali-
sierungssequenz ist ein lokal kompakter Hausdorffraum homologisch kompak-
tendlich, wenn er eine Zerlegung in eine offene Teilmenge und ihr abgeschlosse-
nes Komplement besitzt derart, daß beide Stücke dieser Zerlegung homologisch
kompaktendlich sind. Jede lokal abgeschlossene Teilmenge eines lesb-Raums ist
lesb.

5.1.11. Der Rest dieses Abschnitts gilt dem Beweis unserer beiden Propositio-
nen zu Linksanpassungen der Eigopkofaserung der Homotopiekomplexe in den
beiden angegebenen Varianten.

Lemma 5.1.12. Gegeben eine les-Abbildung f ist jede f -kompaktweiche abelsche
Garbe f!-quisrechtsentfaltet.

Beweis. Seien f : Y → X unsere Abbildung und F ↪→ I� eine injektive Auf-
lösung unserer faserweise kompaktweichen Garbe. Es gilt zu zeigen, daß f!F ↪→
f!I� ein exakter Komplex von Garben auf X ist. Dafür müssen wir nur die Ex-
aktheit auf den Halmen an allen Punkten x ∈ X prüfen. Mit Basiswechsel 4.1.16
reicht es dazu, wenn wir für i = ix die Inklusion der Faser f−1(x) die Exaktheit
von Γ!(i

∗F) ↪→ Γ!(i
∗I�) zeigen. Das folgt jedoch formal mit [TG] 4.8.12 oder

auch explizit mit [TG] 4.8.13, da i∗F ↪→ i∗I� eine exakte Sequenz kompaktwei-
cher Garben auf f−1(x) ist.

Lemma 5.1.13. Sei f : X → Y eine stetige Abbildung von lokal kompakten
Hausdorffräumen. Ist F ∈ Ab/X kompaktweich, so ist auch f!F ∈ Ab/Y kom-
paktweich.

Beweis. Für K ⊂ Y kompakt ist f−1(K) ⊂ X abgeschlossen. Nach [TG] 4.8.14
induziert also das Einschränken eine Surjektion auf den Schnitten mit kompaktem
Träger Γ!(X;F) � Γ!(f

−1(K);F). Die linke Seite können wir nach [TG] 6.4.9
identifizieren mit Γ!(Y ; f!F). Die rechte Seite können wir ebenfalls mit [TG] 6.4.9
und Basiswechsel 4.1.16 im Diagramm

f−1(K)

g

��

j // X

f

��
K i // Y
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umschreiben zu

Γ!(f
−1(K);F)

∼→ Γ!g!j
∗F ∼→ Γ!i

∗f!F = Γ!(K; f!F)

Die von unserer Surjektion Γ!(X;F) � Γ!(f
−1(K);F) unter diesen Identifika-

tionen induzierte Abbildung Γ!(Y ; f!F)� Γ!(K; f!F) ist aber genau die Restrik-
tion von Schnitten. Folglich ist auch diese surjektiv.

Lemma 5.1.14. Der Eigvorschub schwach kompaktweicher abelscher Garben un-
ter les-Abbildungen ist wieder schwach kompaktweich.

Beweis. Sei f : X → Y unsere Abbildung und F ∈ Ab/X unsere schwach kom-
paktweiche abelsche Garbe. Gegeben eine relativ Hausdorff’sche lokal kompakte
Teilmenge L ⊂ Y bilden wir das kartesische Diagramm

f−1(L)

g

��

j // X

f

��
L

i // Y

Es gilt zu zeigen, daß i∗f!F kompaktweich ist. Nach Basiswechsel 4.1.16 können
wir gleichbedeutend zeigen, daß g!j

∗F kompaktweich ist. Nach [TM] 2.4.26 ist j
auch die Einbettung einer relativ Hausdorff’schen Teilmenge und nach 4.1.19 und
4.1.4 ist f−1(L) auch lokal kompakt. Da wir F schwach kompaktweich voraus-
gesetzt hatten, ist also j∗F kompaktweich, und dann muß nach 5.1.13 auch g!j

∗F
kompaktweich sein.

Beweis der Proposition 5.1.3 zu halbseitigen Linksanpassungen. Die Gesamtheit
aller Komplexe schwach kompaktweicher Garben ist nach 5.1.14 stabil unter Eig-
vorschüben längs les-Abbildungen. Die Gesamtheit aller entsprechend beschränk-
ten Komplexe schwach kompaktweicher Garben bildet folglich eine Unterkofa-
serung. Weiter sind alle injektiven, ja alle welken abelschen Garben kompakt-
weich und damit a forteriori schwach kompaktweich nach [TG] 4.8.11, so daß
jeder gegen die Differentiale beschränkte Komplex von abelschen Garben einen
Quasiisomorphismus zu einem gegen die Differentiale beschränkten Komplex von
schwach kompaktweichen Garben besitzt. Entsprechendes folgt in den opponier-
ten Kategorien. Und schließlich ist jede schwach kompaktweiche abelsche Garbe
auf einem Raum X auch f -kompaktweich für jede les-Abbildung f : X → Y
und damit f!-entfaltet nach 5.1.12. Nach [TD] 3.4.13 sind die entsprechend be-
schränkten Komplexe schwach kompaktweicher abelscher Garben folglich auch
f¡-entfaltet und bilden damit in der Tat eine Linksanpassung wie behauptet.
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Beweis von Proposition 5.1.7. Im unbeschränkten Fall argumentieren wir ähnlich
und verwenden zusätzlich Satz [TD] 3.6.4 zum unbeschränkten Derivieren homo-
logisch endlicher Funktoren, das wir wegen der Existenz von Quisrechtsentfaltun-
gen 2.2.13 anwenden dürfen.

5.1.15 (Notation für derivierten Eigvorschub). Wir notieren von nun an den
underivierten Eigvorschub neu f(!) : Ab/X → Ab/Y beziehungsweise f(¡) :
Ab�X → Ab�Y und reservieren f! beziehungsweise f¡ als Notation für die zu-
gehörigen derivierten Funktoren. Gegeben eine lesb-Abbildung f : X → Y ist
also

f¡ : Der(Ab�X)→ Der(Ab�Y )

der Vorschub in Bezug auf die Kofaserungen

Der!
�Toplesb → Toplesb und Der−!

�Toples → Toples

und setzen f! := (f¡)
opp. Da nach unseren Sätzen die Einschränkung unserer ers-

ten Kofaserung auf die Basis der Zweiten eine volle Unterkofaserung ist, müssen
wir dabei keine Mehrdeutigkeiten fürchten. Als Vorschübe einer Kofaserung wer-
den unsere f¡ unter anderem mit ausgezeichneten Isotransformationen (gf)¡

∼⇒
g¡f¡ alias g!f!

∼⇒ (gf)! für entsprechend verknüpfbare Morphismen f, g gelie-
fert. Für die globalen Schnitte mit kompaktem Träger behalten wir jedoch die
Notationen Γ! und RΓ! bei und verzichten darauf, diese Funktoren in Γ(!) und Γ!

umzubenennen.

Lemma 5.1.16. Gegeben f : X → Y les ist eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X f(!)-
quisrechtsentfaltet genau dann, wenn ihre Restriktion auf jede Faser Γ!-quisrechtsentfaltet
ist.

Beweis. Lokal eigentlicher Basiswechsel 4.1.16 liefert natürliche Isomorphismen
(f(!)F)y

∼→ Γ!(F|Xy) für alle y ∈ Y mit der Notation Xy := f−1(y) für die
Faser. Um die höheren Derivierten von f(!) zu berechnen, dürfen wir eine belie-
bige kompaktweiche Auflösung nehmen. Deren Restriktion auf Xy ist aber eine
kompaktweiche und damit Γ!-entfaltete Auflösung von F|Xy. So erhalten wir na-
türliche Isomorphismen (Rqf(!)F)y

∼→ RqΓ!(F|Xy) und unser Lemma folgt aus
der Erkenntnis, daß eine abelsche Garbe genau dann Null ist, wenn alle ihre Hal-
me verschwinden.

5.1.17 (Derivierter Eigvorschub für Modulgarben). Alles in diesem Abschnitt
Gesagte gilt genauso für Modulgarben, da diese abelsche Kategorie nach 1.3.13
genug Injektive besitzt und da diese auch welk sind. Wir erhalten so die folgenden
Verallgemeinerungen.
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Korollar 5.1.18 (Halbseitig derivierte Garbeneigopkofaserung). Der Funktor

Der−!
�Gerles

:= Hot−(Ab!
�Gerles)qis → Gerles

ist eine Kofaserung und jeder für Hot−(Ab!
�Gerles) → Gerles kokartesische Mor-

phismus, der von einem Komplex schwach kompaktweicher abelscher Garben aus-
geht, bleibt kokartesisch in der Lokalisierung. Für jeden geringten Raum X ist
weiter der natürliche Funktor ein Isomorphismus Der−(Ab�X)

∼→ Der−!
�X zwi-

schen der Lokalisierung der Faser und der Faser der Lokalisierung.

5.1.19. Einen Morphismus geringter Räume nennen wir einen les-Morphismus,
wenn die zugrundeliegende stetige Abbildung eine les-Abbildung ist, und einen
lesb-Morphismus, wenn zusätzlich der Eigvorschub von Modulgarben beschränk-
te homologische Dimension hat. Ist die einem Morphismus geringter Räume zu-
grundeliegende stetig Abbildung lesb, so ist er ein lesb-Morphismus, aber das
Umgekehrte gilt im allgemeinen nicht.

Korollar 5.1.20 (Derivierte Garbeneigopkofaserung). Der Funktor

Der!
�Gerlesb

:= Hot(Ab!
�Gerlesb)qis → Gerlesb

ist eine Kofaserung und jeder für Hot(Ab!
�Gerlesb) → Gerlesb kokartesische Mor-

phismus, der von einem Komplex schwach kompaktweicher Garben ausgeht, hat
als Bild einen kokartesischen Morphismus der lokalisierten Kofaserung. Für jeden
geringten Raum X ist darüberhinaus der natürliche Funktor ein Isomorphismus
Der(Ab�X)

∼→ Der!
�X zwischen der Lokalisierung der Faser und der Faser der

Lokalisierung.

5.1.21 (Derivierter Eigvorschub und Vergessen der Skalare). Jeder Morphis-
mus (X,A)→ (Y,B) von geringten Räumen paßt in ein kommutatives Diagramm

(X,A) → (Y,B)
↓ ↓

(X,ZX) → (Y,ZY )

Die durch die Identifikationen unserer derivierten Modulgarbeneigkofaserung ge-
gebenen Isomorphismen zwischen den Eigvorschüben von oben links nach unten
rechts auf beiden möglichen Wegen präzisieren die Erkenntnis, daß salopp gespro-
chen der derivierte Eigvorschub von Modulgarben „derselbe“ ist wie der derivierte
Eigvorschub der zugrundeliegenden abelschen Garben.
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Übungen
Übung 5.1.22. Seien f : X → Y eine eigentliche Abbildung lokal kompakter
Hausdorffräume und φ : G → F ein Komorphismus abelscher Garben darüber
alias ein Morphismus f ∗G → F und a : X → top sowie b : Y → top die
konstanten Abbildungen. Die Einheit der Adjunktion G → f∗f

∗G induziert dann
einen Morphismus

b!G → b!f∗f
∗G = b!f!f

∗G ∼→ a!f
∗G → a!F

und so einen Morphismus Hq
! (Y ;G)→ Hq

! (X;F). Man zeige, daß er genau unser
eigentlicher Rückzug auf der kompakten Garbenkohomologie aus [TG] 4.9.3 ist.

Übung 5.1.23. Gegeben j : X ↪→ Y eine offene Einbettung induziert unsere Ad-
junktion (j(!), j

(∗)) exakter Funktoren nach [TD] 3.4.15 eine Adjunktion (j!, j
∗)

der zugehörigen derivierten Funktoren. Sind hier X, Y lokal kompakte Haus-
dorffräume und bezeichnet c : Y → top die konstante Abbildung, so liefert
für G ∈ Ab/Y die Einheit der Adjunktion j!j

∗G → G unter Hqc! Morphismen
Hq

! (X;G)→ Hq
! (Y ;G). Man zeige, daß sie genau unsere Ausdehnung durch Null

auf der kompakten Garbenkohomologie aus [TG] 4.9.7 sind.

Übung 5.1.24. Gegeben ein U ⊂◦ X ein offene Teilmenge eines lokal kompakten
Hausdorffraums und F ∈ Ab/X kompaktweich ist auch FU⊂X ∈ Ab/X kompakt-
weich. Hinweis: Man überzeuge sich explizit, daß F|U kompaktweich ist, und
verwende 5.1.13.

5.2 Ausgezeichnete Dreiecke zu offener Teilmenge
5.2.1. Ich verwende im folgenden wie vereinbart runde Klammern um Indizes
∗ und ! als Notation für die underivierten Versionen unserer üblichen Funkto-
ren. Gegeben eine offene Einbettung j : U ↪→ X erinnern wir aus [TG] 4.9.9,
[TG] 4.3.13 die adjungierten Funktoren (j(!), j

(∗), j(∗)) zu j(∗) : Ab/X → Ab/U .
Hier sind die Ausdehnung j(!) durch Null und der Rückzug j(∗) exakt und der
Vorschub j(∗) ist zumindest linksexakt. Gegeben eine abgeschlossene Einbettung
i : Z ↪→ X erinnern wir aus [TG] 4.3.13, [TG] 6.4.14 auch die adjungierten Funk-
toren (i(∗), i(∗), i

(!)) zu i(∗) : Ab/Z → Ab/X . Hier sind der Vorschub i(∗) und der
Rückzug i(∗) exakt und der Funktor i(!) ist zumindest linksexakt. Nach [TD] ?? ist
jeder linksexakte Funktor Ab/X → B auf jedem Objekt zahm rechtsderivierbar.
Mit der Notation f ! für den Rechtsadjungierten von f!, wann immer denn so ein
Rechtsadjungierter existiert, und speziell i! := Ri(!) erhalten wir nach [TD] 3.2.27
Tripel adjungierter triangulierter Funktoren

(j!, j
! = j∗, j∗) und (i∗, i∗ = i!, i

!)
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zwischen den entsprechenden derivierten Kategorien Der(Ab/U), Der(Ab/X) und
Der(Ab/Z).

Proposition 5.2.2 (Gysin-Sequenzen). SeienF ∈ Der(Ab/X) ein Komplex abel-
scher Garben auf einem Raum X und i : Z ↪→ X die Einbettung einer abge-
schlossenen Teilmenge sowie j : U ↪→ X die Einbettung ihres offenen Komple-
ments. So lassen sich die Einheit und Koeinheit der jeweiligen Adjunktionen auf
genau eine Weise durch Morphismen vom Grad Eins ergänzen zu ausgezeichneten
Dreiecken

j!j
!F → F → i∗i

∗F → [1]
i!i

!F → F → j∗j
∗F → [1]

Beweis. Offensichtlich liefern für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X die Koeinheit
und Einheit der entsprechenden Adjunktionen eine kurze exakte Sequenz

j(!)j
(!)F ↪→ F � i(∗)i

(∗)F

Betrachten wir diese kurzen exakten Sequenzen für Komplexe von Garben und
beachten, daß unsere Funktoren soweit alle exakt sind, so erhalten wir mit [TD]
2.6.4 für alle F ∈ Der(Ab/X) ein ausgezeichnetes Dreieck

j!j
!F → F → i∗i

∗F [1]→

in Der(Ab/X). Der dritte Pfeil i∗i∗F → j!j
!F [1] wird hier nach [TD] 2.2.14 be-

reits durch die beiden anderen festgelegt, da Basiswechsel i∗j! = 0 zeigt und mit
einer Adjunktion Der/X(j!j

!F [1], i∗i
∗F) = 0 folgt. Damit ist das erste Dreieck

hergeleitet. Offensichtlich liefern für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X die Koein-
heit und Einheit der entsprechenden Adjunktionen auch eine linksexakte Sequenz

i(!)i
(!)F ↪→ F → j(∗)j

(∗)F

Man erkennt leicht, daß sie für welkes und insbesondere für injektives F sogar
exakt ist und folgert dann genau wie zuvor die Existenz und Eindeutigkeit des
zweiten Dreiecks aus der Existenz von Quisrechtsentfaltungen durch Komplexe
aus injektiven Garben nach [TD] ??.

Übungen

Übung 5.2.3. Seien F ∈ Ab/X eine abelsche Garbe auf einem Raum X und
i : Z ↪→ X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und j : U ↪→ X
die Einbettung ihres offenen Komplements. Bezeichne c die jeweiligen konstan-
ten Abbildungen auf den einpunktigen Raum und identifizieren abelsche Garben
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auf dem einpunktigen Raum mit abelschen Gruppen. Die offensichtliche Isotrans-
formation c(∗)i

(!) ∼⇒ ΓZ induziert vermittels [TG] 6.4.25 und ?? durch welke
Auflösung einen wohlbestimmten Isomorphismus

Hqc∗i
!F ∼→ Hq

Z(X;F)

Man zeige, wie darunter zusammen mit einigen weiteren Identifikationen die lan-
ge exakte Kohomologiesequenz des ausgezeichneten Dreiecks c∗i!i!F → c∗F →
c∗j∗j

∗F→[1] der langen exakten Sequenz der lokalen Kohomologie [TG] 4.4.9
entspricht.

5.3 Rückzug-Eigvorschub-Formalismus
Definition 5.3.1. Ein Kategorienwinkel ist eine Menge von Objekten B mit drei
Strukturen als Kategorie, deren Morphismenmengen wir B†(X, Y ), B¡(X, Y )
und Be(X, Y ) notieren, sowie einer Erweiterung der Identität auf den Objekten
zu treuen Funktoren

Be

}}zzzzzzzz

!!CCCCCCCC

B† B¡

Die Elemente dieser Morphismenmengen nennen wir †-Morphismen oder kurz
Morphismen, ¡-Morphismen oder Eigmorphismen und e-Morphismen oder ei-
gentliche Morphismen.

Definition 5.3.2. Ein Quadrat in einem Kategorienwinkel ist ein Datum aus Ob-
jekten und Morphismen (X, Y, Z,W, f, g, p, q) mit Objekten und Morphismen
wie im Diagramm

W

g
���
�
�

q // X

f
���
�
�

Z
p // Y

mit f, g ∈ B¡ und p, q ∈ B†. Wir notieren auch im weiteren vielfach †-Morphis-
men durch gepunktelte Pfeile, ¡-Morphismen durch gestrichelte Pfeile und e-Mor-
phismen durch durchgezogene Pfeile. Wir verwenden die durch das Diagramm
erzeugte Anschauung im weiteren in unserer Terminologie, indem wir etwa von
der „rechten vertikalen Kante eines Quadrats“ und dergleichen reden. Eine Regu-
lierung eines Kategorienwinkels ist die Vorgabe einer Menge von Quadraten, die
stabil ist unter dem Verkleben längs gleicher horizontaler oder vertikaler Kanten.

Beispiel 5.3.3. Gegeben B ⊃ B¡ ⊃ Be eine Kategorie mit Unterkategorien, die
alle Objekte enthalten, erhalten wir mit B† := B einen Kategorienwinkel. Darin
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bilden sowohl alle kartesischen Quadrate als auch alle kommutativen Quadrate
eine Regulierung. Wir nennen sie die kartesische beziehungsweise die kommu-
tative Regulierung.

Definition 5.3.4. Ein Winkelfunktor von Kategorienwinkeln ist eine Abbildung
auf den Objekten F : C → B zusammen mit Abbildungen auf den Morphismen
C †(X, Y )→ B†(FX,FY ) und C ¡(X, Y )→ B¡(FX,FY ), die jeweils Funkto-
ren sind und die zu demselben Funktor C e(X, Y )→ Be(FX,FY ) einschränken.
Wir nennen den ersten Funktor den †-Funktor, den zweiten den ¡-Funktor und
den dritten den e-Funktor unseres Winkelfunktors.

5.3.5. Gegeben ein Winkelfunktor C → B bilden die Quadrate von C über einem
vorgegebenen Quadrat der Basis B eine Kategorie mit solchen Viertupeln von
Morphismen über den Identitäten in den Ecken als Morphismen, die kommutative
Quadrate längs jeder Kante liefern.

Definition 5.3.6. Eine Winkelfaserung ist ein Winkelfunktor F derart, daß der
†-Funktor von F eine Faserung ist, der ¡-Funktor von F eine Kofaserung und daß
über einem e-Morphismus der Basis jeder †-Morphismus und jeder ¡-Morphismus
auf den Fasern wieder ein e-Morphismus ist. Den Rückzug längs eines †-Morphis-
mus p notieren wir p†, den Vorschub längs eines ¡-Morphismus f notieren wir f¡.

Beispiel 5.3.7. Jede Bifaserung C → B liefert eine Winkelfaserung in offensicht-
licher Weise.

Beispiel 5.3.8. Über dem Kategorienwinkel zu Top ⊃ Tops ⊃ Topes ist der
Kategorienwinkel zu Ab�Top ⊃ Ab!

�Tops ⊃ Ab!
�Topes eine Winkelfaserung nach

[TG] 6.4.9 mit der Notation Topes für die eigentlichen separierten Abbildungen
von topologischen Räumen. In diesem Fall sind die Fasern opponierte Kategorien
abelscher Garben und wir haben p† = (p∗)opp und f¡ = (f!)

opp.

Definition 5.3.9. Gegeben eine Winkelfaserung C → B über einer regulierten
Basis B nennen wir die Quadrate der Regulierung der Basis Basisquadrate und
die Quadrate mit kartesischen Horizontalen in der Faser C , die über Basisquadra-
ten liegen, Rückholquadrate. Unter einer Präverflechtung verstehen wir eine
Regulierung des Kategorienwinkels C durch ausgewählte Rückholquadrate, die
Verflechtungsquadrate, so daß die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. Über einem Basisquadrat mit e-Morphismen auf zwei gegenüberliegenden
Kanten sind alle kommutativen Rückholquadrate von C Verflechtungsqua-
drate;

2. Über jedem Basisquadrat kann jedes partielle Quadrat von C mit †-kartesi-
schen Horizontalen, dem nur die linke Vertikale fehlt, auf genau eine Weise
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zu einem Verflechtungsquadrat ergänzt werden. Wir sagen dann, die so er-
gänzte linke Vertikale entstehe durch Zurückholen der rechten Vertikale
über dem vorgegebenen Basisquadrat.

5.3.10. Eine präverflochtene Winkelfaserung ist eine Winkelfaserung über einer
regulierten Basis mit einer Präverflechtung. Wenn wir die Regulierung der Basis
nicht anderweitig spezifizieren, ist meist die kartesische Regulierung gemeint.
5.3.11. Ein Rückholquadrat nennen wir voll kokartesisch, wenn seine beiden
Vertikalen kokartesisch sind. Eine Präverflechtung einer Winkelfaserung über ei-
ner regulierten Basis nennen wir eine Verflechtung, wenn jedes Verflechtungs-
quadrat mit kokartesischer rechter Vertikale voll kokartesisch ist, wenn also in
anderen Worten das Zurückholen kokartesische Vertikalen zu kokartesischen Ver-
tikalen macht.
Beispiel 5.3.12. In der Winkelfaserung zu einer Bifaserung C → B bilden die
kommutativen Rückholquadrate von C eine Präverflechtung über der durch die
kommutativen Quadrate regulierten Basis.
Beispiel 5.3.13 (Abelsche Garben auf diskreten Räumen). In der Winkelfase-
rung zur Garbenopkofaserung auf Mengen mit der diskreten Topologie Ab�Ens →
Ens ist die Präverflechtung durch kommutative Rückholquadrate eine Verflech-
tung über der durch die kartesischen Quadrate regulierten Basis. Genauer sind Ob-
jekte der Faser über einer Menge I Familien M = (Mi)i∈I ∈ Ab�I von abelschen
Gruppen. Gegeben eine weitere FamilieL = (Lj)j∈J von abelschen Gruppen über
einer weiteren Menge J und eine Abbildung f : I → J ist ein Opkomorphismus
ψ ∈ Ab�f (M,L) über f eine Familie von Gruppenhomomorphismen

(ψ◦i : Lf(i) →Mi)i∈I

Unser Opkomorphismus ψ ist kartesisch genau dann, wenn alle ψ◦i Isomorphis-
men sind. Er ist kokartesisch genau dann, wenn die ψ◦i für alle j ∈ J Isomor-
phismen Lj

∼→
∏

f(i)=jMi induzieren. Man erkennt unmittelbar, daß in dieser
Situation alle Verflechtungsquadrate mit kokartesischer Ausgangskante über ei-
nem kartesischen Quadrat der Basis voll kokartesisch sind.
Beispiel 5.3.14. Über dem Kategorienwinkel zu Top ⊃ Toples ⊃ Topes mit seiner
kartesischen Regulierung bilden die kommutativen Rückholquadrate in der Win-
kelfaserung durch Ab�Top ⊃ Ab!

�Toples ⊃ Ab!
�Topes nach 4.1.16 eine Verflechtung.

Wir notieren diese verflochtene Winkelfaserung(
Ab�Top → Top ⊃ Toples ← Ab!

�Toples ,Topes
)

Im Fall diskreter Räume erlauben wir in dieser Winkelfaserung nur noch eigent-
liche Opkomorphismen auf den Fasern als ¡-Morphismen und so ein eigentlicher
Opkomorphismus ist eigkokartesisch genau dann, wenn die ψ◦i für alle j ∈ J
Isomorphismen Lj

∼→
⊕

f(i)=jMi induzieren.
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5.3.15 (Kommutativität durch Präverflechtung). Gegeben eine präverflochte-
ne Winkelfaserung sind die Verflechtungsquadrate über einem Basisquadrat mit
e-Morphismen auf gegenüberliegenden horizontalen beziehungsweise vertikalen
Kanten genau die kommutativen Rückholquadrate. In der Tat sind diese Quadrate
nach Annahme Verflechtungsquadrate und die Forderung der eindeutigen Ergänz-
barkeit zeigt dann, daß es über besagten Basisquadraten nicht noch mehr Verflech-
tungsquadrate geben kann.

5.3.16 (Funktorialität von Verflechtungsquadraten). Gegeben eine präverfloch-
tene Winkelfaserung läßt sich jeder Morphismus zwischen den rechten Vertikalen
zweier Verflechtungsquadrate über einem vorgegebenen Basisquadrat auf genau
eine Weise zu einem Morphismus zwischen den beiden Verflechtungsquadraten
fortsetzen. Um das einzusehen, betrachten wir das Diagramm

E ′

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

// F ′

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

E

���
�
�

``AAAAAAAA
// F

���
�
�

>>}}}}}}}}

H //

~~}}}}}}}}
G

  @@@@@@@@

H′ // G ′

Beide Quadrate sind Verflechtungsquadrate nach Annahme. Die durchgezogenen
Pfeile stellen Morphismen über Identitäten der Basis dar. Das rechte FG-Trapez
ist kommutativ nach Annahme und stellt unseren Morphismus zwischen den rech-
ten Vertikalen dar. Das obere EF-Trapez wird durch genau einen Morphismus
E → E ′ kommutativ gemacht, da nach Annahme E ′ → F ′ kartesisch ist. Das
untereHG-Trapez wird durch genau einen MorphismusH → H′ kommutativ ge-
macht, da nach Annahme H′ → G ′ kartesisch ist. Es bleibt zu zeigen, daß dann
auch das rechte EH-Trapez kommutiert. Nach der Charakterisierung von Ver-
flechtungsquadraten durch Kommutativität 5.3.15 sind aber das obere EF-Trapez
und das untere HG-Trapez beide Verflechtungsquadrate. Aufgrund der Verkleb-
barkeit von Verflechtungsquadraten sind dann auch das Teildiagramm mit den
vertikalen Kanten ((EHH′), (FGG ′)) sowie das Teildiagramm mit den vertikalen
Kanten ((EE ′H′), (FF ′G ′)) Verflechtungsquadrate. Aus der Gleichheit der rech-
ten Vertikalen folgt dann mit der Eindeutigkeit der Ergänzung die Gleichheit der
zurückgeholten Vertikalen und so die Kommutativität im rechten EH-Trapez.

5.3.17. Gegeben eine präverflochtene Winkelfaserung gibt es für jedes Basisqua-
drat und jedes Objekt F in der Faser über der oberen rechten Ecke wie im Dia-
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gramm
W

g

���
�
�
�
�
�
�
�

q // X

f

���
�
�
�
�
�
�
� q†F

���
�
�

// F

���
�
�
�
�
�
�
�

g¡q
†F

��
Z

p // Y p†f¡F // f¡F

genau einen Morphismus g¡q
†F → p†f¡F in der Faser über Z derart, daß das

rechte Quadrat mit Transportmorphismen von Rückzug und Eigvorschub als allen
anderen Morphismen ein Verflechtungsquadrat wird. Diese Morphismen bilden
sogar in ihrer Gesamtheit eine Transformation

vf : g¡q
† ⇒ p†f¡

Wir nennen sie den eigentlichen Basiswechsel unserer präverflochtenen Win-
kelfaserung und notieren sie vf wie „Verflechtung“. Sind f, g beide e-Morphis-
men, so stimmt der eigentliche Basiswechsel nach der Charakterisierung von Ver-
flechtungsquadraten durch Kommutativität mit dem allgemeinen Basiswechsel
[TG] 6.3.11 der Faserung C † → B† überein. Sind p, q beide e-Morphismen, so
stimmt er aus demselben Grund mit dem allgemeinen Basiswechsel der Kofase-
rung C ! → B! überein. In einer verflochtenen Winkelfaserung sind per definitio-
nem alle eigentlichen Basiswechsel Isomorphismen.

5.3.18 (Transformation vom Vorschub zum Eigvorschub). Gegeben sei eine
präverflochtene Kategorienfaserung C → B über dem Kategorienwinkel zu ei-
nem Tripel B ⊃ B¡ ⊃ Be wie in 5.3.3 mit seiner kartesischen Regulierung. Sei
f : X → Y ein ¡-Morphismus der Basis derart, daß das Faserprodukt X ×Y X
existiert und die Diagonale ∆ = ∆f : X → X ×Y X ein e-Morphismus ist und
die Projektionen X ×Y X → X auch ¡-Morphismen. Dann erhalten wir mit

X ×Y X
pr2
���
�
�

pr1 // X

f
���
�
�

X
f // Y

als Basisquadrat und mit der Notation Id für den Identitätsfunktor eine Transfor-
mation Id⇒ f †f¡ als die Komposition

Id = Id ◦ Id
∼⇒ id¡ id†

∼⇒ pr2¡ ∆¡∆
† pr†1 ⇒ pr2¡ pr†1 ⇒ f †f¡

mit der Adjunktion (∆¡,∆
†) für den e-Morphismus ∆ und eigentlichem Basis-

wechsel 5.3.17. Besitzt f † sogar einen Linksadjungierten f†, so erhalten wir auf
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diese Weise eine natürliche Transformation f† ⇒ f¡. Sie entspricht einer Trans-
formation

f! ⇒ f∗

von Funktoren der opponierten Fasern, mit denen wir es in den Anwendungen
meist zu tun haben. Ist zusätzlich f selbst ein e-Morphismus, so ist diese Trans-
formation nach [TG] 6.3.17 und [TG] 6.3.15 die Identität auf dem Vorschub.

5.4 Lokalisierung präverflochtener Winkelfaserungen
5.4.1. Seien C → B eine Winkelfaserung und S ein faserweises Oresystem in
C . Besitzt die Faserung C † → B† eine S-Rechtsanpassung und die Kofase-
rung C ¡ → B¡ eine S-Linksanpassung, so führt Lokalisieren zu einer weiteren
Winkelfaserung S−1C → B mit den durch 2.4.10 gegebenen Isomorphismen
(S−1C ¡)Be

∼← S−1
BeC e ∼→ (S−1C †)Be zwischen Lokalisierung der Einschränkung

und Einschränkung der Lokalisierung. Bezeichne Q im folgenden alle Lokalisie-
rungsfunktoren. Ist C → B eine präverflochtene Winkelfaserung, so nennen wir
ein Verflechtungsquadrat

W
q //

g

���
�
� X

f
���
�
� E //

���
�
� F

���
�
�

Z
p // Y H // G

in C lokalisierbar, wenn QF → QG kokartesisch ist für Qf¡ und F rechts-
entfaltet für Qq† und G rechtsentfaltet für Qp†. Die zu Bildern lokalisierbarer
Verflechtungsquadrate isomorphen Quadrate von S−1C nennen wir die naiven
Verflechtungsquadrate der lokalisierten Winkelfaserung.

5.4.2. Gegeben eine Winkelfaserung C → B und ein faserweises Oresystem S in
C verstehen wir unter einer Rechts-Links-Anpassung ein Paar (R,L ) aus einer
S-Rechtsanpassung R der Faserung C † → B† und einer S-Linksanpassung L
der Kofaserung C ¡ → B¡ derart, daß gilt:

1. Zu jedem Objekt in R gibt es einen S-Morphismus von einem Objekt in
R ∩L ;

2. Zu jedem Morphismus q : W → X der Basis und jedem Objekt F ∈ CX

gibt es S-Morphismen F ← F¡ → F†¡ mit F¡ ∈ LX und q†F ← q†F¡ in S
und F†¡ ∈ RX ∩LX .

Vorschau 5.4.3 (Rechtslinksanpassung für abelsche Garben). Im Kontext von
derivierten Kategorien abelscher Garben können wir als R alle Garbenkomplexe
nehmen und als L alle Komplexe von kompaktweichen Garben. Mögliche F ←
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F¡ kann man dann mithilfe der Godement-Auflösung erhalten, genauer mit den
dadurch in den opponierten Kategorien erhaltenen Morphismen.
Vorschau 5.4.4 (Rechtslinksanpassung für Modulgarben). Im Kontext von de-
rivierten Kategorien von Modulgarben können wir als R alle quisflachen Gar-
benkomplexe nehmen und als L alle Komplexe von kompaktweichen Garben.
Mögliche F ← F¡ → F†¡ kann man wieder mithilfe der Godement-Auflösung
erhalten, genauer mit den dadurch in den opponierten Kategorien erhaltenen Mor-
phismen, wie in 5.5.8 ausgeführt wird.

Satz 5.4.5 (Lokalisieren einer präverflochtenen Winkelfaserung). Gibt es für
eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen gesättigten Oresystem
eine Rechtslinksanpassung und sind alle naiven Verflechtungsquadrate voll kokar-
tesisch, so existiert genau eine Verflechtung der lokalisierten Winkelfaserung, die
alle naiven Verflechtungsquadrate enthält.

5.4.6. Der Beweis zeigt darüberhinaus, daß die Aussage des Satzes bereits folgt,
wenn wir nur von einer Teilmenge der Basisquadrate, aus denen wir alle Basis-
quadrate unserer Regulierung durch Verkleben erhalten können, annehmen, daß
alle naiven Verflechtungsquadrate über Basisquadraten dieser Teilmenge voll ko-
kartesisch sind.

Beweis. Der Beweis füllt den Rest dieses Abschnitts. Nach 5.4.8 reicht es zu zei-
gen, daß die naiven Verflechtungsquadrate eine kokartesische Teilverflechtung im
Sinne von 5.4.7 bilden. Die von einer kokartesischen Teilverflechtung geforderte
Fortsetzbarkeit partieller Quadrate zeigen wir in 5.4.9. Die geforderten Verkleb-
barkeiten zeigen wir in 5.4.13 und 5.4.15. Daß die bei einer kokartesischen Teil-
verflechtung geforderten kommutativen Quadrate tatsächlich naive Verflechtungs-
quadrate sind, bemerken wir in 5.4.12. Die von einer kokartesischen Teilverflech-
tung geforderte Funktorialitätseigenschaft schließlich zeigen wir in 5.4.11.

5.4.7. Gegeben eine Winkelfaserung C → B über einer regulierten Basis verste-
hen wir unter einer kokartesischen Teilverflechtung eine Regulierung K von C
durch voll kokartesische Rückholquadrate mit den folgenden Eigenschaften:

1. Über jedem Basisquadrat kann jedes partielle Quadrat von C mit †-karte-
sischen Horizontalen und ¡-kokartesischer rechter Vertikale, dem nur die
linke Vertikale fehlt, in K ergänzt werden;

2. Über jedem Basisquadrat kann jeder Morphismus in der Faser über der obe-
ren rechen Ecke zu einem Morphismus von Quadraten aus K fortgesetzt
werden;

3. K enthält alle kommutativen Quadrate mit kartesischen Horizontalen und
kokartesischen Vertikalen über Basisquadraten mit zwei parallelen e-Kanten.

117



Lemma 5.4.8 (Verflechtung zu kokartesischer Teilverflechtung). Gegeben ei-
ne Winkelfaserung über einer regulierten Basis gibt es zu jeder kokartesischen
Teilverflechtung genau eine Verflechtung, die sie umfaßt.

Beweis. Bezeichne K unsere kokartesische Teilverflechtung. Zu jeder Erweite-
rung von K zu einer Verflechtung müssen alle Rückholquadrate gehören, die wir
erhalten, indem wir an ein Rückholquadrat unserer Teilverflechtung ein kommu-
tatives Quadrat mit kartesischen Horizontalen und Vertikalen über Identitäten in
der Basis unten ankleben. In der Menge V von Quadraten, die wir auf diese Wei-
se erhalten, läßt sich aber bereits jedes partielle Quadrat mit kartesischen Hori-
zontalen über einem vorgegebenen Basisquadrat vervollständigen. Also gibt es
höchstens eine Erweiterung von K zu einer Verflechtung, nämlich die hier be-
schriebene Menge V von Quadraten. Um zu zeigen, daß V auch tatsächlich eine
Verflechtung ist, müssen wir unsere Bedingungen prüfen. Daß V die Bedingungen
der „eindeutigen Ergänzbarkeit“ und der „eigentlichen Kommutativität“ erfüllt,
scheint mir offensichtlich. Daß V stabil ist unter dem Verkleben längs vertikaler
Kanten scheint mir ebenso offensichtlich. Daß V auch stabil ist unter dem Verkle-
ben längs horizontaler Kanten folgt schließlich aus der Funktorialitätsannahme in
unseren Forderungen an eine kokartesische Teilverflechtung.

5.4.9 (Existenz ausreichend vieler naiver Verflechtungsquadrate). Gegeben
sei eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen Oresystem S. Gibt
es eine Rechtslinksanpassung, so besitzt über jedem Basisquadrat jedes partielle
Quadrat mit kartesischen Horizontalen der lokalisierten Winkelfaserung mit ko-
kartesischer rechter Vertikale eine Erweiterung zu einem naiven Verflechtungs-
quadrat. Das folgt, indem wir zu einer vorgegebenen oberen rechten Ecke ein
Objekt F ∈ RX ∩ LX wählen, dessen Bild QF isomorph ist zu unserer Aus-
gangsecke, und dazu ein lokalisierbares Verflechtungsquadrat der Gestalt

W
q //

g

��

X

f

��

E //

���
�
�
�
�
�
� F

���
�
�

f¡F
oQ
��

Z
p // Y H // G

bilden mit f¡F → G einem beliebigen S-Morphismus in ein Objekt G ∈ RY .

Lemma 5.4.10. Gegeben seien eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem
faserweisen Oresystem S. Gibt es eine Rechtslinksanpassung (R,L ), so ist jedes
naive Verflechtungsquadrat der Lokalisierung isomorph zum Bild eines lokalisier-
baren Verflechtungsquadrats mit oberer rechter Ecke F ∈ L .
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Beweis. Wir argumentieren im Diagramm

q†F¡

!!CCCCCCCC
//
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W
q //

g
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X
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Z
p // Y H // G

H

==zzzzzzzzz
// G

``@@@@@@@@

Hier ist die Mitte ein lokalisierbares Verflechtungsquadrat und F¡ → F ein S-
Morphismus von einem Objekt von LX , der unter q† ein S-Morphismus bleibt.
Daß es so einen Morphismus gibt, war Teil unserer Annahmen. Damit ist auch der
durch die Kommutativität des oberen Trapezes erklärte Morphismus q†F¡ → E
ein S-Morphismus. Die durch unsere Präverflechtung gegebene linke Vertikale
stimmt nun überein mit der durch die Kommutativität des linken Trapezes gege-
benen linken Vertikale. Die schrägen Pfeile liefern dann einen Morphismus von
lokalisierbaren Verflechtungsquadraten und in der Lokalisierung den gewünschten
Isomorphismus von naiven Verflechtungsquadraten.

Lemma 5.4.11 (Funktorialität naiver Verflechtungsquadrate). Gegeben seien
eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen gesättigten Oresystem
S. Gibt es eine Rechtslinksanpassung (R,L ), so läßt sich jeder Morphismus in
der lokalisierten Faserkategorie zwischen den oberen rechten Ecken naiver Ver-
flechtungsquadrate auf genau eine Weise zu einem Morphismus der ganzen Ver-
flechtungsquadrate fortsetzen.

Beweis. Es ist klar, daß sich unser Morphismus auf höchstens eine Weise fort-
setzen läßt. Nach 5.4.10 dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit an-
nehmen, daß unsere naiven Verflechtungsquadrate die Bilder lokalisierbarer Ver-
flechtungsquadrate mit oberer rechter Ecke in L sind. Wir argumentieren im Dia-
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p // Y p†A // A

Hα

3
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// Gα

2
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Gegeben sind als innerstes und äußertes Rechteck jeweils ein lokalisierbares Ver-
flechtungsquadrat mit oberer rechter Ecke F ,Fα ∈ LX sowie, damit fangen wir
erst einmal an, ein Morphismus Fα → F in CX . Nun bauen wir in mehreren
Schritten den Rest des Diagramms auf. Im ersten Schritt faktorisieren wir die
rechten Vertikalen unserer lokalisierbaren Verflechtungsquadrate in den Trans-
portmorphismus zum Eigvorschub und einen weiteren Morphismus. Da wir die
oberen rechten Ecken in LX angenommen hatten, werden diese weiteren Mor-
phismen unter Q Isomorphismen, was wir durch oQ andeuten. Da wir S faserwei-
se gesättigt angenommen hatten, gehören diese Morphismen nach [TD] 1.4.18
bereits zu S. Außerdem finden wir einen eindeutigen Morphismus Eα → E in
CW , der das obere Trapez zum Kommutieren bringt. Im zweiten Schritt finden
wir A ∈ CY zusammen mit einem S-Morphismus G → A und einem CY -
Morphismus Gα → A derart, daß das Parallelogramm unten rechts kommutiert,
und können ohne Beschränkung der Allgemeinheit sogar A ∈ RY annehmen. Im
dritten Schritt ergänzen wir zwei Pfeile links unten wie angedeutet so, daß das
untere Rechteck und Trapez kommutieren. Der vertikale S-Morphismus kommt
von unserer Annahme A ∈ RY her. Da das große innere Rechteck als Verkle-
bung auch ein Verflechtungsquadrat ist, muß das linke Trapez kommutieren. Da-
mit aber haben wir den gesuchten Morphismus von naiven Verflechtungsquadra-
ten gefunden. Beginnen wir hier mit einem S-Morphismus Fα → F , so werden
alle durch durchgezogene Linien dargestellten Pfeile im obigen Diagramm S-
Morphismen und wir erhalten einen Isomorphismus von naiven Verflechtungsqua-
draten in der Lokalisierung. Betrachten wir schließlich zu einem Qq†-entfalteten
Objekt F ∈ LX wie in 5.4.2 zwei S-Morphismen F ← F¡ → F†¡, so können
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wir aus den bis hier bereits gezeigten Funktorialitätseigenschaften folgern, daß je-
des naive Verflechtungsquadrat isomorph ist zum Bild in der Lokalisierung eines
lokalisierbaren Verflechtungsquadrats mit Ausgangsecke F ∈ RX ∩LX . Ein be-
liebiger Morphismus Fα → F in S−1

X CX von derartigen Objekten läßt sich aber
als Bruch Fα ← Fβ → F schreiben mit Fβ ∈ RX und dann auch als Bruch
Fα ← Fβ¡ → F mit Fβ¡ ∈ RX ∩LX und so folgt die Behauptung aus den bereits
bewiesenen Aussagen.

5.4.12. Gegeben seien eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem faserwei-
sen gesättigten Oresystem. Gibt es eine Rechtslinksanpassung, so ist über einem
Basisquadrat mit eigentlichen Morphismen auf zwei gegenüberliegenden Kanten
jedes kommutative Quadrat kartesischen Horizontalen und kokartesischer rechter
Vertikale isomorph zu einem naiven Verflechtungsquadrat. In der Tat liefert 5.4.9
ein kommutierendes naives Verflechtungsquadrat mit isomorpher Ausgangsecke,
zu dem es aufgrund der Funktorialität 5.4.11 isomorph sein muß.

Lemma 5.4.13 (Nebeneinanderkleben naiver Verflechtungsquadrate). Gege-
ben seien eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen gesättigten
Oresystem. Gibt es eine Rechtslinksanpassung (R,L ), so liefert das Verkleben
zweier naiver Verflechtungsquadrate der Lokalisierung längs einer gemeinsamen
vertikalen Kante stets wieder ein naives Verflechtungsquadrat.

5.4.14. Man bemerke, daß wir hier nur eine Aussage machen für den Fall, daß von
den beteiligten naiven Verflechtungsquadraten das rechte voll kokartesisch ist.

Beweis. Unser Argument für die Existenz ausreichend vieler naiver Verflech-
tungsquadrate 5.4.9 zeigt, daß wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit anneh-
men dürfen, unser rechtes naives Verflechtungsquadrat sei Bild eines lokalisier-
baren Verflechtungsquadrats, das aus Objekten von R besteht. Damit folgt die
Behauptung aus der Funktorialität naiver Verflechtungsquadrate 5.4.11.

Lemma 5.4.15 (Untereinanderkleben naiver Verflechtungsquadrate). Gege-
ben seien eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen gesättigten
Oresystem S. Gibt es eine Rechtslinksanpassung (R,L ), so liefert das Verkleben
zweier voll kokartesischer naiver Verflechtungsquadrate der Lokalisierung längs
einer gemeinsamen horizontalen Kante wieder ein naives Verflechtungsquadrat.

Beweis. Um das zu zeigen, leiten wir eine alternative Beschreibung für voll kokar-
tesische naive Verflechtungsquadrate her. Sei dazu über der oberen KanteW → X
eines vorgegebenen Basisquadrats ein Morphismus E → F von Objekten von L
gegeben und sei QE → QF kartesisch. Ist das nach der Funktorialität naiver
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Verflechtungsquadrate 5.4.11 zugehörige naive Verflechtungsquadrat voll kokar-
tesisch, so ist es isomorph zum Bild in der Lokalisierung vom Rand des Dia-
gramms

E

���
�
�

// q†F

���
�
�

// F

���
�
�

g¡E // p†f¡F // f¡F

mit dem rechten Quadrat aus unserer ursprünglichen Präverflechtung und dem lin-
ken Quadrat aus der universellen Eigenschaft des Eigvorschubs. Aus dieser Be-
scheibung und der Funktorialität naiver Verflechtungsquadrate 5.4.11 folgt das
Lemma sofort. Im Rest des Beweises leiten wir sie her. Gegeben in C ein Mor-
phismus Eα → Fα über W → X mit denselben Eigenschaften, wie wir sie von
E ,F und E → F gefordert hatten, sowie ein kommutatives Quadrat in C mit
S-Morphismen in den Vertikalen

Eα
S
��

// Fα
S
��

E // F

bilden wir das Diagramm

Eα

��
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// q†Fα

��

��




�

�
�

%

+

1

// Fα

��






�

�
�

%

+

1

S

||yyyyyyyyy

E

���
�
�

// q†F

���
�
�

// F

���
�
�

g¡E // p†f¡F // f¡F

g¡Eα //
S

==||||||||
p†f¡Fα //

OO

f¡Fα
S

aaDDDDDDDD

und erkennen, daß es einen Isomorphismus der entsprechenden Quadrate in der
Lokalisierung induziert. Jetzt finden wir von der Definition einer Rechtslinksan-
passung ausgehend eine Ergänzung der oberen Horizontale von eben zu einem
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kommutativen Diagramm

Eα
3

3

S // q†F†¡ // F†¡

Eα 2

S // G

1 S

��

1
// q†F¡

S
��

OO

// F¡

S

��

S

OO

E // q†F // F

mit den angedeuteten S-Morphismen, mit F¡, E , Eα ∈ L und mit F†¡ ∈ R ∩L .
Hier verwenden wir im ersten Schritt, daß S ein faserweises Oresystem ist, um G
und die beiden davon ausgehenden Morphismen zu finden, und ganz wesentlich
die Eigenschaft einer Rechtslinksanpassung, daß q† aus F ← F¡ wieder einen
S-Morphismus macht, auch wenn diese Objekte nicht Qq†-rechtsentfaltet sind.
Im zweiten Schritt finden wir einen S-Morphismus von einem Objekt Eα ∈ LW

nach G aufgrund der Definition einer Linksanpassung. Im dritten Schritt erkennen
wir, daß QEα → QF†¡ kartesisch sein muß, also QEα → Qq†F†¡ ein Isomorphis-
mus wegen F†¡ ∈ R, also Eα → q†F†¡ ein S-Morphismus wegen S faserweise
gesättigt. So können wir uns darauf zurückziehen, die ursprüngliche Behauptung
für F ∈ RX ∩ LX zu zeigen. Gilt nun aber F ∈ RX ∩ LX , so muß der erste
horizontale Pfeil oben links unter Q ein Isomorphismus werden und wir können
unser Diagramm ergänzen zu einem Diagramm der Gestalt

E

���
�
� 1

Q∼ // q†F

���
�
�

// F

���
�
�

g¡E // p†f¡F //

��

f¡F

oQ2

��
g¡E 3

Q∼ // p†G // G

mit G ∈ RY . Dann muß, wenn das naive Verflechtungsquadrat zur oberen rechten
Ecke QF voll kokartesisch ist, die mittlere Vertikale kokartesisch werden in der
Lokalisierung. Das hinwiederum zeigt, daß auch der horizontale Morphismus un-
ten links in der Lokalisierung ein Isomorphismus werden muß. So sehen wir, daß
das obere lange horizontale Rechteck, das einhüllende Quadrat und das rechte lan-
ge vertikale Rechteck alle drei isomorphe Quadrate in der Lokalisierung liefern.
Das rechte lange vertikale Rechteck liefert per definitionem ein naives Verflech-
tungsquadrat und so folgt dasselbe für das obere lange horizontale Rechteck.
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Beispiel 5.4.16 (Halbseitig beschränkte derivierte Verflechtung). Unsere ver-
flochtene Winkelfaserung(

Ab�Top → Top ⊃ Toples ← Ab!
�Toples ,Topes

)
aus 5.3.14 mit der durch Kommutativität konstruierten Verflechtung liefert in of-
fensichtlicher Weise verflochtene Winkelfaserungen(

Hot](Ab�Top)→ Top ⊃ Toples ← Hot](Ab!
�Toples),Topes

)
für ] eine jede unserer vier üblichen Beschränkungsbedingungen. Im Fall von
Hot− können wir diese Winkelfaserung nach Quasiisomorphismen lokalisieren,
denn der Rückzug ist exakt und alle Garbenkomplexe bilden folglich eine Rechts-
anpassung R für den opponierten Rückzug, wohingegen wir für den Eigvorschub
die Linksanpassung L := Hot−(skwAb�Top) durch entsprechend beschränkte
Komplexe schwach kompaktweicher Garben nach 5.1.3 zur Verfügung haben. Um
eine Verflechtung der lokalisierten Winkelfaserung zu konstruieren, prüfen wir die
Bedingungen von Satz 5.4.5. Sicher existiert eine Rechtslinksanpassung, nämlich
(R,L ). Wir müssen also nur noch zeigen, daß in unserer Situation alle naiven
Verflechtunsquadrate voll kokartesisch sind. Nach 5.4.10 reicht es zu zeigen, daß
alle naiven Verflechtunsquadrate mit Ausgangsecke in L voll kokartesisch sind.
Es reicht also zu zeigen, daß gegeben

W
q //

g
���
�
� X

f
���
�
�

Z
p // Y

ein kartesisches Diagramm topologischer Räume mit les-Abbildungen f, g in den
Vertikalen und ein Komplex F ∈ Hot−(skwAb�X) alias F ∈ Hot+(skwAb/X)
der Rückzug q∗F ein g(!)-quisrechtsentfalteter Garbenkomplex ist, so daß das
entsprechende voll kokartesische Verflechtungsquadrat in Hot−(Ab�Top) aus der
oben beschriebenen Verflechtung voll kokartesisch bleibt in der Lokalisierung.
Nach 5.1.12 ist aber jede faserweise kompaktweiche abelsche Garbe bereits g(!)-
quisrechtsentfaltet für jede les-Abbildung g und für eine schwach kompaktweiche
abelsche Garbe F hat offensichtlich ihr Rückzug q∗F diese Eigenschaft. Mithin
erhalten wir durch Lokalisieren mit 5.4.5 eine verflochtene Winkelfaserung

(Der−�Top → Top ⊃ Toples ← Der−!
�Toples ,Topes)

in Bezug auf die kartesische Regulierung der Basis.
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Beispiel 5.4.17 (Unbeschränkte derivierte Verflechtung). Wir erhalten wie in
5.4.16 eine verflochtene Winkelfaserung(

Hot(Ab�Top)→ Top ⊃ Toplesb ← Hot(Ab!
�Toplesb),Topesb

)
und können sie wie zuvor nach Quasiisomorphismen lokalisieren, indem wir wie
zuvor die Rechtslinksanpassung (R,L ) beachten mit R allen Komplexen und
L := Hot(skwAb�Top) der Linksanpassung durch Komplexe schwach kompakt-
weicher Garben nach 5.1.7. Der Übergang zur Lokalisierung liefert dann wie zu-
vor eine verflochtene Winkelfaserung

(Der�Top → Top ⊃ Toplesb ← Der!
�Toplesb ,Topesb)

in Bezug auf die kartesische Regulierung der Basis.

5.5 Rückzug-Eigvorschub für Modulgarben
Vorschau 5.5.1. In der hier gegebenen Darstellung baut die Konstruktion von
Verflechtungen für Modulgarben auf der Erkenntnis auf, daß Godementauflösun-
gen halmweise spalten und folglich stets exakt bleiben unter dem Darantensorie-
ren weiterer Modulgarben. Diese Verträglichkeit geigneter kompaktweicher Auf-
lösungen mit Flachheitseigenschaften liefert uns die Rechtslinksanpassungen, die
wir zum Lokalisieren der mehr oder weniger offensichtlichen präverflochtenen
Winkelfaserungen auf den Homotopiekategorien benötigen. Das wird im folgen-
den ausgeführt.

5.5.2. Sei F eine abelsche Garbe auf einem Raum X . Die Garbe der unsteti-
gen Schnitte von F ist die Garbe GF , die jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ X das
Produkt der Halme von F an allen Punkten x ∈ U zuordnet, in Formeln

(GF)(U) =
∏
x∈U

Fx

mit den offensichtlichen Restriktionsabbildungen. Wir haben einen kanonischen
Monomorphismus F ↪→ GF gegeben durch s 7→ (sx)x∈U für s ∈ F(U). Gleich-
bedeutend können wir die Identität als stetige Abbildung ε : Xδ → X von der
mit der diskreten Topologie versehenen Menge X in den topologischen Raum X
betrachten. Der kanonische Monomorphismus faktorisiert dann in die Einheit der
Adjunktion und einen Isomorphismus als F → ε(∗)ε

(∗)F ∼→ GF . Terminologisch
wäre es richtiger, von der „Garbe der nicht notwendig stetigen Schnitte“ zu reden,
aber so pedantisch will ich hier nicht sein. Analoges gilt für Garben von Moduln
über Garben von Ringen.
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5.5.3. Die Schnitte unserer Garbe der unstetigen Schnitte GF sind nur über offe-
nen Teilmengen unstetige Schnitte in den étalen Raum der ursprünglichen Garbe.
Die Halme der Garbe der unstetigen Schnitte einer Garbe sind im allgemeinen
sehr viel größer als die Halme der ursprünglichen Garbe.

5.5.4 (Halmweises Spalten des kanonischen Monomorphismus). Gegeben ei-
ne abelsche Garbe F oder allgemeiner eine Modulgarbe auf einem Raum X in-
duziert der kanonische Monomorphismus F ↪→ GF spaltende Injektionen auf
allen Halmen. In der Tat liefert die entsprechende Projektion für x ∈ U ⊂◦ X
eine Faktorisierung F(U) → (GF)(U) → Fx der Abbildung, die jedem Schnitt
von F über U seinen Halm bei x zuordnet, und diese Faktorisierungen sind ver-
träglich mit dem Übergang zu kleineren offenen Umgebungen von x und liefern
im Kolimes die gewünschte Spaltung.

5.5.5. Sei F eine abelsche Garbe auf einem topologischen Raum X oder allge-
meiner eine Modularbe auf einem geringten Raum. Die Godement-Auflösung
von F ist der exakte Komplex von abelschen Garben F ↪→ G0F → G1F → . . .,
den wir erhalten durch die Vorschrift

G0F := GF
G1F := G(cok(F → GF)) und dann induktiv

GiF := G(cok(Gi−2F → Gi−1F)) für i ≥ 2;

Jeder Morphismus von abelschen Garben F → F ′ liefert in offensichtlicher Wei-
se einen Morphismus GF → GF ′ zwischen den zugehörigen Garben unsteti-
ger Schnitte und dann induktiv einen Morphismus von Komplexen von Garben
G�F → G�F ′. Auf diese Weise wird das Bilden der Godementauflösung G� ein
Funktor.

Lemma 5.5.6. Gegeben eine flache abelsche Garbe F besteht auch ihre Gode-
mentauflösung aus flachen abelschen Garben.

Beweis. Im Fall abelscher Gruppen ist flach äquivalent zu torsionsfrei und diese
Eigenschaft ist stabil unter Produkten und filtrierenden Kolimites. Daraus folgt,
daß mit einer abelschen Garbe F auch die Garbe ihrer unstetigen Schnitte GF
flache Halme hat. Da die von der Einbettung F ↪→ GF auf den Halmen indu-
zierten Einbettungen Fx ↪→ (GF)x sämtlich spalten, hat auch der Kokern flache
Halme. Das Lemma folgt induktiv.

Lemma 5.5.7. Gegeben X ein geringter Raum und F ∈ Ket(Ab/X) ein Komplex
von Modulgarben ist der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

F →̆ G�F := tot Gp(F q)
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in das Summentotal der Godementauflösungen der Einträge unseres Garbenkom-
plexes. Darüberhinaus ist der Abbildungskegel dieses Quasiisomorphismus quis-
flach.

Beweis. Ergänzen wir den Doppelkomplex Gp(F q) durch G̃−1(F q) := F q, so er-
halten wir einen Doppelkomplex G̃�(F) mit exakten p-Teilkomplexen alias Zei-
len. Nach dem Exaktheitskriterium [TD] 3.7.3 und der Vertauschbarkeit der Halm-
bildung mit Koprodukten ist dann auch das Summentotal unseres Doppelkomple-
xes exakt und die erste Behauptung folgt. Die zweite Behauptung folgt ebenso,
wenn wir für jeden exakten Komplex E von Modulgarben die Exaktheit des Sum-
mentotals des Tripelkomplexes der Er ⊗ G̃p(F q) zeigen können. Wir zeigen das
sogar für einen beliebigen Komplex E von Modulgarben. Die p-Teilkomplexe von
G̃p(F q) sind ja nicht nur exakt, sondern nach 5.5.4 sogar halmweise maximal
spaltend. Folglich sind auch in unserem Tripelkomplex die p-Teilkomplexe exakt.
Sie bleiben exakt beim Übergang zum Summentotal in Bezug auf (r, q), da Ko-
produkte exakter Garbenkomplexe exakt sind. Der so entstehende Doppelkomplex
hat dann wieder exaktes Summentotal mit demselben Argument wie zuvor.

5.5.8 (Vorarbeiten zur Rechtslinksanpassung bei Garbenkomplexen). Für je-
den quisflachen Komplex L von Modulgarben auf einem geringten Raum X lan-
det der Quasiisomorphismus L →̆ G�L, dessen Abbildungskegel ja nach 5.5.7
stets quisflach ist, wieder in einem quisflachen Komplex, der dazu noch aus kom-
paktweichen Modulgarben besteht. Für einen beliebigen Komplex F von Mo-
dulgarben schließlich finden wir nach 2.7.12 einen Quasiisomorphismus L →̆ F
von einem quisflachen Komplex L nach F . Mit der Funktorialität der Godement-
auflösung erhalten wir so ein kommutatives Diagramm aus Quasiisomorphismen

L → F
↓ ↓

G�L → G�F

Hier stehen Komplexe kompaktweicher Garben in der unteren Horizontale und
die Vertikalen haben quisflachen Abbildungskegel. Insbesondere ist damit G�L
auch quisflach und für jeden Morphismus q : W → X von gekringten Räumen
ist mit q(∗)F → q(∗)G�F ein Quasiisomorphismus, da der Abbildungskegel von
F → G�F exakt und quisflach ist und folglich exakt bleibt unter q(∗).
5.5.9 (Rechtslinksanpassung bei halbseitig beschränkten Komplexen). Für je-
den in Richtung gegen die Differentiale beschränkten Komplex F ∈ Ket+ von
Modulgarben auf einem geringten Raum endlicher Torsionsdimension finden wir
nach [TD] 3.6.4 oder genauer [TD] 3.6.5 einen Quasiisomorphismus L →̆ F
von einem Komplex L ∈ Ket+ von flachen Modulgarben nach F , der dann nach
[TD] 3.6.4 auch quisflach ist. Die Funktorialität der Godementauflösung liefert so
dasselbe Diagramm wie in 5.5.8 mit Komplexen aus Ket+.
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5.5.10 (Präverflochtene Winkelfaserung der Modulgarbenkomplexe). Aus der
Faserung der Modulgarben auf geringten Räumen Ab�Ger → Ger nach 1.3.8 er-
halten wir wie im Fall abelscher Garben aus 5.3.14 eine präverflochtene Winkel-
faserung (

Ab�Ger → Ger ⊃ Gerles ← Ab!
�Gerles ,Geres

)
mit der durch Kommutativität konstruierten Präverflechtung. Sie liefert in offen-
sichtlicher Weise präverflochtene Winkelfaserungen(

Hot](Ab�Ger)→ Ger ⊃ Gerles ← Hot](Ab!
�Gerles),Geres

)
für ] eine jede unserer vier üblichen Beschränkungsbedingungen. Als Regulierung
der Basis nehmen wir alle Quadrate, bei denen die zugrundeliegenden Quadrate
von topologischen Räumen kartesisch sind.

5.5.11 (Halbseitig beschränkte verflochtene derivierte Modulgarben). Die in
5.5.10 diskutierte präverflochtene Winkelfaserung von halbseitig beschränkten
Homotopiekomplexen opponierter Modulgarben aus Hot− läßt sich mit 5.4.5 nach
Quasiisomorphismen lokalisieren, wenn wir uns weiter einschränken. In der hier
diskutierten Variante erlauben wir nur geringte Räume endlicher Torsionsdimen-
sion und notieren diese volle Unterkategorie Gerte ⊂ Ger. Weiter erlauben wir
als ¡-Morphismen in der Basis nur solche Morphismen von geringten Räumen
(X,A) → (Y,B), bei denen f : X → Y eine les-Abbildung ist und Ax flach als
Linksmodul über Bf(x) für alle x ∈ X . Wir notieren Gertelesf ⊃ Gerteesf das mul-
tiplikative System dieser Morphismen beziehungsweise besagter Morphismen, die
zusätzlich eigentlich sind. So erhalten wir eine präverflochtene Winkelfaserung(

Ab�Gerte → Gerte ⊃ Gertelesf ← Ab!
�Gertelesf ,Gerteesf

)
und eine entsprechend präverflochtene Winkelfaserung auf den Homotopiekate-
gorien. Als Regulierung der Basis wählen wir für das weitere alle Basisquadrate

(W,D)

g

���
�
�

q // (X,A)

f

���
�
�

(Z, C) p // (Y,B)

mit der Eigenschaft, daß die zugrundeliegenden topologischen Räume ein kartesi-
sches Quadrat bilden und daß die Multiplikation für alle w ∈ W mit der Notation
v := fq = pg einen Isomorphismus von abelschen Gruppen

Cg(w) ⊗Bv(w)
Aq(w)

∼→ Dw
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induziert. Diese Bedingung bedeutet im Fall gekringter Räume, daß unser Quadrat
auch in Gek kartesisch ist, aber im Fall nichtkommutativer Koeffizienten bedeu-
tet sie etwas anderes. Wir behaupten nun, daß wir daraus mit Satz 5.4.5 durch
Lokalisierung nach Quasiisomorphismen eine verflochtene Winkelfaserung(

Der−�Gerte → Gerte ⊃ Gertelesf ← Der−!
�Gertelesf

,Gerteesf
)

erhalten. Zunächst folgt aus unseren Vorarbeiten in 5.5.9, daß die entsprechend be-
schränkten quisflachen Komplexe zusammen mit den entsprechend beschränkten
Komplexen schwach kompaktweicher Modulgarben eine Rechtslinksanpassung
bilden. Es bleibt damit nur noch zu zeigen, daß alle naiven Verflechtungsquadra-
te voll kokartesisch sind. Nun faktorisiert jeder Morphismus (X,A) → (Y,B)
von geringten Räumen als (X,A) → (X, f ∗B) → (Y,B) und mit B hat auch
f ∗B endliche Torsionsdimension. Jedes Basisquadrat läßt sich mithin erhalten als
Verklebung der vier Basisquadrate

(W,D) //

��

(W, q∗A)

��

q // (X,A)

��
(W, g∗C)

g

��

// (W, v∗B)

g

��

q // (X, f ∗B)

f

��
(Z, C) // (Z, p∗B)

p // (Y,B)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Rückzüge von
Ringgarben. Unter unseren Annahmen ist aber nach 5.4.13 und 5.4.15 die Men-
ge der voll kokartesischen naiven Verflechtungsquadrate stabil unter Verkleben.
Es reicht also für jedes unserer vier Basisquadrate zu zeigen, daß jedes naive Ver-
flechtungsquadrat darüber voll kokartesisch ist. Dabei können wir uns nach 5.4.11
zusätzlich auf den Fall beschränken, daß die Ausgangsecke in R ∩L liegt, daß
sie also ein quisflacher Komplex aus schwach kompaktweichen Modulgarben ist.
Im Basisquadrat oben rechts sind alle Rückzüge und Eigvorschübe exakt und die
offensichtliche Verträglichkeit von Rückzug ohne Ringwechsel und Einschränken
der operierenden Ringgarbe in der Kategorie der Modulgarben impliziert direkt,
daß jedes naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Im Basisquadrat un-
ten rechts ist offensichtlich jedes naive Verflechtungsquadrat mit Ausgangsecke
in L voll kokartesisch, denn dann ist die Ausgangsecke ein Komplex schwach
kompaktweicher Modulgarben und die Behauptung folgt aus dem bereits behan-
delten Fall abelscher Garben. Im Basisquadrat oben links folgt die Behauptung
aus der Flachheit von q∗A über v∗B, die dazu führt, daß quisflache Modulgarben-
komplexe zu quisflachen Modulgarbenkomplexen einschränken, und aus unserer
Wahl der Regulierung. Im Basisquadrat unten links schließlich vereinfachen wir
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zunächst einmal die Notation mit den mittlerweile frei gewordenen Buchstaben
zu

(X, f ∗C)
f

��

// (X, f ∗B)

f

��
(Y, C) // (Y,B)

für einen Morphismus B → C von Ringgarben auf Y . Es reicht nach 5.4.11 zu zei-
gen, daß für jeden quisflachen KomplexF in Hot− von schwach kompaktweichen
opponierten Modulgarben auf X das zugehörige naive Verflechtungsquadrat voll
kokartesisch ist. Eigentlicher Basiswechsel zeigt, daß es ausreicht, das im Fall ei-
nes einpunktigen Raums Y = top zu zeigen. Unsere Ringgarben darauf sind nun
schlicht RingeB,C mit einem RinghomomorphismusB → C undX ist ein lokal
kompakter Hausdorffraum und F ein quisflacher Komplex in Hot− von kompakt-
weichen opponierten Modulgarben. Es reicht zu zeigen, daß in einem Diagramm
der Gestalt

E

���
�
�

S // C ⊗B F //

���
�

�
�

�
�

�
�

�
F

���
�
�

f(!)E
?
��

f(!)F
S
��

C ⊗B G // G

mit E entfaltet für f(!) und G quisflach und Quasiisomorphismen als den mit S
markierten Pfeilen auch der durch die Präverflechtung gegebene mit einem Frage-
zeichen markierte Pfeil ein Quasiisomorphismus ist. Er kann explizit beschrieben
als der Pfeil, der durch die Kommutativität des linken Dreiecks und die universelle
Eigenschaft des Eigvorschubs von Homotopiekomplexen abelscher Garben gege-
ben wird. Wir zeigen allgemeiner, daß er sogar für beliebige beschränkte Komple-
xe von B-Rechtsmoduln C∗ ein Quasiisomorphismus ist. Wenn das nun für einen
beschränkten Komplex von B-Rechtsmoduln gilt, so sicher auch für jeden dazu
quasiisomorphen beschränkten Komplex von B-Rechtsmoduln. Es reicht also, es
für jeden beschränkten Komplex von flachen B-Rechtsmoduln C∗ zu zeigen. In
diesem Fall sagt uns aber die Projektionsformel 4.4.2, daß C∗ ⊗B F bereits aus
kompaktweichen Garben besteht und der im folgenden Diagramm bereits mit ei-
ner Schlange markierte Pfeil ein Isomorphismus ist, so daß wir E = C∗ ⊗B F
nehmen können und unser Diagramm erweitern können zu einem kommutativen
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Diagramm
C∗ ⊗B F

���
�
�

// F

���
�
�

f(!)(C
∗ ⊗B F)

?
��

∼ // C∗ ⊗B f(!)F //

S
��

f(!)F
S
��

C∗ ⊗B G C∗ ⊗B G // G

Hier ist der mittlere vertikale Morphismus ein Quasiisomorphismus, da C∗ ein be-
schränkter Komplex flacher Rechtsmoduln ist, und so folgt schließlich, daß auch
der mit einem Fragezeichen bezeichnete Pfeil ein Quasiisomorphismus sein muß.

5.5.12 (Unbeschränkte verflochtene derivierte Modulgarben). Die in 5.5.10
diskutierte präverflochtene Winkelfaserung von unbeschränkten Homotopiekom-
plexen opponierter Modulgarben läßt sich auch mit 5.4.5 nach Quasiisomorphis-
men lokalisieren, wenn wir uns entsprechend einschränken. In der hier diskutier-
ten Variante erlauben wir beliebige geringte Räume und fordern insbesondere
nicht die Endlichkeit der Torsionsdimension, lassen aber als ¡-Morphismen nur
solche Morphismen f : (X,A) → (Y,B) zu, für die Ax stets ein flacher Bf(x)-
Modul ist und f : X → Y eine les-Abbildung und zusätzlich f(!) : Ab/(X,A) →
Ab/(Y,B) von endlicher homologischer Dimension. Wir notieren diese Morphis-
men Gerlesbf beziehungsweise Geresbf , wenn sie zusätzlich eigentlich sind. Wir
erhalten mit diesen Notationen eine präverflochtene Winkelfaserung(

Ab�Ger → Ger ⊃ Gerlesbf ← Ab!
�Gerlesbf ,Geresbf

)
Wir versehen sie mit derselben Regulierung wie im halbseitig beschränkten Fall
und behaupten nun für die zugehörige unbeschränkte Homotopiekategorie, daß
daraus mit Satz 5.4.5 durch Lokalisierung nach Quasiisomorphismen eine kokar-
tesisch verflochtene Winkelfaserung(

Der�Ger → Ger ⊃ Gerlesbf ← Der!
�Gerlesbf

,Geresbf
)

entsteht. Zunächst folgt aus unseren Vorarbeiten in 5.5.8, daß die quisflachen
Komplexe zusammen mit den Komplexen schwach kompaktweicher Modulgar-
ben eine Rechtslinksanpassung bilden. Es bleibt damit nur noch zu zeigen, daß
alle naiven Verflechtungsquadrate voll kokartesisch sind. Dazu können wir ge-
nauso argumentieren wie im halbseitig beschränkten Fall, nur daß wir für C∗ ei-
ne unbeschränkte flache Auflösung von C zulassen müssen und dürfen, die aber
auch quisflach ist nach [TD] 3.8.8 und so den benötigten Quasiisomorphismus
C∗ ⊗B f(!)F

∼→ C∗ ⊗B G liefert.
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5.6 Trennrückzug-Eigvorschub für Kringmodulgarben
Definition 5.6.1. Unter einer Trennaustauschsituation verstehen wir eine Vor-
gabe von Daten

(G → fT ⊃ T ¡ ← G ¡,T e, i)

bestehend aus einer Kategorie T , der Basiskategorie oder Basis; darin zwei aus-
gezeichneten multiplikativen Systemen T e ⊂ T ¡ ⊂ T , die beide alle Isomor-
phismen enthalten; einer Trennkategorie G und einer Trennfaserung G → fT
über der banalen Trennkategorie zu T ; einer Kofaserung G ¡ → T ¡; sowie einem
Isomorphismus i : G ¡|T e ∼→ G |T e von Kategorien über T e. Meist fassen wir i
als eine Gleichheit auf und ignorieren es in der Notation.

5.6.2 (Trennaustauschsituation der Kringmodulgarben). Wir betrachten die
Trennfaserung Ab�Gek → fGek der Modulgarben über gekringten Räumen nach
2.9.2. Als eigentliche Morphismen beziehugsweise Eigmorphismen in der Ba-
sis nehmen wir die Morphismen eigentliche separierte beziehungsweise lokal ei-
gentliche separierte Morphismen zwischen gekringten Räumen und notieren diese
multiplikativen Systeme Gekes ⊂ Gekles ⊂ Gek. Als Kofaserung nehmen wir die
Eigopkofaserung Ab!

�Gekles → Gekles. So erhalten wir eine Trennaustauschsitua-
tion (

Abf�Gek → Gekf ⊃ Gekles ← Ab!
�Gekles ,Gekes

)
5.6.3 (Verflechtung von Trennaustauschsituationen). Gegeben eine Trennaus-
tauschsituation (G → fT ⊃ T ¡ ← G ¡,T e) betrachten wir in der Familienka-
tegorie der banalen Trennkategorie der Basis die multiplikativen Systeme T f ⊃
T q¡ ⊃ T qe der Tupel von Einsmorphismen aus T ¡ beziehungsweise T e und in
den Fasern entsprechend die multiplikativen Systeme G f ⊃ G q¡ ⊃ G q¡|T qe. Die
Winkelfaserung der zugehörigen Kategorienwinkel notieren wir

(G f → T f ⊃ T q¡ ← G q¡,T qe)

und nennen sie die Familienwinkelfaserung unserer Trennaustauschsituation. Ei-
ne Präverflechtung beziehungsweise Verflechtung einer Trennaustauschsituati-
on erklären wir als eine Präverflechtung beziehungsweise Verflechtung ihrer Fa-
milienwinkelfaserung in Bezug auf die kartesische Regulierung der Basis derart,
daß das Vertupeln Verflechtungsquadrate zu Verflechtungsquadraten macht. Fei-
ner betrachten wir auch regulierte Verflechtungen von Trennaustauschsituatio-
nen in Bezug auf andere Regulierungen der Basis der Familienwinkelfaserung,
wobei wir aber immer fordern, daß das Vertupeln Basisquadrate zu Basisquadaten
und Verflechtungsquadrate zu Verflechtungsquadraten macht.
Beispiel 5.6.4. Die kommutativen Rückholquadrate über kartesischen Quadraten
der Basis bilden eine Präverflechtung der Trennaustauschsituation(

Ab�Gek → fGek ⊃ Gekles ← Ab!
�Gekles ,Gekes

)
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In einem Spezialfall diskutiere ich das im Anschluß in 5.7.4 ausführlicher. Durch
Übergang zu den Homotopiekomplexen erhalten wir daraus die präverflochte-
ne Trennaustauschsituation der Homotopiekomplexe von Modulgarben auf ge-
kringten Räumen(

Hot�Gek → fGek ⊃ Gekles ← Hot!
�Gekles ,Gekes

)
Im folgenden diskutieren wir zwei Fälle, in denen wir Einschränkungen dieser
präverflochtenen Trennaustauschsituation nach Quasiisomorphismen lokalisieren
können.

5.6.5 (Unbeschränkte Komplexe, homologisch beschränkte Eigmorphismen).
In einer ersten Variante erlauben wir nur halmweise flache Morphismen f mit
f(!) von endlicher homologischer Dimension als Eigmorphismen beziehungswei-
se eigentliche Morphismen der Basis. Wir verwenden dafür die Notation Geklesbf

beziehungsweise Gekesbf und notieren diese präverflochtene Trennaustauschsitua-
tion (

Hot�Gek → fGek ⊃ Geklesbf ← Hot!
�Geklesbf ,Gekesbf

)
5.6.6 (Beschränkte Komplexe, beschränkte Torsion, mehr Eigmorphismen).
In einer zweiten Variante erlauben wir nur halbseitig beschränkte Komplexe aus
Hot−, aber beliebige halmweise flache Morphismen f mit f(!) als Eigmorphis-
men beziehungsweise eigentliche Morphismen der Basis. In der Basis wollen nur
gekringte Räume endlicher Torsionsdimension zulassen. Wir verwenden für diese
Kategorie die Notation Gekte und notieren diese präverflochtene Trennaustausch-
situation(

Hot−�Gekte → fGekte ⊃ Gektelesf ← Hot−!

�Gektelesf
,Gekteesf

)
Satz 5.6.7 (Verflochtener Trennaustausch für derivierte Modulgarben). Die
Familienwinkelfaserung der präverflochtenen Trennaustauschsituation aus 5.6.5
für unbeschränkte Homotopiekomplexe von Modulgarben auf gekringten Räumen
besitzt eine Rechtslinksanpassung in Bezug auf Quasiisomorphismen und liefert
durch Lokalisieren mit Satz 5.4.5 eine verflochtene Trennaustauschsituation(

Der�Gek → fGek ⊃ Geklesbf ← Der!
�Geklesbf ,Gekesbf

)
5.6.8. Einen anderen Zugang zu noch allgemeineren Aussagen in dieser Richtung
kann man in der Dissertation von Recktenwald [?] finden, die ihrerseits auf dem
Formalismus von Hörmann [?] aufbaut.

Beweis. Aus unseren Vorarbeiten in 5.5.8 folgt, daß die Tupel quisflacher Kom-
plexe zusammen mit den Tupeln aus Komplexen schwach kompaktweicher Mo-
dulgarben eine Rechtslinksanpassung der Familienwinkelfaserung bilden. Damit

133



bleibt nur noch zu zeigen, daß alle naiven Verflechtungsquadrate voll kokartesisch
sind. Nach 5.4.6 reicht es aus, das für naive Verflechtungsquadrate über allen ele-
mentaren Basisquadraten im Sinne von 4.5.7 zu zeigen, denn aus ihnen können
wir nach 4.5.7 durch Vertupeln und Verkleben alle Basisquadrate unserer Regulie-
rung erhalten. Im Fall kartesischer Quadrate mit Einstrennungen in den Horizon-
talen haben wir bereits in 5.5.12 geprüft, daß alle naiven Verflechtungsquadrate
darüber voll kokartesisch sind. Im Fall kartesischer Quadrate mit Leertrennungen
in den Horizontalen ist eh klar, daß alle naiven Verflechtungsquadrate darüber voll
kokartesisch sind. Damit bleibt uns nur noch der Fall der Projektionsformelqua-
drate alias aller Basisquadrate der Gestalt

X

f
��

(idX ,f) // X f Y

ffidY
��

Y
(idY ,idY ) // Y f Y

Wir beginnen mit dem ersten Fall. In diesem Fall ist f : (X,A) → (Y,B) ein
lesbf-Morphismus und wir arbeiten mit unbeschränkten derivierten Kategorien.
Wie zuvor können wir f faktorisieren in (X,A) → (X, f ∗B) → (Y,B) und
dürfen die beiden Faktoren getrennt betrachten. Im Fall (X,A)→ (X, f ∗B) reicht
es zu zeigen, daß für jeden quisflachen Komplex G von f ∗B-Moduln und jeden
KomplexF vonA-Moduln der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphis-
mus

(resf
∗B
A F)⊗f∗B G

∼→ resf
∗B
A (F ⊗A (A⊗f∗B G))

ist. Das ist sogar ohne alle Annahmen an G offensichtlich. Im zweiten Fall reicht
es zu zeigen, daß für F ∈ Hot(Ab�X) ein Komplex schwach kompaktweicher
Garben und G ∈ Hot(Ab�Y ) ein quisflacher Komplex von flachen Modulgarben
das naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. In diesem Fall ist F f G
quisrechtsentfaltet für die obere Horizontale und quislinksentfaltet für die rechte
Vertikale und F ⊗f∗B f ∗G besteht nach 4.4.10 aus faserweise kompaktweichen
Garben, ist also quislinksentfaltet für die linke Vertikale, und f(!)F f G ist quis-
rechtsentfaltet für die untere Horizontale und der von der Präverflechtung der Ho-
motopiekategorien herrührende Morphismus ist nach 4.4.10 ein Isomorphismus

f(!)(F ⊗f∗B f ∗G)
∼→ (f(!)F)⊗B G

von Komplexen in der opponierten Garbenkategorie. Das zeigt, daß auch in die-
sem Fall unser naives Verflechtunsquadrat voll kokartesisch ist.

Satz 5.6.9 (Verflochtener Trennaustausch für derivierte Modulgarben). Die
Familienwinkelfaserung der präverflochtenen Trennaustauschsituation aus 5.6.6
für halbseitig beschränkte Homotopiekomplexe von Modulgarben auf gekringten
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Räumen besitzt eine Rechtslinksanpassung in Bezug auf Quasiisomorphismen und
liefert durch Lokalisieren mit Satz 5.4.5 eine regulierte verflochtene Trennaus-
tauschsituation(

Der−�Gekte → fGekte ⊃ Gektelesf ← Der−!

�Gektelesf
,Gekteesf

)
Zur Regulierung gehören dabei alle kartesischen Quadrate in Gek aus Objekten
von Gekte mit lesf-Morphismen als Vertikalen und alle Projektionsformelquadra-
te zu einem lesf-Morphismus in Gekte.

5.6.10. Es folgt, daß zur Regulierung insbesondere alle kartesischen Quadrate
der Familienkategorie gehören, die aus konstant mit einem festen Kring endlicher
Torsionsdimension gekringten Räumen bestehen. Halten wir so einen Kring fest,
so erhalten wir also eine gewöhnliche verflochtene Trennaustauschsituation, und
ist dieser Kring Z, so ist das eine verflochtene Trennaustauschsituation(

Der−�Top → fTop ⊃ Toples ← Der−!
�Toples ,Topes

)
Beweis. Mutatis mutandis bleibt der Beweis derselbe, wir müssen nur 5.5.9 und
5.5.11 zitieren. Die kompliziertere Formulierung rührt daher, daß zumindest mir
nicht klar ist, ob Pushouts von Kringen endlicher Torsionsdimension wieder end-
liche Torsionsdimension haben, wenn einer der Morphismen flach ist.

Ergänzung 5.6.11. Will man Eigvorschübe unter nicht notwendig flachen Kringgar-
benkomorphismen zulassen, so wird man allgemeiner mit differentiellen graduier-
ten Kringgarben arbeiten müssen.

Beispiel 5.6.12. Gegeben ein Kringhomomorphismus k → K und eine lesb-
Abbildung f : X → Y betrachten wir das kartesische Diagramm konstant ge-
kringter Räume

(X,K)

g

��

q // (X, k)

f

��
(Y,K)

p // (Y, k)

Der zugehörige Verflechtungsisomorphismus ist die Verträglichkeit von f! mit
Eweiterung der Skalare K⊗L

k . Im Fall eines einpunktigen Raums Y mag man sie
das universelle Koeffiziententheorem der kompakten Kohomologie nennen.

Beispiel 5.6.13 (Das universelle Koeffiziententheorem in einem Spezialfall).
Im Fall X = S1 und Y = top und dem Kringhomomorphismus Z → Z/2Z
und der nichtkonstanten aber lokal zur konstanten Garbe Z isomorphen abelschen
GarbeM auf S1 ist q∗M = (Z/2Z) ⊗ZM die konstante Garbe Z/2Z und wir
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erhalten g!q
∗M∼= Z/2Z⊕ [−1]Z/2Z. Um andererseits f!M zu bestimmen, erin-

nern wir die Mayer-Vietoris-Sequenz der lokalen Kohomologie [TG] 4.9.26 und
finden, daß nur H1

! (S1;M) von Null verschieden ist und isomorph ist zum Kokern
der Abbildung Z2 → Z2 gegeben durch (a, b) 7→ (a+b, a−b) alias H1

! (S1;M) ∼=
Z/2Z und f!M∼= [−1]Z/2Z. Damit ergibt sich p∗f!M∼= Z/2Z⊕ [−1]Z/2Z und
wie behauptet g!q

∗M∼= p∗f!M.

Beispiel 5.6.14 (Die Künnethformel der kompakten Kohomologie). Gegeben
lokal kompakte HausdorffräumeX, Y betrachten wir in der Familienkategorie der
banalen Trennkategorie topologischer Räume das kartesische Diagramm mit les-
Vertikalen

X × Y //

c:=cX×Y
��

X f Y

cXfcY
��

top // topf top

Aus 1.5.19 erhalten wir einen Isomorphismus X × Y ∼→ X � Y oder in anderer
Notation ZX×Y

∼→ ZX � ZY . Derivierter lokal eigentlicher Basiswechsel 5.7.8
alias die Verflechtung in der verflochtenen Trenaustauschsituation der halbseitig
derivierten abelschen Garben 5.6.10 in unserem kartesischen Diagramm mit der
Diagonale als unterer Horizontale liefert weiter einen Isomorphismus cX!ZX ⊗
cY !ZY

∼→ c!(ZX � ZY ). Alles in allem erhalten wir so einen Isomorphismus

cX!ZX ⊗ cY !ZY
∼→ c!ZX×Y

in Der(Ab/top) = Der(Ab). Das Tensorprodukt ist bis hierher stets deriviert als
⊗ = ⊗L zu verstehen. Mit der abstrakten Künnethformel [TD] 3.8.21 erhalten wir
daraus, jetzt aber mit ⊗ als underiviertem Tensorprodukt, natürliche unnatürlich
spaltende kurze exakte Sequenzen von abelschen Gruppen⊕

p+q=n

Hp
!X ⊗ Hq

! Y ↪→ Hn
! (X × Y ) �

⊕
p+q=n+1

Hp
!X ∗ Hq

! Y

Beispiel 5.6.15 (Künnethformel mit Koeffizienten). Gegeben ein Kring k endli-
cher Torsionsdimension und lokal kompakte Hausdorffräume X, Y liefert unsere
Trennverflechtung für halbseitig derivierte Modulgarben 5.6.10 in derselben Wei-
se in Der(Modk) einen ausgezeichneten Isomorphismus

cX!kX ⊗ cY !kY
∼→ c!kX×Y

Dasselbe folgt für einen beliebigen Kring k und lesb-Räume X, Y aus unserer
Trennverflechtung für beidseitig derivierte Modulgarben 5.6.7.
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5.7 Trennrückzug-Eigvorschub-Formalismus
5.7.1. Unter einer Trennaustauschsituation verstehen wir wie in 5.6.1 eine Vor-
gabe von Daten

(G → fT ⊃ T ! ← G !,T e, i)

bestehend aus einer Kategorie T , der Basiskategorie oder Basis; darin zwei aus-
gezeichneten multiplikativen Systemen T e ⊂ T ! ⊂ T , die beide alle Isomor-
phismen enthalten; einer Trennkategorie G und einer Trennfaserung G → fT
über der banalen Trennkategorie zu T ; einer Kofaserung G ! → T !; sowie einem
Isomorphismus i : G !|T e ∼→ G |T e von Kategorien über T e.

5.7.2 (Sprechweisen und Notationen). 1. Unseren Isomorphismus i behan-
deln wir in der Notation meist als eine Gleichheit und reden dann vereinfa-
chend von einer Trennaustauschsituation (G → fT ⊃ T ! ← G !,T e). Da
alle Identitäten zu T e gehören, bedeutet das insbesondere, daß G und G !

dieselben Objekte haben und sogar dieselben Fasern GX = G !
X über allen

Objekten X der Basis.

2. Die Morphismen in T ! und G ! nennen wir Eigmorphismen. In typischen
Anwendungen nehmen wir dafür die lokal eigentlichen Abbildungen mit
geeigneten zusätzlichen Eigenschaften.

3. Die Morphismen in T e nennen wir eigentliche Morphismen.

4. Den Trennrückzug längs einer Trennung p der Basis notieren wir p†.

5. Den Vorschub in Bezug auf die Kofaserung längs eines Eigmorphismus f
notieren wir f¡ und nennen ihn den Eigvorschub. Einen in Bezug auf die
Kofaserung G ! → T ! kokartesischen Eigmorphismus nennen wir eigko-
kartesisch.

6. Gegeben ein Objekt X ∈ T der Basis vereinbaren wir für die zur Faser
opponierte Schmelzkategorie wie in 1.5.3 die Notation G/X := G opp

X . In ty-
pischen Anwendungen sind das Kategorien von Garben auf X . Die univer-
sellen Verschmelzungen in diesen Schmelzkategorien notieren wir⊗ = ⊗X
wie in 1.5.3 und das Einsobjekt X .

7. Den Opponierten des Rückzugs in unserer Faserung G → T für einen
Morphismus f : X → Y der Basis T notieren wir f ∗ := (f †)opp : G/Y →
G/X und nennen ihn auch einen Rückzug.

8. Den Opponierten des Eigvorschubs längs eines Eigmorphismus f : X → Y
der Basis notieren wir f! := (f¡)

opp : G/X → G/Y und genauer f! : G !
/X →
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G !
/Y , wenn unser Isomorphismus i keine Gleichheit sein sollte. Wir nennen

auch f! einen Eigvorschub.

9. Unsere Daten beinhalten speziell für jeden eigentlichen Morphismus f eine
Adjunktion (f¡, f

†) alias (f ∗, f!).

10. Eine Verflechtung einer Trennaustauschsituation hatten wir bereits in 5.6.3
definiert als eine Verflechtung ihrer Familienwinkelfaserung in Bezug auf
die kartesische Regulierung der Basis derart, daß das Vertupeln Verflech-
tungsquadrate zu Verflechtungsquadraten macht. Ein Verflechtungsquadrat
mit einer r-Trennung als zurückholendem Morphismus nennen wir in die-
sem Kontext ein r-Verflechtungsquadrat.

11. Wir sagen, eine verflochtene Trennaustauschsituation habe Adjungierte,
wenn sowohl der Rückzug f ∗ längs jedes Morphismus f : X → Y der
Basis als auch der Eigvorschub f! längs jedes Eigmorphismus jeweils einen
Linksadjungierten hat und wenn zusätzlich alle opponierten Fasern internes
Hom V haben. Wir notieren unsere Adjungierten f∗ sowie f ! und nennen
sie den Vorschub und den Eigrückzug und haben die adjungierten Paare
(f ∗, f∗) sowie (f!, f

!).

Vorschau 5.7.3. Die Existenz des Eigrückzugs für Modulgarben zeigen wir in ??.

Beispiel 5.7.4 (Abelsche Garben auf diskreten Räumen). Wir gehen nochein-
mal zurück zu 5.6.4 und diskutieren die Bedeutung der dort erklärten Strukturen
im Fall von abelschen Garben auf diskreten Räumen. Wir erinnern unsere Diskus-
sion der Beziehung zwischen Rückzug und Vorschub im Fall der Garbenopfase-
rung auf Mengen mit der diskreten Topologie aus 5.3.13 und betrachten nun feiner
die Garbenoptrennfaserung

Ab�Ens → fEns

Gegeben eine r-Trennung f = (fρ : I → Jρ)
r
ρ=1 in der Basis und für jedes ρ

eine Familie Lρ = (Lρ,j)j∈Jρ von abelschen Gruppen indiziert von Jρ ist eine r-
Trennung ψ ∈ Ab�f (M,L1 f . . . f Lr) über unserer Trennung f der Basis eine
Familie von multiadditiven Abbildungen(

ψ◦i : L1,f1(i) × . . .× Lr,fr(i) →Mi

)
i∈I

Schließlich ist solch eine Trennung ψ kartesisch genau dann, wenn diese multi-
additiven Abbildungen für alle i Isomorphismen L1,f1(i) ⊗ . . . ⊗ Lr,fr(i)

∼→ Mi

induzieren. In dieser Situation sind alle Abbildungen zwischen Mengen mit der
diskreten Topologie Eigmorphismen der Basis. Die Menge Ab!

�f (M,L) der Eig-
morphismen in den Fasern über einer Abbildung f : I → J besteht jedoch nur
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aus allen Opkomorphismen ψ ∈ Ab�f (M,L) derart, daß für jedes feste j und
jedes feste l ∈ Lj von den Gruppenhomomorphismen ψ◦i : Lf(i) → Mi mit
f(i) = j alle bis auf höchstens endlich viele auf l verschwinden. Unsere eigent-
lichen Morphismen sind alle Abbildungen mit endlichen Fasern und darüber sind
alle Morphismen in den Fasern auch Eigmorphismen. Bezeichnen wir mit Ense

das multiplikative System aller Abbildungen mit endlichen Fasern, so erhalten wir
in Spezialisierung des Vorhergehenden eine Trennaustauschsituation mit Präver-
flechtung (

Ab�Ens → fEns ⊃ Ens← Ab!
�Ens,Ense

)
Ein Eigmorphismus auf den Fasern ist offensichtlich eigkokartesisch genau dann,
wenn die ψ◦i für alle j ∈ J Isomorphismen Lj

∼→
⊕

f(i)=jMi auf die direkte
Summe induzieren. Statt der zuvor betrachteten Situation erhalten wir nun ein
Verflechtungsquadrat der Gestalt

I
(id,f) //

f
��

I f J

ffid
��

J
(id,id) // J f J

(M ⊗N)I //

��

MI fNJ

��(
(
⊕

i∈IM)⊗N
)
J

// (
⊕

i∈IM)J fNJ

Wir sehen so, daß zumindest in diesem Fall der Rückzug eines Tupels eigkokarte-
sischer Morphismen wieder eigkokartesisch ist. Daß das immer so sein muß und
wir hier sogar eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung erhalten haben, mag
sich der Leser zur Übung selbst überlegen. Im wesentlichen folgt es aus 4.5.7.
Unsere Struktur ist sogar eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung und Ad-
jungierten. Den gewöhnlichen Vorschub kennen wir bereits aus 5.3.13, ein Mor-
phismus auf den Fasern ist kokartesisch genau dann, wenn die ψ◦i für alle j ∈ J
Isomorphismen Lj

∼→
∏

f(i)=jMi auf das Produkt induzieren. Das interne Hom
berechnet sich punktweise und wir finden

(MVN) = (HomZ(Mi, Ni))i∈I

Man konstruiert für jede Abbildung f : I → J auch unschwer eine Adjunktion
(f †, f¡) von Funktoren zwischen Ab�I und Ab�J . In anderen Worten hat der Eig-
vorschub f! : Ab/I → Ab/J den Rechtsadjungierten f ! = f ∗. Wir kennen diese
Adjunktion bereits aus [TG] 6.5.1 in etwas größerer Allgemeinheit. Im Licht der
Verdier-Dualität, wie wir sie später diskutieren, bedeutet sie einen Isomorphismus
von Funktoren f † ∼⇒ f ¡ und in der Notation für nichtopponierte Garbenkategorien
einen Isomorphismus von Funktoren f ! ∼⇒ f ∗.

Beispiel 5.7.5 (Modulgarben auf konstant gekringten diskreten Räumen). Um
auch ein einfaches Beispiel für eine verflochtene Trennaustauschsituation mit Ad-
jungierten anzugeben, bei denen der Eigrückzug nicht mit dem gewöhnlichen
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Rückzug zusammenfällt, diskutiere ich noch die verflochtene Trennaustausch-
situation mit Adjungierten der Modulgarben auf konstant gekringten diskreten
Räumen alias Mengen. Wir notieren sie

(Ab�Gekkd → fGekkd ⊃ Gekkd← Ab!
�Gekkd,Gekkde)

Objekte der Basis sind Paare X = (X,A) aus einer Menge X und einem Kring
A. Morphismen der Basis f : X → Y sind Paare f = (f, ϕ) aus einer Abbildung
f : X → Y und einem Ringhomomorphismus ϕ : B → A. Modulgarben auf
(X,A) sind durch x ∈ X indizierte Familien M = (Mx)x∈X von A-Moduln. Ein
Morphismus ζ : M → N über f ist eine Familie von Modulhomomorphismen
ζ◦x : Nf(x) → Mx über ϕ : B → A. Haben wir weiter (Z,C) und g = (g, ψ) ein
Morphismus und L eine Modulgarbe auf Z, so ist eine Trennung τ : M → N fL
über (f, g) : X → Y f Z eine Familie von Abbildungen

τ ◦x : Nf(x) × Lg(x) →Mx

indiziert durch x ∈ X , die im ersten Eintrag linear sind über ϕ : B → A und
im zweiten Eintrag linear über ψ : C → A. Kartesisch ist so eine Trennung
genau dann, wenn sie Isomorphismen Nf(x) ⊗B A⊗C Lg(x)

∼→Mx induziert. Der
Rückzug f ∗ unter f macht aus einer Familie N = (Ny)y∈Y von B-Moduln die
Familie

f ∗N = (A⊗B Nf(x))x∈X

von A-Moduln. Der Trennrückzug unter (id, id) : X → X g X macht aus zwei
Familien M = (Mx)x∈X und L = (Lx)x∈X ihr punktweises Tensorprodukt

M ⊗X L = (Mx ⊗A Lx)x∈X

Das interne Hom berechnet sich ebenso punktweise und wir finden

MVN = (HomA(Mx, Nx))x∈X

Der Vorschub f∗ macht aus M = (Mx)x∈X das Produkt über die Fasern

f∗M = (resBA
∏

f(x)=yMx)y∈Y

Als Eigmorphismen der Basis lassen wir in dieser Situation alle Morphismen zu
und als Eigmorphismen ξ : M → N zwischen den Fasern nur solche Familien
von Modulhomomorphismen ξ◦x : Nf(x) → Mx, bei denen es für jedes y ∈ Y
und n ∈ Ny nur endlich viele x ∈ X gibt mit f(x) = y und ξ◦x(n) 6= 0. Der
Eigvorschub macht dann aus M = (Mx)x∈X das Koprodukt über die Fasern

f!M = (resBA
⊕

f(x)=yMx)y∈Y
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Als eigentliche Morphismen nehmen wir alle Morphismen mit endlichen Fasern.
Zur Verflechtung gehören alle kommutierenden Rückholquadrate links

W
(p1,p2) //

g

���
�
� X1 fX2

f1ff2
���
�
� E

π //

ζ
���
�
� F1 f F2

ξ1fξ2
���
�
�

Z
(q1,q2) // Y1 f Y2 H

η // G1 fG2

über kartesischen Quadraten der Familienkategorie rechts. So ein kartesisches
Quadrat erhalten wir zum Beispiel mit W = X1 ×Y1 Z ×Y2 X2 und dem Kring
A1 ⊗B1 C ⊗B2 A2. Rückholquadrat zu sein bedeutet, daß π und η kartesisch sind.
Ebenso gehören dazu alle analog gebildeten Quadrate mit einer endlichen Zahl
r ≥ 0 von Objekten der Objektfamilien auf der rechten Seite und dazu noch end-
liche Tupel von derartigen Quadraten. Das alles ist bereits recht unübersichtlich,
aber zum Glück lassen sich diese Diagramme ja bereits alle aus den elementaren
kartesischen Trennquadraten nach 4.5.6 zusammenkleben. Um zu prüfen, daß un-
sere kommutierenden Quadrate in der Tat eine Verflechtung bilden, müssen wir
danach nur über kartesischen Trennquadraten der Basis der drei Gestalten

W //

id
���
�
� f

���
�
� X ×Y Z

p //

g

���
�
� X

f
���
�
� X

(id,f) //

f
���
�
� X f Y

ffid
���
�
�

W // f Z
q // Y Y

(id,id) // Y f Y

prüfen, daß jedes Rückholquadrat mit eigkokartesischer rechter Vertikale voll ko-
kartesisch ist, und das ist eine einfache Konsequenz der Vertauschbarkeit von Ten-
sorprodukten mit Koprodukten. Die Transformation vom f! ⇒ f∗ nach 5.3.18 ist
für jeden Morphismus f der Basis sinnvoll definiert und erweist sich als die of-
fensichtliche Einbettung des Koprodukts über die Fasern in das Produkt über die
Fasern. Der Eigrückzug f ! von N schließlich ist die Familie

f !N = (indAB Nf(x))x∈X

Mit indAB = HomB(A, ) notieren wir dabei den Rechtsadjungierten des Restrikti-
onsfunktors auf Moduln, die Induktion. Der Linksadjungierte der Restriktion ist
in unserer Notation die übliche Erweiterung der Skalare prodAB = A⊗B, die wir
auch die Produktion nennen und die wir beim gewöhnlichen Rückzug verwenden
müssen.
Beispiel 5.7.6. Die 5.6.7 konstruierte verflochtene Trennaustauschsituation(

Der�Gek → fGek ⊃ Geklesbf ← Der!
�Geklesbf ,Gekesbf

)
der derivierten Modulgarben auf gekringten Räumen besitzt Adjungierte. Den
Vorschub f∗ kennen wir bereits aus 2.7.15 und das faserweise interne Hom aus
2 . Den Eigrückzug f ! konstruieren wir in 5.8.1.
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5.7.7. Im folgenden will ich einige Transformationen und Isomorphismen disku-
tieren, die direkt aus den Axiomen einer verflochtenen Trennaustauschsituation
mit Adjungierten abgeleitet werden können.

5.7.8 (Vertauschen von externem Produkt und Eigvorschub). Gegeben eine
verflochtene Trennaustauschsituation und Eigmorphismen f : W → X sowie g :
Z → Y in der Basis und Objekte F ∈ GW sowie G ∈ GZ der Fasern liefert, wenn
die ProdukteW ×Z sowieX×Y existieren und f×g wieder ein Eigmorphismus
ist, Basiswechsel 5.3.17 im kartesischen Diagramm

W × Z //

f×g
��

W f Z

ffg
��

X × Y // X f Y

der Familienkategorie T f einen Isomorphismus (f × g)¡(F � G)
∼→ f¡F � g¡G

alias
vf : f!F � g!G

∼→ (f × g)!(F � G)

Hier deutet die Notation an, daß unser Morphismus von einer Verflechtung her-
kommt. Daß unser Quadrat in T f kartesisch ist, überlegen wir uns eben auch
noch. Ein Morphismus in der Familienkategorie in eine Einsfamilie wie etwa
X × Y muß von einer Einsfamilie ausgehen. Haben wir nun ein Objekt T und
Morphismen w : T → W , z : T → Z und u : T → X × Y mit fw = prX u und
gz = prY u, so gibt es genau einen Morphismus v : T → A × B mit w = prW v
und z = prZ v und u = (f × g)v, nämlich den Morphismus v = (w, z).

Beispiel 5.7.9. In unserer verflochtenen Trennaustauschsituation der abelschen
Garben auf Mengen spezialiert die Aussage zur Vertauschbarkeit von Tensorpro-
dukten über Z mit Koprodukten.

Beispiel 5.7.10. Gegeben eine verflochtene Trennaustauschsituation und Eigmor-
phismen f : A → X sowie g : B → Y und h : C → Z in der Basis und Objekte
F ∈ GA sowie G ∈ GB und H ∈ GC der Fasern liefern, wenn die benötigten
Produkte in der Basis existieren und f × g sowie g× h und f × g× h wieder eig-
Morphismen sind, die Morphismen von eben zusammen mit einigen Assoziatoren
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die Kanten des Diagramms

(f × g)¡(F � G)� h¡H
∼

))SSSSSSSSSSSSSS

((f × g)× h)¡((F � G)�H)

∼
44iiiiiiiiiiiiiiiii

o
��

(f¡F � g¡G)� h¡H

o
��

(f × (g × h))¡(F � (G �H))

∼

**UUUUUUUUUUUUUUUUU
f¡F � (g¡G � h¡H)

f¡F � (g × h)¡(G �H)

∼
55kkkkkkkkkkkkkk

Ich will erklären, wie aus dem Formalismus einer verflochtenen Trennaustausch-
situation folgt, daß es kommutiert. Dazu gehen wir aus von einem kommutativen
Diagramm in der Familienkategorie der Basis der Gestalt

A×B × C ∼
d
//

��

(A×B)× C //

��

(A×B)f C //

��

AfB f C

��
X × Y × Z ∼

d
// (X × Y )× Z // (X × Y )f Z // X f Y f Z

Es besteht nach Annahme aus drei Basisquadraten der Familienkategorie. Da Ver-
flechtungsquadrate per definitionem verkleben, paßt die obere Horizontale in ein
kommutatives Diagramm

d†((f×g)×h)¡((F�G)�H))
∼ //

o
��

d†(((f×g)¡(F�G)�h¡H
∼ // d†((f¡F�g¡G)�h¡H))

o
��

(f×g×h)¡(F�G�H)
∼ // f¡F�g¡G�h¡H

Hier bedeutet die untere Horizontale den Basiswechsel des einhüllenden Recht-
ecks und die oberen Horizontalen die beiden Basiswechsel der beiden Teilquadra-
te. Die rechte Vertikale ist eine Identifikation für Trennrückzüge, die linke Vertika-
le ein Verflechtungsisomorphismus d†((f × g)×h)¡

∼⇒ (f × g×h)¡d
† zusammen

mit der Identifikation d†((F � G) � H))
∼→ F � G � H. Dies Diagramm gilt

es noch um eine entsprechende untere Hälfte zu ergänzen und so folgt dann die
Behauptung.

5.7.11 (Eigvorschub unter Eigmonomorphismus). Gegeben eine verflochtene
Trennaustauschsituation nennen wir einen Eigmorphismus i : A → X der Basis,
der außerdem ein Monomorphismus ist, einen Eigmonomorphismus. Gegeben
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ein Eigmonomorphismus i : A→ X ist das Diagramm

A id //

id
��

A

i
��

A
i // X

der Familienkategorie T f kartesisch und Basiswechsel liefert für alle F ∈ GX
einen Isomorphismus F ∼→ i†i¡F alias

i∗i!F
∼→ F

Gegeben ein Eigmonomorphismus ist auch das Diagramm

A
(id,id) //

i
��

Af A

ifi
��

X
(id,id) // X fX

der Familienkategorie T f kartesisch. Gegeben Objekte E ,F ∈ GA liefert Basis-
wechsel in diesem kartesischen Diagramm einen ausgezeichneten Isomorphismus
i¡(E ⊗ F)

∼→ i¡E ⊗ i¡F alias

i!E ⊗ i!F
∼→ i!(E ⊗ F)

Beispiel 5.7.12. Gegeben einpunktige gekringte Mengen ist jeder Morphismus,
der zu einem surjektiven Kringhomomorphismus B � A gehört oder zu einem
Kringhomomorphismus B → A, der eine Lokalisierung ist, ein Monomorphis-
mus. In beiden Fällen finden wir Isomorphismen A ⊗B (resBAM)

∼→ M und
(resBAM)⊗B (resBA N)

∼→ resBA(M ⊗A N).

5.7.13. Gegeben eine verflochtene Trennaustauschsituation und ein Eigmorphis-
mus f : X → Y der Basis und Objekte F ∈ GX ,G ∈ GY der Fasern liefert
Basiswechsel im kartesischen Diagramm

X
(id,f) //

f
��

X f Y

ffid
��

Y
(id,id) // Y f Y

der Familienkategorie T f einen Isomorphismus f¡(F ⊗ f †G)
∼→ (f¡F)⊗G alias

der Isomorphismus der Projektionsformel

vf : (f!F)⊗ G ∼→ f!(F ⊗ f ∗G)
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5.7.14. Sei f : X → Y ein Eigmorphismus der Basis. Wenden wir den Iso-
morphismus vf : (f!F) ⊗ G ∼→ f!(F ⊗ f ∗G) der Projektionsformel 5.7.13 auf
G := f∗E an und verwenden zusätzlich die Koeinheit der Adjunktion f ∗f∗E → E ,
so erhalten wir in G/Y einen ausgezeichneten Morphismus

avf : f!F ⊗ f∗E → f!(F ⊗ E)

Mit avf bezeichnen wir hier und im folgenden Morphismen, die aus Adjunktionen,
Verflechtungen und Identifikationen entstehen, also aus dem vollen Fundus einer
verflochtenen Trennaustauschsituation mit Adjungierten.

Beispiel 5.7.15. Ist f : (X,A) → (pt, A) der offensichtliche Morphismus von
einer endlichen konstant gekringten Menge (X,A) auf die einpunktige gekringte
Menge (pt, A), so fallen f! und f∗ zusammen und unser Morphismus spezialisiert
zur „Projektion auf die Diagonale“

(
⊕

x∈XMx)⊗A (
⊕

y∈X Ny)
∼→
⊕

x,y∈X(Mx ⊗A Ny)�
⊕

x∈X(Mx ⊗A Nx)

5.7.16 (Restriktion von Hom-Garben und relative Verdierdualität). Sei bei ei-
ner verflochtenen Trennaustauschsituation mit Adjungierten ein Eigmorphismus
der Basis f : X → Y gegeben. Die Projektionsformel 5.7.13 liefert uns für
G ∈ G/Y und F ∈ G/X einen Isomorphismus f!(f

∗G ⊗ F)
∼→ G ⊗ f!F . Für fes-

tes G ist das eine Isotransformation von Funktoren in F , genauer von Funktoren
G/X → G/Y . Diese Funktoren sind ihrerseits Kompositionen weiterer Funktoren.
Alle diese Funktoren haben unter unseren Annahmen Rechtsadjungierte und wir
erhalten durch Übergang zu den Rechtsadjungierten in G/X Isomorphismen

(f ∗GVf !E)
∼→ f !(GVE)

Ebenso kann die Projektionsformel für festes F als eine Isotransformation von
Kompositionen von Funktoren G/Y → G/Y in G gelesen werden. So erhalten
wir durch Übergang zu den Rechtsadjungierten natürliche Isomorphismen, die
Isomorphismen der relativen Verdierdualität

f∗(FVf !E)
∼→ f!FVE

5.7.17. Zum Vergleich wiederhole ich auch noch aus 1.5.7 die natürlichen Iso-
morphismen

(FVf∗E)
∼→ f∗(f

∗EVF)

5.7.18 (Verdierdualität). Wir nehmen nun an, daß wir eine verflochtene Tren-
naustauschsituation mit Adjungierten haben über einer Basis T mit einem finalen
Objekt pt. Ein ObjektX ∈ T derart, daß der einzige Morphismus finX : X → pt
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ein Eigmorphismus ist, nennen wir dann ein Eigobjekt von T . Gegeben ein Eig-
objekt X setzen wir

ωX := fin!
X pt

und nennen ωX das dualisierende Objekt von G/X und erklären die Verdier-
Dualität durch

DXF := (FVωX)

Für jeden Eigmorphismus f : X → Y von Eigobjekten erhalten wir natürliche
Isomorphismen

f !ωY
∼→ f ! fin!

Y pt
∼→ fin!

X pt
∼→ ωX

Die Isomorphismen aus 5.7.16 spezialisieren, wenn wir E = ωY einsetzen, zu
natürlichen Isomorphismen

f∗DXF
∼→ DY f!F und DXf

∗G ∼→ f !DY G.

Die Koeinheit der Adjunktion f ∗f∗F → F liefert weiter unter Dualisieren den
ersten Morphismus von DXF → DXf

∗f∗F
∼→ f !DY f∗F und dann mit Adjunk-

tion einen natürlichen Morphismus

f!DXF → DY f∗F

Die Koeinheit der Adjunktion f!f
!G → G liefert ähnlich DY G → DY f!f

!G ∼→
f∗DXf

!G und dann mit Adjunktion einen natürlichen Morphismus

f ∗DY G → DXf
!G

5.7.19. Ist speziell Y lokal kompakt Hausdorff und homologisch kompaktendlich,
so gilt dasselbe für X und wir erhalten natürliche Isomorphismen

f !ωY
∼→ f ! fin!

Y Ztop
∼→ fin!

X Ztop
∼→ ωX

und mit E = ωY schließlich natürliche Isomorphismen

f∗DXF
∼→ DY f!F und DXf

∗G ∼→ f !DY G.

5.7.20 (Folgerungen aus lokal eigentlichem Basiswechsel). Gegeben ein karte-
sisches Diagramm fp = qg der Basis mit f, g Eigmorphismen liefert der lokal
eigentliche Basiswechsel q∗f!

∼⇒ g!p
∗ durch Übergang zu den Linksadjungierten

eine Isotransformation
f !q∗

∼⇒ p∗g
!

Schreiben wir p∗ davor und q∗ dahinter, so erhalten wir mit der Einheit id⇒ q∗q
∗

der Adjunktion und der Koeinheit p∗p∗ ⇒ id der Adjunktion eine Transformation

p∗f ! ⇒ g!q∗
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Übungen

Übung 5.7.21. Gegeben eine verflochtene Trennaustauschsituation mit Adjungier-
ten und ein Eigmorphismus f : X → Y zu einem Eigobjekt Y der Basis und ein
Objekt G ∈ G/Y in der Faser über Y ist die Verknüpfung

f!f
!DG ∼→ f!Df ∗G → Df∗f ∗G → DG

von natürlichen Morphismen aus 5.7.16 und der dualisierten Einheit der Adjunk-
tion (f ∗, f∗) auf G die Koeinheit der Adjunktion (f!, f

!) auf DG.

5.8 Eigrückzug für derivierte Modulgarben
Satz 5.8.1. Für jeden lesb-Morphismus gekringter Räume f : X → Y besitzt
der Eigvorschub f! : Der(Ab/X) → Der(Ab/Y ) einen Rechtsadjungierten, den
Eigrückzug

f ! : Der(Ab/Y )→ Der(Ab/X)

5.8.2 (Notationsfragen). Für die Funktoren auf abelschen Garben, die wir bisher
f ! notiert hatten, vereinbaren wir die neue Notation f (!).

5.8.3. Der Beweis des Satzes benötigt größere Vorbereitungen und wird für abel-
sche Garben in 5.8.21 und für Modulgarben in 5.8.26 gegeben. Zunächst disku-
tieren wir einige Spezialfälle, die leichter zu haben sind, und erste Eigenschaften
und beginnen dann mit Vorbereitungen zum Beweis.

5.8.4 (Eigrückzug unter separierten étalen Abbildungen). Im Fall offener Ein-
bettungen f und allgemeiner im Fall separierter étaler Abbildungen f liefern [TG]
4.9.9 beziehungsweise [TG] 6.5.1 sogar eine Adjunktion (f(!), f

∗) exakter Funk-
toren auf den entsprechenden Kategorien abelscher Garben. Sie führt ohne weitere
Schwierigkeiten zu einer Adjunktion (f!, f

∗) der zugehörigen derivierten Funkto-
ren und liefert damit sowohl die Existenz des Rechtsadjungierten f ! als auch eine
Isotransformation f ∗ ∼⇒ f ! im Fall derivierter abelscher Garben. Dasselbe gilt im
Fall von Modulgarben für einen separierten étalen Morphismus f von gekringten
Räumen „ohne Ringwechsel“, also mit A = f ∗B.

5.8.5 (Eigrückzug unter lokal abgeschlossenen Einbettungen). Im Fall lokal
abgeschlossener Einbettungen f ist f(!) = f∗ ein exakter Funktor auf den zugrun-
deliegenden Kategorien abelscher Garben und besitzt dort nach [TG] 6.4.15 einen
Rechtsadjungierten, den wir von nun an neu f (!) : Ab/X → Ab/Y notieren und
der jeder Garbe F ∈ Ab/Y auf Y die Garbe f (!)F ∈ Ab/X der Schnitte von
F mit Träger in X zuordnet. Da jeder Garbenkomplex nach [TSF] 2.2.10 eine
Quisrechtsentfaltung besitzt, existiert in diesem Fall der Rechtsderivierte auf der
ganzen derivierten Kategorie und ist dann nach [TD] 3.2.27 der gesuchte Rechts-
adjungierte f ! = Rf (!). Die Hqf !F = Rqf (!)F für F ∈ Ab/Y sind in diesem
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Fall unsere lokalen Kohomologiegarben von F mit Träger in X aus [TG] 6.4.19.
Dasselbe gilt im Fall von Modulgarben für einen separierten étalen Morphismus
f von gekringten Räumen „ohne Ringwechsel“, also mit A = f ∗B.

Beispiel 5.8.6 (Problematik einer naiven Konstruktion des Eigrückzugs). Für
die konstante Abbildung c : R→ pt der Zahlengerade auf einen Punkt besitzt der
Funktor c(!) : Ab/R → Ab/ pt keinen Rechtsadjungierten, da c(!) sonst nach [TG]
2.4.12 rechtsexakt sein müßte. Das ist er jedoch nicht, denn der Epimorphismus
der konstanten Garbe auf den Wolkenkratzer am Ursprung ZR � Z(0) wird unter
c(!) die Einbettung 0pt ↪→ Zpt und diese ist kein Epimorphismus.

5.8.7 (Homologische Breite des Eigrückzugs). Ist f : X → Y separiert lokal
eigentlich mit f(!) von einer homologischen Dimension ≤ d, so gilt

G ∈ Der≥0(Ab/Y )⇒ f !G ∈ Der≥−d(Ab/X)

In der Tat reicht es dafür nach [TD] 2.7.12 zu zeigen, daß gilt Der/X(F , f !G) = 0
für alle F ∈ Der≤−d−1(Ab/X). Das folgt mit unserer Adjunktion aus der Erkennt-
nis f!F ∈ Der≤−1(Ab/X), die hinwiederum von unseren Erkenntnissen [TD]
3.6.4 zum Derivieren homologisch endlicher Funktoren herkommt, da wir ja aus
2.2.10 wissen, daß jeder Komplex abelscher Garben eine Quisrechtsentfaltung be-
sitzt. Ist zusätzlich Ab/Y von endlicher homologischer Dimension ≤ r, so zeigen
wir zusätzlich

G ∈ Der≤0(Ab/Y )⇒ f !G ∈ Der≤r(Ab/X)

Nach [TD] 2.6.35 reicht es in der Tat, für q > r und F ∈ Ab/X das Verschwinden
Der/X(F [−q], f !G) = 0 zu zeigen alias Der/Y (f!F ,G[q]) = 0. Nach Annahme
und [TD] 3.6.6 ist aber G[q] für q > r quasiisomorph zu einem quisrechtsentfalte-
ten Komplex in Hot<0(Ab/Y ). Für Modulgarben gilt mutatis mutandis dasselbe.

Satz 5.8.8 (Darstellbarkeit von Funktoren auf Garben). Seien U ein Univer-
sum und X ein topologischer Raum aus U. Ein Funktor µ : UAb/X → UAbopp

ist genau dann darstellbar alias isomorph zu einem Funktor der Gestalt F 7→
Ab/X(F , C) mit C ∈ UAb/X , wenn er mit Kolimites über U-punktkleine Köcher
vertauscht.

Beweis. Daß ein darstellbarer Funktor mit Kolimites vertauschen muß, ist eh klar.
Sind weiter eine abelsche Garbe C ∈ Ab/X und natürliche Bijektionen

µ(F)
∼→ Ab/X(F , C)

gegeben, so erhalten wir mit F = ZU⊂X := i(!)ZU für i : U ↪→ X die Einbettung
einer offenen Teilmenge Bijektionen µ(ZU⊂X)

∼→ C(U). Für V ⊂◦ U muß darüber

148



hinaus der offensichtliche Morphismus ZV⊂X → ZU⊂X zu einem kommutativen
Diagramm

µ(ZU⊂X) ∼ //

��

C(U)

resVU
��

µ(ZV⊂X) ∼ // C(V )

mit besagten Bijektionen in den Horizontalen führen. Damit ist der weitere Gang
des Beweises klar: Wir konstruieren zu unserem Funktor µ eine abelsche Prägarbe
Cµ durch die Vorschrift

Cµ(U) := µ(ZU⊂X)

und zeigen, daß sie unter unseren zusätzlichen Annahmen eine Garbe ist, die den
Funktor µ darstellt. Um zu zeigen, daß Cµ eine Garbe ist, betrachten wir ein Sys-
tem U ⊂ P(X) von offenen Teilmengen mit Vereinigung V ⊂◦ X und das Dia-
gramm ⊕

(U,U ′)∈U2

Z(U∩U ′)⊂X →→
⊕
U∈U

ZU⊂X → ZV⊂X

mit den beiden ersten Pfeilen gegeben einerseits durch Z(U∩U ′)⊂X → ZU⊂X und
andererseits durch Z(U∩U ′)⊂X → ZU ′⊂X . An den Halmen erkennt man, daß hier
ZV⊂X der Kolimes der linken Hälfte unseres Diagramms alias der Koegalisator
der beiden linken Pfeile ist. Kommutiert µ mit Kolimites, so muß mithin Cµ eine
abelsche Garbe sein. Es bleibt noch zu zeigen, daß diese abelsche Garbe auch in
der Tat den Funktor µ darstellt. Bezeichne dazu OffX die Kategorie der offenen
Teilmengen von X mit Inklusionen als Morphismen und J : OffX → Ab/X den
Funktor U 7→ ZU⊂X . Nun betrachten wir für alle F ∈ Ab/X die Verknüpfungen

µ(F) ∼ // Cat(Ab/X ,Abopp)(µ,Ab/X( ,F))

◦J
��

Ab/X(F , Cµ) Cat(OffX ,Abopp)(µ ◦ J,Ab/X( ,F) ◦ J)∼oo

der Identifikation des Yoneda-Lemmas mit einigen weiteren offensichtlichen Ab-
bildungen unter Verwendung von Ab/X( ,F) ◦ J ∼⇒ F : OffX → Abopp.
Sie bilden eine Transformation τ : µ ⇒ Ab/X( , Cµ) von Funktoren Ab/X →
Abopp, die auf allen Objekten der Gestalt ZU⊂X Isomorphismen τ : µ(ZU⊂X)

∼→
Ab/X(ZU⊂X , Cµ) induziert. Es gilt zu zeigen, daß sie auf überhaupt allen Objekten
F ∈ Ab/X Isomorphismen τ : µ(F)

∼→ Ab/X(F , Cµ) induziert. Da beide Sei-
ten mit Kolimites vertauschen, folgt das zunächst für beliebige direkte Summen
von Kopien unserer ZU⊂X . Jede abelsche Garbe ist aber Quotient einer derarti-
gen direkten Summe und dann auch Kokern eines Morphismus zwischen zwei
derartigen direkten Summen, und so folgt es dann für F beliebig.
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Satz* 5.8.9 (Darstellbarkeit von Funktoren auf Modulgarben). Seien U ein
Universum undX = (X,A) ein geringter Raum aus U. Ein Funktor µ : UAb/X →
UAbopp ist genau dann darstellbar alias isomorph zu einem Funktor der Gestalt
F 7→ UAb/X(F , C) mit C ∈ UAb/X , wenn er mit Kolimites über U-punktkleine
Köcher vertauscht.

Beweis. Indem wir auf µ̂ : G 7→ µ(A ⊗Z G) unseren vorherigen Satz anwenden,
erkennen wir, daß dieser Funktor dargestellt wird durch die abelsche Garbe C mit
Schnitten C(U) := µ(AU⊂X). Versehen wir nun C mit seiner offensichtlichen
Struktur als A-Modulgarbe, so erhalten wir Abbildungen

µ(F)→ Ab/X(F , C)

durch die Vorschrift, daß wir α ∈ µ(F) abbilden auf die αU : F(U) → C(U) für
U ⊂◦ X gegeben dadurch, daß wir zu s ∈ F(U) den Morphismus s̃ : AU⊂X → F
mit 1 7→ s betrachten und dazu µ(s̃) : µ(F) → µ(AU⊂X) bilden und dann
αU(s) := (µ(s̃))(α) setzen. Gehen wir die Definitionen durch, so ergibt sich,
daß unsere Abbildungen zu Isomorphismen µ(AU⊂X)

∼→ Ab/X(AU⊂X , C) spe-
zialisieren. Da aber jede A-Modulgarbe F Kokern eines Morphismus zwischen
direkten Summen von Kopien gewisser AU⊂X ist und da beide Seiten mit Koli-
mites vertauschen, muß unsere Abbildung für alleA-Modulgarben F ein Isomor-
phismus sein.

Korollar 5.8.10. Seien U ein Universum und X ein topologischer Raum oder
allgemeiner ein geringter Raum und D eine abelsche U-Kategorie. Ein Funktor
Λ : UAb/X → D besitzt genau dann einen Rechtsadjungierten, wenn er mit
Kolimites über U-punktkleine Köcher vertauscht.

Beweis. Jeder Funktor, der einen Rechtsadjungierten besitzt, vertauscht mit Koli-
mites. Andererseits vertauscht auch für alleD ∈ D der FunktorD → Abopp, A 7→
D(A,D) mit Kolimites. Vertauscht weiter Λ mit Kolimites, so auch die Verk-
nüpfung

Ab/X → Abopp

F 7→ D(ΛF , D)

Nach dem Darstellbarkeitskriterium 5.8.8 beziehungsweise 5.8.9 ist unsere Ver-
knüpfung also darstellbar durch eine abelsche Garbe RD ∈ Ab/X . Man sieht
nun ohne Mühe, daß wir damit schon den gesuchten Rechtsadjungierten R zu Λ
konstruiert haben.

Beispiel 5.8.11 (Spezialfälle des Eigrückzugs). Gegeben eine les-Abbildung f :
X → Y vertauscht der Eigvorschub f(!) : Ab/X → Ab/Y nach 4.3.4 mit filtrie-
renden Kolimites. Ist f(!) zusätzlich exakt, etwa für f eine lokal abgeschlossene
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Einbettung oder eine separierte étale Abbildung, so vertauscht es mithin mit be-
liebigen Kolimites und besitzt nach 5.8.10 einen Rechtsadjungierten

f (!) : Ab/Y → Ab/X

Gegeben eine Garbe G ∈ Ab/Y finden wir für ihren Eigrückzug immer im Fall,
daß der Eigvorschub exakt ist, sogar die explizite Beschreibung

(f (!)G)(U) = Ab/Y (f(!)(ZU⊂X),G)

In diesem Fall erhalten wir nach [TD] 3.2.27 auch auf den derivierten Funktoren
ein adjungiertes Paar (f!,Rf

(!)) und so eine vergleichsweise explizite Beschrei-
bung des Eigrückzugs auf den derivierten Kategorien. Im Fall étaler separierter
Abbildungen f erhalten wir so ein weiteres Mal unseren ausgezeichneten Isomor-
phismus f (!) ∼⇒ f (∗) aus [TG] 6.5.1.

5.8.12. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer offenen Teilmenge U ⊂◦ X
und eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X erklären wir ganz allgemein die abelsche
Garbe FU⊂X ∈ Ab/X durch die Vorschrift

FU⊂X := j(!)j
(∗)F

für j : U → X die Einbettung. Da beide fraglichen Funktoren exakt sind, fällt
diese Garbe auch zusammen mit dem Objekt j!j

∗F der derivierten Kategorie.

Lemma 5.8.13 (Kriterium für die Eigenschaft relativ kompaktweich). Gege-
ben eine les-Abbildung f : X → Y ist eine Garbe F ∈ Ab/X genau dann f -
kompaktweich, wenn für alle U ⊂◦ X die Garbe FU⊂X eine f(!)-rechtsazyklische
Garbe ist. Insbesondere ist mit F auch FU⊂X eine f -kompaktweiche Garbe.

Beweis. Bezeichnet i := iy : {y} ↪→ Y die Einbettung des Punktes y ∈ Y , so ist
G ∈ Ab/X genau dann eine f(!)-rechtsazyklische Garbe, wenn für alle y ∈ Y aus
Hνi∗f!G 6= 0 bereits folgt ν = 0. Mit mehrfachem derivierten Basiswechsel, also
Basiswechsel 5.3.17 in der verflochtenen Winkelfaserung 5.4.17 der derivierten
abelschen Garben, über dem doppelt kartesischen Diagramm der Basis

U ∩ f−1(y)

u

��

l // U

j

��
f−1(y)

g

��

� � k // X

f

��
{y} � � i // Y
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für alle y ∈ Y erkennen wir, daß die f(!)-Rechtsazyklizität von FU⊂X gleichbe-
deutend ist dazu, daß für

i∗f!FU⊂X ∼= g!k
∗FU⊂X = g!k

∗j!j
∗F ∼= g!u!l

∗j∗F ∼= g!u!u
∗k∗F

und alle y ∈ Y wieder Hν für ν 6= 0 verschwindet, daß also für alle y ∈ Y
mit der Notation Z := f−1(y) für die Faser die Garbe (k∗F)(U∩Z)⊂Z eine Γ!-
rechtsazyklische Garbe ist. Damit ziehen wir uns auf den Fall eines einpunktigen
Raumes zurück, den wir im anschließenden Lemma 5.8.14 behandeln.

Lemma 5.8.14 (Kompaktweichheitskriterium). Eine abelsche Garbe F auf ei-
nem lokal kompakten Hausdorffraum Z ist kompaktweich genau dann, wenn für
alle W ⊂◦ Z die Garbe FW⊂Z eine Γ!-rechtsazyklische Garbe ist.

Beweis. Bezeichne j : W ↪→ Z die Einbettung. Ist F kompaktweich, so ist auch
j∗F kompaktweich nach [TG] 4.8.11 und für die konstante Abbildung c : Z → pt
hat folglich

(c ◦ j)!j
∗F ∼= c!j!j

∗F ∼= c!FW⊂Z
die Eigenschaft Hν = 0 für ν 6= 0, als da heißt, FW⊂Z ist Γ!-rechtsazyklisch. Sei
umgekehrt F eine abelsche Garbe auf Z derart, daß FW⊂Z für alle W ⊂◦ Z eine
Γ!-rechtsazyklische Garbe ist. Gegeben ein Kompaktum K ⊂ Z betrachten wir
dann sein KomplementW ⊂◦ Z und folgern aus [TG] 4.8.14 sogar die Surjektivität
der Restriktion Γ!(Z;F)→ Γ(K;F).

Lemma 5.8.15. Sei f : X → Y eine les-Abbildung derart, daß der Eigvorschub
f(!) : Ab/X → Ab/Y homologische Dimension r < ∞ hat. Gibt es in Ab/X eine
exakte Sequenz I−r → . . . → I−1 → I0 � K mit f -kompaktweichen Iν , so ist
auch K eine f -kompaktweiche Garbe.

Beweis. Nach dem Kriterium 5.8.13 reicht es zu zeigen, daß für alle U ⊂◦ X die
Garbe KU⊂X eine f(!)-rechtsazyklische Garbe ist. Sicher paßt diese Garbe in eine
exakte Sequenz

G ↪→ I−rU⊂X → . . .→ I−1
U⊂X → I

0
U⊂X � KU⊂X

Mit Iν ist auch IνU⊂X eine f -kompaktweiche Garbe nach 5.8.13. Spalten wir un-
sere exakte Sequenz in kurze exakte Sequenzen auf, so liefern die zugehörigen
langen exakten Sequenzen der Rqf(!) für q ≥ 1 Isomorphismen

Rqf(!) KU⊂X
∼→ Rq+rf(!) G

Die rechte Seite aber verschwindet nach Annahme.
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Lemma 5.8.16. 1. Gegeben f : X → Y eine les-Abbildung vertauscht der
derivierte Eigvorschub f! : Der+(Ab/X) → Der+(Ab/Y ) mit filtrierenden
Kolimites;

2. Gegeben eine lesb-Abbildung f : X → Y vertauscht sogar der unbe-
schränkt derivierte Eigvorschub f! : Der(Ab/X) → Der(Ab/Y ) mit fil-
trierenden Kolimites.

Beweis. Gegeben eine les-Abbildung ist nach 4.4.8 jeder filtrierende Kolimes von
faserweise kompaktweichen Garben wieder faserweise kompaktweich. Das Lem-
ma ergibt sich, da wir die entsprechenden derivierten Funktoren durch faserweise
kompaktweiche Auflösungen berechnen können.

Lemma 5.8.17. Seien f : X → Y lesb undK,F ∈ Ab/X abelsche Garben. IstK
zusätzlich f -kompaktweich und F flach, so ist auch F ⊗K eine f -kompaktweiche
Garbe.

5.8.18. Das gilt ebenso, wenn wir statt der Flachheit von F die Flachheit von K
annehmen. Für diese Variante habe ich jedoch im folgenden keine Verwendung.

Beweis. Jede Garbe F ∈ Ab/X besitzt eine Auflösung . . . → F−1 → F0 � F
mit Fν jeweils einer direkten Summe von Kopien von Garben der Gestalt ZU⊂X
für U ⊂◦ X . Diese liefert eine exakte Sequenz

. . .→ F−1 ⊗K → F0 ⊗K� F ⊗K

Nach 5.8.15 reicht es zu zeigen, daß Fν ⊗ K eine f -kompaktweiche Garbe ist
für alle ν. Aber Fν ⊗ K ist eine direkte Summe von Garben der Gestalt ZU⊂X ⊗
K ∼= KU⊂X und ist f -kompaktweich, da nach 4.4.8 filtrierende Kolomites f -
kompaktweicher Garben f -kompaktweich sind und da nach 5.8.13 mit K auch
KU⊂X faserweise kompaktweich ist für U ⊂◦ X .

Lemma 5.8.19. Gegeben f : X → Y lesb und K ∈ Ab/X eine f -kompaktweiche
abelsche Garbe auf X besitzt der durch die Vorschrift

fK(!) : F 7→ H0f!(F ⊗L K)

gegebene Funktor fK(!) : Ab/X → Ab/Y einen Rechtsadjungierten f (!)
K .

Beweis. Nach 5.8.10 reicht es zu zeigen, daß fK(!) mit beliebigen Kolimites ver-
tauscht. Dazu reicht es zu zeigen, daß unser Funktor rechtsexakt ist und mit fil-
trierenden Kolimites, ja mit beliebigen Koprodukten vertauscht. Wir können nun
aber ⊗L mit einer Linksauflösung von F durch flache Garben berechnen. Aus
Lemma 5.8.17 folgt dann, daß F ⊗L K durch einen Komplex f -kompaktweicher
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Garben in nichtpositiven Graden dargestellt werden kann und mit [TD] 3.6.4 folgt
H1f!(F ⊗L K) = 0 und damit ist unser Funktor schon mal rechtsexakt. Unser
Funktor vertauscht aber auch mit beliebigen Koprodukten. Genauer wissen wir
das für ⊗LK, weil er ein Linksadjungierter ist, für f! nach 5.8.16 und fürH0 folgt
es aus der Beschreibung 2.2.14 von Koprodukten in derivierten Kategorien unter
der Annahme der Existenz von Quisrechtsentfaltungen, die es ja nach 2.2.10 im
Fall abelscher Garben gibt, zusammen mit der Exaktheit von Koprodukten in der
Kategorie der abelschen Garben.

5.8.20. Geht man die Konstruktion des Rechtsadjungierten in 5.8.19 durch, so
erhält man für die Schnitte von f (!)

K G die Beschreibung

(f
(!)
K G)(U) = Ab/Y (f(!)KU⊂X ,G)

Der Isomorphismus Ab/X(ZU⊂X , f (!)
K G)

∼→ Ab/Y (fK(!)(ZU⊂X),G), der davon in-
duziert wird, ist dann die Adjunktion für das Paar (ZU⊂X ,G).

5.8.21 (Existenz des Eigrückzugs für abelsche Garben). Sei f : X → Y eine
lesb-Abbildung. Gegeben ein Komplex KK alias . . . → Kq → Kq+1 → . . . von
faserweise kompaktweichen Garben auf X erklären wir den Funktor

fKK(!) : Hot(Ab/X)→ Hot(Ab/Y )

dadurch, daß er jedem Komplex F ∈ Hot(Ab/X) das Summentotal des Doppel-
komplexes der fKq(!) Fp zuordnet. Man prüft leicht, daß er einen Rechtsadjungierten

f
(!)
KK : Hot(Ab/Y )→ Hot(Ab/X)

besitzt, der jedem Komplex G ∈ Hot(Ab/Y ) das Produkttotal des Doppelkom-
plexes der f (!)

K−qG
p zuordnet. Um die q-Differentiale zu erklären beachten wir, daß

jede Transformation von Funktoren eine Transformation in die Gegenrichtung auf
den Adjungierten induziert. Jeder Morphismus L → M von f -kompaktweichen
Garben liefert mithin eine Transformation f (!)

M ⇒ f
(!)
L . Wir zeigen nun, daß al-

le Komplexe aus flachen abelschen Garben quislinksentfaltet sind für QfKK(!) . Ist
genauer E →̆ F ein Quasiisomorphismus von Komplexen aus flachen abelschen
Garben, so liefert das Darantensorieren von K einen Quasiisomorphismus E ⊗
K →̆ F ⊗ K und nach 5.8.23 bestehen beide Komplexe aus f -kompaktweichen
Garben. Nach [TD] 3.6.4 erhalten wir also weiter einen Quasiisomorphismus
f(!)(E ⊗ K) →̆ f(!)(F ⊗ K), da wir auch f lesb angenommen hatten. Schließlich
erinnern wir noch aus 2.7.12, daß es zu jedem Komplex von abelschen Garben
einen Quasiisomorphismus von einem Komplex flacher abelscher Garben gibt,
und daraus folgt dann mit [TD] 3.2.31, daß alle Komplexe aus flachen abelschen

154



Garben quislinksentfaltet sind für QfKK(!) . Folglich existiert der Linksfaktorierte
von QfKK(!) auf allen Objekten und mit Lemma 5.8.17 erhalten wir für

LQfKK(!) : Der(Ab/X)→ Der(Ab/Y )

sogar eine ausgezeichnete Isotransformation LQfKK(!)
∼⇒ f! ◦ ( ⊗LKK). Da an-

dererseits in Hot(Ab/Y ) nach 2.2.10 jeder Komplex eine Quisrechtsentfaltung
besitzt, existiert auch der Rechtsfaktorierte RQf

(!)
KK von Qf (!)

KK auf allen Objekten
und [TD] 3.2.27 liefert für diese faktorierten Funktoren eine Adjunktion

(LQfKK(!) ,RQf
(!)
KK)

Für jede f -kompaktweiche Auflösung KK der konstanten Garbe ZX ist also der
Rechtsfaktorierte RQf

(!)
KK ein Rechtsadjungierter f ! von f!.

5.8.22 (Berechnung des Verdierdualen). Seien f : X → Y eine lesb-Abbil-
dung und K ein Komplex von f -kompaktweichen abelschen Garben auf X . Die
Isotransformation LfK(!)

∼⇒ f! ◦ ( ⊗K) von Funktoren Der(Ab/X) → Der(Ab/Y )
aus 5.8.21 liefert eine ausgezeichnete Isotransformation

Rf
(!)
K

∼⇒ (KV ) ◦ f !

zwischen den adjungierten Funktoren. Ist insbesondere f = fin die konstante Ab-
bildung auf den einpunktigen Raum, so erhalten wir für jeden Komplex K von
kompaktweichen Garben auf einem lokal kompakten homologisch kompaktendli-
chen Hausdorffraum X einen ausgezeichneten Isomorphismus

fin
(!)
K
(
Qtop[0]→ (Q/Z)top

) ∼→
(
KV fin! Ztop

)
und so mit 5.8.20 einen ausgezeichneten Isomorphismus zwischen dem Verdier-
dualen DXK von K und dem Garbenkomplex mit DKetΓ!(U ;K) als Komplex der
Schnitte auf einer offenen Teilmenge U ⊂◦ X .

Lemma 5.8.23. Seien f : X → Y eine lesb-Abbildung und A eine Kringgarbe
auf X und K,F ∈ Ab/(X,A) Modulgarben. IstK faserweise kompaktweich und F
flach, so ist auch F ⊗A K eine faserweise kompaktweiche Garbe.

5.8.24. Das gilt ebenso, wenn wir statt der Flachheit von F die Flachheit von K
annehmen. Für diese Variante habe ich jedoch im folgenden keine Verwendung.

Beweis. Jede Garbe F ∈ Ab/(X,A) besitzt eine Auflösung . . . → F−1 → F0 �
F mit Fν jeweils einer direkten Summe von Kopien von Garben der Gestalt
AU⊂X für U ⊂◦ X . Diese liefert eine exakte Sequenz

. . .→ F−1 ⊗A K → F0 ⊗A K� F ⊗A K
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Nach dem Kriterium 5.8.15 reicht es zu zeigen, daß Fν⊗AK eine f -kompaktwei-
che Garbe ist für alle ν. Nun ist aber Fν⊗AK ist eine direkte Summe von Garben
der Gestalt AU⊂X ⊗A K ∼= KU⊂X und die Summanden sind f -kompaktweich
nach 5.8.13. Also ist auch Fν ⊗A K faserweise kompaktweich nach 4.4.8 als
filtrierender Kolimes faserweise kompaktweicher abelscher Garben.

Lemma 5.8.25. Gegeben f : (X,A) → (Y,B) ein lesb-Morphismus gekringter
Räume undK ∈ Ab/X eine f -kompaktweiche Modulgarbe aufX besitzt der durch
die Vorschrift

fK(!) : F 7→ H0f!(F ⊗L
A K)

gegebene Funktor fK(!) : Ab(X,A) → Ab/(Y,B) einen Rechtsadjungierten f (!)
K .

Beweis. Nach 5.8.10 reicht es zu zeigen, daß fK(!) mit Kolimites vertauscht. Dazu
reicht es zu zeigen, daß unser Funktor rechtsexakt ist und mit filtrierenden Koli-
mites, ja mit Koprodukten vertauscht. Wir können F ⊗L

A K mit einer Linksauf-
lösung von F durch flache Modulgarben berechen, wie wir sie etwa beim Beweis
von 5.8.23 beschrieben haben. So folgt aus 5.8.23, daß F⊗L

AK durch einen Kom-
plex aus f -kompaktweichen Garben in nichtpositiven Graden beschrieben werden
kann, und mit [TD] 3.6.4 folgtH1f!(F⊗L

AK) = 0. Damit ist unser Funktor schon
mal rechtsexakt. Unser Funktor vertauscht aber auch mit beliebigen Koproduk-
ten. Genauer wissen wir das für ⊗L

AK, weil er ein Linksadjungierter ist, für f!

nach 5.8.16 und für H0 folgt es aus der Beschreibung 2.2.14 von Koprodukten in
derivierten Kategorien unter der Annahme der Existenz von Quisrechtsentfaltun-
gen, die es ja nach 2.2.13 auch im Fall von Modulgarben gibt, zusammen mit der
Exaktheit von Koprodukten in der Kategorie der Modulgarben.

5.8.26 (Existenz des eigentlichen Rückzugs). Sei f : X → Y ein lesb-Mor-
phismus von gekringten Räumen. Gegeben ein Komplex KK alias . . . → Kq →
Kq+1 → . . . von faserweise kompaktweichen Modulgarben auf X erklären wir
den Funktor

fKK(!) : Hot(Ab/X)→ Hot(Ab/Y )

dadurch, daß er jedem Komplex F ∈ Hot(Ab/X) das Summentotal des Doppel-
komplexes der fKq(!) Fp zuordnet. Man prüft leicht, daß fKK(!) einen Rechtsadjun-
gierten

f
(!)
KK : Hot(Ab/Y )→ Hot(Ab/X)

besitzt, der jedem Komplex G ∈ Hot(Ab/Y ) das Produkttotal des Doppelkom-
plexes der f (!)

K−qG
p nach 5.8.25 zuordnet. Um die q-Differentiale zu erklären be-

achten wir, daß jede Transformation von Funktoren eine Transformation in die
Gegenrichtung auf den Adjungierten induziert. Jeder Morphismus L → M von
f -kompaktweichen Modulgarben liefert mithin eine Transformation f (!)

M ⇒ f
(!)
L .
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Wir zeigen nun, daß alle quisflachen Komplexe aus flachen Modulgarben quis-
linksentfaltet sind für QfKK(!) . Ist nämlich E →̆ F ein Quasiisomorphismus quis-
flacher Komplexe aus flachen Modulgarben, so liefert das Darantensorieren von
KK einen Quasiisomorphismus E ⊗A KK →̆ F ⊗A KK, da wir E und F quis-
flach angenommen hatten. Nach 5.8.23 bestehen weiter beide Komplexe aus f -
kompaktweichen Garben, da wir auch angenommen hatten, daß E und F aus fla-
chen Modulgarben bestehen. Nach [TD] 3.6.4 und da wir f lesb angenommen
hatten, macht f(!) daraus einen Quasiisomorphismus fKK(!) E →̆ fKK(!) F . Schließlich
erinnern wir noch aus 2.7.12, daß es zu jedem Komplex von Modulgarben einen
Quasiisomorphismus von einem quisflachen Komplex falcher Modulgarben gibt,
und daraus folgt dann mit [TD] 3.2.31, daß in der Tat alle quisflachen Komplexe
aus flachen Modulgarben quislinksentfaltet sind für QfKK(!) . Folglich existiert der
Linksfaktorierte von QfKK(!) auf allen Objekten und mit Lemma 5.8.23 erhalten
wir für

LQfKK(!) : Der(Ab/X)→ Der(Ab/Y )

sogar eine ausgezeichnete Isotransformation LQfKK(!)
∼⇒ f! ◦ ( ⊗LKK). Da an-

dererseits in Hot(Ab/Y ) nach 2.2.10 jeder Komplex eine Quisrechtsentfaltung
besitzt, existiert auch der Rechtsfaktorierte RQf

(!)
KK von Qf (!)

KK auf allen Objekten
und [TD] 3.2.27 liefert für diese faktorierten Funktoren eine Adjunktion

(LQfKK(!) ,RQf
(!)
KK)

Für jede f -kompaktweiche AuflösungKK der StrukturgarbeA ist also der Rechts-
faktorierte RQf

(!)
KK ein Rechtsadjungierter f ! von f!.

Übungen

Übung 5.8.27. Man zeige, daß gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y von
lokal kompakten homologisch kompaktendlichen Hausdorffräumen und ein Kom-
plex K von kompaktweichen abelschen Garben auf X der natürliche Isomorphis-
mus DY f!K

∼→Der f∗DXK aus 5.7.16 unter der in 5.8.22 gegebenen Beschreibung
des Verdierdualen und dem natürlichen Morphismus f(∗) ⇒ f∗ von dem Isomor-
phismus von Komplexen von abelschen Garben herkommt, der auf den Schnitten
über V ⊂◦ Y gegeben wird durch die offensichtlichen Isomorphismen

DKetΓ!(V ; f(!)K)
∼→Ket DKetΓ!(f

−1(V );K)

Hinweis: Ich habe diese Übung noch nicht gemacht und stelle mir vor, daß das
einmal ein Student zusammen mit dem Umfeld ausarbeiten könnte.
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Übung 5.8.28. Ist ein lokal kompakter Hausdorffraum X die disjunkte Vereini-
gung offener TeilmengenX =

⊔
i∈I Xi, so liefern für jedes ObjektF ∈ Der+(Ab/X)

die Ausdehnungen durch Null Isomorphismen⊕
i∈I

Hq
! (Xi;F)

∼→ Hq
! (X;F)

Ist X zusätzlich homologisch kompaktendlich, so gilt dasselbe sogar für jedes
Objekt F ∈ Der(Ab/X) der unbeschränkten derivierten Kategorie. Hinweis: Man
gehe von der Zerlegung 2.2.20 von F als Summe der Restriktionen auf die Kom-
ponenten aus und verwende die Verträglichkeit von fin! mit direkten Summen aus
5.8.16.

5.9 Wohin damit?
5.9.1 (Trennkategorien von Raumpaaren). Um unseren Trennfunktor der rela-
tiven singulären Kohomologie H∗sing : Top⊂◦ → sgAbopp relativ zu einer offenen
Teilmenge aus [TS] ?? in der Garbenkohomologie wiederzufinden, führen wir ei-
ne Variante Top⊃

∧
unserer Trennkategorie Top⊂◦ aus [TSK] 4.1.16 ein. Objekte sind

Paare (X,A) mit A ⊂∧ X und Morphismen (X,A) → (Y1, B1) f . . . f (Yr, Br)
Tupel von stetigen Abbildungen fi : X → Yi ist mitA ⊃ f−1

1 (B1)∩. . .∩f−1
r (Br).

Das Bilden des Komplements (X,U) 7→ (X,X\U) ist dann ein Isomorphismus
von Trennkategorien

Top⊂◦
∼→ Top⊃

∧

Wir drehen in der Notation das Inklusionszeichen um, weil Top⊃
∧

im Gegensatz
zu Top⊂◦ keine volle Untertrennkategorie der in [TSK] 4.1.16 erklärten Trennka-
tegorie Top⊂ der Raumpaare ist, sondern vielmehr eine volle Untertrennkategorie
ihrer in offensichtlicher Weise erklärten Variante Top⊃.

5.9.2 (Lokale Kohomologie als Hyperkohomologie der Lokalgarbe). Unsere
Beschreibung [TG] 4.4.5 der lokalen Kohomologie als Erweiterungsgruppe zu-
sammen mit der Beschreibung 2.7.9 einer Erweiterungsgruppe als die Hyperko-
homologie des entsprechenden Homkomplexes liefern für A ⊂∧ X abgeschlossen
und i : A ↪→ X die Einbettung Isomorphismen Hq

A(X;Z)
∼→ ExtqAb/X

(ZA⊂X ,ZX)
∼→

Hq(X;Z∨A⊂X). Wir vereinbaren die Notation LA⊂X := Z∨A⊂X , nennen diesen
Komplex die Lokalgarbe von A in X und erhalten Isomorphismen

Hq
A(X;Z)

∼→ Hq(X;LA⊂X)

5.9.3. Wir erinnern die Garbenoptrennfaserung Ab�Top → fTop aus 1.2.9 und
betrachten die dazu oppinverse Trennfaserung nach 1.7.4 und notieren sie Ab/Top :=
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(Ab�Top)otf → fTop. Trennungen F → G1f . . .fGr in Ab/Top über einer Tren-
nung (f1, . . . , fr) : X → Y1f . . .fYr in fTop sind per definitionem Homomor-
phismen F → f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗r Gr in Ab/X . Wir betrachten nun den Trennfunktor
Top⊃

∧
→ Ab/Top mit (X,A) 7→ ZX . Die Bilder der Trennungen in der Basis unter

diesem Trennfunktor steigen ab zu Trennungen zwischen den Quotienten

ZA⊂X := i∗ZA = i∗i
∗ZX

der Garben ZX mit i : A ↪→ X der Einbettung und wir erhalten so einen weiteren
Trennfunktor Top⊃

∧
→ Ab/Top mit (X,A) 7→ ZA⊂X . Die zugehörigen Morphis-

men
ZA⊂X → f ∗1ZB1⊂Y1 ⊗ . . .⊗ f ∗rZBr⊂Yr

sind dieselben in Ab/X und Der/X , da alle beteiligten Garben freie Halme haben,
und wir erhalten so einen Trennfunktor Top⊃

∧
→ (Der�Top)otf . Wir erinnern nun

an unsere Lokalgarben

LA⊂X := (ZA⊂X)∨ = (ZA⊂XVZX) ∈ Der(Ab/X)

aus 5.9.2. Dualisieren wir unseren Morphismus von eben und schalten davor die
natürlichen Morphismen [TSK] 1.3.19 vom Tensorprodukt der Dualen zum Dua-
len des Tensorprodukts und die natürlichen Morphismen 1.5.11 vom Rückzug des
Dualen zum Dualen des Rückzugs, so erhalten wir in Der(Ab/X) einen Morphis-
mus

f ∗1LB1⊂Y1 ⊗ . . .⊗ f ∗rLBr⊂Yr → LA⊂X
alias eine Trennung LA⊂X → LB1⊂Y1 f . . . f LBr⊂Yr in Der�Top. Wir erhalten
so einigermaßen offensichtlich einen Trennfunktor Top⊃

∧
→ Der�Top. Formal und

in der angemessenen Allgemeinheit steht das in 1.7.9. Durch Nachschalten von
H und unsere Isomorphismen Hq

A(X)
∼→ Hq(X;LA⊂X) nach 5.9.2 erhalten wir

daraus einen Trennfunktor
Top⊃

∧
→ sgAbopp

mit (X,A) 7→ H∗A(X). Wir nennen ihn den Trennfunktor der lokalen Koho-
mologie. Sein Analogon in der singulären Theorie kennen bereits aus [TS] ??. Er
beinhaltet das cup-Produkt der lokalen Kohomologie

∪ : H∗A(X)⊗ H∗B(X)→ H∗A∩B(X)

und die bereits aus [TG] 4.4.7 bekannten Rückzüge H∗f : H∗B(Y ) → H∗A(X) für
f : X → Y stetig mit A ⊃ f−1(B) sowie das externe Produkt der lokalen
Kohomologie

× : Hp
A(X)× Hq

B(Y )→ Hp+q
A×B(X × Y )
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Er beinhaltet außerdem verschiedene Verträglichkeiten zwischen diesen Konstruk-
tionen. Quasi per definitionem ist H∗X(X) = H∗(X) die übliche Garbenkohomo-
logie und wir haben H∗∅(X) = 0. Das zeigt zum Beispiel, daß das cup-Produkt
von zwei Klassen in H∗(X) verschwinden muß, wenn unsere Klassen von lokalen
Kohomologiegruppen Hp

A(X) und Hq
B(X) herkommen mit A ∩B = ∅.

5.9.4. Nach [TG] 4.8.16 haben wir für jeden topologischen Raum X natürliche
Isomorphismen colfK Hq

K(X;F)
∼→ Hq

! (X;F) mit dem Kolimes über alle ab-
geschlossenen Kompakta K ⊂∧ X . Insbesondere macht unser cup-Produkt der
lokalen Kohomologie die kompakte Kohomologie von X zu einem Modul über
dem Kohomologiering. Wir notieren auch diese Operation ∪ und bezeichnen die
zugehörige Abbildung Hp(X)× Hq

! (X)→ Hp+q
! (X) als cup-Produkt.

5.9.5. Im Formalismus der zwei Funktoren liefert für jeden topologischen Raum
X und alle F ∈ Der(Ab/X) der ausgezeichnete Isomorphismus F ⊗ ZX

∼→ F
Morphismen Der/X(ZX ,ZX [q]) → Der/X(F ,F [q]) und so eine Operation von
H∗X auf H∗(X;F) und H∗! (X;F).

Proposition 5.9.6 (Schnitt zweier Kurven in der Ebene). Seien A,B ⊂∧ R2

zwei abgeschlossene nichtkompakte zusammenhängende Einsmannigfaltigkeiten
in der Ebene X := R2, die sich in genau einem Punkt x ∈ X treffen. Trifft jede
Komponente vonX\A jede Komponente vonX\B, so liefert das cup-Produkt der
lokalen Kohomologie einen Isomorphismus

H1
A(X)⊗ H1

B(X)
∼→ H2

{x}(X)

Andernfalls ist diese Abbildung Null.

5.9.7. Ein konzeptionelleres Argument unter stärkeren Regularitätsannahmen und
in beliebigen Dimensionen wird in Übung 5.9.11 skizziert. Hier fordern wir nur,
daß A,B abgeschlossene Teilmengen und mit ihrer induzierten Topologie topolo-
gische Einsmannigfaltigkeiten sind.

Beweis. Bezeichne U := X\A das Komplement von A. Nach [TG] ?? hat U ge-
nau zwei Komponenten U1, U2 und deren höhere Garbenkohomologie verschwin-
det. Unsere allgemeine Erkenntnis [TG] 4.9.15 liefert eine kurze exakte Sequenz

ZU⊂X ↪→ ZX � ZA⊂X

von abelschen Garben auf X und zeigt, wenn wir dazu die lange exakte Sequenz
der Morphismen in die ZX [q] bilden, schon einmal Hq

A(X) ∼= Z für q = 1 und
Null sonst. In anderen Worten liefert unsere kurze exakte Sequenz einen Quasi-
isomorphismus (ZU⊂X → ZX [0]) →̆ ZA⊂X [0], der nach der Beschreibung von
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Extq(ZU⊂X ,F) aus [TG] 4.9.32 und dem Vergleich von Morphismen in Hot und
Der aus [TD] 2.7.18 eine Bijektion

HotAb/X

(
(ZU⊂X → ZX [0]),ZX [1]

) ∼→ DerAb/X (ZA⊂X ,ZX [1])

induziert. Das Symbol [0] verwenden wir hier, um bei einem Komplex den Term
im Grad Null anzuzeigen. Wir erhalten offensichtlich einen Erzeuger von

HotAb/X

(
(ZU⊂X → ZX [0]),ZX [1]

)
= H0

(
(ZU⊂X → ZX [0])VHotZX [1]

)
durch einen Morphismus ZU⊂X → ZX , der unter der offensichtlichen Zerle-
gung ZU1⊂X ⊕ ZU2⊂X

∼→ ZU⊂X zu einem Erzeuger des Raums der Morphismen
ZU1⊂X → ZX beziehungsweise zum Nullmorphismus ZU2⊂X → ZX einschränkt.
Ebenso hat auch V := X\B genau zwei Komponenten V1, V2. Nach [TG] 4.10.27
hat weiter das Komplement vonA∪B genau vier Komponenten. Sind alle Schnitte
Ui ∩ Vj nicht leer, so müssen diese Schnitte genau unsere vier Komponenten sein.
Wählt man nun analog einen Repräsentanten in der Homotopiekategorie für einen
Erzeuger der lokalen Kohomologie H1

B(X) und bildet das Tensorprodukt in der
Homotopiekategorie, so kann man wieder in der Homotopiekategorie unschwer
prüfen, daß wir einen Repräsentanten eines Erzeugers von H2

{x}(X) erhalten. An-
dernfalls haben wir nach eventueller Umnummerierung ohne Beschränkung der
Allgemeinheit U1 ∩ V1 = ∅, und dann ist das cup-Produkt der entsprechenden
Erzeuger in der Homotopiekategorie in der Tat der Nullmorphismus.

Übungen

Übung 5.9.8. Unser Schmelzfunktor der topologischen Orientierungsmenge

ortop : (gModfR)× → Par

aus [TS] ?? vom banalen Schmelzgruppoid der endlichdimensionalen reellen Vek-
torräume in die Schmelzkategorie der erweiterten Paritäten, der jedem endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraum V die Parität seiner Dimension erweitert um die
Menge der beiden Erzeuger der totalen relativen singulären Homologie H(V, V \0)
zuordnet, ist isomorph durch Übergang zur jeweiligen Koordinatenfunktion ge-
folgt von den Isomorphismen H∗(V, V \0)

∼→ H∗{0}(V )
∼→ H∗! (V ) aus [TG] 5.1.20

und [TG] 4.8.16 zum vielleicht noch natürlicheren Schmelzfunktor, der V die Pa-
rität seiner Dimension erweitert um die Menge der beiden Erzeuger von H∗! (V )
zuordnet. Von nun an betrachten wir diesen Schmelzfunktor als unsere „Hauptin-
karnation“ der topologischen Orientierungmenge und nennen die Menge der
beiden Erzeuger von H∗! (V ) im folgenden oft kürzer die Orientierungsmenge
ortop(V ) eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums V . Wir erklären ein
ausgezeichnetes Element

τ ∈ ortop(R)
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alias einen ausgezeichneten Erzeuger τ ∈ H1
! (R) als dasjenige Element, das un-

ter der Komposition von natürlichen Isomorphismen von Garbenkohomologien
H0(R\0)/H0(R)

∼→ H1
{0}(R)

∼→ H1
! (R) herkommt vom Schnitt mit Wert Eins

auf R>0 und Wert Null auf R<0 der konstanten Garbe Z auf R\0. Das ist auch
genau unser τ 1 aus [TG] 4.9.19. Wenn ich richtig gerechnet habe, ist das auch
das Bild unseres ausgezeichneten Erzeugers τ ∈ H1(R,R\0) aus [TS] ?? unter
den obigen natürlichen Isomorphismen und dem Anwenden des Vergleichsiso-
morphismus von der singulären Kohomologie zur Garbenkohomologie.

Übung 5.9.9. Gegeben topologische Räume X, Y zusammen mit der Einbettung
i : A ↪→ X einer abgeschlossenen Teilmenge liefert jeder Morphismus α :
i!ZA → ZX [p] durch Rückzug längs der Projektion einen Morphismus αY :
i!ZA×Y → ZX×Y [p]. Ist j : B ↪→ Y auch eine abgeschlossene Teilmenge, so
liefern die Konstruktionen aus ?? angewandt auf αY und βX eine Abbildung

Hp
A(X)× Hq

B(Y )→ Hp+q
A×B(X × Y )

Wir nennen sie das externe Produkt der lokalen Kohomologie und notieren un-
sere Abbildung×. Im Fall A = X undB = Y spezialisiert sie zum Kreuzprodukt
der Garbenkohomologie 2.8.5 und im Fall X = Y erhalten wir durch Nachschal-
ten des Rückzugs auf die Diagonale unser Cup-Produkt der lokalen Kohomologie
??.

Übung 5.9.10. Gegeben topologische Räume mit abgeschlossenen Teilmengen
A,B ⊂∧ X und C,D ⊂∧ Y zeige man die Kommutativität bis auf das Vorzeichen
(−1)qr des Diagramms

Hp
A(X)× Hq

B(X)× Hr
C(Y )× Hs

D(Y ) → Hp+q
A∩B(X)× Hr+s

C∩D(Y )
↓ ↓

Hp+r
A×C(X × Y )× Hq+s

B×D(X × Y ) → Hp+q+r+s
(A∩B)×(C∩D)(X × Y )

aus externen und internen Produkten der lokalen Kohomologie.

Übung 5.9.11. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum E und Teil-
räume A,B ⊂ E der Kodimensionen p, q mit A+B = E liefert das cup-Produkt
der lokalen Kohomologie einen Isomorphismus

Hp
A(E)⊗ Hq

B(E)
∼→ Hp+q

A∩B(E)

Hinweis: Man ziehe sich mit Hilfe von Übung 5.9.10 auf den Fall dimE = 1
zurück.

Übung 5.9.12. Gegeben endlichdimensionale reelle Vektorräume A ⊂ E mit je-
weils einer topologischen Orientierung erklären wir wie in [TS] ?? oder [LA1]
6.5.15 die Quotientenorientierung auf dem Quotienten E/A. Für p = codim(A ⊂

162



E) liefert der zugehörige Erzeuger von Hp
! (E/A) durch Übergang unter Hp

! (E/A)
∼←

Hp
{0}(E/A) und Rückzug dann einen ausgezeichneten Erzeuger von Hp

A(E). Wir
nennen ihn den durch die Orientierungen von A und E bestimmten Erzeuger.
Für A = Rn−p × 0p ⊂ E = Rn mit den Standardorientierungen τ×(n−p) be-
ziehungsweise τ×n entspricht die Quotientenorientierung unter dem hoffentlich
offensichtlichen Isomorphismus E/A ∼→ Rp der durch τ×p gegebenen Standard-
orientierung auf Rp und unser ausgezeichneter Erzeuger von Hp

A(E) ergibt sich
zu 1×(n−p) × τ×p für 1 ∈ H0

R(R) = H0(R) der Standarderzeuger.

Übung 5.9.13. Gegeben ein endlichdimensionaler orientierter reeller Vektorraum
E und darin ein angeordnetes Paar (A,B) aus zwei orientierten TeilräumenA,B ⊂
E mit A+B = E erklären wir auf ihrem Schnitt A∩B die Schnittorientierung
dadurch, daß wir die Quotientenorientierung aus E/A aus [LA1] 6.5.15 vermit-
tels des Isomorphismus B/(A ∩ B)

∼→ E/A auf den Definitionsbereich dieses
Isomorphismus übertragen und dann in Bezug auf die kurze exakte Sequenz

A ∩B ↪→ B � B/(A ∩B)

die im Sinne von [LA1] 6.5.15 mit den beiden auf dem zweiten und dritten Raum
bereits gegebenen Orientierungen verträgliche Orientierung auf A∩B wählen. Ist
etwa E = Rn und sind A = Rn−p × 0p sowie B = 0q × Rn−q jeweils mit den
Standardorientierungen versehen, so ist die Schnittorientierung die Standardori-
entierung auf 0q × Rn−p−q × 0p.

Übung 5.9.14 (Schnittorientierung und Geometrie). Gegeben ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum E und Teilräume A,B ⊂ E der Kodimensionen
p, q mitA+B = E und liefern Orientierungen aufA,B undE nach 5.9.12 ausge-
zeichnete Erzeuger von Hp

A(E) und Hq
B(E) und somit als deren cup-Produkt einen

ausgezeichneten Erzeuger von Hp+q
A∩B(E), der seinerseits zu einer ausgezeichneten

Orientierung von A ∩ B gehört. Wir behaupten, daß das genau die Schnittorien-
tierung aus 5.9.13 ist. Diese Behauptung müssen wir nur in genügend Beispielen
prüfen. Ist E = Rn und sind A = Rn−p × 0p sowie B = 0q × Rn−q jeweils mit
den Standardorientierungen versehen, so werden unsere Erzeuger nach 5.9.12 ge-
geben durch 1×(n−p) × τ×p sowie (−1)q(n−q)τ×q × 1×(n−q) und wir erhalten nach
5.9.10 als Produkt

(−1)q(n−q)(−1)pq τ×q × 1×(n−p−q) × τ×p

Zur Standardorientierung von A∩B = 0q×Rn−p−q×0p gehört andererseits nach
5.9.12 der Erzeuger (−1)q(n−p−q)τ×q×1×(n−p−q)×τ×p der lokalen Kohomologie,
und der stimmt mit dem eben berechneten Produkt überein. Das aber war gerade
zu zeigen.
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6 Noch Ausschlachten

6.1 Trennrückzug-Eigvorschub für Modulgarben, ALT
Vorschau 6.1.1. Wir beginnen mit dem Fall abelscher Garben und erweitern an-
schließend die Argumentation auf Modulgarben.

6.1.2 (Trennverflechtung für abelsche Garben). Die zur Garbenoptrennfase-
rung Ab�Top → fTop gebildete banale Prätrennaustauschsituation mit Präver-
flechtung liefert durch Einschränken nach ?? eine Trennaustauschsituation mit
Präverflechtung(

Ab�Top → fTop ⊃ Toples ← Ab!
�Toples ,Topes

)
Durch Übergang zu den Homotopiekategorien erhalten wir für ] ∈ {+,−, b, }
eine jede der vier üblichen Beschränkungsbedingungen eine Trennaustauschsitua-
tion mit Präverflechtung(

Hot](Ab�Top)→ fTop ⊃ Toples ← Hot](Ab!
�Toples),Topes

)
Beispiel 6.1.3 (Trennverflechtung für halbseitig derivierte abelsche Garben).
Die letzte Trennaustauschsituation mit Präverflechtung aus 6.1.2 mit ] = − läßt
sich nach ?? nach Quasiisomorphismen lokalisieren zur verflochtenen Trennaus-
tauschsituation der halbseitig derivierten abelschen Garben(

Der−�Top → fTop ⊃ Toples ← Der!−
�Toples ,Topes

)
In der Tat finden wir eine Rechtslinksanpassung (R,L ) mit L allen Komplexen
aus flachen abelschen Garben und R allen Komplexen aus schwach kompaktwei-
chen abelschen Garben. Daß das jeweils für sich genommen Anpassungen sind,
wissen wir bereits aus 2.8.2 und 5.1.4. Daß es zu jedem Objekt von L einen S-
Morphismus von einem Objekt von R ∩ L gibt, zeigt die Godementauflösung
L →̆ G�L, die ja nach 5.5.6 aus flachen Garben besteht, wenn L ein Komplex
flacher Garben ist. Genauer gilt es, die Godementauflösung in den opponierten
Kategorien als Morphismus in die Gegenrichtung zu betrachten. Die zweite Be-
dingung an eine Rechtslinksentfaltung ?? schließlich zeigt man wie in 5.5.8 aus-
geführt wird, nur nimmt man elementarer als L einen Komplex flacher abelscher
Garben zusammen mit einem Quasiisomorphismus von L nach F . Um ?? anwen-
den zu können, müssen wir nur noch prüfen, daß alle naiven Verflechtungsquadra-
te über elementaren kartesischen Trennquadraten der Basis mit les-Vertikalen voll
kokartesisch sind. Im Fall von kartesischen Trennquadraten mit Einstrennungen
in den Horizontalen haben wir das bereits in ?? geprüft. Im Fall von kartesischen
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Trennquadraten mit Leertrennungen in den Horizontalen ist es offensichtlich. Im
Fall von Projektionsformelquadraten schließlich folgt es unmittelbar aus der Pro-
jektionsformel 4.4.9.

Beispiel 6.1.4 (Verflechtung für beidseitig derivierte abelsche Garben). Die
letzte Trennaustauschsituation mit Präverflechtung aus 6.1.2 mit ] der leeren Be-
schränkungsbedingung läßt sich, wenn wir nur lesb-Abbildungen als les-Morphismen
erlauben, wieder nach ?? nach Quasiisomorphismen lokalisieren zur verflochte-
nen Trennaustauschsituation der beidseitig derivierten abelschen Garben(

Der�Top → fTop ⊃ Toplesb ← Der!
�Toplesb ,Topesb

)
Die Argumente sind dieselben wie im halbseitig beschränkten Fall 6.1.3 mit dem
einzigen Unterschied, daß für lesb-Abbildungen f beliebige Komplexe schwach
kompaktweicher abelscher Garben Qf(!)-entfaltet sind.

6.1.5 (Verflechtung für derivierte Modulgarben, Vorbereitung). Die Trennfa-
serung der Modulgarben auf gekringten Räumen Ab�Gek → fGek aus 1.3.10
liefert nach ?? eine banale Prätrennaustauschsituation

(Ab�Gek → fGek ⊃ Gek← Ab�Gek,Gek)

mit banaler Präverflechtung. Nach Übung 4.5.13 bilden die eigentlichen Opko-
morphismen aus Übung 1.3.12 darin ein fasertrennrückzugstabiles multiplikati-
ves System Ab!

�Gek. Per definitionem sind über jedem auf den zugrundeliegen-
den topologischen Räumen eigentlichen Morphismus der Basis alle Opkomor-
phismen von Modulgarben eigentlich. Das multiplikative System der topologisch
eigentlichen Morphismen der Basis notieren wir Geke und erhalten so durch Ein-
schränken ?? eine weitere Prätrennaustauschsituation

(Ab�Gek → fGek ⊃ Gek← Ab!
�Gek,Geke)

mit Präverflechtung. Schränken wir weiter ein zu topologisch separierten Abbil-
dungen Geks ⊂ Gek , so wird Ab!

�Geks → Geks sogar eine Kofaserung mit den
topologischen f(!) zusammen mit der entsprechenden Restriktion der Modulstruk-
tur oder vielmehr dem auf den opponierten Kategorien induzierten Funktor als
Vorschub und erhalten eine Austauschsituation mit Präverflechtung

(Ab�Gek → fGek ⊃ Geks ← Ab!
�Geks ,Gekes)

Durch Übergang zu den Homotopiekategorien wird daraus eine Trennaustausch-
situation mit Präverflechtung(

Hot(Ab�Gek)→ fGek ⊃ Geks ← Hot(Ab!
�Geks),Gekes

)
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Um durch Lokalisieren nach Quasiisomorphismen eine Verflechtung zu erhalten,
schränken wir weiter ein und erlauben als les-Morphismen nur solche Morphis-
men von gekringten Räumen (X,A) → (Y,B), bei denen f : X → Y lesb ist
und Ax flach über Bf(x) für alle x ∈ X und notieren Geklesbf ⊃ Gekesbf das
multiplikative System dieser Morphismen beziehungsweise seiner Elemente, die
außerdem eigentlich sind. Wir nennen einen Morphismus von gekringten Räumen
einen lesb-Morphismus, wenn die zugrundeliegende stetige Abbildung lesb ist.
Daß diese Systeme trennrückzugstabil sind, mag man etwa mit Hilfe von 4.5.7
folgern. So erhalten wir schließlich eine Trennaustauschsituation mit Präverflech-
tung (

Hot(Ab�Gek)→ fGek ⊃ Geklesbf ← Hot(Ab!
�Geklesbf ),Gekesbf

)
Ergänzung 6.1.6. Wir verzichten mit unserer Definition eines lesb-Morphismus
auf die erwartbare größere Allgemeinheit aller les-Abbildungen, bei denen die
homologische Dimension des Eigvorschubs nur auf auf Modulgarben statt wie
bei uns auf allen abelschen Garben beschränkt ist.

Satz 6.1.7 (Trennverflechtung für beidseitig derivierte Modulgarben). Die
letzte der in 6.1.5 angegebenen Trennaustauschsituationen mit Präverflechtung
läßt sich nach Quasiisomorphismen lokalisieren im Sinne von ?? zu einer ver-
flochtenen Trennaustauschsituation(

Der(Ab�Gek)→ fGek ⊃ Geklesbf ← Der(Ab!
�Geklesbf ),Gekesbf

)
6.1.8. Einen höheren Zugang zu noch allgemeineren und stärkeren Aussagen in
dieser Richtung kann man in der Dissertation von Recktenwald [?] finden, die
ihrerseits auf dem Formalismus von Hörmann [?] aufbaut.

Beweis. Eine Rechtslinksanpassung ist das Paar (R,L ) mit L allen quisflachen
Komplexen von Modulgarben und R allen Komplexen schwach kompaktweicher
Modulgarben, wie aus den in 5.5.8 diskutierten Eigenschaften von Godementauf-
lösungen leicht folgt. Nach ?? bleibt damit nur noch zu zeigen, daß alle naiven
Verflechtungsquadrate der lokalisierten Trennaustauschsituation über elementa-
ren Trennquadraten der Basis voll kokartesich sind. Im Fall eines kartesischen
Trennquadrats mit Leertrennungen in den Horizontalen ist das eh klar. Im Fall
kartesischer Trennquadrate mit Einstrennungen in den Horizontalen bemerken wir
zunächst, daß jeder Morphismus (X,A)→ (Y,B) von gekringten Räumen fakto-
risiert als (X,A) → (X, f ∗B) → (Y,B). Jedes derartige Trennquadrat läßt sich

166



mithin erhalten als Verklebung der vier Trennquadrate

(W, g∗C ⊗v∗B q∗A) //

��

(W, q∗A)

��

q // (X,A)

��
(W, g∗C)

g

��

// (W, v∗B)

g

��

q // (X, f ∗B)

f

��
(Z, C) // (Z, p∗B)

p // (Y,B)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Rückzüge von
Kringgarben. Unter unseren Annahmen ist aber nach ?? und ?? die Menge der
voll kokartesischen naiven Verflechtungsquadrate stabil unter Verkleben. Es reicht
also, für jedes dieser vier kartesischen Quadrate zu prüfen, daß darüber jedes nai-
ve Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Im Quadrat oben links geht es nur
um Beziehungen zwischen Restriktion und Erweiterung von Skalaren, da folgt
die Behauptung aus der Voraussetzung der Flachheit der Ax über Bf(x), die dazu
führt, daß jeder quisflache Komplex von A-Modulgarben zu einem quisflachen
Komplex von B-Modulgarben restringiert. Im Quadrat oben rechts ist die Aussa-
ge auch leicht zu sehen, dort geht es nur um die Verträglichkeit des gewöhnlichen
Rückzugs mit einer Restriktion der Skalare. Unten rechts haben wir lokal eigent-
lichen Basiswechsel wie wir ihn kennen, nur daß zusätzlich noch Kringgarben
operieren. Es bleibt zu zeigen, daß auch über dem Trennquadrat unten links je-
des naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Das stellen wir zurück und
behandeln zunächst den auch noch ausstehenden Fall der Projektionsformelqua-
drate zu einem lesbf-Morphismus f : (X,A) → (Y,B). Wie zuvor können wir
ihn faktorisieren in (X,A)→ (X, f ∗B)→ (Y,B) und dürfen die beiden Faktoren
getrennt betrachten. Im Fall (X,A)→ (X, f ∗B) reicht es zu zeigen, daß für jeden
quisflachen Komplex G von f ∗B-Moduln und jeden Komplex F von A-Moduln
der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(resf
∗B
A F)⊗f∗B G

∼→ resf
∗B
A (F ⊗A (A⊗f∗B G))

ist. Das ist sogar ohne alle Annahmen an G offensichtlich. Im zweiten Fall erin-
nern wir, daß wir nach 2.7.12 zu jedem Komplex von Modulgarben einen Qua-
siisomorphismus von einem quisflachen Komplex flacher Modulgarben finden
können. Es reicht deshalb zu zeigen, daß für jeden Komplex F von schwach
kompaktweichen f ∗B-Moduln und jeden quisflachen Komplex G von flachen B-
Moduln der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(f(!)F)⊗B G
∼→ f(!)(F ⊗f∗B f ∗G)
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ist und F ⊗f∗B f ∗G aus f -kompaktweichen Garben besteht. In der Tat ist dann
τ f id : F f G → f(!)F f G mit dem Transportmorphismus vorne ein Morphis-
mus von unter den jeweiligen Rückzügen entfalteten Objekten, der kokartesisch
wird in der Lokalisierung und ein voll kokartesisches naives Verflechtungsqua-
drat liefert. Unter diesen Annahmen kommt unser Morphismus aber nach der Pro-
jektionsformel 4.4.9 sogar von einem Isomorphismus von Doppelkomplexen aus
f -kompaktweichen Garben her. Schließlich kümmern wir uns noch um das karte-
sische Trennquadrat mit Einsmorphismen in den Horizontalen in unserem großen
Diagramm unten links, dessen Behandlung wir zurückgestellt hatten. Mit einigen
Vereinfachungen der Notation hat es die Gestalt

(W, g∗C)
g

��

// (W, g∗B)

g

��
(Z, C) // (Z,B)

Sei also F ein quisflacher Komplex aus kompaktweichen g∗B-Moduln. Das zu-
gehörige naive Verflechtungsquadrat hat dann diesselbe linke Vertikale wie das
naive Verflechtungsquadrat zu F f C über dem Projektionsformelquadrat „mit
Raumwechsel ohne Ringwechsel“, von dem wir bereits wissen, daß es voll kokar-
tesisch ist. Das beendet den Beweis.

6.1.9 (Trennverflechtung für halbseitig derivierte Modulgarben). Der vorhe-
rige Satz gilt analog für halbseitig derivierte Modulgarben. Wir dürfen dann be-
liebige les-Abbildungen zulassen und müssen uns nicht auf lesb-Abbildungen be-
schränken, dürfen aber stattdessen nur gekringte Räume (X,A) endlicher Tor-
Dimension zulassen.

Ergänzung 6.1.10. Will man Eigvorschübe mit nicht notwendig flachen Kringgar-
benkomorphismen zulassen, so wird man allgemeiner mit differentiellen graduier-
ten Kringgarben arbeiten müssen.

6.2 Das muß hinter die Diskussion des Formalismus!
Satz 6.2.1 (Trennverflechtung für beidseitig derivierte Modulgarben). Die
letzte der in 6.1.5 angegebenen Trennaustauschsituationen mit Präverflechtung
läßt sich nach Quasiisomorphismen lokalisieren im Sinne von ?? zu einer ver-
flochtenen Trennaustauschsituation(

Der(Ab�Gek)→ fGek ⊃ Geklesbf ← Der(Ab!
�Geklesbf ),Gekesbf

)
Beweis. Eine Rechtslinksanpassung ist das Paar (R,L ) mit L allen quisflachen
Komplexen von Modulgarben und R allen Komplexen schwach kompaktweicher
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Modulgarben, wie aus den in 5.5.8 diskutierten Eigenschaften von Godementauf-
lösungen leicht folgt. Nach ?? bleibt damit nur noch zu zeigen, daß alle naiven
Verflechtungsquadrate der lokalisierten Trennaustauschsituation über elementa-
ren Trennquadraten der Basis voll kokartesich sind. Im Fall eines kartesischen
Trennquadrats mit Leertrennungen in den Horizontalen ist das eh klar. Im Fall
kartesischer Trennquadrate mit Einstrennungen in den Horizontalen bemerken wir
zunächst, daß jeder Morphismus (X,A)→ (Y,B) von gekringten Räumen fakto-
risiert als (X,A) → (X, f ∗B) → (Y,B). Jedes derartige Trennquadrat läßt sich
mithin erhalten als Verklebung der vier Trennquadrate

(W, g∗C ⊗v∗B q∗A) //

��

(W, q∗A)

��

q // (X,A)

��
(W, g∗C)

g

��

// (W, v∗B)

g

��

q // (X, f ∗B)

f
��

(Z, C) // (Z, p∗B)
p // (Y,B)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Rückzüge von
Kringgarben. Unter unseren Annahmen ist aber nach ?? und ?? die Menge der
voll kokartesischen naiven Verflechtungsquadrate stabil unter Verkleben. Es reicht
also, für jedes dieser vier kartesischen Quadrate zu prüfen, daß darüber jedes nai-
ve Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Im Quadrat oben links geht es nur
um Beziehungen zwischen Restriktion und Erweiterung von Skalaren, da folgt
die Behauptung aus der Voraussetzung der Flachheit der Ax über Bf(x), die dazu
führt, daß jeder quisflache Komplex von A-Modulgarben zu einem quisflachen
Komplex von B-Modulgarben restringiert. Im Quadrat oben rechts ist die Aussa-
ge auch leicht zu sehen, dort geht es nur um die Verträglichkeit des gewöhnlichen
Rückzugs mit einer Restriktion der Skalare. Unten rechts haben wir lokal eigent-
lichen Basiswechsel wie wir ihn kennen, nur daß zusätzlich noch Kringgarben
operieren. Es bleibt zu zeigen, daß auch über dem Trennquadrat unten links je-
des naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Das stellen wir zurück und
behandeln zunächst den auch noch ausstehenden Fall der Projektionsformelqua-
drate zu einem lesbf-Morphismus f : (X,A) → (Y,B). Wie zuvor können wir
ihn faktorisieren in (X,A)→ (X, f ∗B)→ (Y,B) und dürfen die beiden Faktoren
getrennt betrachten. Im Fall (X,A)→ (X, f ∗B) reicht es zu zeigen, daß für jeden
quisflachen Komplex G von f ∗B-Moduln und jeden Komplex F von A-Moduln
der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(resf
∗B
A F)⊗f∗B G

∼→ resf
∗B
A (F ⊗A (A⊗f∗B G))

ist. Das ist sogar ohne alle Annahmen an G offensichtlich. Im zweiten Fall erin-
nern wir, daß wir nach 2.7.12 zu jedem Komplex von Modulgarben einen Qua-
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siisomorphismus von einem quisflachen Komplex flacher Modulgarben finden
können. Es reicht deshalb zu zeigen, daß für jeden Komplex F von schwach
kompaktweichen f ∗B-Moduln und jeden quisflachen Komplex G von flachen B-
Moduln der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(f(!)F)⊗B G
∼→ f(!)(F ⊗f∗B f ∗G)

ist und F ⊗f∗B f ∗G aus f -kompaktweichen Garben besteht. In der Tat ist dann
τ f id : F f G → f(!)F f G mit dem Transportmorphismus vorne ein Morphis-
mus von unter den jeweiligen Rückzügen entfalteten Objekten, der kokartesisch
wird in der Lokalisierung und ein voll kokartesisches naives Verflechtungsqua-
drat liefert. Unter diesen Annahmen kommt unser Morphismus aber nach der Pro-
jektionsformel 4.4.9 sogar von einem Isomorphismus von Doppelkomplexen aus
f -kompaktweichen Garben her. Schließlich kümmern wir uns noch um das karte-
sische Trennquadrat mit Einsmorphismen in den Horizontalen in unserem großen
Diagramm unten links, dessen Behandlung wir zurückgestellt hatten. Mit einigen
Vereinfachungen der Notation hat es die Gestalt

(W, g∗C)
g

��

// (W, g∗B)

g

��
(Z, C) // (Z,B)

Sei also F ein quisflacher Komplex aus kompaktweichen g∗B-Moduln. Das zu-
gehörige naive Verflechtungsquadrat hat dann diesselbe linke Vertikale wie das
naive Verflechtungsquadrat zu F f C über dem Projektionsformelquadrat „mit
Raumwechsel ohne Ringwechsel“, von dem wir bereits wissen, daß es voll kokar-
tesisch ist. Das beendet den Beweis.

6.2.2 (Trennverflechtung für halbseitig derivierte Modulgarben). Der vorhe-
rige Satz gilt analog für halbseitig derivierte Modulgarben. Wir dürfen dann be-
liebige les-Abbildungen zulassen und müssen uns nicht auf lesb-Abbildungen be-
schränken, dürfen aber stattdessen nur gekringte Räume (X,A) endlicher Tor-
Dimension zulassen.

6.3 Anwendung auf Mannigfaltigkeiten
Lemma 6.3.1. Für die konstante Abbildung c : E → top eines endlichdimensio-
nalen reellen affinen Raums auf einen Punkt und alle G ∈ Der(Ab) ist die Einheit
der Adjunktion ein Isomorphismus

c∗G
∼→ c!c!c

∗G
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6.3.2. Insbesondere finden wir c!Ztop
∼= ZE[d] für d = dimE und präziser formu-

liert einen Isomorphismus E ∼→ c!Hd
! (E)[−d] und damit E ⊗ Hd

! (E)∗[d]
∼→ ωE .

Beweis. Nach dem Verschwindungskriterium [TSF] 2.2.24 reicht es zu zeigen,
daß unsere Einheit der Adjunktion für jede konvexe offene Teilmenge D ⊂◦ E mit
der Einbettung j : D ↪→ E Isomorphismen c∗j∗j!c∗G

∼→ c∗j∗j
!c!c!c

∗G liefert. Sie
mögen in 6.3.15 prüfen, daß in dieser Situation die Koeinheit der Adjunktion einen
Isomorphismus c!j!j

!c∗G
∼→ c!c

∗G liefert. FürG eine abelsche Gruppe wissen wir
das bereits aus [TG] 4.8.16. Nach [TG] 6.3.20 fällt nun aber der von der Einheit
der Adjunktion induzierte Morphismus j! ⇒ j!c!c! zusammen mit der aus Einheit
und Koeinheit von Adjunktionen gebildeten Komposition

j! ⇒ (cj)!(cj)!j
! ∼⇒ j!c!c!j!j

! ⇒ j!c!c!

Wir wissen nach dem Vorhergehenden bereits, daß der Letzte dieser Pfeile einen
Isomorphismus liefert, wenn wir ihn auf c∗G anwenden. Der erste Pfeil liefert
also unter c∗j∗ einen Isomorphismus auf c∗G genau dann, wenn die Komposition
einen Isomorphismus auf c∗G liefert. Da D homöomorph ist zu E, reicht es also
zu zeigen, daß für c selber die Adjunktion einen Isomorphismus

c∗c
∗G

∼→ c∗c
!c!c
∗G

induziert. Die Projektionsformel liefert Isomorphismen c!c
∗G

∼→ c!(ZE⊗c∗G)
∼→

(c!ZE)⊗G. Sie zeigen, daß c!c
∗ eine Äquivalenz von Kategorien ist. Dasselbe gilt

für den adjungierten Funktor c∗c! und zeigt, daß die Einheit der Adjunktion ein
Isomorphismus G ∼→ c∗c

!c!c
∗G ist. Andererseits zeigt 3.1.4, daß die Einheit der

Adjunktion (c∗, c∗) einen IsomorphismusG ∼→ c∗c
∗G liefert. Zusammen folgt wie

gewünscht, daß die Einheit der Adjunktion (c!, c
!) einen Isomorphismus c∗c∗G

∼→
c∗c

!c!c
∗G induziert.

Beispiel 6.3.3 (Dualisierende Garbe einer Mannigfaltigkeit). Gegeben eine d-
Mannigfaltigkeit M konstruieren wir einen Isomorphismus

ωM
∼→ orM [d]

ihrer dualisierenden Garbe mit der Orientierungsgarbe aus [TG] 4.10.8 verscho-
ben in das Negative der Dimension. Dazu gehen wir von der Erkenntnis aus, daß
ωM [−d] nach 6.3.2 eine Garbe ist und daß 6.3.2 weiter für U ⊂◦ M homöomorph
zu Rd einen natürlichen Isomorphismus (ωM [−d])(U)

∼→ Hd
! (U ;Z)∗ liefert. So er-

halten wir einen Isomorphismus der Restriktionen beider Garben auf die durch die
fraglichen Mengen U gegebene Basis der Topologie, und unsere verallgemeinerte
Garbifizierung aus [TG] 2.2.42 zeigt dann, daß er von genau einem Isomorphis-
mus der ursprünglichen Garben herkommen muß.
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Beispiel 6.3.4 (Dualisierende Garbe einer Randfaltigkeit). Gegeben eine d-
Randfaltigkeit R und i : ∂R ↪→ R die abgeschlossene Einbettung ihres Randes
und j : M ↪→ R die offene Einbettung seines Komplements betrachten wir das
ausgezeichnete Dreieck i!i!ωR → ωR → j∗j

∗ωR →. Wir können es umschrei-
ben zu einem ausgezeichneten Dreieck i∗ω∂R → ωR → j∗ωM → und folgern
die Beschreibung ωR = Keg(j∗orM → i∗Z∂R)[d − 1] der dualisierenden Garbe
unserer Randfaltigkeit R als verschobener Kegel eines Morphismus von Garben
j∗orM → i∗Z∂R. Nun wird der Leser etwa durch Einschränkung auf den Fall
eines Halbraums unschwer zeigen können, daß der fragliche Morphismus unter
i∗ ein Isomorphismus wird. So folgt i∗ωR = 0 und das ausgezeichnete Dreieck
j!j

!ωR → ωR → i∗i
∗ωR → liefert damit einen Isomorphismus

j!orM [d] = j!ωM
∼→ ωR

Dasselbe gilt auch für Eckfaltigkeiten, die sich ja topologisch nicht von Randfal-
tigkeiten unterscheiden.
6.3.5 (Lokale Kohomologie als Hyperkohomologie). Gegeben A ⊂ X eine lo-
kal abgeschlossenene Teilmenge in einem topologischen Raum erklären wir ihre
Lokalgarbe LA = LA⊂X ∈ Der(Ab/X) durch die Vorschrift

LA := (i!ZAVZX)

für i die Inklusionsbbildung. Mit dieser Notation spezialisiert die allgemeine Iden-
tifikation [TS] ?? zwischen Einsverschmelzungen und Leerverschmelzungen in
das Homobjekt zu ausgezeichneten Isomorphismen

Extp(i!ZA,ZX)
∼→ Hp(X;LA)

Für A ⊂∧ X abgeschlossen liefert der Isomorphismus der relativen Verdierdualität
weiter einen Isomorphismus i∗i!ZX

∼→ LA und so auch kanonische Isomorphis-
men Hp

A(X)
∼→ Hp(A; i!ZX), die Sie in 5.2.3 sogar mit Koeffizienten hergeleitet

haben.
Beispiel 6.3.6 (Lokalgarbe einer Untermannigfaltigkeit). Ist X eine orientier-
te n-Mannigfaltigkeit und A eine orientierte a-Mannigfaltigkeit und i : A ↪→ X
eine Einbettung als abgeschlossene Teilmenge, so liefern die Orientierungen aus-
gezeichnete Isomorphismen ZX

∼→ ωX [n] und ZA
∼→ ωA[a] und zusammen mit

dem offensichtlichen Isomorphismus ωA
∼→ i!ωX erhalten wir für p := n − a

einen ausgezeichneten Isomorphismus

LA
∼→ i∗ZA[−p]

zwischen der Lokalgarbe und dem in die Kodimension verschobenen direkten
Bild der konstanten Garbe. Insbesondere erhalten wir in dieser Situation ausge-
zeichnete Isomorphismen Hq

A(X)
∼→ Hq−p(A). Das Urbild von 1 ∈ H0(A) unter
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diesem Isomorphismus nennen wir den Fundamentalkozykel von A in X und
notieren es

τA = τA⊂X ∈ Hp
A(X)

Je nach Kontext verwenden wir dieselbe Notation und Bezeichnung auch für das
Bild dieses Elements τA in Hp(X). Insbesondere ist der Fundamentalkozykel von
X in X die Eins des Kohomologierings. Ist hier A kompakt, so können wir auch
das Bild des Fundamentalkozykels in der kompakten Kohomologie von X be-
trachten. Wir notieren es

τ̄A = τ̄A⊂X ∈ Hp
! (X)

6.3.7 (Beschreibung des cup-Produkts mit Lokalgarben). Gegeben ein topo-
logischer Raum X mit abgeschlossenen Teilmengen A,B ⊂∧ X liefert unser Iso-
morphismus i!ZA ⊗ j!ZB

∼→ k!ZA∩B aus ?? einen ausgezeichneten Morphismus

LA ⊗ LB → LA∩B
vom derivierten Tensorprodukt der Lokalgarben in die Lokalgarbe des Schnitts.
Das zugehörige cup-Produkt mit Koeffizienten paßt dann offensichtlich in ein
kommutatives Diagramm

Hp
A(X)× Hq

B(X) → Hp+q
A∩B(X)

↓ o o ↓
Hp(X;LA)×Hq(X;LB) → Hp+q(X;LA∩B)

Beispiel 6.3.8. Seien X eine orientierte n-Mannigfaltigkeit und A,B ⊂ X ab-
geschlossene Teilmengen, die ihrerseits orientierte Mannigfaltigkeiten der Kodi-
mensionen p, q sind. Schließlich nehmen wir noch an, daß ihr Schnitt A ∩ B eine
orientierte Mannigfaltigkeit ist von der Kodimension p + q in X . So spezialisiert
unser ausgezeichneter Morphismus LA ⊗ LB → LA∩B aus 6.3.7 für i, j, k die
jeweiligen Einbettungen zu einem ausgezeichneten Morphismus

i∗ZA[−p]⊗ j∗ZB[−q]→ k∗ZA∩B[−p− q]

Die zugehörige Abbildung H0(A) × H0(B) → H0(A ∩ B) bildet das Paar (1, 1)
ab auf eine lokal konstante Funktion s : A ∩ B → Z, deren Wert an einer Stelle
x ∈ A ∩ B wir die lokale Schnittmultiplizität nennen. So finden wir für das
cup-Produkt der Fundamentalkozykel die Darstellung

τA ∪ τB =
∑
Z

s(Z)τZ

mit der Summe über die Zusammenhangskomponenten Z von A∩B. Diese Sum-
me kann durchaus unendlich viele Summanden haben und muß dann in der of-
fensichtlichen Weise in Hp+q

A∩B(X)
∼→ H0(A ∩ B) interpretiert werden. Erlau-

ben wir allgemeiner, daß A ∩ B zusätzlich Zusammenhangskomponenten ha-
ben darf, die Mannigfaltigkeiten einer Kodimension > p + q in X sind, so muß
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LA ⊗ LB → LA∩B auf diesen Komponenten der Nullmorphismus sein und unse-
re Formel gilt entsprechend, wenn wir diese Zusammenhangskomponenten außen
vor lassen.

Beispiel 6.3.9 (Lokale Schnittmultiplizitäten ebener Kurven). Wir betrachten
den Fall von zwei abgeschlossenen orientierten Einsmannigfaltigkeiten in einer
orientierten Zweimannigfaltigkeit A,B ⊂ X derart, daß ihr Schnitt A ∩ B eine
diskrete Teilmenge von X ist. Gegeben ein Punkt x ∈ A ∩ B versuchen wir, die
zugehörige lokale Schnittmultiplizität s(x) zu bestimmen. Sicher ist sie in dem
Sinne lokal, daß sie sich nicht ändert, wenn wir X durch eine beliebige offene
Umgebung von x ersetzen und A,B durch ihre Schnitte mit dieser Umgebung.
So ziehen wir uns auf den Fall zurück, daß X homöomorph ist zu R2 und daß
A,B abgeschlossen sind in X und daß weder die Komponente von x in A noch
die Komponente von x in B kompakt ist. Weiter zeigt Lokalität, daß sich die
lokale Schnittmultiplizität bei x nicht ändert, wenn wir A und B durch die Zu-
sammenhangskomponenten in A beziehungsweise B von x ersetzen. Dann aber
spezialisiert unsere Formel zu

τA ∪ τB = s(x)τx

und wir hatten in diesem Fall bereits in 5.9.6 besprochen, daß gilt |s(x)| ≤ 1 mit
|s(x)| = 1 genau dann, wenn jede Komponente von X\A jede Komponente von
X\B trifft. Um schließlich auch noch das Vorzeichen zu beschreiben, mag man
vorgehen wir folgt. Die Orientierungen von A und X zeichnen von den beiden
Kommponenten von U := X\A eine als die „Rechte“ und die andere als die
„Linke“ aus. Wir notieren sie Ur und Ul. Ebenso zerfällt V := X\B in eine
„rechte“ und Komponente Vr und eine „linke“ Komponente Vl. Nun betrachten wir
einen geschlossenen Weg, der in Vr ∩Ur beginnt und erst in U nach Vl läuft, dann
in V nach Ul, dann in U nach Vr und schließlich wieder in V zum Ausgangspunkt
zurück. Dessen Umlaufzahl um x ∈ X bestimmt das Vorzeichen von s(x). Es sei
dem Leser überlassen, diese Aussage zu präzisieren und zu beweisen.

6.3.10 (Lokale Schnittmultiplizitäten bei transversalem Schnitt). Seien X ei-
ne orientierte n-Mannigfaltigkeit und A,B ⊂∧ X abgeschlossene orientierte Un-
termannigfaltigkeiten der Kodimensionen p, q, die sich transversal schneiden in
dem Sinne, daß jeder Punkt x ∈ A∩B eine offene Umgebung U ⊂◦ X besitzt mit-
samt einem Homöomorphismus U ∼→ E zu einem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum, unter dem A ∩ U und B ∩ U bijektiv auf Untervektorräume der Ko-
dimensionen p beziehungsweise q abgebildet werden, die zusammen E erzeugen.
Wir nennen so einen Homöomorphismus eine Schnittplättung. Unter diesen An-
nahmen ist auch A∩B eine Mannigfaltigkeit und wir können darauf die Schnitt-
orientierung erklären durch die Vorschrift, daß sie unter jeder Schnittplättung
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der Schnittorientierung entspricht, wie wir sie in 5.9.13 im Fall von Untervektor-
räumen eingeführt haben. Mit dieser Schnittorientierung auf A ∩ B gilt dann mit
derselben Argumentation

τA ∪ τB = τA∩B =
∑

Z∈Zus(A∩B)

τZ

Die Summe läuft hierbei wieder über alle Zusammenhangskomponenten Z von
A ∩ B. In Worten ist also im Fall eines transversalen Schnitts das cup-Produkt
der Fundamentalkozykel der Fundamentalkozykel des Schnitts. Diese Identität in
Hp+q
A∩B(X) liefert dieselbe Identität τA ∪ τB = τA∩B in Hp+q(X) und liefert im

Fall von kompaktem B zusätzlich in der kompakten Kohomologie Hp+q
! (X) die

feinere Identität
τA ∪ τ̄B = τ̄A∩B

Übungen

Übung 6.3.11. Gegeben eine lokal konstante abelsche Garbe F mit endlich er-
zeugten Halmen auf einer Mannigfaltigkeit X ist der kanonische Morphismus ein
Isomorphismus

F ∼→ DXDXF

Übung 6.3.12. Auf einem abzählbar basierten lokal kompakten HausdorffraumX
ist jede kompaktweiche Garbe F globale-Schnitte-entfaltet. Hinweis: Man schrei-
be unseren Hausdorffraum als aufsteigende Vereinigung einer Folge von Kom-
pakta X =

⋃
Kn und wähle eine welke Auflösung F ↪→ I�. Dann sind die Se-

quenzen Γ(Kn;F) ↪→ Γ(Kn; I�) exakt und im Limes nach dem Mittag-Leffler-
Kriterium auch die Sequenzen ΓF ↪→ ΓI�.

Übung 6.3.13. Gegeben eine abzählbar basierte n-Mannigfaltigkeit X hat der
Funktor Γ : Ab/X → Ab der globalen Schnitte höchstens die homologische
Dimension n. Hinweis: Gegeben eine kompaktweiche Auflösung F ↪→ G� ist
im(Gn−1 → Gn) kompaktweich nach 5.8.14 und [TG] 4.10.2. Dann verwende
man 6.3.12.

Übung 6.3.14 (Lokalität der Eigenschaft kompaktweich). Eine abelsche Garbe
auf einem lokal kompakten Hausdorffraum ist kompaktweich genau dann, wenn
jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt derart, daß die Einschränkung unserer
Garbe darauf kompaktweich ist. Hinweis: Man zeige mit 5.8.14, daß das System
der offenen Teilmengen, auf denen eine abelsche Garbe kompaktweich ist, stabil
ist unter endlichen Vereinigungen. Dann zeige man mit 4.3.6, daß es auch stabil
ist unter beliebigen Vereinigungen.
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Übung 6.3.15. GegebenG ∈ Der(Ab) und c : Rn → top die konstante Abbildung
zeige man, daß für jeden Punkt x ∈ Rn die wie in [TG] 4.8.16 konstruierten
Abbildungen Isomorphismen

Hq
{x}(R

n; c∗G)
∼→ Hq

! (R
n; c∗G)

sind. Hinweis: Nach [TG] 4.10.2 hat Γ! : Ab/Rn → Ab endliche homologische
Dimension. Nach 6.3.13 und der Lokalisierungssequenz hat auch Γ{x} : Ab/Rn →
Ab endliche homologische Dimension. So zieht man sich auf den Fall eines be-
schränkten Komplexes G zurück, in dem die Behauptung aus [TG] 4.8.16 folgt.

Übung 6.3.16 (Fundamentalkozykel einer Untervarietät). SeienX eine n-Man-
nigfaltigkeit und A ⊂∧ X eine abgeschlossene Teilmenge, die eine Filtrierung

A = A≤a ⊃ A≤a−1 ⊃ . . . ⊃ A≤0 ⊃ ∅ = A≤−1 = A≤−2 = . . .

durch abgeschlossene Teilmengen besitzt derart, daß A≤q\A≤q−1 jeweils eine q-
Mannigfaltigkeit ist. Man zeige HpLA≤q = 0 für p + q < n und zeige unter der
zusätzlichen Annahme A≤a−1 = A≤a−2 für A◦ := A\A≤a−2, daß der natürliche
Morphismus einen Isomorphismus

Hn−aLA
∼→ Hn−aLA◦

liefert. Sind schließlich Orientierungen auf X und A◦ gewählt, so erhält man
weiter wie in 6.3.6 ausgezeichnete Isomorphismen LA◦

∼→ j∗ZA◦ [a − n] für
j : A◦ ↪→ X die Einbettung und damit einen ausgezeichneten globalen Schnitt
1 ∈ ΓHn−aLA◦ und dann auch in ΓHn−aLA. Weil wir bereits wissen, daß gilt
HqLA = 0 für q < n − a, ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphis-
mus ΓHn−aLA

∼→ Hn−a(X;LA) und wir erhalten ein ausgezeichnetes Element
der lokalen Kohomologie, das wir wieder den Fundamentalkozykel von A in X
nennen und

τA = τA⊂X ∈ Hn−a
A (X)

notieren. Er hängt von den gewählten Orientierungen ab. Man zeigt unschwer,
daß er im Fall einer Mannigfaltigkeit A mit dem Fundamentalkozykel aus 6.3.6
übereinstimmt und daß für U ⊂◦ X offen und u : U ↪→ X die Einbettung in
Hn−a
A∩U(U) gilt u∗τA = τA∩U . Ein typisches Beispiel für eine Situation der hier be-

schriebenen Art ist der Fall einer glatten komplexen algebraischen Varietät V mit
einer abgeschlossenen Untervarietät W ⊂∧ V und den zugehörigen topologischen
Räumen W (C) ⊂∧ V (C) mit der analytischen Topologie als A ⊂∧ X , vergleiche
[TG] 4.10.24.

Übung 6.3.17 (Berechnung lokaler Schnittmultiplizitäten). Seien A,B abge-
schlossene Teilmengen von X := Rn und a, b ∈ N und τA ∈ Hn−a

A (X) sowie
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τB ∈ Hn−b
B (X) lokale Kohomologieklassen. Wir nehmen an, der Schnitt A∩B =

{x} sei ein einziger Punkt, und wollen τA ∪ τB ∈ Hn
x(X) bestimmen. Gegeben

eine kompakte Kugel K ⊂ X mit x ∈ K ist der Rückzug ein Isomorphismus
Hn
x(X)

∼→ Hn
K(X). Wir können damit τA ersetzen durch sein Bild in Hn−a

A∪K(X)
und τB durch sein Bild in Hn−b

B∪K(X). Die Homotopieinvarianz der lokalen Koho-
mologie [TG] 4.5.16 zeigt nun, daß jede Abbildung ϕ : (X,K)→ (X,K), die als
Abbildung von Raumpaaren homotop ist zur Identität im Sinne von [TS] 2.1.10
und die außerhalb von K die Identität ist, die Klasse τB ∈ Hn−b

B∪K(X) festhält.
Diese Klasse ist damit auch das Bild von ϕ∗(τB) ∈ Hn−b

ϕ−1(B)(X). Bei geschickter
Wahl von ϕ kann nun

τA ∪ ϕ∗(τB) ∈ Hn
K(X)

leichter zu berechnen sein. Wenn wir etwa ein ϕ finden können, für das gilt
A ∩ ϕ−1(B) = ∅, so folgern wir sofort τA ∪ τB = τA ∪ ϕ∗(τB) = 0. Im Fall
der Fundamentalkozykel von Untervarietäten und ähnlich gelagerten Fällen wie
in 6.3.16 dahingegen gilt es salopp gesprochen, mit ϕ „unser B ein bißchen zu
verschieben, so daß aus dem einem Schnittpunkt x mehrere Schnittpunkte mit
transversalem Schnitt werden, und diese Schnittpunkte müssen wir dann nach
6.3.10 nur noch mit geeigneten Vorzeichen zählen“. Im Fall von Untervarietäten
einer glatten komplexen Varietät weiß man sogar zusätzlich, daß dann alle diese
Vorzeichen +1 sein müssen.
Übung 6.3.18 (Zurückholen der lokalen Kohomologie mit sechs Funktoren).
Gegeben A ⊂∧ X eine abgeschlossene Teilmenge eines topologischen Raums und
F ∈ Ab/X und i : A ↪→ X die Einbettung und c = cA : A → top die konstante
Abbildung kennen wir aus 5.2.3 einen ausgezeichneten Isomorphismus

HqcA∗i
!F ∼→ Hq

A(X;F)

Gegeben B ⊂∧ Y eine weitere abgeschlossene Teilmenge eines topologischen
Raums und j : B ↪→ Y die Einbettung f : X → Y eine stetige Abbildung
mit f−1(B) ⊂ A und φ : F → G ein Morphismus in Der�f (F ,G) alias ein
Morphismus G → f∗F in Der(Ab/X) konstruieren wir einen Morphismus

φ~ : cB∗j
!G → cA∗i

!F

in Der(Ab) oder ganz pedantisch Der(Ab/top) unter Betrachtung des Diagramms

f−1(B) �
� u //

fB
��

A �
� i // X

f
��

B �
� j // Y

als die Komposition

cB∗j
!G → cB∗j

!f∗F
∼→ cB∗fB∗u

!i!F ∼→ cA∗u∗u
!i!F ∼→ cA∗u!u

!i!F ∼→ cA∗i
!F
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eines von φ induzierten Morphismus mit Basiswechsel, der Isotransformation
u!

∼⇒ u∗ und der Koeinheit der Adjunktion. Man zeige, daß dieser Morphismus φ~

im Fall von gewöhnlichen abelschen Garben F ,G unser Zurückholen auf der lo-
kalen Kohomologie aus [TG] 4.4.7 induziert, in Formeln also die Kommutativität
des Diagramms

HqcB∗j
!G ∼ //

φ~

��

Hq
B(Y ;G)

��
HqcA∗i

!F ∼ // Hq
A(X;F)

Man zeige weiter für verknüpfbare Komorphismen φ~ ◦ ψ~ = (ψ ◦ φ)~ und der
Vollständigkeit halber auch id~ = id.

Übung 6.3.19 (Vorschub der relativen Homologie mit sechs Funktoren). Sind
in den Notationen der vorhergehenden Übung 6.3.18 alle beteiligten topologi-
schen Räume lesb, so konstruiert man in derselben Weise für jeden Morphismus
ϕ : f!F → G in Der(Ab/Y ) einen Morphismus

ϕ~ : cA!i
∗F → cB!j

∗G

in Der(Ab) oder ganz pedantisch Der(Ab/top) und zeigt ψ~ ◦ ϕ~ = (ψ ◦ ϕ)~
und der Vollständigkeit halber auch id~ = id. Man beachte, daß ein Morphismus
ϕ : f!F → G nicht einem eigentlichen Opkomorphismus entspricht.

Beispiel 6.3.20. Ist f : X → Y eine stetige Abbildung von Mannigfaltigkeiten
derselben Dimension n mit diskreten Fasern, so ist f(!) nach eigentlichem Basis-
wechsel ein exakter Funktor und induziert einen Morphismus f!ωX → ωY oder
auch einfacher einen Morphismus ϕ : f! orX → orY . Gegeben A ⊂∧ X und
B ⊂∧ Y mit f−1(B) ⊂ A entspricht die zugehörige Abbildung ϕ~ : Γ!(A; orX)→
Γ!(B; orY ) unter unserem Isomorphismus [TS] 4.3.4 dem Vorschub Hn(X,X\A)→
Hn(Y, Y \B). Das ist seinerseits ein Spezialfall der Natürlichkeit des Vergleichs-
isomorphismus der relativen Homologie 7.4.30.
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Vorschlag Raumbenennung:

119 N
125 V
127 V ∗

218 Z
226HH H2

232 Ω
318 Q
414 R
403 R2

404 C
Soz.raum ∀
Fak.raum n! (noch den Dekan um sein ok bitten)
Fachschaft Vielleicht Eigenraum, da soll die Fachschaft entscheiden.
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7 Anwendungen und Vergleichssätze

7.1 Mannigfaltiger Eigrückzug
7.1.1. Gegeben ein topologischer Raum Y und ein endlichdimensionaler reeller
affiner Raum E der Dimension d := dimE und die Projektion c : E × Y → Y
haben wir offensichtliche Isomorphismen

c!ZE×Y
∼→ c!c

∗ZY
∼→ c! pr∗E ZE

∼→ pr∗Y fin! ZE ∼= ZY [−d]

Lemma 7.1.2. Gegeben ein topologischer Raum Y und ein endlichdimensionaler
reeller affiner Raum E ist für die Projektion c : E × Y → Y und beliebiges
G ∈ Der(Ab/Y ) die Einheit der Adjunktion stets ein Isomorphismus

c∗G ∼→ c!c!c
∗G

7.1.3. Insbesondere finden wir c!ZY ∼= ZE×Y [d] für d = dimE und finden sogar
einen kanonischen Isomorphismus c!ZY

∼→ ZE×Y [d]⊗ Hd
! (E)∗.

Beweis. Nach dem Verschwindungskriterium [TD] ?? reicht es zu zeigen, daß un-
sere Einheit der Adjunktion für jede nichtleere konvexe offene Teilmenge D ⊂◦ E
und die zugehörige Einbettung j : D×Y ↪→ E×Y Isomorphismen c∗j∗j∗c∗G

∼→
c∗j∗j

∗c!c!c
∗G liefert. Hierfür können wir die im Fall eines einpunktigen Raums Y

in 6.3.1 gegebene Argumentation kopieren, sobald wir zeigen können, daß auch
in dieser Situation die Koeinheit der Adjunktion einen Isomorphismus

c!j!j
!c∗G ∼→ c!c

∗G
liefert. Das aber dürfen wir halmweise an jedem Punkt y ∈ Y prüfen und mit Ba-
siswechsel folgt es so aus der bereits beim Beweis von 6.3.1 gezeigten Aussage im
Fall eines einpunktigen Raums Y . Jetzt kann die Argumentation wie in 6.3.1 wei-
terlaufen. Da D homöomorph ist zu E, reicht es zu zeigen, daß unsere Abbildung
für alle Y einen Isomorphismus c∗c∗G

∼→ c∗c
!c!c
∗G induziert. Wir wissen aber aus

der Projektionsformel, daß c!c
∗ isomorph ist zum Funktor (c!ZE×Y )⊗ und damit

nach 7.1.1 eine Äquivalenz von Kategorien. Also ist auch der adjungierte Funktor
c∗c

! eine Äquivalenz von Kategorien und die Einheit der Adjunktion ein Isomor-
phismus G ∼→ c∗c

!c!c
∗G. Daß andererseits auch die Einheit der Adjunktion ein

Isomorphismus G ∼→ c∗c
∗G ist, wissen wir bereits aus 3.1.4. Der Satz folgt.

Definition 7.1.4. Eine stetige Abbildung f : X → Y heißt d-mannigfaltig von
der relativen Dimension d oder kurz d-mannigfaltig, wenn sie separiert ist und
es für jeden Punkt x ∈ X ein kommutatives Diagramm

V × Rd

��

� � // X

f
��

V �
� // Y
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gibt mit offenen Einbettungen in den Horizontalen und x im Bild der oberen Ho-
rizontalen.

Beispiel 7.1.5. Eine 0-mannigfaltige Abbildung ist dasselbe wie eine separierte
étale Abbildung.
7.1.6. Offensichtlich ist jede mannigfaltige Abbildung lokal eigentlich und für d
die relative Dimension unserer Abbildung ist jede ihrer Fasern eine d-Mannig-
faltigkeit. Nach dem Verschwinden hoher kompakter Kohomologie bei Mannig-
faltigkeiten [TG] 4.10.2 und lokal eigentlichem Basiswechsel ist also jede man-
nigfaltige Abbildung lesb. Nach 7.1.2 ist für f : X → Y mannigfaltig von der
relativen Dimension d der Komplex f !ZY [−d] eine abelsche Garbe auf X , die lo-
kal frei ist vom Rang Eins. Wir nennen sie die relative Orientierungsgarbe und
notieren sie

orf = orX/Y := f !ZY [−d]

Ist die relative Orientierungsgarbe isomorph zur konstanten Garbe ZX , so nennen
wir unsere mannigfaltige Abbildung orientierbar und die Wahl eines Isomorphis-
mus orf

∼→ ZX nennen wir eine Orientierung von f . Für jede 0-mannigfaltige
alias separierte étale Abbildung haben wir in 5.8.3 bereits eine ausgezeichnete
Orientierung konstruiert.
7.1.7. Gegeben ein f : X → Y lesb und F ,G ∈ Der(Ab/Y ) erhalten wir einen
natürlichen Morphismus

f !F ⊗ f ∗G → f !(F ⊗ G)

aus der Komposition f!(f
!F ⊗ f ∗G)

∼→ f!f
!F ⊗ G → F ⊗ G des von der Projek-

tionsformel herrührenden Morphismus mit der Koeinheit der Adjunktion.

Satz 7.1.8 (Eigrückzug unter mannigfaltigen Abbildungen). Im Fall einer man-
nigfaltigen Abbildung f : X → Y induziert unser natürlicher Morphismus 7.1.7
Isomorphismen

f !ZY ⊗ f ∗G
∼→ f !G

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß unsere
mannigfaltige Abbildung f die Projektion c : E×Y → Y ist für einen endlichdi-
mensionalen reellen affinen Raum E. In diesem Fall ist schon mal die Koeinheit
der Adjunktion einen Isomorphismus c!c

!ZY
∼→ ZY , da es nach 7.1.1 ein Objekt

F gibt mit c!F ∼= ZY . Wir können also von einem Isomorphismus

c!(c
!ZY ⊗ c∗G)

∼→ c!c
!ZY ⊗ G

∼→ ZY ⊗ G
∼→ G

ausgehen und müssen zeigen, daß er unter dem Anwenden der Adjunktion wieder
einen Isomorphismus c!ZY ⊗ c∗G ∼→ c!G liefert. Das ist klar, sobald wir zeigen
können, daß es überhaupt ein Objekt E gibt mit c!ZY ⊗ c∗G ∼= c!E oder auch nur
ein Objekt E mit c∗G ∼= c!E . Das aber folgt aus unserer Erkenntnis 7.1.2, daß die
Einheit der Adjunktion stets ein Isomorphismus c∗G ∼→ c!c!c

∗G ist.
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Übungen

Übung 7.1.9. Die Verknüpfung von zwei mannigfaltigen Abbildungen ist wieder
eine mannigfaltige Abbildung. Orientierungen unserer beiden Abbildungen indu-
zieren in natürlicher Weise eine Orientierung ihrer Verknüpfung. Wir nennen sie
die Verknüpfungsorientierung.

Übung 7.1.10. Ist in einem kartesischen Diagramm von topologischen Räumen ei-
ne Ausgangskante d-mannigfaltig, so auch die gegenüberliegende Kante aus dem
Faserprodukt. Ist fp = qg kartesisch mit f mannigfaltig, so ist die ausgezeichnete
Transformation aus 5.7.20 eine Isotransformation

p∗f ! ∼⇒ g!q∗

Insbesondere induziert jede Orientierung von f eine Orientierung von g. Wir nen-
nen sie die zurückgezogene Orientierung. Ich habe diese Übung noch nicht ge-
macht.

7.2 Homologien und ihre Funktorialitäten
7.2.1. Seien X ein lokal kompakter homologisch kompaktendlicher Hausdorff-
raum und c := finX : X → top die konstante Abbildung. Unsere Vergleichs-
isomorphismen zur singulären Homologie und Kohomologie, die wir im Anschluß
in 7.2.4 besprechen, motivieren uns zu den Definitionen

Hq(X)garb := H−qc!c
!Ztop Hq(X)garb := Hqc∗c

∗Ztop

H!
q(X)garb := H−qc∗c!Ztop Hq

! (X)garb := Hqc!c
∗Ztop

Wir nennen diese Gruppen die garbentheoretische Homologie, Kohomologie,
lokalendliche Homologie und kompakte Kohomologie. Analoge Definitionen
Hq(X;G)garb := H−qc!c

!Gtop und dergleichen vereinbaren wir für den Fall ei-
ner abelschen Gruppe G. Wenn wir den Zusatz garb weglassen, gilt es aus dem
Kontext zu erschließen, was genau gemeint ist.

7.2.2. Die wesentlichen Funktorialitäten dieser vier Theorien faßt die folgende
Tabelle zusammen. Mehr dazu wird im Anschluß diskutiert.

Vorschub Rückzug

Hq beliebig eigentlich orientiert mannigfaltig

H!
q eigentlich orientiert mannigfaltig

Hq
! orientiert mannigfaltig eigentlich

Hq eigentlich orientiert mannigfaltig beliebig
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7.2.3 (Diskussion weiterer Verallgemeinerungen). Die beiden Kohomologien
aus 7.2.1 sind sogar für beliebige topologische Räume sinnvoll definiert, aber die
kompakte Kohomologie hat nur im Fall lokal kompakter Hausdorffräume gute
Eigenschaften. Unsere natürlichen Isomorphismen aus 5.7.16 induzieren für jeden
homologisch kompaktendlichen lokal kompakten Hausdorffraum X und c : X →
top die konstante Abbildung einen Isomorphismus Dc!c

∗Ztop
∼→ c∗c

!Ztop und
dann mit dem abstrakten universellen Koeffiziententheorem [TD] 3.8.22 für jede
abelsche Gruppe G kurze exakte und unnatürlich spaltende Sequenzen

Ext(Hq+1
! X,G) ↪→ H!

q(X;G)� Hom(Hq
!X,G)

Die lokalendliche Homologie kann man sogar für beliebige topologische Räume
sinnvoll definieren als

H!
q(X)garb := H−qDc!c

∗Ztop

Auch sie hat jedoch nur im Fall lokal kompakter Hausdorffräume gute Eigen-
schaften. Für die garbentheoretische Homologie kenne ich keine sinnvolle Ver-
allgemeinerung über den Fall lokal kompakter homologisch kompaktendlicher
Hausdorffräume hinaus.
7.2.4 (Vergleichsisomorphismen zur singulären Theorie). Um die obigen De-
finitionen zu motivieren und mit Anschauung zu füllen, diskutiere ich Vergleichs-
isomorphismen zur singulären Theorie.

Kohomologie: Einen Vergleichsisomorphismus Hq(X)garb
∼→ Hq(X)sing haben

wir bereits in [TG] 5.1.4 für jeden lokal singulärazyklischen Raum konstru-
iert;

Kompakte Kohomologie: Einen Isomorphismus Hq
! (X)garb

∼→ Hq
! (X)sing haben

wir bereits in [TG] 5.1.21 für jeden lokal singulärazyklischen lokal kompak-
ten Hausdorffraum konstruiert;

Relative Kohomologie: Gegeben seien ein lokal singulärazyklischer Raum X
mit i : A ↪→ X der Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und a
der konstanten Abbildungen von A auf den einpunktigen Raum. Aus [TG]
5.1.20 kennen wir den zweiten Isomorphismus der Sequenz

Hqa∗i
!ZX

∼→ Hq
A(X;Z)garb

∼→ Hq(X,X\A;Z)sing

Den ersten dieser Isomorphismen kennen wir aus 5.2.3.

Wir vereinbaren, daß ein topologischer Raum X polyederähnlich heißt, wenn er
lokal kompakt ist und es es darin eine konfinale Folge von Kompakta K0 ⊂ K1 ⊂
. . . ⊂ X gibt derart, daß die relative singuläre Homologie Hq(X,X\Kn)sing für
alle q und n endlich erzeugt ist.
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Homologie: Einen Isomorphismus Hq(X)garb
∼→ Hq(X)sing konstruieren wir in

7.4.28 für jeden lokal singulärazyklischen lokal polyederähnlichen homo-
logisch kompaktendlichen Hausdorffraum;

Lokalendliche Homologie: Einen Isomorphismus H!
q(X)garb

∼→ H!
q(X)sing kon-

struieren wir ebenfalls in 7.4.28 für jeden lokal singulärazyklischen lokal
polyederähnlichen abzählbar basierten homologisch kompaktendlichen Haus-
dorffraum mit der zusätzlichen Eigenschaft, daß der Funktor der globalen
Schnitte Γ : Ab/X → Ab endliche homologische Dimension hat.

Relative Homologie: Gegeben X ein lokal singulärazyklischer lokal polyeder-
ähnlicher homologisch kompaktendlicher Hausdorffraum und i : A ↪→ X
die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und c : X → top sowie
a : A→ top die jeweils einzige Abbildung konstruieren wir in 7.4.29 einen
ausgezeichneten Isomorphismus

H−qa!i
∗c!Ztop = H−q! (A;ωX)

∼→ Hq(X,X\A;Z)sing

Für die reduzierten Theorien liefern unsere ausgezeichneten Isomorphismen der
nichtreduzierten Theorien unmittelbar ausgezeichnete Isomorphismen

H̃q(X)sing
∼→ H−q(Keg(c!c

!Ztop → Ztop)[−1])

H̃q(X)sing
∼→ Hq(Keg(Ztop → c∗c

∗Ztop))

Die Abbildungskegel darin sind über der Koeinheit beziehungsweise Einheit der
jeweiligen Adjunktion zu verstehen.

Ergänzung 7.2.5. Mit 6.3.13 ist klar, daß jede abzählbar basierte Mannigfaltigkeit
alle für unsere Vergleichssätze geforderten Eigenschaften hat. Es ist auch klar,
daß die Realisierung X = ∆(K) eines abzählbaren lokal endlichen endlichdi-
mensionalen Simplizialkomplexes K alle für unsere Vergleichssätze geforderten
Eigenschaften hat. Man sollte noch einen Beweis dafür ausschreiben, daß auch
die Menge der komplexen Punkte einer separierten komplexen Varietät mit ihrer
analytischen Topologie alle für unsere Vergleichssätze geforderten Eigenschaften
hat.

7.2.6. Gegeben ein lokal kompakter homologisch kompaktendlicher Hausdorff-
raum X liefert die Koeinheit der Adjunktion einen ausgezeichneten Homomor-
phismus, die Augmentation

ε : H0(X)→ Z

beziehungsweise ε : H0(X;G) → G. In der singulären Theorie ist der entspre-
chende Homomorphismus die von der Augmentation [TS] 3.3.5 induzierte Abbil-
dung, daher die Terminologie.
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7.2.7 (Universelle Koeffiziententheoreme der Garbenkohomologie). Univer-
selle Koeffiziententheoreme gelten in der Garbenhomologie im allgemeinen nur
unter starken Voraussetzungen und sind nicht ganz leicht zu zeigen. Für jede Man-
nigfaltigkeit X liefert jedoch mannigfaltiger Rückzug 7.1.8 mit der konstante Ab-
bildung c : X → top für jede abelsche Gruppe G einen ausgezeichneten Iso-
morphismus c!Ztop ⊗ c∗Gtop

∼→ c!Gtop. Mit der Projektionsformel erhalten wir
daraus einen ausgezeichneten Isomorphismus c!c

!Ztop ⊗ Gtop
∼→ c!c

!Gtop. Mit
[TD] 3.8.21 erhalten wir so für jede Mannigfaltigkeit natürliche und unnatürlich
spaltende kurze exakte Sequenzen

Hq(X)⊗G ↪→ Hq(X;G)� Hq−1(X) ∗G

in der Garbenhomologie. Weiter ist für Mannigfaltigkeiten c!Ztop starr und wir er-
halten mit relativer Verdierdualität und ?? und der vorhergehenden Beschreibung
von c!Gtop in vereinfachter Notation ausgezeichnete Isomorphismen

(c!c
!ZVG)

∼→ c∗(c
!ZVc!G)

∼→ c∗
(
(c!Z)∗ ⊗ (c!Z)⊗ c∗G

) ∼→ c∗c
∗G

Mit dem abstrakten universellen Koeffiziententheorem [TD] 3.8.22 erhalten wir
so wie in ?? für jede abelsche GruppeG und jede MannigfaltigkeitX auch für die
Garbenhomologie und -kohomologie natürliche und unnatürlich spaltende kurze
exakte Sequenzen

Ext(Hq−1X,G) ↪→ Hq(X;G)� Hom(HqX,G)

7.2.8. Im folgenden besprechen wir einige Funktorialitäten, die aus der Verdier-
dualität abgeleitet werden können, ohne daß sie darin explizit vorkommt. Das
Prinzip ist immer dasselbe. Gegeben eine d-mannigfaltige Abbildung f : X → Y
erinnern wir aus 7.1.6 die lokal zur konstanten Garbe ZX isomorphe relative Ori-
entierungsgarbe orf := f !ZY [−d]. Für sie liefert 7.1.8 ausgezeichnete natürliche
Isomorphismen

f !F ∼→ orf [d]⊗ f ∗F

Im Spezialfall einer 0-mannigfaltigen alias étalen separierten Abbildung liefert
5.8.3 sogar eine ausgezeichnete Isotransformation f ! ∼⇒ f ∗ alias einen ausge-
zeichneten Isomorphismus orf

∼→ ZX . Im allgemeinen heißt eine mannigfaltige
Abbildung f orientierbar, wenn es einen derartigen Isomorphismus gibt, und
die Wahl eines derartigen Isomorphismus heißt dann eine Orientierung unserer
Abbildung f .

7.2.9 (Funktorialitäten der Kohomologie). Gegeben ein topologischer Raum X
und die konstante Abbildung a : X → top haben wir

Hq(X) = Hqa∗a
∗Ztop
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Das Zurückholen unter einer stetigen Abbildung f : X → Y auf der Garben-
kohomologie können wir beschreiben als eine Konsequenz der Einheit der Ad-
junktion id ⇒ f∗f

∗ mit der Notation b : Y → top für die konstante Abbildung
vermittels des kommutativen Diagramms

Hqb∗b
∗Ztop

//Hqb∗f∗f
∗b∗Ztop

∼ //Hqa∗a
∗Ztop

Hq(Y ) // Hq(X)

In der de-Rham-Theorie kann es nach [TG] 5.4.10 durch das Zurückholen glat-
ter Differentialformen beschrieben werden. Im Spezialfall einer eigentlichen se-
parierten étalen Abbildung alias endlichen Überlagerung f können wir auch ein
Vorschieben alias Summation über die Fasern auf der Kohomologie erklären,
indem wir f! = f∗ beachten und unsere ausgezeichnete Isotransformation f ! ∼⇒ f ∗

aus 5.8.3 und mit der Koeinheit der Adjunktion f!f
! ⇒ id unser Vorschieben er-

klären vermittels des kommutativen Diagramms

Hqa∗a
∗Ztop

∼ //Hqb∗f!f
!b∗Ztop

//Hqb∗b
∗Ztop

Hq(X) // Hq(Y )

Gegeben allgemeiner eine eigentliche d-mannigfaltige und orientierte Abbildung
f : X → Y liefert dieselbe Konstruktion mit 7.2.8 analog einen ausgezeichneten
Morphismus

Hq(X)→ Hq−d(Y )

Er heißt die Integration über die Fasern, da er in der de-Rham-Theorie durch In-
tegration über die Fasern im Sinne von ?? berechnet werden kann. Noch allgemei-
ner haben wir für eine beliebige stetige Abbildung das Zurückholen Hq(Y ;G)→
Hq(X; f ∗G) und für eine beliebige eigentliche d-mannigfaltige Abbildung eine
Integration über die Fasern Hq(X; f ∗G ⊗ orf )→ Hq−d(Y ;G).

7.2.10 (Funktorialitäten der kompakten Kohomologie). Sei X ein lokal kom-
pakter Hausdorffraum. Die kompakte Kohomologie von X ist

Hq
! (X) = Hqa!a

∗Ztop

Gegeben f : X → Y eine abgeschlossene Einbettung oder allgemeiner eine ei-
gentliche Abbildung von lokal kompakten Hausdorffräumen erhalten wir wegen
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f! = f∗ aus der Einheit der Adjunktion id ⇒ f∗f
∗ das abgeschlossene oder all-

gemeiner eigentliche Zurückholen

Hqb!b
∗Ztop

//Hqb!f!f
∗b∗Ztop

∼ //Hqa!a
∗Ztop

Hq
! (Y ) // Hq

! (X)

In der de-Rham-Theorie kann es nach [TG] 5.4.20 durch das Zurückholen glatter
kompakt getragener Differentialformen beschrieben werden. Gegeben f : X →
Y eine offene Einbettung oder allgemeiner eine étale Abbildung von lokal kom-
pakten Hausdorffräumen liefert dahingegen unsere ausgezeichnete Isotransforma-
tion f ! ∼⇒ f ∗ aus 5.8.3 zusammen mit der Koeinheit der Adjunktion f!f

! ⇒ id die
Ausdehnung durch Null und allgemeiner Summation über die Fasern

Hqa!a
∗Ztop

∼ //Hqb!f!f
∗b∗Ztop

//Hqb!b
∗Ztop

Hq
! (X) // Hq

! (Y )

Gegeben allgemeiner eine d-mannigfaltige und orientierte Abbildung f : X → Y
liefert dieselbe Konstruktion mit 7.2.8 analog einen ausgezeichneten Morphismus

Hq
! (X)→ Hq−d

! (Y )

Er heißt die Integration über die Fasern, da er in der de-Rham-Theorie durch
Integration über die Fasern im Sinne von ?? berechnet werden kann. Noch all-
gemeiner haben wir für eine eigentliche stetige Abbildung von lokal kompak-
ten Hausdorffräumen das Zurückholen Hq

! (Y ;G) → Hq
! (X; f ∗G) und für jede

d-mannigfaltige Abbildung eine Integration über die Fasern Hq
! (X; f ∗G ⊗ orf )→

Hq−d
! (Y ;G).

7.2.11 (Funktorialitäten der lokalendlichen Homologie). Sei X ein lokal kom-
pakter homologisch kompaktendlicher Hausdorffraum. Die lokalendliche Homo-
logie von X erhalten wir als

H!
q(X) = H−qa∗a!Ztop

Gegeben eine abgeschlossene Einbettung oder allgemeiner eine eigentliche lesb-
Abbildung f : X → Y in einen weiteren derartigen Raum erhalten wir das ei-
gentliche Vorschieben für die lokalendliche Homologie aus der Koeinheit der
Adjunktion f!f

! ⇒ id mit f! = f∗ als die Komposition

H−qa∗a!Ztop
∼ //H−qb∗f∗f !b!Ztop

//H−qb∗b!Ztop

H!
q(X) // H!

q(Y )
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Gegeben eine offene Einbettung oder allgemeiner eine étale Abbildung f liefert
dahingegen unsere ausgezeichnete Isotransformation f ! ∼⇒ f ∗ aus 5.8.3 zusam-
men mit der Einheit der Adjunktion id ⇒ f∗f

∗ das étale Zurückholen auf der
lokalendlichen Homologie als die Komposition

H−qb∗b!Ztop
//H−qb∗f∗f !b!Ztop

∼ //H−qa∗a!Ztop

H!
q(Y ) // H!

q(X)

Ist allgemeiner f eine d-mannigfaltige orientierte Abbildung, so daß wir einen
ausgezeichneten Isomorphismus f ! ∼⇒ f ∗[d] zur Verfügung haben, so ergibt sich
in derselben Weise für die lokalendliche Homologie das mannigfaltige Zurück-
holen

H!
q(Y )→ H!

q+d(X)

Ist A ⊂∧ Y eine orientierte Mannigfaltigkeit, so bildet es etwa das Bild zA ∈
H!
q(Y ) des Fundamentalzykels von A auf das Bild zf−1(A) ∈ H!

q+d(X) des Funda-
mentalzykels von f−1(A) ab, das wir dazu mit der durch die Orientierungen von f
und A bestimmten Verknüpfungsorientierung 7.1.9 zu versehen haben, vergleiche
7.2.13.

7.2.12 (Funktorialitäten der Homologie). Sei X ein lokal kompakter homolo-
gisch kompaktendlicher Hausdorffraum und a : X → top die konstante Abbil-
dung. Die Homologie von X wird in der Garbenkohomologie erklärt als

Hq(X) = H−qa!a
!Ztop

Gegeben eine abgeschlossene Einbettung oder allgemeiner eine eigentliche lesb-
Abbildung f : X → Y in einen weiteren derartigen Raum erklären wir das Vor-
schieben unter f mit Hilfe der Koeinheit der Adjunktion f!f

! ⇒ id als die Kom-
position

H−qa!a
!Ztop

∼ //H−qb!f!f
!b!Ztop

//H−qb!b
!Ztop

Hq(X) // Hq(Y )

Im Spezialfall einer eigentlichen separierten étalen Abbildung alias endlichen
Überlagerung f können wir auch ein eigentliches étales Zurückholen auf der
Homologie erklären, indem wir f! = f∗ beachten und von unserer ausgezeich-
neten Isotransformation f ! ∼⇒ f ∗ nach 5.8.3 ausgehen und mit der Einheit der
Adjunktion id ⇒ f∗f

∗ unser Zurückholen erklären vermittels des kommutativen
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Diagramms

H−qb!b
!Ztop

//H−qb!f!f
!b!Ztop

∼ //H−qa!a
!Ztop

Hq(Y ) // Hq(X)

Wir kennen diese Abbildungen in der singulären Theorie bereits aus [TS] 1.3.16
und hatten sie dort „Transferabbildungen“ genannt. Ist allgemeiner f eine eigent-
liche d-mannigfaltige orientierte Abbildung, so daß wir einen ausgezeichneten
Isomorphismus f ! ∼⇒ f ∗[d] zur Verfügung haben, so erhalten wir ebenso für die
Homologie das eigentliche mannigfaltige Zurückholen

Hq(Y )→ Hq+d(X)

Gegeben eine kompakte orientierte q-Mannigfaltigkeit A ⊂∧ Y bildet es etwa das
Bild ihres Fundamentalzykels zA ∈ Hq(Y ) ab auf das Bild des Fundamentalzy-
kels zf−1(A) ∈ Hq+d(X) ihres Urbilds f−1(A) ⊂∧ X , das wir dazu mit der durch
die Orientierungen von f und A bestimmten Verknüpfungsorientierung 7.1.9 zu
versehen haben, vergleiche 7.2.14.

Übungen

Übung 7.2.13. (Ich habe sie noch nicht gemacht.) Gegeben ein kartesisches Qua-
drat

W

g
��

p // X

f
��

Z
q // Y

alias fp = qg von lokal kompakten homologisch kompaktendlichen Hausdorffräum-
en mit d-mannigfaltigem orientiertem f und der zurückgezogenen Orientierung
7.1.10 auf g und p, q eigentliche lesb-Abbildungen kommutiert das Diagramm

H!
n+dW // H!

n+dX

H!
nZ

OO

// H!
nY

OO

mit dem mannigfaltigen Zurückholen in den Vertikalen und dem eigentlichen Vor-
schieben in den Horizontalen. Ebenso kommutiert das Diagramm

Hn
! W

��

Hn
! Xoo

��

Hn−d
! Z Hn−d

! Yoo
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mit dem eigentlichen Zurückholen in den Horizontalen und der Integration über
die Fasern in den Vertikalen.

Übung 7.2.14. (Ich habe sie noch nicht gemacht.) Gegeben ein kartesisches Qua-
drat

W

g
��

p // X

f
��

Z
q // Y

alias fp = qg von lokal kompakten homologisch kompaktendlichen Hausdorffräum-
en mit eigentlichem d-mannigfaltigen orientierten f und der zurückgezogenen
Orientierung 7.1.10 auf g und p, q kommutiert das Diagramm

Hn+dW // Hn+dX

HnZ

OO

// HnY

OO

mit dem eigentlichen mannigfaltigen Zurückholen in den Vertikalen und dem Vor-
schieben in den Horizontalen. Ebenso kommutiert das Diagramm

HnW

��

HnXoo

��

Hn−dZ Hn−dYoo

mit dem Zurückholen in den Horizontalen und der Integration über die Fasern in
den Vertikalen.

Übung 7.2.15. GegebenX = UtZ ein lokal kompakter Hausdorffraum mit einer
Zerlegung in eine offene und eine abgeschlossene Teilmenge konstruiere man die
lange exakte Sequenz der lokalendlichen Homologie

. . .→ H!
q(Z)→ H!

q(X)→ H!
q(U)→ H!

q−1(Z)→ . . .

7.3 Schnittpaarung und Poincaré-Dualität
7.3.1 (Poincarédualität als Verdierdualität). Gegeben eine Mannigfaltigkeit X
der Dimension m und eine abelsche Gruppe G erinnere ich an den Poincaré-
Isomorphismus

P = PX : Hq(X;G)
∼→ Hm−q

! (X; orX(G))
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für die singuläre Homologie aus [TG] 5.1.25. Im Rahmen der sechs Funktoren
erhalten wir ihn, diesmal für die Garbenhomologie und Garbenkohomologie, als
die Komposition von natürlichen Isomorphismen

Hq(X;G) = H−qc!c
!Gtop

∼→ H−qc! orX(G)[m]
∼→ Hm−q

! (X; orX(G))

aus der Beschreibung der dualisierenden Garbe einer Mannigfaltigkeit durch einen
ausgezeichneten Isomorphismus c!Gtop

∼→ orX(G)[m] nach 6.3.3 und 7.1.8. Die
Poincaré-Isomorphismen sind funktoriell in dem Sinne, daß für eine stetige Ab-
bildung von Mannigfaltigkeiten f : X → Y mit m = dimX und n = dimY das
Diagramm

Hq(X;G)
∼→ Hm−q

! (X; orX(G))
↓ ↓

Hq(Y ;G)
∼→ Hn−q

! (Y ; orY (G))

kommutiert mit der rechten Vertikalen, die von dem von ωX(G)
∼→ f !ωY (G)

induzierten Morphismus f! orX(G) → orY (G)[n − m] herkommt. Ersetzen wir
oben c! durch c∗, so erhalten wir in derselben Weise natürliche Isomorphismen

P! = P!
X : H!

q(X;G)
∼→ Hm−q(X; orX(G))

Wir nennen sie die dualisierten Poincaré-Isomorphismen, da sie im Fall von
Körperkoeffizienten durch Dualisieren aus den gewöhnlichen Poincaré-Isomor-
phismen erhalten werden können. Sie gelten für allgemeine Mannigfaltigkeiten,
wenn wir die lokalendliche Homologie links im garbentheoretischen Sinne verste-
hen. Andernfalls benötigen wir für den entsprechenden Vergleichssatz und auch
für [TS] 7.3.24 die Eigenschaft „abzählbar basiert“. Unsere dualisierten Poincaré-
Isomorphismen P! haben analoge Funktorialitätseigenschaften wie unsere Poin-
caré-Isomorphismen, diesmal aber nur für eigentliches f . Wir erhalten also in
Formeln ein kommutatives Diagramm

H!
q(X;G)

∼→ Hm−q(X; orX(G))
↓ ↓

H!
q(Y ;G)

∼→ Hn−q(Y ; orY (G))

Im Fall von kompaktem X schließlich haben wir P!
X = PX .

7.3.2 (Starke dualisierte Poincaré-Isomorphismen). Seien i : A ↪→ X die Ein-
bettung einer abgeschlossenen Teilmenge einer m-dimensionalen Mannigfaltig-
keit und G eine abelsche Gruppe und a : A → top sowie c : X → top die
konstanten Abbildungen. Unter diesen Annahmen haben wir in der Garbenkoho-
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mologie natürliche Isomorphismen

H!
q(A;G) = H−qa∗a!Gtop nach unserer Definition 7.2.1

∼→ H−qa∗i!c!Gtop wegen c ◦ i = a
∼→ H−qa∗i! orX(G)[m] wegen 6.3.3
∼→ Hm−q

A (X; orX(G)) nach 5.2.3

Ist zusätzlichX orientierbar und eine Orientierung alias ein IsomorphismusGX
∼→

orX(G) ausgezeichnet, so können wir das nach 7.2.4 verlängern zu einem Isomor-
phismus, der starken dualisierten Poincaré-Dualität

H!
q(A;G)garb

∼→ Hm−q(X,X\A;G)sing

Ist A auch noch kompakt, so haben wir zusätzlich Hq(A;G)garb
∼→ H!

q(A;G)garb.
Im Fall A = X erhalten wir unsere dualisierten Poincaré-Isomorphismen aus
7.3.1.

7.3.3 (Starke Poincaré-Isomorphismen). Seien i : A ↪→ X die Einbettung einer
abgeschlossenen Teilmenge einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit und G eine
abelsche Gruppe und a : A → top sowie c : X → top die konstanten Abbil-
dungen. Unter diesen Annahmen haben wir in der Garbenkohomologie natürliche
Isomorphismen

Hq
! (A; orX(G)) = Hqa!i

∗ orX(G) nach unseren Definitionen,
∼→ Hqa!i

∗c!Gtop[−n] wegen 6.3.3,
∼→ Hn−q(X,X\A;G)sing wegen 7.2.4.

Im Fall A = X erhalten wir unsere Poincaré-Isomorphismen aus 7.3.1. Im Fall
X = Rn erhalten wir die Alexander-Dualität aus [TG] 5.1.22. Gegeben eine n-
Mannigfaltigkeit X mit einer abgeschlossenen Teilmenge A ⊂∧ X konstruieren
wir in [TSF] 7.4.29 diesmal nur der Einfachkeit der Notation halber ohne Koeffi-
zienten sogar ein kommutatives Diagramm von langen exakten Sequenzen

. . .→ Hq
! (X\A; orX) → Hq

! (X; orX) → Hq
! (A; orX) → . . .

↓ o ↓ o ↓ o
. . .→ Hn−q(X\A) → Hn−qX → Hn−q(X,X\A) → . . .

mit den gewöhnlichen Poincaré-Isomorphismen in den beiden linken Vertika-
len und dem starken Poincaré-Isomorphismus in der rechten Vertikalen. Im Fall
q = 0 spezialisiert er zu unserem Satz [TS] 4.3.4 über hohe Homologie von
Mannigfaltigkeiten. Ebenso unmittelbar erhalten wir Proposition [TS] 3.3.9 über
das Verschwinden der reduzierten Homologie des Komplements Sn\A eines Hy-
perkubus A in einer Sphäre. Der Rückzug liefert ja offensichtlich Surjektionen
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Hq
! S

n � Hq
!A für alle q, n und diese sind Isomorphismen im Fall q 6= n und ha-

ben im Fall q = n als Kern eine freie abelsche Gruppe vom Rang Eins. Es folgt
Hq(S

n\A) = 0 für q 6= 0 und H0(Sn\A) ∼= Z und folglich H̃q(S
n\A) = 0 für

alle q.

7.3.4. Gegeben eine orientierte Mannigfaltigkeit X der Dimension n entspricht
unter dem dualisierten Poincaré-Isomorphismus P!

X : H!
qX

∼→ Hn−qX aus 7.3.1
der Erzeuger 1 ∈ H0X einem ausgezeichneten Element

zX ∈ H!
nX

Dies Element heißt der Fundamentalzykel von X . Sie mögen sich zur Übung
überlegen, warum dies Element im kompakten beziehungsweise abzählbar ba-
sierten Fall unter dem entsprechenden Vergleichsisomorphismus unserem Funda-
mentalzykel der singulären Theorie aus [TS] 4.3.2 beziehungsweise [TS] 7.3.12
entspricht.

7.3.5. Gegeben eine orientierte n-Mannigfaltigkeit X mit einer abgeschlosse-
nen orientierten Untermannigfaltigkeit A ⊂∧ X der Kodimension p liefert unse-
re Funktorialität des dualisierten Poincaré-Isomorphismus P!, wenn wir mit zA
auch das Bild des Fundamentalzykels von A in H!

n−p(X) notieren, in Hp(X) die
Identität

P!
X(zA) = τA⊂X

In Worten entspricht also unter dem dualisierten Poincaré-Isomorphismus von X
der Fundamentalzykel von A dem Fundamentalkozykel von A in X aus 6.3.6. Im
Fall, daß A zusätzlich kompakt ist, bezeichnen wir analog mit z̄A ∈ Hn−p(X) das
Bild des Fundamentalzykels von A in der Homologie von X , und erhalten wir
ebenso in Hp

! (X) die Identität

PX(z̄A) = τ̄A⊂X

Erklären wir nun die Schnittprodukte

H!
n−a(X)× H!

n−b(X) → H!
n−a−b(X)

H!
n−a(X)× Hn−b(X) → Hn−a−b(X)

( α , β ) 7→ α · β

mit Hilfe unserer Poincaré-Isomorphismen und des cup-Produkts durch die Vor-
schriften P!(α · β) = P!(α) ∪ P!(β) beziehungsweise P(α · β) = P!(α) ∪ P(β),
so liefern unsere Erkenntnisse 6.3.10 über das cup-Produkt der Fundamentalkozy-
kel zweier orientierter sich transversal schneidender abgeschlossener orientierter
Untermannigfaltigkeiten A,B ⊂∧ X die Identität

zA · zB = zA∩B
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in der lokalendlichen Homologie und im Fall von kompaktem B etwas feiner die
Identität

zA · z̄B = z̄A∩B

in der Homologie von X . In Worten ist also bei transversalem Schnitt das Schnitt-
produkt der Fundamentalzykel der Fundamentalzykel des Schnitts, den wir uns
dabei mit der Schnittorientierung aus 6.3.10 versehen denken.
7.3.6. Gegeben eine orientierte n-MannigfaltigkeitX liefert unser Schnittprodukt
gefolgt von der Augmentation eine bilineare Abbildung

H!
n−q(X)× Hq(X) → Z

( α , β ) 7→ α� β

Sie heißt die Schnittpaarung. Gegeben abgeschlossene orientierte sich transver-
sal schneidende UntermannigfaltigkeitenA,B ⊂ X der Dimensionen n−q, q mit
B kompakt liefert 7.3.5 insbesondere die Formel

zA � zB = ε(zA∩B)

Hier ist A ∩B eine endliche Menge alias kompakte Nullmannigfaltigkeit und die
Schnittorientierung darauf ist eine Abbildung η : A ∩ B → {1,−1} und die
Augmentierung des zugehörigen Fundamentalzykels ergibt sich zu

ε(zA∩B) =
∑

x∈A∩B

η(x)

Schalten wir unserer Schnittpaarung im ersten Eintrag den Inversen des dualisier-
ten Poincaré-Isomorphismus P! : H!

n−q(X)
∼→ Hq(X) vor, so erhalten wir die

kanonische Paarung Hq(X)×Hq(X)→ Z. Analoges gilt mit Koeffizienten in ei-
nem beliebigen noetherschen Kring endlicher homologischer Dimension. Im Fall
eines Krings der Charakteristik Zwei brauchen wir noch nicht einmal irgendwel-
che Orientierbarkeiten vorauszusetzen.
7.3.7. Sei X eine orientierte n-Mannigfaltigkeit. Ist Hq−1(X) eine freie abelsche
Gruppe, so liefert nach dem universellen Koeffiziententheorem 7.2.7 die offen-
sichtliche Abbildung einen Isomorphismus Hq(X)

∼→ Hom(Hq(X),Z) und damit
induziert auch unsere Schnittpaarung einen Isomorphismus

H!
n−q(X)

∼→ Hom(Hq(X),Z)

Analoges gilt für Koeffizienten in einem Körper k, da dann die totale Homologie
eben immer frei ist. Dann also induziert unsere Schnittpaarung einen Isomorphis-
mus

H!
n−q(X; k)

∼→ Homk(Hq(X; k), k)

Im Fall eines Körpers der Charakteristik Zwei brauchen wir noch nicht einmal X
orientiert vorauszusetzen.
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Beispiel 7.3.8. Im Fall der Zweimannigfaltigkeit X := C\Z ist die erste Ho-
mologie H1(X) eine freie abelsche Gruppe mit kleinen Zykeln um die ganzen
Zahlen als Repräsentanten einer Basis. Dahingegen ist H!

1(X) isomorph zu einem
Produkt abzählbar vieler Kopien von Z. Genauer erhält man die Elemente der ers-
ten lokalendlichen Homologie, indem man die Fundamentalzykel von vertikalen
Halbgeraden betrachtet, die von Punkten n ∈ Z nach oben ins Unendliche laufen,
und von ihnen geeignet definierte „unendliche Linearkombinationen“ nimmt.

7.4 Vergleich mit der singulären Theorie
7.4.1 (Singuläre Kohomologie als Hyperkohomologie). Gegeben ein topologi-
scher RaumX besteht sein Kogrenzkomplex G∗X aus welken Garben und ist offen-
sichtlich beschränkt gegen die Pfeile. Die offensichtlichen Quasiisomorphismen
S∗X →̆ DKet(SX) ←̆ DKet(GX) liefern mithin Isomorphismen

Hq(X)sing
∼→ Hq(X;G∗X)

7.4.2 (Singuläre Kohomologie als Garbenkohomologie). Gegeben ein lokal sin-
gulärazyklischer topologischer Raum X induziert die Augmentation einen Quasi-
isomorphismus ZX →̆ G∗X . Die Isomorphismen aus dem vorhergehenden Beweis
liefern für lokal singulärazyklisches X mithin Isomorphismen

Hq(X)sing
∼→ Hq(X;ZX)

zwischen der singulären Kohomologie und der Garbenkohomologie.

7.4.3 (Relative singuläre Kohomologie als Hyperkohomologie). Gegeben ein
topologischer Raum mit einer offenen Teilmene U ⊂◦ X betrachten wir das kom-
mutative Diagramm

S∗X →̆ DKet(SX) ←̆ DKet(GX)
↓ ↓ ↓

S∗U →̆ DKet(SU) ←̆ DKet(GU)

mit vertikalen Surjektionen und horizontalen Quasiisomorphismen. Für C :=
X\U erhalten wir auf den Kernen der Vertikalen eine Sequenz von Quasiisomor-
phismen

S∗(X,X\C) →̆ DKet(S(X,X\C)) ←̆ ΓCG∗X
Durch Übergang zur Kohomologie erhalten wir, da welke Garben nach ?? entfaltet
sind für ΓC , natürliche Isomorphismen

Hq(X,X\C)sing
∼→ Hq

C(X;G∗X)
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7.4.4 (Relative singuläre Kohomologie als Garbenkohomologie). Gegeben ein
lokal singulärazyklischer topologischer RaumX induziert die Augmentation einen
Quasiisomorphismus ZX →̆ G∗X . Die Isomorphismen aus dem vorhergehenden
Beweis liefern für C ⊂∧ X mithin Isomorphismen

Hq(X,X\C)sing
∼→ Hq

C(X;ZX)

zwischen der relativen singulären Kohomologie und der Garbenkohomologie mit
Träger in C.

7.4.5 (Singuläre kompakte Kohomologie als Hyperkohomologie). Gegeben ein
Hausdorffraum X ist jedes Kompaktum K ⊂ X abgeschlossen und durch Über-
gang zum filtrierenden Kolimes über alle Kompakta in 7.4.3 erhalten wir Quasi-
isomorphismen

S∗!X →̆ colfK DKet(S(X,X\K)) ←̆ Γ!G∗X

Die Exaktheit filtrierender Kolimites zeigt mit ?? auch, daß welke Garben auf
Hausdorffräumen Γ!-entfaltet sind. Unsere Quasiisomorphismen induzieren also
für jeden Hausdorffraum X einen ausgezeichneten Isomorphismus

Hq
! (X)sing

∼→ Hq
! (X;G∗X)

7.4.6 (Singuläre kompakte Kohomologie als Garbenkohomologie). Gegeben
ein lokal singulärazyklischer topologischer Raum X induziert die Augmentation
einen Quasiisomorphismus ZX →̆ G∗X . Ist er zusätzlich Hausdorff, so liefern die
Isomorphismen aus dem vorhergehenden Beweis mithin einen ausgezeichneten
Isomorphismus

Hq
! (X)sing

∼→ Hq
! (X;ZX)

zwischen der singulären kompakten Kohomologie und der kompakten Garbenko-
homologie.

7.4.7. Um Vergleichsisomorphismen zwischen der singulären Homologie und ih-
ren garbenkohomologischen Analoga zu konstruieren, holen wir weiter aus und
konstruieren eine Realisierung der dualisierenden Garbe als „Grenzkomplex“. Ge-
geben ein Raumpaar (X,A) erklären wir zunächst den Komplex der relativen
Grenzketten G(X,A) in Verallgemeinerung von [TG] 5.1.8 als den Kolimes in
Bezug auf die Unterteilungsoperatoren

G(X,A) := colf
(
S(X,A)

U→ S(X,A)
U→ . . .

)
Die Exaktheit filtrierender Kolimites liefert eine kurze exakte Sequenz von Ket-
tenkomplexen

G(A) ↪→ G(X)� G(X,A)
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Satz 7.4.8 (Ausschneidung für Grenzketten). Seien (X,A) ein Raumpaar und
L ⊂ A eine Teilmenge, deren Abschluß im Inneren von A liegt, in Formeln L̄ ⊂
A◦. So liefert die Einbettung (X\L,A\L) ↪→ (X,A) Isomorphismen auf den
Komplexen von relativen Grenzketten

G(X\L,A\L)
∼→ G(X,A)

7.4.9. Ein Vorteil der Grenzketten besteht darin, daß die Ausschneidungsisomor-
phismen für Grenzketten bereits auf Kettenniveau existieren und nicht erst in der
Homologie. Die Arbeit mit Grenzketten benötigt jedoch mehr Kenntnisse in ho-
mologischer Algebra, da ich nicht weiß, ob sie einen Komplex von freien abel-
schen Gruppen bilden. Ich erwarte eher das Gegenteil.

Beweis. Wie beim Beweis der Ausschneidung [TS] 2.4.10 betrachten wir die
Überdeckung X = A ∪ (X\L), geben ihr den Namen V und bilden ein kom-
mutatives Diagramm von Kettenkomplexen der Gestalt

S(A\L) ↪→ SA⊕ S(X\L) � SVX
↓ ↓ ↓

S(X\L) ↪→ SX ⊕ S(X\L) � SX
↓ ↓ ↓

S(X\L,A\L) → S(X,A) → SX/SVX

Hier ist zu verstehen, daß die beiden oberen horizontalen Inklusionen die „diago-
nalen“ Einbettungen z 7→ (z, z) sein sollen, und die folgenden Surjektionen die
Differenzen (x, y) 7→ x − y. Nach dem Neunerlemma ist die untere Horizontale
dann auch exakt. Jetzt gehen wir zum filtrierenden Kolimes unter den Untertei-
lungsoperatoren über und müssen nur zeigen, daß dieser Kolimes bei SX/SVX
verschwindet. Das aber haben wir bereits in [TG] 5.1.10 gezeigt.

7.4.10. Für jeden topologischen RaumX erklären wir in Anlehnung an [TS] 7.3.8
den Komplex der lokalendlichen Grenzketten als den inversen Limes über alle
Kompakta K ⊂ X der Grenzketten relativ zu ihrem Komplement

G!X := limf
K

G(X,X\K)

Gegeben ein Hausdorffraum mit einer offenen Teilmenge U ⊂◦ X induzieren die
Ausschneidungsisomorphismen G(U,U\K)

∼→ G(X,X\K) für Grenzketten im
Fall K ⊂ U kompakt, die wir in 7.4.8 hergeleitet hatten, Homomorphismen
G!X → G!U vom „längeren Limes zum kürzeren Limes“. Wir nennen sie die
Restriktionsabbildungen.
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Definition 7.4.11. Unter einer lokalen Prägarbe auf einem topologischen Raum
X verstehen wir eine Prägarbe von Mengen C derart, daß für jede Familie U von
offenen Teilmengen von X mit Vereinigung V =

⋃
U∈U U die Restriktionsabbil-

dungen eine Injektion
C(V ) ↪→

∏
U∈U

C(U)

liefern, daß also „Schnitte durch ihre Einschränkungen auf die Mengen einer of-
fenen Überdeckung bereits eindeutig festgelegt werden“. Setzen wir U = ∅, so
erkennen wir insbesondere, daß für jede abelsche lokale Prägarbe gilt C(∅) = 0.

Proposition 7.4.12 (Lokalendliche Grenzketten als Garbe). Auf einem lokal
kompakten Hausdorffraum X bilden für jedes q die lokalendlichen Grenzketten
U 7→ G!

q(U) für U ⊂◦ X mit den in 7.4.10 erklärten Restriktionsabbildungen eine
Garbe.

Beweis. Wir beginnen mit beliebigen offenen Teilmengen V1, . . . , Vr eines belie-
bigen Raums X und bilden die in folgender Darstellung vertikal notierte kurze
exakte Sequenz von Komplexen

S (
⋂
Vi) ↪→

⊕
i SVi →

⊕
i<j SV(Vi ∪ Vj) → . . .

↓ ↓ ↓
SX ↪→

⊕
i SX →

⊕
i<j SX → . . .

↓ ↓ ↓
S(X,

⋂
Vi) ↪→

⊕
i S(X, Vi) →

⊕
i<j SX/SV(Vi ∪ Vj) → . . .

mit der Notation V für die Überdeckung durch die Vi und SV die entsprechenden
feinen Ketten. Beide oberen Zeilen sind exakt, also gilt dasselbe auch für die un-
tere Zeile. Gegeben ein offene Überdeckung V einer Teilmenge A ⊂ X zeigt nun
die kurze exakte Sequenz SA/SVA ↪→ SX/SVA� SX/SA mit [TG] 5.1.10, daß
die zweite Abbildung im Kolimes unter iterierter Unterteilung zu einem Isomor-
phismus colf SX/SVA

∼→ colf SX/SA wird. So erhalten wir aus der Exaktheit
der unteren Zeile unseres Diagramms im Kolimes unter iterierter Unterteilung die
Exaktheit der Sequenz von relativen Grenzketten

G (X,
⋂
Vi) ↪→

⊕
i G(X, Vi)→

⊕
i<j G(X, Vi ∪ Vj)→ . . .

Sei nun X Hausdorff. Gegeben endlich viele Kompakta K1, . . . , Kr ⊂ X mit
Vereinigung K folgt, daß wir mit den natürlichen Abbildungen eine linksexakte
Sequenz

G(X,X\K) ↪→
⊕

i G(X,X\Ki)→
⊕

i<j G(X,X\(Ki ∩Kj))
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erhalten. Sei nun X =
⋃
U∈U U eine offene Überdeckung. Ist a ∈ G!X von

Null verschieden, so gibt es K ⊂ X kompakt derart, daß das Bild von a in
G(X,X\K) nicht Null ist. Weiter gibt es U1, . . . , Ur ∈ U , dieK überdecken, und
nach [TS] 7.2.7 gibt es für X lokal kompakt auch Kompakta Ki ⊂ Ui mit Verei-
nigungsmenge K. Nach unserer linksexakten Sequenz kann a auch nicht in allen
G(Ui, Ui\Ki)

∼→ G(X,X\Ki) auf Null abgebildet werden, also erst recht nicht
in allen G!Ui. Das zeigt bereits, daß die Prägarbe der lokalendlichen Grenzketten
lokal ist. Nun gilt es noch, eine Familie von zusammenpassenden aU ∈ G!U für
U ∈ U zu einem a ∈ G!X zu verkleben. Sie läßt sich aber nach dem Vorher-
gehenden für jedes Kompaktum K ⊂ X jeweils auf genau eine Weise zu einem
Element von G(X,X\K) verkleben und diese Elemente bilden dann zusammen
die gesuchte Verklebung im inversen Limes.

7.4.13 (Umindizierung der Grenzkettengarben). Die Garbe der lokalendlichen
Grenzketten vom Grad q auf einem lokal kompakten Hausdorffraum X nenne ich
die q-te Grenzkettengarbe

G !
q,X : U 7→ G!

q(U)

Das Differential geht dabei vom Grad q zum Grad q− 1 und die Grade werden als
untere Indizes notiert. Es ist für das folgende günstiger, die Grade als obere Indi-
zes zu notieren und mit (−1) zu multiplizieren, also Gq,!X := G !

−q,X zu setzen, so
daß wir einen Komplex mit Differentialen in Richtung wachsender oberer Indizes
erhalten, der aus dem Negativen kommt und im Grad Null endet. Den Komplex
dieser Garben nenne ich den Komplex der Grenzkettengarben oder kurz den
Grenzkomplex und notiere ihn

G !
X

Unsere Konstruktionen liefern für jede offene Einbettung j : U ↪→ X einen aus-
gezeichneten Isomorphismus G !

U
∼→ j(∗)G !

X .

Lemma 7.4.14. Die Grenzkettengarben lokal kompakter Hausdorffräume sind
kompaktweich.

Beweis. Jeder Schnitt einer abelschen Garbe auf einem relativ Hausdorffschen
Kompaktum K ⊂ X läßt sich auf eine offene Umgebung U ⊂◦ X desselben
fortsetzen. Wir finden ein Kompaktum L mit K ⊂ L◦ ⊂ L ⊂ U und unsere
Fortsetzung liefert ein s ∈ G(U,U\L), für das wir einen Repräsentanten s̃ ∈ GU
finden. Dieser hinwiederum liefert uns dann die gewünschte globale Fortsetzung
unseres auf K definierten Schnittes.

Lemma 7.4.15. Auf einem abzählbar basierten lokal kompakten Hausdorffraum
sind alle kompaktweichen abelschen Garben weich.
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Beweis. Sei X unser Raum. Wir finden eine Überdeckung von X durch eine auf-
steigende Folge K0 ⊂ K1 ⊂ . . . von Kompakta derart, daß sogar gilt Ki ⊂ K◦i+1

für alle i. Sei nun F unsere kompaktweiche Garbe und Z ⊂∧ X abgeschlossen und
s ∈ Γ(Z;F) ein Schnitt über Z. Sicher können wir s|(K0∩Z) zu einem globalen
Schnitt mit kompaktem Träger g0 ∈ Γ!(X;F) ausdehnen. Dann können wir den
Nullschnitt aufK0 mit dem Schnitt (s−g0) aufK1∩Z verkleben zu einem Schnitt
s1 aufK0∪(K1∩Z) und können diesen ausdehnen zu einem globalen Schnitt mit
kompaktem Träger g1 ∈ Γ!(X;F). Dann gilt s = g0 + g1 auf K1 ∩ Z und g1 = 0
auf K0. Dann können wir den Nullschnitt auf K1 mit dem Schnitt s− g0 − g1 auf
K2 ∩Z verkleben zu einem Schnitt s2 auf K1 ∪ (K2 ∩Z) und können diesen aus-
dehnen zu einem globalen Schnitt mit kompaktem Träger g2 ∈ Γ!(X;F). Dann
gilt s = g0 + g1 + g2 auf K2∩Z und g2 = 0 auf K1. So machen wir immer weiter.
Da alle gi+1 jeweils auf Ki verschwinden und kompakten Träger haben, ist die
Summe s̃ :=

∑∞
i=0 gi ein sinnvoll definierter globaler Schnitt s̃ ∈ Γ(X;F). Nach

Konstruktion setzt er unseren Schnitt s fort.

7.4.16 (Lokalendliche singuläre Homologie durch Grenzketten). Ich erinnere
an die lokalendliche Homologie aus [TS] 7.3.2. Gegeben ein abzählbar basierter
lokal kompakter HausdorffraumX können wir in der Menge aller seiner Kompak-
ta eine konfinale Folge alias ein konfinales abzählbares Teilsystem finden. Nach
[TS] 7.1.52 induzieren dann die offensichtlichen natürlichen Kettenabbildungen
S!X → G!X auf der Homologie Isomorphismen

H!
q(X)sing = HqS

!X
∼→ HqG

!X

Um [TS] 7.1.52 anzuwenden zu dürfen, bemerken wir, daß für Kompakta K ⊂
L ⊂ X die natürlichen Abbildungen Surjektionen Sq(X,X\L) � Sq(X,X\K)
und dann auch Surjektionen Gq(X,X\L)� Gq(X,X\K) liefern.

7.4.17 (Offener Rückzug der lokalendlichen singulären Homologie). Gege-
ben j : U ↪→ Y eine offene Einbettung abzählbar basierter lokal kompakter
Hausdorffräume induzieren die Restriktionsabbildungen 7.4.10 für lokalendliche
Grenzketten vermittels der in 7.4.16 erklärten Isomorphismen Abbildungen, den
offenen Rückzug

H!
q(X)sing → H!

q(U)sing

7.4.18 (Lokalendliche singuläre Homologie als Hyperkohomologie). Gegeben
ein abzählbar basierter lokal kompakter Hausdorffraum X mit Γ : Ab/X → Ab
von endlicher homologischer Dimension konstruieren wir nun einen ausgezeich-
neten Isomorphismus

H!
q(X)sing

∼→ H−q(X;G !
X)

zwischen seiner singulären lokalendlichen Homologie und der Hyperkohomolo-
gie des Grenzkomplexes. Wir erinnern dazu den Isomorphismus H!

q(X)sing
∼→

200



H−qΓ(X;G !
X) aus 7.4.16. Da der Grenzkomplex G !

X nach 7.4.14 aus kompakt-
weichen und damit nach 7.4.15 sogar aus weichen Garben besteht, liefert die An-
nahme endlicher homologischer Dimension mit [TD] 3.6.4 einen Isomorphis-
mus H−qΓ(X;G !

X)
∼→ H−q(X;G !

X). Der gesuchte Isomorphismus ergibt sich
als deren Verknüpfung. Ist zusätzlich j : U ↪→ X eine offene Einbettung mit
j∗ : Ab/U → Ab/X von endlicher homologischer Dimension, so kommutiert of-
fensichtlich das Diagramm

H!
q(X)sing

��

// H−q(X;G !
X)

��
H!
q(U)sing

// H−q(U ;G !
U)

mit den von unseren Vergleichsisomorphismen induzierten Horizontalen und dem
offenen Rückzug 7.4.17 in der linken Vertikale und der vom Isomorphismus G !

U
∼→

j∗G !
X aus 7.4.13 vermittels der Sequenz von ansonsten offensichtlichen Morphis-

men in der derivierten Kategorie

finX∗ G !
X → finX∗ j∗j

∗G !
X → finX∗ j∗G !

U
∼→ finU∗ G !

U

durch Anwenden vonHq induzierten rechten Vertikalen.

Lemma 7.4.19 (Kompakte Schnitte von Grenzkettengarben). Gegeben ein lo-
kal kompakter Hausdorffraum X liefern die offensichtlichen Abbildungen einen
Isomorphismus

GX
∼→ Γ!(X;G !

X)

zwischen dem Komplex seiner Grenzketten und dem Komplex der Schnitte mit
kompaktem Träger seiner Grenzkettengarben.

Beweis. Die Injektivität unserer Abbildung scheint mir offensichtlich. Es bleibt,
deren Surjektivität zu zeigen. Ein Schnitt s ∈ Γ(X;G !

X) mit Träger in einem Kom-
paktum L ⊂ X ist nun per definitionem eine verträgliche Familie von Elementen
sK ∈ G(X,X\K) für K ⊂ X kompakt mit sK = 0 falls K ∩L = ∅. Für unser L
finden wir nun sicher A,B,C ⊂ X kompakt mit L ⊂ A◦ ⊂ A ⊂ B◦ ⊂ B ⊂ C◦

und dann für unser s einen Repräsentanten s̃C ∈ G(X) von sC ∈ G(X,X\C).
Da nun gilt s̃C 7→ sR = 0 für R := B\A◦, finden wir eine Darstellung s̃C = t+ r
mit t ∈ G(A◦) und r ∈ G(X\B). Es reicht nun zu zeigen, daß gilt t 7→ sK für
alle K ⊂ X kompakt. Das ist richtig für K = K1 ⊂ B◦ nach Konstruktion. Es ist
auch richtig für K = K2 mit der Eigenschaft K ∩ A = ∅, dann liefern beide Sei-
ten eben Null. Gilt es für Kompakta K1 und K2, so folgt es für deren Vereinigung
wegen der kurzen exakten Sequenz

G(X,X\(K1 ∪K2)) ↪→ G(X,X\K1)⊕G(X,X\K2)� G(X,X\(K1 ∩K2))
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Da sich aber nun jedes Kompaktum K ⊂ X schreiben läßt als K1 ∪ K2 mit
K1 ⊂ B◦ und K2 ⊂ X\A, folgt die Behauptung.

7.4.20 (Singuläre Homologie als Hyperkohomologie). Gegeben ein lokal kom-
pakter homologisch kompaktendlicher Hausdorffraum X konstruieren wir nun
einen ausgezeichneten Isomorphismus

Hq(X)sing
∼→ H−q! (X;G !

X)

zwischen seiner singulären Homologie und der kompakten Hyperkohomologie
seines Grenzkomplexes. Wir finden ja natürliche Isomorphismen

GX
∼→Ket Γ!(X;G !

X)
∼→Ket finX,(!) G !

X
∼→Der finX,! G !

X

mit Lemma 7.4.19 und unseren Erkenntnissen zum unbeschränkten Derivieren
linksexakter Funktoren endlicher homologischer Dimension [TD] 3.6.4 . Wenden
wir daraufH−q an, so ergibt sich der gesuchte Isomorphismus.

7.4.21 (Morphismen aus Eigvorschüben kompaktweicher Garben). Gegeben
eine stetige Abbildung f : X → Y von lokal kompakten Hausdorffräumen und
eine kompaktweiche Garbe F ∈ Ab/X ist auch f(!)F kompaktweich nach 5.1.13
und für V ⊂◦ Y liefert Basiswechsel 4.1.16 einen ausgezeichneten Isomorphismus
Γ!(V ; f(!)F)

∼→ Γ!(f
−1(V );F). Ein Morphismus ϕ : f(!)F → G in eine Garbe

G ∈ Ab/Y ist also nach ?? dasselbe wie die Vorgabe einer Familie von Gruppen-
homomorphismen

ϕV : Γ!(f
−1(V );F)→ Γ!(V ;G)

für V ⊂◦ Y , die verträglich sind mit den Ausdehnungen durch Null. Man beach-
te, daß wir hier nicht unsere eigentlichen Opkomorphismen alias Eigmorphismen
über f aus ?? beschreiben, die ja vielmehr Garbenhomomorphismen G → f(!)F
entsprechen. Ein Student mag prüfen, daß wir für kompaktweiche Garben auf
lokal kompakten Hausdorffräumen die oppinvertierte Kofaserung zur Eigopkofa-
serung beschrieben haben, die wir im Fall étaler separierter Morphismen bereits
in [TG] 8.4.8 mit der Garbenfaserung identifiziert hatten.

7.4.22 (Grenzkomplexvorschub). Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y
von lokal kompakten Hausdorffräumen erklären wir einen ausgezeichneten Mor-
phismus von Komplexen

gkv = gkvf : f(!)G !
X → G !

Y

durch die Vorschrift, daß er unter der Beschreibung von Morphismen durch kom-
pakte Schnitte aus 7.4.21 und der Beschreibung der kompakten Schnitte unserer
Grenzkettengarben aus 7.4.19 der Gesamtheit der offensichtlichen Abbildungen
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G(f−1(V )) → G(V ) für V ⊂◦ Y entspricht. Wir nennen diesen Morphismus
den Grenzkomplexvorschub. Sind unsere Räume zusätzlich homologisch kom-
paktendlich oder ist auch nur f(!) von endlicher homologischer Dimension, so
induziert unser Morphismus einen Morphismus

gkv = gkvf : f!G !
X →Der G !

Y

Ist f eine offene Einbettung, so prüft man leicht, daß das genau der Morphismus
ist, der unter der Adjunktion unserem Isomorphismus G !

X
∼→ f (∗)G !

Y aus 7.4.13
entspricht.

7.4.23 (Natürlichkeit des Homologie-Hyperkohomologie-Vergleichs). Gege-
ben eine stetige Abbildung f : X → Y von lokal kompakten homologisch kom-
paktendlichen Hausdorffräumen erhalten wir ein kommutatives Diagramm

G(X)
∼→Ket Γ!(X;G !

X)
∼→Ket finX,(!) G !

X
∼→Der finX,! G !

X

↓ o ↓ o
↓ finY,(!) f(!)G !

X
∼→Der finY,! f!G !

X

↓ ↓
G(Y )

∼→Ket Γ!(Y ;G !
Y )

∼→Ket finY,(!) G !
Y

∼→Der finY,! G !
Y

mit von unserem Grenzkomplexvorschub gkv aus 7.4.22 induzierten Vertikalen
im Quadrat unten rechts und der offensichtlichen Vertikale links. Unter unserem
Isomorphismus 7.4.20 entspricht also der Vorschub auf der singulären Homologie
dem von gkv auf der Hyperkohomologie des Grenzkomplexes induzierten Mor-
phismus und wir erhalten die Kommutativität der Diagramme

Hq(X)sing
∼→ H−q! (X;G !

X)
↓ ↓

Hq(Y )sing
∼→ H−q! (Y ;G !

Y )

mit unseren Vergleichsisomorphismen in den Horizontalen und dem Vorschub auf
der Homologie in der linken Vertikalen und der von unserem Grenzkomplexvor-
schub gkv aus 7.4.22 induzierten rechten Vertikale.

7.4.24 (Natürlichkeit des !-Homologie-Hyperkohomologie-Vergleichs). Gege-
ben f : X → Y eine eigentliche homologisch kompaktendliche Abbildung von
abzählbar basierten lokal kompakten Hausdorffräumen mit Γ : Ab/X → Ab und
Γ : Ab/Y → Ab von endlicher homologischer Dimension kommutiert das Dia-
gramm

H!
q(X)sing

∼→ H−q(X;G !
X)

↓ ↓
H!
q(Y )sing

∼→ H−q(Y ;G !
Y )
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mit unseren Vergleichsisomorphismen 7.4.18 in den Horizontalen und dem ei-
gentlichen Vorschub der singulären Theorie [TS] 7.3.9 in der linken Vertikalen
und der vom Grenzkomplexvorschub gkv : f!G !

X → G !
Y vermittels der Identifika-

tion f!
∼→ f∗ von der Komposition finX∗ G !

X
∼→ finY ∗ f∗G !

X → finY ∗ G !
Y induzier-

ten rechten Vertikale. Das folgt ziemlich direkt aus den Definitionen und soll hier
nicht weiter ausgearbeitet werden.

7.4.25 (Verdierdual des Grenzkomplexes). Gegeben ein lokal kompakter Haus-
dorffraum X bilden unsere Grenzkettengarben nach 7.4.14 einen Komplex G !

X

kompaktweicher Garben. Ist unser Raum zusätzlich homologisch kompaktend-
lich, so liefert 5.8.22 einen Isomorphismus zwischen dem Garbenkomplex mit
den Schnittkomplexen DKetΓ!(U ;G !

X) und dem Verdierdual des Grenzkomplexes,
nach 7.4.19 also einen Isomorphismus

dX : DXG !
X
∼→Der G∗X

Ich behaupte für diese Isomorphismen und jede stetige Abbildung f : X → Y
von homologisch kompaktendlichen lokal kompakten Hausdorffräumen die Kom-
mutativität in der derivierten Kategorie des Diagramms

DY G !
Y

dY
∼

//

D gkv
��

G∗Y

��
DY f!G !

X
∼ // f∗DXG !

X

f∗dX
∼
// f∗G∗X

mit den hoffentlich offensichtlichen übrigen Pfeilen und insbesondere der durch
Rückzug von Koketten gegebenen rechten Vertikale. Das folgt unmittelbar aus
der durch 5.8.27 gegebenen Beschreibung des Isomorphismus oben rechts und
den Definitionen. Dualisieren wir unser Diagramm und ergänzen es geeignet, so
ergibt sich ein kommutatives Diagramm

G !
Y

ev // D2
Y G !

Y DY G∗Y
DdY
∼

oo

D2
Y f!G !

X

D2 gkv

OO

DY f∗DXG !
X

∼oo DY f∗G∗X

OO

Df∗dX
∼
oo

f!G !
X

f! ev //

ev
::uuuuuuuuu

gkv

OO

f!D2
XG !

X

OO

f!DXG∗X

OO

f!DdX
∼

oo

Sind zusätzlich X und Y lokal singulärazyklisch, so liefern die Augmentationen
Isomorphismen aX : ZX

∼→Der G∗X und aYZY
∼→Der G∗Y und der Morphismus der

rechten Vertikale entspricht darunter der Verknüpfung ZY → f∗f
∗ZY

∼→ f∗ZX
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der Einheit der Adjunktion mit dem natürlichen Isomorphismus. Mit 5.7.21 se-
hen wir, daß die rechte Vertikale in unserem Diagramm unter unseren Isomor-
phismus dem Morphismus f!ωX → ωY entspricht, den wir als die Komposition
f!ωX

∼→ f!f
!ωY → ωY erhalten mit der Koeinheit der Adjunktion an zweiter

Stelle und dem Bild unter f! des natürlichen Morphismus ωX = fin!
X Ztop

∼→
f !(fin!

Y Ztop) = f !ωY an erster Stelle. Wir erhalten mit unseren Morphismen dann
also ein kommutatives Diagramm

G !
Y

// ωY

f!G !
X

gkv

OO

// f!ωX

OO

mit gY := (DY (aY ))−1 ◦ (DY (dY ))−1 ◦ ev : G !
Y → ωY in der oberen Horizontalen

und f!gX in der unteren Horizontalen.

Proposition 7.4.26 (Bidual des Grenzkomplexes). Gegeben ein lokal kompak-
ter lokal polyederähnlicher homologisch kompaktendlicher Hausdorffraum X ist
der Grenzkomplex G !

X verdierselbstdual, die kanonische Abbildung ist also ein
Isomorphismus

G !
X
∼→Der DXDXG !

X

7.4.27. Insbesondere ist dann der zum Schluß von 7.4.25 betrachtete Morphis-
mus ein Isomorphismus gX : G !

X
∼→ ωX zwischen dem Grenzkomplex und der

dualisierenden Garbe.

Beweis. Wir kürzen im folgenden stets D = DKet ab. Unser Komplex von Grenz-
kokettengarben hat über U ⊂◦ X die Schnitte G∗X(U) = DGU . Gegeben ein
Kompaktum K ⊂ U liefert die kurze exakte Sequenz der relativen Grenzketten
G(U\K) ↪→ G(U) � G(U,U\K) eine kurze exakte Sequenz von Kettenkom-
plexen

DG(U,U\K) ↪→ DG(U)� DG(U\K)

Im Kolimes über alle Kompakta K ⊂ U ergeben sich daraus Isomorphismen
colfK DG(U,U\K)

∼→ Γ!(U ;G∗U) und dann durch Dualisieren

DΓ!(U ;G∗X)
∼→ limfK DDG(U,U\K)

In ?? haben wir unter den Bedingungen des Satzes einen ausgezeichneten Iso-
morphismus der dualisierenden Garbe mit dem durch die Schnittkomplexe auf
der rechten Seite gegebenen Garbenkomplex konstruiert. Andererseits gibt es für
jede offene Teilmenge U ⊂◦ X einen natürlichen Morphismus

G !
X(U) = limfK G(U,U\K)→ limfK DDG(U,U\K)
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Um den Beweis zu beenden müssen wir nur zeigen, daß jeder Punkt eine offe-
ne Umgebung U besitzt, für die er ein Quasiisomorphismus ist. Wir zeigen das
sogar für jede polyederähnliche offene Teilmenge U ⊂◦ X . Dann gibt es ja eine
konfinale Folge von Kompakta von Kn ⊂ U mit Hq(U,U\Kn) endlich erzeugt
für alle q, n. Damit sind aber die natürlichen Abbildungen Quasiisomorphismen
G(U,U\Kn) →̆ DDG(U,U\Kn) und dann liefern sie nach [TS] 7.1.52 auch im
inversen Limes Quasiisomorphismen.

7.4.28 (Singuläre Homologien als Garbenkohomologien). Für jeden lokal po-
lyederähnlichen lokal singulärazyklischen kompaktendlichen Hausdorffraum X
liefert unsere Beschreibung 7.4.20 der Homologie als kompakte Hyperkohomo-
logie des Grenzkomplexes zusammen mit dem Isomorphismus 7.4.27 zwischen
dem Grenzkomplex und der dualisierenden Garbe einen ausgezeichneten Isomor-
phismus

Hq(X)sing
∼→ Hq(X)garb

Ist X darüberhinaus abzählbar basiert und Γ : Ab/X → Ab von endlicher ho-
mologischer Dimension, so liefert unsere Beschreibung 7.4.18 der Homologie als
Hyperkohomologie des Grenzkomplexes analog einen ausgezeichneten Isomor-
phismus

H!
q(X)sing

∼→ H!
q(X)garb

Aus dem zum Schluß von 7.4.25 gefundenen kommutativen Diagramm folgt schließ-
lich mit 7.4.23 beziehungsweise 7.4.24 beziehungsweise 7.4.18 die Verträglich-
keit dieser Vergleichsisomorphismen mit dem Vorschub der Homologie, dem ei-
gentlichen Vorschub der lokalendlichen Homologie sowie dem offenen Rückzug
der lokalendlichen Homologie.

7.4.29 (Relative singuläre Homologie als Garbenkohomologie). Seien X ein
lokal polyederähnlicher lokal singulärazyklischer kompaktendlicher Hausdorff-
raum und j : U ↪→ X die Einbettung einer offenen Teilmenge und i : A ↪→ X die
Einbettung ihres Komplements. Wir erhalten mit der Einheit und der Koeinheit
der Adjunktion nach ?? eine kurze exakte Sequenz

j!j
!G !
X ↪→ G!

X � i∗i
∗G !

X

von Garbenkomplexen und nach [TG] 4.8.11 und [TG] 4.8.13 bestehen sie alle aus
kompaktweichen abelschen Garben. Nach [TG] 4.8.13 bilden dann die kompakten
globalen Schnitte eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen und mit 7.4.19
erhalten wir ein kommutatives Diagramm

GU ↪→ GX � G(X,U)
↓ o ↓ o ↓ o

Γ!G !
U ↪→ Γ!G !

X � Γ!i
∗G !

X
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Die letzte Vertikale liefert zusammen mit dem Isomorphismus vom Grenzkomplex
in die dualisierende Garbe 7.4.27 einen ausgezeichneten Isomorphismus

H−q! (A;ωX)
∼→ Hq(X,X\A)sing

Der Rest des Diagramms zeigt dann auch noch, daß die lange exakte Homologie-
sequenz darunter der langen exakten Hyperkohomologiesequenz des ersten aus-
gezeichneten Dreiecks nach 5.2.2 der dualisierenden Garbe ωX zur gegebenen
Zerlegung von X in eine offene und eine abgeschlossene Teilmenge entspricht.
Wir haben also mit unseren Vergleichsisomorphismen zur singulären Homologie
in den Vertikalen ein kommutatives Diagramm

. . .→ H−q! j!j
!ωX → H−q! ωX → H−q! i∗i

∗ωX → H−q+1
! j!j

!ωX → . . .
↓ o ↓ o ↓ o ↓ o

. . .→ HqU → HqX → Hq(X,U) → Hq−1U → . . .

7.4.30 (Natürlichkeit des Vergleichsisomorphismus nach Hq(X,A)). Wir er-
innern 6.3.19. Seien f : X → Y eine stetige Abbildung von lesb-Räumen so-
wie A ⊂∧ X,B ⊂∧ Y abgeschlossene Teilmengen mit f−1(B) ⊂ A. Gegeben
F ∈ Ab/X und G ∈ Ab/Y und ein Morphismus ϕ : f!F → G in Der(Ab/Y )
hatten wir dort einen ausgezeichneten Morphismus ϕ~ konstruiert, der unterH−q
ausgezeichnete Morphismen

ϕ~ : H−q! (A;F)→ H−q! (B;G)

liefert. Spezialisieren wir ihn zu dem aus dem offensichtlichen Isomorphismus
ωX

∼→ f !ωY hervorgehenden Morphismus f!ωX → ωY , so sollten wir unter den
zusätzlichen Annahmen an X und Y aus 7.4.29 mit unseren Vergleichsisomor-
phismen in den Horizontalen und dem Vorschub auf der singulären Homologie in
der rechten Vertikalen ein kommutatives Diagramm

H−q! (A;ωX)
∼→ Hq(X,X\A)sing

↓ ↓
H−q! (B;ωY )

∼→ Hq(Y, Y \B)sing

erhalten. Ich würde mich freuen, wenn ein Student mir das einmal ausarbeiten
könnte.
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8 Äquivariante derivierte Kategorie

8.1 Ergänzungen zu äquivarianten Garben

8.2 Äquivariante Objekte (VERLEGEN!)
8.2.1 (Kartesischer Schnitt als Schmelzfunktor). Gegeben eine Trennfaserung
M → N ist nach 1.2.5 jeder kartesische Lift einer stabil universellen Trennung
in N eine stabil universelle Trennung in M . Insbesondere macht unsere Trenn-
faserung stabil universelle Trennungen zu stabil universellen Trennungen und hat
N stabil universelle Trennungen, so auch M . Unter dieser Annahme induziert
unser Trennfunktor nach [TSK] 1.5.12 folglich einen Trennschmelzfunktor

M → N

zwischen den jeweiligen Erweiterungen zu Trennschmelzkategorien. Hat darüber
hinaus die Basis N eindeutige Leertrennungen, so macht der kartesische Schnitt
N → M , X 7→ X aus 1.4.4 nach 1.2.5 stabil universelle Trennungen zu stabil
universellen Trennungen und induziert folglich einen Trennschmelzfunktor

N →M

Per definitionem ist die Verknüpfung unserer beiden Trennschmelzfunktoren die
Identität auf N . Jeder Schmelzfunktor macht nun Monoidobjekte zu Monoidob-
jekten und insbesondere macht der kartesische Schnitt aus jedem Monoidobjekt
G von N ein Monoidobjekt G von M .

Definition 8.2.2. Gegeben eine Trennfaserung M → N über einer Trennkate-
gorie mit stabil universellen Trennungen und eindeutigen Leertrennungen und ein
Monoidobjekt G ∈ N nennt man ein Objekt F der Schmelzkategorie M mit
G-Operation ein G-äquivariantes Objekt von M .

8.2.3. Gehört ein G-äquivariantes Objekt F zur Faser MX über X ∈ N , so
induziert die G-Operation auf F eine G-Operation auf X in N . Dies Objekt mit
G-Operation in der Basis notieren wir G%X . Die G-äquivarianten Objekte von
M über G%X bilden selber in offensichtlicher Weise eine Kategorie

MG%X

Beispiel 8.2.4. Sei speziell M → fT eine Trennfaserung über der banalen
Trennkategorie fT einer Kategorie T mit endlichen Produkten und finalem Ob-
jekt pt. Ein Monoidobjekt G von T ist dann per definitionem dasselbe wie ein
Monoidobjekt der zur Trennschmelzkategorie fT gehörigen Schmelzkategorie
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und ein G-äquivariantes Objekt von M ist per definitionem ein Objekt zusammen
mit einem Morphismus

α : G� F → F
in M derart, daß die Diagramme

(G�G)� F //

��

G� F // F pt� F //

((QQQQQQQQQQQQQQQ
G� F

��
G� (G� F) // G� F // F F

mit den in offensichtlicher Weise erklärten Morphismen kommutieren. Manchen
Lesern mag eine Variante dieser Beschreibung vertrauter vorkommen, bei der man
pr∗1F schreibt statt G� F und so weiter, für pr1 : G×X → X und F ∈M/X .

Ergänzung 8.2.5. Mit Hilfe unseres natürlichen Isomorphismus X �F ∼→ pr†Y F
aus 1.5.19 für prY : X×Y → Y können wir unsere Definition 8.2.1 äquivarianter
Objekte oder vielmehr ihre für banale Trennkategorien ausbuchstabierte Fassung
8.2.4 in einer Weise fassen, in der sie für eine gewöhnliche Faserung M → T
über einer Kategorie mit endlichen Produkten sinnvoll bleibt. Sei dazu G%X ein
Objekt mit der Operation eines Monoids (G,m, e) in der Basis. Ein G-äquiva-
riantes Objekt über X ist dann ein Datum (F , α) bestehend aus einem Objekt
F ∈ MX über X und einem Morphismus α : pr†F → F über der Operation
a : G×X → X derart, daß die beiden im folgenden erklärten Diagramme

prr†F γ // pr†F α // F F ι //

NNNNNNNNNNNNNNN

NNNNNNNNNNNNNNN pr†F
α

��
prr†F β // pr†F α // F F

kommutieren. Für das Rechte betrachten wir die Zerlegung X → G × X → X
von idX = pr ◦ e für e gegeben durch das neutrale Element unseres Monoids G
und darüber die Zerlegung der Identität idF = τ ◦ ι mit τ : pr†F → F dem
Transportmorphismus. So erhalten wir einen wohlbestimmten Morphismus ι über
e und das rechte Diagramm fordert die Identität α ◦ ι = idF . Wegen a ◦ e = idX
ist das schon mal eine sinnvolle Forderung. Im linken Diagramm bezeichne γ
denjenigen Morphismus γ : prr†F → pr†F über dem Morphismus (idG×a) :
G×G×X → G×X in der Basis mit τ ◦γ = α◦τ ◦c für die Transportmorphismen
τ : pr†F → F beziehungsweise τ : pr†23(pr†F) → pr†F für pr23 : G × G ×
X → G × X die Projektion auf die beiden hinteren Faktoren und c : prr†

∼⇒
pr†23 ◦ pr† der Identifikation zu prr = pr ◦pr23. Weiter bezeichne β : prr†F →
pr†F denjenigen Morphismus über dem Morphismus m × idX in der Basis, der
beim Nachschalten des Transportmorphismus τ den Transportmorphismus von
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prr†F liefert. Die zweite Eigenschaft, die wir fordern, ist dann die Gleichheit
α ◦ β = α ◦ γ der mit im vorhergehenden erklärten Morphismen prr†F → F
über dem durch zweimaliges Anwenden der Operation gegebenen Morphismus
G×G×X → X in der Basis.

Beispiel 8.2.6 (Äquivariante Objekte der Familientrennfaserung). Im Fall der
Familienfaserung C/Ens → Ens nach [?] ?? zu einer Kategorie C ist ein Objekt
F ∈ C/X eine Familie (Fx)x∈X von Objekten. Operiert dann ein MonoidG aufX ,
so besteht eine äquivariante Struktur aus der Vorgabe von Morphismen s(g, x) :
Fx → Fgx mit s(1, x) = id sowie s(h, gx)s(g, x) = s(hg, x) für alle g, h ∈ G
und x ∈ X .

Beispiel 8.2.7. Sie mögen zur Übung zeigen, daß die in Bezug auf die Garbenfa-
serungen Ens/Top → Top und Ab/Top → Top im Sinne von 8.2.5 äquivarianten
Objekte über einem topologischen Raum genau unsere äquivarianten Garben aus
?? beziehungsweise unsere äquivarianten abelschen Garben aus ?? sind.

Beispiel 8.2.8 (Äquivariante Mengengarben, Variante). SeienG%X ein topolo-
gischer Raum mit der Operation a : G×X → X eines topologischen Monoids. Im
Fall der Mengengarbenoptrennfaserung Ens�Top → Top nach ?? besteht eine G-
äquivariante Mengengarbe aufX aus dem Datum einer MengengarbeF ∈ Ens�X
auf X und eines Opkomorphismus α ∈ Ens�a(G � F ,F) mit gewissen Eigen-
schaften. Sind speziell G und X diskret, so ist solch ein α nach 1.7.8 eine Familie
von Abbildungen α(g, x) : Fgx → Fx und die geforderten Verträglichkeiten be-
deuten α(g, x)α(h, gx) = α(hg, x) sowie α(1, x) = id. Das ist also dasselbe
wie ein äquivariantes Objekt der Familienfaserung der Kategorie Ensopp. Bilden
wir die zu G%X gehörige Wirkungskategorie XG mit den Punkten x ∈ X als
Objekten und den Mengen

XG(x, y) := {g ∈ G | gx = y}

als Morphismenmengen, paarweise disjunkt gemacht durch Darankreuzen des
Paares (x, y), so haben wir natürliche Isomorphismen von Kategorien Ens/G%X

∼→
Cat(XG,Ens) und Ens�G%X

∼→ Cat(XG,Ensopp) in Verallgemeinerung unserer
Erkenntnisse für Mengengarben aus [TG] 6.2.13.

8.2.9. Operiert eine diskrete Gruppe G und nicht nur ein Monoid auf einem dis-
kreten Raum X , so ist die Wirkungskategorie XG ein Gruppoid und das Inver-
tieren von Morphismen zusammen mit der Identität auf Objekten liefert einen
Isomorphismus XG

∼→ (XG)opp. Mit 8.2.8 erhalten wir Isomorphismen von Kate-
gorien

Ens/G%X
(
Ens�G%X

)opp

o↓ ↑ o
Cat(XG,Ens)

∼→ Cat((XG)opp,Ensopp)opp ∼→ Cat(XG,Ensopp)opp
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8.2.10 (Der Strukturmorphismus jeder Gruppenoperation ist kartesisch). Ge-
geben eine Trennfaserung M → fT über der banalen Trennkategorie einer
Kategorie mit endlichen Produkten und G%X ein Objekt mit Gruppenoperation
a : G × X → X der Basis und (F , α) ∈ MG%X ein G-äquivariantes Objekt
über X ist der Morphismus α ∈ Ma(G � F ,F) stets kartesisch. Um das zu se-
hen, betrachten wir in der Basis mit der Notation ā(g, x) := g−1x oder besser
ā := a ◦ (inv× id) das kommutative Diagramm

G×X
(inv,id)×id

''OOOOOOOOOOO

id× id

��

(pr1,a) // G×X
inv× id

yyrrrrrrrrrr

(pr1,ā)

��

G×G×X id×a //

m×id

��

pr23

''OOOOOOOOOOO G×X

a

��

pr2

{{wwwwwwwww

G×X a // X

G×X a // X

G×X

1×id
77ooooooooooo

id× id // G×X

pr2
eeLLLLLLLLLL

Ziehen wir das kommutative Rechteck in M über dem inneren Rechteck, das die
Assoziativität der Operation zum Ausdruck bringt, zurück auf das äußere Recht-
eck, so bleibt es kommutativ. Aus offensichtlichen Gründen liefert der Rückzug
nach links die Identität aufG�F . Aufgrund der bei der Definition eines äquivari-
anten Objekts geforderten Trivialität der Operation der Eins liefert auch der Rück-
zug nach unten die Identität auf G�F . Der Rückzug von id�α : G�G�F →
G � F nach oben stimmt überein mit dem Rückzug des Strukturmorphismus
α von der Mitte nach ganz oben. Dieser Rückzug hat also ein Linksinverses,
nämlich den Rückzug des Strukturmorphismus auf die rechte Vertikale. Genauso
zeigt man, daß er auch ein Rechtsinverses besitzt und folglich ein Isomorphismus
G�F ∼→ G�F über (pr2, a) : G×X → G×X sein muß. Mithin ist dieser Rück-
zug kartesisch. Seine Verknüpfung mit der offensichtlichen TrennungG�F → F
über pr2 : G×X → X ist dann als Verknüpfung kartesischer Morphismen wieder
kartesisch, und diese Verknüpfung ist gerade unser Strukturmorphismus α.

Ergänzung 8.2.11. Ich wüßte gerne, ob das Vorhergehende genauso gilt für eine
beliebige Trennfaserung M → N in eine Trennkategorie mit stabil universellen
Trennungen, wenn wir äquivariante Objekte in Bezug auf Hopfobjekte der Basis
betrachten, wie sie in [TS] ?? erklärt wurden. Das könnte eine Arbeit für einen
Studenten abgeben.

8.2.12 (Trennfaserung der äquivarianten Objekte). Gegeben eine Kategorie
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T mit endlichen Produkten bilden wir die Kategorie moT aller „Objekte mit
Operation eines Monoidobjekts“. Morphismen G%X → H%Y sind dabei Paare
bestehend aus einem Homomorphismus G→ H von Monoidobjekten und einem
gewöhnlichen MorphismusX → Y derart, daß die offensichtliche Verträglichkeit
erfüllt ist. Auch moT hat dann endliche Produkte. Gegeben eine Trennfaserung
M → fT erhalten wir eine weitere Trennfaserung

mofM → fmoT

mit Faser MG%X über G%X und den hoffentlich offensichtlichen Trennungen.
Die Schmelzkategorien der opponierten Fasern notieren wir unseren allgemeinen
Konventionen folgend

M/G%X

Die Restriktion unserer Trennfaserung auf die banale Trennkategorie der vollen
Unterkategorie der Räume mit Gruppenoperation notieren wir

gofM → fgoT

In diesem Fall werden ja wohl, wenn die Fasern von M → fT Multihom haben,
auch die Fasern von gofM → fgoT Multihom haben. Das mag einmal ein
Student ausarbeiten, gerne auch zusammen mit 8.2.11.

8.2.13 (Äquivariante Objekte oppinverser Trennfaserungen). Gegeben eine
Trennfaserung M → fT über der banalen Trennkategorie einer Kategorie mit
endlichen Produkten und G%X ein Objekt mit Gruppenoperation in der Basis ist
nach 8.2.10 der Strukturmorphismus kartesisch. Gegeben F ∈ MX entsprechen
die Strukturmorphismen, die F zu einem äquivarianten Objekt F ∈MX machen,
also eineindeutig den Strukturmorphismen, die F zu einem äquivarianten Objekt
F ∈M opi

X für die oppinvertierte Trennfaserung M opi → N nach 1.7.3 machen.
Aus unserer Erkenntnis 8.2.10 über die Kartesianität des Strukturmorphismus bei
unter Gruppen äquivarianten Objekten folgt, daß wir so einen Isomorphismus

(gofM )opi ∼→ gof(M opi)

von Trennfaserungen über der banalen Trennkategorie fgoT der Objekte mit
Gruppenoperation in der Basis erhalten.

Beispiel 8.2.14. Die unter Gruppenoperationen äquivarianten Objekte der Men-
gengarbentrennfaserung und der Mengengarbenoptrennfaserung bilden zueinan-
der oppinverse Trennfaserungen. Einen Schatten dieser Tatsache haben wir bereits
in 8.2.9 gesehen, wo wir im diskreten Fall einen Isomorphismus zwischen der Fa-
ser der einen und der opponierten Faser der anderen Trennfaserung konstruiert
hatten.
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8.2.15 (Äquivariante Objekte auf dem Produkt mit einer Gruppe). Gegeben
eine Trennfaserung M → fT über der banalen Trennkategorie einer Kategorie
mit endlichen Produkten und G ein Gruppenobjekt der Basis erhalten wir eine
Äquivalenz

G� : Mpt
≈→MG%G

Genauer behaupten wir, daß wir sogar im Fall eines Monoidobjekts der Basis ein
adjungiertes Paar (G�, 1†) von Funktoren zwischen den fraglichen Kategorien er-
halten, indem wir den offensichtlichen IsomorphismusF ∼→ 1†(G�F) als Einheit
der Adjunktion nehmen und als Koeinheit die KompositionG�1†E → G�E → E
von Morphismen über der Komposition G→ G×G→ G von g 7→ (g, 1) gefolgt
von der Verknüpfung unseres Monoids. Im Fall eines Gruppenobjekts ist nach
8.2.10 der Strukturmorphismus kartesisch und deshalb ist auch unsere Koeinheit
kartesisch über der Identität, also ein Isomorphismus. Mithin liefert unser adjun-
giertes Paar wie behauptet eine Äquivalenz von Kategorien. Dieselben Argumente
liefern für jedes Objekt X der Basis eine Äquivalenz von Kategorien

G� : MX
≈→MG%(G×X)

Übungen

Übung 8.2.16. Gegeben G%X ein topologischer Raum mit einer topologisch frei-
en Operationen einer diskreten Gruppe und k ein Kring und χ : G → k× ein
Gruppenhomomorphismus bezeichne P := G\X den Bahnenraum und P χ die
nach [TG] ?? zugehörige lokal konstante Garbe von k-Moduln auf P . Gegeben
G%X undH%Y topologische Räume mit topologisch freien Operationen diskreter
Gruppen und R := H\Y betrachten wir in der Familienkategorie von fmoTop
das kommutative Diagramm

P ×R → P fR
↑ ↑

(G×H)%(X × Y ) → (G%X)f (H%Y )
↓ ↓

(G×H)%top → (G%top)f (H%top)

Da die Rückzüge längs der oberen Vertikalen nach [TG] 7.1.10 Äquivalenzen
sind, liefert unser Diagramm ausgezeichnete Isomorphismen

P χ �Rξ
∼→ P ×Rχ⊗ξ

Übung 8.2.17. Ist X topologische Gruppe und G ⊂ X eine diskrete zentrale
Untergruppe, so operiert G nach [TM] 2.1.25 topologisch frei auf X und ein ähn-
liches Diagramm wie zuvor liefert für jeden Gruppenhomomorphismus χ : G →
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k× einen kartesischen Morphismus P × P χ⊗χ → P χ über der Multiplikation der
Quotientengruppe P := G\X . Zusammen mit dem Isomorphismus aus 8.2.16
liefert das einen kartesischen Morphismus

P χ � P χ → P χ

über der Multiplikation von P . Man zeige, daß er P χ zu einem Gruppenobjekt
in Garben von k-Moduln über topologischen Räumen macht. Objekte mit einer
Operation dieses Gruppenobjekts heißen X-χ-monodrome Garben.
8.2.18. Ich erinnere an die Definitionen und ersten Resultate zu äquivarianten
Garben aus [TG] 7.1.1 folgende. Die im Anschluß bewiesene Aussage hatten wir
in [TG] 7.1.10 nur im Fall der Operation einer diskreten Gruppe diskutiert.

Satz 8.2.19 (Quotientenäquivalenz). Gegeben eine topologische Gruppe G und
ein topologisch freier G-Raum X ist der äquivariante Rückzug unter φ%f für
f : X � G\X und φ : G� 1 eine Äquivalenz

Ens/G\X
≈→ EnsG%X

Beweis. Nach einigen Vorbereitungen zeigen wir eine noch allgemeineren Aus-
sage in 8.2.25.

Lemma 8.2.20 (Freie Quotienten äquivarianter Abbildungen). Seien G eine
topologische Gruppe und X → Y eine stetige G-äquivariante Abbildung von
G-Räumen. Ist Y topologisch frei, so ist auch X topologisch frei und die offen-
sichtlichen Abbildungen liefern ein kartesisches Diagramm

X //

��

Y

��
X/G // Y/G

Ergänzung 8.2.21. Man zeigt unschwer auch eine noch allgemeinere Version: Ist
zusätzlich H ⊂ G eine Untergruppe, so liefern die offensichtlichen Abbildungen
sogar ein kartesisches Diagramm

X/H //

��

Y/H

��
X/G // Y/G

Dazu geht man wie beim Beweis des Lemmas vor, ergänzt am Schluß das Dia-
gramm entsprechend, und muß einen Homöomorphismus X/H ∼→ G/H ×X/G
nachweisen. Das ist aber klar, da G×X/G � G/H ×X/G final ist, vergleiche
[TM] 2.2.4. Ich bin ganz verblüfft, daß man hierfür anscheinend noch nicht einmal
voraussetzen muß, daß G topologisch frei ist als H-Raum.
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Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit Y = G ×W anneh-
men. Dann entsteht mit dem pull-back ein kommutatives Diagramm der Gestalt

X //

$$IIIIIIIIII G×X/G

��

// G×W

��
X/G //W

Wir betrachten nun die Abbildung µ : X → G, die durch die Komposition der
oberen Horizontale mit der Projektion auf G gegeben wird. Sicher gilt µ(gx) =
gµ(x). Folglich ist die Abbildung X → X gegeben durch x 7→ µ(x)−1x konstant
auf G-Bahnen und faktorisiert demnach über eine stetige Abbildung ν : X/G →
X . Man prüft leicht, daß die stetige Abbildung G ×X/G → X , (g, x̄) 7→ gν(x̄)
invers ist zur linken oberen Horizontale X → G×X/G, x 7→ (µ(x), x̄).

Korollar 8.2.22. Seien G eine topologische Gruppe und X → Y eine steti-
ge Abbildung von topologisch freien G-Räumen, die einen Homöomorphismus
X/G

∼→ Y/G induziert. So ist unsere Abbildung bereits selbst ein Homöomor-
phismus.

Beweis. Das folgt aus 8.2.20 aus der allgemeinen Erkenntnis [TF] 2.3.4, daß der
pull-back eines Isomorphismus stets wieder ein Isomorphismus ist.

Korollar 8.2.23 (Quotienten étaler Abbildungen sind étale). Ist G eine topo-
logische Gruppe und X → Y eine étale Abbildung von G-Räumen und Y ein
topologisch freier G-Raum, so ist auch X/G→ Y/G étale.

8.2.24. Die Abbildung R2 → R2/Z2 ist étale, nicht aber ihr Quotient nach der
Operation durch Addition einer Gerade G ⊂ R2 mit irrationaler Steigung. Es ist
also wesentlich, daß die Operation nicht nur abstrakt frei, sondern sogar topolo-
gisch frei ist.

Beweis. Ist Y topologisch frei als G-Raum, so besitzt jeder Punkt von Y/G eine
offene Umgebung W ⊂◦ Y/G, auf der die Quotientenabbildung gespalten wer-
den kann durch ein stetiges s : W → Y . Wir können also unser kartesisches
Diagramm aus dem Lemma, das wir nun auf der Seite liegend dargestellt haben,
ergänzen durch ein kartesisches Quadrat

V //

��

X //

��

X/G

��
W // Y // Y/G

mit der Eigenschaft, daß die Kompositionen in den Horizontalen offene Einbet-
tungen sind. Ist insbesondere X → Y étale, so auch X/G→ Y/G.
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Satz 8.2.25 (Verallgemeinerte Quotientenäquivalenz). Operiert eine topologi-
sche Gruppe G auf einem Raum X und ist N ⊂ G ein Normalteiler, der sowohl
auf G als auch auf X topologisch frei operiert, so induziert das Zurückholen mit
der Quotientenabbildung G%X → (N\G)%(N\X) eine Äquivalenz von Katego-
rien

Ens/(N\G)%(N\X)
≈→ Ens/G%X

Beweis. Wir beginnen mit dem in 8.2.19 beschriebenen Fall G = N und defi-
nieren einen Funktor in die Gegenrichtung mithilfe der étalen Räume, indem wir
jeder äquivarianten Garbe F̄ → X die nach 8.2.23 étale AbbildungG\F̄ → G\X
zuordnen. Dann zeigen wir, daß er linksadjungiert ist zum Zurückholen. Und
schließlich prüfen wir, daß beide Adjunktionsabbildungen stets Isomorphismen
sind. Das ist nur lokal zu prüfen, also für X = G × Y , und in diesem Fall ist es
leicht zu sehen. Für das simultane Wegteilen ergänzen wir unsere Argumentation
in der offensichtlichen Weise.

Satz 8.2.26 (Induktionsäquivalenz). SeienG eine topologische Gruppe undH ⊂
G eine Untergruppe, die topologisch frei auf G operiert, und Y ein H-Raum. So
liefert das Zurückholen längs H%Y → G%(G×/H Y ) eine Äquivalenz von Kate-
gorien

Ens/G%(G×/HY )
≈→ Ens/H%Y

8.2.27. Ein quasiinverser Funktor kann in der Sprache der étalen Räume explizit
beschrieben werden durch die Vorschrift F̄ 7→ G×/H F̄ .

Beweis. Wir betrachten zusätzlich (G×H)%(G× Y ) mit der Operation gegeben
durch (g, h)(x, y) := (gxh−1, hy) und erhalten ein kommutatives Diagramm

(G×H)%(G× Y )

))SSSSSSSSSSSSSS

��

H%Yoo

��uukkkkkkkkkkkkkkkkk

H%Y G%(G×/H Y )

mit der oberen Horizontale gegeben durch h 7→ (h, h) und y 7→ (1, y). Die
Rückzüge in die obere linke Ecke sind verallgemeinerte Quotientenäquivalenzen
8.2.25. Es folgt, daß erst der Rückzug längs der oberen Horizontale und dann der
Rückzug längs der rechten Vertikale auch Äquivalenzen sind.

Beispiel 8.2.28 (Äquivariante Garben auf homogenen Räumen). Im Spezialfall
Y = top erhalten wir aus dem Zusammenspiel der Beschreibung [TG] 7.1.2 äqui-
varianter Garben auf einem Punkt und der Induktionsäquivalenz 8.2.26 für jede
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topologisch frei operierende lokal zusammenhängende Untergruppe H ⊂ G einer
topologischen Gruppe G eine Äquivalenz

(H/H◦) -Ens
≈→ Ens/G%(G/H)

zwischen der Kategorie der Mengen mit einer Operation der Komponentengruppe
von H und der Kategorie der G-äquivarianten Garben auf dem homogenen Raum
G/H . Insbesondere sind in diesem Fall alle äquivarianten Garben lokal konstant.

Beispiel 8.2.29. Die Garbe der stetigen reellwertigen Funktionen auf der topolo-
gischen Gruppe R nicht mit der Struktur einer R-äquivarianten Garbe in unserem
Sinne versehen werden, da sie nicht lokal konstant ist, da aber nach 8.2.28 in
dieser Situation jede R-äquivariante Garbe lokal konstant ist.

Proposition 8.2.30 (Volltreues Einschränken). Ist G eine topologische Gruppe
und ϕ : H → G ein Gruppenhomomorphimus mit G/ϕ(H) zusammenhängend,
so ist für jeden G-Raum X die Restriktion ein volltreuer Funktor

Ens/G%X
∼
↪→ Ens/H%X

Beweis. In der Tat müssen wir nur für jeden H-äquivarianten Garbenhomomor-
phismus von G-äquivarianten Garben ϕ : F → G und alle x ∈ X und g ∈ G
zeigen, daß das Diagramm

Fx → Gx
↓ ↓
Fgx → Ggx

kommutiert. Es reicht, wenn wir das zeigen für die vermittels G → X , g 7→ gx
auf G zurückgezogenen Garben. Wir dürfen also ohne Beschränkung der Allge-
meinheit X = G und x = e annehmen. Dann liefert jedoch die Operation von G
für alle y ∈ Fe eine Fortsetzung zu einem globalen Schnitt von F , dessen Bild of-
fen ist in F̄ als Bild einer étalen Abbildung. Mithin oder auch direkt nach 8.2.26
mit Y = top und H = 1 ist F̄ → G und ebenso auch Ḡ → G eine triviale
Überlagerung. Die Mengen der g ∈ G, an denen zwei unter ϕ(H) äquivariante
Decktransformationen übereinstimmen beziehungsweise verschieden sind, sind
nach dem Satz über die Eindeutigkeit von Lifts bei Überlagerungen [TF] 3.4.10
offen in G und sind offensichtlich invariant unter ϕ(H). Ist nun G/ϕ(H) zusam-
menhängend, so ist die einzige Möglichkeit einer derartigen Zerlegung von G in
zwei offene Teilmengen die Zerlegung in ganz G und die leere Menge. Das zeigt,
daß alle unter ϕ(H) äquivarianten Garbenhomomorphismen zwischen G-äquiva-
rianten Garben auf G bereits G-äquivariant sein müssen.

8.2.31. Ist G eine topologische Gruppe und f : X → Y ein Morphismus von G-
Räumen und F ∈ Ens/G%X eine äquivariante Garbe, so erbt der Vorschub f∗F ∈
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Ens/Y in offensichtlicher Weise eine Wirkung von G als abstrakte Gruppe, die
auch mit der Wirkung von G auf Y verträglich ist. Um jedoch zu zeigen, daß G
auch mit seiner richtigen Topologie stetig auf dem étalen Raum von f∗F operiert,
brauchen wir stärkere Voraussetzungen.
Beispiel 8.2.32 (Schwierigkeiten mit äquivariantem Vorschub). Daß es im All-
gemeinen nicht ganz einfach sein wird, einen Vorschub für äquivariante Garben zu
erklären, zeigt das folgende Beispiel. Auf der topologischen Gruppe Q betrachte
man die konstante Garbe ZQ. Ihr Vorschub unter der Projektion auf einen Punkt
ist die abelsche Gruppe der globalen Schnitte Γ(ZQ). Dieser Gruppe entspricht
jedoch unter der offensichtlichen Operation keine Q-äquivariante Garbe, da die
fragliche Operation nicht stetig ist für die diskrete Topologie auf Γ(ZQ). Ist zum
Beispiel s ∈ Γ(ZQ) Null auf allen q ∈ Q mit q2 < 2 und Eins auf allen q ∈ Q mit
q2 > 2, so gibt es keine Umgebung der Null in Q, die diesen Schnitt festhält.
Beispiel 8.2.33 (Alternative Beschreibung äquivarianter Garben). Seien G ei-
ne topologische Gruppe und X ein G-Raum. Bezeichne m, p : G × X → X
die Operation von G beziehungsweise die Projektion auf X . Für jede äquivariante
Garbe F ∈ Ens/G%X erklären wir einen Garbenisomorphismus

s : p∗F ∼→ m∗F
Man bezeichne dazu mit q : G×X → G die Projektion und betrachte die Abbil-
dung (q,m) : (g, x) 7→ (g, gx) und beachte zunächst m = p ◦ (q,m), so daß es
gleichbedeutend gilt, einen Isomorphimus p∗F ∼→ (q,m)∗(p∗F) zu konstruieren.
Wir haben nun aber einen natürlichen Isomorphismus ét(p∗F)

∼→ G × F̄ . Das
pull-back-Diagramm

G× F̄ → G× F̄
↓ ↓

G×X (q,m)→ G×X
mit (g, f) 7→ (g, gf) in der oberen Horizontalen liefert dann den gesuchten Iso-
morphismus. Im Halm an der Stelle (g, x) wird unser Isomorphismus s beschrie-
ben durch ein kommutatives Diagramm

(p∗F)(g,x)
s→ (m∗F)(g,x)

↓ o o ↓
Fx

g→ Fgx
mit den offensichtlichen vertikalen Identifikationen. Ist umgekehrt ein Garbenho-
momorphismus s : p∗F → m∗F gegeben, so erhalten wir eine stetige Abbildung
G× F̄ → F̄ aus dem Diagramm

G× F̄ ∼→ ét(p∗F)
s→ ét(m∗F) → F̄

↓ ↓ ↓ ↓
G×X = G×X = G×X m→ X
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Hierin können die nicht explizit benannten Abbildungen hoffentlich vom Leser
erschlossen werden. Kommt s bereits von einer äquivarianten Struktur auf F̄ her,
so erhalten wir mit dieser Konstruktion unsere äquivariante Struktur zurück.

Übungen
Übung 8.2.34. Seien G eine zusammenhängende topologische Gruppe und X ein
G-Raum. Bezeichne m, p : G×X → X die Operation beziehungsweise die Pro-
jektion aufX und seiF eine Garbe aufX . Gibt es einen Garbenhomomorphismus
s : p∗F ∼→ m∗F , der auf {e} × X zur Identität einschränkt, so besitzt F̄ genau
eine stetige G-Operation, die F zu einer G-äquivarianten Garbe macht. Hinweis:
Man verwende 8.2.33 und ziehe sich auf den Fall X = G zurück.
Übung 8.2.35. Es operiere eine topologische Gruppe G auf einem Raum X und
es sei N ⊂ G ein Normalteiler, der auf G topologisch frei operiert. Genau dann
ist die Operation von G auf X topologisch frei, wenn die Operationen von N auf
X und von G/N auf N\X topologisch frei sind.

8.3 Äquivariante derivierte Kategorie
8.3.1. Gegeben ein topologischer Raum X bezeichne Der(X) := Der(Ab/X) die
derivierte Kategorie der abelschen Kategorie aller abelschen Garben auf X .
8.3.2. Ich erinnere aus 3.1.2 daran, daß eine stetige Abbildung topologischer
Räume f : X → Y garbenazyklisch heißt, wenn für jeden Komplex F ∈
Der(Ab/Y ) die Einheit der Adjunktion einen Isomorphismus

F ∼→ f∗f
∗F

liefert. Sie heißt bagazyklisch, wenn sie unter jedem Basiswechsel eine garbena-
zyklische Abbildung liefert. Ein topologischer RaumX heißt bagazyklisch, wenn
die konstante Abbildung X → top die entsprechende Eigenschaft hat.
8.3.3 (Produkte mit freienG-Räumen sind frei). SeiG eine topologische Grup-
pe und seien P,X zwei G-Räume. Ist P topologisch frei, so ist auch das Produkt
P ×X mit der diagonalen G-Operation topologisch frei. In der Tat reicht es aus,
das unter der zusätzlichen Annahme P = G ×W zu zeigen, mit der Operation
von G nur auf dem ersten Faktor. Dann aber erhalten wir einen Homöomorphis-
mus G×W ×X ∼→ G×W ×X durch die Vorschrift (g, w, x) 7→ (g, w, gx), und
unter diesem Homöomorphismus entspricht die G-Operation nur auf dem ersten
Faktor der diagonalen G-Operation auf dem ersten und letzten Faktor.
8.3.4. Gegeben ein eine topologische GruppeG und einG-RaumX verstehen wir
unter einer Auflösung vonX einenG-äquivarianten Morphismus p : P → X von
einem topologisch freien G-Raum nach X .
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8.3.5 (Äquivariante derivierte Kategorie zu einer Auflösung). Gegeben eine
topologische Gruppe G und ein G-Raum X und eine bagazyklische Auflösung
p : P → X erklären wir die G-äquivariante derivierte Kategorie von X zu P
als die volle Unterkategorie

DerG%(X;P ) ⊂ Der(G\P )

aller Komplexe, deren Rückzug unter quot : P � G\P isomorph ist zum Rück-
zug eines Komplexes aus Der(X) unter p : P → X . In Formeln setzen wir also

DerG%(X;P ) := {F ∈ Der(G\P ) | ∃G ∈ Der(X) mit p∗G ∼= quot∗F}

Vorschau 8.3.6. Im folgenden werden wir zeigen, daß DerG%(X;P ) in einem noch
zu präzisierenden sehr starken Sinne von der bagazyklischen Auflösung P gar
nicht abhängt, so daß wir P ohne Schaden aus der Notation entfernen dürfen.
Jetzt aber versuchen wir erst einmal, die Sinnhaftigkeit unserer Definition durch
Beispiele zu illustrieren.

Beispiel 8.3.7 (Bezug zur äquivarianten Kohomologie). Gegeben eine topologi-
sche GruppeG und einG-RaumX und eine bagazyklische Auflösung p : P → X
gehört für jede abelsche Gruppe M die konstante Garbe auf G\P mit Faser M
zu unserer äquivarianten derivierten Kategorie. Wir notieren dies Objekt MX =
MX;P ∈ DerG%(X;P ). Es ist auch klar, daß DerG%(X;P ) stabil ist unter den ho-
mologischen Verschiebungen [q]. Wir erhalten nun mit der offensichtlichen Ver-
allemeinerung von ?? auf bagazyklische stetige Abbildungen im letzten Schritt
natürliche Isomorphismen

DerG%(X;P )(MX ,MX [q])
∼→ Hq(G\P ;M)

∼→ Hq
G(P ;M)

∼← Hq
G(X;M)

Der Raum der Morphismen vonMX zuMX [q] in unserer äquivarianten derivierten
Kategorie ist mithin natürlich isomorph zur q-ten äquivarianten Kohomologie von
X mit Koeffizienten in M .

Beispiel 8.3.8 (Äquivariante derivierte Kategorien zur Gruppe Z). Im Fall der
Gruppe G = Z können wir E = R nehmen und erhalten für jeden Z-Raum X
die bagazyklische Auflösung P = R ×X → X . Der Quotient Z\P = R ×/Z X
ist dann ein Faserbündel über der Kreislinie R/Z mit Faser X , die „verdrillt ist
mit dem durch die Operation von 1 ∈ Z gegebenen Automorphismus von X“.
Die äquivariante derivierte Kategorie hinwiederum ist in diesem Fall eine volle
Unterkategorie der derivierten Kategorie zur Kategorie aller abelschen Garben
auf diesem Faserbündel.

Beispiel 8.3.9 (Äquivariante derivierte Kategorien zur Gruppe R). Im Fall der
Gruppe G = R können wir auch E = R nehmen und erhalten für einen R-Raum

220



X die bagazyklische Auflösung P = R×X → X . Der Quotient R\P = R×/RX
ist dann eine Faserung über dem Punkt R/R mit FaserX und kanonisch isomorph
zu X selber. Die äquivariante derivierte Kategorie ist in diesem Fall eine volle
Unterkategorie der derivierten Kategorie zur Kategorie aller abelschen Garben
auf X . Dasselbe gilt für jede zusammenziehbare topologische Gruppe G.

8.3.10 (Triangulierung der äquivarianten derivierten Kategorien). Für jeden
G-Raum X mit bagazyklischer Auflösung p : P → X ist äquivariante derivierte
Kategorie DerG%(X;P ) eine triangulierte Unterkategorie von Der(G\P ). In der
Tat induziert für G ∈ Der(X) die Einheit der Adjunktion einen Isomorphismus

G ∼→ p∗p
∗G

Die Bedingung, daß es G gibt mit quo∗F ∼= p∗G, ist also gleichbedeutend zur
Bedingung, daß die Koeinheit der Adjunktion für quo∗F einen Isomorphismus
p∗p∗ quo∗F ∼→ quo∗F induziert. Man sieht auch leicht, daß die Abschneide-
funktoren τ≤n und τ≥n zu Der(G\P ) aus ?? die äquivariante derivierte Kategorie
erhalten.

Proposition 8.3.11 (Äquivariante Garben als gewöhnliche Garben). Seien G
eine topologische Gruppe und X ein G-Raum und p : P → X eine Auflösung von
X , die basisfest final ist mit zusammenhängenden Fasern. So erhalten wir eine
Äquivalenz von Kategorien

Ens/G%X
≈→ {F ∈ EnsG\P | ∃G ∈ Ens/X mit p∗G ∼= quo∗F}

für quo : P → G\P der Quotient durch die Vorschrift Ē 7→ G\(P ×X Ē) auf den
étalen Räumen.

Beweis. Zunächst prüfen wir, daß unser Funktor überhaupt sinnvoll definiert ist.
Nach 8.2.23 ist mit P ×X Ē → P auch G\(P ×X Ē) → G\P étale. Also ist
unser Funktor sinnvoll definiert. Einen quasiinversen Funktor erhält man, indem
man bemerkt, daß nach [TG] 4.3.21 die Einheit der Adjunktion eine Isotrans-
formation id

∼⇒ p∗p
∗ ist und wir folglich G aus F zurückgewinnen können als

G = p∗ quo∗F . Das zeigt, daß Ḡ zumindest genau eine stetige Operation von Gdis

trägt, die unter Rückzug die Operation von G auf quot∗F ∼= P ×X Ḡ als Garbe
auf P wird. Da aber die zurückgeholte Operation stetig ist als Operation von G,
muß auch die Operation auf Ḡ selbst stetig sein, denn sie paßt in ein kommutatives
Diagramm

G× (P ×X Ḡ) → P ×X Ḡ
↓ ↓

G× Ḡ → Ḡ
und die linke Vertikale ist aufgrund unserer Annahmen an p final.
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8.3.12 (Äquivariante Garben und äquivariante derivierte Kategorie). Sei G
eine topologische Gruppe und X ein G-Raum. Gegeben eine bagazyklische Auf-
lösung P → X , die außerdem basisfest final ist mit zusammenhängenden Fa-
sern, liefern unsere Proposition 8.3.11 eine Äquivalenz zwischen der Kategorie
der äquivarianten abelschen Garben auf einem G-Raum X im anschaulichen Sin-
ne [TG] 7.1.4 und der vollen Unterkategorie aller Komplexe F ∈ DerG%(X;P )
der äquivarianten derivierten Kategorie, die exakt sind außerhalb vom Grad Null,
alias eine Äquivalenz

Ab/G%X
≈→ {F ∈ DerG%(X;P ) | HiF 6= 0 ⇒ i = 0}

Unsere Konstruktion liefert sogar einen triangulierten Funktor Der(Ab/G%X) →
DerG%(X;P ). Dieser Funktor ist nur in Ausnahmefällen eine Äquivalenz von Ka-
tegorien. Ein solcher Ausnahmefall ist der Fall der trivialen Gruppe G = 1. In
diesem Fall induziert der Rückzug unter pr : P → X offensichtlich eine Äquiva-
lenz von triangulierten Kategorien

Der(Ab/X)
≈→ Der1%(X;P )

In 8.3.13 zeigen wir, daß es stets bagazyklische Auflösungen gibt, die auch basis-
fest final sind mit zusammenhängenden Fasern.

8.3.13 (Bagazyklische Auflösung mit der Milnor-Konstruktion). Die Milnor-
Konstruktion [TG] 7.3.5 liefert zu einer beliebigen topologischen GruppeG einen
topologisch freien zusammenziehbarenG-Raum EG, den abzählbaren Join EG =
∗i∈NGmit seiner Milnor-Topologie. Insbesondere ist EG nach 3.1.4 basisfest azy-
klisch im Sinne von 3.1.2. Man nennt EG auch den „Totalraum des klassifizieren-
den Bündels“ aus Gründen, die hier nicht diskutiert werden sollen. Diese Kon-
struktion ist sogar funktoriell in dem Sinne, daß jeder stetige Homomorphismus
von topologischen Gruppen φ : G → H einen Morphismus von Räumen mit
Operation φ%Eφ : EG → EH induziert. Gegeben ein G-Raum X ist dann die
Projektion EG × X → X mit der diagonalen G-Operation vorne offensichtlich
eine bagazyklische Auflösung und darüber hinaus basisfest final mit zusammen-
hängenden Fasern.

Definition 8.3.14. Gegeben eine topologische Gruppe G und ein G-Raum X er-
klären wir die G-äquivariante derivierte Kategorie von X mithilfe der Milnor-
Konstruktion [TG] 7.3.5 eines universellen Bündels EG als die äquivariante deri-
vierte Kategorie zur bagazyklischen Auflösung prX : EG × X → X und setzen
also in Formeln

DerG%(X) := DerG%(X; EG×X)
= {F ∈ Der(EG×/G X) | ∃G ∈ Der(X) mit pr∗XG ∼= quot∗F}
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Lemma 8.3.15 (Freie Quotienten und Rückzug). Seien G eine topologische
Gruppe und X → Y eine stetige bagazyklische G-äquivariante Abbildung von
topologisch freien G-Räumen. So gilt:

1. Die induzierte Abbildung X/G→ Y/G ist bagazyklisch;

2. Ein Objekt F ∈ Der(X/G) kommt von Y/G her genau dann, wenn sein
Rückzug nach X von Y herkommt.

Beweis. Nach Annahme besitzt jeder Punkt von Y/G eine offene UmgebungW ⊂◦
Y/G, auf der die Projektion eine stetige Spaltung W ↪→ Y besitzt. Mit dem ent-
sprechenden Faserprodukt F erhalten wir ein Diagramm

X/G

��

X

��

oo F

��

oo

Y/G Yoo Woo

In diesem Diagramm ist nach 8.2.20 auch das linke Quadrat kartesisch. Folglich
ist auch das einhüllende Rechteck kartesisch und seine Horizontalen sind offene
Einbettungen. Die Eigenschaft bagazyklisch ist nun lokal in der Basis und das
zeigt die erste Aussage. Weiter zeigt in der Situation von Teil 2 Rückzug auf die
rechte Vertikale, daß unser F lokal von unten herkommt. Damit aber kommt es
nach 3.1.7 auch global von unten her.

Lemma 8.3.16 (Unabhängigkeit von der Wahl der Auflösung). Gegeben eine
topologische Gruppe G und ein G-Raum X und ein Morphismus a : P → Q von
bagazyklischen Auflösungen ist der Rückzug auf unseren derivierten Kategorien
eine Äquivalenz

DerG%(X;Q)
≈→ DerG%(X;P )

8.3.17. Gegeben eine topologische Gruppe G und ein G-Raum X und eine bag-
azyklische Auflösung p : P → X liefern insbesondere die Rückzüge längs der
Projektionen Äquivalenzen von Kategorien

DerG%(X)
≈→ DerG%(X; EG×X P )

≈← DerG%(X;P )

Beweis. Gegeben bagazyklische Auflösungen P,Q ist offensichtlich auch ihr Pro-
dukt P ×X Q mit der diagonalen G-Wirkung eine bagazyklische Auflösung. Wir
beginnen damit, das Lemma im Fall der Projektion P ×X Q → Q zu zeigen. Im
Diagramm

G\(P ×X Q)

��

P ×X Qoo

��

// X

G\Q Qoo // X
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sind dann die Vertikalen garbenazyklisch. Damit ist der Rückzug längs jeder Ver-
tikale schon mal ein volltreuer Funktor. Es gilt zu zeigen, daß der Rückzug längs
der linken Vertikale auch essentiell surjektiv ist auf den entsprechenden Kategori-
en. Ein Objekt von DerG%(X;P ×X Q) ist charakterisiert durch die Eigenschaft,
daß sein Rückzug nach P ×X Q von X herkommt. A forteriori kommt dieser
Rückzug dann auch von Q her, und dann zeigt Lemma 8.3.15 über freie Quotien-
ten und Rückzug, daß unser Objekt bereits selbst von DerG%(X;Q) herkommen
muß. Damit ist das Lemma für den durch die Projektion gegebenen Morphismus
von bagazyklischen Auflösungen prQ : P ×X Q→ Q gezeigt. Ist a : P → Q ein
beliebiger Morphismus von bagazyklischen Auflösungen, so können wir den Mor-
phismus von bagazyklischen Auflösungen (id, a) : P → P ×X Q betrachten und
wegen prP ◦(id, a) = id muß dann auch der Rückzug mit (id, a) eine Äquivalenz
von Kategorien DerG%(X;P ×X Q)

≈→ DerG%(X;P ) sein. Mit prQ ◦(id, a) = a
folgt das Lemma im allgemeinen.

8.3.18 (Übergang zu Standardauflösungen). Ist G%X → H%Y ein Morphis-
mus von Räumen mit Gruppenoperation und G%P → H%Q ein Lift zu einem
Morphismus von bagazyklischen Auflösungen und G%P ′ → H%Q′ ein weiterer
derartiger Lift, so erhalten wir ein Diagramm aus Rückzügen und Isotransforma-
tionen

DerG%(X;P )
≈ // DerG%(X;P ×X P ′) DerG%(X;P ′)

≈oo

DerH%(Y ;Q)

OO

≈ // DerH%(Y ;Q×X Q′)

OO
∼

em SSSSSSSSSSSSSS

SSSSSSSSSSSSSS
∼

19kkkkkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkkkkk
DerH%(Y ;Q′)

OO

≈oo

mit Äquivalenzen in den Horizontalen und Rückzügen in den Vertikalen. So sehen
wir zum Beispiel, daß wenn wir einen Lift unseres Morphismus zu einem Mor-
phismus von bagazyklischen Auflösungen so finden können, der Rückzug eine
Äquivalenz DerH%(Y ;Q)

≈→ DerG%(X;P ) induziert, daß er dann für jeden der-
artigen Lift eine Äquivalenz induziert und damit insbesondere eine Äquivalenz
DerH%(Y )

≈→ DerG%(X) für die mit den Milnorkonstruktionen erklärten äquiva-
rianten derivierten Kategorien.

8.3.19 (Äquivariante derivierte Kategorien für die triviale Gruppe). Unsere
Äquivalenz zwischen äquivarianten Garben für die triviale Gruppe und gewöhnli-
chen Garben auf einem Raum X erhalten wir nocheinmal als die Verknüpfung

Der(X)
∼→ Der1%(X;X)

≈→ Der1%(X)

mit dem Rückzug unter dem Morphismus E1 × X → X von bagazyklischen
Auflösungen als zweitem Funktor und dem offensichtlichen ersten Funktor.
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8.3.20. Wir definieren die Kategorie Topoga aller Tripel (P,G,X) bestehend
aus einem Raum mit Gruppenoperation G%X und einer Auflösung P von X .
Morphismen (P,G,X) → (Q,H, Y ) sind Tripel (a, φ, f) mit a : P → Q und
f : X → Y stetig und φ : G→ H einem stetigen Gruppenhomomorphismus der-
art, daß φ%f sowie φ%a Morphismen von Räumen mit Operation sind. Der Rück-
zug von Garben liefert dann in offensichtlicher Weise eine Trennfaserung über der
banalen Trennkategorie unserer Kategorie Topoga mit der opponierten Kategorie
zu DerG%(X;P ) als Faser über (P,G,X). Lassen wir als kriech-Morphismen nur
Tripel (a, id, f) zu mit f lokal eigentlich separiert und so, daß der Morphismus a
von Auflösungen zusammen mit f ein kartesisches Diagramm liefert, und notieren
diese Unterkategorie Topogales, so erhalten wir eine verflochtene Trennaustausch-
situation

(Der−�Topoga → Topoga ⊃ Topogales ← Der−!
�Topogales

,Topogaes)

Bei der zusätzlichen Beschränkung auf kriech-lesb-Morphismen, die wir Topogalesb

notieren, erhalten wir sogar für die unbeschränkten derivierten Kategorien eine
verflochtene Trennaustauschsituation

(Der�Topoga → Topoga ⊃ Topogalesb ← Der!
�Topogalesb

,Topogaesb)

8.3.21 (Äquivarianter Drei-Funktor-Formalismus). Bezeichne nun Topog die
Kategorie der topologischen Räume mit Operation einer topologischen Gruppe.
Unsere Trennfaserung Der�Top → Top aus 8.3.20 ?????????? restringiert zu einer
Trennfaserung

Der�Topog → Topog

mit der opponierten Kategorie zur äquivarianten derivierten Kategorie DerG%(X)
als Faser über G%X . Wir können also Objekte der äquivarianten derivierten Kate-
gorien tensorieren und zurückziehen sowohl unter stetigen Abbildungen als auch
unter stetigen Gruppenhomomorphismen, und diese ganzen Konstruktionen sind
miteinander verträglich. Den Rückzug unter einem stetigen Gruppenhomomor-
phismus φ : H → G notieren wir

φ∗ = resHG : DerG%(X)→ DerH%(X)

Des weiteren ist für jede unter einer topologischen Gruppe G äquivariante lo-
kal eigentliche separierte Abbildung f : X → Y auch die induzierte Abbildung
EG×/G X → EG×/G Y lokal eigentlich separiert und lokal eigentlicher Basis-
wechsel zeigt, daß der Eigvorschub mit dieser Abbildung einen Funktor

f! : DerG%(X)→ DerG%(Y )

225



induziert, wenn f sogar eine lesb-Abbildung ist, und sonst immer noch einen
Funktor

f! : Der+
G%(X)→ Der+

G%(Y )

Insbesondere erhalten wir so für eine beliebige aber feste topologische Gruppe G-
äquivariante Analoga Der−�G%Top und Der�G%Top unserer in ?? und ?? betrachteten
verflochtenen Trennaustauschsituationen. Das alles ist jedoch zusätzlich noch ver-
träglich mit dem Rückzug unter stetigen Gruppenhomomorphismen und ist formal
eine verflochtene Trennaustauschsituation

(Der−�Topog → Topog ⊃ Topogles ← Der−!
�Topogles ,Topoges)

mit der Maßgabe, daß wir in Topogles nur lokal eigentliche separierte äquiva-
riante Abbildungen zwischen Räumen mit Gruppenoperation zulassen, bei de-
nen der entsprechende Gruppenhomomorphismus ein Isomorphismus ist, und bei
Topoges nur eigentliche derartige Abbildungen. Ebenso erhalten wir eine ver-
flochtene Trennaustauschsituation

(Der�Topog → Topog ⊃ Topogles ← Der!
�Topoglesb ,Topogesb)

mit unbeschränkten äquivarianten derivierten Kategorien als Fasern, wenn wir in
Topoglesb nur lesb-Abbildungen zulassen und ebenso bei Topogesb nur eigentliche
lesb-Abbildungen. Salopp gesprochen kann man also mit (f ∗,⊗, f!) äquivariant
so rechnen, als gebe es die Gruppenoperation gar nicht, und kann dabei die Grup-
penoperation zurückziehen unter stetigen Gruppenhomomorphismen resHG = φ∗,
ohne daß das die restlichen Formeln beeinflußt.

8.3.22. Insbesondere liefert der Rückzug auf die triviale Gruppe gefolgt von ei-
nem Quasiinversen der Äquivalenz 8.3.12 alias dem Vorschub unter E1×X → X
einen triangulierten Funktor

DerG%(X)→ Der(X)

Wir nennen ihn das Vergessen der Gruppenoperation. Die Konstruktion zeigt,
daß ein Objekt, daß beim Vergessen der Gruppenoperation zu Null wird, be-
reits Null gewesen sein muß. Mithin müssen auch Morphismen, die beim Ver-
gessen der Gruppenoperation Isomorphismen werden, bereits Isomorphismen ge-
wesen sein. Das Vergessen der Gruppenoperation ist in offensichtlicher Weise
verträglich mit unseren Funktoren (f ∗,⊗, f!). Formal ist diese Aussage für die
Restriktion DerG%(X) → Der1%(X) auf die triviale Gruppe Teil des äquivari-
anten Drei-Funktor-Formalismus 8.3.21 und für die Äquivalenzen Der(X)

≈→
Der1%(X) Teil des mit Auflösungen angereicherten äquivarianten Drei-Funktor-
Formalismus 8.3.20 zusammen mit der Unabhängigkeit 8.3.16 von der Auflösung.
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8.4 Äquivariante Varianten der Adjungierten
8.4.1. Um die Existenz der Adjungierten (f∗,V, f !) zu (f ∗,⊗, f!) im äquivarian-
ten Kontext zeigen, benötigen wir zusätzliche Voraussetzungen an unsere Gruppe.
Wir werden zeigen, daß es diese Adjungierten im Fall von Liegruppen stets gibt
und daß sie in diesen Fällen auch mit dem Zurückziehen der Operation verträglich
sind. Die Frage der Existenz von Adjungierten zur Restriktion der Gruppenwir-
kung diskutieren wir im anschließenden Abschitt.

Lemma 8.4.2 (Vertauschen von Rückzug und internem Hom). Gegeben ein
Faserbündel f : X → Y mit offenlokal bagazyklischer Faser ist für alle F ,G ∈
Der(Ab/Y ) der natürliche Morphismus aus 1.5.9 ein Isomorphismus

f ∗(FVG)
∼→ (f ∗FVf ∗G)

Beweis. Mit unserem Verschwindungskriterium [TD] ?? können wir uns darauf
beschränken, zu zeigen, daß für f : X → Y garbenazyklisch der obige Morphis-
mus einen Isomorphismus f∗f ∗(FVG)

∼→ f∗(f
∗FVf ∗G) induziert. Da jedoch

die Einheit der Adjunktion in diesem Fall eine Isotransformation id
∼⇒ f∗f

∗ ist,
reicht es zu zeigen, daß das Diagramm

f∗f
∗(FVG) // f∗(f

∗FVf ∗G)

(FVG) ∼ //

o

OO

(FVf∗f ∗G)

o

OO

kommutiert mit der rechten Vertikale aus 1.5.7. Um das zu sehen, dürfen wir die
Adjunktion anwenden und statt beiden f∗ in der oberen Horizontale vor beide
Ausdrück der unteren Horizontale ein f ∗ davorschreiben. Dann steht in der lin-
ken Vertikale die Identität und die Kommutativität folgt aus der Definition der
beteiligten Morphismen.

Satz 8.4.3 (Äquivarianter Vorschub und internes Hom). Gegeben eine offen-
lokal zusammenziehbare Gruppe G gilt:

1. Für jeden G-Raum X ist DerG%(X) ⊂ Der(EG×/G X) stabil unter inter-
nem HomV und insbesondere hat die Schmelzkategorie DerG%(X) internes
Hom;

2. Für jede stetige G-äquivariante Abbildung f : X → Y von G-Räumen
bildet der Vorschub (id×/Gf)∗ die Kategorie DerG%(X) nach DerG%(Y )
ab und liefert mithin einen Rechtsadjungierten f∗ von f ∗.
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Beweis. Die erste Aussage folgt mit dem Vertauschen von Rückzug und internem
Hom 8.4.2 aus der Erkenntnis [TG] 7.3.8, daß mit G auch EG offenlokal zusam-
menziehbar ist. Die zweite Aussage folgt genauso mit gefasertem Basiswechsel
3.2.2.

8.4.4. Gegeben ein stetiger Homomorphismus von offenlokal zusammenziehba-
ren Gruppen G → H liefert die Restriktion resGH f

∗f∗ ⇒ resGH der Koeinheit
der Adjunktion zunächst f ∗ resGH f∗ ⇒ resGH und dann resGH f∗ ⇒ f∗ resGH . Ich
behaupte, daß diese letzte Transformation eine Isotransformation

resGH f∗
∼⇒ f∗ resGH

ist. Da unter Restriktion nur Isomorphismen zu Isomorphismen werden, müssen
wir unsere Behauptung nur für die triviale Gruppe G = 1 prüfen. Dazu betrachten
wir das Diagramm

E1×X → EH ×X → EH ×/H X
↓ ↓ ↓

E1× Y → EH × Y → EH ×/H Y

Es gilt zu zeigen, daß für F ∈ Der%H(X) ⊂ Der(EH ×/H X) der Basiswechsel
zur derivierten Garbenopfaserung im einhüllenden Rechteck einen Isomorphis-
mus liefert. Im rechten Teilrechteck gilt das schon mal nach gefasertem Basis-
wechsel. Im Diagramm

E1×X → EH ×X → X
↓ ↓ ↓

E1× Y → EH × Y → Y

liefert der Basiswechsel zur derivierten Garbenopfaserung sowohl im einhüllen-
den Rechteck als auch im rechten Teilrechteck einen Isomorphismus, wieder nach
gefasertem Basiswechsel. Also induziert er im linken Teilrechteck einen Isomor-
phismus für alle Objekte, die durch Rückzug vonX herkommen. Setzen wir diese
Erkenntnis oben ein, so folgt die Behauptung.
8.4.5. Gegeben ein stetiger Homomorphismus von offenlokal zusammenziehba-
ren Gruppen G→ H liefert die Komposition

(resGH F)⊗ resGH(FVH)
∼→ resGH(F ⊗ (FVH))→ resGH H

durch das Herüberschaffen von resGH F einen natürlichen Morphismus, von dem
ich behaupte, daß er ein Isomorphismus

resGH(FVH)
∼→ (resGH F)V(resGH H)

ist. Da unter Restriktion nur Isomorphismen zu Isomorphismen werden, müssen
wir unsere Behauptung nur für die triviale Gruppe G = 1 prüfen. Das geht analog
wie in 8.4.4, nur einfacher.
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Lemma 8.4.6. Ist E ein offenlokal bagazyklischer Raum und f : X → Y lesb, so
ist die offensichtliche Transformation eine Isotransformation

pr∗X f
! ∼⇒ (id×f)! pr∗Y

Beweis. Nach unserem Verschwindungskriterium [TD] ?? reicht es zu zeigen,
daß für E bagazyklisch unsere Transformation unter prX∗ eine Isotransformation
wird. Das folgt jedoch unmittelbar aus lokal eigentlichem Basiswechsel.

Satz 8.4.7 (Äquivarianter Eigrückzug). Gegeben eine Liegruppe G und eine G-
äquivariante lesb-Abbildung f : X → Y von G-Räumen bildet der Eigrückzug
(id×/Gf)! die Kategorie DerG%(Y ) nach DerG%(X) ab und liefert mithin einen
Rechtsadjungierten f ! von f!.

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

EG×/G X
id×/Gf
��

EG×XquoXoo

id×f
��

prX // X

f

��
EG×/G Y EG× YquoYoo prY // Y

Die horizontalen Abbildungen nach links sind d-mannigfaltig für d = dimG
und jede Wahl einer äquivarianten Orientierung von G liefert eine Trivialisie-
rung ihrer relativen Orientierungsgarbe und damit liefern unsere Erkenntnisse
7.1.8 zum mannigfaltigen Rückzug Isotransformationen quo∗Y

∼⇒ quo!
Y [−d] und

quo∗X
∼⇒ quo!

X [−d]. So folgt quo∗X(id×/Gf)!F ∼= (id×f)! quo∗Y F für alle
F ∈ Der(EG ×/G Y ) und aus quo∗Y F ∼= pr∗Y G folgt mit unserem Lemma 8.4.6
unmittelbar

quo∗X(id×/Gf)!F ∼= (id×f)! quo∗Y F ∼= (id×f)! pr∗Y G ∼= pr∗X f
!G

8.4.8. Gegeben ein stetiger Homomorphismus G→ H von mannigfaltigen Grup-
pen liefert die Restriktion der Koeinheit der Adjunktion resGH f!f

! ⇒ resGH zunächst
f! resGH f

! ⇒ resGH und dann resGH f
! ⇒ f ! resGH . Ich behaupte, daß diese letzte

Transformation eine Isotransformation

resGH f
! ∼⇒ f ! resGH

ist. Da unter Restriktion nur Isomorphismen zu Isomorphismen werden, müssen
wir unsere Behauptung nur für die triviale Gruppe G = 1 prüfen. Das geht analog
wie wir es in 8.4.4 im Fall des Vorschubs ausgeführt hatten.
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8.5 Äquivalenzen mit Gruppenwechsel
Satz 8.5.1 (Quotientenäquivalenz). Operiert eine topologische Gruppe G topo-
logisch frei auf einem topologischen Raum X , so ist der äquivariante Rückzug
eine Äquivalenz

Der1%(G\X)
≈→ DerG%(X)

Beweis. Aufgrund der Unabhängigkeit 8.3.16 von der Wahl der bagazyklischen
Auflösung reicht es zu zeigen, daß der äquivariante Rückzug eine Äquivalenz

Der1%(G\X;G\X)
≈→ DerG%(X)

induziert. Dazu betrachten wir das kommutative Diagramm

EG×/G X

��

EG×Xoo

��

// X

G\X Xoo // X

Da G topologisch frei auf X operiert, ist die linke Vertikale ein Faserbündel mit
Faser EG und ist insbesondere garbenazyklisch. Wir müssen also nur zeigen, daß
jedes Objekt links oben, dessen Rückzug in die Mitte von unten herkommt, bereits
selbst von unten herkommt. Das aber folgt aus unserem Lemma 8.3.15 über freie
Quotienten und Rückzug.

Satz 8.5.2 (Verfeinerte Quotientenäquivalenz). Operiert eine topologische Grup-
pe G auf einem Raum X und ist H ⊂ G ein Normalteiler, der sowohl auf G als
auch auf X topologisch frei operiert, so induziert der Rückzug mit der Quotien-
tenabbildung G%X → (H\G)%(H\X) eine Äquivalenz

Der(H\G)%(H\X)
≈→ DerG%(X)

Beweis. Wir setzen P := EG×X → X . Nach 8.2.20 erhalten wir ein kartesisches
Diagramm

P //

��

X

��
H\P // H\X

Hier ist auch die untere Horizontale bagazyklisch, da sie sich lokal in der Basis
als Rückzug der oberen Horizontale beschreiben läßt. Es ist leicht zu sehen, daß
H\P topologisch frei ist als (H\G)-Raum und daß die offensichtliche Abbildung
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einen Homöomorphismus c : G\P ∼→ (H\G)\(H\P ) induziert. Wir betrachten
nun das Diagramm

P
q

zzvvvvvvvvv
p

""EEEEEEEEE

H\P
r

{{wwwwwwww
p̄

##GGGGGGGGG
X

q̄

}}zzzzzzzzz

G\P H\X

und behaupten, daß das Zurückholen mit c eine Äquivalenz

Der(H\G)%(H\X;H\P )
≈→ DerG%(X;P )

induziert. In der Tat, gibt es für F ∈ Der(G\P ) ein G ∈ Der(H\X) mit r∗F ∼=
p̄∗G, so folgt (r ◦ q)∗F ∼= p∗(q̄∗G) und folglich F ∈ DerG%(X;P ). Gibt es umge-
kehrt G ′ ∈ Der(X) mit (r◦q)∗F ∼= p∗G ′, so gibt es nach Lemma 8.3.15 über freie
Quotienten und Rückzug ein G ∈ Der(H\X) mit r∗F ∼= p̄∗G. Der Satz folgt mit
8.3.18.

Satz 8.5.3 (Induktionsäquivalenz). Gegeben H ⊂ G eine Untergruppe, die to-
pologisch frei auf G operiert, und Y ein H-Raum liefert das Zurückholen längs
des offensichtlichen Morphismus H%Y → G%(G ×/H Y ) eine Äquivalenz von
Kategorien

DerG%(G×/H Y )
≈→ DerH%(Y )

Beweis. Wir betrachten zusätzlich (G×H)%(G× Y ) mit der Operation gegeben
durch (g, h)(x, y) := (gxh−1, hy) und erhalten ein kommutatives Diagramm

(G×H)%(G× Y )

))SSSSSSSSSSSSSS

��

H%Yoo

��uukkkkkkkkkkkkkkkkk

H%Y G%(G×/H Y )

mit der oberen Horizontale gegeben durch h 7→ (h, h) und y 7→ (1, y). Die Rück-
züge in die obere linke Ecke sind verallgemeinerte Quotientenäquivalenzen. Es
folgt, daß erst der Rückzug längs der oberen Horizontale und dann der Rückzug
längs der rechten Vertikale auch Äquivalenzen sind.

8.6 Vernachlässigen zusammenziehbarer Anteile
Satz 8.6.1 (Operationen zusammenziehbarer Gruppen). Operiert eine zusam-
menziehbare topologische Gruppe N auf einem topologischen Raum X , so ist das
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Vergessen der Gruppenoperation für m, pr : N × X → X die Operation bezie-
hungsweise die Projektion eine Äquivalenz

DerN%(X)
≈→ {F ∈ Der(X) | m∗F ∼= pr∗F}

Beweis. Per definitionem ist DerN%(X;N ×X) die Kategorie

{F ∈ Der(N ×/N X) | ∃G ∈ Der(X) mit quo∗F ∼= pr∗ G}

Die Multiplikation induziert hier einen Homöomorphismus m̄ : N ×/N X
∼→ X

mit m̄ ◦ quo = m. Jetzt müssen wir nur noch bemerken, daß aus m∗F ∼= pr∗ G
mit der Einschränkung unter X → N ×X mit x 7→ (1, x) folgt F ∼= G.

Proposition 8.6.2 (Volltreues Einschränken). Seien G eine topologische Grup-
pe und H ⊂ G eine Untergruppe, die auf G topologisch frei operiert. Ist G/H
bagazyklisch, so ist für jeden G-Raum X die Restriktion ein volltreuer Funktor

DerG%(X)
∼
↪→ DerH%(X)

8.6.3. Den Fall H = 1 haben wir bereits in 8.6.1 behandelt. Ich wundere mich,
daß die analoge Aussage in 8.2.30 so viel schwächere Voraussetzungen braucht.
Ich wüßte zum Beispiel gerne, ob das Einschränken unter surjektiven Gruppen-
homomorphismen volltreu ist, etwa für die Identität auf der Kreislinie, einmal mit
der diskreten und einmal mit der üblichen Topologie versehen.

Beweis. Die Projektion EG ×/H X → EG ×/G X ist eine Faserung mit Faser
G/H und damit nach 3.1.5 garbenazyklisch. Das Zurückholen darunter liefert
mithin einen volltreuen Funktor Der(EG ×/G X)

∼
↪→ Der(EG ×/H X) und a

forteriori auch einen volltreuen Funktor

DerG%(X)
∼
↪→ DerH%(X; EG×X).

Mit dem Übergang zu Standardauflösungen 8.3.18 folgt die Behauptung.

Satz 8.6.4 (Irrelevante Operationen). Seien G eine topologische Gruppe und X
ein G-Raum und N ⊂ G ein zusammenziehbarer Normalteiler, der trivial auf X
und topologisch frei auf G operiert. So ist der Rückzug eine Äquivalenz

Der(N\G)%(X)
≈→ DerG%(X)

Beweis. Jede Auflösung P → X können wir faktorisieren als P → N\P → X .
Die Komposition ist bagazyklisch und die erste Abbildung desgleichen, also ist
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auch die zweite Abbildung bagazyklisch und somit eine (N\G)-Auflösung von
X . Wir betrachten nun das kommutative Diagramm

G\P
o
��

Poo

��

// X

��
(N\G)\(N\P ) N\Poo // X

Da die mittlere Vertikale garbenazyklisch ist, müssen zwei Objekte unten, deren
Rückzüge oben isomorph sind, bereits unten isomorph gewesen sein. Der Satz
folgt.

Korollar 8.6.5 (Quotienten nach zusammenziehbaren Gruppen). SeienG eine
topologische Gruppe und X ein G-Raum und N ⊂ G ein zusammenziehbarer
Normalteiler, der topologisch frei auf X und G operiert. So ist der Rückzug eine
Äquivalenz

DerG%(N\X)
≈→ DerG%(X)

Beweis. Die Verknüpfung von Rückzügen

Der(N\G)%(N\X)
≈→ DerG%(N\X)→ DerG%(X)

ist unsere verallgemeinerte Quotientenäquivalenz und der Erste unserer Funktoren
ist eine Äquivalenz nach 8.6.4. Das Korollar folgt.
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Indexvorwort
Hier werden die Konventionen zum Index erläutert. Kursive Einträge bedeuten,
daß ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben ähneln, wie etwa das ∪ dem Buchstaben u
oder das ⊂ dem c, so liste ich sie zusätzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben führe ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ζ unter z und ω unter o.
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