GROTHENDIECK’S SECHS FUNKTOREN

Wolfgang Soergel

23. Juni 2023



Inhaltsverzeichnis

1

Trennriickzug

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

Multilineare Algebra fiir Garben . . . . . . ... ... .. ....
Trennfaserungen . . . . .. ... .. ... ... ..
Verallgemeinerung auf Modulgarben . . . . . . . ... ... ...
Trennfaserungen bei eindeutigen Leertrennungen . . . . . . . ..
Trennfaserungen iiber banalen Trennkategorien . . . . .. .. ..
Relativ angereicherte Trennkategorien . . . . . . ... ... ...
Trennschmelzfakofaserungen . . . . . . ... ... ... .....

Derivierter Trennriickzug

2.1 Lokalisierung von Kofaserungen . . . . . . ... ... ... ...
2.2 Quisrechtsentfaltung von Garbenkomplexen . . . . . .. ... ..
2.3 Derivierte Garbenopfaserung . . . . . . .. ... ...
2.4 Lokalisieren durch Anpassung . . . . . ... ... ... .....
2.5 Deriviertes Tensorieren von Moduln . . . . . ... ... ... ..
2.6 Abelsche Schmelzkategorien . . . . . . ... ... ... .....
2.7 Deriviertes Tensorieren von Garben . . . . . ... ... ... ..
2.8 Derivierte Garbenoptrennfaserung . . . . . . . ... ... ...
2.9 Derivierte Trennfaserung der Modulgarben . . . . ... ... ..
Anwendungen

3.1 Garbenazyklische Morphismen . . . . . ... ... ........
3.2 Kiinnethformeln der Garbenkohomologie . . ... ... ... ..
33 GYSINSEqUENZ . . .« v v v vt e e e e e e e e e e e e

3.4

Charakteristische Klassen und Produkte . . . . . .. ... .. ..

Trennriickzug und Eigvorschub

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Lokal eigentlicher Basiswechsel . . . . .. ... ... ... ...
Eigvorschub von Modulgarben . . . . . ... ... ... .....
Kompakte Schnitte und Kolimites . . . . .. ... ... .....
Underivierte Projektionsformel . . . . . . . ... ... ... ...
Trennriickzug eigentlicher Opkomorphismen . . . . . ... ...

Derivierter Trennriickzug und Eigvorschub

5.1
52
5.3
54
5.5

Derivierter Eigvorschub . . . . . . . ... ... oL oL,
Ausgezeichnete Dreiecke zu offener Teilmenge . . . . .. .. ..
Riickzug-Eigvorschub-Formalismus . . . . ... ... ... ...
Lokalisierung priverflochtener Winkelfaserungen . . . . . . . . .
Riickzug-Eigvorschub fiir Modulgarben . . . . . ... ... ...

13
17
19
26
30

34
34
36
44
46
51
55
56
63
66

68
68
70
77
83



5.6 Trennriickzug-Eigvorschub fiir Kringmodulgarben . . . ... .. 132
5.7 Trennriickzug-Eigvorschub-Formalismus . . . . ... ... ... 137
5.8 Eigriickzug fiir derivierte Modulgarben . . . . . .. ... .. .. 147
5.9 Wohindamit? . . . .. ... ... .. oL 158
6 Noch Ausschlachten 164
6.1 Trennriickzug-Eigvorschub fiir Modulgarben, ALT . . . ... .. 164
6.2 Das muB hinter die Diskussion des Formalismus! . . . . ... .. 168
6.3 Anwendung auf Mannigfaltigkeiten . . . .. .. ... ...... 170
7 Anwendungen und Vergleichssiitze 180
7.1 Mannigfaltiger Eigrickzug . . . . .. ... ... ... ... 180
7.2  Homologien und ihre Funktorialititen . . . . .. ... ... ... 182
7.3 Schnittpaarung und Poincaré-Dualitdt . . . . ... ... ... .. 190
7.4 Vergleich mit der singuldren Theorie . . . . .. ... ... .... 195
8 Aquivariante derivierte Kategorie 208
8.1 Erginzungen zu dquivarianten Garben . . . . . . ... ... ... 208
8.2 Aquivariante Objekte (VERLEGEN!) . . ... ... ....... 208
8.3 Aquivariante derivierte Kategorie . . . . . .. ... ........ 219
8.4 Aquivariante Varianten der Adjungierten . . . . . ... ... ... 227
8.5 Aquivalenzen mit Gruppenwechsel . . . . . ... ... ...... 230
8.6  Vernachldssigen zusammenziehbarer Anteile . . . . . . ... ... 231
87 Danksagung . . . . .. ... L 233
9 Danksagung 234
Literaturverzeichnis 235
Indexvorwort 237
Index 238



1 Trennriickzug

1.1 Multilineare Algebra fiir Garben

1.1.1. Ich erinnere an Schmelzkategorien [TSK] 1.1.4, universelle Verschmelzun-
gen [TSK] 1.2.1, stabil universelle Verschmelzungen [TSK] 1.2.2 und Multihom
[TSK] 1.3.3.

1.1.2 (Kartesische Schmelzkategorie der Mengenprigarben). Gegeben X ein
topologischer Raum erinnern wir die Kategorie pEns, y der Mengenprégarben auf
X. Diese Kategorie hat endliche Produkte und die zugehorige banale Trennkate-
gorie ApEns,y kann damit nach [TSK] 1.4.9 als Trennschmelzkategorie aufge-
faBt werden. Explizit konnen wir fiir » > 0 eine Verschmelzung

¢ € pEns, x(F1 Y ... Y F.,G)

beschreiben als eine Vorschrift ¢, die jeder offenen Teilmenge U G X eine Abbil-
dung ¢y : F1(U) x ... x F.(U) = G(U) so zuordnet, daB fiir jede weitere offene
Teilmenge V' @ U das Diagramm

FU)x...xF(U) — GU)

{ {
FV)x...x F(V) = G(V)

mit den Restriktionen in den Vertikalen und ¢ und ¢y in den Horizontalen kom-
mutiert. Die Multiverkniipfungen sind die offensichtlichen. Insbesondere liefert
die Vorschrift ¢ — ¢x () eine Bijektion

Bg : pEns, x(Y,G) = T'G

zwischen der Menge der Leerverschmelzungen nach G und der Menge der globa-
len Schnitte von G. In ihrer Gesamtheit bilden diese Bijektionen eine Isotransfor-
mation S : L = ' zwischen dem Leerverschmelzungsfunktor unserer Schmelz-
kategorie und dem Funktor der globalen Schnitte. Ein Multthom

(FrY . Y F) Spkns x G

in der Schmelzkategorie pEns,y erhdlt man, indem man U © X die Menge
pEns . (Filo x ... X F|v,G|v) aller entsprechenden Verschmelzungen der auf
U eingeschrinkten Prigarben zuordnet. All diese Behauptungen sind leicht ein-
zusehen.

1.1.3 (Kartesische Schmelzkategorie der Mengengarben). Gegeben ein topo-
logischer Raum X besitzt auch die Kategorie Ens,x der Mengengarben auf X
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Produkte und der Einbettungsfunktor Ens,x < pEns, y der Garben in die Prégar-
ben ist vertriglich mit Produkten. Er induziert folglich eine volltreue Einbettung
von Trennschmelzkategorien

AEns;x < ApEns,y

Insbesondere schriankt unser 3 aus 1.1.2 ein zu einer Isotransformation 5 : L = I
vom Leerverschmelzungsfunktor von Ens,x zum Funktor der globalen Schnitte.
Auch AEns,x besitzt Multihom und der Einbettungsfunktor der Mengengarben in
die Mengenprigarben ist vertriaglich mit Multihom, wie Sie bereits in [TG] 2.2.47
priifen sollten. Dariiber hinaus ist offensichtlich jedes Multihom von Prigarben
in eine Garbe bereits selbst eine Garbe. Im Fall einer Garbe G liefert speziell das
Vorschalten von F; — F," eine Bijektion

pEns, v (F" Y Fo Y ... Y F,,G) = pEns x (F1 Y Fo Y ... Y F,,G)

1.1.4 (Schmelzkategorie der abelschen Prigarben). Im allgemeinen Rahmen
unserer terminologischen Versuche [TSK] 3.4.5 kénnen wir die Schmelzkategorie
der abelschen Prigarben auf einem Raum X einfiihren als die Schmelzkategorie

pAb, v := kok(ApEns, y)

der kommutativen und kokommutativen Hopfobjekte der Trennschmelzkategorie
ApEns, y. Nach [TSK] 3.4.6 trigt pAb, y als kok-Konstruktion eine ausgezeich-
nete additive Struktur und wird angeliefert mit einem Schmelzfunktor pAb, v —
ApEns, x, der volltreu ist auf Leerverschmelzungen. Weil das so schnell ging und
wir die kok-Konstruktion auch nicht so ausfiihrlich besprochen hatten, schreibe
ich es nun noch explizit aus.

1.1.5 (Schmelzkategorie der abelschen Prigarben explizit). Gegeben ein topo-
logischer Raum X machen wir die Kategorie pAb /x der abelschen Pragarben auf
X zu einer Schmelzkategorie, indem wir fiir » > 0 eine Verschmelzung

¢ € pAb/x(F1Y ... Y F.,G)

erkldren als eine Vorschrift ¢, die jeder offenen Teilmenge U @ X eine multiad-
ditive Abbildung ¢y : F1(U) x ... x F.(U) — G(U) so zuordnet, daf fir V' @ U
das Diagramm

FiU)x...x F.U) — G(U)

l 2
FV)x...x F(V) = GV)

mit den Restriktionen in den Vertikalen und ¢ in den Horizontalen kommutiert.
Insbesondere schriankt unser 3 aus 1.1.2 ein zu einer Isotransformation 5 : L = T"

5



vom Leerverschmelzungsfunktor von pAb, v zum Funktor der globalen Schnitte.
Die Multiverkniipfungen sind die offensichtlichen und das Vergessen der Additi-
on liefert einen treuen und auf Leerverschmelzungen volltreuen Schmelzfunktor
pAb,y — ApEns,y in die kartesische Schmelzkategorie der Mengenprégarben.
Die Schmelzkategorie pAb, y der abelschen Prigarben auf einem topologischen
Raum X konnen wir mit einer additiven Struktur versehen, indem wir die Summe
von zwei Verschmelzungen ¢ + v erkldren durch (¢ + ¢)y 1= ¢y + ¢y

Proposition 1.1.6. Die Schmelzkategorie pAb,x der abelschen Prigarben auf
einem topologischen Raum X hat universelle Verschmelzungen und Multihom.

Beweis. Eine offensichtliche universelle Verschmelzung von abelschen Pragarben
Fi, ..., F, erhalten wir in die Tensorproduktprigarbe U — F1(U)®...® F,(U).
Wir notieren sie

F1@P ... QP F,.

Eine universelle Leerverschmelzung entspricht insbesondere unter § : L = T’
dem globalen Schnitt 1 = 1y der konstanten Prigarbe auf X mit Schnitten Z. Ein
Multihom

(FAY..YF)=>G

erhalten wir als diejenige abelsche Prigarbe, die jedem U G X die abelsche Grup-
pe pAb i (Filv Y ... Y F|u, G|v) aller entsprechenden Verschmelzungen der auf
U eingeschrédnkten Priagarben zuordnet. [

1.1.7. Gegeben ein topologischer Raum X erkliren wir die Schmelzkategorie
der abelschen Garben als die volle Unterschmelzkategorie Ab,x C pAb,y mit
nur abelschen Garben als Objekten und versehen sie mit der induzierten additiven
Struktur. Insbesondere schriankt unser 5 aus 1.1.5 ein zu einer Isotransformation
$ : L = I' vom Leerverschmelzungsfunktor von Ab,x zum Funktor der globalen
Schnitte. In Ab,x gibt es Multihom und der Einbettungsfunktor Ab,x < pAb  y
ist vertridglich mit Multihom. In Ab, x gibt es auch universelle Verschmelzungen,
aber der Einbettungsfunktor Ab,x < pAb,y ist nicht mit ihnen vertrdglich. Ge-
nauer ist das Priagarbentensorpodukt von abelschen Garben im allgemeinen keine
Garbe und man erhilt universelle Verschmelzungen von abelschen Garben durch
Garbifizierung des Prigarbentensorprodukts. Diese Garbifizierung heif3t die Ten-
sorproduktgarbe und wir notieren sie

F®.0F  =F&°...@ F)"

Speziell entspricht der konstante Schnitt 1 = 1x der konstanten Garbe Zx unter
{3 einer universellen Leerverschmelzung in Ab,x. Gegeben eine abelsche Garbe
G und abelsche Priigarben F; liefert das Vorschalten von F; — F," eine Bijektion

PAb x(F" Y Fo Y ... Y F,G) = pAb (ALY Fo Y ... Y F,, G)
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Das folgt leicht aus der entsprechenden Aussage 1.1.3 fiir Mengenprégarben.

1.1.8. Im Fall » = 1 heif3t unser Multihom die Hom-Garbe. Man findet dafiir in
der Literatur statt =G meist die Notationen Hom(F, G) oder Hom(F, G).

1.1.9 (Halme von Tensorproduktgarben). Gegeben abelsche Garben F, G auf
einem topologischen Raum X liefert die Vertrdglichkeit von Tensorprodukt und
Kolimes fiir jeden Punkt x € X einen ausgezeichneten Isomorphismus

Fe®Gy > (FRG),

zwischen dem Tensorprodukt der Halme und den Halmen des Tensorprodukts.
Dasselbe gilt fiir das Priagarbentensorprodukt von abelschen Prigarben.

Ubungen

Ubung 1.1.10 (Notwendigkeit der Garbifizierung beim Tensorprodukt). Wir
betrachten auf dem Kreisring S! die nichtkonstante aber lokal konstante Garbe F
von abelschen Gruppen vom Rang Eins. Ihr Tensorprodukt F & JF mit sich selbst
ist isomorph zur konstanten Garbe mit Faser Z und hat von Null verschiedene
globale Schnitte, obwohl die Faktoren F selbst keine von Null verschiedenen glo-
balen Schnitte haben.

Ubung 1.1.11. Sind F,Z € Ab,x abelsche Garben auf einem topologischen
Raum und ist Z injektiv, so ist die Hom-Garbe /=7 welk.

Ubung 1.1.12. Eine abelsche Garbe F € Ab /x heilt flach, wenn das Tensorieren
mit unserer Garbe ein exakter Funktor ist. Man zeige, dal eine abelsche Garbe
genau dann flach ist, wenn sie flache Halme hat. Man zeige, dal} jede abelsche
Garbe ein Quotient einer flachen Garbe ist. Hinweis: Man verwende Summen
von Garben der Gestalt Zy-x fiir U @ X. Man zeige, dal} jede Untergarbe einer
flachen abelschen Garbe wieder flach ist.

Ubung 1.1.13. Die Wolkenkratzergarbe mit Halm Z am Ursprung der reellen Zah-
lengerade ist nicht starr in der Schmelzkategorie Ab g der abelschen Garben auf
der reellen Zahlengeraden.

Ergdnzung 1.1.14. In der in [TSK] 3.1.2 eingefiihrten Terminologie ist eine Ring-
garbe auf einem topologischen Raum X ein Monoidobjekt der Schmelzkategorie
[TSF] 1.1.5 der abelschen Garben auf X und eine Kringgarbe ein Abmonoid-
objekt. In dieser Terminologie ist eine Modulgarbe ein Objekt mit Operation im
Sinne von [TSK] 3.1.16.

1.1.15 (Tensorprodukt und internes Hom von Modulgarben). Die Schmelz-
kategorie Mod 4 der .A-Modulgarben auf einem gekringten Raum (X, A) besitzt
stabil universelle Verschmelzungen und internes Hom im Sinne von [TS] ?? und



[TS] ??. Um das zu sehen, reicht es, die Existenz von universellen Verschmel-
zungen und Multihom zu zeigen. Eine universelle Verschmelzung der Familie
F i=JF1 Y ... Y F, erhalten wir, indem wir die Prigarbe

U— fl(U) ®A(U) -~®A(U) .FT(U)

garbifizieren. Ein Multihom F=-G von unserer Familie zu einer weiteren Mo-
dulgarbe G erhalten wir als die Garbe

(.7-"39) U — MOdA|U(.F1‘U Y...Y fr’U,Q‘U)

zusammen mit Bijektionen Mod 4(K Y F,G) = Mod 4(K, (F=G)), die hoffent-
lich auch fiir den Leser offensichtlich sind.

1.2 Trennfaserungen

Definition 1.2.1. Ein Trennfunktor p : .# — .4 heilt eine Trennfaserung,
wenn der auf den Familienkategorien induzierte Funktor .#* — 4" eine Fase-
rung ist und das Vertupeln aus kartesischen Morphismen kartesische Morphismen
macht.

Definition 1.2.2. Gegeben ein Trennfunktor p : .# — .4 heilit eine Trennung
in der Ausgangstrennkategorie p-kartesisch, stark p-kartesisch, p-kokartesisch
bezihungsweise stark p-kokartesisch, wenn der zugehorige Morphismus in der
Familienkategorie fiir den induzierten Funktor .#Z* — _#* die entsprechende
Eigenschaft hat. Die zu einem Trennfunktor gehorigen Riickzugsfunktoren auf
der Familienkategorie bezeichnen wir auch als Trennriickzug.

1.2.3. Analoge Sprechweisen vereinbaren wir fiir Schmelzfunktoren und erhal-
ten so insbesondere die Begriffe einer Schmelzkofaserung und des zugehdorigen
Schmelzvorschubs.

Beispiel 1.2.4 (Trennfaserungen zur terminalen Trennkategorie). Es gibt nach
[TSK] 1.5.17 eine terminale Trennkategorie, bestehend aus einem einzigen Ob-
jekt mit einelementigen Mengen von Trennungen. Unsere universellen Trennun-
gen aus [TSK] 1.2.16 sind genau die Trennungen, die in Bezug auf den einzi-
gen Trennfunktor in die terminale Trennkategorie stark kartesische Morphismen
der Familienkategorie liefern. Unsere stabil universellen Trennungen aus [TSK]
1.2.16 sind genau die Trennungen, die auch beim Vertupeln mit endlich vielen
Identitétstrennungen in Bezug auf den einzigen Trennfunktor in die terminale
Trennkategorie stark kartesische Morphismen der Familienkategorie liefern. Ei-
ne Trennkategorie hat stabil universelle Trennungen [TSK] 1.2.16 genau dann,
wenn der einzige von ihr ausgehende Trennfunktor in die terminale Trennkatego-
rie im Sinne der vorhergehenden Definition eine Trennfaserung ist. Opponiertes
gilt fiir Schmelzkofaserungen iiber der terminalen Schmelzkategorie.
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1.2.5 (Stark kartesische Lifts stabil universeller Trennungen). Bei einer Verk-
niipfung gp von Funktoren ist nach [TG] 6.2.20 ein Morphismus iiber einem stark
g-kartesischen Morphismus stark p-kartesisch genau dann, wenn er stark gp-karte-
sisch ist. Insbesondere ist die Verkniipfung von Faserungen wieder eine Faserung
und damit auch die Verkniipfung von Trennfaserungen wieder eine Trennfaserung.
Nach 1.2.4 ist weiter bei einem Trennfunktor ein Lift einer universellen Trennung
genau dann universell, wenn er stark kartesisch ist. Ebenso ist bei einem Trenn-
funktor ein Lift einer stabil universellen Trennung genau dann stabil universell,
wenn er stark kartesisch ist. Opponiertes gilt fiir Schmelzkofaserungen.

Beispiel 1.2.6. Wir erinnern die Mengengarbenfaserung Ens,r,, — Top aus
[TG] 6.2.7. Sie induziert wie jeder Funktor einen Trennfunktor zwischen den zu-
gehorigen banalen Trennkategorien. Im Fall der Mengengarbenfaserung ist dieser
Funktor sogar eine Trennfaserung, die Mengengarbentrennfaserung. Genauer
geht die kartesische Trennung tiber (fi,...,f.) : X — Y3 A ... A Y, nach
(Y1,G1) A ... A (Y., G,) in dieser Trennfaserung vom Produkt der auf X zuriick-
gezogenen Mengengarben fG; aus.

Beispiel 1.2.77. Wir erweitern die Mengengarbenopfaserung Ens j1., — Top aus
[TG] 6.2.12 zu einem Trennfunktor in die banale Trennkategorie ATop, indem
wir einen Multiopkomorphismus (X, F) — (Y1,G1) A ... A (Y, G,) iiber einer
Trennung (f1,..., fr) : X — Y1 A...AY, erkldren als eine Vorschrift ¢, die jeder
Familie von offenen Teilmengen V; @ Y; und jeder offenen Teilmenge U G X mit
fi(U) C V; Vi eine Abbildung

GI(V1) x ... x G, (V) = F(U)

so zuordnet, daB fiir alle V/ @ V; @ Y; und U’ @ U mit f;(U") C V/ Vi das
Diagramm

GV x...xG,(V,) — F(U)

3 \J

G(V)yx...xG,(V!) — F({U)
mit den Restriktionen in den Vertikalen und ¢ in den Horizontalen kommutiert.
Auch dieser Trennfunktor ist eine Trennfaserung. Wir nennen ihn die Mengengar-
benoptrennfaserung. Die Faser Ens;x mit den Trennungen iiber den Identi-
titstupeln (id, .. .,id) als Trennungen ist opponiert zur kartesischen Schmelzka-
tegorie Ens,x der Mengengarben aus 1.1.3. Wir erhalten insbesondere fiir jede
Garbe G eine ausgezeichnete Bijektion

Ens jrop(G, &) = I'G

zwischen der Menge der von G ausgehenden Leertrennungen und der Menge I'G
der globalen Schnitte von G und diese Bijektionen bilden in ihrer Gesamtheit eine
Isotransformation L. = I" von Trennfunktoren nach kEns®"P.



1.2.8. Man konstruiert unschwer eine eineindeutige Entsprechnung zwischen kar-
tesischen Trennungen der Mengengarbentrennfaserung und kartesischen Trennun-
gen der Mengengarbenoptrennfaserung. Wir diskutieren in 1.7.7, inwiefern diese
beiden Trennfaserungen durch ,,Oppinvertieren‘ auseinander hervorgehen. Im fol-
genden wird es hauptsidchlich um die Mengengarbenoptrennfaserung und insbe-
sondere ihr Analogon fiir abelsche Garben gehen, das wir nun einfiihren.

Beispiel 1.2.9. Wir erweitern die Garbenopfaserung Ab /., — Top der abel-
schen Garben aus [TG] 6.2.17 zu einem Trennfunktor in die banale Trennkatego-
rie A Top, indem wir einen Multiopkomorphismus (X, F) — (Y1,G1) A ... A
(Y,, G,) tiber einer Trennung (f1,..., f.) : X — Y7 A ... A Y, erkldren als eine
Vorschrift ¢, die jeder Familie von offenen Teilmengen V; @ Y; und jeder offenen
Teilmenge U @ X mit f;(U) C V; Vi eine multiadditive Abbildung

Gi(V1) x ... x G, (V) = F(U)

so zuordnet, daB fiir alle V/ @ V; @ Y; und U’" @ U mit f;(U’) C V/ Vi das
Diagramm
G(WV) x...xG,(V,) — F()
\ 1
G(V)) x...xG, (V) — F(U)

mit den Restriktionen in den Vertikalen und ¢ in den Horizontalen kommutiert.
Der offensichtliche ,,vergeBliche* Trennfunktor Ab jro, — Ens )t ist volltreu
auf Leertrennungen und mit 1.2.7 erhalten wir ausgezeichnete Bijektionen

Ab jrop(G, A) = T'G

Die Faser Ab,x mit den Trennungen iiber den Identititstupeln (id,...,id) als
Trennungen ist opponiert zur Schmelzkategorie Ab,x der abelschen Garben aus
1.1.7. Wir zeigen gleich, daB auch unser Trennfunktor

Ab jrop — ATop

eine Trennfaserung ist und nennen ihn die Garbenoptrennfaserung oder aus-
fiihrlicher die Optrennfaserung der abelschen Garben.

Satz 1.2.10 (Optrennfaserung der abelschen Garben). Der Trennfunktor des
Vergessens der Garbe Ab jro, — A'Top ist eine Trennfaserung.

1.2.11. Im Verlauf der Beweises werden wir sehen, daf} in dieser Trennfaserung
ein kartesischer Lift der einzigen Leertrennung aus einem Objekt X € Top die
konstante Garbe Zx auf X ist mit derjenigen ausgezeichneten Leertrennung, die
unter unserer ausgezeichneten Bijektion aus 1.2.9 zum globalen Schnitt 1y €
FZX wird.
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Beweis. Fiir stetige Abbildungen f; : X — Y; und G; € Aby; ist per definitio-
nem die Trennung iiber (f1, ..., f,) aus derjenigen Garbe F kartesisch, die durch
Garbifizierung aus der Prigarbe

U COlffi(U)Cvi@Xi G(MN)®...0G.(V,)

fir U @ X entsteht. Da das Tensorprodukt mit Kolimites vertauscht und der of-
fensichtliche Morphismus von der Garbifizierung eines Pragarbentensorprodukts
von Prigarben zum Garbentensorprodukt der Garbifizierungen unserer Prigarben
stets ein Isomorphismus ist, erhalten wir einen natiirlichen Isomorphismus

FS61®...8 f1G,

Jetzt gilt es noch zu zeigen, daB die Verkniipfung kartesischer Trennungen karte-
sisch ist, daB} also fiir g;; : ¥; — Z;; und H;; € Ab//zz.j fir 1 < j < n,; die von der
kartesischen Eigenschaft herrithrenden Morphismen Isomorphismen

s > Q1 (@i
i, i=1 i=1

sind. Das priift man leicht auf den Halmen. Genauer folgt es aus der Erkenntnis,
daB} der Halm eines Tensorprodukts nach 1.1.9 das Tensorprodukt der Halme ist

und der Halm der zuriickgeholten Garbe an einem Punkt der Halm der urspriing-
lichen Garbe an seinem Bildpunkt. 0

1.2.12 (Boxprodukt). Fiir die Ausgangsobjekte stabil universeller Trennungen
in der Ausgangstrennkategorie einer Trennfaserung und ebenso fiir die Zielob-
jekte stabil universeller Verschmelzungen in der Ausgangsschmelzkategorie einer
Schmelzkofaserung verwenden wir gerne das Symbol

X

Wenn wir das Symbol X fiir eine stabil universelle Verschmelzung verwenden,
so verwenden wir es wie in [TS] ?? angekiindigt auch fiir die davon auf Leerver-
schmelzungen induzierte Abbildung.

Beispiel 1.2.13 (Boxprodukt von Moduln). Gegeben Ringalgebren A, B iiber ei-
nem Kring k£ und ein A-Modul M sowie ein B-Modul N haben wir in der Algebra
die Notation M X N = M X, N eingefiihrt fiir die abelsche Gruppe M ®; N mit
ihrer offensichtlichen Struktur als A ®; B-Modul. Wir besprechen in 1.2.17, in-
wiefern diese Konstruktion in der Tat eine stabil universelle Verschmelzung in der
Ausgangsschmelzkategorie einer Schmelzkofaserung ist. Gegeben m € M und
n € N konnte man das Element m ® n € M ®; N nach unseren Konventionen
dann auch m X n € M X N notieren, schlieBlich entsprechen ja die Elemente
m € M den Leerverschmelzungen Y — M.
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Beispiel 1.2.14 (Bezug zum Produkt von o-Algebren). Das Vergessen der o-
Algebra ist eine Trennfaserung Mefi — Ens von der banalen Trennkategorie der
MefBraume in die banale Trennkategorie der Mengen. Es ist in diesem Sinne pas-
send wenn auch nicht zwingend, das Produkt von Mefrdumen zu notieren in der
Form

(X, M) x (Y,N) = (X x Y, MEN)

Beispiel 1.2.15 (Bezug zum Produkt von MaBen). Wir konnen auch Schmelz-
kategorie Mafig der reellen MafBrdume betrachten. Objekte sind Tripel (X, M, 1)
aus einer Menge, einer zugehorigen o-Algebra und einem reellen Mal po : M —
R. Verschmelzungen sind meBbare Abbildungen f : X7 x ... x X, — Y mit
felpr X ... X p,.) = v fiir v das MaB auf Y. Dann ist quasi per definitionem
(X1 x Xo, 11 X po) das Zielobjekt der universellen Verschmelzung von (X1, 1)
mit (X5, p12) und in diesem Sinne ist auch unsere Notation fiir das Produktmal
passend aber nicht zwingend.

Ubungen

Ubung 1.2.16 (Modulschmelzkofaserung). Bezeichne Modkying die Schmelzka-
tegorie, deren Objekte Paare (A, M) aus einem Kring A und einem A-Modul M
sind. Verschmelzungen (A1, M) Y ... Y (4,, M,) — (B, N) erkldren wir als Tu-
pel (¢1,- .., ¢, 1) bestehend aus Ringhomomorphismen ¢; : A; — B und einer
Z-multilinearen Abbildung ¢ : My x ... x M, — N derart, daB} gilt

wima, ..., a;mg, ... ,my) = pi(a)v(ma, ... ,mg, ..., m,)

fiir alle ¢, a; € A; und m; € M;. Man zeige, daB} der Schmelzfunktor des Verges-
sens des Moduls in die banale Schmelzkategorie der Kringe Modkying — Y Kring
eine Schmelzkofaserung ist. Man beschreibe kokartesische Verschmelzungen.

Ubung 1.2.17 (Modulschmelzkofaserung, nichtkommutative Variante). Be-
zeichne kkRing die Schmelzkategorie mit beliebigen Ringen als Objekten und
als Verschmelzungen R; Y ... Y R, — R allen Tupeln von Ringhomomorphis-
men p; : R; — Rmit g;(a)p;(b) = ¢;(b)pi(a) firallei # junda € R;, b € R;.
Man zeige, dall das Tensorprodukt von Ringen iiber Z in dieser Schmelzkategorie
universelle Verschmelzungen liefert. Bezeichne Modyyrine die Schmelzkatego-
rie, deren Objekte Paare (A, M) aus einem Ring A und einem A-Modul M sind.
Verschmelzungen (Ay, M;) Y ... Y (A, M,) — (B, N) erkldren wir als Tupel
(©1,---,¢r, 1) bestehend aus Ringhomomorphismen ¢; : A; — B, die zusam-
men eine Verschmelzung in kkRing bilden, und einer Z-multilinearen Abbildung
v My x ... x M, — N derart, daB gilt

wimy, ... a;my, ..., my) = pi(a)v(my, ..., my, ..., m,)
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fir alle 4,a; € A; und m; € M;. Man zeige, da3 der Schmelzfunktor des Ver-
gessens des Moduls Modyyring — kkRing eine Schmelzkofaserung ist. Man be-
schreibe kokartesische Verschmelzungen.

Ubung 1.2.18 (Optrennfaserung der Darstellungen von Monoiden). Wir be-
trachten die Kategorie Mon der Monoide und konstruieren eine Trennfaserung

Ab ynion — AMon

iber der banalen Trennkategorie der Monoide mit opponierten Kategorien von
Darstellungen als Fasern. Gegeben X — Y; A ... A Y, eine Trennung in A Mon
alias ein Tupel von Monoidhomomorphismen f; : X — Y, sowie Darstellungen
D, Eyq, ..., E, unserer Monoide erkldren wir dazu eine Trennung

0:D—Ei A...\E,

iiber einer vorgegebenen Trennung von Monoiden als eine multiadditive Abbil-
dung ¢° : By X ... X E,. — D in die Gegenrichtung mit

z’(er,...,ep) = (filz)ey,..., fr(x)e,)

fiir alle x € X und e; € E;. Der Trennriickzug ist in diesem Fall das Tensorpro-
dukt der zuriickgezogenen Darstellungen.

1.3 Verallgemeinerung auf Modulgarben

1.3.1. Oft ist Kohomologie mit R-Koeffizienten oder (Q-Koeffizienten einfacher
als Kohomologie mit Koeffizienten in Z. In der algebraischen Geometrie sind
auch allgemeiner Garben von Moduln iiber Garben von Kringen fundamental.
Fiir uns wiren hier erst einmal auch Garben von Moduln iiber konstanten Gar-
ben von Kringen ausreichend und eine gemeinsame Verallgemeinerung der Op-
ponierten der Schmelzkofaserung der Moduln iiber Kringen Mody,ing — Y Kring
aus 1.2.16 und der Optrennfaserung der abelschen Garben Ab jr,, — ATop aus
1.2.10.

Definition 1.3.2. Ein geringter Raum ist ein Paar
(X, A)

bestehend aus einem topologischen Raum X mit einer Garbe von Ringen A, sei-
ner Strukturgarbe. Die Schnitte der Strukturgarbe iiber U G X nennen wir oft
regulire Funktionen, obwohl sie keineswegs Funktionen auf U zu sein brau-
chen. Ein Morphismus von einem geringten Raum (X, A) in einen weiteren ge-
ringten Raum (Y, B) ist ein Paar ¢ = (i, ¢*) bestehend aus einer stetigen Abbil-
dung ¢ : X — Y und dariiber einem Komorphismus von Ringgarben im Sinne
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von [TG] 4.3.1 alias einer Vorschrift, die fiir beliebige U @ X und V' @ Y mit
@(U) C V einen Ringhomomorphismus ¢, : B(V) — A(U) so auszeichnet,
daB diese Ringhomomorphismen vertrédglich sind mit den Restriktionen auf klei-
nere offene Teilmengen. Es ist klar, wie man Morphismen von geringten Rdumen
zu verkniipfen hat und dafl wir auf diese Weise eine Kategorie erhalten, die Ka-
tegorie der geringten Rdume Ger. Besteht die Strukturgarbe aus kommutativen
Ringen, so sprechen wir von einem gekringten Raum. Die Kategorie der gekring-
ten Rdume notieren wir

Gek

Definition 1.3.3. Gegeben ein geringter Raum (X, .4) verstehen wir unter einer
Garbe von .4-Moduln oder einem .A-Modul oder einer Modulgarbe eine abel-
sche Garbe M auf X mitsamt der Vorgabe fiir alle U @ X von einer A(U)-
Modulstruktur auf M (U) derart, daB fiir alle V' @ U @ X das Diagramm

AU) x MU) — M(U)
+ +
AV) x MV) — M(V)

mit den Restriktionsabbildungen in den Vertikalen kommutiert. Es sollte offen-
sichtlich sein, was unter einem Homomorphismus von .4-Moduln zu verstehen ist.
Die Kategorie aller .A-Moduln notieren wir .4 -Mod oder Mod 4 oder in unserem
Kontext Ab/(x 4y oder noch einfacher Ab,x mit der Interpretation X = (X, A).

Ergdnzung 1.3.4 (Modulgarben als Schmelzkategorie). Gegeben ein topologi-
scher Raum X mit einer Garbe von Kringen .A machen wir in Verallgemeinerung
von [TG] ?? die Kategorie .A-Mod aller Modulgarben auf X zu einer Schmelz-
kategorie, indem wir fiir » > 0 eine Verschmelzung

6 G Y...YG > F

erkldren als eine Vorschrift ¢, die jeder offenen Teilmenge U © X eine A(U)-
multilineare Abbildung G;(U) x ... x G.(U) — F(U) so zuordnet, daf fiir alle
U’ © U das Diagramm

G(U)x...xG.(U) — FU)
3 \}
GU)x...xGWU) - FU)
mit den Restriktionen in den Vertikalen und ¢ in den Horizontalen kommutiert.
Die Multiverkniipfungen sind die Offensichtlichen.

1.3.5 (Tensorprodukt und internes Hom von Modulgarben). Die Schmelzka-
tegorie Ab(x, 4) der A-Modulgarben auf einem gekringten Raum (X, A) besitzt
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stabil universelle Verschmelzungen und internes Hom im Sinne von [TS] ?? und
[TS] ??. Um das zu sehen, reicht es, die Existenz von universellen Verschmel-
zungen und Multihom zu zeigen. Eine universelle Verschmelzung der Familie
F = F1 Y ... Y F,erhalten wir, indem wir die Priagarbe

Uw— .Fl(U) Raw) - - Qaw) ./T'}-(U)

garbifizieren. Ein Multihom F=-G von unserer Familie zu einer weiteren Mo-
dulgarbe G erhalten wir als die Garbe

(F=G) : U= Abjwa)(Filu Y ... Y Frlu, Glv)

zusammen mit Bijektionen Ab,x 4)(K Y F,G) = Ab,x.a (K, (F=G)), die
hoffentlich auch fiir den Leser offensichtlich sind.

1.3.6. Die Modulgarben auf einem geringten Raum (X, A) bilden offensichtlich
eine abelsche Kategorie und der Funktor .A-Mod — Ab,x des Vergessens der
A-Modulstruktur ist exakt. Weiter gibt es in unserer Kategorie beliebige Produkte
und Koprodukte, ja beliebige Limites und Kolimites, und auch diese kommutieren
mit dem Vergessen der .4-Modulstruktur.

Erginzung 1.3.7. In der in [TS] ?? eingefiihrten Terminologie ist eine Ringgarbe
auf einem topologischen Raum X ein Monoidobjekt der Schmelzkategorie [TSF]
1.1.5 der abelschen Garben auf X und eine Kringgarbe ein Abmonoidobjekt. In
dieser Terminologie ist eine Modulgarbe ein Objekt mit Operation im Sinne von
[TS] ?2.

1.3.8 (Faserung der Modulgarben auf geringten Rdumen). Wir erklédren einen
Funktor

Abjger — Ger

in die Kategorie der geringten Rdume. Objekte links sind Paare F = (X, F)
bestehend auf einem geringten Raum X = (X, .A) und einer .A-Modulgarbe F
auf X. Ein Morphismus F — G tiber einem Morphismus f : X — Y der Basis
mit Y = (Y, B) ist ein Opkomorphismus ¢ von abelschen Garben derart, dal
firalleU @ Xund V @ Y mit f(U) C V firvy : G(V) — F(U) und alle
b€ B(V)und g € G(V) gilt ¢(bg) = f*(b)1)(g). Die Fasern unseres Funktors
sind opponierte Kategorien von Modulgarben, in Formeln

Ab//()QA) = (.A—MOd)Opp

Unser Funktor ist sogar eine Faserung. Einen kartesischen Morphismus iiber f :
(X, A) — (Y,B) mit Ziel G € Aby ) konnen wir erhalten, indem wir die
A-Modulgarbe

f*g _ f*Gerg — ./4®f*AbB f*Abg
betrachten mit der Notation f*AP fiir den Riickzug in Ab ., und den offensicht-
lichen Transportmorphismus nehmen.
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1.3.9 (Bifaserung der Modulgarben). Unsere Faserung Ab)q., — Ger aus
1.3.8 besitzt Vorschiibe. Gegeben ein Morphismus f : (X,.4) — (Y,B) und
ein A-Modul F erhalten wir f,F, indem wir den Vorschub als abelsche Garbe
foF = feapF nehmen und fiir V@ Y ein b € B(V) auf (f.F)(V) = F(f1(V))
operieren lassen durch Multiplikation mit f*(b) € A(f~!(V)). Die weiteren De-
tails mogen dem Leser iiberlassen bleiben. Wir schreiben auch in diesem Kontext
Jr =12

1.3.10 (Trennfaserung der Modulgarben auf gekringten Riumen). Wir er-
klaren einen Trennfunktor

Ab /Gek —7 AGek

in die banale Trennkategorie der gekringten Rdume. Objekte links sind Paare
F = (X, F) bestehend auf einem gekringten Raum X = (X, .A) und einer A-
Modulgarbe F auf X. Eine Trennung F — G; A ... A G, tber einer Trennung
(fi,---s fr) + X = Y7 A ... A Y, der Basis mit Y; = (Y, B;) ist ein Multiop-
komorphismus ¢ von abelschen Garben im Sinne von 1.2.9 derart, da} fiir alle
UcXundV; @Y; mit f;(U) C V; fir die zugehorige multiadditive Abbildung

G (V) x...xG,(V,) = F(U)
und alle ¢ und alle b; € B;(V;) und beliebige g; € G;(V;) fir 1 < j < r gilt

w(glu s 7bigi7 s ;gr> = fzﬁ(bl)w(gb ey Giy e 7g7')

Insbesondere bleibt der Leertrennungsfunktor derselbe wie bei Ab /, o, und wir
erben eine ausgezeichnete Isotransformation des Leertrennungsfunktors zum Funk-
tor der globalen Schnitte, aufgefaBit als Trennfunktor I' : Ab,gex — kEns®P.
Die Fasern unseres Trennfunktors sind opponierte Kategorien von Modulgarben
Ab x4y = (A-Mod)°PP. Unser Trennfunktor ist sogar eine Trennfaserung. Eine
kartesische Trennung iiber einer einfachen Trennung erhélt man wie im nichtkom-
mutativen Fall, der in 1.3.8 ausgefiihrt wird. Eine kartesische Trennung iiber einer
allgemeinen Trennung der Basis wie oben geht aus von

fiG®a ... @4 [7G:

mit dem offensichtlichen Multiopkomorphismus. Insbesondere liefert der globale
Schnitt 1 € I'(.A) des .A-Moduls A unter unter unserer Identifikation von globalen
Schnitten mit Leertrennungen eine kartesische Leertrennung iiber der eindeutigen
Leertrennung (X,.4) — Y der Basis.

Ubungen

Ubung 1.3.11. Gegeben ein Winkel (Z,C) — (Y, B) < (X,.A) von gekringten
Réiumen erhalten wir einen Pullback, indem wir den topologischen Raum Z xy X
mit der Kringgarbe ¢*A"C ®,.av5 ¢*AP A versehen fiir v : Z xy X — Y.
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Ubung 1.3.12. Ein Morphismus in Ab )., alias ein Opkomorphismus von Mo-
dulgarben hei3e eigentlich, wenn der zugrundeliegende Morphismus von abel-
schen Garben eigentlich ist im Sinne von [TG] 6.4.1. Das multiplikative System
der eigentlichen Opkomorphismen von Modulgarben notieren wir Ab!//Ger. Man
verallgemeinere Ubung [TG] 6.4.30 auf Modulgarben auf geringten Riumen. Ge-
geben sei also iiber einem kartesischen Diagramm fq = pg von geringten Raum-
en ein Diagramm von Modulgarben und Opkomorphismen f§ = pg. Man zeige:
Sind die Horizontalen p, ¢ kartesisch und ist f eigentlich, so ist auch g eigentlich.

Ubung 1.3.13 (Injektive Modulgarben). Die Kategorie der Modulgarben auf ei-
nem geringten Raum ist abelsch und hat genug injektive Objekte. Des weiteren
sind alle injektiven Modulgarben welk. Hinweis: Wie bei abelschen Garben, nur
bettet man zunéchst alle Halme in injektive Moduln iiber dem Halm der Ringgarbe
ein und bildet dann das Produkt der Wolkenkratzer dieser injektiven Moduln.

1.4 Trennfaserungen bei eindeutigen Leertrennungen

1.4.1. Ein besonders iibersichtlicher Fall, in dem sich viele der folgenden Aussa-
gen gut einsehen lassen, ist die zur Schmelzkofaserung Modg,ing — Y Kring der
Moduln iiber Kringen aus 1.2.16 opponierte Trennfaserung. Wir nennen sie die
Moduloptrennfaserung. Sie ist eine Bifaserung. Genauer sind die Linksadjun-
gierten der Riickziige lings opponierter Ringhomomorphismen, also die Linksad-
jungierten der Skalarerweiterungen nach Opponieren, die Restriktionen der Ska-
lare. Weil dies Beispiel oft vorkommen wird, vereinbaren wir die Abkiirzung
Kringo := Kring®"? und notieren unsere Trennfaserung

Mod jkyingo —+ AKringo

1.4.2. Gegeben ein Trennfunktor p : .# — .4 verstehen wir unter einem Trenn-
schnitt einen Trennfunktor s : .4~ — .# mit ps = id. Weiter verstehen wir unter
einem kartesischen Trennschnitt einen Trennschnitt, der beliebige Trennungen
zu kartesischen Trennungen macht. Jeder kartesische Trennschnitt einer Trenn-
faserung macht nach 1.2.5 stabil universelle Trennungen zu stabil universellen
Trennungen.

1.4.3. Wir sagen, eine Trennkategorie habe eindeutige Leertrennungen, wenn
von jedem Objekt genau eine Leertrennung ausgeht. Zum Beispiel hat jede banale
Trennkategorie diese Eigenschaft.

1.4.4. Eine Trennfaserung p : .# — ./ iiber einer Trennkategorie mit eindeu-
tigen Leertrennungen besitzt einen bis auf eindeutige Transformation eindeutig
bestimmten kartesischen Trennschnitt, nimlich den Trennfunktor v : A — A,
der jedem Objekt X der Basis dasjenige Objekt

X =15 (0)
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der Faser zuordnen, von dem der kartesische Lift der eindeutigen Leertrennung
Ix : X — A ausgeht, und jeder Trennung in der Basis ihren kartesischen Lift.
Wir nennen ihn den eindeutigen kartesischen Trennschnitt und notieren ihn

u: X—X

Wir nennen X € .#x das konstante Objekt auf X und notieren 1y : X — A die
zugehorige kartesische Leertrennung. Gegeben F € .#x liefert das Nachschalten
von 1x : X — A per definitionem eine Bijektion .#Zx (F, X) = .#(F, A). Nach
1.4.2 macht der eindeutige kartesische Trennschnitt stabil universelle Trennungen
zu stabil universellen Trennungen.

Beispiel 1.4.5. Der eindeutige kartesische Trennschnitt der Garbentrennfaserung
Ens;r,, — Top ordnet jedem Raum X als konstantes Objekt X die finale Men-
gengarbe auf X zu, also die Mengengarbe mit der Identitét als zugehoriger étaler
Abbildung. Die zugehorige Leertrennung 1y ist die eindeutige von X ausgehende
Leertrennung in Ens .

Beispiel 1.4.6. Der eindeutige kartesische Trennschnitt der Optrennfaserung der
abelschen Garben Ab jp., — ATop ordnet jedem Raum X als konstantes Objekt
X die konstante abelsche Garbe X = Zx zu mit derjenigen Leertrennung, die un-
ter unserer Bijektion aus 1.2.9 zwischen Leertrennungen und globalen Schnitten
ihrem globalen Schnitt 1y entspricht.

Beispiel 1.4.77. Der eindeutige kartesische Trennschnitt der Moduloptrennfase-
rung Mod jkyingo — AKringo ordnet jedem Kring R als konstantes Objekt R den
R-Modul R zu mit derjenigen Leertrennung, die durch das Einselement 1 € R
gegeben wird.

1.4.8 (Leertrennungen und finale Objekte). Seip : .# — .4 eine Trennfase-
rung iiber einer Trennkategorie mit eindeutigen Leertrennungen. Besitzt zusétz-
lich die Basis .4 eine universelle Leertrennung pt — A, so ist deren kartesischer
Lift nach dem Vorhergehenden eine universelle Leertrennung pt — A in .# und
deren Nachschalten liefert folglich eine Bijektion o

M(F,pt) = A (F, X)

Beispiel 1.4.9. Im Fall der Optrennfaserung der abelschen Garben erhalten wir
so ausgezeichnete Bijektionen Ab jrop, (F, Zpt) =+ Ab jop(F, A) und im Fall der
Moduloptrennfaserung Bijektionen Mod jkyingo (M, Z) = Mod jkringo (M, A).

1.4.10 (Leertrennungen und Vorschub). Sei p : .# — ./ eine Trennfase-
rung iiber einer Trennkategorie mit eindeutigen Leertrennungen. Besitzt fiir einen
Morphismus der Basis f : X — Y der Riickzug f' : .#y — .#x einen Linksad-
jungierten f;, so liefert das Nachschalten des Isomorphismus idf : X = fTY fiir
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beliebiges F € .#x den dritten Morphismus einer Folge von natiirlichen Isomor-
phismen

M(F, LK) S M (F X) S My (F, fTY) Sty (/1 FY) = M(f1F, L)

1.4.11. Alles in diesem Abschnitt Gesagte gilt opponiert analog fiir Schmelzko-
faserungen.

1.5 Trennfaserungen iiber banalen Trennkategorien

1.5.1. Banale Trennkategorien haben stets eindeutige Leertrennungen. Fiir jede
Trennfaserung iiber einer banalen Trennkategorie sind also die im vorhergehen-
den Abschnitt diskutierten konstanten Objekte sinnvoll definiert und erfiillen die
dort angegebenen Beziehungen. Gegeben eine Trennfaserung iiber einer banalen
Trennkategorie konnen wir sogar noch stirkere Aussagen machen, wie im folgen-
den ausgefiihrt werden soll.

1.5.2. Gegeben ein Trennfunktor .# — A.7 zu einer banalen Trennkategorie
erkldren wir seine Faser iiber einem Objekt X als die Trennkategorie .#x al-
ler Objekte iiber X mit nur solchen Trennungen, die iiber Tupeln aus Identititen
auf X liegen. Im Fall der Garbenoptrennfaserung ist die Faser Abx iiber einem
topologischen Raum X die opponierte Trennkategorie zur Schmelzkategorie der
abelschen Garben auf X. Im Fall der Moduloptrennfaserung ist die Faser Mod /g
iber einem Kring R die opponierte Trennkategorie zur Schmelzkategorie der R-
Moduln.

1.5.3 (Faserweises Tensorprodukt). Gegeben eine Trennfaserung .# — A.J
iiber einer banalen Trennkategorie hat jede Faser .#x stabil universelle Trennun-
gen, namlich die kartesischen Lifts von denjenigen Trennungen in der Basis, die
Tupel von Kopien der Identitéit auf X sind. Wir notieren

Fl@--.®fr—>f1)\...kfr

den entsprechenden kartesischen Lift von (id,...,id) : X — X A ... A X. Die
opponierte Schmelzkategorie notieren wir in diesem Kontext

%/X — ///)t)(pp

Statt @ schreiben wir manchmal ausfiihrlicher ® x. Das Einsobjekt einer derarti-
gen Schmelzkategorie ist das konstante Objekt X' € .#)x, das wir in 1.4.4 durch

Riickzug X := l}(k) unter der von X ausgehenden Leertrennung erklért hat-
ten. Den vom einfachem Riickzug f1 : .#y — .#x unter f : X — Y auf den
opponierten Kategorien induzierten Funktor notieren wir

Jro= (NPl — Mx
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Offensichtlich hat fT genau dann einen Linksadjungierten f;, wenn der Riickzug
f* auf den opponierten Fasern einen Rechtsadjungierten f, hat. Wir nennen ihn
den Vorschub unter f und sprechen von einer Trennfaserung mit Vorschub,
wenn fiir jede Einstrennung der Basis so ein Rechtsadjungierter f, existiert.

1.5.4 (Diskussion der Notation). Die Notationen ./, x und (f*, f.) fithre ich ein,
damit wir uns in den {iblichen Anwendungsfillen in der iiblichen Notation wieder-
finden. Typisch ist fiir uns die Situation einer Trennfaserung mit Adjungierten
iiber einer banalen Trennkategorie, bei der wir sowohl fiir alle Morphismen der
Basis die Existenz von Adjungierten der Riickziige fordern, die wir notieren als f;
auf den Fasern beziehungsweise f, auf den opponierten Fasern, als auch internes
Hom in allen opponierten Fasern, das wir dann => oder ausfiihrlicher = x notie-
ren. In konkreten Beispielen notieren wir die Ausgangskategorie unserer Trenn-
faserung meist in der Form .#Z = Was /Banal Und die Faser tiber einem Objekt
X € Banal dann .#x = Wasx und die opponierte Faser .#,x = Was, x.

1.5.5 (Tensorprodukt und Riickzug). Gegeben ein Morphismus f : X — Y in
einer Kategorie .7 gilt in der zugehorigen banalen Trennkategorie die Identitit

(idy,idy) o f = (f, f) = (f A f) o (idx,idx)

von Zweitrennungen X — Y A Y. Graphisch mag man sie darstellen wie im
folgenden Diagramm mit der durchgezogenen linken Seite und der gestrichelten
Mitte und der gepunktelten linken Seite

A 7Y
Xz Y

Ist nun .#Z — A7 eine Trennfaserung und schreiben wir fir 7, G € .#y den
kartesischen Lift von (f, f) nach F A G auf die beiden entsprechenden Weisen
als Verkniipfung kartesischer Lifts, so finden wir einen Isomorphismus fT(F ®
G) = (f1F) @ (f1G) in .#x und in unseren neuen Notationen in .#x einen
Isomorphismus

idf : (f*F) @ (f*G) > f(F®G)

Die Notation idf ist dadurch motiviert, daf diese Isomorphismen aus Identifika-
tionen [TG] 6.3.1 einer Faserung oder genauer Trennfaserung zusammengesetzt
sind. Etwas feiner liefert unser Formalismus, daf3 der Riickzug f* : .# Iy — M x
vertrdglich ist mit universellen Verschmelzungen und wir erhalten so im Fall uni-
verseller Leerverschmelzungen insbesondere unsere Isomorphismen X — f*Y
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zuriick. Ich erinnere daran, daB3 wir bereits aus 1.5.3 wissen, dafl unter unseren
Annahmen die opponierten Fasern .#x sogar stabil universelle Verschmelzun-
gen haben.

Beispiel 1.5.6. Im Spezialfall unserer Optrennfaserung Ab /1, — ATop von
abelschen Garben 1.2.9 spezialisiert diese Konstruktion zu einem natiirlichen Iso-
morphismus zwischen einem zuriickgeholten Tensorprodukt und dem Tensorpro-
dukt der zuriickgeholten Garben. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung
Mod jkringo —+ AKringo ist f* die Skalarerweiterung und unsere Konstruktion
spezialisiert fiir f € Kringo(A, B) alias einen Kringhomomorphismus f° : B —
A zum kanonischen Modulisomorphismus

1.5.7 (Internes Hom und Vorschub). Gegeben seien eine Trennfaserung .# —
A7 zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus f : X — Y in der
Basis. Fiir jedes feste Objekt £ € .#y betrachten wir die Funktoren .#y — #/x
gegeben durch G — f1G — fIE@x f1G sowie G — ERy G — fT(£ ®y G). Un-
sere Vorgaben beinhalten eine ausgezeichnete Isotransformation zwischen diesen
Funktoren. Diese Isotransformation hinwiederum induziert eine Isotransformati-
on zwischen ihren Linksadjungierten, wenn diese existieren, und in jedem Fall
zwischen ihren partiellen Linksadjungierten. Haben insbesondere die Opponier-
ten .#,x der Fasern internes Hom => und hat fT einen Linksadjungierten f; alias
f* einen Rechtsadjungierten f,, so erhalten wir fir £ € .#)y und F € .#)x
Isomorphismen

df : f.(fFE2F) > (E21.F)

Auch sie notieren wir idf, weil sie aus den Identifikationen einer Trennfaserung
entstehen. Gegeben G € .#)x erhalten wir daraus, indem wir die Koeinheit der
Adjunktion f*f,G — G vorschalten, einen ausgezeichneten Morphismus

adf : f.(G2F) — (f.G=f.F)

Ich notiere hier und auch sonst mit adf im Kontext einer Faserung oder Kofase-
rung alle Morphismen, die in der einen oder anderen Weise aus Identifikationen
und Adjunktionen entstehen.

Beispiel 1.5.8. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung spezialisiert diese
Konstruktion fiir f € Kringo(A, B) alias einen Kringhomomorphismus f° : B —
A zum kanonischen Modulisomorphismus

res’s Hom(A ®p E, F) = Homp(F, resh F)
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1.5.9 (Internes Hom und Riickzug). Gegeben seien eine Trennfaserung .#Z —
A zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus f : X — Y in der Ba-
sis. Ubung [TS] ?? liefert fiir je zwei Objekte £,G € .y, fiir die die fraglichen
internen Hom-Objekte existieren, einen ausgezeichneten Morphismus

[(€=26) = (7 €=179)

Beispiel 1.5.10. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung spezialisiert diese
Konstruktion fiir f € Kringo(A, B) alias einen Kringhomomorphismus f° : B —
A zu einem kanonischen Modulhomomorphismus

A XpB HOIIIB<E,G) — HOIIIA(A Xp E,A Xp G)

1.5.11 (Dualisieren und Riickzug). Gegeben seien eine Trennfaserung .# —
AT zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus der Basis f : X — Y.
Gegeben £ € .y derart, daB £ und f*€ dualisierbar sind, liefern unsere aus-
gezeichneten Morphismen 1.5.9 vom Riickzug eines internen Hom in das interne
Hom der Riickziige zusammen mit dem ausgezeichneten Isomorphismus 1.5.5
zwischen der Eins von .#/x und dem Riickzug der Eins von .#/y einen ausge-
zeichneten Morphismus

&) = (£€)
Beispiel 1.5.12. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung spezialisiert diese
Konstruktion fiir f € Kringo(A, B) alias einen Kringhomomorphismus f° : B —
A zu einem kanonischen Modulhomomorphismus

A®p Homp(F,B) - Homa(A®p E, A)

1.5.13 (Internes Hom und Riickzug im starren Fall). Gegeben seien eine Trenn-
faserung .# — A7 zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus f :
X — Y in der Basis. Da der Riickzug f* nach 1.5.5 mit universellen Verschmel-
zungen vertauscht, macht f* nach [TSK] 3.3.6 starre Objekte von .#y zu starren
Objekten von .#,x und der Morphismus aus 1.5.9 spezialisiert fiir starres £ und
G = Iy =Y zu einem Isomorphismus f*(£Y) = (f*£)". Im Fall eines starren
Objekts £ ist unser Morphismus in 1.5.9 sogar fiir beliebiges G ein Isomorphismus

[(€=9) = (f'€=19)

In der Tat kdnnen wir ndmlich besagten Morphismus schreiben als die Verkniipf-
ung von Isomorphismen

[(E20) S [(EYRG) S [(E)® G5 () ® [*G 5 (f*€=16)

Hier sollte ausgeschrieben werden, da3 diese Verkniipfung wirklich besagten Mor-
phismus liefert. Das mag einmal ein Student ausfiihren.

22



Beispiel 1.5.14. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung sind etwa freie end-
lich erzeugte Moduln starr und fiir £ frei und endlich erzeugt liefert unsere Kon-
struktion oben in der Tat einen Isomorphismus

A ®B I‘IOIIlB(.E7 G) l> HomA(A ®B E,A ®B G)

1.5.15 (Tensorprodukt und Vorschub). Seien .# — A.7 eine Trennfaserung
zu einer banalen Trennkategorie und f : X — Y ein Morphismus in der Basis.
Besitzt das Zuriickholen f* : .#,y — .#/x auf den opponierten Fasern einen
Rechtsadjungierten f,, so erhalten wir fiir ¥ € .#,x und G € .#,y durch Ad-
junktion einen ausgezeichneten Morphismus

LF®RG = fu(F® fG)

aus der Komposition f*(f.F ® G) = f*f.F ® f*G — F ® f*G des Inversen
zur Vertrdglichkeit 1.1.9 von Riickzug und Tensorprodukt mit der Koeinheit der
Adjunktion tensoriert mit der Identitit. Fiir G := f,£ erhalten wir speziell einen
ausgezeichneten Morphismus

[ F® = f(FRE)

durch Adjunktion aus f*(f,.F ® f.€) = f*f.F @ f*f.€ — F ® &. Ein Student
mag ausschreiben, warum dieser natiirliche Morphismus vertriglich ist mit dem
Vertauschen der Tensorfaktoren.

Beispiel 1.5.16. Im Spezialfall unserer Modulbitrennfaserung wire Ersteres der
natiirliche Homomorphismus

(resh F) @5 G = 1esh (F @4 (A®p Q)

und ist sogar immer ein Isomorphismus. Im Fall der Garbenoptrennfaserung mit
f + X — Y der konstanten Abbildung eines unendlichen diskreten Raums auf
den einpunktigen Raum ist unsere Garbe F eine durch z € X indizierte Fami-
lie von abelschen Gruppen F), und G eine weitere abelsche Gruppe G und unser
Morphismus der natiirliche Morphismus

(];!(F) @7 G — <g(F ®z G)

und im allgemeinen kein Isomorphismus, etwa fiir G = Q. Fiir G frei und endlich
erzeugt ist er aber doch wieder ein Isomorphismus, und daf3 das allgemein fiir
starres G gilt, diskutieren wir als nichstes.
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1.5.17 (Tensorprodukt und Vorschub im starren Fall). Gegeben seien eine tiber
einer banalen Trennkategorie trenngefaserte Trennkategorie .# und ein Morphis-
mus f : X — Y in der Basis. Hat der Riickzug f* auf den opponierten Fasern
einen Rechtsadjungierten f,, so sind die Morphismen aus 1.5.15 fiir starres G Iso-
morphismen

[(FRG 3 fJ(F® [f7G)

Das erkennen wir, indem wir unsere Isomorphismen aus 1.5.7 zu £ := GV spezia-
lisieren. Ein Student mag die Details ausschreiben.

Beispiel 1.5.18. Im Fall einer abelschen Garbe G auf einem topologischen Raum,
die lokal frei ist von endlichem Rang, spezialisieren die in 1.5.17 besprochenen
Isomorphismen zu natiirlichen Isomorphismen von abelschen Garben

[LFRG S f(F® fG)

1.5.19 (Externes Tensorieren alias Boxprodukt). Gegeben eine iiber einer ba-
nalen Trennkategorie A.7 trenngefaserte Trennkategorie .# und in .7 zu zwei
Objekten X, Y ein Produkt X x Y betrachten wir die Projektionszweitrennung

(pry,pry) : X xY = X LAY

Gegeben F € #x und G € .#y erkldren wir dann F X G € #xy als den
Riickzug F X G := (pry,pry)'(F A G) und nennen dies Objekt wie in 1.2.12
ein Boxprodukt. Die entsprechende Zweitrennung F X G — F A G von . ist
als stark kartesischer Lift einer stabil universellen Trennung nach 1.2.5 auch stabil
universell und fiir f : P — X sowie g : ) — Y derart, dal auch ein Produkt
P x (@ existiert, liefert die universelle Eigenschaft einen Isomorphismus

idf : fIFRGIGS (f x ) (FRG)

Wir notieren ihn idf, weil er aus den Identifikationen [TG] 6.3.1 einer Faserung
zusammengesetzt ist. Noch genauer konnten wir idf = idf(f x g, (pry, pry)) o
idf ((prp, prg), f Ag) schreiben, aber iibertriebene Genauigkeit macht die Darstel-
lung auch wieder uniibersichtlich. Schreiben wir die Projektion pry. : X XY — Y
als Projektionszweitrennung gefolgt von [x A idy fiir lx : X — A die Leertren-
nung, in Formeln pry = (Ix Aidy )o(pry, pry ), so erhalten wir fiir jedes G € .#y
einen Isomorphismus
XRGSpr)g

Schreiben wir die Leertrennung X x Y — A als Projektionstrennung gefolgt vom
Zweitupel [x A ly aus Leertrennungen X x Y — X AY — (L) A (L) = A, s0
ist die zugehorige Identifikation ein Isomorphismus

XxY 3 XRY
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In unserer opponierten Notation erhalten wir dieselben Isomorphismen in der Ge-
genrichtung mit * statt | fiir dieselben Objekte als Objekte der opponierten Fasern,
also (f x ¢)*(FXG) > f*FXRg*Gundpry, G > XKGund XXY 5 X x Y
fir FX G := (pry, pry)*(F A G). Wenn wir eine Notation fiir diese Isomorphis-
men bendtigen, notieren wir sie idf, weil sie aus Identifikationen [TG] 6.3.1 einer
Faserung zusammengesetzt sind.

Beispiel 1.5.20. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung ist A ®z B das Ko-
produkt in Kring alias das Produkt in Kringo und gegeben Moduln M iiber A und
N iiber B ist M X N der offensichtliche Modul M ®7 N iiber A ®7 B.

Erginzung 1.5.21 (Bezug zum Boxprodukt von Funktionen). In den Notationen
der vorhergehenden Diskussion zu Boxprodukten entspricht es unserer allgemei-
nen Konvention [TS] ??, auch die auf den Leertrennungen induzierten Abbildun-
gen

M(F,N) x MG, N)— MFRG, )

als (f,g) — f X g zu notieren. Im Spezialfall der Garben von k-Vektorrdumen
auf diskreten Mengen und der konstanten Garben F = X sowie G = Y speziali-
siert diese Konstruktion unter verschiedenen weiteren hoffentlich offensichtlichen
Identifikationen zu der Abbildung Ens(X, k) x Ens(Y, k) — Ens(X x Y, k), die
wir schon bisher immer (f, g) — f X g notiert hatten.

Ubungen

Ubung 1.5.22 (Externes Tensorieren und gewohnliches Tensorieren). Gegeben
eine iiber einer banalen Trennkategorie A.7 trenngefaserte Trennkategorie .#
und in 7 zu zwei Objekten X,Y ein Produkt X x Y sowie F € .#,x und
G € .# )y konstruiere man einen Isomorphismus 7 X G = (pry)*F ® (pry)*G
sowie im Fall X =Y einen Isomorphismus F @G = A*(FXG) fir die diagonale
Einbettung A : X — X x X.

Ubung 1.5.23 (Vorschub auf finales Objekt als Trennfunktor). Sei .Z — A.7
eine Trennfaserung mit Vorschiiben iiber einer banalen Trennkategorie mit finalem
Objekt pt. So erhalten wir einen Trennfunktor

cr i M — My

durch die Vorschrift, da jedes Objekt F € .#x auf c;F abgebildet wird fiir
¢ : X — ptund jede Trennung ¢ : F — G; A ... A G, iiber einer Trennung
(fi,.--, fr) : X = Y1 ... LY, auf die durch die stark kokartesische Eigenschaft
[TG] 6.3.13 von F — ¢;F in Bezug auf den Funktor auf den Familienkategorien
M — (LT)* bestimmte Trennung ¢t F — ¢13G1 A ... A ¢.+G, Uber der Tren-
nung (id,...,id) : pt — pt A ... A pt mit der Notation ¢; : ¥; — pt fiir den
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jeweils einzigen Morphismus. Auf den opponierten Schmelzkategorien erhalten
wir so einen Schmelzfunktor

fin, : AP — M)y

Nach 1.4.10 ist er volltreu auf Leerverschmelzungen in dem Sinne, daf} er Bijek-
tionen .#Z°PP (Y, F) = M )p (Y, fin, F) induziert fiir alle 7 € .#. Der Schmelz-
funktor der Leerverschmelzungen [TS] ?? von .#Z°PP in die kartesische Schmelz-
kategorie der Mengen faktorisiert mithin als fin, gefolgt vom Schmelzfunktor der
Leerverschmelzungen von .# . in die kartesische Schmelzkategorie der Mengen.
Im Fall der Garbenoptrennfaserung 1.2.9 mag man ./, mit der Schmelzkatego-
rie der abelschen Gruppen identifizieren und fin, mit dem Funktor der globalen
Schnitte. So folgt im Rahmen unseres Formalismus, daf} jede Verschmelzung von
abelschen Garben iiber topologischen Riumen eine multilineare Abbildung zwi-
schen den jeweiligen Rdumen von globalen Schnitten induziert.

Ubung 1.5.24. Sei .#4 — A7 eine Trennfaserung mit Vorschiiben iiber einer
banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt. Schalten wir unserem Schmelz-
funktor fin, : .#Z°P? — 4, aus 1.5.23 den Opponierten (A7 )PP — .#Z°PP des
kartesischen Trennschnitts nach 1.4.4 vor, so erhalten wir einen Schmelzfunktor

Y TP s M

Im Fall der Garbenoptrennfaserung Ab yr,, — Top erhalten wir so den Schmelz-
funktor Y Top°®® — Ab, der jedem Raum X die Gruppe I'(X) der lokal kon-
stanten Z-wertigen Funktionen auf X zuordnet und jedem Tupel von von X aus-
gehenden stetigen Abbildungen die multiadditive Abbildung ,,nimm das Produkt
der zuriickgezogenen Funktionen®.

Ubung 1.5.25. Ich erinnere an die Trennfaserung Ab /Mon — AMon der Darstel-
lungen von Monoiden aus 1.2.18. Man zeige, dal wir in den Fasern iiber Gruppen
sogar Multihom haben.

Ubung 1.5.26 (Boxprodukt von Moduln, Variante). Sei & ein fester Kring. Im
Fall der in 1.2.16 betrachteten Schmelzkofaserung Mody, .+ — YKring® oder
vielmehr der zugehorigen Trennfaserung auf den opponierten Kategorien ist R der
k-Kring R selbst als R-Modul und gegeben M € Modg sowie N € Modg kann
M X N beschrieben werden als M &, N mit der durch (r ® s)(m®n) = rm® sn
gegebenen Struktur als Modul iiber R ®;, S.

1.6 Relativ angereicherte Trennkategorien

1.6.1. Ahnlich wie im Fall angereicherter Schmelzkategorien in [TSK] 2.4.1 fol-
gende besprechen wir zunichst ,.relative additive Strukturen® und , relative (S, v)-
Strukturen®, bevor wir das allgemeine Konzept einer relativen S-Trennkategorie
einfiihren.
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1.6.2. Gegeben ein Trennfunktor p : .# — .4 erkldren wir eine relative additive
Struktur als die Vorgabe einer Verkniipfung ,,Addition* auf der Menge

Mi(F,Gi A ... A G,)

der Trennungen iiber einer festen Trennung f : pF — pG; A ... A pG, der Basis
fiir beliebige Objekte F,G1,...,G, € # derart, dal die Multiverkniipfungen
multiadditiv sind.

Beispiel 1.6.3 (Relative additive Struktur der Garbenoptrennfaserung). Bei
unserer Garbenoptrennfaserung Ab yr,, — ATop ist fiir jede feste Trennung der
Basis f = (fi,..., f-) alias jedes Tupel stetiger Abbildungen f; : X — Y; und
abelsche Garben F, G; auf X, Y] die Menge Ab;(F,G; A ... A G,) von Multiop-
komorphismen eine abelsche Gruppe in offensichtlicher Weise. Formal haben wir
ausgezeichnete Bijektionen

Abj(F G Y ... Y G) = Abx(fiG ®x ... 9x [7Gr, F)
% Abyx (Y, (ffG ®x ... ®x f1G,)=F)
S Aby (Y fina ({61 @x ... @x £7G,)=F))
= Tfing, ((fG1 ®x ... Qx [7G,)=F)

mit der Isotransformation 5 : L = I" aus 1.1.7 ganz unten. Indem wir die Addition
von unten nach oben iibertragen, erhalten wir unsere relative additive Struktur auf
der Garbenoptrennfaserung Ab j1., — ATop. Mit B := G, Y...Y G, und weniger
Umwegen konnen wir unsere Bijektionen auch schreiben als

Ab¢(F,B) = Ab)x(F, fIB) = Abjrop(f*B2F, A) = T(f*B=F)

Beispiel 1.6.4. Gegeben eine Trennfaserung iiber einer banalen Trennkategorie
A — A mit Multihom in den opponierten Fasern und eine Faktorisierung
L°PP = v o H des opponierten Leertrennungsfunktors tiber v : Ab — kEns er-
halten wir eine relative additive Struktur auf unserer Trennfaserung, indem wir
Additionen auf den Verschmelzungsmengen dadurch festlegen, daf die durch un-
sere Daten gegebenen Bijektionen .Z;(F,B) — vH(f*B=F) Isomorphismen
von abelschen Gruppen sein sollen.

1.6.5. Gegeben ein Trennfunktor p : .# — .4 und ein treuer Schmelzfunktor
v : § — kEns verstehen wir unter einer relativen (S, v)-Struktur die Vorgabe
einer (S, v)-Struktur auf der Menge

My(F,G1 A ... XG,)

der Trennungen iiber einer festen Trennung f : pF — pG; A ... A pG, der Basis
fiir beliebige Objekte F, Gy, ..., G, € ./ derart, dal die Multiverkniipfungen mit
den jeweiligen (S, v)-Strukturen vertraglich sind.
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Beispiel 1.6.6. Jede relative additive Struktur liefert eine relative (Ab, v)-Struktur
und jede relative (Ab, v)-Struktur eine relative additive Struktur in offensichtli-
cher Weise und diese beiden Konstruktionen sind zueinander invers.

1.6.7. Gegeben sei eine Trennfaserung .# — A.7 mit Adjungierten iiber einer
banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt. Hat die Schmelzkategorie .7/,
einen treuen Leerverschmelzungsfunktor, so erhalten wir auf unserer Trennfase-
rung eine relative (., L)-Struktur vermittels der Bijektionen

Beispiel 1.6.8. Die durch 1.6.7 gegebene relative (Ab /¢, L)-Struktur auf der Gar-
benoptrennfaserung Ab j1,, — ATop entspricht unter der offensichtlichen Schmel-
ziquivalenz Ab /. — Ab einer (Ab,v)-Struktur, die unter unseren Konstruktio-
nen aus 1.6.6 hinwiederum zu der relativen additiven Struktur aus 1.6.3 wird.

1.6.9. Gegeben eine Schmelzkategorie S und eine Trennkategorie .4~ erkldren
wir eine S-Trennkategorie .7 iiber ./  als ein Datum aus einer Menge .# von
Objekten, einer Abbildung p : .# — .4 und fiir Objekte F,G,...,G, € A
und jede Trennung f : pF — pG; A ... A pG, der Basis ein Trennobjekt

MF G A . KG)ES

sowie Multiverkniipfungen, die Verschmelzungen in S sind derart, dafl das of-
fensichtliche Analogon der Assoziativitdtsbedingung aus unserer Definition einer
Schmelzkategorie erfiillt ist und da8 es fiir jede Einsfamilie / eine Leertrennung
idr € S(Y, Ma(F.,F)) in das Trennobjekt iiber id,r gibt, das die Analoga
unserer Forderungen an Identitdtsverschmelzungen aus ?? erfiillt. Als wieder an-
dere Sprechweise sagen wir, .# sei angereichert in S iiber ./ und schreiben

M|S — N .

Beispiel 1.6.10. Sei ./ eine Trennkategorie. Ein Trennfunktor .#Z — .4 ist
dasselbe wie eine kEns-Trennkategorie .# iiber .4". Eine Ab-Trennkategorie
A |Ab — A ist dasselbe wie ein Trennfunktor .# — .4  mit einer relativen
additiven Struktur.

Beispiel 1.6.11. Sei v : § — kEns ein treuer Schmelzfunktor. Wir erinnern aus
?? die Schmelzkategorie kEns s,y der Mengen mit (S, v)-Struktur. Ein Trenn-
funktor .#Z — .4 mit relativer (S, v)-Struktur ist eine kEns s ,)-Trennkategorie
M | KEns(s,y — A iiber 4. Es ist auch im wesentlichen dasselbe wie eine
S-Trennkategorie .# /S — A iber .4, wie in 1.6.14 ausgefiihrt wird.

1.6.12. Gegeben ein Schmelzfunktor ¢ : & — 7 und eine Trennkategorie .4
und angereicherte Trennfunktoren .¥/S — A4 sowie .# /T — A erkldren
wir einen angereicherten Trennfunktor F iiber ¢ relativ zu ./” ein Datum aus
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einer Abbildung auf den Objekten F' : ¥ — . iber .4 zusammen mit 7 -
Morphismen
F:o(Z(F,B)) = AM(FF, FB)

tiber jeder Trennung f der Basis .4, die mit Multiverkniipfungen vertréiglich sind
und Identitdten auf Identitdten werfen in der offensichtlichen Weise. Wir notieren
so einen angereicherten Trennfunktor tiber ¢ oft F'/¢.

1.6.13. Gegeben eine S-Trennkategorie .# /S — A iiber .4 und ein Schmelz-
funktor ¢ : S — T erkldren wir eine T -Trennkategorie ¢(.#)/T — A tiber A,
indem wir ¢ auf alle Trennobjekte und Multiverkniipfungen von .# anwenden.
Wir sagen, o(.#) entstehe durch Umstrukturieren von .7 mit . Die Identi-
tiat auf den Objekten zusammen mit den Identitdten auf den Bildern unter ¢ der
Trennungsobjekte ist dann ein objektfester angereicherter Trennfunktor

Ulp: M]S — p(M)]T

1.6.14. Gegeben ein treuer Schmelzfunktor v : § — kEns macht das Umstruk-
turieren mit der Schmelziquivalenz v : S = kEnss,) jede relative S-Trenn-
kategorie .# /S — .4 iiber .4 zu einer Schmelzkategorie mit relativer (S, v)-
Struktur .# / kEns(s ) — 4. Ist unsere Schmelziquivalenz ein Isomorphismus
v : S = kEns(s,,), so konnen wir diese Konstruktion auch riickgéngig machen.

1.6.15 (Selbstanreicherung). Gegeben eine Trennfaserung .# — A.7 mit Ad-
jungierten iliber einer banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt konstruieren
wir eine .# .- Trennkategorie .#/** iiber A .7 mit Trennobjekten

MNF,B) = finy, (f*B=F)

und Multiverkniipfungen, statt derer ich der Einfachkeit halber nur die einfachen
Verkniipfungen ausschreibe. Gegeben f : X — Y und g : Y — Z in der Basis
und F, G, H Objekte der jeweiligen Fasern gilt es, eine Verschmelzung

finy, (" H=G) Y finx.(f*G=>F) — finx.((9f) H=F)

anzugeben. Dazu bilden wir mit der Einheit der Adjunktion (f*, f.) und dem Her-
einziehen eines Riickzugs in das interne Hom 1.5.9 die Komposition

Nach diesem Morphismus im Term ganz links unserer zu erklarenden Verschmel-
zung verwenden wir den ausgezeichneten Morphismus 1.5.15 vom Tensorprodukt
von Vorschiiben zum Vorschub eines Tensorprodukts und die Komposition von
internem Hom in der Schmelzkategorie ./ x. Jetzt gilt es, dasselbe fiir Multiver-
kniipfungen auszuschreiben und alles so iibersichtlich zu strukturieren, daf3 klar
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wird, daB wir so in der Tat eine .#,.-Trennkategorie .#** iiber A.7 erhalten. Das
mochte ich einem Studenten iiberlassen. Ebenso mochte ich es einem Studenten
iiberlassen zu zeigen, dal3 wir einen objektfesten Isomorphismus

LA™ = M

der Umstrukturierung der automatischen Selbstanreicherung mit dem Leerver-

schmelzungsfunktor von .#/,,; zu unserer urspriinglichen Trennfaserung erhalten,

indem wir alle die Bijektionen
L(%;a("t-7 B)) %/Pt(y’ﬁnX*(f*Bg}—))

%/X(Y, f*BEf)

Mx ("B, F)

%X ('F ) f TB )

My(F,B)

e Lo Lo Lol

zusammenfassen. Hier kommt der Isomorphismus der zweiten Zeile von 1.5.23
her, wo wir allgemein Bijektionen .#Z PP (Y, H) = . (Y, fin, H) konstruieren.

Beispiel 1.6.16. Gegeben eine Trennfaserung .#Z — A.7 mit Adjungierten iiber
einer banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt derart, dall .7/, einen treuen
Leerverschmelzungsfunktor hat, liefert der objektfeste Isomorphismus L(.#Z5*) =
A aus 1.6.15 die relative (., L)-Struktur auf .# aus 1.6.7. Im Fall der Gar-
benoptrennfaserung Ab 1., — ATop erhalten wir mit 1.6.8 unsere urspriingliche

relative additive Struktur zuriick.

1.7 Trennschmelzfakofaserungen

Definition 1.7.1. Eine Trennschmelzfakofaserung iiber einer Trennkategorie .7
ist ein Datum aus einer Trennfaserung p : .# — .7 und einer Schmelzkofaserung
P M — T°PP_ die nach Zuriickholen auf die diskretisierte Basis .77 iiberein-
stimmen, .Zx (F,G) = #x(F,G) VX € 7, sowie ausgezeichneten Bijektionen

i ME(F Gk NG D ME(GY .Y G, F)

zwischen den Mengen der jeweiligen kartesischen Trennungen beziehungsweise
kokartesischen Verschmelzungen, die vertréiglich sind mit Multiverkniipfung und
die im Fall f = idx zum Invertieren von Isomorphismen der Faser spezialisieren.

Beispiele 1.7.2. Im Fall einer gewohnlichen Kategorie in der Basis spezialisiert
das zu einer Fakofaserung im Sinne von [TG] 8.4.4. Im Fall der terminalen Trenn-

kategorie in der Basis spezialisiert es zum Begriff einer Trennschmelzkategorie
im Sinne von [TSK] 1.4.2.
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1.7.3 (Ergianzung zu Trennschmelzfakofaserung). Wie in den Spezialfillen der
eben beschriebenen Beispiele besitzt auch im allgemeinen jede Trennfaserung
und jede Schmelzkofaserung eine bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig
bestimmte Ergéinzung zu einer Trennschmelzfakofaserung. Gegeben eine Trenn-
faserung .# — 7 notieren wir den Schmelzkofaserungsanteil dieser Ergéinzung

¥y To

Fiir eine Trennung v : X — Y7 A ... A Y, in .7 werden dann Verschmelzungen
in der Schmelzkofaserung .#** iiber der opponierten Verschmelzung v° : Y; Y
... Y'Y, — X in 7°PP gegeben durch die Vorschrift

%SE(Ql Yo... Yg,.,]-") = %X(QﬂT(gl A ...Agr),f)

mit )" dem Riickzug in unserer Trennfaserung. Die Definition der Multiverkniip-
fungen geht analog zu [TG] 8.4.9. Gegeben eine Schmelzkofaserung .4/ — .
notieren wir umgekehrt den Trennfaserungsanteil der Ergiinzung zu einer Trenn-
schmelzfakofaserung als

N gopp

Wir nennen wie in den bereits betrachteten Spezialfillen [TG] 8.4.9 und [TSK]
1.4.4 diese Konstruktionen das Invertieren einer Trennfaserung beziehungsweise
Schmelzkofaserung zu einer Schmelzkofaserung beziehungsweise Trennfaserung
iiber der opponierten Basis.

1.7.4. Gegeben eine Trennschmelzfakofaserung .# — .7 ist in offensichtlicher
Weise auch .#Z°PP — .7 °PP eine Trennschmelzfakofaserung. Gegeben eine Trenn-
faserung .# — .7 betrachten wir ihre Erweiterung zu einer Trennschmelzfako-
faserung und erhalten eine weitere Trennfaserung

%otf — (//opp)tf T

durch das Opponieren gefolgt vom Invertieren. Wir nennen diese Trennfaserung
die oppinvertierte Trennfaserung. Sie verallgemeinert sowohl die Oppinverse
einer Trennkategorie mit stabil universellen Trennungen als auch die Oppinverse
eines Faserfunktors. Explizit werden ihre Trennungen iiber einer Trennung v :
X =Y A ... LY, in T gegeben durch

MP(F Gk NG) = MxWT (G A ... XG,),F)

Gegeben eine Schmelzkofaserung .4~ — .# konstruieren wir analog die oppin-
vertierte Schmelzkofaserung

(/Vosk - ((/Vopp)sk S

~

Quasi per definitionem haben wir ausgezeichnete Isomorphismen (.7%)°PP =
A% und ()PP 5 _posk die die Objekte festhalten.
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Beispiel 1.7.5. Eine Schmelzkategorie mit stabil universellen Verschmelzungen
ist nach 1.2.4 schmelzkogefasert iiber der terminalen Schmelzkategorie. Unsere
invertierte Trennfaserung spezialisiert in diesem Fall zur invertierten Trennkate-
gorie aus [TSK] 1.4.4.

Beispiel 1.7.6. Gegeben eine Kategorie C erinnern wir aus ?? unsere Familien-
faserung C/gns — Ens. Ist C eine Trennkategorie, so konnen wir C/gys zu einer
Trennkategorie C, , gns machen und unseren Funktor zu einem Trennfunktor in die
banale Trennkategorie AEns der Mengen, indem wir eine Trennung ¢ : F —
G1 A ... A G, ibereiner Trennung (f1,..., f.) : X — Y; A... LY, von Mengen
als eine Familie (¢;).cx von Trennungen ¢, : F; — Gi ) A ... A Grf(2)
erkldaren. Wir erhalten so einen Trennfunktor, den Familientrennfunktor

C/xkns — AEns

Manchnmal vereinfachen wir hier auch die Notation zu C/g,s — AEns oder zu
C/ens — Ens. Besitzt C stabil universelle Trennungen, so ist das sogar eine Trenn-
faserung, die Familientrennfaserung. Kartesisch sind dabei genau alle Familien
(¢,) aus universellen Trennungen. In diesem Fall haben wir einen natiirlichen
Isomorphismus

(C/AEHS)Otf l> (COtf)/)\Ens

von Trennfaserungen iiber A Ens zwischen der Oppinvertierten Familientrennfa-
serung und der Familientrennfaserung der oppinvertierten Trennkategorie.

Beispiel 1.7.7. Die Mengengarbentrennfaserung 1.2.6 und die Mengengarbenop-
trennfaserung 1.2.7 sind zueinander oppinvers, in Formeln und unter etwas sorg-
loser Verwendung des Gleichheitszeichens haben wir also

Ens jrop = (Ens /Top)Otf

Ich finde die Mengengarbentrennfaserung anschaulicher, aber die Mengengarben-
optrennfaserung ist algebraisch einfacher und 148t sich leichter verallgemeinern.
Im Fall der Optrennfaserung der abelschen Garben kann ich auch fiir die oppin-
vertierte Trennfaserung keine Anschauung mehr anbieten, die mir weiterhelfen
wiirde.

Beispiel 1.7.8 (Verschiedene Trennungen im diskreten Fall). Wir spezialisie-
ren das Vorhergehende auf den Fall diskreter Rdume. Eine Mengengarbe A auf
einem diskreten Raum X ist eine durch X indizierte Mengenfamilie (A, ).cx.
Gegeben Abbildungen f : X — Y und g : X — Z sowie Mengengarben 53
auf Y und C auf Z ist eine Garbenoptrennung ¢ € Ens ;4 (A, B A C) iiber der
Zweitrennung (f,g) : X — Y A Z ein Datum (¢, ).cx bestehend aus Abbildun-
gen ¢, : Byy) X Cyry — A, fiir alle x € X. Dahingegen ist eine Garbentren-
nung ¢ € Ens; 4 (A, B A C) ein Datum (¢,),cx bestehend aus Abbildungen
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Yyt Ay — By(a) X Cy(p flir alle x € X. Das kann auch als ein Spezialfall unserer
Erkenntnisse in 1.7.6 verstanden werden.

1.7.9 (Faserweises Dualisieren als Trennfunktor). Gegeben sei eine Trennfase-
rung zu einer banalen Trennkategorie .# — A .7 derart, da} alle Objekte der
opponierten Fasern dualisierbar sind. Wir behaupten, dal dann das faserweise
Dualisieren einen Trennfunktor

%otf — '/{f

induziert wie folgt. Ein Trennung F — G; A ... A G, lber einer Trennung
(fi,- -, fr): X = Y1 A... LY, der Basis in .#°" ist wie in 1.7.4 ausgefiihrt ein
Element von

MPF, G A X Gy) = llx(WWN (G A ... X G,),F)

In unserem speziellen Fall haben wir also Abbildungen

MEPNF, G A X G,) ME(FY,GY KA GY)

Mx (TG @ ... @ [1G, F) AMx(f1(G) @ ... @ f1(G)), FY)

|

Mix(F, [{G®...@ fG) ——Mx([{G®...@ fG)", F)

mit dem Dualisieren in der unteren Horizontale und Vorschalten der natiirlichen
Morphismen [TSK] 1.3.19 vom Tensorprodukt der Dualen zum Dualen des Ten-
sorprodukts und der natiirlichen Morphismen 1.5.11 vom Riickzug des Dualen
zum Dualen des Riickzugs in der rechten Vertikale. Man kann nun zeigen, daf3
diese Vorschrift auf Trennungen in der Tat einen Trennfunktor induziert wie be-
hauptet. Im Spezialfall, dal .7 die finale Trennkategorie ist, haben wir das be-
reits in [TSK] 1.5.23 in Gestalt eines Dualisierungsfunktors M" — M°* fiir ei-
ne Trennschmelzkategorie mit Multihom M kennengelernt. In der dort gegebene
Fassung geschieht das Dualisieren in M® und in der hier gegebene Fassung in den
Fasern der Schmelzkofaserung .2 .
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2 Derivierter Trennriickzug

2.1 Lokalisierung von Kofaserungen

2.1.1. Ich erinnere daran, daf sich nach [TD] 1.4.9 bei der Lokalisierung einer
Kategorie nach einem Rechtsoresystem .S die Morphismen der Lokalisierung als
Aquivalenzklassen von Rechtsbriichen s~ o f mit s € S beschreiben lassen, bei
denen also der Zihler rechts steht.

Definition 2.1.2. Seip : 4 — 2 ein Funktor. Unter einem faserweisen Rechts-
oresystem in ¢ verstehen wir ein multiplikatives System S in %, das iiber den
Identititen der Basis liegt und die Eigenschaft hat, daB fiir alle X € % die Menge
Sx der S-Morphismen iiber idx ein Rechtsoresystem der Faser @ ist.

2.1.3 (Diskussion der Terminologie). Man beachte, daf} in diesem Zusammen-
hang der Zusatz ,,faserweise‘ die Bedingung ,,Rechtsoresystem* sowohl verschirft
als auch abschwicht. Will ich besonders betonen, dall der Begriff ,,Rechtsoresys-
tem* nicht nur faserweise gemeint ist, so spreche ich von einem globalen Rechts-
oresystem.

2.1.4. Analog erkldren wir die Begriffe eines faserweisen Linksoresystems, ei-
nes faserweisen Oresystems und eines faserweisen gesittigten Oresystems.

2.1.5 (Lokalisierung einer Faser als Faser der Lokalisierung). Sei ein Funk-
tor p : € — 2 gegeben und sei S ein globales Linksoresystem in ¢ iiber den
Identitdten von Z. Gegeben X € Z ist die Menge Sx der S-Morphismen tiber
idx dann offensichtlich ein Linksoresystem in der Faser €’x und fiir den auf der
Lokalisierung induzierten Funktor pg : S™'¢ — % sind die offensichtlichen
Funktoren Isomorphismen von Kategorien

Sty = (S7'€)x

zwischen der Lokalisierung der Faser und der Faser der Lokalisierung. Das folgt
direkt aus der Interpretation der Morphismen der Lokalisierung als Aquivalenz-
klassen von Briichen. Es gilt genauso fiir Rechtsoresysteme.

2.1.6 (Riickzug von Funktoren). Gegeben Funktoren ' : ¢ — Zund G : ¥ —
2 zu derselben Zielkategorie bezeichne

%X@@

das Faserprodukt in der Kategorie Cat der Kategorien. Explizit konnen wir
das Faserprodukt ¢ x 4 & als Unterkategorie der Produktkategorie konstruieren
wie folgt: Als Objekte nehmen wir alle Paare (C, D) € € x 2 mit F(C) =
G(D) und als Morphismen (C, D) — (C”, D') alle Paare (u, v) von Morphismen
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mit F'(u) = G(v). Je nach Kontext verwenden wir fiir dies Faserprodukt auch
die Notation ¢ und nennen 65 — 2 den zuriickgezogenen Funktor. Im Fall
der durch ein Objekt X € % gegebenen Einbettung cat < % der terminalen
Kategorie spezialisiert %, zu unserer Faser €x.

2.1.7 (Riickzug erhilt Faserungen und Kofaserungen). Seien Funktoren 4 —
P und ¥ — A gegeben. Ist ein Morphismus u in € kartesisch beziehungsweise
kokartesisch fiir € — %, so ist auch jeder Morphismus der Gestalt (u,v) im
Faserprodukt kartesisch beziehungsweise kokartesisch fiir €y — 2. Ist ¢ — %A
eine Faserung beziehungweise Kofaserung und ¥ — & ein beliebiger Funktor,
so ist auch ¥ — 2 eine Faserung beziehungweise Kofaserung.

2.1.8 (Lokalisierung und Riickzug). Sei ein Funktor p : 4 — % gegeben und
sei S ein globales Linksoresystem in % iiber den Identititen von Z. Gegeben ein
Funktor % — 2 sind die offensichtlichen Funktoren Isomorphismen

Sq_/lcga// = (S_l%)%

zwischen der Lokalisierung des Riickzugs und dem Riickzug der Lokalisierung
mit der Notation Sy, fiir das Urbild von S unter 6, — % . Das folgt direkt aus
der Interpretation der Morphismen der Lokalisierung als Aquivalenzklassen von
Briichen und gilt ganz genauso auch fiir globale Rechtsoresysteme.

Satz 2.1.9 (Lokalisieren einer Kofaserung nach globalem Rechtsoresystem).
Seien p : € — A ein Kofaserfunktor und S ein globales Rechtsoresystem in €
iiber den Identitdten der Basis. So ist auch der auf der Lokalisierung induzierte
Funktor ein Kofaserfunktor

ps:ST'C — B
und jeder kokartesische Morphismus in € bleibt kokartesisch in S™'€.

Beweis. Um das zu zeigen beachten wir fiir jeden Morphismus f : X — Y in der
Basis sowie Objekte F tiber X und G iiber Y die natiirlichen Isomorphismen

(S71€)¢(F.9) (ST')y (f1F.9)
] |
COlfgig’ cgf(}‘7 g/) = COlfgig’ ng(fT]:, g/)
Der Satz folgt. [

Lemma 2.1.10 (Faserweise als globale Rechtsoresysteme). Seien p : € — %
eine Kofaserung und S ein faserweises Rechtsoresystem in €. Konnen wir fiir
jeden Morphismus der Basis einen Vorschub wdhlen, der S stabilisiert, so ist S
sogar ein globales Rechtsoresystem in €.
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2.1.11. In der Situation von Lemma 2.1.10 koénnen wir insbesondere unsere Pro-
position 2.1.9 anwenden und erhalten durch Lokalisieren eine Kofaserung pg :
S~1% — 2 mit der Eigenschaft, daR kokartesische Morphismen in 4" kokarte-
sisch bleiben in S~1%.

Beweis. Jeder Linksbruch 146t sich zu einem Rechtsbruch umschreiben, das zeigt
das Diagramm
F—fiF-->¢
A
s 1 ST S|
|
F'— fiF ——=G
\_/
zeigt. Je zwei Morphismen, die durch Vorschalten eines S-Morphismus egalisiert
werden, konnen auch durch Nachschalten eines S-Morphismus egalisiert werden,

das zeigt das Diagramm A

f%ﬂf:;g

|
ST ST S
y
F'— fiF' g
Das Lemma ist bewiesen. O]

2.1.12 (Opponierte Aussagen zur Lokalisierung von Faserungen). Istp : ¢ —
2% eine Faserung und S ein globales Linksoresystem in &, so erhalten wir du-
al zu 2.1.9 durch Lokalisieren wieder eine Faserung ps : S~'¢ — 2% mit der
Eigenschaft, daB kartesische Morphismen in ¢ kartesisch bleiben in S~1%. Ist
p . € — A eine Faserung und S ein faserweises Linksoresystem in 4 und
konnen wir fiir jeden Morphismus der Basis einen Riickholfunktor wéhlen, der
unser faserweises Linksoresystem S stabilisiert, so ist .S opponiert zu 2.1.10 ein
globales Linksoresystem in 4 und wir erhalten durch Lokalisieren wieder eine
Faserung ps : S™'¢ — % mit der Eigenschaft, daB kartesische Morphismen in
% Xkartesisch bleiben in S™1F.

Vorschau 2.1.13. Die Lokalisierung von Kofaserungen nach faserweisen Links-
oresystemen beziehungsweise von Faserungen nach faserweisen Rechtsoresyste-
men ist delikater. In 2.4.10, 2.4.11 und 2.4.12 diskutieren wir Annahmen, un-
ter denen in diesen Fillen die Lokalisierung wieder eine Kofaserung ist und die
Linksderivierten der Vorschiibe die Vorschiibe der lokalisierten Kofaserung sind.

2.2 Quisrechtsentfaltung von Garbenkomplexen

Definition 2.2.1. Sei A eine Kategorie. Unter einer angeordneten Filtrierung
eines Objekts A € A verstehen wir einen Ordnungshomomorphismus (A),cq
einer angeordneten Menge (2 in die teilgeordnete Menge der Unterobjekte von A.
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2.2.2. Seien A eine Kategorie und A € A ein Objekt und (A, ),ecq eine angeord-
nete Filtrierung von A. Existieren die filtrierenden Kolimites in .4 fiir angeordnete
Systeme von Unterobjekten von A und sind diese wieder Unterobjekte von A, so
setzen wir allgemein fiir ' C (2 eine Teilmenge

Ar :=colf A, und speziell Aoy, = colf A,,.

nel n<w

2.2.3. Gegeben eine Garbe F auf einem topologischen Raum X erklédren wir ih-

re Kardinalitit card(F) := card(F) als die Kardinalitdt ihres étalen Raums.
Gegeben ein Komplex von Garben F setzen wir card(F) := max(card(F")).

Proposition 2.2.4 (Enge Filtrierungen exakter Garbenkomplexe). Seien X ein
topologischer Raum und o := max(card(X), card(N)).

1. Fiir jeden surjektiven Morphismus f : A — B in Ab,x gibt es Ay C A mit
card(Ap) < acard(B) und f : Ay - B;

2. Jeder von Null verschiedene exakte Komplex T" # 0 in Ket(Ab,x) be-
sitzt einen von Null verschiedenen exakten Unterkomplex 0 # S C T mit

card(S) < a;

3. Jeder exakte Komplex T in Ket(Ab,x) besitzt eine wohlgeordnete Filtrie-
rung durch Unterkomplexe T,, bei der alle Subquotienten T,,/T,, exakt
sind von einer Kardinalitdit card(T,,/T-,,) < o und es w gibt mit T,, = T.

Beweis. 1. Wir wihlen fiir jedes Element eines jeden Halms b, € B, eine of-
fene Umgebung U @ X von z und ¢t € A(U) mit ¢, — b,. Das liefert einen
Morphismus @(th) Zycx — A mit der Eigenschaft, da sein Bild A, surjek-
tiv auf B geht. Unsere direkte Summe ist eine Untergarbe der direkten Summe
@ 1) Zx von konstanten Garben, deshalb kann man ihre Kardinalitit abschétzen
durch a card(B).

2. Sicher finden wir einen Index j mit ker(77 — T7*!') = ( und eine von Null
verschiedene Untergarbe S7 dieses Kerns mit card(S7) < «. Dann bilden wir den
Pullback
Si TI
M-l i1

Er ist auch auf den Halmen ein Pullback, also gilt M =l 67, Nach Teil 1 finden
wir eine Untergarbe M]~' € M7~! mit card(M] ') < aund MJ~" — S7. Dann
nehmen wir S7=! := M7~! und machen induktiv weiter.
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3. Wir finden nach dem Zorn’schen Lemma eine maximale wohlgeordnete Familie
von Unterkomplexen (7,),cq mit allen fraglichen Eigenschaften mit Ausnahme
der letzten. Sie sind alle exakt, denn sonst giibe es einen kleinsten Index w, fiir
den T, nicht exakt wire, und dann wire 7., exakt und 7}, /T, exakt und damit
T., doch exakt nach der langen exakten Homologiesequenz. Also ist auch ihr Ko-
limes T, exakt. Ist dieser Komplex bereits ganz 7', so sind wir fertig. In jedem
Fall ist T'/Tg, exakt, und ist es nicht Null, so finden wir darin einen von Null ver-
schiedenen exakten Unterkomplex einer Kardinalitdt < «. Durch sein Urbild in T’
konnten wir dann unsere wohlgeordnete Familie vergrolern im Widerspruch zur
Maximalitét. [

Korollar 2.2.5 (Testen auf Quisrechtsentfaltetheit mit kleinen Komplexen).
Seien X ein topologischer Raum und o := max(card(X), card(N)). Ist J ein
Komplex aus injektiven Garben und gilt Hotay, /x (T, J) = 0 fiir jeden exakten
Komplex T mit card(T) < «, so folgt Hotay, x(T,J) = 0 fiir jeden exakten
Komplex.

Beweis. Sei T ein beliebiger exakter Komplex. Nach 2.2.4 besitzt T eine wohl-
geordnete Filtrierung durch Unterkomplexe 7;, mit card(7,,/7-,) < « Vw und
T, = T fur mindestens ein w. Die Komplexe Ab,x (7, J) von abelschen Grup-
pen bilden dann ein transfinit surjektives System von Komplexen, dessen Kern-
komplexe

ker (Ab jx(Tu, J) = limf Ab/x (T, J)) — Ab/x (T}, /Tews, J)
n<w

nach unseren Annahmen an jeder Stelle exakt sind. Mit [TS] 7.1.50 folgt, da3
auch Ab,x (T, J) exakt ist. O

2.2.6. Gegeben ein Universum 4{ im Sinne von [LA2] 7.11.3 mitN € ${und X €
il ein topologischer Raum bezeichne {Ab, x die Kategorie der abelschen Garben
aus 4 alias der abelschen Garben mit allen Gruppen von Schnitten iiber offenen
Teilmengen Elementen von 4. Das ist eine abelsche Kategorie, die Kolimiten und
Limiten iiber alle solche Systeme besitzt, deren Indexkategorie Objektmenge und
Morphismenmenge aus { hat.

Lemma 2.2.7 (Nullhomotopmachen von Morphismen). Sei il ein Universum
mit N € . Seien X € U ein topologischer Raum, E € 3 eine Menge und A, T, €
Ket(UAb,x) fiir e € E Komplexe von abelschen Garben auf X mit T, exakt.
Sei (fo : T. — A)cer eine Familie von Morphismen nach A. So gibt es einen
injektiven Quasiisomorphismus g : A — B in einen Komplex B € Ket(UAb,x)
derart, dafs alle g o f, nullhomotop sind.
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Beweis. Wir wihlen auf ' eine Wohlordnung und nennen diese wohlgeordnete
Menge (2. Dann konstruieren wir mit transfiniter Induktion ein direktes System
(B,)wen von Komplexen mit injektiven Quasiisomorphismen g, : A — B,, und
Jw © f,, nullhomotop durch

T, — A<—>(7:721wan — B,
mit B, dem Abbildungskegel der Komposition der beiden vorderen Morphis-
men. Ist w € () das kleinste Element, so ist der ,leere Kolimes* als A sel-
ber zu verstehen, also als das ,initiale Objekt in der Kategorie der Komplexe
mit einem ausgezeichneten Morphismus von A dorthin®“. SchlieBlich 16st dann
g : A — B := colf,cq B, unser Problem. O

Lemma 2.2.8. Sei 4 ein Universum mit N € 3l. Seien X € Al ein topologischer
Raum und A € Ket(UAb,x) ein Komplex von abelschen Garben auf X. So exis-
tieren ein Komplex B € Ket(4Ab,x) und ein injektiver Quasiisomorphismus
h : A — B mit der Eigenschaft, daf3 h(A?) in einer injektiven Untergarbe von B’
liegt fiir alle 1 € Z.

Beweis. Wir wiihlen fiir alle i eine Einbettung f* : A® — J' in eine injektive
Garbe aus L{Ab,x. Wir bilden den Komplex K* = J* @ J**! mit dem Differential
d(x,y) = (y,0). Die Einbettung (i, f*'d)" : A* — K" ist dann eine Kettenab-
bildung. Wir bilden nun erst den Kokernkomplex (C*) dieser Kettenabbildung und
dann den Komplex [—1] Keg(K — (). Die natiirliche Kettenabbildung von A in
diesen letzten Komplex hat schlieBlich die gesuchten Eigenschaften. O

Proposition 2.2.9. Sei i ein Universum mit N € L. Seien X € Al ein topologi-
scher Raum, £ € Y eine Menge und T, € Ket(UAb,x) exakte Komplexe von
abelschen Garben auf X. So gibt es fiir jeden Komplex A € Ket(UAb,x) einen
Quasiisomorphismus A = I zu einem Komplex I € Ket(UAb,x) aus injektiven
Garben mit

HotAb/X(Te,I):O Vee I

Beweis. Sei « eine Kardinalitit einer Menge aus 4 mit @ > card(7,) fiir al-
le e € F und @ > max(card(X), card(N)). Sei I' die kleinste wohlgeordnete
Menge unseres Universums mit card(I") > «. Wir konstruieren ein direktes Sys-
tem (.J,)er von Komplexen abelscher Garben und beginnen mit .J, := A. Dann
wihlen wir mit 2.2.7 injektive Quasiisomorphismen

colf J,, — J,
n<ry

induktiv so, daB} alle Morphismen von irgendwelchen 7, in den Kolimes null-
homotop werden unter dem Nachschalten des Morphismus nach J,. Nach 2.2.8
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diirfen wir zusitzlich annehmen, da3 die Bilder unserer Injektionen in jedem Grad
jeweils in injektiven Untergarben enthalten sind. Ich behaupte, dal dann der Ko-
limes

colf J,

vyel

die gesuchte Eigenschaft hat. In der Tat mul3 jeder Morphismus von einem 7,
dorthin aus Kardinalititsgriinden bereits in einem der .J, landen, vergleiche etwa
[AL] 5.4.8, und damit nullhomotop werden. Weiter muf3 unser Kolimes aus in-
jektiven Garben bestehen, da er das Injektivitétskriterium iiber Ideale [TG] 3.5.9
erfiillt. [

Satz 2.2.10 (Existenz von Quisrechtsentfaltungen). Sei il ein Universum mit
N € U und sei X € A ein topologischer Raum. So besitzt jeder Komplex A €
Hot(UAb, x) eine Quisrechtsentfaltung in Hot(LUAb, x ) durch einen Komplex aus
injektiven Garben.

2.2.11. Das zeigt, dal gegeben ein Universum 4 mit N € ${ und X € 4 ein
topologischer Raum Der(4Ab, ) eine ﬁe—Kategorie ist. Es zeigt auch, daf} der
Ubergang zu einem groBeren Universum einen volltreuen Funktor zwischen den
jeweiligen derivierten Kategorien von abelschen Garben auf einem vorgegebenen
Raum liefert.

2.2.12. Eine Quisrechtsentfaltung muf} keineswegs durch einen Komplex aus in-
jektiven Garben gegeben sein. In der Homotopiekategorie kann ja ein Komplex
aus injektiven Garben durchaus isomorph sein zu Komplexen, die nicht aus injek-
tiven Garben bestehen.

Ergdnzung 2.2.13. Ist zusitzlich O € UAb, x eine Garbe von Ringen, so gilt das-
selbe fiir die Kategorie Hot(4Ab(x o)) der Garben von O-Moduln aus UAb x.
Der Beweis bleibt mutatis mutandis derselbe.

Beweis. Sei (T.).cr ein Reprisentantensystem fiir die Isomorphieklassen exakter
Komplexe in Ket(4Ab,x) einer Kardinalitit < max(card(X),card(N)). Kon-
struieren wir zu dieser Familie einen Quasiisomorphismus A = I zu einem Kom-
plex aus injektiven Garben wie in 2.2.9, so folgt mit unserem Korollar 2.2.5, daf3
I'in Hot(&4Ab, x ) bereits quisrechtsentfaltet sein muf. O

Proposition 2.2.14 (Produkte und Koprodukte in derivierten Kategorien). Sei
A eine abelsche Kategorie.

1. Ist (C;);es eine Familie quisrechtsentfalteter Komplexe aus Ket 4 und exis-
tiert jeweils das Produkt der C{ in A, so liefert der Komplex der gliedweisen
Produkte ein Produkt der C; in Ket 4, Hot 4 und Der 4;
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2. Besitzt jedes Objekt von Hot 4 eine Quisrechtsentfaltung und ist (D;);c1 eine
Familie von Komplexen aus Ket 4 und existiert jeweils das Koprodukt der
DY in A, so liefert der Komplex der gliedweisen Koprodukte ein Koprodukt
der D; in Ket 4, Hot 4 und Der 4.

2.2.15. Die Frage allgemeinerer Limites und Kolimites in derivierten Kategorien
behandeln wir hier nicht weiter. Die im gleich folgenden Beweis gegebene Argu-
mentation direkt zu verallgemeinern scheitert daran, da ?? nicht in der notigen
Allgemeinheit gezeigt wurde.

Beweis. 1. Wir wissen bereits aus ??, da3 der Komplex der gliedweisen Produkte
ein Produkt in der Homotopiekategorie Hot 4 ist. Nach ?? ist weiter jeder Li-
mes in Hot 4 von quisrechtsentfalteten Komplexen wieder quisrechtsentfaltet. Da-
mit folgt die Behauptung aus unseren allgemeinen Erkenntnissen ?? iiber Limites
rechtsentfalteter Objekte in Lokalisierungen.

2. Wir wissen bereits aus ??, dall der Komplex der gliedweisen Koprodukte ein
Koprodukt in der Homotopiekategorie Hot 4 ist. Unter unseren Annahmen besitzt
weiter der Lokalisierungsfunktor Hot 4 — Der 4 einen Rechtsadjungierten und
vertauscht folglich mit Kolimites und insbesondere mit Koprodukten. [

2.2.16. Ist A eine abelsche Kategorie und besitzt jedes Objekt von Hot 4 eine
Quisrechtsentfaltung und hat A alle /-Produkte und alle /-Koprodukte, so gilt
dasselbe fiir Der 4. Das alles folgt leicht aus unserer Proposition 2.2.14.

2.2.17 (Spezielle Produkte in derivierten Kategorien). Ist A cine abelsche Ka-
tegorie mit genug Injektiven und sind F,, € Hot="(.A) gegeben fiir n > 0, so ist
das gliedweise Produkt der F,, auch das Produkt in der derivierten Kategorie. In
der Tat finden wir Quasiisomorphismen F,, =+ T, mit Z,, € Hot="(i.A) und die-
se sind Quisrechtsentfaltungen und diese Quasiisomorphismen induzieren einen
Quasiisomorphismus vom gliedweisen Produkt der F,, in das gliedweise Produkt
der 7, das seinerseits nach 2.2.14 ein Produkt in Der(.A) ist. Die Besonderheit
dieser Situation liegt darin, dal in diesem speziellen Fall ,,bei der Konstruktion
der gliedweisen Produkte nur endliche Produkte in A zu betrachten sind*“. So kann
man in dieser speziellen Situation Fragen der Exaktheit unendlicher Produkte aus
dem Weg gehen.

2.2.18 (Produkte und Koprodukte derivierter Modulgarben). Gegeben sei ein
geringter Raum X = (X, A). Existieren fiir eine Menge [ alle /-Koprodukte in
der Kategorie der Modulgarben Ab,x, so existieren auch alle /-Koprodukte in
den Kategorien Ket(Ab,x), Hot(Ab,x), Der(Ab,x) und stimmen iiberein mit
den offensichtlichen ,,gliedweisen Koprodukten®. Das folgt mit dem zweiten Teil
unserer Proposition 2.2.14 aus der Existenz 2.2.13 von Quisrechtsentfaltungen fiir
beliebige Homotopiekomplexe unserer abelschen Kategorie. Existieren weiter fiir
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eine Menge [ alle /-Produkte in der Kategorie der Modulgarben Ab, x, so existie-
ren auch alle /-Produkte in den Kategorien Ket(Ab,x), Hot(Ab,x), Der(Ab,x)
und konnen als gliedweise Produkte von Quisrechtsentfaltungen berechnet wer-
den. Das folgt aus dem ersten Teil unserer Proposition 2.2.14.

2.2.19 (Produkte und Koprodukte derivierter Moduln). Gegeben sei ein Ring

A. Existieren fiir eine Menge [ alle /-Koprodukte in der Kategorie der A-Moduln

Mod 4, so existieren auch alle /-Koprodukte in den Kategorien Ket(Mod 4), Hot(Mod 4),
Der(Mod ) und stimmen tiberein mit den offensichtlichen gliedweisen Kopro-
dukten. Dasselbe gilt fiir Produkte und folgt mit dem zweiten Teil unserer Propo-

sition 2.2.14 aus der Existenz von Quisrechtsentfaltungen ?? und Quislinksentfal-
tungen ?? beliebiger Homotopiekomplexe in unserer abelschen Kategorie.

Ubungen

Ubung 2.2.20 (Derivierte Kategorie der Garben auf einem Koprodukt). Ist
ein Raum X eine disjunkte Vereinigung offener Teilmengen X = | |,.; X; und
ist F € Der(Ab / x) ein Komplex von Garben auf X, so induzieren die Einheiten
beziehungsweise Koeinheiten der jeweiligen Adjunktionen Isomorphismen

@ini! inf F - F = Hini* in F

i€l i€l
Zusitzlich erinnern wir daran, daf3 hier nach [TG] 4.9.11 die natiirlichen Trans-
formationen Isotransformationen in; = in;, sind. Hinweis: Fiir abelsche Garben
war der erste Isomorphismus [TG] 4.9.21. Fiir die Homotopiekategorien folgt es
unmittelbar. Fiir die derivierten Kategorien folgt es dann aus der Exaktheit der
beteiligten Funktoren. Fiir den zweiten Isomorphismus verwende man die Be-
schreibung von Produkten in Der(Ab,x) aus 2.2.18.

Ubung 2.2.21 (Hyperkohomologie auf einem Koprodukt). Sei ein Raum X ei-
ne disjunkte Vereinigung offener Teilmengen X = | |,_; X; und F € Der(Ab,x)
ein Komplex von Garben auf X. Da derivierte direkte Bilder als Rechtsadjungierte
mit Produkten vertauschen, liefert einen Isomorphismus fin, 7 = [, fin, in] F
in Der(Ab). Da auch die Funktoren H? = Deray,(Z[—¢|, ) mit Produkten vertau-
schen, liefert diese Erkenntnis schlieBlich, daf} die Riickziige Isomorphismen

HY(X; F) = [ [HY(X:; F)
icl
liefern. Das verallgemeinert unsere Erkenntnisse aus [TG] 4.3.28 auf die Hyper-
kohomologie.

Ubung 2.2.22 (Produkte als Bilder). Ist X ein topologischer Raum und (G;)ic;
eine Familie von Objekten von Der(Ab,x) und sind em; : X — X x [ die

42



Einbettungen und ist ein Objekt G € Der(Ab,x ;) gegeben zusammen mit Iso-
morphismen em! G = G, so liefern diese [somorphismen zusammen nach 2.2.21
einen Isomorphismus G = [] ser €Mix G; und das Anwenden des Vorschubs unter
der Projektion auf X liefert einen Isomorphismus

pry.g — H g

il

Hinweis: Der derivierte Vorschub vertauscht als Rechtsadjungierter stets mit Pro-
dukten.

Ubung 2.2.23 (Koprodukte als eigentliche Bilder). Seien X ein topologischer
Raum, (G;);cs eine Familie von Objekten von Der(Ab,x) und em; : X — X x [
die Einbettungen. Gegeben ein Objekt G € Der(Ab, x ;) zusammen mit Isomor-
phismen em} G = G, liefern diese Isomorphismen zusammen nach 2.2.21 einen
Isomorphismus @ie yem; G; = G und der eigentliche Vorschub unter der Pro-
jektion auf X ist exakt und das Anwenden des zugehorigen derivierten Funktors
liefert einen Isomorphismus

PG = pry g

i€l
Hinweis: Lokal eigentlicher Basiswechsel [TG] 6.4.31.

Ubung 2.2.24 (Verschwindungskriterium fiir derivierte Garben). Seien X ein
topologischer Raum und F € Der(Ab,x) ein Komplex von abelschen Garben.
Besitzt jeder Punkt € X ein konfinales System von offenen Umgebungen U ©
X mit fin, j*F = 0 fir j : U — X die Einbettung, so gilt bereits F = 0.
An dieser Stelle wird das erst mal nur fiir 7 € Der™(Ab,y) gelingen, mit den
Resultaten aus 2.2 dann aber auch im Allgemeinen. Hinweis: Da nach [TG] 4.9.14
das Ausdehnen durch Null unter einer offenen Einbettung ein exakter Funktor ist,
macht der Riickzug unter einer offenen Einbettung quisrechtsentfaltete Komplexe
zu quisrechtsentfalteten Komplexen. Man mag die Aussage alternativ auch aus
2.2.26 folgern.

Ergdnzung 2.2.25. Man kann also lokal priifen, ob ein vorgegebener Garbenkom-
plex in der derivierten Kategorie das Nullobjekt ist. Dal}l das halmweise gepriift
werden kann, ist ja eh klar. Ein Komplex abelscher Garben ist eben exakt genau
dann, wenn er auf allen Halmen exakte Komplexe induziert. Man kann jedoch
nicht auf den Halmen priifen, ob zwei Morphismen in der derivierten Kategorie
der Garben iibereinstimmen, das geht nur bei echten Garben.

Ubung 2.2.26 (Beschreibung der hoheren Vorschiibe). Gegeben eine stetige
Abbildung f : X — Y und ein Komplex F € Der(Ab,x) auf X ist die g-te
Kohomologiegarbe seines derivierten Vorschubs HY( f.F) natiirlich isomorph zu
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der zur Prigarbe V — HY(f~1(V); F) assoziierten Garbe. Das verallgemeinert
sowohl den in [TG] 6.6.2 besprochenen Fall einer abelschen Garbe F als auch
das Verschwindungskriterium 2.2.24, das sich aus dem Spezialfall f = id ergibt.
Fiir den Beweis kopiere man den Beweis von [TG] 6.6.2 und nutze die in 2.2.24
gegebenen Hinweise. Im Fall unbeschriankter Komplexe bendétigt man auch hier
die Quisrechtsentfaltungen aus 2.2.

Ubung 2.2.27 (Verschwindungskriterium fiir derivierte Garben, Variante).
Seien X, Y topologische Rdume und F € Der™ (Ab, vy ) ein gegen die Differen-
tiale beschrinkter Komplex von abelschen Garben. Besitzt jeder Punkt x € X ein
konfinales System von offenen Umgebungen U @ X mit pry., (7 x id)*F = 0 fiir
J : U — X die Einbettung, so gilt bereits F = 0. Mit den Resultaten aus 2.2 zei-
ge man dasselbe allgemeiner fiir einen beliebigen Komplex F € Der(Ab/xy).
Hinweis: Folgt aus dem Vorhergehenden.

2.3 Derivierte Garbenopfaserung

2.3.1. Wir erinnern aus [TG] 6.2.17 die Bifaserung Ab /Top — Top, die wir die
Garbenopfaserung genannt hatten und deren Fasern Ab ;x opponiert sind zu den
iiblichen Kategorien Ab,x von abelschen Garben auf X. Dazu bilden wir in of-
fensichtlicher Weise Funktoren Ket(Ab ) 1,,) — Top und Hot(Ab /1o,) — Top
mit Fasern Ket(Ab /x) beziehungsweise Hot(Abx). Der erste dieser Funktoren
ist offensichtlich ein Faserfunktor mit den auf Komplexen induzierten Funkto-
ren Ket(f*)°PP) als Riickholfunktoren. Fiir den zweiten gilt dasselbe, gegeben
[+ X = Ystetigund F € Ket(Abx) sowie G € Ket(Ab y) erhalten wir sogar
einen Isomorphismus

Ab)x (F, fHPPG) = Ab ) (F, G)

von in offensichtlicher Weise erkliarten Komplexen abelscher Gruppen und damit
auch einen Isomorphismus auf deren nullter Kohomologie. In Bezug auf den Fa-
serfunktor Hot(Ab ) r,,) — Top bilden nun die Quasiisomorphismen iiber den
Identitdten der Basis ein faserweises Oresystem, das unter allen Riickholfunk-
toren stabil ist. Nach 2.1.10 ist es damit sogar ein globales Linksoresystem in
Hot(Ab / Top)- Wenn wir danach lokalisieren, erhalten wir nach 2.1.9 einen Faser-
funktor Der(Ab 1,,) — Top mit Fasern Der(Abx). Seine Riickholfunktoren
sind die von unseren Riickziigen f* = Lf® : Der(Ab)y) — Der(Ab,x) aus
[TD] 3.4.17 auf den opponierten Kategorien induzierten Funktoren f*°PP. Nach
[TD] 3.4.17 hat weiter f* den Rechtsadjungierten f, = Rf() und nach [TG]
6.3.13 ist damit unsere Faserung auch eine Kofaserung mit Vorschubfunktor f<PP.
Wir nennen unseren Funktor

Der(Ab ) 1op) — Top
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die derivierte Garbenopfaserung. Damit haben wir die ersten zwei der sechs
Funktoren des Sechs-Funktor-Formalismus konstruiert in Gestalt adjungierter Paa-
re (f*, f.) und haben deren Beziehungen untereinander beschrieben. Die Verall-
gemeinerung zu Modulgarben diskutieren wir in 2.7.15.

2.3.2. Ist speziell f = finy : X — top die konstante Abbildung und F €
Der(Ab,x) ein Komplex abelscher Garben auf X, so haben wir

HY(X;F) = Hfiny, F

Diese Gruppe ist unsere g-te Hyperkohomologie von X mit Koeffizienten in F aus
[TD] 3.4.16. Ist F eine abelsche Garbe, so notieren wir diese Gruppe wie bisher
H?(X; F) und nennen sie wie bisher die Kohomologie von X mit Koeffizienten
in F.

Satz 2.3.3 (Halbseitig beschrinkter derivierter eigentlicher Basiswechsel). Ge-
geben ein kartesisches Quadrat fq = pg topologischer Rdume mit f, g eigent-
lich und separiert ist der Basiswechsel der derivierten Garbenopfaserung fiir
F € Der*(Ab,x) ein Isomorphismus

p*fF = 9" F

Beweis. Im Fall von Mengengarben und a forteriori von abelschen Garben ken-
nen wir diese Aussage bereits aus [TG] 6.3.24. Sie folgt unmittelbar fiir Komplexe
von abelschen Garben und desgleichen fiir Homotopiekomplexe. Ein Morphis-
mus in der derivierten Kategorie der Kategorie der abelschen Garben auf einem
topolgischen Raum ist nun ein Isomorphismus genau dann, wenn er unter dem
Riickzug auf jeden Punkt einen Isomorphismus liefert. Aufgrund der Transitivi-
tdt von Basiswechseln [TG] 6.3.16 diirfen wir uns beim Beweis mithin auf den
Fall beschrinken, dal p von einem einpunktigen Raum ausgeht. Nun wissen wir,
daB jeder Komplex F € Hot™(Ab /x) aus welken abelschen Garben quisrecht-
sentfaltet ist fiir f(,). Nach Annahme ist, wenn p von einem einpunktigen Raum
ausgeht, unser ¢ : W — X die Einbettung eines relativ hausdorffschen Kompak-
tums. Nach [TG] 4.8.11 ist damit ¢*) F ein gegen die Differentiale beschrinkter
Komplex von kompaktweichen und nach [TG] 4.8.12 fiir den Funktor der glo-
balen Schnitte g, rechtsazyklischen abelschen Garben und ist damit nach [TD]
3.4.13 quisrechtsentfaltet fiir g(,). Der Satz folgt. [

Satz 2.3.4 (Unbeschrinkter derivierter eigentlicher Basiswechsel). Sei ein kar-
tesisches Quadrat fq = pg topologischer Ridume mit f, g eigentlich und separiert
gegeben. Hat g, beschriinkte homologische Dimension, so ist der Basiswechsel
der derivierten Garbenopfaserung fiir beliebiges F € Der(Ab,x) ein Isomor-
phismus

P fF S gq"F
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Beweis. Nach 2.2.10 besitzt jeder Komplex abelscher Garben eine Quisrechts-
entfaltung durch einen Komplex injektiver Garben. Wir diirfen also ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, da3 F bereits selbst so ein Komplex
ist. Aus dem halbseitig beschriinkten Fall 2.3.3 folgt, daB dann ¢*) F ein Komplex
aus g« -rechtsazyklischen Garben ist. Damit ist ¢ F nach unseren Erkenntnissen
[TD] 3.6.4 iiber das Derivieren homologisch endlicher Funktoren und der Quis-
rechtsentfaltbarkeit beliebiger Garbenkomplexe 2.2.10 quisrechtsentfaltet fiir g,
und der Satz folgt. 0

Ubungen

Ubung 2.3.5. Seien f : X — Y eine stetige Abbildung und ¢ € Der s (F,G)
ein Morphismus derivierter abelscher Garben dariiber alias ein Element des Mor-
phismenraums Der  x (f*G,F).Sind F, G abelsche Garben, so ist das schlicht ein
Komorphismus G — F iiber f. Die Einheit der Adjunktion G — f, f*G induziert
nun einen Morphismus

ﬁnY* g — ﬁnY* f*f*g l> ﬁnX* f*g — ﬁnX*JT"

und so einen Morphismus H?(Y'; G) — HY(X; F). Man zeige, da$} er unser Riick-
zug auf der Garbenkohomologie aus [TG] 4.3.7 ist.

2.4 Lokalisieren durch Anpassung

2.4.1. Unter einem starken Vorschub verstehen wir im folgenden wie in [TG] 6.3.3
einen Vorschub mit stark kokartesischem Transportmorphismus.

Definition 2.4.2. Unter einer vollen Unterkofaserung eines Funktors 4 — %
verstehen wir eine volle Unterkategorie 2 C % derart, dal die Objekte von &
fiir jeden Morphismus der Basis einen in Bezug auf ¢ — % starken Vorschub
besitzen, der selbst wieder zu & gehort.

Definition 2.4.3. Seien 4 — % ein Funktor und S ein faserweises Linksoresys-
tem in %. Eine volle Unterkofaserung & C % heifle eine Linksanpassung fiir .S,
wenn (1) die Menge 7' aller S-Morphismen aus & ein faserweises Oresystem in
2 bildet, wenn (2) Vorschubfunktoren f; fiir Objekte von & so gewihlt werden
konnen, dal3 sie unsere Menge 7" stabilisieren, und wenn es (3) fiir jedes C' € ¢
einen S-Morphismus D — C' gibt mit D € 2.

2.4.4. Opponiert zu 2.4.2 erkldren wir fiir 4 — 2 einen Funktor und S ein faser-
weises Rechtsoresystem in % eine Rechtsanpassung als eine volle Unterfaserung
unseres Funktors mit entsprechenden Eigenschaften.
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Beispiel 2.4.5. Ganz ¥ ist eine Linksanpassung fiir eine Kofaserung 4 — % mit
faserweisem Linksoresystem S genau dann, wenn S ein faserweises Oresystem
ist und die Bedingung 2.1.10 erfiillt, die sicherstellt, da S sogar zusétzlich ein
globales Rechtsoresystem ist.

Beispiel 2.4.6. Wir betrachten als Basis Z die Kategorie aller Mengen der Gestalt
{1,...,n} mit n > 0 und monoton wachsenden Abbildungen als Morphismen.
Wir halten einen topologischen Raum X fest und nehmen als Objekte von &
tiber {1,...,n} Tupel (Fi,...,F,) von Komplexen abelscher Garben auf X und
als Morphismen iiber einer monoton wachsenden Abbildung entsprechende Tu-
pel von multiadditiven Morphismen von Komplexen abelscher Garben. Fiir den
Vorschub unter der konstanten Abbildung ¢ : {1,2} — {1} etwa haben wir dann
natiirliche Isomorphismen

CT(.Fl,FQ) l> Fl (029 fQ

Zu dieser Kofaserung 4 — 4 betrachten wir das faserweise Linksoresystem S
aller Tupel von Quasiisomorphismen in den Fasern. Es ist sogar ein faserweises
Oresystem, ist jedoch nicht stabil unter Vorschub und wir kénnen deshalb 2.1.10
und 2.1.9 nicht anwenden, um die Lokalisierung zu beschreiben. Wir finden je-
doch eine Linksanpassung in Gestalt aller Tupel von Komplexen flacher Garben.
Die Bedingung (2) an eine Linksanpassung lduft dabei auf die Erkenntnis [TD]
3.8.11 hinaus, dafl das Tensorieren mit einem Komplex flacher Garben Quasiiso-
morphismen zu Quasiisomorphismen macht.

2.4.7 (Eigenschaften von Linksanpassungen). Gegeben 4 — 4 ein Funktor
und S ein faserweises Linksoresystem in 4 und ¥ C % eine Linksanpassung
fiir S ist die Menge 7" der S-Morphismen in & nach 2.1.10 ein globales Rechtso-
resystem in &, denn 7" ist nach Annahme ein faserweises Rechtsoresystem in Z.
Weiter bemerken wir, daB nach 2.1.11 der induzierte Funktor 7-'2 — 2 ein Ko-
faserfunktor ist und daf} kokartesische Morphismen aus & kokartesisch bleiben in
der Lokalisierung 7' 2. SchlieBlich induziert nach 2.1.5 die Einbettung fiir alle
X € % einen Isomorphismus 7' Py = (T~'2)x und nach [TD] 1.4.20 sind
die auf den Lokalisierungen der Fasern induzierten Funktoren Aquivalenzen

Tx'Dx = Sx'€x

Satz 2.4.8 (Lokalisierung durch Linksanpassung). Gegeben ¢ — A ein Funk-
tor und S ein faserweises Linksoresystem in € und 9 C € eine Linksanpassung
fiir S und T die Menge aller S-Morphismen aus % ist der offensichtliche Funktor
eine Aquivalenz

T7'9 5 S7'¢
Ergdnzung 2.4.9. Ich wiilite gerne, ob dieser Satz aus allgemeinen Aussagen iiber
Modellkategorien gefolgert werden kann.
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Beweis. Wir konstruieren einen quasiinversen Funktor. In einem ersten Schritt
wihlen wir fiir jedes X € % und jedes C' € % ein Objekt D = D(C) € Px
zusammen mit einem S-Morphismus D — C'. Gegeben f : X — X’ und dariiber
ein Morphismus ¢ : C' — (" in € erkldren wir weiter einen Morphismus ¢ :
D — D' iiber f in T2 durch das Diagramm

fD
D /
(ijs d C

Die durchgezogenen Pfeile bedeuten Morphismen in %', der gestrichelte Pfeil da-
hingegen einen Morphismus in T)},l P, der durch das Kommutieren des rechten
Dreiecks in S)_(}CKX/ festgelegt wird. Jetzt priifen wir, dal die Vorschrift C' +—
D(C),p — ¢ ein Funktor € — T~'9 ist. Dazu betrachten wir einen weiteren
Morphismus ¢ : X’ — X" und dariiber ¢ : C" — C” und bilden das Diagramm

C//

Dessen obere Raute entstehe durch Anwenden des Funktors g; : T );,1 Dxr —
TxnPxr auf fiD --» D' und verwendet unsere Erkenntnis vom Beginn des Be-
weises, daB T~'9 — % eine Kofaserung ist mit den Lokalisierungen der ur-
spriinglichen Fasern als neuen Fasern, wobei der Funktor in die Lokalisierung
kokartesische Morphismen zu kokartesischen Morphismen macht. Man muf3 nun
zeigen, dal} der lange gekriimmte Pfeil, wenn er durch die universelle Eigenschaft
von Vorschiiben erklirt wird, auch das Dreieck rechts von ihm mit g; D’ als dritter
Ecke in S)_(},CKX// zum Kommutieren bringt. Dazu erinnern wir, dall wir nach ??
unseren Morphismus f;D --» D' aus Sy % durch einen Linksbruch [t, 4, d]
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repriasentieren konnen, und zwar so, daf} im linken Teil des Diagramms

t
fiD<"—A g1 fiD <" gi A
NERN
N\ , . \§ ,
D N 9D
\\ ls \. i
c’ N

erstens das Teildiagramm mit den durchgezogenen Linien sogar in €y, kommu-
tiert und dafl zweitens sogar gilt A € Py und a forteriori ¢t € T'. Daraus folgt aber,
dal3 auch das rechte Diagramm in seinen durchgezogenen Pfeilen in €y~ kommu-
tiert, wenn wir die Morphismen nach C” vermittels der universellen Eigenschaft
des starken Vorschubs g¢; erklidren. Das hinwiederum zeigt, dal das Dreieck im
rechten Diagramm mit dem langen gekriimmten Pfeil in S)_(},‘KXU kommutiert.
Das zeigt hinwiederum, daB unsere Vorschrift in der Tat ein Funktor € — T~19%
ist. Offensichtlich induziert er einen Funktor S~'%” — T~'% und man sieht ohne
weitere Schwierigkeiten, dafl dieser Funktor der gesuchte Quasiinverse ist. Be-
sonders bequem geht das unter Verwendung unserer Erkenntnis [TD] 1.2.20, daf}
jeder Lokalisierungsfunktor volldicht ist. 0

Korollar 2.4.10 (Lokalisierung bei Existenz einer Linksanpassung). Seien p :
€ — P ein Funktor und S ein faserweises Linksoresystem in €. Gibt es eine
Linksanpassung fiir S, so gilt:

1. Der von p induzierte Funktor S™'¢ — 2 ist eine Kofaserung;

2. Die Einbettungen liefern Isomorphismen S;%’V/ = (S7YE)y fiir jeden
Funktor % — 9 in die Basis;

Beweis. Sei 9 C € eine Linksanpassung und 7' die Menge der S-Morphismen
in . Wir wissen aus 2.4.8, daf} der von der Einbettung induzierte Funktor eine
Aquivalenz

T7'9 5 S7'¢
ist, und wir wissen aus 2.4.7, daB T'9 — 2 eine Kofaserung ist. Folglich
muB auch S™1% — % eine Kofaserung sein. Um die zweite Aussage zu zeigen,
betrachten wir das kommutative Funktordiagramm

Tg);:l@% EEAS (T71@>%

©

S,) €y — (S71€)y
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Der obere Isomorphismus kommt von 2.1.8 her, die rechte Aquivalenz von der
Aquivalenz T7'2 5 S~'% und die linke Aquivalenz von derselben Aquivalenz
im Fall der Linksanpassung 2, C €y . O

Korollar 2.4.11 (Lokalisierung einer Kofaserung durch Linksanpassung). Sei-
enp: € — P eine Kofaserung und S ein faserweises Linksoresystem in ¢ und
9 C € eine Linksanpassung fiir S. So gilt:

1. Fiir jeden Morphismus f : X — Y der Basis ist jedes Objekt von 9Dx
als Objekt von €x linksentfaltet in Bezug auf Sx fiir den Vorschubfunktor
gefolgt von der Lokalisierung Q f: : €x — Sy 6y,

2. Genau dann ist E € €x ein Q) f-linksentfaltetes Objekt, wenn der Trans-
portmorphismus E — f+E in der Lokalisierung S—'€ kokartesisch bleibt.

2.4.12 (Vorschiibe als derivierte Funktoren). Betrachten wir in der Situation des
Korollars einen Morphismus f : X — Y in der Basis und eine () f;-Entfaltung
E — C von C € %X, kiirzen den Linksderivierten mit “f; := L(Qf;) ab, bilden
das kommutative Diagramm

E fE<"="fE

S

C FC~—1f,C

und lassen darin f;C' weg, so ist die Komposition in S™'% der restlichen Mor-
phismen nach unserem Satz ein kokartesischer Morphismus

C - “f.C

in Bezug auf die Kofaserung S~'% — 2. In der Tat ist sie eine Komposition von
Isomorphismen iiber Identititen mit dem nach Teil 2 unseres Korollars kokartesi-
schen Morphismus dazwischen.

Beispiel 2.4.13. In der Situation von Beispiel 2.4.6 liefert uns dieses Korollar
eine Kofaserung iiber derselben Basis mit Tupeln (F7, ..., F,) von Objekten der
derivierten Kategorie der abelschen Garben auf unserem festen Raum als Fasern
und natiirlichen Isomorphismen c;(Fy, F2) = F1 ® F, im Fall von Komplexen
flacher Garben.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition einer Linksanpassung.
Um die zweite Aussage zu zeigen, wihlen wir einen S-Morphismus D — FE mit
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D € 9x und betrachen mit einer 7" und insbesondere & stabilisierenden Wahl
von f; das kommutative Diagramm

D—— fiD

P

E——> fiE

Da nach 2.4.7 der Transportmorphismus D — f; D kokartesisch ist fir 7-'% —
A, ist die untere Horizontale kokartesisch fiir S™'4 — % genau dann, wenn
die rechte Vertikale einen Isomorphismus in (S~'%")y und nach 2.4.10 gleichbe-
deutend einen Isomorphismus in S;,' 6 induziert. Da wir D bereits als Sx-Q f-
linksentfaltet erkannt haben fiir Qf; : €x — Sy '@y, ist das gleichbedeutend
dazu, daB auch F linksentfaltet ist fiir Sx und @ f;. So folgt die zweite Aussa-
ge. [

2.5 Deriviertes Tensorieren von Moduln

2.5.1 (Lokalisierung von Schmelzkategorien). Seien .# eine Schmelzkategorie
und S eine Menge von Einsverschmelzungen in .#. In 2.5.3 konstruieren wir
ein Paar (s, can) bestehend aus einer Schmelzkategorie ., s mitsamt einem
Schmelzfunktor can : .# — .#,s derart, daf} gilt:

1. Alle Einsverschmelzung aus S werden unter can invertierbar in .Z,s;

2. Ist F' : .# — A ein Schmelzfunktor, unter dem alle Einsverschmel-
zungen aus S invertierbar werden, so gibt es genau einen Schmelzfunktor
F: #s— A mit FF = F ocan.

Natiirlich ist ein derartiges Paar in der iiblichen Weise eindeutig bis auf eindeuti-
gen Isomorphismus. Wir erlauben uns deshalb den bestimmten Artikel und nennen
(s, can) die Lokalisierung von .# an S.

2.5.2. Gegeben eine Schmelzkategorie .# mit einer Menge S von Einsverschmel-
zungen weif} ich nicht, ob der offensichtliche Funktor (E.#)s — E(.#s) von der
Lokalisierung der zugehorigen einfachen Kategorie in die einfache Kategorie ih-
rer Lokalisierung als Schmelzkategorie im allgemeinen ein Isomorphismus von
Kategorien sein muf3. Das ist meine Motivation fiir die Notation der ,,Lokalisie-
rung als Schmelzkategorie* mit einem vorgestellten .

2.5.3 (Lokalisierung von Schmelzkategorien, Existenz). Um die Lokalisierung
einer Schmelzkategorie .# an einer Menge S von Einsverschmelzungen zu kon-
struieren, betrachten wir in der zugehérigen Familienkategorie .# " die Menge S"
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aller Morphismen, die Tupel von Einsverschmelzungen aus .S sind und die insbe-
sondere unter dem Indexfunktor auf eine Bijektion geworfen werden, und bilden
im Sinne von [TD] 1.2 die Lokalisierung .# 3, der Familienkategorie mit dem vom
Indexfunktor induzierten Funktor nach Ens. Es ist klar, da das Vertupeln fiir je
zwei Objektkleinfamilien A, B und jede Abbildung ¢ : A — B ihrer Indexmen-
gen eine Bijektion

H Mg"(A|w‘1(j)v B;) = (M;.)@(A, B)

jeB

induziert. Wir konnen also die Morphismen zu Einobjektfamilien als die Ver-
schmelzungen unserer lokalisierten Schmelzkategorie nehmen und vermittels obi-
ger Bijektionen unsere Multiverkniipfungen erkldren und erhalten so wieder eine
Schmelzkategorie. Der Schmelzfunktor .# — .# s mit der geforderten univer-
sellen Eigenschaft ist der offensichtliche.

2.5.4 (Leerverschmelzungsfunktor der Lokalisierung). Sei .# eine Schmelz-
kategorie und S eine Menge von Einsverschmelzungen. Macht der Leerverschmel-
zungsfunktor L alle Morphismen s € S zu Bijektionen, so induziert er einen
Schmelzfunktor .# s — kEns wir erhalten einen ausgezeichneten Isomorphis-
mus zwischen diesem Schmelzfunktor und dem Leerverschmelzungsfunktor der
Lokalisierung .Z,s.

2.5.5. In derselben Weise und formal durch Ubergang zur opponierten Kategorie
erkldren wir auch die Lokalisierung einer Trennkategorie an einer Menge S von
Einstrennungen.

Satz 2.5.6. Fiir die Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe Hot(Ab) aus [TS]
?? und ihre Lokalisierung nach Quasiisomorphismen gilt:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus
(EHot(Ab))qs — E(Hot(Ab),qis)

Wir erkldren die Schmelzkategorie der derivierten abelschen Gruppen
als

Der(Ab) := Hot(Ab),qis

2. Die Schmelzkategorie Der(Ab) besitzt stabil universelle Verschmelzungen,
wir notieren sie @ = Q" = ®Der(Ab)- Jede universelle Verschmelzung
in Hot(Ab) zwischen Komplexen abelscher Gruppen, von denen hochs-

tens einer nicht aus flachen abelschen Gruppen besteht, bleibt universell
in Der(Ab);,
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3. Die Schmelzkategorie Der(Ab) besitzt internes Hom. Ist A ein Komplex
aus freien abelschen Gruppen oder B ein Komplex aus injektiven abelschen
Gruppen, so stimmt das in der derivierten Kategorie gebildete Homobjekt
A= B mit dem in der Homotopiekategorie gebildeten Homobjekt iiberein;

4. Die iibliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der(Ab) ist intern im Sinne von [TD] 2.3.4.

2.5.7 (Totale Homologie als Schmelzfunktor). Wir erinnern den Schmelzfunktor
der totalen Homologie # : Hot(Ab) — sgAb von der Schmelzkategorie der Ho-
motopiekomplexe in die Schmelzkategorie der supergraduierten abelschen Grup-
pen aus [TSK] 2.4.19. Er faktorisiert offensichtlich iiber die Lokalisierung nach
Quasiisomorphismen und induziert so einen Schmelzfunktor

H : Der(Ab) — sgAb

2.5.8. Der Leerverschmelzungsfunktor H° von Hot(Ab) macht Quasiisomorphis-
men zu Quasiisomorphismen und induziert folglich einen Schmelzfunktor H° :
Der(Ab) — kEns. Unsere Uberlegungen 2.5.4 liefern eine ausgezeichnete Isotrans-
formation dieses Funktor zum Leerverschmelzungsfunktor von Der(Ab). Er fak-
torisiert in offensichtlicher Weise iiber v : Ab — kEns und versieht so nach
[TSK] 2.4.4 die Schmelzkategorie Der(Ab) mit einer additiven Struktur.

Beweis. Wir wenden unsere Korollare 2.4.10 und 2.4.11 zur Lokalisierung durch
Linksanpassung an auf den Indexfunktor p : Hot(Ab)" — Ensf. Er ist ein Kofa-
serfunktor, da die fraglichen Homotopiekomplexe nach [TSK] 2.4.18 stabil uni-
verselle Verschmelzungen haben. Fiir diesen Funktor bilden die Tupel von Quasi-
isomorphismen {iiber Identititen nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Oresystem. Fiir
dieses faserweise Oresystem der Quasiisomorphismen ist nun die Unterkatego-
rie Hot(flAb)" aller Tupel von Homotopiekomplexen flacher abelscher Gruppen
eine Linksanpassung, denn die Tupel von Quasiisomorphismen iiber Identitdten
bilden darin, immer noch nach [TD] 2.5.3, weiter ein faserweises Oresystem,
das Tensorprodukt macht aus flachen abelschen Gruppen flache abelsche Grup-
pen, das Tensorprodukt von Quasiisomorphismen zwischen Komplexen flacher
abelscher Gruppen ist nach [TD] 3.8.15 wieder ein Quasiisomorphismus, und
nach [TD] 3.6.5 finden wir fiir jeden Komplex abelscher Gruppen einen Qua-
siisomorphismus von einem Komplex flacher abelscher Gruppen dorthin. Das
Tensorprodukt mit einem Komplex flacher abelscher Gruppen macht nach [TD]
3.8.15 sogar einen beliebigen Quasiisomorphismus in Ket(Ab) zu einem Quasi-
isomorphismus. Wir sehen so, dal der Funktor A®pe;(ap) des Darantensorieren in
der Schmelzkategorie Der(Ab) isomorph ist zu unserem derivierten Tensorieren
L(A®) : Der(Ab) — Der(Ab) aus [TD] 3.8.15, von dem wir bereits aus [TD]
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3.8.20 wissen, da} er einen Rechtsadjungierten besitzt und wie dieser Rechtsad-
jungierte beschrieben werden kann. [

2.5.9 (Dualitit in derivierten abelschen Gruppen). Das Einsobjekt unserer Schmelz-
kategorie Der(Ab) ist I = Z[0]. Gegeben X € Ket(Ab) wird das derivierte Dua-

le XV € Der(Ab) also reprisentiert durch unseren in [TG] 5.1.13 verwendeten
Komplex

DX := (XEKet(Q[O] - Q/Z>)

Satz 2.5.10. Fiir die Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe Hot(Mody,) der
Moduln iiber einem Kring k aus [TSK] 2.4.18 gilt:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus
(E HOt(MOdk))qiS = E(HOt(MOdk)”qis)
Wir erkldiren die Schmelzkategorie der derivierten £-Moduln als

Der(Mody,) := Hot(Mody),qis

2. Die Schmelzkategorie Der(Mody,) besitzt stabil universelle Verschmelzun-
gen, wir notieren sie ® = ®Y. Jede universelle Verschmelzung in Hot(Mody,)
zwischen Komplexen von k-Moduln, von denen hochstens einer nicht quis-
flach ist, bleibt universell in Der(Mody);

3. Die Schmelzkategorie Der(Mody,) besitzt internes Hom. Ist A ein quislinks-
entfalteter oder B ein quisrechtsentfalteter Komplex, so stimmt das in der
derivierten Kategorie gebildete Homobjekt A= B mit dem in der Homoto-
piekategorie gebildeten Homobjekt iiberein;

4. Die iibliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der(Mody,) ist intern im Sinne von [TD] 2.3.4.

Beweis. Wir wenden unsere Korollare 2.4.10 und 2.4.11 zur Lokalisierung durch
Linksanpassung an auf den Indexfunktor p : Hot(Mod;)" — Ensf. Er ist ein
Kofaserfunktor, da die fraglichen Homotopiekomplexe nach [TSK] 2.4.18 sta-
bil universelle Verschmelzungen haben. Fiir diesen Funktor bilden die Tupel von
Quasiisomorphismen iiber Identititen nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Oresys-
tem. Fiir dieses faserweise Oresystem der Quasiisomorphismen ist nun die Un-
terkategorie hflHot(Mody) " aller Tupel von quisflachen Komplexen eine Links-
anpassung, denn die Tupel von Quasiisomorphismen iiber Identitdten bilden dar-
in, immer noch nach [TD] 2.5.3, weiter ein faserweises Oresystem, das Tensor-
produkt macht aus quisflachen Komplexen quisflache Komplexe, das Tensorpro-
dukt von Quasiisomorphismen zwischen quisflachen Komplexen ist nach [TD]
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3.8.15 wieder ein Quasiisomorphismus, und nach [TD] 3.8.13 und [TD] 3.8.8 fin-
den wir fiir jeden Komplex von Moduln einen Quasiisomorphismus von einem
quisflachen Komplex dorthin. Wir sehen so, da der Funktor A®per(voq,) des
Darantensorieren in der Schmelzkategorie Der(Mody) isomorph ist zur Variante
L(A®y) : Der(Mody) — Der(Mody) unseres derivierten Tensorierens fiir be-
liebige Ringe aus [TD] 3.8.15, von dem wir bereits aus [TD] 3.8.20 wissen, daf3
er einen Rechtsadjungierten besitzt und wie dieser Rechtsadjungierte beschrieben
werden kann. 0

2.5.11 (Totale Homologie als Schmelzfunktor). Wir erinnern den Schmelzfunk-
tor der totalen Homologie ‘H : Hot;, — sgMod, von der Schmelzkategorie der
Homotopiekomplexe in die Schmelzkategorie der supergraduierten k-Moduln. Er
faktorisiert offensichtlich iiber die Lokalisierung nach Quasiisomorphismen und
induziert so einen Schmelzfunktor

H : Dery, — sgMod,,

2.5.12. Der Leerverschmelzungsfunktor #° von Der(Mody,) faktorisiert in offen-
sichtlicher Weise iiber v : Mod;, — kEns und versieht so die Schmelzkategorie
Der(Mody) mit der offensichtlichen k-linearen Struktur.

Ubungen

Ubung 2.5.13. Alle Objekte in Der(Ab) mit endlich erzeugter totaler Kohomo-
logie sind starr. Hinweis: [TD] 2.3.11. Ist allgemeiner & ein noetherscher Kring
von endlicher homologischer Dimension, so sind alle Objekte von Der(Mody,) mit
endlich erzeugter totaler Kohomologie starr.

Ubung 2.5.14. Gegeben ein Kring k ist in Der(k[T7, . .., T,] -Mod) das Duale k"
des Moduls k = k[T, ...,T,]/(Th,...,T,) isomorph zu k|—r]. Hinweis: Koszul-
Komplex [TG] 3.2.31.

2.6 Abelsche Schmelzkategorien

Definition 2.6.1. Eine abelsche Schmelzkategorie ist eine Schmelzkategorie mit
additiver Struktur, deren zugrundeliegende einfache Kategorie abelsch ist und fiir
die gilt:

1. Jeder Kern ist ein Schmelzkern, genauer: Gegeben ein einfacher Morphis-
mus f : X — Y und eine Objektkleinfamilie B induziert das Nachschalten
von ker f — X eine Bijektion

M(B, ker f) = {g € M(B,X) | fog =0}
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Das ist automatisch erfiillt, wenn es zu jeder Objektkleinfamilie eine uni-
verselle Verschmelzung gibt.

2. Jeder Kokern ist ein stabiler Kokern, genauer: Gegeben ein einfacher Mor-
phismus f : X — Y und eine Objektkleinfamilie B und ein Objekt Z
induziert das Vorschalten von Y — cok f eine Bijektion

M(BYcok f,Z) S5 {he M(BYY,Z)|ho(idgYf) =0}
Das ist automatisch erfiillt, wenn es alle Multihom gibt.

2.6.2. Gegeben eine abelsche Schmelzkategorie M wird die Kategorie der Kom-
plexe Ket »( eine Schmelzkategorie analog zur Kategorie Ket der Komplexe abel-
scher Gruppen. Analog erhalten wir auch Schmelzfunktoren Z° : Kety, — M
und H° : Kety — M. Schmelzfunktor H : Hot g — sgM.

2.6.3. Gegeben eine abelsche Schmelzkategorie M ist die totale Homologie ein
Schmelzfunktor H : Hot g — sgM.

Beispiel 2.6.4. Die abelschen Garben auf einem topologischen Raum bilden ei-
ne abelsche Schmelzkategorie. Die Modulgarben auf einem gekringten topologi-
schen Raum bilden eine abelsche Schmelzkategorie.

2.7 Deriviertes Tensorieren von Garben

Definition 2.7.1. Eine Ab-Schmelzkategorie alias Schmelzkategorie mit additiver
Struktur, deren zugrundeliegende einfache Kategorie endliche Produkte besitzt
alias eine additive Kategorie ist, nennen wir eine additive Schmelzkategorie.

2.7.2 (Schmelzkategorien von Komplexen). Gegeben eine Schmelzkategorie
mit additiver Struktur .# erkldren wir die Struktur einer Schmelzkategorie mit
additiver Struktur auf der Kategorie Ket(.#) = Ket , der Komplexe der zu-
grundeliegenden einfachen Kategorie analog wie im Fall von abelschen Gruppen.
Eine Leerverschmelzung in einen Komplex C* ist insbesondere ein Nullzykel des
Komplexes der Leerverschmelzungen in die Objekte von C* alias

Ket 4 (v,C*) = Z°4 (v, C*)

Besitzt unsere Schmelzkategorie .# stabil universelle Verschmelzungen und end-
liche Koprodukte, so auch die Schmelzkategorien Ket?, und Ket,. Universelle
Zweiverschmelzungen landen in einem Komplex, der analog zum Tensorprodukt
zweier Komplexe von abelschen Gruppen konstruiert wird, und der Shift [1] ist
ein Signumsautomorphismus. Besitzt unsere Schmelzkategorie .# internes Hom,
so zeigt man analog, dafl dafl auch Ket% internes Hom besitzt. Besitzt unsere
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Schmelzkategorie .# zusitzlich abzédhlbare Koprodukte, so zeigt man in dersel-
ben Weise, da3 auch ganz Ket_, stabil universelle Verschmelzungen besitzt. Be-
sitzt unsere Schmelzkategorie zusétzlich abzédhlbare Produkte, so zeigt man wie-
der in derselben Weise, daf} auch ganz Ket_, internes Hom besitzt.

2.7.3 (Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe). Gegeben eine Schmelzka-
tegorie mit additiver Struktur .# erkldren wir die Struktur einer Schmelzkatego-
rie mit additiver Struktur auf der Kategorie Hot(.#) = Hot_, ihrer Homotopie-
komplexe analog wie im Fall von abelschen Gruppen. Eine Leerverschmelzung
in einen Komplex C* ist in diesem Fall ein Element der nullten Kohomologie des
Komplexes der Leerverschmelzungen in die Objekte von C* alias ein Element von

Hot., (v, C*) = HO. (v, C*)

Gibt es in . stabil universelle Verschmelzungen und abzihlbare direkte Sum-
men, so gibt es auch in Hot_, stabil universelle Verschmelzungen und die iibliche
triangulierte Struktur ist intern. Gibt es zusitzlich in .# internes Hom und abzihl-
bare Produkte, so gibt es auch in Hot_, internes Hom.

2.7.4 (Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe abelscher Garben). Spe-
ziell erhalten wir so fiir jeden topologischen Raum X die Schmelzkategorien
Ket(Ab,x) und Hot(Ab,x) mit stabil universellen Verschmelzungen und inter-
nem Hom und die iibliche triangulierte Struktur auf Hot(Ab,x) ist intern. In
Ket(Ab,x) sind die Leerverschmelzungen in einen Komplex die Nullzykel des
Komplexes der globalen Schnitte, in Hot(Ab,x) sind es die Elemente der nullten
Kohomologie des Komplexes der globalen Schnitte. Das Einsobjekt ist jeweils die
konstante Garbe Zx mit ihrem ausgezeichneten globalen Schnitt 1 beziehungs-
weise dessen Kohomologieklasse als ausgezeichneter Leerverschmelzung.

Satz 2.7.5 (Schmelzkategorie derivierter abelscher Garben). Gegeben ein to-
pologischer Raum X gilt:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus
(E HOt(Ab/X))qiS = E(HOt(Ab/X)”qiS)

von der derivierten Kategorie der Kategorie der abelschen Garben in die
einfache Kategorie der Lokalisierung der Schmelzkategorie der Homoto-
piekomplexe abelscher Garben nach Quasiisomorphismen. Fiir die so er-
haltene Schmelzkategorie verwenden wir die beiden Notationen

Der(Ab,x) = Der,x
2. Die Schmelzkategorie Der(Ab,x) besitzt stabil universelle Verschmelzun-
gen, wir notieren sie @ oder auch abkiirzend ®, und jede universelle Ver-

schmelzung in Hot(Ab,x) zwischen Komplexen abelscher Garben, von de-
nen hochstens einer nicht flach ist, bleibt darin universell;
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3. Die iibliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der(Ab  x) ist intern;

4. Die Schmelzkategorie Der(Ab ) x ) besitzt internes Hom.

2.7.6 (Leerverschmelzungen als Hyperkohomologie). Die universelle Leerver-
schmelzung in den Homotopiekomplex Z x [0] bleibt nach Teil 2 insbesondere uni-
versell in Der(Ab,x ), denn der Komplex Zx[0] besteht aus flachen Garben. Wir
erhalten so fiir jeden Garbenkomplex F € Der(Ab, x) eine Bijektion

Der/x (Y, F) = Der,x(Zx[0], F)

Da jeder Garbenkomplex quisrechtsentfaltbar ist, erhalten wir mithilfe der Be-
schreibung [TD] 3.2.18 von Morphismen in Lokalisierungen als faktorierten Funk-
toren, der Definition der Homotopiekategorie und unseren Erkenntnissen [TD]
3.2.19 zur Faktorierung einer Verkniipfung weiter ausgezeichnete Bijektionen

Derx (Zx[0], F) = R(Hot,x (Zx[0], ))(F) = R(H'T)(F) = H"(RD)(F)

und mit unserer Definition H?(X; F) := H4(RT")(F) der Hyperkohomologie aus
[TD] 3.4.16 schlieBlich Bijektionen Der,y (Y, F) = H(X; F) und allgemeiner

Der/x (Y, [¢]F) = HY(X; F)

Insbesondere induziert die universelle Verschmelzung F ¥ G — F ®" G durch
Nachschalten hinter ein Zweitupel von Leervermelzungen eine Abbildung

HO(X; F) x H(X;G) — H(X; F ®" G)

2.7.7 (Kommutativitit des Kohomologierings). Die supergraduierte Kommu-
tativitdt des garbentheoretischen Kohomologierings folgt aus unseren allgemei-
nen Erkenntnissen zu Signumseinheiten in Schmelzkategorien [TSK] 3.3.17. Das
Argument lduft darauf hinaus, fir Morphismen f : Zx —pe [p]Zx und g :
Zx —per [q)Zx die Verkniipfung ([¢]f) o g mit f ® g zu identifizieren.

2.7.8. Unser Satz zeigt, da} der durch die Struktur einer Schmelzkategorie auf
Der(Ab,x) gegebene Tensorfunktor gerade das derivierte Tensorprodukt @ ist.
Er liefert, was man in einer anderen Terminologie die ,,Struktur auf Der(Ab / x)
einer symmetrischen monoidalen Kategorie* nennen wiirde. Das interne Hom
A= D unserer Schmelzkategorie heifit der derivierte Garbenhomkomplex und
wird in der Literatur meist RHom(A, D) notiert.

Beweis. Wir wenden unsere Korollare 2.4.10 und 2.4.11 zur Lokalisierung durch
Linksanpassung an auf den Indexfunktor

p: Hot(Ab,x)" — {[0]. [1]. [2]. .. .}
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Er ist ein Kofaserfunktor, da die fraglichen Homotopiekomplexe nach 2.7.3 sta-
bil universelle Verschmelzungen haben. Darin bilden die Tupel von Quasiiso-
morphismen iiber Identititen nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Oresystem. Fiir
dieses faserweise Oresystem der Quasiisomorphismen ist nun die Unterkatego-
rie Hot(flAb,x )" aller Tupel von Homotopiekomplexen flacher abelscher Gar-
ben eine Linksanpassung, denn die Tupel von Quasiisomorphismen iiber Identi-
taten bilden darin immer noch nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Oresystem, das
Tensorprodukt macht aus flachen Garben flache Garben und das Tensorprodukt
von Quasiisomorphismen zwischen Komplexen flacher abelscher Garben ist nach
[TD] 3.8.13 und [TD] 3.8.15 wieder ein Quasiisomorphismus. Nach 1.1.12 und
[TD] 3.6.5 oder dem Beweis von [TD] 3.6.4 finden wir weiter fiir jeden Kom-
plex abelscher Garben einen Quasiisomorphismus von einem Komplex flacher
abelscher Garben dorthin. Aus dem vorhergehenden folgt weiter, daf auch fiir je-
den Komplex A von abelschen Garben der Funktor () o (A®) : Hot(Ab,x) —
Der(Ab, ) einen Linksfaktorierten (A®)™ : Der(Ab,y) — Der(Ab,y) besitzt
und daB der offensichtliche Morphismus fiir alle B ein Isomorphismus A®" B =
(L(A®))(B) ist. Gegeben ein Komplex A € Hot(Ab,x) besitzt schlieBlich der
Funktor (A®) : Hot(Ab,x) — Hot(Ab,x) den Rechtsadjungierten A=. Die-
se Adjunktion induziert dann nach [TD] 3.2.29 fiir jedes feste A eine partielle
Adjunktion des Linksderivierten von A® mit dem Rechtsderivierten von A= wo
immer diese Derivierten definiert sind. Unsere Derivierten sind jedoch global de-
finiert, da jeder Komplex eine quisflache Linksentfaltung und nach 2.2.10 eine
Quisrechtsentfaltung besitzt. 0

2.7.9 (Erweiterungen als Hyperkohomologie des Homkomplexes). Wir wissen
aus [TG] 2.5.9, daB} es auf einer Kategorie mit endlichen Produkten hochstens eine
additive Struktur geben kann. Unsere additive Struktur auf der derivierten Kate-
gorie Der(Ab / x ) durch Lokalisierung [TD] 1.4.24 muf also dieselbe sein wie die
additive Struktur durch Faktorisieren des Leerverschmelzungsfunktors iiber Ab
nach [TSK] 2.4.4. Gegeben abelsche Garben F,G € Ab,x haben wir nach [TD]
2.6.10, [TSK] 1.3.2 und 2.7.6 Isomorphismen von abelschen Gruppen

Ext}, (F,G) > Deray, (F,[q]G) = Deray,, (¥, F2[qlG) > H(X; F=G)

Definition 2.7.10. Sei & ein Ring. Ein Komplex von k-Modulgarben heif3it quis-
flach, wenn das Darantensorieren von unserem Komplex aus jedem exakten Kom-
plex von k-Rechtsmodulgarben einen exakten Komplex von abelschen Garben
macht. Allgemeiner vereinbaren wir dieselbe Terminologie auch fiir Garben von
Moduln iiber einer Garbe .4 von Ringen. Gegeben ein geringter Raum (X, .A)
notieren wir

HAAD y(x,4) C HOt(Ab//(XA))
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die volle triangulierte Unterkategorie der quisflachen Komplexe von Modulgar-
ben.

2.7.11. Jeder in Richtung der Differentiale beschrinkte Komplex von Modulgar-
ben iiber einer Ringgarbe ist quisflach. Hat unsere Ringgarbe endliche Torsions-
dimension, so ist jeder Komplex von flachen Modulgarben bereits quisflach.

Proposition 2.7.12 (Quisflache Linksauflosung). Jeder Komplex von k-Modul-
garben besitzt eine quisflache Linksauflosung durch einen Komplex flacher Gar-
ben. Dasselbe gilt mit demselben Beweis auch fiir Garben von Moduln iiber einer
Garbe A von Ringen.

Beweis. Jede Garbe A von k-Moduln auf einem topologischen Raum X ist Quo-
tient einer direkten Summe von Garben der Gestalt ky-x fir U @ X in der
Notation aus [TG] 4.9.10. Jeder Komplex (A™) von k-Modulgarben besitzt nach
[TG] 9.3.5 also eine Cartan-Eilenberg-Linksauflosung (F77),<, durch flache k-
Modulgarben. Wie beim Beweis von [TD] 3.8.8 zeigt man, dafl der Epimorphis-
mus auf den horizontalen Kokernkomplex auch in diesem Fall ein Quasiisomor-
phismus tot®(F?4) = (A™) ist. Dafiir brauchen die k-Modulgarben F”¢ noch
nicht einmal spezielle Eigenschaften zu haben, wichtig ist allein die Vertausch-
barkeit von Koprodukten mit dem Bilden der Halme. Nun zeigen wir, dafl im Fall
eines Doppelkomplexes (£79),<o von flachen k-Modulgarben mit maximal spal-
tenden Zeilen und einem exakten Komplex E von Garben von k-Rechtsmoduln
auch der Garbenkomplex
E @ tot®(FP7)

exakt ist. In der Tat ist er das Summentotal des Tripelkomplexes £” ®; FP? und
dieser Tripelkomplex hat exakte r-Komplexe, da E exakt ist und die £79 flach.
Zusitzlich sind die r-Kernkomplexe der p-Differentiale exakt, da F”¢ maximal
spaltende Zeilen hat. Nach [TD] 3.7.3 ist also tot,.(E" ®; F»?) exakt. Dann
ist aber wieder nach [TD] 3.7.3 auch tot® ( tot$ (E” @, FP1)) halmweise exakt
als Produktsummentotal eines Doppelkomplexes mit exakten Zeilen, mit dem das
Summentotal wegen unserer Einschrinkung ¢ < 0 {ibereinstimmt. O]

Proposition 2.7.13 (Deriviertes Tensorieren von Modulgarben). Gegeben ein
Ring k und ein topologischer Raum X ist der Linksderivierte

®y + (Der((Mod_y),x) % Der((Modk)/X))@)k — Der(Ab,x)
im Sinne von [TD] 3.8.16 von ®j, : (Mod_;),x x (Mody),x — Ab,x auf jedem

Paar von Garbenkomplexen definiert und ®y.-quislinksentfaltet sind alle Paare mit
mindestens einem quisflachen Eintrag.
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2.7.14. Der folgende Beweis zeigt auch, daB fiir jeden festen Komplex A &
Ket((Mod_),x) von Garben von k-Rechtsmoduln der Funktor () o (A®y) :
Hot((Mody),x) — Der(Ab,x) einen globalen Linksfaktorierten besitzt und daf
der offensichtliche Morphismus stets ein Isomorphismus

A®y B = (L(A®y))(B)

ist. Aus der Existenz von Quisrechtsentfaltungen fiir Modulgarben folgern wir
wie zuvor, daB L(A®y) den Rechtsadjungierten RHomy (A, ) hat, den Rechtsde-
rivierten des Bildens der Homomorphismengarbe in Hot(Ab) mit ihrer von der
k-Rechtsoperation auf A herrithrenden Struktur als £-Modulgarbe. Analoges gilt
fiir den anderen Tensorfaktor. Analoges gilt mit demselben Beweis auch fiir Gar-
ben von Moduln iiber einer Garbe von Ringen.

v,

Beweis. Ist (A, F') ein Paar von Komplexen mit F' quisflach und (A, B) =
(A, F) ein Paar von Quasiisomorphismen beliebiger Garbenkomplexe dorthin, so
finden wir nach 2.7.12 ein Paar (G’, F’) von quisflachen Garbenkomplexen und
ein Paar von Quasiisomorphismen (G', F') = (A, B). Es gilt zu zeigen, daB} die
Komposition (G, F') — (A, F’) einen Quasiisomorphismus G’ @ F' = A @y F'
induziert. Wir zeigen separat G' @ F' = G' @, Fund G' @, FF = A®y F. Es
reicht den zweiten Quasiisomorphismus zu zeigen, den ersten zeigt man genauso.
Der Abbildungskegel dariiber ist jedoch isomorph zu Keg(G' — A) ®; F und

damit exakt, da wir /' quisflach angenommen hatten. [

2.7.15 (Derivierte Modulgarbenopfaserung). Die Faserung der Modulgarben
Ab jger — Ger aus 1.3.9 induziert eine Faserung Hot(Ab ge;) — Ger. Die quis-
flachen Komplexe bilden darin eine Rechtsanpassung im Sinne von 2.4.4 fiir das
faserweise Oresystem der Quasiisomorphismen. Nach 2.4.10 erhalten wir folglich
durch Lokalisieren der linken Seite nach Quasiisomorphismen eine Faserung

Der jger — Ger

Nach 2.4.10 sind weiter fiir jeden geringten Raum X die offensichtlichen Funkto-
ren von der Lokalisierung der Faser in die Faser der Lokalisierung Isomorphismen
von Kategorien

Der(Abx) = Der/x

Wir verwenden weiter unser Notationsschema 1.5.3 und notieren f' die Riick-
ziige unserer Faserung zu einem Morphismus f : X — Y und f* := (fT)°PP :
Der/y — Der,x die auf den opponierten Fasern induzierten Funktoren. Eben-
so halten wir es mit den Vorschiiben f. = (f;)°"? und haben also Adjunktionen
(f*, f«) zwischen dem Rechtsderivierten f, des Vorschubs auf Modulgarben, der
aufgrund der Existenz von Quisrechtsentfaltungen 2.2.13 von Modulgarben global
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definiert ist, und dem Linksderivierten f* des Riickzugs auf Modulgarben. Insbe-
sondere ist Derge, — Ger eine Bifaserung. Die Vorschiibe in Abjge, — Ger
unter Morphismen (X, A) — (X, B), die die Identitét auf dem zugrundeliegen-
den topologischen Raum sind, sind stets die Funktoren der Restriktion der Modul-
struktur und somit exakt und die zugehdrigen derivierten Funktoren sind folglich
schlicht die Restriktionen der Modulstruktur auf Komplexen.

2.7.16 (Derivierter Vorschub und Vergessen der Skalare). Jeder Morphismus
(X, A) — (Y, B) von geringten Rdumen paft in ein kommutatives Diagramm

(X, 4) — (V,B)
1 1
(X,Zx) — (Y,Zy)

Die durch die Identifikationen unserer derivierten Modulgarbenopfaserung gege-
benen Isomorphismen zwischen den Vorschiiben von oben links nach unten rechts
auf beiden moglichen Wegen prizisieren die Erkenntnis, da3 salopp gesprochen
der derivierte Vorschub von Modulgarben ,,derselbe ist wie der derivierte Vor-
schub der zugrundeliegenden abelschen Garben.

Satz 2.7.17 (Schmelzkategorie der derivierten Modulgarben). Gegeben ein to-
pologischer Raum X und ein Kring k gilt:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus
(E HOt(k’ —MOd/X))qiS l) E(HOt(k’ ‘MOd/X)uqis)
Die so erhaltene Schmelzkategorie notieren wir Der /(x ).

2. Die Schmelzkategorie Der (x ) der derivierten k-Modulgarben besitzt sta-
bil universelle Verschmelzungen, wir notieren sie ®£, und jede universelle
Verschmelzung in der Homotopiekategorie Hot(Ab(x ) zwischen Kom-
plexen von k-Modulgarben, von denen hochstens einer nicht quisflach ist,
bleibt darin universell;

3. Die iibliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der (x ) ist intern;

4. Die Schmelzkategorie Der (x 1) besitzt internes Hom.

Beweis. Mutatis mutandis derselbe Beweis wie im Fall abelscher Garben. Quis-
rechtsentfaltungen von k-Modulgarben haben wir in 2.2.13 bereitgestellt. 0

2.7.18. Wie im Fall abelscher Garben 2.7.6 konstruieren wir auch fiir einen belie-
bigen Kring £ und einen beliebigen topologischen Raum X und einen beliebigen
Komplex von k-Modulgarben eine ausgezeichnete Bijektion

Der/(Xvk)(Y,]:) = HO(X;f)
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2.7.19 (Totale Homologie als Schmelzfunktor). Nach 2.6.4 konnen wir auch fiir
Modulgarben auf einem gekringten Raum den Schmelzfunktor der totalen Homo-
logie H : Hot(Ab,x) — sg(Ab,x) bilden. Er faktorisiert offensichtlich iiber die
Lokalisierung nach Quasiisomorphismen und induziert so einen Schmelzfunktor

H : Der(Ab,x) — sg(Ab)x)

Insbesondere induziert fiir beliebige Komplexe von Modulgarben F, G die stabil
universelle Verschmelzung 7 Y G — F ®@" G in Der(Ab, y) eine Verschmelzung

HF Y HG — H(F @ G)

und insbesondere Morphismen HP F @ HG — HPT4(F @' G) von Modulgarben.

Ubungen

Ubung 2.7.20. Gegeben ein topologischer Raum X und abelsche Gruppen K, L
konstruiere man ein Cup-Produkt H?(X; K) x HY(X; L) — H"*(X; K ® L).

2.8 Derivierte Garbenoptrennfaserung

2.8.1. Wir erinnern aus 1.2.10 die Garbenoptrennfaserung Ab /1., — ATop liber
der banalen Trennkategorie der topologischen Rdume. Wir erinnern weiter unse-
re allgemeinen Erkenntnisse zu Trennfunktoren zu banalen Trennkategorien 1.5.2
und insbesondere, wie auf den Fasern in diesem Fall selbst die Struktur einer
Trennkategorie induziert wird, die im Fall einer Trennfaserung nach 1.5.1 ihrer-
seits stabil universelle Trennungen besitzt. Indem wir erst zu Komplexen und dann
zu Homotopiekomplexen iibergehen, erhalten wir in offensichtlicher Weise wei-
tere Trennfaserungen, fiir die ich die Notationen Ket(Ab)r,,) — ATop und
Hot(Ab/1o,) — ATop verwende. Die Lokalisierung letzterer Trennkategorie
nach allen denjenigen Einstrennungen iiber Identititen, die Quasiisomorphismen
sind, notiere ich Der 1, 1= Hot(Ab Y Top )uqis- WIr erhalten so einen Trennfunktor

Der jrop — ATop

Satz 2.8.2 (Riickzug und Tensorprodukt). 1. Dersoeben in 2.8.1 erklirte Trenn-
Junktor Der j 1o, — A'Top ist eine Trennfaserung;

2. Jede fiir Hot(Ab jro,) — ATop kartesische Trennung zwischen Komplexen
flacher abelscher Garben liefert eine fiir Der ., — A'Top kartesische
Trennung;
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3. Fiir jeden topologischen Raum X sind die offensichtlichen Funktoren Iso-
morphismen von Trennkategorien

Hot(Ab x)iqis = (Derjmop) x

zwischen der Lokalisierung der Faser iiber X als Trennkategorie und der
Faser iiber X der globalen Lokalisierung mit ihrer offensichtlichen Struktur
als Trennkategorie.

2.8.3. Insbesondere werden im vorliegenden Fall die Fasern, fiir die wir von nun
an die abkiirzende Notation Der y x verwenden, selbst zu Trennkategorien und un-
ser Satz liefert ausgezeichnete Isomorphismen

(Der/X)Opp — Derx

der Opponierten unserer Schmelzkategorien der derivierten abelschen Garben auf
X aus 2.7.5 mit den Fasern unserer Trennfaserung. Wir verwenden hier unser
Notationsschema 1.5.3 und notieren fT die Riickziige unserer Trennfaserung zu
einer stetigen Abbildung f : X — Y und f* := (f7)°PP : Der;y — Der/x die
auf den opponierten Fasern induzierten Funktoren. Ebenso halten wir es mit den
Vorschiiben f, = (f;)°P? und haben also Adjunktionen (f*, f.).

2.8.4 (Analoge Aussagen fiir Modulgarben). Der Satz und sein Beweis gelten
analog fiir Garben von k-Moduln iiber einem beliebigen Kring &£. Man muf} nur
feiner mit quisflachen Garbenkomplexen nach 2.7.12 arbeiten und bemerken, daf3
deren Riickziige stets wieder quisflach sind. Das ist jedoch klar, da ein Garben-
komplex genau dann quisflach ist, wenn an jedem Punkt des zugrundeliegenden
topologischen Raums der Komplex der Halme quisflach ist. Wir besprechn im
nichsten Abschnitt sogar den noch allgemeineren Fall von Modulgarben iiber
Kringgarben.

2.8.5 (Garbenkohomologie als Trennfunktor). Unser Schmelzfunktor 1.5.23
des Vorschubs auf das finale Objekt spezialisiert in dieser Situation zu einem
Schmelzfunktor

fin, : Der(/)/pTIf)p — Der /p

Zusammen mit den Isomorphismen Der,,; — Der(Ab/,) = Der(Ab) von
Schmelzkategorien aus dem vorhergehenden Satz und den Definitionen erhalten
wir einen Schmelzfunktor

fin, : Der').  — Der(Ab)

Halten wir noch den Schmelzfunktor # : Der(Ab) — sgAb der Homologie aus
2.7.19 dahinter, so erhalten wir den Schmelzfunktor (X, ) — H*(X;F) der
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totalen Hyperkohomologie, den wir bisher in 2.3.2 nur als einfachen Funktor
kennengelernt hatten. Halten wir zusétzlich den Opponierten des eindeutigen kar-
tesischen Trennschnitts davor, erhalten wir einen Schmelzfunktor Y Top°®? —
sgAb, der jedem Raum X die supergraduierte abelsche Gruppe H*(X';Z)gu1
zuordnet und jedem Tupel von von X ausgehenden stetigen Abbildungen die
multiadditive Abbildung ,,cup-Produkt des Riickzugs der Kohomologieklassen®.
Er ist eine garbenkohomologische Variante des entsprechenden Schmelzfunktors
YTop°? — sgAb der singuldren Kohomologie, den wir in [TS] ?? als Trenn-
funktor A Top — sgAb°PP besprochen hatten.

Ergdnzung 2.8.6. Es sollte einmal diskutiert werden, inwiefern unser Vergleichs-
isomorphismus zur singuldren Kohomologie eine Transformation von Trennfunk-
toren ist. Das wiirde ich gerne einem Studenten iiberlassen. Er sollte es gleich fiir
,topologische Rdume mit einem vorgegebenen Kring von Koeffizienten* machen,
als Teil der Trennfaserung derivierter Modulgarben tiber gekringten Réaumen.

Beweis. Wir wenden unsere Korollare 2.4.10 und 2.4.11 zur Lokalisierung von
Kofaserfunktoren durch Linksanpassung oder genauer die daraus durch Ubergang
zu den opponierten Kategorien entstehenden Aussagen zur Lokalisierung von Fa-
serfunktoren durch Rechtsanpassung an auf den auf den Familienkategorien indu-
zierten Funktor

Hot(Ab ) op)* — Top*

Er ist ein Faserfunktor. Genauer ist fiir stetige Abbildungen f; : X — Y, und
G; € Hot(Ab y,) die tautologische Trennung

[Gi®...0 G, =G A... LG,

iber (f1,..., fn) kartesisch. Wie beim Beweis des Spezialfalls 2.7.5, nur jetzt in
der opponierten Situation, bilden die Tupel von Quasiisomorphismen iiber Iden-
titdten nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Rechtsoresystem, ja sogar ein faserweises
Oresystem. Fiir dieses faserweise Rechtsoresystem der Quasiisomorphismen ist
nun wie beim Beweis des Spezialfalls 2.7.5 die Unterkategorie Hot(lAb )"
aller Tupel von Homotopiekomplexen flacher abelscher Garben iiber topologi-
schen Rdumen eine Rechtsanpassung, denn Tensorprodukt wie Riickzug machen
aus flachen Garben flache Garben, Tensorprodukt wie Riickzug von Quasiisomor-
phismen zwischen Komplexen flacher abelscher Garben sind wieder Quasiiso-
morphismen, und nach [TD] 3.6.6 finden wir fiir jeden Komplex abelscher Garben
einen Quasiisomorphismus von einem Komplex flacher abelscher Garben dorthin,
der dann in der opponierten Kategorie entsprechend von dort ausgeht. 0
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2.9 Derivierte Trennfaserung der Modulgarben

2.9.1. Wir erinnern aus 1.3.10 die Trennfaserung Ab/gs — AGek der Mo-
dulgarben iiber der banalen Trennkategorie der gekringten Rdume. Wir erinnern
weiter unsere allgemeinen Erkenntnisse zu Trennfunktoren in banale Trennkate-
gorien 1.5.2 und insbesondere, wie in diesem Fall auf den Fasern die Struktur
einer Trennkategorie induziert wird, die im Fall einer Trennfaserung in eine ba-
nale Trennkategorie nach 1.5.1 ihrerseits stabil universelle Trennungen besitzt.
Indem wir erst zu Komplexen und dann zu Homotopiekomplexen iibergehen, er-
halten wir in offensichtlicher Weise Trennfaserungen Ket(Ab gek) — AGek und
Hot(Ab/qek) — AGek. Die Lokalisierung letzterer Trennkategorie im Sinne von
2.5.3 nach allen denjenigen Einstrennungen iiber Identitdten, die Quasiisomor-
phismen sind, notiere ich Der j gek := Hot(Ab ) Gek)qis und wir erhalten so einen
Trennfunktor, den Trennfunktor der derivierten Modulgarben

Der// cek — AGek

Satz 2.9.2 (Riickzug und Tensorprodukt). 1. Unser Trennfunktor der deri-
vierten Modulgarben Der j go, — A Gek ist eine Trennfaserung;

2. Jede fiir Hot(Abjge) — AGek kartesische Trennung zwischen quisfla-
chen Komplexen von Modulgarben hat als Bild in der Lokalisierung eine
fiir Der y e — AGek kartesische Trennung;

3. Fiir jede Untertrennkategorie & C Gek sind die offensichtlichen Funktoren
Isomorphismen von Trennkategorien

HOt(Ab//,7)||qis l> (Der// Gek)ﬁ

zwischen der Lokalisierung der Restriktion unserer Faserung und der Re-
striktion der Lokalisierung.

2.9.3 (Garbenkohomologie als Trennfunktor). Unser Schmelzfunktor 1.5.23
des Vorschubs auf das finale Objekt spezialisiert in dieser Situation zu einem
Schmelzfunktor

fin, : Der;gex — Der

fiir pt den einpunktigen mit Z gekringten Raum. Zusammen mit den offensichtli-
chen Isomorphismen Der,,; = Der(Ab ;) = Der(Ab) von Schmelzkategorien
erhalten wir einen Schmelzfunktor

fin, : Der/gex — Der(Ab)

Halten wir noch den Schmelzfunktor # : Der(Ab) — sgAb der Homologie aus
2.7.19 dahinter, so erhalten wir den Schmelzfunktor (X, ) — H*(X;F) der
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totalen Hyperkohomologie. Halten wir zusétzlich den Opponierten des eindeu-
tigen kartesischen Trennschnitts davor, erhalten wir einen Schmelzfunktor

Y GekP — sgAb

Er ordnet jedem gekringten Raum (X, .4) die supergraduierte abelsche Gruppe
H*(X; A)garb zu und jedem Tupel von von (X, A) ausgehenden Morphismen von
gekringten Riumen die multiadditive Abbildung ,,cup-Produkt des Riickzugs der
Kohomologieklassen*.

Beweis. Wir wenden die Korollare 2.4.10 und 2.4.11 zur Lokalisierung von Kofa-
serfunktoren durch Linksanpassung oder genauer den daraus durch Ubergang zu
den opponierten Kategorien entstehenden Satz zur Lokalisierung von Faserfunk-
toren durch Rechtsanpassung an auf den auf den Familienkategorien induzierten
Funktor

Hot (Ab// Gek)A — Gek”

Er ist ein Faserfunktor. Genauer ist fiir Morphismen f; : X — Y; gekringter
Réaume und G; € Hot(Aby,) die tautologische Trennung

G1®..0 G, =G A...AG,

tiber (f1,..., f.) kartesisch. Wie beim Beweis des Spezialfalls 2.7.5, nur jetzt in
opponierter Weise notiert, bilden die Tupel von Quasiisomorphismen iiber Iden-
titdten nach [TD] 2.5.3 ein faserweises Rechtsoresystem, ja sogar ein faserweises
Oresystem. Fiir dieses faserweise Rechtsoresystem der Quasiisomorphismen ist
nun die Unterkategorie (Hfl)qe)* C Hot(Abjgek)”* aller Tupel von im Sin-
ne von 2.7.10 quisflachen Komplexen von Modulgarben eine Rechtsanpassung,
denn Tensorprodukt wie Riickzug machen aus quisflachen Komplexen quisfla-
che Komplexe, Tensorprodukt wie Riickzug von Quasiisomorphismen zwischen
quisflachen Komplexen von Modulgarben sind wieder Quasiisomorphismen, und
nach 2.7.12 finden wir fiir jeden Komplex von Modulgarben einen Quasiisomor-
phismus von einem quisflachen Komplex von Modulgarben dorthin, der dann in
der opponierten Kategorie entsprechend von dort ausgeht. [

2.9.4. Alternativ ist auch die volle Unterkategorie (Hflfl y qox)* C Hot(Ab ) cek)*
aller Tupel von quisflachen Komplexen aus flachen Modulgarben eine Rechtsan-
passung.
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3 Anwendungen

3.1 Garbenazyklische Morphismen

Proposition 3.1.1. Gegeben ein topologischer Raum 'Y und ein Komplex von abel-
schen Garben F &€ Der(Ab,y) ist fiir die Projektion m : Y x [0,1] — Y die
Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus

F S anF

Beweis. Nach [TG] 4.3.21 ist fiir jede Garbe F € Ens/y die Einheit der Adjunk-
tion ein Isomorphismus F — 7T(*)7T(*)./T" , denn 7 ist eine finale Surjektion mit zu-
sammenhingenden Fasern. Also ist auch fiir alle Komplexe 7 € Hot(Ab,y) die
Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus F — ﬂ(*)ﬁ(*)]: . Nun hat nach eigentli-
chem Basiswechsel [TG] 6.6.8 und unseren Erkenntnissen [TG] 4.2.3 zur Garben-
kohomologie von Teilmengen der Zahlengeraden der Vorschub 7,y : Ab/y(0,1] —
Ab/y eine homologische Dimension kleinergleich Eins und insbesondere endli-
che homologische Dimension. Da nach 2.2.10 jeder Garbenkomplex eine Quis-
rechtsentfaltung besitzt, zeigen unsere Erkenntnisse [TD] 3.6.4 zum Derivieren
homologisch endlicher Funktoren, daf jeder Komplex .4 von T (x)-rechtsazyklischen
abelschen Garben bereits 7(,)-quisrechtsentfaltet ist, da also der natiirliche Mor-
phismus in der derivierten Kategorie ein Isomorphismus Q7 (,)A = 7, Aist. Nach
[TG] 6.6.9 und [TG] 4.2.3 wissen wir weiter, daR das Zuriickholen 7*) : Ab Yy —
Ab/yx0,1) jede Garbe zu einer 7(,-rechtsazyklischen Garbe macht und wieder
nach [TD] 3.6.4 damit jeden Komplex von abelschen Garben zu einem 7 (,)-quis-
rechtsentfalteten Komplex. Das schlieBlich zeigt die Behauptung. 0

Zweiter Beweis. Es reicht zu zeigen, da} die Einheit der Adjunktion fiir alle y €
Y einen Isomorphismus em; F — em, m.7*F induziert. Mit eigentlichem Basis-
wechsel 2.3.4 und der Vertréiglichkeit [TG] 6.3.18 von Adjunktion und Basiswech-
sel reicht es also, die Proposition in dem Fall zu zeigen, dall Y der einpunktige
Raum ist. Nach [TG] 4.2.3 verschwindet auf reellen Intervallen die Garbenkoho-
mologie jeder abelschen Garbe im Grad > 1 und die Garbenkohomologie jeder
konstanten abelschen Garbe im Grad > 1. Die Behauptung folgt so mit unseren
Erkenntnissen [TD] 3.6.4 zum Derivieren homologisch endlicher Funkoren, da
nach 2.2.10 jeder Garbenkomplex eine Quisrechtsentfaltung besitzt. 0

Definition 3.1.2. Eine stetige Abbildung topologischer Raume f : X — Y hei-
Be garbenazyklisch, wenn fiir jeden Komplex 7 € Der(Ab,y) die Einheit der
Adjunktion einen Isomorphismus

F = LfF
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liefert. Sie heille basisfest garbenazyklisch oder kurz bagazyklisch, wenn sie
unter jedem Basiswechsel eine garbenazyklische Abbildung liefert, wenn also in
Formeln fiir jede stetige Abbildung S — Y die induzierte Abbildung X xy S — S
garbenazyklisch ist. Ein topologischer Raum X heile garbenazyklisch bezie-
hungsweise basisfest garbenazyklisch oder kurz bagazyklisch, wenn die kon-
stante Abbildung X — top die entsprechende Eigenschaft hat.

3.1.3. Jede garbenazyklische Abbildung ist offensichtlich schwach garbenazyk-
lisch im Sinne unserer Definition [TG] 6.6.10, der Riickzug induziert also Iso-
morphismen auf der Kohomologie mit Koeffizienten in einer beliebigen abelschen
Gruppe.

Satz 3.1.4. Jeder zusammenziehbare Raum ist bagazyklisch.

Beweis. Gegeben eine abelsche Gruppe G erhalten wir einen Funktor
H( ;G) : Top — Der(Ab)°PP

durch die Vorschrift X — finy, fin, G auf Objekten und die Vorschrift, daB je-
dem Morphismus f : X — Y die Komposition

f*: finy, fin} G — finy, f,f* fin} G > finy, fins G

zugeordnet wird. Ich notiere ihn X — H(X; G). Das Nachschalten von 7{¢ macht
daraus den iiblichen Funktor X +— H?(X;G) der Garbenkohomologie mit Ko-
effizienten in (G. Diese Konstruktion funktioniert genauso, wenn wir fiir G ein
beliebiges Objekt von Der(Ab) zulassen. Sie funktioniert noch allgemeiner fiir
eine beliebige Bifaserung p : ¥ — 2 iiber einer Kategorie mit finalem Objekt
pt, fiir jedes Objekt G € €, erhalten wir dann einen Funktor 4 — %, durch
die Vorschrift X +— finx ﬁn} G auf Objekten und die Vorschrift, daf} jedem Mor-
phismus f : X — Y in der Basis die Komposition

ff =idtoe : finy; finly G — finy; fi fT finl, G = finy; finl, G

zugeordnet wird. Gegeben ein topologischer Raum S und G € Der(Abg) erhal-
ten wir so insbesondere einen Funktor auf der Kategorie der topologischen Riume

iiber S, den wir
Hs( ;G) : Topg — Der(Ab,g)°?

notieren. Unsere Erkenntnisse 3.1.1 zeigen, daB} fiir einen Raum X &€ Topg tliber
S und die Projektion 7 : X x [0, 1] = X der ,relative Riickzug* stets ein Isomor-
phismus

m: He(X;G) 5 He(X x [0,1];G)
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ist. Fir ¢; : X < X x [0,1] die durch das Dahinterschreiben von ¢ € [0, 1]
gegebene Abbildung folgt daraus wegen zg o 7 = id, daB sie gar nicht von ¢
abhingt. Sind speziell f, g : X — Y homotop, so folgt

(f xid)* = (g x id)* : Hg(Y x S;G) — Hg(X x S;G)

Jede Homotopiedquivalenz f : Y — Z induziert folglich einen Isomorphismus
(f xid)* : Hg(Z x S;G) = Hg(Y x S;G). Ist insbesondere Z ein zusammen-
ziehbarer Raum, so ist der relative Riickzug zur Projektion ¢ : Z x S — S ein
Isomorphismus ¢ : Hg(S;G) = Hg(Z x S;G) alias die Einheit der Adjunktion
ein Isomorphismus G = c¢,c*G. O

3.1.5 (Permanenzeigenschaften garbenazyklischer Abbildungen). Jede Verk-
niipfung garbenazyklischer Abbildungen ist garbenazyklisch. Ist g o f garben-
azyklisch und f garbenazyklisch, so ist auch g garbenazyklisch. Ist f : X — YV
stetig und besitzt Y eine Uberdeckung durch offene Teilmengen U @ Y der-
art, daB f : f~Y(U) — U jeweils garbenazyklisch ist, so ist schon f : X — Y
selbst garbenazyklisch. Insbesondere ist jedes Faserbiindel mit bagazyklischer Fa-
ser bagazyklisch.

Definition 3.1.6. Sei f : X — Y stetig. Wir sagen, ein Komplex von abelschen
Garben F € Der(Ab,x) kommt her von Y, wenn es G € Der(Ab,y) gibt mit
F = f*G.

Lemma 3.1.7. Seien f : X — Y garbenazyklisch und F € Der(Ab,x). So sind
gleichbedeutend:

1. Das Objekt F kommt her von 'Y ;
2. Die Koeinheit der Adjunktion liefert einen Isomorphismus f* f.JF — F;

3. Es gibt eine offene Uberdeckung U C P(Y) von'Y derart, daf fiir alle
U € U die Einschrinkung F| ;-1 von U herkommt.

Beweis. Die Definition garbenazyklischer Abbildungen und formale Eigenschaf-
ten adjungierter Funktoren nach [TF] 4.8.1 liefern 1 < 2. Formulieren wir 3 um
vermittels dieser Erkenntnis, so erhalten wir auch 2 < 3. U]

3.2 Kiinnethformeln der Garbenkohomologie

3.2.1. In der Garbenkohomologie gilt eine besonders einfache und allgemeine
Kiinnethformel fiir die kompakte Kohomologie. Wir lernen sie in 5.6.14 kennen.
Im folgenden diskutieren wir Kiinnethformeln fiir die gewohnliche Kohomologie.
Wir bendtigen sie fiir die Arbeit mit Kohomologieringen.

70



Satz 3.2.2 (Derivierter gefaserter Basiswechsel). Sind in einem kartesischen
Diagramm von topologischen Ridumen fq = pg die Horizontalen p, q Faserbiin-
del mit offenlokal zusammenziehbarer Faser, so ist der Basiswechsel auf den de-
rivierten Kategorien von abelschen Garben eine Isotransformation

P fe = 9.4

3.2.3. Wir zeigen den Satz sogar etwas allgemeiner fiir Faserbiindel mit offenlokal
bagazyklischer Faser. In [TG] 8.2.2 hatten wir eine Variante diskutiert, die ohne
derivierte Kategorien auskommt und stattdessen eine Aussage iiber die Folge der
hoheren derivierten Funktoren macht.

Beispiel 3.2.4. Die geometrische Realisierung A(K) eines Simplizialkomplexes
(E, K) ist stets offenlokal zusammenziehbar: Jede Umgebung eines jeden Punktes
kann in anderen Worten einer offenen zusammenziehbaren Umgebung desselben
Punktes verkleinert werden. Insbesondere ist jede komplexe algebraische Varietét
mit ihrer analytischen Topologie offenlokal zusammenziehbar, denn nach [Hir75]
ist jede algebraische Teilmenge eines C" homdomorph zur geometrischen Reali-
sierung eines Simplizialkomplexes.

Beweis. Gegeben F € Der(Ab,x) reicht es nach unserem Verschwindungskri-
terium 2.2.24 zu zeigen, daBl jeder Punkt aus dem Definitionsbereich von p ein
Fundamentalsystem von offenen Umgebungen hat derart, dal der von der Einbet-
tung j der fraglichen Umgebung herrithrende Morphismus ein Isomorphismus

fin, j*p* fo. F = fin, 77 g.q" F

ist, fiir fin die konstante Abbildung auf den einpunktigen Raum. Mit dieser Er-
kenntnis konnen wir uns darauf zuriickziehen, im Fall kartesischen Diagramms
der Gestalt

X xZ-1-X

gi lf
YxZ-Ltsy

mit zusammenziehbarem oder allgemeiner bagazyklischem Z zu zeigen, dal} Ba-
siswechsel Isomorphismen

DD foF = peguq* F

induziert. Das ist aber klar, da ja gilt p.g. = f.q. und da nach Annahme die
Einheiten der Adjunktion Isomorphismen id = p,p* und id = ¢,¢* sind. [
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3.2.5. Fiir beliebige topologische Rdume X, Y liefert der Riickzug auf der Koho-
mologie einen Ringhomomorphismus

H*(X)@H*(Y) = H* (X x Y)

mit (u,v) — u X v := pri(u) Upry (v). Hier meint ® das fir Monoidobjekte der
Schmelzkatgorie der supergraduierten abelschen Gruppen zu verstehende Tensor-
produkt [TSK] 3.1.39, also das tibliche Tensorprodukt von graduierten abelschen
Gruppen mit einer Vorzeichenregel fiir der Multiplikation von zwei Tensoren. Die-
ser Ringhomomorphismus heifit das Kreuzprodukt der Garbenkohomologie.

Satz 3.2.6 (Kiinnethformel der Garbenkohomologie). Seien XY topologische
Rdume und k ein Kring. Ist X offenlokal zusammenziehbar oder allgemeiner of-
fenlokal bagazyklisch und sind alle HY(Y") projektive k-Moduln, so konstruieren
wir im folgenden Beweis einen ausgezeichneten Isomorphismus

P B (X HUY k) S HY(X x Yik)

pHq=n

Sind zuditzlich alle H(Y') endlich erzeugt, so induziert das Kreuzprodukt der Ko-
homologie Isomorphismen

P B (X k) @, H(Y; k) = HY(X x Y k)

ptg=n

3.2.7. Fordern wir keine speziellen Eigenschaften von X, fordern aber weiter die
Projektivitit aller HY(Y'; k), so liefern die Konstruktionen unseres Beweises aus-
gezeichnete Morphismen &, ,_, HP(X;H(Y; k)) — H"(X x Y;k), die aber
im allgemeinen keine Isomorphismen mehr zu sein brauchen. Fordern wir an-
dererseits X offenlokal bagazyklisch und fordern keine speziellen Eigenschaften
von Y, fordern aber, da} unser Koeffizientenkring % erblich sein soll, so liefern
die Konstruktionen unseres Beweises zusammen mit ?? zwar die Existenz von
Isomorphismen &P HP(X;HY(Y;k)) = H"(X x Y;k), aber nicht deren
Eindeutigkeit.

pF+q=n

3.2.8. In ?? werden wir eine Kiinnethformel fiir die kompakte Kohomologie ken-
nenlernen.

Beispiel 3.2.9. Im Fall n = 0 liefert unser Satz unter Zusatzannahmen, die sich
in diesem Fall als iiberfliissig erweisen, die vom Exponentialgesetz induzierten
Morphismen

Top(X, Top(Y, k)) — Top(X x Y, k)

Es ist leicht zu sehen, daf} diese sogar fiir lokal zusammenhingendes X Isomor-
phismen sind.
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Beweis. Derivierter gefaserter Basiswechsel 3.2.2 im kartesischen Diagramm

pry

XxXY——Y

o | &

X ——top

liefert einen Isomorphismus a*b,.Y — pry, pry Y und so einen Isomorphismus
a,a*b,.Y = fin, X X Y. Sind alle HY(Y’; k) projektive k-Moduln, so gibt es nach
[TD] 2.6.21 genau einen Morphismus s : Hb,Y — b.Y in der derivierten Kate-
gorie derart, daBl Hs : HHb.Y — Hb.Y der offensichtliche Isomorphismus ist,
und dieser Morphismus ist offensichtlich selber ein Isomorphismus

s:HbLY = bY

Nach 2.2.17 ist a*b,Y das Produkt der [—¢|a*H?(Y’; k). Als Rechtsadjungierter
macht a, Produkte zu Produkten. Da Produkte in derivierten Modulkategorien
nach 2.2.19 gliedweise berechnet werden konnen und mit dem Bilden der Homo-
logie vertauschen, folgen die Isomorphismen des Satzes. Eine Kohomologieklasse
p € H'(Y; k) entspricht einem Morphismus /5 : Y — [r]Y. Indem wir seinen Ef-
fekt unter unseren Konstruktionen verfolgen, erhalten wir auch ohne irgendwelche
Annahmen an X die rechte Hilfte eines kommutativen Diagramms

HP(X: k) @y HI(Y: k) —  HP(X;HYY:;k) — HPY(X xY;k)
Lid®(UB) LuB Lupry
HP(X: k) @, H(Y: k) — HP(X;HO(Y:k)) — HPY'(X x Yik)

Das linke Quadrat entsteht aus dem ausgezeichneten Morphismus
X RF = a. (X ®a*F) > a.a*F

nach 1.5.15, indem wir zu F zu [0JH(Y; k) spezialisieren und H* anwenden und
den Morphismus 2.7.19 vom Tensorprodukt der Homologien zur Homologie des
Tensorprodukts vorschalten. Indem wir die Bilder von o ® 1 verfolgen, erkennen
wir, daf} die Kompositionen in den Horizontalen das Kreuzprodukt der Kohomo-
logie sein miissen. Ist HY(Y'; k) endlich erzeugt projektiv, so ist es starr und flach
und die eben konstruierten Morphismen erweisen sich als Isomorphismen nach
der starren Projektionsformel 1.5.17 oder 3.2.10 und der ®-Entfaltetheit flacher
Objekte und der zweite Teil des Satzes folgt. [

3.2.10 (Starre Projektionsformel, Variante). Gegeben f : X — Y stetig und
k ein Kring erhalten wir aus den Adjunktionen fiir 7 € Der(Ab,x ;) und G €
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Der(Ab (v)) einen kanonischen Morphismus (f,.F)®G — f.(F® f*G). Halten
wir F fest, so bilden die Objekte G, fiir die unsere Morphismen Isomorphismen

(fiF) @G = fu(F @ [7G)

sind, eine volle triangulierte Unterkategorie von Der(Ab )Y, k)), die zumindest die
konstante Garbe Y enthilt. In 1.5.17 haben wir diskutiert, warum fiir beliebiges
F unsere starre Projektionsformel insbesondere fiir alle ,,starren” Objekte G gilt.

3.2.11 (Relative Kiinnethformel mit Koeffizienten). Wir betrachten ein Dia-
gramm von topologischen Rdumen der Gestalt

pry

XXzY —Y

| \ I

X A

und nehmen an, a sei ein Faserbiindel mit offenlokal zusammenziehbarer oder all-
gemeiner offenlokal bagazyklischer Faser und % ein Kring. Fiir 7 € Der(Ab,x)
starrund G € Der(Ab,y ) mit b,G starr zeigen wir, daBl der natiirliche Morphismus
ein [somorphismus

(FKRzG) = a.F ®b.G

ist. Dazu beachten wir die Isomorphismen
s Pry, (pry FRPry G) = au(F&(pry, pry G)) = a(F®a'b.G) = a. F@b.G

aus der starren Projektionsformel 3.2.10 auBlen mit dem gefaserten derivierten
Basiswechsel 3.2.2 in der Mitte und beachten a pry = c und unsere Definition
F X, G = prk F ® pry G fiir das Boxprodukt. Wenn wir gar keine Starrheits-
annahmen machen, erhalten wir nur noch mit 1.5.7 und gefasertem Basiswechsel
kanonische Isomorphismen

e (pry F=pry G) = a.(F=pry, pry G) = a.(F=a"b.G)

Satz* 3.2.12 (Leray-Hirsch). Gegeben X — Y ein Faserbiindel iiber einem
offenlokal zusammenziehbaren Raumund ¢4, . . . , ¢, € H*(X') homogene Klassen,

deren Riickziige fiir alle y € Y eine Basis der Kohomologie H*(X,) der Faser
bilden, bilden c,, . .., c, auch eine Basis von H*(X) als H*(Y")-Modul.

Beweis. Bezeichne p : X — Y die Projektion. Eine Klasse ¢ € H?(X') kénnen
wir nach [TD] 2.6.14 auffassen als einen Morphismus ¢ : p*Zy — Zx[q] in der
derivierten Kategorie der abelschen Garben auf X. Die Zeilenmatrix (c1, ..., ¢,)
liefert so einen Homomorphismus

Dio1 Zy[—q())] = p.Zx
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Unser Satz folgt, wenn wir nachweisen, dal} er ein Quasiisomorphismus ist. Dazu
diirfen wir aber unser Faserbiindel als trivial annehmen und dann folgt die Be-
hauptung aus deriviertem gefaserten Basiswechsel 3.2.2. O

Satz* 3.2.13 (Leray-Hirsch, Variante). Gegeben X — Y ein Faserbiindel iiber
einem offenlokal zusammenziehbaren Raum und homogene Kohomologieklassen
¢; € HIO(X) fiiri = 1,...,n, deren Riickziige fiir alle y € Y eine Basis der ab-
geschnittenen Kohomologie H=*(X,)) der Faser bilden, induziert die durch Multi-
plikation mit ¢4, . . . , ¢, gegebene Abbildung

@ H*(Y)[=q(i)] = H'(X)

einen Isomorphismus in allen Graden < s.

Beweis. Bezeichne p : X — Y die Projektion. Eine Klasse ¢ € H?(X) kénnen
wir nach [TD] 2.6.14 auffassen als einen Morphismus ¢ : p*Zy — Zx/[q] in der
derivierten Kategorie der abelschen Garben auf X. Die Zeilenmatrix (c1, ..., ¢;,)
liefert so einen Homomorphismus

Di1 Zy[—q(i)] = 7=p.Zx

Unser Satz folgt, wenn wir nachweisen, dal3 er ein Quasiisomorphismus ist. Dazu
diirfen wir aber unser Faserbiindel als trivial annehmen und dann folgt die Be-
hauptung aus deriviertem gefaserten Basiswechsel 3.2.2. [

3.2.14. Wir nennen einen Morphismus f : (X, A) — (Y,B) von gekringten
Réiumen flach, wenn fiir alle z € X der Halm A, ein flacher By, -Modul ist.
Wir nennen ihn starr, wenn A starr ist in der Schmelzkategorie Der(x, f+5).

Satz 3.2.15 (Derivierter gefaserter Basiswechsel in gekringten Riumen). Sind
in einem kartesischen Diagramm von gekringten Ridumen fq = pg die Horizonta-
len p, q starr und Faserbiindel mit offenlokal zusammenziehbarer Faser und sind
die Vertikalen flach , so ist der Basiswechsel auf den derivierten Kategorien von
Modulgarben eine Isotransformation

p*f* = 9+q"

3.2.16. Wir zeigen den Satz sogar etwas allgemeiner fiir Faserbiindel mit offen-
lokal bagazyklischer Faser. Der Beweis soll funktionieren wie in 6.1.7, aber mit
der starren Projektionsformel 1.5.17 im Quadrat unten links. Beispiele fiir starre
Morphismen wiren etwa endliche Korpererweiterungen. Ist das halmweise detek-
tierbar? Ist es stabil unter Riickzug?
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Beweis. Wir bemerken zunichst, daB jeder Morphismus (X,.4) — (Y, B) von
gekringten Ridumen faktorisiert als (X, A) — (X, f*B) — (Y, B). Jedes kartesi-
sche Quadrat von gekringten Riumen 148t sich mithin erhalten als Verklebung der
vier kartesischen Quadrate

(W7 g*c ®U*B q*A) - (W7 q*A) qH. (Xa A)

| | l

(W, g*C) (W,v*B) — (X, f*B)

) P

(Z,C) (Z.p*B) —— (Y, B)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Riickziige von
Kringgarben. Es reicht also, fiir jedes dieser vier kartesischen Quadrate zu priifen,
daf} der Basiswechsel fiir Modulgarben ein Isomorphismus ist. Im Quadrat oben
links geht es nur um Beziehungen zwischen Restriktion und Erweiterung von
Skalaren, da folgt die Behauptung aus der Voraussetzung der Flachheit der A,
liber By(,), die dazu fiihrt, daB jeder quisflache Komplex von .A-Modulgarben zu
einem quisflachen Komplex von B-Modulgarben restringiert. Im Quadrat oben
rechts werden nur Kringoperationen zuriickgezogen und die Behauptung ist klar.
Im Quadrat unten rechts steht unser gewohnlicher gefaserter Basiswechsel fiir
abelsche 0

Ubungen

Ubung 3.2.17. Gegeben topologische Rdume X, Y erinnern wir die unkanoni-
schen Homomorphismen

@ BP(X;H(Y)) —» HY(X xY)

pt+q=n

aus dem Beweis von 3.2.6. Will man eine kanonischere Aussage erhalten, mag
man zum Komplex von abelschen Gruppen B := b,Zy das Diagramm

/1B (g +1)]HB

. B/ \ o / \

betrachten. Die Morphismen vom Grad Eins der ausgezeichneten Dreicke ver-
schwinden wie angedeutet, da gilt Dera,(A, B) = 0 fir A € Der=*(Ab) und

<q+1B
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B € Der=Y(Ab) oder expliziter nach [TD] 2.6.27. Alle Morphismen der un-
teren Horizontalen sind also spaltende Einbettungen in der additiven Kategorie
Der(Ab). Wenden wir auf dieses Diagramm H"a..a* an, so erhalten wir eine grad-
weise unkanonisch spaltende Filtrierung von H"(X x Y') und einen kanonischen
Homomorphismus

grH'(X xY) = @D HP(X;HY(Y))

p+q=n

Es ist eine gute Ubung zu zeigen, daB unsere Filtrierung den Kohomologiering
des Produkts zu einem filtrierten Ring macht und daf} unser kanonischer Homo-
morphismus ein Ringhomomorphismus wird, wenn wir die Multiplikation rechts
erkldren, indem wir das Produkt

HP(X; K) x HY(X; L) —» H""(X; K ® L)

aus 2.7.20 mit K = H*(Y) und L = H'(Y) anwenden und den Effekt des Cup-
Produkts H*(Y) ® H'(Y') — H*™(Y) nachschalten.

3.3 Gysinsequenz

3.3.1. Gegeben n > 1 und U @ R"™"! der offene Einheitsball liefern die Lokali-
sierungssequenz der kompakten Kohomologie [TG] 4.8.15 und die Beschreibung
[TG] 4.8.17 der kompakten Kohomologie von R™*! wie von U als lokale Koho-
mologie in Bezug auf einen beliebigen Punkt eine Folge von Isomorphismen

HY(S™) = HH(U) 5 H P R

Das Urbild unseres ausgezeichneten Erzeugers aus [TG] 4.9.19 ganz rechts neh-
men wir als unseren ausgezeichneten Erzeuger von H{'(S™). Die natiirlichen Iso-
morphismen HY,,(S™) = H{'(S") liefern dann eine Orientierung auf S™, die wir
unsere ausgezeichnete Orientierung nennen.

3.3.2. Unter einem Sphérenbiindel auf einem topologischen Raum X versteht
man ein Faserbiindel 7 : £ — X mit einer Sphidre S™ als Faser. Unter einer
Orientierung eines Sphirenbiindels einer Faserdimension > 1 versteht man die
Vorgabe einer Orientierung im Sinne von [TG] 4.10.8 auf jeder Faser derart, dafl
es einen Biindelatlas gibt, unter dessen Biindelkarten U x S™ — E diese Orientie-
rung stets unserer ausgezeichneten Orientierung auf S™ entspricht. Ein Sphéren-
biindel, das mindestens eine Orientierung besitzt, heiflt orientierbar.

Satz 3.3.3 (Gysin-Sequenz). Gegeben m : EE — X ein orientierbares Sphdren-
biindel einer Faserdimension n > 1 gibt es eine Klasse ¢ € H""'(X) und eine
lange exakte Sequenz der Gestalt

.= HY(X) - HY(E) - H™"(X) - H""H(X) — ...
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mit dem Zuriickholen als erstem Morphismus und dem cup-Produkt c U als drittem
Morphismus.

Vorschau 3.3.4. Wenn der folgende Beweis noch etwas unbeholfen wirkt, so ist
das durchaus in meinem Sinne. Er soll ndmlich unter anderem die Sprache der
,.derivierten Funktoren R, : Der(Ab,z) — Der(Ab,x)* motivieren, die wir im
kommenden Abschnitt ?? einfithren und in der er einfacher zu formulieren sein
wird, vergleiche 3.3.5. Im folgenden Beweis werden wir sogar zu jeder Orientie-
rung unseres Sphirenbiindels eine Klasse ¢ wie im Satz konstruieren und sie die
,Bulerklasse* unseres orientierten Sphirenbiindels nennen.

Beweis. Sei Zr — I< eine injektive Auflosung. Wir haben also natiirliche Iso-
morphismen Ri7,Zr = HIm,Z<. Da unsere Sphiren zusammenhingend sind,
liefert die Einheit Adjunktion (7*,7,) den ersten Isomorphismus einer Sequenz
von natiirlichen Isomorphismen

Lx = mn*Lx — T lg

Derivierter eigentlicher Basiswechsel [TG] 6.6.8 im kartesischen Diagramm be-
stehend aus U x S™ mit den Projektionen auf die Faktoren und den einpunk-
tigen Raum zeigt weiter, da3 R"7,Zg lokal isomorph ist zu Zx und daB} gilt
Rim,Zg = 0 fir ¢ # 0,n. Der Kokern des Monomorphismus [0]Zyx — m.Z<
von Garbenkomplexen hat also eine einzige von Null verschiedene Kohomolo-
gie und ist nach ?? folglich isomorph in Der(Ab,x) zum Objekt [—n|(R"7.Zg).
Unsere Erkenntnisse ?? zu Abschneidefunktoren liefern so ein ausgezeichnetes
Dreieck
ZX — 7T*1-<] — [—TL](Rnﬂ'*ZE) — [1]ZX

in Der(Ab,x). Es liefert nach ?? eine lange exakte Sequenz fiir die Morphismen
von Zyx und seinen Verschiebungen in die Objekte unseres ausgezeichneten Drei-
ecks. Um diese Morphismen nach 7, Z< zu berechnen, bemerken wir, daf} dieser
Komplex aus injektiven Garben besteht. Nach ?? oder noch expliziter nach dem
Ende seines Beweises und der Adjunktion (7*,7,) liefern die offensichtlichen
Abbildungen also Bijektionen

Deray,  ([9]Zx, mZ<) Deray,,([9)Zp, Zp) —— HI(E)

ZT z

HOtAb/X<[q]Zx, W*Iq) A HOtAb/E([q]ﬂ'*ZX,Iq)
So erhalten wir eine lange exakte Sequenz
.= HY(X) - HY(F) - H""(X;R"7,Zg) — HITHX) — ...
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mit dem Zuriickholen auf der Kohmologie als erster Abbildung. Ist unser Biindel
orientierbar und wihlen wir eine Orientierung, so liefert diese Wahl einen Iso-
morphismus R"7,Zr — Zx mit der konstanten Garbe auf X und wir erhalten
unsere Gysin-Sequenz. Die Konstruktion zeigt, daf die dritte Abbildung darin das
cup-Produkt cU mit derjenigen Klasse in ¢ € H" ™ (X) ist, die durch den entspre-
chenden Morphismus [—n|Zx — [1]Zx in der derivierten Kategorie Der(Ab,x)
aus dem ersten ausgezeichneten Dreieck bestimmt wird. Sie heifit die Eulerklasse
unseres orientierten Sphérenbiindels. 0

Beispiel 3.3.5 (Nocheinmal die Gysin-Sequenz). Gegeben 7 : ¥ — X ein orien-
tiertes Sphérenbiindel einer Faserdimension n > 1 zeigen wir wie zu Beginn des
Beweises in 3.3.3, da3 das ausgezeichnete Dreieck iiber der Einheit der derivierten
Adjunktion (7%, 7,.) die Gestalt

ZX — W*W*ZX — Zx[—n] [il

hat. Driicken wir es deriviert herunter unter der konstanten Abbildung cx : X —
top und verwenden unsere Isotransformation cx,m, = cg, aus ??, so liefert es
ein ausgezeichnetes Dreieck

Cxslix — Cpslip —> CX*ZX[_n} Lll

in Der(Ab). Wenn wir dazu die lange exakte Kohomologiesequenz bilden, steht
unsere Gysinsequenz auch schon da.

Satz 3.3.6. Der Riickzug unter der Einbettung der komplexen Diagonalmatrizen
in die unitire Gruppe T(n) — U(n) induziert einen Isomorphismus

Hy () (top) = Hry, (top)*

Beweis. Den fraglichen Ringhomomorphismus hatten wir bereits in 3.3.14 herge-
leitet und diskutiert. Um zu zeigen, dal} er ein Isomorphismus ist, betrachten wir
das kommutative Diagramm

T(n) U(n)

l |

T(n;C) — B(n; C) — GL(n; C)

mit T(n; C) der Gruppe aller komplexen invertierbaren Diagonalmatrizen und
B(n; C) der Gruppe aller komplexen invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen und
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erhalten so ein kommutatives Diagramm

H () (top) Hi(m (top)

1 1

H .0 (top) == Hi .0 (top) =—— Hep 0 (top)

mit den Isomorphismen nach [TG] 7.2.5 fiir alle Einbettungen, bei denen der Quo-
tient zusammenziehbar ist, was fiir U(n) C GL(n; C) etwa aus der Polarzerlegung
folgt. Nun setzen wir B := B(n; C) und G := GL(n; C). Nach dem im Anschluf}
bewiesenen Lemma 3.3.8 reicht es zu zeigen, da3 Hj;(top) ein freier Modul vom
Rang n! tiber Hf, (top) ist. Fiir die Milnor-Konstruktion E := EG ist nun

7:F/B— E/G

ein Faserbiindel mit der Fahnenmannigfaltigkeit G/ B als Faser. Aus [LA2] 5.6.1
erinnern wir die Bruhat-Zerlegung

G/B= | | BwB/B
wESy
in die B-Bahnen. Aus [TM] 2.4.25 folgt, da} jede B-Bahn offen ist in ihrem
AbschluB. Da die Bahnen selbst nach [TM] 2.2.25 homdomorph sind zu C/*)
und da die Fahnenmannigfaltigkeit nach [TM] 2.3.10 kompakt ist, folgt mit der
Lokalisierungssequenz der kompakten Kohomologie [TG] 4.8.15 unmittelbar

H*(G/B)= P Z
H(w)=q

und H****(G'/B) = 0fiir alle q. Insbesondere ist H*(G'/ B) in den geraden Graden
konzentriert und seine totale Kohomologie ist frei iiber Z vom Rang n!. Derivier-
ter eigentlicher Basiswechsel [TG] 6.6.8 zeigt R¥* 1.7 s = 0 fiir alle ¢ und
daB R*'7,Z g /B lokal isomorph ist zu @l(w): q Zg)q-Da G zusammenhingend ist,
hat /G nach dem Spezialfall [TF] 4.5.23 der langen exakten Homotopiesequenz
triviale Fundamentalgruppe. Da E'/G nach [TG] 7.3.5 auch lokal zusammenzieh-
bar ist, ist £//G nach [TF] 3.1.18 iiberlagerungstrivial und jede lokal konstante
Garbe darauf ist konstant. Das zeigt, daB R*7,Z /B sogar global isomorph ist zu
&P l(w)=q Z.g - Da wir nach 3.3.12 bereits wissen, da3 die ungerade Kohomologie
von F/G verschwindet, liefert ?? einen unkanonischen Isomorphismus

mZps = @ [-20(w)|Zp/c

WESH,

in der derivierten Kategorie Der(Abpg/¢). So folgt unmittelbar, dal H*(E£/B) tiber
H*(E/G) ein freier Modul vom Rang n! ist. N
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3.3.7. Ich hitte gerne, dal mir mal ein Student in einer Bachelorarbeit durchsor-
tiert, bis auf welche Torsion das bei anderen Gruppen genauso geht. Es geht dabei
in etwa darum, die Arbeit ,Invariants des groupes de Weyl et torsion*“ von Michel
Demazure in die hier verwendete Sprache zu iibersetzen.

Lemma 3.3.8. Seien C' ein kommutativer Integritdtsbereich und W eine endliche
Gruppe von Automorphismen von C und A C CW ein Teilring des Invarian-
tenrings derart, daf$ C' als A-Modul von < |W| Elementen erzeugt wird. So gilt
A = CY und C ist frei iiber C" vom Rang |W|.

Beweis. Da wir jeden Bruch so erweitern konnen, dall sein Nenner W -invariant
ist, ist jedes Erzeugendensystem des C'"V'-Moduls C' auch ein Erzeugendensystem
des Quot(C")-Vektorraums Quot(C') und wir haben Quot(C") = (Quot C)",
vergleiche [AL] 4.1.23. Nach unserem Satz [AL] 4.1.9 tiber Galoiserweiterungen
durch Gruppenoperationen ist andererseits Quot(C') ein (Quot C)" -Vektorraum
der Dimension |W|. Hitten wir nun A # C", so wiire unser Erzeugendensystem
von C iiber A ein linear abhiingiges Erzeugendensystem von C als C"Y -Modul und
damit ein linear abhiingiges Erzeugendensystem von Quot(C) als (Quot C)W-
Vektorraum. Das steht jedoch im Widerspruch zu unserer Erkenntnis, da3 dieser
Vektorraum die Dimension || haben muB. So folgt A = C". In derselben Wei-
se folgt, daB unser Erzeugendensystem frei gewesen sein mufl und genau |W|
Elemente hatte. [

3.3.9 (Kohomologieringe der komplex projektiven Ridume). Die Kohomolo-
giegruppen der komplex projektiven Rdume kennen wir bereits aus [TG] 4.8.19.
Hier berechnen wir nun ihren Kohomologiering. Wir betrachten dazu die Sphére
E = S§?¢+1 C C*"! und das S'-Biindel 7 : S?**! — P°C. Es ist offensicht-
lich orientierbar und beide moglichen Wahlen einer Orientierung liefern uns eine
Klasse ¢ € H?(P“C) derart, daB die Multiplikation mit dieser Klasse Isomorphis-
men
H°(P“C) = H*(P'C) = ... = H**(P“C)
induziert und ebenso Isomorphismen
0 =H'(P°C) = H'(P*C) > ... = H* }(PC)

Insgesamt erhalten wir so einen Isomorphismus Z[c]/(c*™!) = H*(P*C) mit ¢
homogen vom Grad Zwei. Die beiden moglichen Wahlen der Orientierung fithren
dabei zu zwei Erzeugern, von denen der eine das Negative des anderen ist.

Beispiel 3.3.10 (Kohomologie des klassifizierenden Raums der Kreisgruppe).
Sei I ein zusammenziehbarer oder auch nur schwach garbenazyklischer Raum
mit einer topologisch freien Operation der Kreisgruppe S*. So ist die Projektion
E — E/S! ein orientierbares Sphirenbiindel und jede Wahl einer Orientierung
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der Kreislinie S' liefert eine damit vertriigliche Orientierung unseres Sphiren-
biindels. Fiir die zugehorige Eulerklasse ¢ € H*(E/S*) liefert die Multiplikation
mit ¢ Isomorphismen

7> HY(B/SY) 5 HA(E/SY) S HYE/SYH) S ...
und ebenso I[somorphismen
0=HYE/S" > H(E/S") > H*(E/SY) > ...

Insgesamt erhalten wir so einen Isomorphismus Z['c] = HZ: (top) von graduier-
ten Ringen mit ¢ homogen vom Grad Zwei.

Beispiel 3.3.11 (Kohomologie des klassifizierenden Raums der Spingruppe).
Sei £ ein zusammenziehbarer oder auch nur schwach garbenazyklischer Raum
mit einer topologisch freien Operation der Spingruppe SU(2). Wir wissen aus
[LA2] 1.11.25, daB diese Gruppe hombomorph ist zur Sphire S®. Dieselbe Ar-
gumentation wie fiir die Kreisgruppe liefert dann einen Isomorphismus Z['d] —
Hgy (o) (top) von graduierten Ringen mit d homogen vom Grad Vier und eindeutig
bestimmt als eine Eulerklasse durch die Wahl einer Orientierung der Spingruppe.

Satz 3.3.12 (Kohomologie der klassifizierenden Riume unitirer Gruppen).
Die Kohomologie H{}(n) (top) des klassifizierenden Raums der unitiren Gruppe
U(n) ist ein Polynomring in Erzeugern ay, as, . . ., a, mit grad(a;) = 2i.

3.3.13. Wir stehen hier vor der Schwierigkeit, dal wir die graduierte Kommuta-
tivitit des garbentheoretischen Kohomologierings erst in [TSF] 2.7.6 zeigen. Fiir
den Kohomologiering des mit Hilfe der Milnor-Konstruktion konstruierten klas-
sifizierenden Raums BG einer offenlokal zusammenziehbaren Gruppe G konnen
wir das aber bereits aus unseren Vergleichssédtzen mit der singuldren Kohomologie
?? unter Verwendung von [TG] 7.3.5 ableiten, auch wenn sich das im Riickblick
als ein unschone und tiberkomplizierte Argumentation erweisen wird.

Beweis. Der Fall n = 0 ist unproblematisch und wir nehmen n > 1 an und be-
handeln den Fall n = 1 der Kreisgruppe gleich nocheinmal mit. Wir bemerken
zunichst, da U(n — 1) topologisch frei auf U(n) operiert, wenn wir es etwa
durch A — diag(1, A) einbetten. Das ist leicht explizit zu sehen und gilt auch
sehr viel allgemeiner fiir abgeschlossene Untergruppen von Liegruppen, wie etwa
in [ML] 4.4.3 ausgefiihrt wird. Bezeichne nun £ := EU(n) die Milnorkonstrukti-
on. Dann ist £/U(n — 1) — E/U(n) eine Faserung mit Faser U(n)/U(n — 1) =
S?n=1 < C". Man sieht leicht, daB sie orientierbar ist. Da die Basis dieser Fa-
serung mit einer Induktion iiber n keine ungerade Kohomologie hat, folgern wir
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aus der Gysinsequenz, da3 die Multiplikation mit der zugehorigen Eulerklasse
a, € H*"(E/U(n)) und das Zuriickholen fiir alle q kurze exakte Sequenzen

HY(E/U(n)) — H""(E/U(n)) — H™"(E/U(n — 1))
liefern. Das zeigt die Behauptung. [

Vorschau 3.3.14. Auch die Kiinnethformeln sind in der Garbenkohomologie nicht
so einfach zu haben und wir zeigen die hier benotigten Formeln rein garbenkoho-
mologisch erst in [TSF] 3.2.6. Mit unseren Vergleichssitzen zur singulédren liefern
aber auch nach der Kiinnethformel [TS] 6.1.17 der singuldren Kohomologie die
Riickziige [TG] 7.2.4 unter den Projektionen zusammen mit dem cup-Produkt fiir
je zwei Liegruppen G, H derart, daB alle Kohomologiegruppen H?(BG) der ersten
freie endlich erzeugte abelsche Gruppen sind, einen Isomorphismus

Hg (top)@Hp (top) = He g (top)

Gegeben ein Torus T(n) := (S*)" folgt aus dem Fall n = 1 nach 3.3.10 und unse-
rer Vorbemerkung 3.3.13, daB fiir jede Wahl eines Erzeugers z € H%, (top) dessen
Riickziige unter den Projektionen unseres Produkts auf seine Faktoren Klassen
Z1yevy2p € H%(n) (top) liefern mit

Z[,Zlu S 7271] — H:;(n) (tOp)

Aus [TG] 7.2.17 folgt, daB8 das Zuriickholen Hyj(,,) (top) — Hy,) (top) unter der
Einbettung T'(n) — U(n) als Diagonalmatrizen in den Invarianten unter der sym-
metrischen Gruppe landet. In 3.3.6 zeigen wir, da3 diese Abbildung einen Isomor-
phismus

Hikj(n) (top) l> Z[/Zl, R 7Zn]8n

mit dem Ring der symmetrischen Polynome liefert.

3.4 Charakteristische Klassen und Produkte

3.4.1 (Aquivariante Kohomologie als Trennfunktor). Bezeichne Topog die Ka-
tegorie der topologischen Rdume mit Operation einer topologischen Gruppe. Aus
dem nicht-dquivarianten Fall 2.8.5 folgt unmittelbar, da auch die dquivariante
Kohomologie (G\, X') — H{,(X) aus [TG] 7.2.4 einen Trennfunktor

H* : ATopog — sgAb°PP

liefert, dessen Effekt auf Trennungen durch das ,,Produkt der Riickziige* gegeben
wird.
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3.4.2 (Charakteristischer Homomorphismus). Gegeben G eine topologische
Gruppe und X ein topologischer Raum und E ein G-Torsor auf X erinnere ich
daran, wie wir in [TG] 7.2.8 den charakteristischen Homomorphismus

Cg : H;(top) — H*(X)

erkldrt hatten als die Komposition Hf,(top) — H{(F) = H*(X) des dquivarian-
ten Zuriickholens lings der konstanten Abbildung mit dem Inversen des Quotien-
tenisomorphismus H*(X') = HZ (E).

3.4.3 (Charakteristische Klassen und Produkt). Gegeben ein topologischer Raum
X und topologische Gruppen GG, H und auf X ein G-Torsor E sowie ein H-Torsor
Fist E xx F ein (G x H)-Torsor in offensichtlicher Weise und wir erhalten in
Topog ein kommutatives Diagramm

G\ top — G\ FE — 1\ X
i 1 |

(Gx H)\top < (Gx H\(ExxF) — 1\X
b " |

H\ top — H\F — 1\ X

Wenden wir darauf dquivariante Kohomologie an, so folgt die Kommutativitét des
Diagramms
HZ (top)®@H}, (top) — H*(X)®H*(X)
\ S

Hoep(top) =  H(X)
mit den durch Riickzug und Produkt gegebenen Vertikalen und den durch un-
sere charakteristischen Homomorphismen gegebenen Horizontalen. In Formeln
ausgedriickt gilt also Cp(a)Cp(b) = Cgxr(a x b) mit der Notation a X b =
pri(a) pri(b) fir den Effekt der linken Vertikale.
3.4.4 (Kohomologieringe klassifizierender Riume und Produkte). Jede Lie-
gruppe G ist offenlokal zusammenziehbar und dasselbe folgt mit [TG] 7.3.5 fiir
die Milnorkonstruktion EG und den klassifizierenden Raum BG. Gegeben Lie-
gruppen G, H derart, daB} alle Kohomologiegruppen H?(BG) der ersten freie end-
lich erzeugte abelsche Gruppen sind, liefert das Kreuzprodukt der Kohomologie
nach der Kiinnethformel 3.2.6 also einen Isomorphismus

Hg, (top)@H7; (top) = HE, 1 (top)

3.4.5 (Chern’sche Klassen). Gegeben ein Torus T(n) := (S')" liefern nach 3.4.4
fiir jede Wahl eines Erzeugers z € H%: (top) dessen Riickziige unter den Projek-
tionen unseres Torus auf seine Faktoren Klassen 24, ..., 2, € ng(n) (top) mit

Z[/Zl, SR 7Z7I] = H:}(n) (top)
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Nach [TD] ?? liefert weiter der Riickzug unter der Einbettung T'(n) < U(n) der
Diagonalmatrizen in die unitdren Matrizen einen Isomorphismus Hy,, (top) =
H7(,y (top)®". Insgesamt erhalten wir so einen Isomorphismus

Z[lzl, e ,Zn]Sn l) HE(n) (top)

Ebenso erhalten wir auch fiir die entsprechenden komplexen Gruppen Isomorphis-
men Z[ 21, . . ., 2n] = Hi,c) (top) und

Z[/Zh ey Zn}sn = HEL(n;C) (top)

Nach [AL] 2.9.6 haben wir nun Z['z, ..., 2,]5" = Z['s1, 89, ..., 8] fiir s, das
g-te elementarsymmetrische Polynom in den z;. Dies Polynom s, ist homogen
vom Grad ¢ in den z; und bereits sein Bild ¢, € Hgy,.c)(top) unter dem obi-
gen Isomorphismus heiflt manchmal die ¢-te Chern’sche Klasse. Gegeben ein
GL(n; C)-Hauptfaserbiindel E auf einem Raum X erkldrt man dann seine g¢-te
Chern’sche Klasse durch die Vorschrift

cy(E) :=Cgle,) € HQq(X)

fir Cp @ Hgp .0 (top) — H*(X) den charakteristischen Homomorphismus. Die
Chern’schen Klassen eines komplexen Vektorbiindels V' werden schlieBlich er-
Kldrt als ¢,(V') := ¢,(F) mit E = Ey dem zugehorigen GL(n; C)-Torsor alias
dem Rahmenbiindel von V" aus [?] 2?.

3.4.6. Gegeben ein n-dimensionales komplexes Vektorbiindel ' auf einem Raum

X vereinbaren wir zusitzlich ¢o(V) := 1 und erkldren die totale Chern’sche
Klasse c.(V') € H*(X) von V durch die Vorschrift

a(V)=co(V)+a(V)+cV)+...+c, (V) € H(X)

Lemma 3.4.7. Fiir die totale Chern’schen Klasse der direkten Summe von zwei
komplexen Vektorbiindeln gilt im Kohomologiering der Basis die Whitney’sche
Summenformel

a(VaW)=c(V)e. (W)

Beweis. Die elementarsymmetrischen Polynome s, € Z[zi,...,2,]°" konnen
charakterisiert werden durch die Identitét

(I4+z)1+2)...(14+2z,)=1+s1+s2+...+5,

zusammen mit der Eigenschaft, dal s, homogen ist vom Grad q. Erkldren wir
unseren Ausdruck als das ,totale symmetrische Polynom* s, (zq, ..., 2,), so gilt
fir [ + m = n mithin s, (21, ..., 2,) = S«(21, ..+, 20)S«(2131, - - -, Z). Sei nun X
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die Basis unserer Biindel. Bezeichnet D das Rahmenbiindel von V @ W, so haben

wir per definitionem s, (21, ..., 2z,) — c.(V @ W) unter der Komposition
~ * C *

Jetzt betrachten wir fiir [ + m = n das kommutative Diagramm

T(1;C) GL(l; C)

| |

T(l;C) x T(m;C) — GL(I; C) x GL(m;C)

! X

T(n;C) GL(n; C)

mit den jeweiligen Projektionen als Pfeile nach oben und dem ,,Zusammenblo-
cken“ ¢ : (A, B) — diag(A, B) als Pfeile nach unten. Zusitzlich betrachten
nocheinmal dasselbe Diagramm mit m statt [ in der oberen Horizontale. Gehen
wir zu den Kohomologieringen der jeweiligen klassifizierenden Réume iiber, so
ergibt sich ein weiteres kommutatives Diagramm, das mit unseren ausgezeichne-
ten Isomorphismen isomorph wird zum Diagramm

VAT Lz, ..., 2%
Lz, .., 2] @ Zw, ..., W] <—Z[z1,...,2]% @ Zwy, ..., wy]5
Lz, ... 2] iz, ... 2p)5n
mit der Umbenennung von z;.4,..., 2, zu wy,...,w,, bei beiden Pfeilen nach

oben. Im analogen Fall mit m statt [ gilt Analoges. Sind nun £, F' die Rahmen-
biindel von V, W, so haben wir offensichtlich D = ¢,(E x F') und damit

a(VaeW) = Cp(sdz,. ., 2n)) per definitionem
= Cy.(exr)(5c(21,...,2)8:(2141, ..., 2,)) nach Vorigem
= Cpxr(s:(z1,...,21) X su(wy,...,wy)) nach[TG]7.2.10
= Cg(s«(z1,...,2))Cr(s«(wy,...,wy)) nach3.4.3
= c(V)e (W) per definitionem.
[

Vorschau 3.4.8 (Stiefel-Whitney-Klassen). Nun arbeiten wir mit Koeffizienten
in Fy = 7Z/27 und mit reellen Gruppen. Dann liefert explizite Rechnung einen
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Isomorphimus F['zy, ..., x,] = Hy, g (top; Fo) mit Variablen vom Grad Eins
und Riickzug liefert wieder Fo['zy, ..., 2,]%" = Hp ) (top; Fy), da dieselbe
Argumentation wie zuvor zeigt, da3 sich zwischendrin homologisch nichts weg-
kiirzen kann, sonst briuchte Hr,, g\ (top; F2) als Modul tiber Heyp . g) (top; F2) zu
viele Erzeuger. Dann wiederholt man alle Argumente. Das Bild des ¢-ten elemen-
tarysmmetrischen Polynoms s, in HqGL(n;R) (top; Fy) heifit in diesem Fall die g-te
Stiefel-Whitney-Klasse. Ebenso im Fall GL(n; H), in dem wir die sogenannten
Pontrjagin-Klassen mit Z-Koeffizienten in allen durch Vier teilbaren Graden er-
halten.
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4 Trennriickzug und Eigvorschub

4.1 Lokal eigentlicher Basiswechsel

4.1.1. Ich erinnere an die Garbeneigopkofaserung aus [TG] 6.4.9, eine Kofaserung
Ab!// Tops —> LOD’

iiber topologischen Rdumen mit nur separierten Abbildungen als Morphismen
durch abelschen Garben mit eigentlichen Opkomorphismen [TG] 6.4.4 als Mor-
phismen. Im folgenden fithren wir ,,lokal eigentliche separierte Abbildungen*
oder kurz ,,les-Abbildungen zwischen topologischen Rdumen ein und zeigen
dann in 4.5.11, da} der ,,Trennriickzug* unter einer beliebigen Trennung topo-
logischer Rdume Tupel eigkokartesischer Opkomorphismen von flachen Garben
iiber les-Abbildungen zu einem eigkokartesischen Opkomorphismus von flachen
Garben iiber einer les-Abbildung macht. Der Beweis dieser Aussage bildet den
SchluBpunkt unserer Diskussion des underivierten Drei-Funktoren-Kalkiils. Die-
se Allgemeinheit geht in Richtung von Grothendieck’s Desiderata nach [Gro86,
1.5.2, Note 815]. In [RV04] wird das Konzept einer lokal eigentlichen Abbildung
unter einer anderen Bezeichnung eingefiihrt.

Definition 4.1.2. Eine stetige Abbildung f : X — Y topologischer Raume heifle
lokal eigentlich, wenn es fiir jeden Punkt x € X und jede Umgebung U von =
Umgebungen A C U von z und V' C Y von f(x) gibt derart, daB gilt f(A) C V
und dal f : A — V eigentlich ist.

Vorschau 4.1.3. Sie diirfen als Ubung 4.1.19 zeigen, daB jede Verkniipfung von
lokal eigentlichen Abbildungen lokal eigentlich ist.

Beispiele 4.1.4. Eine Einbettung 7 : X — Y von topologischen Rdumen ist lokal
eigentlich genau dann, wenn ihr Bild lokal abgeschlossen ist. Jede étale Abbildung
ist lokal eigentlich. Die konstante Abbildung von einem Raum auf einen Punkt ist
lokal eigentlich genau dann, wenn der fragliche Raum lokal kompakt ist.

Lemma 4.1.5. Jede eigentliche und separierte Abbildung ist lokal eigentlich.

4.1.6. Das ist das relative Analogon der Tatsache, daB jeder kompakte Haus-
dorffraum lokal kompakt ist. Eine beliebige eigentliche Abbildung muf} keines-
wegs lokal eigentlich sein, selbst wenn sie konstant ist.

4.1.7. Wir schicken dem Beweis eine Vorbemerkung voraus. Sei f : X — YV
stetig. Gegeben Z C X mit f : Z — Y eigentlichund U @ X ist {y € YV |
(f~Yy) N Z) c U} offen in Y, denn fiir K & X das Komplement von U ist das
Komplement unserer Menge genau f(Z N K).
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Beweis. Sei f : X — Y unsere eigentliche und separierte Abbildung. Gegeben
x € X mit einer offenen Umgebung U @ X betrachten wir Z := X\U. Wir
setzen y := f(z). Fiir jeden Punkt z € f~!(y) N Z gibt es eine offene Umgebung
W. @ X von z und eine offene Umgebung B, @ U von x mit W, N B, = ().
Endlich viele solche W, iiberdecken das Kompaktum f~'(y) N Z. Ist W ihre
Vereinigung und B der Schnitt der zugehorigen B,, so gilt v € B ¢ U G X,
(fY(yynZ) c W @ X und BNW = (. Nach 4.1.7 finden wir eine offene
Umgebung V' @ Y von y mit (f~*(V) N Z) C W. Der AbschluB A von B N
Y V) in f~Y(V) trifft also f~' (V)N Z nicht und ist folglich eine in U enthaltene
Umgebung von x derart, dal f : A — V eigentlich ist. O]

Lemma 4.1.8. Seien g: Z7 — X und f: X — Y stetig. Ist f o g lokal eigentlich
und f separiert, so ist bereits g lokal eigentlich.

Beweis. Sei W C Z eine Umgebung von z € Z. Ist f o g lokal eigentlich, so
gibt es Umgebungen A C W von z und V von f(g(z)) derart, daB} f o g eine
eigentliche Abbildung A — V induziert. Diese Abbildung faktorisiert als

AL Ly

mit ¢ und f jeweils den von g und f induzierten Abbildungen. Da f nach [TM]
2.4.10 separiert ist, zeigt [TM] 2.4.11, daB g: A — f~!(V) eigentlich ist. Das
zeigt, daf} g lokal eigentlich ist. [

4.1.9. Im folgenden werden lokal eigentliche separierte Abbildungen oft vorkom-
men. Wir nennen sie abkiirzend les-Abbildungen oder als Eigenschaft les.

Korollar 4.1.10. Jede stetige Abbildung g: Z — X von einem lokal kompakten
Hausdorffraum Z in einen Hausdorffraum X ist eine les-Abbildung.

Beweis. Da Z lokal kompakt ist und X Hausdorff, mu3 g lokal eigentlich sein
nach 4.1.8. Da Z Hausdorff ist, ist g separiert. 0

Lemma 4.1.11 (Lokale Eigentlichkeit ist stabil unter Basiswechsel). Ist in ei-
nem kartesischen Diagramm einer der urspriinglichen Pfeile lokal eigentlich, so
auch der gegeniiberliegende Pfeil aus dem Faserprodukt.

Beweis. Wir schreiben unser kartesisches Diagramm aus als

T-1-X
g _ f
7oy
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Wir nehmen f lokal eigentlich an und wollen dasselbe fiir g zeigen. Seialsot € T
gegeben mit einer Umgebung S C 7. Wir konnen, indem wir .S notfalls verklei-
nern, ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dafl es eine Umgebung
V' C X von ¢(t) und eine Umgebung W C Z von g(t) gibt derart, daB gilt
g(S) € Wund ¢(S) C V und daB auch das Diagramm von Teilrdumen

[,

| S
W -Lsy
kartesisch ist. Dann finden wir eine Umgebung A C V' von ¢(¢) und eine Umge-

bung U C Y von f(q(t)) derart, daB f : A — U eigentlich ist. Dasselbe folgt fiir
den durch Basiswechsel entstehenden Morphismus g : ¢~ *(A4) — p~*(U). O]

Satz 4.1.12 (Vereigentlichung). Fiir jede stetige Abbildung f : X — Y gilt:

1. Die Mengen U UV mitU @ X undV @ Y und f : f7'(V)\U — V
eigentlich bilden eine Topologie auf der disjunkten Vereinigung X LY ;

2. Die Abbildung f := (f,idy) : X UY — Y ist eigentlich in Bezug auf diese
Topologie.

4.1.13. Gegeben eine stetige Abbildung f : X — Y notieren wir X U Y mit
seiner Topologie aus dem Satz X U; Y oder abkiirzend X U Y und nennen
f: X 0Y — Y die Vereigentlichung von f. Ist Y ein Punkt, so spezialisiert
unsere Vereigentlichung zur Ein-Punkt-Kompaktifizierung. Ist f eine abgeschlos-
sene Einbettung, so spezialisiert unsere Vereigentlichung zum Koprodukt X LI'Y
der beteiligten Riume. Offensichtlich ist die Einbettung von X nach X (J Y eine
offene Einbettung und die Einbettung von Y nach X LI Y eine abgeschlossene
Einbettung.

Beweis. 1. Sei eine Familie (U; LI V;);cr solcher Mengen gegeben. So ist U :=
JU; offen in X und f : f~1(V;)\U — V; ist eigentlich als Verkniipfung der
abgeschlossenen Einbettung f~!(V;)\U — f~'(V;)\U; mit der eigentlichen Ab-
bildung f : f~'(V;)\U; — V. Da Eigentlichkeit lokal ist in der Basis, ist dann
fir V := (JV; auch f : f~(V)\U — V eigentlich. Seien andererseits (U; L V;)
und (U, U V) gegeben. Mit f~1(V))\U; — Vyistauch f: f~1(Vi NVL)\U; —
Vi NV, eigentlich als Basiswechsel einer eigentlichen Abbildung. Dasselbe gilt
fir f: [~ (VL NV,)\Us — Vi NV und mit [TM] 2.4.18 folgt die Eigentlichkeit
von f: fTH(VINV\UL NT,) — Vi N V.

2. Offensichtlich ist f := (f,idy) : X U; Y — Y stetig. Diese Abbildung ist
sogar abgeschlossen, denn wir haben

FXOY\UOV) = Y\VU F(X\U) = Y\V U F(F (VD)
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Gegeben ein weiterer topologischer Raum Z zeigen wir nun, daf} die offensichtli-
che Bijektion eine stetige Abbildung

(Xx2)0(Yx2Z)—= (XdY)xZ

ist. In der Tat, gegeben U LIV @ X Y und W @ Z gilt es zu zeigen (f x idy) :
UV xWH\(Ux W) — V x W eigentlich. Das aber folgt aus der Eigentlichkeit
von f : f~Y(V)\U — V durch Basiswechsel. Um nun zu zeigen, daB f eigentlich
ist, betrachten wir fiir einen weiteren Raum Z die Komposition

(XOY)XxZ—=>(XxZ2)0(Y xZ)=Y xZ

und miissen nur bemerken, daf} die erste dieser Abbildungen abgeschlossen ist als
Inverse unserer stetigen Bijektion, die wir gerade hergeleitet hatten, und daf} die
zweite abgeschlossen ist nach unserer Voriiberlegung vom Beginn des Beweises
des zweiten Teils. 0

Satz 4.1.14. Die Vereigentlichung einer les-Abbildung ist separiert.

4.1.15. Das ist ein relatives Analogon der Tatsache, daf die Einpunktkompaktifi-
zierung eines lokal kompakten Hausdorffraums Hausdorff ist.

Beweis. Sei f : X — Y unsere les-Abbildung. Es gilt zu zeigen, daB f : X [
Y — Y separiert ist, da} also je zwei verschiedene Punkte aus ein- und der-
selben Faser disjunkte Umgebungen haben. Der einzig nichttriviale Fall betrifft
Punkte inx (z),iny(y) mit f(z) = y. Nach Annahme gibt es eine offene Um-
gebung V' @ Y von y und eine Umgebung A C X von z mit f(A) C V und
f: A — V eigentlich. Dann ist die Verkniipfung A — f~1(V) — V eigentlich.
Da f~1(V) — V separiert ist, muB auch A — f~!(V/) eigentlich sein und wir fin-
den A @& f~1(V). Bilden wir also U := f~}(V)\ A4, soist U UV eine Umgebung
von iny (y) in X Y und disjunkt zur Umgebung inx (A) von inx (). O

Satz 4.1.16 (Lokal eigentlicher Basiswechsel). Seien pg = fq ein kartesisches
Quadrat von topologischen Rdaumen mit les-Vertikalen f, g und pg = fcj dariiber
ein kommutatives Diagramm von Opkomorphismen abelscher Garben mit p, q
kartesisch. Ist dann f eigkokartesisch, so auch g.

4.1.17. In anderen Worten besagt unser Satz, da} die vom Basiswechsel ?? der
Garbenopfaserung fiir Funktoren zwischen nichtopponierten Kategorien von Gar-
ben induzierte Transformation p* f, = g.q" unter den genannten Voraussetzungen
Isomorphismen p* fi.F = g ¢* F auf den jeweiligen Unterobjekten induziert, also
eine Isotransformation

Ph=a9q¢
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Beweis. Nach 4.1.14 und 4.1.19 ist eine stetige Abbildung genau dann les, wenn
sie sich als Verkniipfung einer offenen Einbettung gefolgt von einer separierten
eigentlichen Abbildung schreiben 148t. Nach der Kofaserungseigenschaft eigent-
licher Vorschiibe im Fall separierter Abbildungen [TG] 6.4.9 reicht es also, unsere
Aussage fiir f separiert eigentlich und fiir f eine offene Einbettung zu zeigen. Im
ersten Fall ist das eigentlicher Basiswechsel [TG] 6.3.24. Im zweiten Fall der Aus-
dehnung durch Null ist die Behauptung auch schnell gepriift. [

Ubungen

Ubung 4.1.18. Sei f : X — Y stetig. Besitzt X eine Uberdeckung durch offene
Teilmengen U derart, da3 die Restriktionen f : U — Y jeweils lokal eigentlich
sind, so ist auch f selbst bereits lokal eigentlich.

Ubung 4.1.19. Jede Verkniipfung von lokal eigentlichen Abbildungen ist lokal
eigentlich. Eine stetige Abbildung ist genau dann les, wenn sie sich als Verk-
niipfung einer offenen Einbettung gefolgt von einer separierten eigentlichen Ab-
bildung darstellen 146t.

4.2 Eigvorschub von Modulgarben

4.2.1. Gegeben ein Morphismus (X, .4) — (Y, B) von geringten Rdumen nennen
wir einen Komorphismus von Modulgarben eigentlich, wenn der zugrundeliegen-
de Komorphismus von abelschen Garben eigentlich ist im Sinne von [TG] 6.4.1.
Nach [TG] 6.4.2 ist iiber einem topologisch eigentlichen Morphismus jeder Ko-
morphismus von Modulgarben eigentlich. Nach [TG] 6.4.3 ist die Verkniipfung
eigentlicher Komorphismen von Modulgarben stets wieder eigentlich. Wir notie-
ren die Menge aller eigentlichen Opkomorphismen von Modulgarben iiber einem
Morphismus f von geringten Rdumen wie im Fall abelscher Garben Ab!// i(F.G).
Die Konstruktion eigkokartesischer Opkomorphismen [TG] 6.4.5 liefert offen-
sichtlich auch einen Eigvorschub fiir Modulgarben und in Verallgemeinerung von
[TG] 6.4.9 restringiert unser Funktor Ab!// cer — Ger zu einer Kofaserung

AD!) o — Ger®

tiber der Kategorie Ger® C Ger der geringten Rdume mit topologisch separierten
Morphismen. Wir nennen sie die Garbeneigopkofaserung der Modulgarben.
Thre Vorschiibe sind unsere Eigvorschiibe f, = (fi)°P? aus [TG] 6.4.6. Im Fall
einer offenen Einbettung j ist j; die Ausdehnung durch Null von Modulgarben.
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4.3 Kompakte Schnitte und Kolimites

Lemma 4.3.1 (Filtrierende Kolimites und kompakte Schnitte). Das Bilden der
Schnitte mit kompaktem Trdger fiir abelsche Garben auf einem lokal kompakten
Hausdorffraum vertauscht mit filtrierenden Kolimites von abelschen Garben, in
Formeln

colf (I'F;) = Ty (colf F)

Beispiel 4.3.2. Gegeben K C X kompakt notieren wir ' (X; F) die Menge der
globalen Schnitte s € I'(X; F) mit Triger supp(s) C K. Der Funktor I'x ver-
tauscht auch auf lokal kompakten Hausdorffraumen keineswegs mit filtrierenden
Kolimites. Als Gegenbeispiel mag man den direkten Limes der a;,Z ; /; betrach-
ten fiir a; : [0,1/i] — R die Einbettungen und die offensichtlichen Epimorphis-
men von abelschen Garben als Systemmorphismen.

Beispiel 4.3.3. Ist X ein unendlicher diskreter Raum, so ist der Raum der globalen
Schnitte des Koprodukts aller Wolkenkratzergarben Z, fiir v € X groBer als das
Koprodukt der Rdume der globalen Schnitte der Summanden. Der Funktor der
globalen Schnitte vertauscht mithin auch auf lokal kompakten Hausdorffriumen
keineswegs mit filtrierenden Kolimites.

Beweis. Die Injektivitit benotigt keinerlei Annahmen und war auch bereits Ubung
[TG] 4.8.20. Wir fiihren das Argument nocheinmal aus. Sicher ist der Kolimes
eines Systems von abelschen Garben die Garbifizierung des Kolimes in der Ka-
tegorie der abelschen Prigarben. Um im Lemma die Injektivitit zu zeigen, be-
ginnen wir mit einem Schnitt s € I'/(X;F;) fiir ein vorgegebenes i € I. Geht
er rechts nach Null, so gibt es fiir jeden Punkt x € X nach der Transitivitit
von Kolimites [TS] 7.1.34 eine offene Umgebung U (z) und einen Index i(x) mit
s — 0 € Fu)(U(x)). Endlich viele U(z) iiberdecken supp(s), ein ¢ wird er-
reicht von allen beteiligten i(x), und dann gilt offensichtlich s — 0 € F;(X).
Das zeigt die Injektivitidt. Um die Surjektivitit zu zeigen, ziehen wir uns zunichst
auf den Fall X kompakt zuriick. Sei dazu ein Schnitt s € I'y(.X; colf F;) gegeben.
Wir finden U C X offen mit kompaktem Abschluf und supp(s) C U. Finden
wir ein j und ein § € I'(U; F;) mit § — s|U, so folgt unmittelbar 50U +— 0 €
['(OU; colf F;) und nach dem bereits bewiesenen 5|0U s 0 € T'(QU; F;) fiir ge-
eignetes [ > j. Also l4Bt sich das Bild 8 € I'(U; F;) von 5 durch Null fortsetzen
zu einem Schnitt § € I'/(X; F;) mit § — s, und das war gerade zu zeigen. Wir
diirfen also X kompakt annehmen. Gegeben ein Schnitt s € I'(X; colf F;) gibt
es fiir jeden Punkt © € X eine Umgebung U(x) und einen Index i(z) und einen
Schnitt 5(z) € Fj,)(U(x)) mit s(z) +— s|U (). Wir diirfen unsere U () kompakt
annehmen. Weiter gibt es £ C X endlich derart, daB§ die U(z) mit = € E bereits
X tliberdecken. Wihlen wir j hinreichend groB3, so konnen wir nach der bereits
bewiesenen Injektivitit annehmen, daf fiir alle z,y € E die Bilder von §(x) und
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5(y) in F;(U(z) NU(y)) iibereinstimmen. Dann aber verkleben sie zu einem glo-
balen Schnitt und der représentiert das gesuchte Urbild unseres Schnittes s. [

Lemma 4.3.4. Der Eigvorschub von abelschen Garben unter les-Abbildungen
und allgemeiner von Modulgarben unter les-Morphismen vertauscht mit filtrie-
renden Kolimites.

Beweis. Sei f : X — Y les. Wir behaupten, daB fiir jedes gerichtete System von
abelschen Garben auf Y die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

colf (fiFi) = fi (colf F;)

liefert. Da das Zuriickholen mit Kolimites vertauscht, konnen wir uns mit Ba-
siswechsel 4.1.16 auf den Fall eines einpunktigen Raums Y zuriickziehen und
miissen also nur fiir jeden lokal kompakten Hausdorffraum zeigen, dafl das Bil-
den der Schnitte mit kompaktem Tridger mit filtrierenden Kolimites vertauscht.
Das aber wissen wir aus 4.3.1. Der Fall der Modulgarben folgt, da das Vergessen
der Modulstrukturen mit Kolimites und Eigvorschub vertauscht. [

4.3.5 (Koprodukt als Eigvorschub). Ist X ein topologischer Raum und (G;);c;
eine Familie von Objekten von Ab,x und sind em; : X — X x I die Einbet-
tungen und ist ein Objekt G € Ab,x,; gegeben zusammen mit Isomorphismen
em! G — G, so liefern diese Isomorphismen zusammen nach [TG] 4.9.21 einen
Isomorphismus P o1 €My G; = G und der Eigvorschub unter der Projektion auf
X liefert nach 4.3.4 einen Isomorphismus

PG = pry g

il
Dasselbe gilt fiir Modulgarben.

Lemma 4.3.6 (Filtrierende Kolimites kompaktweicher Garben). Auf einem lo-
kal kompakten Hausdorffraum X ist jeder filtrierende Kolimes kompaktweicher
Garben wieder kompaktweich.

Beweis. Sei (F;);c; ein filtrierendes System kompaktweicher Garben auf X . Ko-
limites vertauschen nach [TS] 7.1.30 mit dem Riickzug von Garben, da dieser
Riickzug einen Rechtsadjungierten hat. Ist v : K — X die Einbettung einer
kompakten Teilmenge, so ist mithin der offensichtliche Morphismus ein Isomor-
phismus colf u®*) F; = u®) colf F; und 4.3.1 liefert uns einen Isomorphismus

colf I'(K; F;) = I'(K; colf F;)

Jeder Schnitt ¢ rechts ist also das Bild eines Schnitts s € I'(K; F;) firein i € 1.
Da F; kompaktweich ist, mu} er von einem globalen Schnitt § € I'(X; F;) her-
kommen, und dieser globale Schnitt 5 hinwiederum liefert einen globalen Schnitt
t € I'(X; colf F;), der unser ¢ fortsetzt. O
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4.4 Underivierte Projektionsformel

Proposition 4.4.1 (Tensorprodukt und Schnitte mit kompaktem Triger). Ge-
geben ein lokal kompakter Hausdorffraum X und eine abelsche Garbe F auf X
und eine flache abelsche Gruppe G ist die natiirliche Abbildung ein Isomorphis-
mus

NFeGE=TW(FeG)
Ist zusdtzlich F kompaktweich, so auch F @ G.

4.4.2. Analoges gilt mit demselben Beweis fiir jeden Ring &, jede Garbe von k-
Rechtsmoduln F und jeden flachen k-Modul G mit ®;, statt .

Beispiel 4.4.3. Ich gebe ein Gegenbeispiel im Fall, da8 GG nicht flach ist. Ist etwa
7 : S' — pt die Projektion und F das nichtkonstante lokale System auf S,
das halmweise frei ist iiber Z von Rang Eins, so ist F ®z Z/27Z konstant mit
I'(F ®z Z)27) = Z/27, aber wir haben I'|\ F = 0.

Beispiel 4.4.4. Tst in der Situation der Proposition K C X ein Kompaktum und
bezeichnet ' Schnitte mit Trager in /', so muB} unser Isomorphismus keineswegs
Isomorphismen 'y F @ G = T'x(F ® G) induzieren. Ein Gegenbeispiel liefert
der flache Z-Modul G = Q und die abelsche Garbe

o0

H Z/TLZ [0,1/n]

fiir 4,, : [0,1/n] — R die Einbettungen. Die Garbe F ®; Q hat nur im Ursprung
einen von Null verschiedenen Halm, aber die Garbe F hat keine von Null ver-
schiedenen Schnitte mit dem Ursprung als Tréiger.

Beweis. Wir beginnen mit der Injektivitit. Gegeben ein Element s € I')\F ® G mit
s + 0 besitzt jeder Punkt x € X eine Umgebung U(x) mit s — 0 € F(U(z)) ®
G. Schreiben wir s = »_ s, ® g, so iiberdecken endlich viele Uy, ..., U, dieser
U(z) die Trdger aller s,. Nehmen wir als U, das Komplement der Vereinigung
dieser Tréger, so liefert das Einschrinken eine Injektion

=0

Sie bleibt eine Injektion nach dem Tensorieren mit unserem flachen G, und das
zeigt die Injektivitat. Um die Surjektivitit zu zeigen, ziehen wir uns zunichst auf
den Fall von kompaktem X zuriick. Gegeben s € I'(F ® () mit Trdger in einem
Kompaktum K finden wir stets U @ X offen mit K C U und U kompakt. Ist
der Fall von kompaktem X bekannt, so finden wir schon mal ein Urbild 5 &€
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['(U; F) ® G von s|U und wegen der bereits bewiesenen Injektivitit gilt 5 — 0 €
['(OU; F) ® G. Da G flach ist, kommt damit 5 von

ker (I(U; F) = L'(0U; F)) @ G

her und wir finden durch Ausdehnen durch Null auf dem ersten Tensorfaktor das
gesuchte Urbild von s in I')(X; F) ® G. Wir diirfen also in der Tat ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit X kompakt annehmen. Sei nun also X kompakt
und s € I'(F ® G). So gibt es eine endliche Uberdeckung X = U; U ... U U,
durch Kompakta und 5; € F(U;) ® G mit §; — s|U;. Wegen der bereits bewie-
senen Injektivitdt haben §; und §; dasselbe Bild in F(U; N U;) ® G. Die exakte
Sequenz

0= F(X) = [[FW) = [[FWinUy)

bleibt aber exakt unter dem Tensorieren mit G und erlaubt das Verkleben der s;
zum gesuchten Urbild § € F(X) ® G von s. Um die letzte Aussage zu zeigen,
erinnern wir fiir ' C X kompakt aus [TG] 4.8.14, daB fiir kompaktweiches F
die Restriktion sogar eine Surjektion I''F — I'(K’; F) liefert. Tensorieren mit G
und Anwenden unseres Resultats mit / statt X liefert

NFRGE->T(K;F) @ G>T(K; F®G)

Da diese Verkniipfung iiber I'y(F ® @) faktorisiert, muf auch diese Gruppe sur-
jektiv auf I'(K'; F ® ) abgebildet werden. [l

4.4.5. Gegeben eine stetige Abbildung 7 : X — Y und eine abelsche Garbe G auf
Y und eine abelsche Garbe F auf X liefern unsere allgemeinen Konstruktionen
1.5.15 einen natiirlichen Garbenhomomorphismus 7, F ® G — m,(F @ 7*G). DaB
dieser Homomorphismus im allgemeinen kein Isomorphismus sein kann, zeigt
bereits das Beispiel der konstanten Abbildung von einer unendlichen Menge auf
einen Punkt. Unser natiirlicher Homomorphismus induziert weiter offensichtlich
einen natiirlichen Homomorphismus

(mF)®G — m(F1°G)

auf den eigentlichen Vorschiiben im Sinne von [TG] 6.4.5. Analoges gilt fiir 7
einen Morphismus von geringten Raumen und F eine Rechtsmodulgarbe und G
eine Modulgarbe.

Definition 4.4.6. Gegeben eine stetige Abbildung nennen wir eine abelsche Gar-
be auf ihrem Definitionsbereich faserweise kompaktweich, wenn ihre Einschrén-
kung auf jede Faser unserer Abbildung kompaktweich ist. Heif3t unsere Abbildung
f, so sprechen wir von einer f-kompaktweichen Garbe. Gegeben eine Modulgar-
be beziehen wir diese Begriffe auf die zugrundeliegende abelsche Garbe.
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4.4.7. Der Begriff einer faserweise kompaktweichen Garbe scheint nur im Fall
von les-Abbildungen f niitzlich zu sein. In diesem Fall zeigen wir in 5.1.12,
dal jede f-kompaktweiche Garbe fi-entfaltet ist. Die im folgenden gezeigten
Zusatzaussagen iiber die Erhaltung der Eigenschaft ,,faserweise kompaktweich*
unter verschiedenen Riickziigen werden sich bei der Konstruktion des vollen de-
rivierten Formalismus als hilfreich erweisen.

Lemma 4.4.8. Gegeben eine les-Abbildung ist jeder filtrierende Kolimes von fa-
serweise kompaktweichen Garben wieder faserweise kompaktweich.

Beweis. Kolimites vertauschen mit dem Riickzug abelscher Garben, ja von Mo-
dulgarben, da dieser Funktor einen Rechtsadjungierten hat. Insbesondere vertau-
schen Kolimites mit der Einschrinkung auf die Fasern unserer Abbildung und
diese sind nach Annahme lokal kompakte Hausdorffraume. DaB filtrierende Ko-
limites kompaktweicher Garben auf lokal kompakten Hausdorffriumen wieder
kompaktweich sind, wissen wir aus 4.3.6. 0

Korollar 4.4.9 (Projektionsformel). Seien m : X — Y eine les-Abbildung und
G € Ab/y sowie F € Ab,x abelsche Garben. Ist G flach, so ist die natiirliche
Abbildung aus 4.4.5 ein Isomorphismus

(mF)®G = m(FR7nG)

Ist zusdtzlich F faserweise kompaktweich, so ist auch F ® 7*G faserweise kom-
paktweich.

Beweis. Wir diirfen uns mit lokal eigentlichem Basiswechsel 4.1.16 auf den Fall
zuriickziehen, dal Y ein Punkt ist. In diesem Fall haben wir die Aussagen bereits
als 4.4.1 bewiesen. ]

Korollar 4.4.10 (Projektionsformel fiir Modulgarben). Gegeben 7w : X — Y
eine les-Abbildung, G ein flacher Modul iiber einer Ringgarbe B auf Y und F ein
7*B-Rechtsmodul induziert die natiirliche Abbildung aus 4.4.5 einen Isomorphis-
mus

(71'!]:) KB g = 7T1(]: KRB ﬂ*g)

Ist zusdtzlich F faserweise kompaktweich, so ist auch F Q«p 7*G faserweise
kompaktweich.

Beweis. Wir diirfen uns mit lokal eigentlichem Basiswechsel 4.1.16 auf den Fall
zuriickziehen, dal Y ein Punkt ist. In diesem Fall haben wir die Aussagen bereits
als 4.4.2 bewiesen. ]
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4.5 Trennriickzug eigentlicher Opkomorphismen

4.5.1. Sei p : € — £ eine Faserung und sei in der Basis Z ein multiplikati-
ves System R ausgezeichnet. Unter einem faserriickzugstabilen multiplikativen
System S iiber R verstehen wir ein multiplikatives System S in ¢ tiber R mit der
Eigenschaft, daB fiir jede Hochhebung nach % eines kartesischen Quadrats in %
mit vertikalen R-Pfeilen zu einem kommutativen Quadrat

in ¥ mit den Pfeilen nach rechts kartesisch und dem durchgezogenen Pfeil nach
unten einem S-Morphismus auch der induzierte gestrichelte Pfeil nach unten ein
S-Morphismus ist.

Beispiel 4.5.2 (Riickzug eigentlicher Opkomorphismen). In unserer Garben-
opfaserung Ab)1,, — Top aus [TG] 6.2.17 bilden die eigentlichen Opkomor-
phismen iiber stetigen Abbildungen nach Ubung [TG] 6.4.30 ein faserriickzugsta-
biles multiplikatives System.

Beispiel 4.5.3 (Riickzug eigentlicher Opkomorphismen, Variante). In unserer
Garbenopfaserung Ab) e — Gek aus [TG] 6.2.17 bilden die eigentlichen Op-
komorphismen iiber beliebigen Morphismen nach Ubung 4.5.13 ein faserriickzug-
stabiles multiplikatives System.

Beispiel 4.5.4 (Riickzug eigkokartesischer Opkomorphismen). In der Garben-
opfaserung Ab /., — Top aus [TG] 6.2.12 bilden die eigkokartesischen Opko-
morphismen nach lokal eigentlichem Basiswechsel 4.1.16 ein faserriickzugstabi-
les multiplikatives System tiber dem multiplikativen System des les-Morphismen.

4.5.5. Gegeben eine Kategorie .7 verstehen wir unter einem Trennquadrat in .7
ein kommutatives Diagramm der Familienkategorie der Gestalt

W) e AX,
J{fl)\"'Af'r
YiA... LY,

4.5.6 (Erzeuger fiir kartesische Trennquadrate). Sei .7 eine Kategorie mit end-
lichen Faserprodukten. In der Familienkategorie .7+ ihrer banalen Trennkatego-
rie A.7 sei eine Menge von kartesischen Trennquadraten gegeben. Unsere Menge
sei stabil unter dem Vertupeln sowie unter dem Verkleben lidngs gleicher vertikaler
oder horizontaler Kanten und enthalte die elementaren Trennquadrate, worun-
ter wir zusammenfassen:
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1. Alle kartesischen Quadrate mit Einstrennungen oder Leertrennungen in den
Horizontalen;

2. Alle Projektionsformel-Quadrate alias Quadrate der Gestalt

X Wxh vy

fl J/ff\idy
Y (1dy71dy) Y A Y

So enthilt unsere Menge alle kartesischen Trennquadrate der Familienkategorie.
Um das einzusehen, betrachten wir fiir beliebige Morphismen f : X — Y und g :
Z — Y das aus kartesischen Quadraten mit den offensichtlichen Tupeln einfacher
Morphismen in den Vertikalen bestehende Diagramm

XXy Z—=XA(XxyZ)—=X A Z

| | |

X XA X XA\Y
Y Y LAY

Es zeigt, da} jedes kartesische Trenquadrat mit einer diagonalen Zweitrennung
in der unteren Horizontalen zu unserer Menge gehdren muf. Jeder Morphismus
der Familienkategorie einer banalen Trennkategorie entsteht jedoch nach [TSK]
1.1.42 durch Vertupeln und Verkniipfen aus Leertrennungen, Einstrennungen und
Diagonalzweitrennungen und so folgt die Behauptung.

4.5.7 (Erzeuger fiir kartesische Trennquadrate, Variante). Eine Menge R von
Morphismen einer Kategorie .7 heife riickzugstabil, wenn das Faserprodukt fiir
alle Winkel mit einem R-Morphismus existiert und in jedem kartesischen Quadrat
mit einem R-Morphismus im Ausgangswinkel der gegeniiberliegende Morphis-
mus aus dem Faserprodukt auch wieder ein R-Morphismus ist. Gegeben .7 O 7"
eine Kategorie mit einem riickzugstabilen multiplikativen System von Morphis-
men gilt das Vorhergehende analog fiir kartesische Trennquadrate der Familienka-
tegorie .7 * mit Tupeln von .7'-Morphismen in den Vertikalen der Ausgangswin-
kel: Jedes derartige kartesische Trennquadrat hat .7'-Morphismen in allen Ver-
tikalen und eine Menge von derartigen Trennquadraten, die stabil ist unter dem
Vertupeln und Verkleben und die alle kartesischen Quadrate mit einer Leertren-
nung oder einer Einstrennung in den Horizontalen enthélt und dariiber hinaus alle
Projektionsformelquadrate zu Morphismen aus R, muf} bereits alle kartesischen
Trennquadrate mit Tupeln von Morphismen aus R in den Vertikalen des Aus-
gangswinkels enthalten. Wir nennen in dieser Situation unsere Erzeuger, also alle

99



kartesischen Quadrate mit einer Leertrennung oder einer Einstrennung in den Ho-
rizontalen sowie alle Projektionsformelquadrate zu Morphismen aus R, die ele-
mentaren kartesischen Trennquadrate zu R.

4.5.8. Seien .7 eine Kategorie und .7 darin ein multiplikatives System. Gegeben
eine Trennfaserung & — A.7 nennen wir ein multiplikatives System ¢" iiber .7
fasertrennriickzugstabil, wenn das System ¢"' aller Tupel von ¢'-Morphismen
faserriickzugstabil ist iiber .7"" in der Familienkategorie.

Lemma 4.5.9 (Trennriickzug eigentlicher Opkomorphismen). In der Garben-
optrennfaserung Ab y1., — A\'Top bilden die eigentlichen Opkomorphismen ein
Jasertrennriickzugstabiles multiplikatives System iiber dem multiplikativen System
aller stetigen Abbildungen.

4.5.10. Das fasertrennriickzugstabile multiplikative System aller Tupel eigentli-
cher Opkomorphismen aus dem vorhergehenden Lemma notieren wir Ab!// Top-

Beweis. Jeder Morphismus der Familienkategorie einer banalen Trennkategorie
entsteht nach [TS] ?? durch Vertupeln und Verkniipfen aus Leertrennungen, Eins-
trennungen und Diagonalzweitrennungen. Es reicht also zu zeigen, da3 der Riick-
zug von Tupeln eigentlicher Opkomorphismen mit jedem Morphismus dieser drei
Typen wieder ein eigentlicher Opkomorphismus ist. Im Fall einer Leertrennung
ist das die einigermallen banale Erkenntnis, daB} fiir jeden topologischen Raum X
der identische Opkomorphismus Zx — Zx iiber id : X — X eigentlich ist alias
daf die natiirliche Einbettung eine Gleichheit id, Zy = id,. Zx ist. Im Fall von
Einstrennungen ist das unsere Ubung [TG] 6.4.30. Im Fall einer Diagonalzwei-
trennung betrachten wir in der Familienkategorie der Basis zu f : X — Y und
g : Z — Y das aus kartesischen Quadraten bestehende Diagramm

XxyZ—>XA(Xxy2Z)—=XAZ

| | |

X XAX X LAY
Y Y AY

Gegeben je ein eigentlicher Opkomorphismus ¢ : F — G iiber fund ¢ : £ — H
iiber g gilt es zu zeigen, auch der induzierte Opkomorphismus pry F & pry & —
G ® H tber der linken Vertikale eigentlich ist. Da jeder Opkomorphismus iiber
einer Identitit eigentlich ist, reicht es, in jedem der drei kartesischen Quadrate zu
zeigen, daB} der Riickzug eines eigentlichen Opkomorphismus eigentlich ist. Im
Quadrat rechts oben folgt das aus dem bereits behandelten Fall des Riickzugs un-
ter einem einfachen Morphismus der Basis. In den beiden anderen Quadraten geht
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es jeweils darum zu zeigen, dal der Riickzug unter einer Diagonalzweitrennung
eines Zweitupels von eigentlichen Opkomorphismen der Gestalt ¢ A id wieder
eigentlich ist. Das hinwiederum lduft auf den Nachweis hinaus, dal fiir jede abel-
sche Garbe C auf Y der Garbenhomomorphismus G ® C — f.(F ® f*C), der fiir
V @eYundg € G(V)und c € C(V) gegeben wird durch g ® ¢ — ¢(g) ® c, liber
fi(G ® f*C) faktorisiert. Da nun der Vorschub von den ¢(g) ® ¢ erzeugt wird,
reicht es zu zeigen, daB diese Tensoren zu fi(F ® f*C) gehoren. Es ist aber klar,
daB der Triger in (V') unseres Tensors ¢(g) & c eine abgeschlossene Teilmen-
ge von supp(¢(g)) ist und folglich, wenn ¢ eigentlich ist, auch eigentlich nach V/
abgebildet wird. [

Lemma 4.5.11 (Trennriickzug eigkokartesischer Opkomorphismen). In der
auf Tupel flacher Garben eingeschrinkten Garbenoptrennfaserung

fIADb ) op — ATop

bilden die eigkokartesischen Opkomorphismen iiber les-Abbildungen ein faser-
trennriickzugstabiles multiplikatives System.

Beweis. Wir argumentieren wie beim Beweis unseres Lemmas zum Trennriick-
zug eigentlicher Opkomorphismen 4.5.9. Es reicht nach [TSK] 1.1.42 zu zeigen,
dal der Riickzug von Tupeln eigkokartesischer Opkomorphismen flacher Gar-
ben iiber les-Abbildungen mit jeder Leertrennung, Einstrennung und Diagonal-
zweitrennung wieder ein eigkokartesischer Opkomorphismus ist. Im Fall einer
Leertrennung ist das die einigermallen banale Erkenntnis, daB fiir jeden topolo-
gischen Raum X der identische Opkomorphismus Zy — Zx iiber der Identitéit
id : X — X eigkokartesisch ist. Im Fall einer Einstrennung ist das lokal eigentli-
cher Basiswechsel 4.1.16. Im Fall einer Diagonalzweitrennung gehen wir vor wie
beim Beweis unseres Lemmas zum Trennriickzug eigentlicher Opkomorphismen
4.5.9. Mit der Erkenntnis, daB direkte Bilder und eigentliche Vorschiibe flacher
alias torsionsfreier abelscher Garben wieder flach sind, ziehen wir uns wie bei
diesem Beweis darauf zuriick, zu zeigen, daB fiir jede les-Abbildung f : X — Y
und jeden eigkokartesischen Opkomorphismus ¢ : F — G tiber f und jede flache
abelsche Garbe C € Ab,y auch der induzierte Opkomorphismus F® f*C — G&C
iber f eigkokartesisch ist. Das hinwiederum lduft auf den Nachweis hinaus, daf3
der aus der Eigentlichkeit des Trennriickzugs nach 4.5.9 entstehende Garbenho-
momorphismus ein Isomorphismus fiFQC = fi(F® f*C) ist, und das schlieBlich
ist genau die Aussage der Projektionsformel 4.4.9. U

4.5.12 (Eine flache Modulgarbe mit nicht flachem Schnittemodul). Gegeben
eine flache Modulgarbe auf einem Kompaktum muf die Garbe der globalen Schnit-
te keineswegs flach sein. So gibt es etwa auf S' bis auf Isomorphismus genau
eine lokal, aber nicht global triviale Garbe von Z/47Z-Moduln und deren globale
Schnitte sind als Modul isomorph zum Ideal 27Z /47 C Z./4Z.
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Ubungen

Ubung 4.5.13. Die eigentlichen Opkomorphismen von Modulgarben iiber ge-
kringten Rdumen aus 1.3.12 bilden ein fasertrennriickzustabiles multiplikatives
System iiber dem System aller Morphismen gekringter Rdume. Hinweis: Man
mag sich auf den Fall abelscher Garben stiitzen, den wir bereits in 4.5.9 behandelt
haben, sowie den Fall des einfachen Riickzugs aus Ubung 1.3.12.
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5 Derivierter Trennriickzug und Eigvorschub

5.1 Derivierter Eigvorschub

5.1.1. Wir beginnen mit der Konstruktion eines Funktors
Hot (Ab!// Tops) — Top®

Als Zielkategorie nehmen wir die Kategorie Top® aller topologischen Raume mit
nur separierten Abbildungen als Morphismen. Als Objekte der Ausgangskatego-
rie nehmen wir alle Komplexe von abelschen Garben auf unseren topologischen
Réiumen. Als Morphismen der Ausgangskategorie iiber einer separierten Abbil-
dung f schlieBlich nehmen wir Homotopieklassen von Kettenabbildungen aus
eigentlichen Opkomorphismen iiber f. Unser Funktor ist ein Kofaserfunktor mit
dem komponentenweisen Eigvorschub f, eines Komplexes als Vorschub, wie man
unschwer aus der analogen Aussage [TG] 6.4.9 fiir abelsche Garben folgert. Wir
nennen sie die Eigopkofaserung der Homotopiekomplexe.

5.1.2. Eine abelsche Garbe auf einem topologischen Raum, deren Einschriankung
auf jeden relativ Hausdorff’schen lokal kompakten Teilraum kompaktweich ist,
heile schwach kompaktweich. Jede kompaktweiche Garbe ist schwach kom-
paktweich und jede schwach kompaktweiche Garbe ist faserweise kompaktweich
in Bezug auf eine beliebige les-Abbildung. Jeder filtrierende Kolimes schwach
kompaktweicher Garben ist wieder schwach kompaktweich, da das nach 4.3.6 auf
lokal kompakten Hausdorffraumen gilt und die Einschrinkung von Garben mit
Kolimites vertauscht.

Proposition 5.1.3. Die entsprechend beschrinkten Komplexe schwach kompakt-
weicher Garben bilden eine Linksanpassung fiir unsere auf les-Abbildungen in
der Basis beschrinkte Eigopkofaserung Hot*(Ab!// Toples) — Top' der Homoto-
piekomplexe und das faserweise Linksoresystem der Quasiisomorphismen.

Beweis. Der Beweis braucht einige Vorbereitungen und wird erst zu Ende dieses
Abschnitts gegeben. 0

Korollar 5.1.4 (Halbseitig derivierte Garbeneigopkofaserung). Der Funktor

Der;’Twles = Hot_(Ab!// Toples)qis — Top'®

!

ist eine Kofaserung und jeder fiir Hot™ (Ab / Toples) — Top™™ kokartesische Mor-
phismus, der von einem Komplex schwach kompaktweicher abelscher Garben aus-
geht, bleibt kokartesisch in der Lokalisierung. Fiir jeden topologischen Raum X
ist weiter der natiirliche Funktor ein Isomorphismus Der™ (Abx) — Der%( Iwi-
schen der Lokalisierung der Faser und der Faser der Lokalisierung.

les
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Beweis. Das folgt unmittelbar mit unseren Korollaren 2.4.10 und 2.4.11 zur die
Lokalisierung durch Linksanpassung aus der Beschreibung einer Linksanpassung
5.1.3. O]

5.1.5. Die Beschrinkung auf halbseitig beschrinkte derivierte Kategorien brau-
chen wir fiir den Nachweis, dall wir einen Kofaserfunktor vor uns haben. Man
kann f; durchaus ohne weitere Annahmen und unbeschriankt mit Quisrechtsent-
faltungen derivieren, aber es ist dann nicht klar, warum die Verkniipfung der De-
rivierten der Derivierte der Verkniipfung sein sollte. Ich erwarte, dafl das gar nicht
stimmt.

5.1.6. Beschrinken wir uns in der Basis auf die Unterkategorie Top'®® ¢ Top'®

mit nur denjenigen les-Abbildungen f als Morphismen, fiir die der Eigvorschub f
beschrinkte homologische Dimension hat, so gilt Analoges fiir die unbeschrink-
ten derivierten Kategorien. Abbildungen mit dieser Eigenschaft nennen wir lesb-
Abbildungen oder kurz lesb. Wenn sie sogar eigentlich sind, sprechen wir von ei-
gentlichen lesb-Abbildungen. Einen topologischen Raum nennen wir lesb oder
ausfiihrlicher lokal kompakt Hausdorff homologisch kompaktendlich, wenn die
konstante Abbildung auf den einpunktigen Raum lesb ist. Aus 5.1.4 folgt, da} die
Verkniipfung von zwei lesb-Abbildungen wieder lesb ist und somit Top'®" eine

Unterkategorie von Top'®.

Proposition 5.1.7. Die Komplexe schwach kompaktweicher Garben bilden eine
Linksanpassung fiir unsere auf lesb-Abbildungen in der Basis beschrdinkte Eigop-
kofaserung Hot(Ab!// Toplesb) — Top'™ der Homotopiekomplexe und das faser-
weise Linksoresystem der Quasiisomorphismen.

Beweis. Der Beweis braucht einige Vorbereitungen und wird erst zu Ende dieses
Abschnitts gegeben. 0

Korollar 5.1.8 (Derivierte Garbeneigopkofaserung). Der Funktor

!
Der’

J Toplesb = HOt<Ab! )qis — TOpleSb

// Toplesb

ist eine Kofaserung und jeder fiir Hot(Ab!// Toplesb) — Top'® kokartesische Mor-
phismus, der von einem Komplex schwach kompaktweicher Garben ausgeht, hat
als Bild einen kokartesischen Morphismus der lokalisierten Kofaserung. Fiir je-
den topologischen Raum X ist weiter der natiirliche Funktor ein Isomorphismus
Der(Ab,x) = Der!//  zwischen der Lokalisierung der Faser und der Faser der
Lokalisierung.

Beweis. Das folgt unmittelbar mit unseren Korollaren 2.4.10 und 2.4.11 zur Lo-
kalisierung durch Linksanpassung aus der Beschreibung einer Linksanpassung
5.1.7. ]
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5.1.9. Die halbseitig beschrinkte Variante 5.1.4 dieser beiden Kofaserungen er-
weist sich insbesondere dann als hilfreich, wenn es gilt, die Voraussetzungen fiir
die unbeschrinkte Variante zu priifen. Der Beweis des Satzes braucht einige Vor-
bereitungen und wird erst gegen Ende dieses Abschnitts gegeben.

5.1.10 (Kriterien fiir homologische Kompaktendlichkeit). Nach [TG] 4.10.13
ist ein lokal kompakter Hausdorffraum homologisch kompaktendlich, wenn er
eine Uberdeckung durch offene Teilmengen besitzt, fiir die die homologische Di-
mension von 'y eine gemeinsame endliche Schranke besitzt. Nach der Lokali-
sierungssequenz ist ein lokal kompakter Hausdorffraum homologisch kompak-
tendlich, wenn er eine Zerlegung in eine offene Teilmenge und ihr abgeschlosse-
nes Komplement besitzt derart, daf} beide Stiicke dieser Zerlegung homologisch

kompaktendlich sind. Jede lokal abgeschlossene Teilmenge eines lesb-Raums ist
lesb.

5.1.11. Der Rest dieses Abschnitts gilt dem Beweis unserer beiden Propositio-
nen zu Linksanpassungen der Eigopkofaserung der Homotopiekomplexe in den
beiden angegebenen Varianten.

Lemma 5.1.12. Gegeben eine les-Abbildung f ist jede f-kompaktweiche abelsche
Garbe f\-quisrechtsentfaltet.

Beweis. Seien f : Y — X unsere Abbildung und F — Z< eine injektive Auf-
16sung unserer faserweise kompaktweichen Garbe. Es gilt zu zeigen, da} fiF —
fiZ7 ein exakter Komplex von Garben auf X ist. Dafiir miissen wir nur die Ex-
aktheit auf den Halmen an allen Punkten x € X priifen. Mit Basiswechsel 4.1.16
reicht es dazu, wenn wir fiir i = i,, die Inklusion der Faser f~!(x) die Exaktheit
von I'\(i*F) < T'/(i*Z7) zeigen. Das folgt jedoch formal mit [TG] 4.8.12 oder
auch explizit mit [TG] 4.8.13, da i*F — ¢*Z< eine exakte Sequenz kompaktwei-
cher Garben auf f~!(x) ist. O

Lemma 5.1.13. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung von lokal kompakten
Hausdorffrdumen. Ist F € Ab,x kompaktweich, so ist auch fiF € Ab,y kom-
paktweich.

Beweis. Fiir K C Y kompaktist f~'(K) C X abgeschlossen. Nach [TG] 4.8.14
induziert also das Einschrinken eine Surjektion auf den Schnitten mit kompaktem
Triger I'(X; F) — I'y(f~'(K); F). Die linke Seite kénnen wir nach [TG] 6.4.9
identifizieren mit I'/(Y; fi.F). Die rechte Seite konnen wir ebenfalls mit [TG] 6.4.9
und Basiswechsel 4.1.16 im Diagramm

FUE) =X
g _J f
K—" .Yy
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umschreiben zu
D(fH(K); F) = D" F = D fiF = D(K; fiUF)

Die von unserer Surjektion I'y(X; F) — T'(f~*(K);F) unter diesen Identifika-
tionen induzierte Abbildung I'i(Y; iF) — I'(K; fi.F) ist aber genau die Restrik-
tion von Schnitten. Folglich ist auch diese surjektiv. O

Lemma 5.1.14. Der Eigvorschub schwach kompaktweicher abelscher Garben un-
ter les-Abbildungen ist wieder schwach kompaktweich.

Beweis. Sei f : X — Y unsere Abbildung und F € Ab,x unsere schwach kom-
paktweiche abelsche Garbe. Gegeben eine relativ Hausdorff’sche lokal kompakte
Teilmenge L C Y bilden wir das kartesische Diagramm

FYL) =X
ig _ J{f
L—' Y

Es gilt zu zeigen, daB i* fiF kompaktweich ist. Nach Basiswechsel 4.1.16 kdnnen
wir gleichbedeutend zeigen, dall g,7*F kompaktweich ist. Nach [TM] 2.4.26 ist j
auch die Einbettung einer relativ Hausdorff’schen Teilmenge und nach 4.1.19 und
4.1.4 ist f~'(L) auch lokal kompakt. Da wir F schwach kompaktweich voraus-
gesetzt hatten, ist also j*F kompaktweich, und dann muf nach 5.1.13 auch g, j*F
kompaktweich sein. O

Beweis der Proposition 5.1.3 zu halbseitigen Linksanpassungen. Die Gesamtheit
aller Komplexe schwach kompaktweicher Garben ist nach 5.1.14 stabil unter Eig-
vorschiiben ldngs les-Abbildungen. Die Gesamtheit aller entsprechend beschréink-
ten Komplexe schwach kompaktweicher Garben bildet folglich eine Unterkofa-
serung. Weiter sind alle injektiven, ja alle welken abelschen Garben kompakt-
weich und damit a forteriori schwach kompaktweich nach [TG] 4.8.11, so da3
jeder gegen die Differentiale beschriankte Komplex von abelschen Garben einen
Quasiisomorphismus zu einem gegen die Differentiale beschrinkten Komplex von
schwach kompaktweichen Garben besitzt. Entsprechendes folgt in den opponier-
ten Kategorien. Und schlieBlich ist jede schwach kompaktweiche abelsche Garbe
auf einem Raum X auch f-kompaktweich fiir jede les-Abbildung f : X — Y
und damit fi-entfaltet nach 5.1.12. Nach [TD] 3.4.13 sind die entsprechend be-
schrinkten Komplexe schwach kompaktweicher abelscher Garben folglich auch
f;-entfaltet und bilden damit in der Tat eine Linksanpassung wie behauptet. [
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Beweis von Proposition 5.1.7. Im unbeschrinkten Fall argumentieren wir dhnlich
und verwenden zusitzlich Satz [TD] 3.6.4 zum unbeschrinkten Derivieren homo-
logisch endlicher Funktoren, das wir wegen der Existenz von Quisrechtsentfaltun-
gen 2.2.13 anwenden diirfen. ]

5.1.15 (Notation fiir derivierten Eigvorschub). Wir notieren von nun an den
underivierten Eigvorschub neu f1) : Ab,x — Ab,y beziehungsweise f) :
Ab,x — Ab/y und reservieren f, beziehungsweise f; als Notation fiir die zu-
gehorigen derivierten Funktoren. Gegeben eine lesb-Abbildung f : X — Y ist
also

f; : Der(Ab/x) — Der(Aby)
der Vorschub in Bezug auf die Kofaserungen

|
lesbynd  Der'

//Toples — Toples

Der!// Toplesb Top
und setzen f, := (f;)°PP. Da nach unseren Sitzen die Einschrinkung unserer ers-
ten Kofaserung auf die Basis der Zweiten eine volle Unterkofaserung ist, miissen
wir dabei keine Mehrdeutigkeiten fiirchten. Als Vorschiibe einer Kofaserung wer-
den unsere f, unter anderem mit ausgezeichneten Isotransformationen (gf), =
g, f, alias ¢ fy = (gf) fiir entsprechend verkniipfbare Morphismen f, g gelie-
fert. Fiir die globalen Schnitte mit kompaktem Triager behalten wir jedoch die
Notationen I'y und RI'y bei und verzichten darauf, diese Funktoren in I'(y) und T’

umzubenennen.

Lemma 5.1.16. Gegeben f : X — Y les ist eine abelsche Garbe F € Ab,x fu)-
quisrechtsentfaltet genau dann, wenn ihre Restriktion auf jede Faser 1'\-quisrechtsentfaltet
ist.

Beweis. Lokal eigentlicher Basiswechsel 4.1.16 liefert natiirliche Isomorphismen
(foyF)y — Ii(F|X,) fir alle y € Y mit der Notation X, := f~!(y) fiir die
Faser. Um die hoheren Derivierten von f1) zu berechnen, diirfen wir eine belie-
bige kompaktweiche Auflosung nehmen. Deren Restriktion auf X, ist aber eine
kompaktweiche und damit I'-entfaltete Auflosung von F|.X,,. So erhalten wir na-
tiirliche Isomorphismen (R?f()F), = R'/(F|X,) und unser Lemma folgt aus
der Erkenntnis, daf} eine abelsche Garbe genau dann Null ist, wenn alle ihre Hal-
me verschwinden. [

5.1.17 (Derivierter Eigvorschub fiir Modulgarben). Alles in diesem Abschnitt
Gesagte gilt genauso fiir Modulgarben, da diese abelsche Kategorie nach 1.3.13
genug Injektive besitzt und da diese auch welk sind. Wir erhalten so die folgenden
Verallgemeinerungen.
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Korollar 5.1.18 (Halbseitig derivierte Garbeneigopkofaserung). Der Funktor

Der ' := Hot™ (Ab — Ger'™

! !
er// Gerles // Gerles )qjs

ist eine Kofaserung und jeder fiir Hot_(Ab!// Gogles) — Ger'™ kokartesische Mor-
phismus, der von einem Komplex schwach kompaktweicher abelscher Garben aus-
geht, bleibt kokartesisch in der Lokalisierung. Fiir jeden geringten Raum X ist
weiter der natiirliche Funktor ein Isomorphismus Der™ (Ab/x) = Der/ﬂ( IWi-
schen der Lokalisierung der Faser und der Faser der Lokalisierung.

les

5.1.19. Einen Morphismus geringter Riume nennen wir einen les-Morphismus,
wenn die zugrundeliegende stetige Abbildung eine les-Abbildung ist, und einen
lesb-Morphismus, wenn zusitzlich der Eigvorschub von Modulgarben beschrink-
te homologische Dimension hat. Ist die einem Morphismus geringter Rdume zu-
grundeliegende stetig Abbildung lesb, so ist er ein lesb-Morphismus, aber das
Umgekehrte gilt im allgemeinen nicht.

Korollar 5.1.20 (Derivierte Garbeneigopkofaserung). Der Funktor

Der!// Gerlesb := Hot (Ab'// Gerlesb)qis — GerleSb

ist eine Kofaserung und jeder fiir Hot(Ab!// Goglesh) — Ger'® kokartesische Mor-
phismus, der von einem Komplex schwach kompaktweicher Garben ausgeht, hat
als Bild einen kokartesischen Morphismus der lokalisierten Kofaserung. Fiir jeden
geringten Raum X ist dariiberhinaus der natiirliche Funktor ein Isomorphismus
Der(Ab,x) = Der!//  zwischen der Lokalisierung der Faser und der Faser der
Lokalisierung.

5.1.21 (Derivierter Eigvorschub und Vergessen der Skalare). Jeder Morphis-
mus (X, A) — (Y, B) von geringten Rdumen paft in ein kommutatives Diagramm

(X, 4) — (V.B)
1 1
(X,Zx) — (Y,Zy)

Die durch die Identifikationen unserer derivierten Modulgarbeneigkofaserung ge-
gebenen Isomorphismen zwischen den Eigvorschiiben von oben links nach unten
rechts auf beiden moglichen Wegen prizisieren die Erkenntnis, daf salopp gespro-
chen der derivierte Eigvorschub von Modulgarben ,,derselbe‘ ist wie der derivierte
Eigvorschub der zugrundeliegenden abelschen Garben.
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Ubungen

Ubung 5.1.22. Seien f : X — Y eine eigentliche Abbildung lokal kompakter
Hausdorffraume und ¢ : G — F ein Komorphismus abelscher Garben dariiber
alias ein Morphismus f*¢G — F und a : X — top sowie b : Y — top die
konstanten Abbildungen. Die Einheit der Adjunktion G — f, f*G induziert dann
einen Morphismus

bG = bf.f'G=bhHfCG=af'G—aF

und so einen Morphismus H{ (Y; G) — H{(X; F). Man zeige, da er genau unser
eigentlicher Riickzug auf der kompakten Garbenkohomologie aus [TG] 4.9.3 ist.

Ubung 5.1.23. Gegeben j : X — Y eine offene Einbettung induziert unsere Ad-
junktion (jqy, j (*)) exakter Funktoren nach [TD] 3.4.15 eine Adjunktion (ji, j*)
der zugehorigen derivierten Funktoren. Sind hier X, Y lokal kompakte Haus-
dorffriume und bezeichnet ¢ : Y — top die konstante Abbildung, so liefert
fir G € Ab/y die Einheit der Adjunktion j,j*G — G unter H% Morphismen
HY(X;G) — H{(Y;G). Man zeige, daf sie genau unsere Ausdehnung durch Null
auf der kompakten Garbenkohomologie aus [TG] 4.9.7 sind.

Ubung 5.1.24. Gegeben ein U @ X ein offene Teilmenge eines lokal kompakten
Hausdorffraums und 7 € Ab,x kompaktweich ist auch 7, x € Ab,x kompakt-
weich. Hinweis: Man iiberzeuge sich explizit, da F |y kompaktweich ist, und
verwende 5.1.13.

5.2 Ausgezeichnete Dreiecke zu offener Teilmenge

5.2.1. Ich verwende im folgenden wie vereinbart runde Klammern um Indizes
« und ! als Notation fiir die underivierten Versionen unserer iiblichen Funkto-
ren. Gegeben eine offene Einbettung 7 : U — X erinnern wir aus [TG] 4.9.9,
[TG] 4.3.13 die adjungierten Funktoren (j), j*), ju)) zu j® : Ab,x — Ab/y.
Hier sind die Ausdehnung j) durch Null und der Riickzug §*) exakt und der
Vorschub j(,) ist zumindest linksexakt. Gegeben eine abgeschlossene Einbettung
1 : Z — X erinnern wir aus [TG] 4.3.13, [TG] 6.4.14 auch die adjungierten Funk-
toren (z'(*), i(%)5 i(!)) zu iy : Ab;; — Ab,x. Hier sind der Vorschub i,y und der
Riickzug i*) exakt und der Funktor (" ist zumindest linksexakt. Nach [TD] ?? ist
jeder linksexakte Funktor Ab,x — B auf jedem Objekt zahm rechtsderivierbar.
Mit der Notation f' fiir den Rechtsadjungierten von f;, wann immer denn so ein
Rechtsadjungierter existiert, und speziell i' := Ri(") erhalten wir nach [TD] 3.2.27
Tripel adjungierter triangulierter Funktoren

(j!a] :j*aj*) und (i*,i*:ig,l)
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zwischen den entsprechenden derivierten Kategorien Der(Ab ), Der(Ab,x) und
Der(Ab/Z) .

Proposition 5.2.2 (Gysin-Sequenzen). Seien F € Der(Ab, x) ein Komplex abel-
scher Garben auf einem Raum X und i : Z — X die Einbettung einer abge-
schlossenen Teilmenge sowie j : U — X die Einbettung ihres offenen Komple-
ments. So lassen sich die Einheit und Koeinheit der jeweiligen Adjunktionen auf
genau eine Weise durch Morphismen vom Grad Eins ergdnzen zu ausgezeichneten

Dreiecken
i F = F = i F =1
Wi'lF = F = §Jg°F — (1

Beweis. Offensichtlich liefern fiir jede abelsche Garbe F € Ab,x die Koeinheit
und Einheit der entsprechenden Adjunktionen eine kurze exakte Sequenz

j(;)j(!)f — F —» i(*)i(*)f

Betrachten wir diese kurzen exakten Sequenzen fiir Komplexe von Garben und
beachten, da3 unsere Funktoren soweit alle exakt sind, so erhalten wir mit [TD]
2.6.4 fur alle F € Der(Ab,x) ein ausgezeichnetes Dreieck

i F s FoirFY

in Der(Ab,x). Der dritte Pfeil ,:*F — jij'F[1] wird hier nach [TD] 2.2.14 be-
reits durch die beiden anderen festgelegt, da Basiswechsel :*j; = 0 zeigt und mit
einer Adjunktion Der, x (jij' F[1],4,4*F) = 0 folgt. Damit ist das erste Dreieck
hergeleitet. Offensichtlich liefern fiir jede abelsche Garbe F € Ab,x die Koein-
heit und Einheit der entsprechenden Adjunktionen auch eine linksexakte Sequenz

imiVF — F = juiF

Man erkennt leicht, daf sie fiir welkes und insbesondere fiir injektives J sogar
exakt ist und folgert dann genau wie zuvor die Existenz und Eindeutigkeit des
zweiten Dreiecks aus der Existenz von Quisrechtsentfaltungen durch Komplexe
aus injektiven Garben nach [TD] ??. O

Ubungen

Ubung 5.2.3. Seien F € Ab,x eine abelsche Garbe auf einem Raum X und
t : Z — X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und j : U — X
die Einbettung ihres offenen Komplements. Bezeichne c die jeweiligen konstan-
ten Abbildungen auf den einpunktigen Raum und identifizieren abelsche Garben
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auf dem einpunktigen Raum mit abelschen Gruppen. Die offensichtliche Isotrans-
formation c(*)i(!) = I'y induziert vermittels [TG] 6.4.25 und ?? durch welke
Auflosung einen wohlbestimmten Isomorphismus

Hici'F = H (X F)

Man zeige, wie darunter zusammen mit einigen weiteren Identifikationen die lan-
ge exakte Kohomologiesequenz des ausgezeichneten Dreiecks c,iyi' F — ¢, F —
c.Jxj* F—[1] der langen exakten Sequenz der lokalen Kohomologie [TG] 4.4.9
entspricht.

5.3 Riickzug-Eigvorschub-Formalismus

Definition 5.3.1. Ein Kategorienwinkel ist eine Menge von Objekten % mit drei
Strukturen als Kategorie, deren Morphismenmengen wir #'(X,Y), %(X,Y)
und %°(X,Y’) notieren, sowie einer Erweiterung der Identitdt auf den Objekten

zu treuen Funktoren
%e
Al B

Die Elemente dieser Morphismenmengen nennen wir T-Morphismen oder kurz
Morphismen, ;-Morphismen oder Eigmorphismen und e-Morphismen oder ei-
gentliche Morphismen.

Definition 5.3.2. Ein Quadrat in einem Kategorienwinkel ist ein Datum aus Ob-
jekten und Morphismen (XY, Z, W, f. g, p,q) mit Objekten und Morphismen
wie im Diagramm

WX
| I
y v
AR

mit f, g € % und p,q € %'. Wir notieren auch im weiteren vielfach {-Morphis-
men durch gepunktelte Pfeile, j-Morphismen durch gestrichelte Pfeile und e-Mor-
phismen durch durchgezogene Pfeile. Wir verwenden die durch das Diagramm
erzeugte Anschauung im weiteren in unserer Terminologie, indem wir etwa von
der ,,rechten vertikalen Kante eines Quadrats und dergleichen reden. Eine Regu-
lierung eines Kategorienwinkels ist die Vorgabe einer Menge von Quadraten, die
stabil ist unter dem Verkleben lidngs gleicher horizontaler oder vertikaler Kanten.

Beispiel 5.3.3. Gegeben # O %' O #° eine Kategorie mit Unterkategorien, die
alle Objekte enthalten, erhalten wir mit Bt = P einen Kategorienwinkel. Darin
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bilden sowohl alle kartesischen Quadrate als auch alle kommutativen Quadrate
eine Regulierung. Wir nennen sie die kartesische beziehungsweise die kommu-
tative Regulierung.

Definition 5.3.4. Ein Winkelfunktor von Kategorienwinkeln ist eine Abbildung
auf den Objekten F' : ¢ — 2 zusammen mit Abbildungen auf den Morphismen
CN(X,)Y)— BN (FX,FY)und ¢1(X,Y) — % (FX, FY), die jeweils Funkto-
ren sind und die zu demselben Funktor €°(X,Y) — #°(F X, FY') einschrinken.
Wir nennen den ersten Funktor den {-Funktor, den zweiten den j-Funktor und
den dritten den e-Funktor unseres Winkelfunktors.

5.3.5. Gegeben ein Winkelfunktor 4" — % bilden die Quadrate von % iiber einem
vorgegebenen Quadrat der Basis Z eine Kategorie mit solchen Viertupeln von
Morphismen iiber den Identitdten in den Ecken als Morphismen, die kommutative
Quadrate lidngs jeder Kante liefern.

Definition 5.3.6. Eine Winkelfaserung ist ein Winkelfunktor F' derart, da3 der
t-Funktor von F’ eine Faserung ist, der j-Funktor von F' eine Kofaserung und daf}
iber einem e-Morphismus der Basis jeder {-Morphismus und jeder j-Morphismus
auf den Fasern wieder ein e-Morphismus ist. Den Riickzug 14angs eines {-Morphis-
mus p notieren wir p', den Vorschub lings eines j-Morphismus f notieren wir .

Beispiel 5.3.7. Jede Bifaserung ¢ — 4 liefert eine Winkelfaserung in offensicht-
licher Weise.

Beispiel 5.3.8. Uber dem Kategorienwinkel zu Top D Top® D Top™ ist der
Kategorienwinkel zu Ab ., D Ab!//Tops D Ab!//Topes eine Winkelfaserung nach
[TG] 6.4.9 mit der Notation Top® fiir die eigentlichen separierten Abbildungen
von topologischen Riumen. In diesem Fall sind die Fasern opponierte Kategorien
abelscher Garben und wir haben p' = (p*)°PP und f, = (fi)°PP.

Definition 5.3.9. Gegeben eine Winkelfaserung 4 — & iiber einer regulierten
Basis % nennen wir die Quadrate der Regulierung der Basis Basisquadrate und
die Quadrate mit kartesischen Horizontalen in der Faser %, die tiber Basisquadra-
ten liegen, Riickholquadrate. Unter einer Priverflechtung verstehen wir eine
Regulierung des Kategorienwinkels 4 durch ausgewihlte Riickholquadrate, die
Verflechtungsquadrate, so daf} die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Uber einem Basisquadrat mit e-Morphismen auf zwei gegeniiberliegenden
Kanten sind alle kommutativen Riickholquadrate von ¢ Verflechtungsqua-
drate;

2. Uber jedem Basisquadrat kann jedes partielle Quadrat von % mit t-kartesi-
schen Horizontalen, dem nur die linke Vertikale fehlt, auf genau eine Weise
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zu einem Verflechtungsquadrat ergédnzt werden. Wir sagen dann, die so er-
ginzte linke Vertikale entstehe durch Zuriickholen der rechten Vertikale
iiber dem vorgegebenen Basisquadrat.

5.3.10. Eine priverflochtene Winkelfaserung ist eine Winkelfaserung iiber einer
regulierten Basis mit einer Priverflechtung. Wenn wir die Regulierung der Basis
nicht anderweitig spezifizieren, ist meist die kartesische Regulierung gemeint.

5.3.11. Ein Riickholquadrat nennen wir voll kokartesisch, wenn seine beiden
Vertikalen kokartesisch sind. Eine Praverflechtung einer Winkelfaserung tiber ei-
ner regulierten Basis nennen wir eine Verflechtung, wenn jedes Verflechtungs-
quadrat mit kokartesischer rechter Vertikale voll kokartesisch ist, wenn also in
anderen Worten das Zuriickholen kokartesische Vertikalen zu kokartesischen Ver-
tikalen macht.

Beispiel 5.3.12. In der Winkelfaserung zu einer Bifaserung 4 — 2 bilden die
kommutativen Riickholquadrate von % eine Priverflechtung iiber der durch die
kommutativen Quadrate regulierten Basis.

Beispiel 5.3.13 (Abelsche Garben auf diskreten Ridumen). In der Winkelfase-
rung zur Garbenopkofaserung auf Mengen mit der diskreten Topologie Ab jg,s —
Ens ist die Priverflechtung durch kommutative Riickholquadrate eine Verflech-
tung tiber der durch die kartesischen Quadrate regulierten Basis. Genauer sind Ob-
jekte der Faser iiber einer Menge I Familien M = (M;);c; € Ab; von abelschen
Gruppen. Gegeben eine weitere Familie L = (L;),c; von abelschen Gruppen iiber
einer weiteren Menge .J und eine Abbildung f : I — J ist ein Opkomorphismus
Y € Aby¢(M, L) tiber f eine Familie von Gruppenhomomorphismen

(V5 Lyy = Mi)ier

Unser Opkomorphismus ) ist kartesisch genau dann, wenn alle v; Isomorphis-
men sind. Er ist kokartesisch genau dann, wenn die ¢; fiir alle j € J Isomor-
phismen L; = [] Fi)=j M; induzieren. Man erkennt unmittelbar, dal in dieser
Situation alle Verflechtungsquadrate mit kokartesischer Ausgangskante iiber ei-
nem kartesischen Quadrat der Basis voll kokartesisch sind.

les

Beispiel 5.3.14. Uber dem Kategorienwinkel zu Top D Top'® O Top® mit seiner
kartesischen Regulierung bilden die kommutativen Riickholquadrate in der Win-
kelfaserung durch Ab o, D Ab' D Ab!//Topes nach 4.1.16 eine Verflechtung.

T : // Top'c*
Wir notieren diese verflochtene Winkelfaserung

(Abjrop —= Top D Top'™ 4= Ab) e, Top™ )

Im Fall diskreter Rdume erlauben wir in dieser Winkelfaserung nur noch eigent-
liche Opkomorphismen auf den Fasern als j-Morphismen und so ein eigentlicher
Opkomorphismus ist eigkokartesisch genau dann, wenn die v); fiir alle j € J
Isomorphismen L; = € F)=j M; induzieren.

113



5.3.15 (Kommutativitit durch Priverflechtung). Gegeben eine priverflochte-
ne Winkelfaserung sind die Verflechtungsquadrate iiber einem Basisquadrat mit
e-Morphismen auf gegeniiberliegenden horizontalen beziehungsweise vertikalen
Kanten genau die kommutativen Riickholquadrate. In der Tat sind diese Quadrate
nach Annahme Verflechtungsquadrate und die Forderung der eindeutigen Ergéinz-
barkeit zeigt dann, daf3 es iiber besagten Basisquadraten nicht noch mehr Verflech-
tungsquadrate geben kann.

5.3.16 (Funktorialitit von Verflechtungsquadraten). Gegeben eine priaverfloch-
tene Winkelfaserung 148t sich jeder Morphismus zwischen den rechten Vertikalen
zweiler Verflechtungsquadrate iiber einem vorgegebenen Basisquadrat auf genau
eine Weise zu einem Morphismus zwischen den beiden Verflechtungsquadraten
fortsetzen. Um das einzusehen, betrachten wir das Diagramm

| \ / |
el
! !
1 o :
! \ v |
\ H Qg |
1 / \ I
v y

Beide Quadrate sind Verflechtungsquadrate nach Annahme. Die durchgezogenen
Pfeile stellen Morphismen {iber Identititen der Basis dar. Das rechte FG-Trapez
ist kommutativ nach Annahme und stellt unseren Morphismus zwischen den rech-
ten Vertikalen dar. Das obere £F-Trapez wird durch genau einen Morphismus
& — &' kommutativ gemacht, da nach Annahme & — JF’ kartesisch ist. Das
untere HG-Trapez wird durch genau einen Morphismus H — H’ kommutativ ge-
macht, da nach Annahme H’ — G’ kartesisch ist. Es bleibt zu zeigen, da3 dann
auch das rechte £H-Trapez kommutiert. Nach der Charakterisierung von Ver-
flechtungsquadraten durch Kommutativitét 5.3.15 sind aber das obere £ F-Trapez
und das untere HG-Trapez beide Verflechtungsquadrate. Aufgrund der Verkleb-
barkeit von Verflechtungsquadraten sind dann auch das Teildiagramm mit den
vertikalen Kanten ((EHH'), (FGG')) sowie das Teildiagramm mit den vertikalen
Kanten ((E€'H'), (FF'G’)) Verflechtungsquadrate. Aus der Gleichheit der rech-
ten Vertikalen folgt dann mit der Eindeutigkeit der Ergiinzung die Gleichheit der
zuriickgeholten Vertikalen und so die Kommutativitit im rechten £H-Trapez.

5.3.17. Gegeben eine priaverflochtene Winkelfaserung gibt es fiir jedes Basisqua-
drat und jedes Objekt F in der Faser iiber der oberen rechten Ecke wie im Dia-
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gramm

Wt X ¢F =T
o | |
| | v |
g: :f g;qTJ—" :
| | |
| | l |
v, ”
z "y PIF - fF

genau einen Morphismus g,q'F — p'f,F in der Faser iiber Z derart, daB8 das
rechte Quadrat mit Transportmorphismen von Riickzug und Eigvorschub als allen
anderen Morphismen ein Verflechtungsquadrat wird. Diese Morphismen bilden
sogar in ihrer Gesamtheit eine Transformation

vi : g;qT :>pr;

Wir nennen sie den eigentlichen Basiswechsel unserer priaverflochtenen Win-
kelfaserung und notieren sie vf wie ,,Verflechtung®. Sind f, g beide e-Morphis-
men, so stimmt der eigentliche Basiswechsel nach der Charakterisierung von Ver-
flechtungsquadraten durch Kommutativitit mit dem allgemeinen Basiswechsel
[TG] 6.3.11 der Faserung ¢'" — £ iiberein. Sind p, ¢ beide e-Morphismen, so
stimmt er aus demselben Grund mit dem allgemeinen Basiswechsel der Kofase-
rung €' — %' iiberein. In einer verflochtenen Winkelfaserung sind per definitio-
nem alle eigentlichen Basiswechsel Isomorphismen.

5.3.18 (Transformation vom Vorschub zum Eigvorschub). Gegeben sei eine
praverflochtene Kategorienfaserung 4 — % iiber dem Kategorienwinkel zu ei-
nem Tripel # D %' D %° wie in 5.3.3 mit seiner kartesischen Regulierung. Sei
f X — Y ein ;-Morphismus der Basis derart, da} das Faserprodukt X x, X
existiert und die Diagonale A = Ay : X — X Xy X ein e-Morphismus ist und
die Projektionen X xy X — X auch j-Morphismen. Dann erhalten wir mit

X xy X -7 X
| |

pra | I f
\ f A
Xt >Y

als Basisquadrat und mit der Notation Id fiir den Identitéitsfunktor eine Transfor-
mation Id = f7f; als die Komposition

Id =Tdold = id. id" = pry, A A prl = pry, prl = fIf.

mit der Adjunktion (A, AT) fiir den e-Morphismus A und eigentlichem Basis-
wechsel 5.3.17. Besitzt fT sogar einen Linksadjungierten f;, so erhalten wir auf
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diese Weise eine natiirliche Transformation f; = f,. Sie entspricht einer Trans-
formation

= [

von Funktoren der opponierten Fasern, mit denen wir es in den Anwendungen
meist zu tun haben. Ist zusitzlich f selbst ein e-Morphismus, so ist diese Trans-
formation nach [TG] 6.3.17 und [TG] 6.3.15 die Identitit auf dem Vorschub.

5.4 Lokalisierung priverflochtener Winkelfaserungen

5.4.1. Seien € — % eine Winkelfaserung und S ein faserweises Oresystem in
% . Besitzt die Faserung 7 — %' eine S-Rechtsanpassung und die Kofase-
rung €' — A eine S-Linksanpassung, so fiihrt Lokalisieren zu einer weiteren
Winkelfaserung S™'4 — 2 mit den durch 2.4.10 gegebenen Isomorphismen
(STYET) e & S A6 = (S7LET) 5. zwischen Lokalisierung der Einschriinkung
und Einschriankung der Lokalisierung. Bezeichne () im folgenden alle Lokalisie-
rungsfunktoren. Ist € — 2 eine priverflochtene Winkelfaserung, so nennen wir
ein Verflechtungsquadrat

Wole X g nF
| I | |
gl | £ [ [
\ » \ A A
Z Py Hoo=G

in ¢ lokalisierbar, wenn QF — (G kokartesisch ist fiir () f, und F rechts-
entfaltet fiir Qq¢' und G rechtsentfaltet fiir Qp'. Die zu Bildern lokalisierbarer
Verflechtungsquadrate isomorphen Quadrate von S~1% nennen wir die naiven
Verflechtungsquadrate der lokalisierten Winkelfaserung.

5.4.2. Gegeben eine Winkelfaserung 4 — % und ein faserweises Oresystem S in
¢ verstehen wir unter einer Rechts-Links-Anpassung ein Paar (%, Z’) aus einer
S-Rechtsanpassung % der Faserung 47 — %' und einer S-Linksanpassung .&
der Kofaserung ¢ — #' derart, dal} gilt:

1. Zu jedem Objekt in & gibt es einen S-Morphismus von einem Objekt in
HXNZL;

2. Zu jedem Morphismus ¢ : W — X der Basis und jedem Objekt F € €x
gibt es S-Morphismen F < F, — Fy, mit F, € Ly und ¢'F < ¢'F, in S
und fJ“ € Zx N Lx.

Vorschau 5.4.3 (Rechtslinksanpassung fiir abelsche Garben). Im Kontext von
derivierten Kategorien abelscher Garben konnen wir als % alle Garbenkomplexe
nehmen und als . alle Komplexe von kompaktweichen Garben. Mogliche F <
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F. kann man dann mithilfe der Godement-Auflésung erhalten, genauer mit den
dadurch in den opponierten Kategorien erhaltenen Morphismen.

Vorschau 5.4.4 (Rechtslinksanpassung fiir Modulgarben). Im Kontext von de-
rivierten Kategorien von Modulgarben konnen wir als # alle quisflachen Gar-
benkomplexe nehmen und als .# alle Komplexe von kompaktweichen Garben.
Mogliche F < F, — F;, kann man wieder mithilfe der Godement-Auflésung
erhalten, genauer mit den dadurch in den opponierten Kategorien erhaltenen Mor-
phismen, wie in 5.5.8 ausgefiihrt wird.

Satz 5.4.5 (Lokalisieren einer priverflochtenen Winkelfaserung). Gibt es fiir
eine prdverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen gesdttigten Oresystem
eine Rechtslinksanpassung und sind alle naiven Verflechtungsquadrate voll kokar-
tesisch, so existiert genau eine Verflechtung der lokalisierten Winkelfaserung, die
alle naiven Verflechtungsquadrate enthdilt.

5.4.6. Der Beweis zeigt dariiberhinaus, daf3 die Aussage des Satzes bereits folgt,
wenn wir nur von einer Teilmenge der Basisquadrate, aus denen wir alle Basis-
quadrate unserer Regulierung durch Verkleben erhalten konnen, annehmen, daf3
alle naiven Verflechtungsquadrate iiber Basisquadraten dieser Teilmenge voll ko-
kartesisch sind.

Beweis. Der Beweis fiillt den Rest dieses Abschnitts. Nach 5.4.8 reicht es zu zei-
gen, daf die naiven Verflechtungsquadrate eine kokartesische Teilverflechtung im
Sinne von 5.4.7 bilden. Die von einer kokartesischen Teilverflechtung geforderte
Fortsetzbarkeit partieller Quadrate zeigen wir in 5.4.9. Die geforderten Verkleb-
barkeiten zeigen wir in 5.4.13 und 5.4.15. DaB} die bei einer kokartesischen Teil-
verflechtung geforderten kommutativen Quadrate tatsdachlich naive Verflechtungs-
quadrate sind, bemerken wir in 5.4.12. Die von einer kokartesischen Teilverflech-
tung geforderte Funktorialititseigenschaft schlieBlich zeigen wir in 5.4.11. 0

5.4.7. Gegeben eine Winkelfaserung 4 — & iiber einer regulierten Basis verste-
hen wir unter einer kokartesischen Teilverflechtung eine Regulierung K von ¢
durch voll kokartesische Riickholquadrate mit den folgenden Eigenschaften:

1. Uber jedem Basisquadrat kann jedes partielle Quadrat von € mit f-karte-
sischen Horizontalen und j-kokartesischer rechter Vertikale, dem nur die
linke Vertikale fehlt, in K ergéinzt werden;

2. Uber jedem Basisquadrat kann jeder Morphismus in der Faser iiber der obe-
ren rechen Ecke zu einem Morphismus von Quadraten aus K fortgesetzt
werden;

3. K enthilt alle kommutativen Quadrate mit kartesischen Horizontalen und
kokartesischen Vertikalen iiber Basisquadraten mit zwei parallelen e-Kanten.
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Lemma 5.4.8 (Verflechtung zu kokartesischer Teilverflechtung). Gegeben ei-
ne Winkelfaserung iiber einer regulierten Basis gibt es zu jeder kokartesischen
Teilverflechtung genau eine Verflechtung, die sie umfafit.

Beweis. Bezeichne K unsere kokartesische Teilverflechtung. Zu jeder Erweite-
rung von K zu einer Verflechtung miissen alle Riickholquadrate gehdren, die wir
erhalten, indem wir an ein Riickholquadrat unserer Teilverflechtung ein kommu-
tatives Quadrat mit kartesischen Horizontalen und Vertikalen tiber Identitidten in
der Basis unten ankleben. In der Menge V' von Quadraten, die wir auf diese Wei-
se erhalten, 146t sich aber bereits jedes partielle Quadrat mit kartesischen Hori-
zontalen iiber einem vorgegebenen Basisquadrat vervollstindigen. Also gibt es
hochstens eine Erweiterung von K zu einer Verflechtung, ndmlich die hier be-
schriebene Menge 1V von Quadraten. Um zu zeigen, da3 V' auch tatsdchlich eine
Verflechtung ist, miissen wir unsere Bedingungen priifen. Dall V' die Bedingungen
der ,.eindeutigen Ergédnzbarkeit* und der ,.eigentlichen Kommutativitit* erfiillt,
scheint mir offensichtlich. Dal V' stabil ist unter dem Verkleben lidngs vertikaler
Kanten scheint mir ebenso offensichtlich. Dall V' auch stabil ist unter dem Verkle-
ben ldngs horizontaler Kanten folgt schlieBlich aus der Funktorialititsannahme in
unseren Forderungen an eine kokartesische Teilverflechtung. [

5.4.9 (Existenz ausreichend vieler naiver Verflechtungsquadrate). Gegeben
sei eine praverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen Oresystem .S. Gibt
es eine Rechtslinksanpassung, so besitzt iiber jedem Basisquadrat jedes partielle
Quadrat mit kartesischen Horizontalen der lokalisierten Winkelfaserung mit ko-
kartesischer rechter Vertikale eine Erweiterung zu einem naiven Verflechtungs-
quadrat. Das folgt, indem wir zu einer vorgegebenen oberen rechten Ecke ein
Objekt F € Zx N ZLx wihlen, dessen Bild QF isomorph ist zu unserer Aus-
gangsecke, und dazu ein lokalisierbares Verflechtungsquadrat der Gestalt

WX T
I I
| Y
g f ! LiF
|
| le
Y
7z sy HG

bilden mit f,F — G einem beliebigen S-Morphismus in ein Objekt G € Zy-.

Lemma 5.4.10. Gegeben seien eine priverflochtene Winkelfaserung mit einem
faserweisen Oresystem S. Gibt es eine Rechtslinksanpassung (%,.Z), so ist jedes
naive Verflechtungsquadrat der Lokalisierung isomorph zum Bild eines lokalisier-
baren Verflechtungsquadrats mit oberer rechter Ecke F € L.

118



Beweis. Wir argumentieren im Diagramm

G, o - F,
1 \ / I
Wt X | e -F
| |

gl ; | | ‘ |
p | \ Y |
Z‘>Y I H >g |
| |
\ / |

Y

\

Hier ist die Mitte ein lokalisierbares Verflechtungsquadrat und F, — F ein S-
Morphismus von einem Objekt von .y, der unter ¢ ein S-Morphismus bleibt.
DaB es so einen Morphismus gibt, war Teil unserer Annahmen. Damit ist auch der
durch die Kommutativitit des oberen Trapezes erkléirte Morphismus ¢'F, — &
ein S-Morphismus. Die durch unsere Priverflechtung gegebene linke Vertikale
stimmt nun iiberein mit der durch die Kommutativitit des linken Trapezes gege-
benen linken Vertikale. Die schrigen Pfeile liefern dann einen Morphismus von
lokalisierbaren Verflechtungsquadraten und in der Lokalisierung den gewiinschten

Isomorphismus von naiven Verflechtungsquadraten. [

Lemma 5.4.11 (Funktorialitiit naiver Verflechtungsquadrate). Gegeben seien
eine praverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen gesdittigten Oresystem
S. Gibt es eine Rechtslinksanpassung (%#,.L), so lift sich jeder Morphismus in
der lokalisierten Faserkategorie zwischen den oberen rechten Ecken naiver Ver-
flechtungsquadrate auf genau eine Weise zu einem Morphismus der ganzen Ver-
flechtungsquadrate fortsetzen.

Beweis. Es ist klar, daf sich unser Morphismus auf hdchstens eine Weise fort-
setzen 14Bt. Nach 5.4.10 diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, dafl unsere naiven Verflechtungsquadrate die Bilder lokalisierbarer Ver-
flechtungsquadrate mit oberer rechter Ecke in . sind. Wir argumentieren im Dia-
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gramm

. >F,
| \ / |
| |
W—Ls X : £ on F |
: | \ :
| Y
: : fF :
|
g f : | 1le\ |
[ \ G f ;__
| H """""" > iv o
|
| 3le 21Q
|
s ! plAd- > A 1Q
4 N
\i

Gegeben sind als innerstes und dulertes Rechteck jeweils ein lokalisierbares Ver-
flechtungsquadrat mit oberer rechter Ecke F, F, € Zx sowie, damit fangen wir
erst einmal an, ein Morphismus F, — F in %x. Nun bauen wir in mehreren
Schritten den Rest des Diagramms auf. Im ersten Schritt faktorisieren wir die
rechten Vertikalen unserer lokalisierbaren Verflechtungsquadrate in den Trans-
portmorphismus zum Eigvorschub und einen weiteren Morphismus. Da wir die
oberen rechten Ecken in %y angenommen hatten, werden diese weiteren Mor-
phismen unter () Isomorphismen, was wir durch () andeuten. Da wir S faserwei-
se gesittigt angenommen hatten, gehoren diese Morphismen nach [TD] 1.4.18
bereits zu S. Auflerdem finden wir einen eindeutigen Morphismus &£, — £ in
%w, der das obere Trapez zum Kommutieren bringt. Im zweiten Schritt finden
wir A € %y zusammen mit einem S-Morphismus G — A und einem %y-
Morphismus G, — A derart, da das Parallelogramm unten rechts kommutiert,
und konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sogar A € %y annehmen. Im
dritten Schritt ergidnzen wir zwei Pfeile links unten wie angedeutet so, da3 das
untere Rechteck und Trapez kommutieren. Der vertikale S-Morphismus kommt
von unserer Annahme A € %y her. Da das grofie innere Rechteck als Verkle-
bung auch ein Verflechtungsquadrat ist, muf3 das linke Trapez kommutieren. Da-
mit aber haben wir den gesuchten Morphismus von naiven Verflechtungsquadra-
ten gefunden. Beginnen wir hier mit einem S-Morphismus F, — F, so werden
alle durch durchgezogene Linien dargestellten Pfeile im obigen Diagramm S-
Morphismen und wir erhalten einen Isomorphismus von naiven Verflechtungsqua-
draten in der Lokalisierung. Betrachten wir schlieBlich zu einem (Qq'-entfalteten
Objekt F € Lx wie in 5.4.2 zwei S-Morphismen F < F, — F};, so konnen

|
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wir aus den bis hier bereits gezeigten Funktorialitdtseigenschaften folgern, daf je-
des naive Verflechtungsquadrat isomorph ist zum Bild in der Lokalisierung eines
lokalisierbaren Verflechtungsquadrats mit Ausgangsecke F € Zx N Zx. Ein be-
liebiger Morphismus F,, — F in Sy'%y von derartigen Objekten 14Bt sich aber
als Bruch 7, < F3 — F schreiben mit 3 € Zx und dann auch als Bruch
Fo = Fp, — Fmit Fg, € Zx N Lx und so folgt die Behauptung aus den bereits
bewiesenen Aussagen. [

5.4.12. Gegeben seien eine praverflochtene Winkelfaserung mit einem faserwei-
sen gesittigten Oresystem. Gibt es eine Rechtslinksanpassung, so ist iiber einem
Basisquadrat mit eigentlichen Morphismen auf zwei gegeniiberliegenden Kanten
jedes kommutative Quadrat kartesischen Horizontalen und kokartesischer rechter
Vertikale isomorph zu einem naiven Verflechtungsquadrat. In der Tat liefert 5.4.9
ein kommutierendes naives Verflechtungsquadrat mit isomorpher Ausgangsecke,
zu dem es aufgrund der Funktorialitit 5.4.11 isomorph sein muB.

Lemma 5.4.13 (Nebeneinanderkleben naiver Verflechtungsquadrate). Gege-
ben seien eine priverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen gesdittigten
Oresystem. Gibt es eine Rechtslinksanpassung (%#,.Z), so liefert das Verkleben
zweier naiver Verflechtungsquadrate der Lokalisierung ldngs einer gemeinsamen
vertikalen Kante stets wieder ein naives Verflechtungsquadrat.

5.4.14. Man bemerke, da} wir hier nur eine Aussage machen fiir den Fall, daf3 von
den beteiligten naiven Verflechtungsquadraten das rechte voll kokartesisch ist.

Beweis. Unser Argument fiir die Existenz ausreichend vieler naiver Verflech-
tungsquadrate 5.4.9 zeigt, da3 wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit anneh-
men diirfen, unser rechtes naives Verflechtungsquadrat sei Bild eines lokalisier-
baren Verflechtungsquadrats, das aus Objekten von % besteht. Damit folgt die
Behauptung aus der Funktorialitit naiver Verflechtungsquadrate 5.4.11. 0

Lemma 5.4.15 (Untereinanderkleben naiver Verflechtungsquadrate). Gege-
ben seien eine praverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen gesdittigten
Oresystem S. Gibt es eine Rechtslinksanpassung (%£,.L), so liefert das Verkleben
zweier voll kokartesischer naiver Verflechtungsquadrate der Lokalisierung lings
einer gemeinsamen horizontalen Kante wieder ein naives Verflechtungsquadrat.

Beweis. Um das zu zeigen, leiten wir eine alternative Beschreibung fiir voll kokar-
tesische naive Verflechtungsquadrate her. Sei dazu iiber der oberen Kante W — X
eines vorgegebenen Basisquadrats ein Morphismus £ — F von Objekten von .’
gegeben und sei Q€ — QF Kartesisch. Ist das nach der Funktorialitit naiver
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Verflechtungsquadrate 5.4.11 zugehorige naive Verflechtungsquadrat voll kokar-
tesisch, so ist es isomorph zum Bild in der Lokalisierung vom Rand des Dia-
gramms

mit dem rechten Quadrat aus unserer urspriinglichen Praverflechtung und dem lin-
ken Quadrat aus der universellen Eigenschaft des Eigvorschubs. Aus dieser Be-
scheibung und der Funktorialitit naiver Verflechtungsquadrate 5.4.11 folgt das
Lemma sofort. Im Rest des Beweises leiten wir sie her. Gegeben in 4 ein Mor-
phismus &, — F, iiber W — X mit denselben Eigenschaften, wie wir sie von
E,F und & — F gefordert hatten, sowie ein kommutatives Quadrat in 4 mit
S-Morphismen in den Vertikalen

Eo — F,

f

S f

Q

n

bilden wir das Diagramm

Y
: )
| / | T \\
\ \ \
N\ o N o N

und erkennen, daf} es einen Isomorphismus der entsprechenden Quadrate in der
Lokalisierung induziert. Jetzt finden wir von der Definition einer Rechtslinksan-
passung ausgehend eine Ergdnzung der oberen Horizontale von eben zu einem
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kommutativen Diagramm

mit den angedeuteten S-Morphismen, mit 7, &, &, € £ und mit Fy, € Z N 2.
Hier verwenden wir im ersten Schritt, daf3 S ein faserweises Oresystem ist, um G
und die beiden davon ausgehenden Morphismen zu finden, und ganz wesentlich
die Eigenschaft einer Rechtslinksanpassung, daB8 ¢' aus F «+ F, wieder einen
S-Morphismus macht, auch wenn diese Objekte nicht (Qq'-rechtsentfaltet sind.
Im zweiten Schritt finden wir einen S-Morphismus von einem Objekt £, € Ly
nach G aufgrund der Definition einer Linksanpassung. Im dritten Schritt erkennen
wir, da3 Q&, — QF;, Kkartesisch sein muB, also Q&, — QqT}}i ein Isomorphis-
mus wegen Fi, € %, also &, — ¢'F;, ein S-Morphismus wegen S faserweise
gesittigt. So kdnnen wir uns darauf zuriickziehen, die urspriingliche Behauptung
fir F € Zx N ZLx zu zeigen. Gilt nun aber F € Zx N Ly, so mul} der erste
horizontale Pfeil oben links unter () ein Isomorphismus werden und wir konnen
unser Diagramm ergéinzen zu einem Diagramm der Gestalt

mit G € #y. Dann muf}, wenn das naive Verflechtungsquadrat zur oberen rechten
Ecke Q)F voll kokartesisch ist, die mittlere Vertikale kokartesisch werden in der
Lokalisierung. Das hinwiederum zeigt, da auch der horizontale Morphismus un-
ten links in der Lokalisierung ein Isomorphismus werden muf}. So sehen wir, daf3
das obere lange horizontale Rechteck, das einhiillende Quadrat und das rechte lan-
ge vertikale Rechteck alle drei isomorphe Quadrate in der Lokalisierung liefern.
Das rechte lange vertikale Rechteck liefert per definitionem ein naives Verflech-
tungsquadrat und so folgt dasselbe fiir das obere lange horizontale Rechteck. [
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Beispiel 5.4.16 (Halbseitig beschrinkte derivierte Verflechtung). Unsere ver-
flochtene Winkelfaserung

(Ab JTop — Top D Top'® Ab!// Topes)

Toples 9

aus 5.3.14 mit der durch Kommutativitéit konstruierten Verflechtung liefert in of-
fensichtlicher Weise verflochtene Winkelfaserungen

(Hotﬁ(Ab JTop) — Top D Top'™ « Hotﬁ(Ab!// Toples ) Topes>

fiir ff eine jede unserer vier iiblichen Beschrinkungsbedingungen. Im Fall von
Hot™ konnen wir diese Winkelfaserung nach Quasiisomorphismen lokalisieren,
denn der Riickzug ist exakt und alle Garbenkomplexe bilden folglich eine Rechts-
anpassung & fiir den opponierten Riickzug, wohingegen wir fiir den Eigvorschub
die Linksanpassung . := Hot™ (skwAb 1) durch entsprechend beschrinkte
Komplexe schwach kompaktweicher Garben nach 5.1.3 zur Verfiigung haben. Um
eine Verflechtung der lokalisierten Winkelfaserung zu konstruieren, priifen wir die
Bedingungen von Satz 5.4.5. Sicher existiert eine Rechtslinksanpassung, nimlich
(%,.%). Wir miissen also nur noch zeigen, dal in unserer Situation alle naiven
Verflechtunsquadrate voll kokartesisch sind. Nach 5.4.10 reicht es zu zeigen, daf3
alle naiven Verflechtunsquadrate mit Ausgangsecke in .Z voll kokartesisch sind.
Es reicht also zu zeigen, dafl gegeben

WX
| I
y v
Z -ty

ein kartesisches Diagramm topologischer Raume mit les-Abbildungen f, g in den
Vertikalen und ein Komplex F € Hot™ (skwAb ) alias F € Hot™ (skwAb,x)
der Riickzug ¢*F ein g()-quisrechtsentfalteter Garbenkomplex ist, so dal das
entsprechende voll kokartesische Verflechtungsquadrat in Hot™ (Ab j1,,) aus der
oben beschriebenen Verflechtung voll kokartesisch bleibt in der Lokalisierung.
Nach 5.1.12 ist aber jede faserweise kompaktweiche abelsche Garbe bereits g)-
quisrechtsentfaltet fiir jede les-Abbildung g und fiir eine schwach kompaktweiche
abelsche Garbe F hat offensichtlich ihr Riickzug ¢* F diese Eigenschaft. Mithin
erhalten wir durch Lokalisieren mit 5.4.5 eine verflochtene Winkelfaserung

_
les « Der”

(Deri // Toples 9

JTop Top D Top

TopeS)

in Bezug auf die kartesische Regulierung der Basis.
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Beispiel 5.4.17 (Unbeschriinkte derivierte Verflechtung). Wir erhalten wie in
5.4.16 eine verflochtene Winkelfaserung

(Hot(Ab JTop) — Top D Top'™ + Hot(Ab!// Toplesb ) TopeSb>

und konnen sie wie zuvor nach Quasiisomorphismen lokalisieren, indem wir wie
zuvor die Rechtslinksanpassung (#,.%Z) beachten mit & allen Komplexen und
£ = Hot(skwAb 1p) der Linksanpassung durch Komplexe schwach kompakt-
weicher Garben nach 5.1.7. Der Ubergang zur Lokalisierung liefert dann wie zu-
vor eine verflochtene Winkelfaserung

lesb !

b
// Toplesb P s )

(Der j rop, = Top D Top®” <= Der Top

in Bezug auf die kartesische Regulierung der Basis.

5.5 Riickzug-Eigvorschub fiir Modulgarben

Vorschau 5.5.1. In der hier gegebenen Darstellung baut die Konstruktion von
Verflechtungen fiir Modulgarben auf der Erkenntnis auf, dal Godementauflésun-
gen halmweise spalten und folglich stets exakt bleiben unter dem Darantensorie-
ren weiterer Modulgarben. Diese Vertraglichkeit geigneter kompaktweicher Auf-
16sungen mit Flachheitseigenschaften liefert uns die Rechtslinksanpassungen, die
wir zum Lokalisieren der mehr oder weniger offensichtlichen priaverflochtenen
Winkelfaserungen auf den Homotopiekategorien benoétigen. Das wird im folgen-
den ausgefiihrt.

5.5.2. Sei F eine abelsche Garbe auf einem Raum X. Die Garbe der unsteti-
gen Schnitte von F ist die Garbe GF, die jeder offenen Teilmenge U © X das
Produkt der Halme von F an allen Punkten 2 € U zuordnet, in Formeln

A =[] 5

zelU

mit den offensichtlichen Restriktionsabbildungen. Wir haben einen kanonischen
Monomorphismus F — GJF gegeben durch s — (s, ).cp fiir s € F(U). Gleich-
bedeutend konnen wir die Identitiit als stetige Abbildung ¢ : X° — X von der
mit der diskreten Topologie versehenen Menge X in den topologischen Raum X
betrachten. Der kanonische Monomorphismus faktorisiert dann in die Einheit der
Adjunktion und einen Isomorphismus als 7 — 5(*)5(*)]: — GJF. Terminologisch
wire es richtiger, von der ,,Garbe der nicht notwendig stetigen Schnitte* zu reden,
aber so pedantisch will ich hier nicht sein. Analoges gilt fiir Garben von Moduln
tiber Garben von Ringen.

125



5.5.3. Die Schnitte unserer Garbe der unstetigen Schnitte G.JF sind nur iiber offe-
nen Teilmengen unstetige Schnitte in den étalen Raum der urspriinglichen Garbe.
Die Halme der Garbe der unstetigen Schnitte einer Garbe sind im allgemeinen
sehr viel groBer als die Halme der urspriinglichen Garbe.

5.5.4 (Halmweises Spalten des kanonischen Monomorphismus). Gegeben ei-
ne abelsche Garbe F oder allgemeiner eine Modulgarbe auf einem Raum X in-
duziert der kanonische Monomorphismus F — GJF spaltende Injektionen auf
allen Halmen. In der Tat liefert die entsprechende Projektion fiir xr € U © X
eine Faktorisierung F(U) — (GF)(U) — F, der Abbildung, die jedem Schnitt
von F iiber U seinen Halm bei « zuordnet, und diese Faktorisierungen sind ver-
triglich mit dem Ubergang zu kleineren offenen Umgebungen von x und liefern
im Kolimes die gewiinschte Spaltung.

5.5.5. Sei F eine abelsche Garbe auf einem topologischen Raum X oder allge-
meiner eine Modularbe auf einem geringten Raum. Die Godement-Auflosung
von F ist der exakte Komplex von abelschen Garben F —» GFS5GlF— ...,
den wir erhalten durch die Vorschrift

G'F = GF
G'F = G(cok(F — GF)) und dann induktiv
G'F = G(cok(G"2F — G'"'F)) fiiri > 2;

Jeder Morphismus von abelschen Garben F — F’ liefert in offensichtlicher Wei-
se einen Morphismus GF — GJF’ zwischen den zugehorigen Garben unsteti-
ger Schnitte und dann induktiv einen Morphismus von Komplexen von Garben
GYF — GYF'. Auf diese Weise wird das Bilden der Godementauflosung G ein
Funktor.

Lemma 5.5.6. Gegeben eine flache abelsche Garbe F besteht auch ihre Gode-
mentauflosung aus flachen abelschen Garben.

Beweis. Im Fall abelscher Gruppen ist flach dquivalent zu torsionsfrei und diese
Eigenschaft ist stabil unter Produkten und filtrierenden Kolimites. Daraus folgt,
dal mit einer abelschen Garbe F auch die Garbe ihrer unstetigen Schnitte GF
flache Halme hat. Da die von der Einbettung F — GJ auf den Halmen indu-
zierten Einbettungen F, < (GJF), samtlich spalten, hat auch der Kokern flache
Halme. Das Lemma folgt induktiv. 0

Lemma 5.5.7. Gegeben X ein geringter Raum und F € Ket(Ab,x) ein Komplex
von Modulgarben ist der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

F = GYF = tot GP(F7)
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in das Summentotal der Godementauflosungen der Eintrige unseres Garbenkom-
plexes. Dariiberhinaus ist der Abbildungskegel dieses Quasiisomorphismus quis-

flach.

Beweis. Erginzen wir den Doppelkomplex GP(F9) durch G~(F9) := F4, so er-
halten wir einen Doppelkomplex G- (F) mit exakten p-Teilkomplexen alias Zei-
len. Nach dem Exaktheitskriterium [TD] 3.7.3 und der Vertauschbarkeit der Halm-
bildung mit Koprodukten ist dann auch das Summentotal unseres Doppelkomple-
xes exakt und die erste Behauptung folgt. Die zweite Behauptung folgt ebenso,
wenn wir fiir jeden exakten Komplex £ von Modulgarben die Exaktheit des Sum-
mentotals des Tripelkomplexes der £” @ GP (F1) zeigen konnen. Wir zeigen das
sogar fiir einen beliebigen Komplex £ von Modulgarben. Die p-Teilkomplexe von
GP (F9) sind ja nicht nur exakt, sondern nach 5.5.4 sogar halmweise maximal
spaltend. Folglich sind auch in unserem Tripelkomplex die p-Teilkomplexe exakt.
Sie bleiben exakt beim Ubergang zum Summentotal in Bezug auf (r, ¢), da Ko-
produkte exakter Garbenkomplexe exakt sind. Der so entstehende Doppelkomplex
hat dann wieder exaktes Summentotal mit demselben Argument wie zuvor. 0

5.5.8 (Vorarbeiten zur Rechtslinksanpassung bei Garbenkomplexen). Fiir je-
den quisflachen Komplex £ von Modulgarben auf einem geringten Raum X lan-
det der Quasiisomorphismus £ — G<L, dessen Abbildungskegel ja nach 5.5.7
stets quisflach ist, wieder in einem quisflachen Komplex, der dazu noch aus kom-
paktweichen Modulgarben besteht. Fiir einen beliebigen Komplex F von Mo-
dulgarben schlieBllich finden wir nach 2.7.12 einen Quasiisomorphismus £ — F
von einem quisflachen Komplex £ nach F. Mit der Funktorialitit der Godement-
auflosung erhalten wir so ein kommutatives Diagramm aus Quasiisomorphismen

L - F
+ +
GL — GF

Hier stehen Komplexe kompaktweicher Garben in der unteren Horizontale und
die Vertikalen haben quisflachen Abbildungskegel. Insbesondere ist damit GL
auch quisflach und fiir jeden Morphismus ¢ : W — X von gekringten Raumen
ist mit ¢ F — ¢ G<F ein Quasiisomorphismus, da der Abbildungskegel von
F — G- F exakt und quisflach ist und folglich exakt bleibt unter ¢*).

5.5.9 (Rechtslinksanpassung bei halbseitig beschrinkten Komplexen). Fiir je-
den in Richtung gegen die Differentiale beschrinkten Komplex F € Kett von
Modulgarben auf einem geringten Raum endlicher Torsionsdimension finden wir
nach [TD] 3.6.4 oder genauer [TD] 3.6.5 einen Quasiisomorphismus £ — F
von einem Komplex £ € Ket™ von flachen Modulgarben nach F, der dann nach
[TD] 3.6.4 auch quisflach ist. Die Funktorialitdt der Godementauflosung liefert so
dasselbe Diagramm wie in 5.5.8 mit Komplexen aus Ket™.
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5.5.10 (Priaverflochtene Winkelfaserung der Modulgarbenkomplexe). Aus der
Faserung der Modulgarben auf geringten Rdumen Ab e, — Ger nach 1.3.8 er-
halten wir wie im Fall abelscher Garben aus 5.3.14 eine priverflochtene Winkel-

faserung

(Ab JGer — Ger D Ger'® Ab!//Gerlcs7 Geres)

mit der durch Kommutativitit konstruierten Priverflechtung. Sie liefert in offen-
sichtlicher Weise priverflochtene Winkelfaserungen

(Hotﬁ(Ab JGer) — Ger D Ger'™ Hotﬁ(Ab!// Gerles) Geres)

fiir § eine jede unserer vier iiblichen Beschrinkungsbedingungen. Als Regulierung
der Basis nehmen wir alle Quadrate, bei denen die zugrundeliegenden Quadrate
von topologischen Raumen kartesisch sind.

5.5.11 (Halbseitig beschrinkte verflochtene derivierte Modulgarben). Die in
5.5.10 diskutierte praverflochtene Winkelfaserung von halbseitig beschridnkten
Homotopiekomplexen opponierter Modulgarben aus Hot ™ 148t sich mit 5.4.5 nach
Quasiisomorphismen lokalisieren, wenn wir uns weiter einschrinken. In der hier
diskutierten Variante erlauben wir nur geringte Rdume endlicher Torsionsdimen-
sion und notieren diese volle Unterkategorie Gerte C Ger. Weiter erlauben wir
als j-Morphismen in der Basis nur solche Morphismen von geringten Rdumen
(X, A) — (Y,B), bei denen f : X — Y eine les-Abbildung ist und .4, flach als
Linksmodul iiber By, fiir alle x € X. Wir notieren Gerte'™! o Gerte®™' das mul-
tiplikative System dieser Morphismen beziehungsweise besagter Morphismen, die
zusitzlich eigentlich sind. So erhalten wir eine priaverflochtene Winkelfaserung

(Abjgere = Gerte D Gerte™! « Ab) ¢ e, Gerte™')

und eine entsprechend priverflochtene Winkelfaserung auf den Homotopiekate-
gorien. Als Regulierung der Basis wihlen wir fiir das weitere alle Basisquadrate

(W, D) "> (X, A)
| !
gl I f
¥ » v
(2.) ¥ - (v.B)
mit der Eigenschaft, da} die zugrundeliegenden topologischen Ridume ein kartesi-

sches Quadrat bilden und daf} die Multiplikation fiir alle w € T mit der Notation
v = fq = pg einen Isomorphismus von abelschen Gruppen

Co(w) BB,y Ag(w) = Do
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induziert. Diese Bedingung bedeutet im Fall gekringter Rdume, daf unser Quadrat
auch in Gek kartesisch ist, aber im Fall nichtkommutativer Koeffizienten bedeu-
tet sie etwas anderes. Wir behaupten nun, dal wir daraus mit Satz 5.4.5 durch
Lokalisierung nach Quasiisomorphismen eine verflochtene Winkelfaserung

1
lesf + Der!

esf
/ Gertelest? Gerte )

(Der/yGerte — Gerte D Gerte

erhalten. Zunéchst folgt aus unseren Vorarbeiten in 5.5.9, da3 die entsprechend be-
schrinkten quisflachen Komplexe zusammen mit den entsprechend beschrénkten
Komplexen schwach kompaktweicher Modulgarben eine Rechtslinksanpassung
bilden. Es bleibt damit nur noch zu zeigen, daf alle naiven Verflechtungsquadra-
te voll kokartesisch sind. Nun faktorisiert jeder Morphismus (X, A4) — (Y, B)
von geringten Raumen als (X, A) — (X, f*B) — (Y, B) und mit B hat auch
f*B endliche Torsionsdimension. Jedes Basisquadrat 146t sich mithin erhalten als
Verklebung der vier Basisquadrate

(W> D) - (W7 q*-A) q*> (X’ 'A)

| ! |

(W, g*C) — (W,v*B) —= (X, f*B)

) P

(Z,C) - (Z,p*B) — (Yv B)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Riickziige von
Ringgarben. Unter unseren Annahmen ist aber nach 5.4.13 und 5.4.15 die Men-
ge der voll kokartesischen naiven Verflechtungsquadrate stabil unter Verkleben.
Es reicht also fiir jedes unserer vier Basisquadrate zu zeigen, dal} jedes naive Ver-
flechtungsquadrat dariiber voll kokartesisch ist. Dabei konnen wir uns nach 5.4.11
zusitzlich auf den Fall beschrinken, dafl die Ausgangsecke in Z N .Z liegt, daf}
sie also ein quisflacher Komplex aus schwach kompaktweichen Modulgarben ist.
Im Basisquadrat oben rechts sind alle Riickziige und Eigvorschiibe exakt und die
offensichtliche Vertraglichkeit von Riickzug ohne Ringwechsel und Einschrinken
der operierenden Ringgarbe in der Kategorie der Modulgarben impliziert direkt,
daB jedes naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Im Basisquadrat un-
ten rechts ist offensichtlich jedes naive Verflechtungsquadrat mit Ausgangsecke
in .Z voll kokartesisch, denn dann ist die Ausgangsecke ein Komplex schwach
kompaktweicher Modulgarben und die Behauptung folgt aus dem bereits behan-
delten Fall abelscher Garben. Im Basisquadrat oben links folgt die Behauptung
aus der Flachheit von ¢* A tiber v* 5, die dazu fiihrt, dall quisflache Modulgarben-
komplexe zu quisflachen Modulgarbenkomplexen einschrianken, und aus unserer
Wahl der Regulierung. Im Basisquadrat unten links schlielich vereinfachen wir
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zunéchst einmal die Notation mit den mittlerweile frei gewordenen Buchstaben
A

ook

(¥,C) (Y, B)

fiir einen Morphismus B — C von Ringgarben auf Y. Es reicht nach 5.4.11 zu zei-
gen, daB fiir jeden quisflachen Komplex F in Hot™ von schwach kompaktweichen
opponierten Modulgarben auf X das zugehorige naive Verflechtungsquadrat voll
kokartesisch ist. Eigentlicher Basiswechsel zeigt, dal} es ausreicht, das im Fall ei-
nes einpunktigen Raums Y = top zu zeigen. Unsere Ringgarben darauf sind nun
schlicht Ringe B, C' mit einem Ringhomomorphismus B — C'und X ist ein lokal
kompakter Hausdorffraum und F ein quisflacher Komplex in Hot™ von kompakt-
weichen opponierten Modulgarben. Es reicht zu zeigen, dal in einem Diagramm
der Gestalt

|
v
f(!)g // f(!)-F
[ |
¥
CRpG e -G

mit & entfaltet fiir f) und G quisflach und Quasiisomorphismen als den mit S
markierten Pfeilen auch der durch die Priaverflechtung gegebene mit einem Frage-
zeichen markierte Pfeil ein Quasiisomorphismus ist. Er kann explizit beschrieben
als der Pfeil, der durch die Kommutativitit des linken Dreiecks und die universelle
Eigenschaft des Eigvorschubs von Homotopiekomplexen abelscher Garben gege-
ben wird. Wir zeigen allgemeiner, dal} er sogar fiir beliebige beschriankte Komple-
xe von B-Rechtsmoduln C* ein Quasiisomorphismus ist. Wenn das nun fiir einen
beschrinkten Komplex von B-Rechtsmoduln gilt, so sicher auch fiir jeden dazu
quasiisomorphen beschrinkten Komplex von B-Rechtsmoduln. Es reicht also, es
fiir jeden beschriankten Komplex von flachen B-Rechtsmoduln C* zu zeigen. In
diesem Fall sagt uns aber die Projektionsformel 4.4.2, dal C* ® g F bereits aus
kompaktweichen Garben besteht und der im folgenden Diagramm bereits mit ei-
ner Schlange markierte Pfeil ein Isomorphismus ist, so daB wir & = C* ®p F
nehmen konnen und unser Diagramm erweitern kénnen zu einem kommutativen
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Diagramm

C*®p F .IF
: |
A N A
f(g)(O* KB f) ——(C"®p f(x)fﬂf(!)./—"

J{? J{s s
C"®@pG=——=C"®pg g

Hier ist der mittlere vertikale Morphismus ein Quasiisomorphismus, da C* ein be-
schriankter Komplex flacher Rechtsmoduln ist, und so folgt schlieBlich, dal auch
der mit einem Fragezeichen bezeichnete Pfeil ein Quasiisomorphismus sein muf3.

5.5.12 (Unbeschriinkte verflochtene derivierte Modulgarben). Die in 5.5.10
diskutierte praverflochtene Winkelfaserung von unbeschrinkten Homotopiekom-
plexen opponierter Modulgarben 146t sich auch mit 5.4.5 nach Quasiisomorphis-
men lokalisieren, wenn wir uns entsprechend einschrinken. In der hier diskutier-
ten Variante erlauben wir beliebige geringte Rdume und fordern insbesondere
nicht die Endlichkeit der Torsionsdimension, lassen aber als j-Morphismen nur
solche Morphismen f : (X, A) — (Y, B) zu, fiir die A, stets ein flacher By(,)-
Modul ist und f : X — Y eine les-Abbildung und zusitzlich fy : Ab,x 4) —
Ab(y,5) von endlicher homologischer Dimension. Wir notieren diese Morphis-
men Ger'™" beziechungsweise Ger®", wenn sie zusitzlich eigentlich sind. Wir
erhalten mit diesen Notationen eine priaverflochtene Winkelfaserung

(Abjcer = Ger D Ger'™™ «— AD) 1w, Ger™" )

Wir versehen sie mit derselben Regulierung wie im halbseitig beschridnkten Fall
und behaupten nun fiir die zugehorige unbeschrinkte Homotopiekategorie, daf3
daraus mit Satz 5.4.5 durch Lokalisierung nach Quasiisomorphismen eine kokar-
tesisch verflochtene Winkelfaserung

lesbf esbf )

(Der Jcer — Ger D Ger — Der!//Gerlesbf, Ger

entsteht. Zunichst folgt aus unseren Vorarbeiten in 5.5.8, dal} die quisflachen
Komplexe zusammen mit den Komplexen schwach kompaktweicher Modulgar-
ben eine Rechtslinksanpassung bilden. Es bleibt damit nur noch zu zeigen, dal3
alle naiven Verflechtungsquadrate voll kokartesisch sind. Dazu koénnen wir ge-
nauso argumentieren wie im halbseitig beschrinkten Fall, nur dall wir fiir C* ei-
ne unbeschriankte flache Auflosung von C' zulassen miissen und diirfen, die aber
auch quisflach ist nach [TD] 3.8.8 und so den benétigten Quasiisomorphismus
C* ®@p foyF = C* ®p G liefert.
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5.6 Trennriickzug-Eigvorschub fiir Kringmodulgarben

Definition 5.6.1. Unter einer Trennaustauschsituation verstehen wir eine Vor-
gabe von Daten

(9 — AT DT 9, T°1)
bestehend aus einer Kategorie .77, der Basiskategorie oder Basis; darin zwei aus-
gezeichneten multiplikativen Systemen .7¢ C 71 C .7, die beide alle Isomor-
phismen enthalten; einer Trennkategorie ¢ und einer Trennfaserung ¢ — A
iiber der banalen Trennkategorie zu .7 ; einer Kofaserung ¢ — .71; sowie einem
Isomorphismus i : ¢1|.7°¢ = ¢|.7° von Kategorien iiber .7°. Meist fassen wir i
als eine Gleichheit auf und ignorieren es in der Notation.

5.6.2 (Trennaustauschsituation der Kringmodulgarben). Wir betrachten die
Trennfaserung Ab e — A Gek der Modulgarben iiber gekringten Rdumen nach
2.9.2. Als eigentliche Morphismen beziehugsweise Eigmorphismen in der Ba-
sis nehmen wir die Morphismen eigentliche separierte beziehungsweise lokal ei-
gentliche separierte Morphismen zwischen gekringten Rdumen und notieren diese
multiplikativen Systeme Gek®™ C Cek'™ C Gek. Als Kofaserung nehmen wir die

Eigopkofaserung Ab!//Gekles — Gek'™. So erhalten wir eine Trennaustauschsitua-
tion

(Abjge = Gek* D Gek'™ = Ab) ¢ e, Gek™ )

5.6.3 (Verflechtung von Trennaustauschsituationen). Gegeben eine Trennaus-
tauschsituation (¢ — A7 D I <« ¥, .7°) betrachten wir in der Familienka-
tegorie der banalen Trennkategorie der Basis die multiplikativen Systeme .7+ D
" > 7" der Tupel von Einsmorphismen aus .7 beziehungsweise .7¢ und in
den Fasern entsprechend die multiplikativen Systeme ¢¥* D ¢'i O ¢"1|.7". Die
Winkelfaserung der zugehorigen Kategorienwinkel notieren wir

(gk N y)\ ) g'u; — gui?9|\e)

und nennen sie die Familienwinkelfaserung unserer Trennaustauschsituation. Ei-
ne Priverflechtung beziehungsweise Verflechtung einer Trennaustauschsituati-
on erkldren wir als eine Priverflechtung beziehungsweise Verflechtung ihrer Fa-
milienwinkelfaserung in Bezug auf die kartesische Regulierung der Basis derart,
daB} das Vertupeln Verflechtungsquadrate zu Verflechtungsquadraten macht. Fei-
ner betrachten wir auch regulierte Verflechtungen von Trennaustauschsituatio-
nen in Bezug auf andere Regulierungen der Basis der Familienwinkelfaserung,
wobei wir aber immer fordern, da3 das Vertupeln Basisquadrate zu Basisquadaten
und Verflechtungsquadrate zu Verflechtungsquadraten macht.

Beispiel 5.6.4. Die kommutativen Riickholquadrate iiber kartesischen Quadraten
der Basis bilden eine Priverflechtung der Trennaustauschsituation

(Abjgex — AGek D Gek'™ « Ab‘//Gekles, Gek™ )
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In einem Spezialfall diskutiere ich das im Anschluf} in 5.7.4 ausfiihrlicher. Durch
Ubergang zu den Homotopiekomplexen erhalten wir daraus die priverflochte-
ne Trennaustauschsituation der Homotopiekomplexe von Modulgarben auf ge-
kringten Riumen

(Hot JGek — AGek D Gek!®™ HOt!//Geklesv Gekes)

Im folgenden diskutieren wir zwei Fille, in denen wir Einschriankungen dieser
praverflochtenen Trennaustauschsituation nach Quasiisomorphismen lokalisieren
konnen.

5.6.5 (Unbeschrinkte Komplexe, homologisch beschriinkte Eigmorphismen).
In einer ersten Variante erlauben wir nur halmweise flache Morphismen f mit
foy von endlicher homologischer Dimension als Eigmorphismen beziehungswei-
se eigentliche Morphismen der Basis. Wir verwenden dafiir die Notation Gek'*"
beziehungsweise Gek®™"" und notieren diese priverflochtene Trennaustauschsitua-
tion

(Hot JGek — AGek D Gek'®Pf Hot!//Geklesbf, GekeSbf)

5.6.6 (Beschrinkte Komplexe, beschrinkte Torsion, mehr Eigmorphismen).
In einer zweiten Variante erlauben wir nur halbseitig beschriankte Komplexe aus
Hot™, aber beliebige halmweise flache Morphismen f mit f) als Eigmorphis-
men beziehungsweise eigentliche Morphismen der Basis. In der Basis wollen nur
gekringte Rdume endlicher Torsionsdimension zulassen. Wir verwenden fiir diese
Kategorie die Notation Gekte und notieren diese priverflochtene Trennaustausch-
situation

(Hot/7Gekte — AGekte D Gekte!®! HOt/ylGekteleSf’ GekteeSf)

Satz 5.6.7 (Verflochtener Trennaustausch fiir derivierte Modulgarben). Die
Familienwinkelfaserung der praverflochtenen Trennaustauschsituation aus 5.6.5
fiir unbeschrinkte Homotopiekomplexe von Modulgarben auf gekringten Riumen
besitzt eine Rechtslinksanpassung in Bezug auf Quasiisomorphismen und liefert
durch Lokalisieren mit Satz 5.4.5 eine verflochtene Trennaustauschsituation

(Der JGek — AGek D Gek'™sP Der!//Geklesbf, GekeSbf)

5.6.8. Einen anderen Zugang zu noch allgemeineren Aussagen in dieser Richtung
kann man in der Dissertation von Recktenwald [?] finden, die ihrerseits auf dem
Formalismus von Hormann [?] aufbaut.

Beweis. Aus unseren Vorarbeiten in 5.5.8 folgt, da} die Tupel quisflacher Kom-
plexe zusammen mit den Tupeln aus Komplexen schwach kompaktweicher Mo-
dulgarben eine Rechtslinksanpassung der Familienwinkelfaserung bilden. Damit
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bleibt nur noch zu zeigen, daB} alle naiven Verflechtungsquadrate voll kokartesisch
sind. Nach 5.4.6 reicht es aus, das fiir naive Verflechtungsquadrate iiber allen ele-
mentaren Basisquadraten im Sinne von 4.5.7 zu zeigen, denn aus ihnen konnen
wir nach 4.5.7 durch Vertupeln und Verkleben alle Basisquadrate unserer Regulie-
rung erhalten. Im Fall kartesischer Quadrate mit Einstrennungen in den Horizon-
talen haben wir bereits in 5.5.12 gepriift, da alle naiven Verflechtungsquadrate
dariiber voll kokartesisch sind. Im Fall kartesischer Quadrate mit Leertrennungen
in den Horizontalen ist eh klar, daf3 alle naiven Verflechtungsquadrate dariiber voll
kokartesisch sind. Damit bleibt uns nur noch der Fall der Projektionsformelqua-
drate alias aller Basisquadrate der Gestalt

X h vy

fl iff\idy
idy ,id
y i) ey

Wir beginnen mit dem ersten Fall. In diesem Fall ist [ : (X, A) — (Y, B) ein
lesbf-Morphismus und wir arbeiten mit unbeschrinkten derivierten Kategorien.
Wie zuvor konnen wir f faktorisieren in (X, A) — (X, f*B) — (Y,B) und
diirfen die beiden Faktoren getrennt betrachten. Im Fall (X, A) — (X, f*B) reicht
es zu zeigen, dal} fiir jeden quisflachen Komplex G von f*3-Moduln und jeden
Komplex F von .4-Moduln der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphis-
mus
(res!, P F) @75 G S ves) P(F @4 (ARs5G))

ist. Das ist sogar ohne alle Annahmen an G offensichtlich. Im zweiten Fall reicht
es zu zeigen, daf fiur 7 € Hot(Ab,x) ein Komplex schwach kompaktweicher
Garben und G € Hot(Aby ) ein quisflacher Komplex von flachen Modulgarben
das naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. In diesem Fall ist 7 A G
quisrechtsentfaltet fiir die obere Horizontale und quislinksentfaltet fiir die rechte
Vertikale und F ®;-5 f*G besteht nach 4.4.10 aus faserweise kompaktweichen
Garben, ist also quislinksentfaltet fiir die linke Vertikale, und fiJF A G ist quis-
rechtsentfaltet fiir die untere Horizontale und der von der Priverflechtung der Ho-
motopiekategorien herrithrende Morphismus ist nach 4.4.10 ein Isomorphismus

fo(F®p5 7G) = (foyF) @85G

von Komplexen in der opponierten Garbenkategorie. Das zeigt, dafl auch in die-
sem Fall unser naives Verflechtunsquadrat voll kokartesisch ist. 0

Satz 5.6.9 (Verflochtener Trennaustausch fiir derivierte Modulgarben). Die
Familienwinkelfaserung der praverflochtenen Trennaustauschsituation aus 5.6.6
fiir halbseitig beschrinkte Homotopiekomplexe von Modulgarben auf gekringten
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Rdumen besitzt eine Rechtslinksanpassung in Bezug auf Quasiisomorphismen und
liefert durch Lokalisieren mit Satz 5.4.5 eine regulierte verflochtene Trennaus-
tauschsituation

(Der/yG octe — AGekte D Gekte'®™! DerZ!GekteleSf’ GekteeSf)
Zur Regulierung gehoren dabei alle kartesischen Quadrate in Gek aus Objekten
von Gekte mit lesf-Morphismen als Vertikalen und alle Projektionsformelquadra-
te zu einem lesf-Morphismus in Gekte.

5.6.10. Es folgt, da3 zur Regulierung insbesondere alle kartesischen Quadrate
der Familienkategorie gehoren, die aus konstant mit einem festen Kring endlicher
Torsionsdimension gekringten Riumen bestehen. Halten wir so einen Kring fest,
so erhalten wir also eine gewohnliche verflochtene Trennaustauschsituation, und
ist dieser Kring Z, so ist das eine verflochtene Trennaustauschsituation

(Der_

JTop ATop D Top' < Der, Topes)

//Toplcs 9

Beweis. Mutatis mutandis bleibt der Beweis derselbe, wir miissen nur 5.5.9 und
5.5.11 zitieren. Die kompliziertere Formulierung riithrt daher, da zumindest mir
nicht klar ist, ob Pushouts von Kringen endlicher Torsionsdimension wieder end-
liche Torsionsdimension haben, wenn einer der Morphismen flach ist. [

Ergdnzung 5.6.11. Will man Eigvorschiibe unter nicht notwendig flachen Kringgar-
benkomorphismen zulassen, so wird man allgemeiner mit differentiellen graduier-
ten Kringgarben arbeiten miissen.

Beispiel 5.6.12. Gegeben ein Kringhomomorphismus £ — K und eine lesb-
Abbildung f : X — Y betrachten wir das kartesische Diagramm konstant ge-
kringter Rdume

(X, K) 1~ (X,k)

P,k
(V. K) " (Y. k)

Der zugehorige Verflechtungsisomorphismus ist die Vertriglichkeit von f; mit
Eweiterung der Skalare K ®}. Im Fall eines einpunktigen Raums Y mag man sie
das universelle Koeffiziententheorem der kompakten Kohomologie nennen.

Beispiel 5.6.13 (Das universelle Koeffiziententheorem in einem Spezialfall).
Im Fall X = S' und Y = top und dem Kringhomomorphismus Z — Z/27
und der nichtkonstanten aber lokal zur konstanten Garbe Z isomorphen abelschen
Garbe M auf S' ist ¢* M = (Z/27Z) ®7 M die konstante Garbe Z /27 und wir
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erhalten gi¢* M = Z /27 & [—1|Z/27. Um andererseits fjM zu bestimmen, erin-
nern wir die Mayer-Vietoris-Sequenz der lokalen Kohomologie [TG] 4.9.26 und
finden, daB nur H{ (S*; M) von Null verschieden ist und isomorph ist zum Kokern
der Abbildung Z? — Z? gegeben durch (a, b) — (a+b, a—b) alias H{ (S*; M) =
Z/2Zund fiM = [—1]Z/27Z. Damit ergibt sich p* fiM = Z /27 & [—1]Z/27Z und
wie behauptet gi¢* M = p* fiIM.

Beispiel 5.6.14 (Die Kiinnethformel der kompakten Kohomologie). Gegeben
lokal kompakte Hausdorffraume X, Y betrachten wir in der Familienkategorie der
banalen Trennkategorie topologischer Rdume das kartesische Diagramm mit les-
Vertikalen

XXY——XLY

c5:CX><Y\L lCXJ\CY

top ———top A top

Aus 1.5.19 erhalten wir einen Isomorphismus X x Y = X X Y oder in anderer
Notation Zxxy — Zx X Zy. Derivierter lokal eigentlicher Basiswechsel 5.7.8
alias die Verflechtung in der verflochtenen Trenaustauschsituation der halbseitig
derivierten abelschen Garben 5.6.10 in unserem kartesischen Diagramm mit der
Diagonale als unterer Horizontale liefert weiter einen Isomorphismus cx1Zx ®
cyv1Zy = o(Zx X Zy ). Alles in allem erhalten wir so einen Isomorphismus

cx1Zx @ ey\Ly — alixxy

in Der(Ab /) = Der(Ab). Das Tensorprodukt ist bis hierher stets deriviert als
® = ® zu verstehen. Mit der abstrakten Kiinnethformel [TD] 3.8.21 erhalten wir
daraus, jetzt aber mit ® als underiviertem Tensorprodukt, natiirliche unnatiirlich
spaltende kurze exakte Sequenzen von abelschen Gruppen

P WXeHY < H(X xY) »  HX«HY
p+q=n pt+q=n+1

Beispiel 5.6.15 (Kiinnethformel mit Koeffizienten). Gegeben ein Kring & endli-
cher Torsionsdimension und lokal kompakte Hausdorffraume X, Y liefert unsere
Trennverflechtung fiir halbseitig derivierte Modulgarben 5.6.10 in derselben Wei-
se in Der(Mody) einen ausgezeichneten Isomorphismus

cxtkx @ eyiky = alkxxy

Dasselbe folgt fiir einen beliebigen Kring £ und lesb-Rdume X, Y aus unserer
Trennverflechtung fiir beidseitig derivierte Modulgarben 5.6.7.
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5.7 Trennriickzug-Eigvorschub-Formalismus

5.7.1. Unter einer Trennaustauschsituation verstehen wir wie in 5.6.1 eine Vor-
gabe von Daten

(G = AT DT 94" T

bestehend aus einer Kategorie .77, der Basiskategorie oder Basis; darin zwei aus-
gezeichneten multiplikativen Systemen .7¢ C 7' C .7, die beide alle Isomor-
phismen enthalten; einer Trennkategorie ¢ und einer Trennfaserung 4 — A
iiber der banalen Trennkategorie zu .7; einer Kofaserung ¢ ' 7' sowie einem
Isomorphismus i : 4'|.7°¢ = ¢|.7° von Kategorien iiber .7°,

5.7.2 (Sprechweisen und Notationen). 1. Unseren Isomorphismus ¢ behan-
deln wir in der Notation meist als eine Gleichheit und reden dann vereinfa-
chend von einer Trennaustauschsituation (¢ — A.7 D 7" + 4',.7¢). Da
alle Identititen zu .7°¢ gehoren, bedeutet das insbesondere, daB ¢ und ¢'
dieselben Objekte haben und sogar dieselben Fasern ¥y = ¥4 iiber allen

Objekten X der Basis.

2. Die Morphismen in .7" und ¢' nennen wir Eigmorphismen. In typischen
Anwendungen nehmen wir dafiir die lokal eigentlichen Abbildungen mit
geeigneten zusitzlichen Eigenschaften.

3. Die Morphismen in .7° nennen wir eigentliche Morphismen.
4. Den Trennriickzug lings einer Trennung p der Basis notieren wir p'.

5. Den Vorschub in Bezug auf die Kofaserung lings eines Eigmorphismus f
notieren wir f, und nennen ihn den Eigvorschub. Einen in Bezug auf die
Kofaserung ¢' — .7 kokartesischen Eigmorphismus nennen wir eigko-
kartesisch.

6. Gegeben ein Objekt X € .7 der Basis vereinbaren wir fiir die zur Faser
opponierte Schmelzkategorie wie in 1.5.3 die Notation ¢, x := 4", In ty-
pischen Anwendungen sind das Kategorien von Garben auf X. Die univer-
sellen Verschmelzungen in diesen Schmelzkategorien notieren wir ® = ® x
wie in 1.5.3 und das Einsobjekt X .

7. Den Opponierten des Riickzugs in unserer Faserung ¥4 — .7 fiir einen
Morphismus f : X — Y der Basis 7 notieren wir f* := (fT)PP : &)y —
%, x und nennen ihn auch einen Riickzug.

8. Den Opponierten des Eigvorschubs ldngs eines Eigmorphismus f : X — Y
der Basis notieren wir f := (f,)°*® : ¢/x — %)y und genauer f, : %/!X —
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4 /!Y, wenn unser Isomorphismus 7 keine Gleichheit sein sollte. Wir nennen
auch f, einen Eigvorschub.

9. Unsere Daten beinhalten speziell fiir jeden eigentlichen Morphismus f eine
Adjunktion (f;, fT) alias (f*, f1).

10. Eine Verflechtung einer Trennaustauschsituation hatten wir bereits in 5.6.3
definiert als eine Verflechtung ihrer Familienwinkelfaserung in Bezug auf
die kartesische Regulierung der Basis derart, da} das Vertupeln Verflech-
tungsquadrate zu Verflechtungsquadraten macht. Ein Verflechtungsquadrat
mit einer r-Trennung als zuriickholendem Morphismus nennen wir in die-
sem Kontext ein r-Verflechtungsquadrat.

11. Wir sagen, eine verflochtene Trennaustauschsituation habe Adjungierte,
wenn sowohl der Riickzug f* liangs jedes Morphismus f : X — Y der
Basis als auch der Eigvorschub f lings jedes Eigmorphismus jeweils einen
Linksadjungierten hat und wenn zusitzlich alle opponierten Fasern internes
Hom = haben. Wir notieren unsere Adjungierten f, sowie f' und nennen
sie den Vorschub und den Eigriickzug und haben die adjungierten Paare

(f*, f.) sowie (fi, f*).
Vorschau 5.7.3. Die Existenz des Eigriickzugs fiir Modulgarben zeigen wir in ??.

Beispiel 5.7.4 (Abelsche Garben auf diskreten Ridumen). Wir gehen nochein-
mal zuriick zu 5.6.4 und diskutieren die Bedeutung der dort erkldrten Strukturen
im Fall von abelschen Garben auf diskreten Rdumen. Wir erinnern unsere Diskus-
sion der Beziehung zwischen Riickzug und Vorschub im Fall der Garbenopfase-
rung auf Mengen mit der diskreten Topologie aus 5.3.13 und betrachten nun feiner
die Garbenoptrennfaserung

Ab jgns — AEns

Gegeben eine r-Trennung f = (f, : I — J,);_; in der Basis und fiir jedes p
eine Familie L, = (L, ;);es, von abelschen Gruppen indiziert von J, ist eine r-
Trennung ¢» € Ab,s(M, Ly A ... A L,) iiber unserer Trennung f der Basis eine
Familie von multiadditiven Abbildungen

(@/Jf PLapa) X X Leg) = Mi)ie]

SchlieBlich ist solch eine Trennung 1) kartesisch genau dann, wenn diese multi-
additiven Abbildungen fiir alle ¢ Isomorphismen L; ¢,y ® ... ® Ly f.5) — M;
induzieren. In dieser Situation sind alle Abbildungen zwischen Mengen mit der
diskreten Topologie Eigmorphismen der Basis. Die Menge Ab!// (M, L) der Eig-
morphismen in den Fasern iiber einer Abbildung f : [ — J besteht jedoch nur

138



aus allen Opkomorphismen ¢» € Ab/;(M, L) derart, daB fiir jedes feste j und
jedes feste [ € L; von den Gruppenhomomorphismen 7 : Ly; — M,; mit
f(i) = j alle bis auf hochstens endlich viele auf [ verschwinden. Unsere eigent-
lichen Morphismen sind alle Abbildungen mit endlichen Fasern und dariiber sind
alle Morphismen in den Fasern auch Eigmorphismen. Bezeichnen wir mit Ens®
das multiplikative System aller Abbildungen mit endlichen Fasern, so erhalten wir
in Spezialisierung des Vorhergehenden eine Trennaustauschsituation mit Priver-
flechtung
(Ab JEns — AEns D Ens < Ab!//Ens, Ense)

Ein Eigmorphismus auf den Fasern ist offensichtlich eigkokartesisch genau dann,
wenn die ¢ fiir alle j € J Isomorphismen L; = € Fi)=j M; auf die direkte
Summe induzieren. Statt der zuvor betrachteten Situation erhalten wir nun ein
Verflechtungsquadrat der Gestalt

RS (M@ N); M & Ny
fl fAid l
g8 gy (Bics M) @ N) ; — (Dic; M)y A Ny

Wir sehen so, dall zumindest in diesem Fall der Riickzug eines Tupels eigkokarte-
sischer Morphismen wieder eigkokartesisch ist. Da3 das immer so sein muf3 und
wir hier sogar eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung erhalten haben, mag
sich der Leser zur Ubung selbst iiberlegen. Im wesentlichen folgt es aus 4.5.7.
Unsere Struktur ist sogar eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung und Ad-
jungierten. Den gewohnlichen Vorschub kennen wir bereits aus 5.3.13, ein Mor-
phismus auf den Fasern ist kokartesisch genau dann, wenn die 1)y fiir alle j € J
Isomorphismen L; = [] )= M; auf das Produkt induzieren. Das interne Hom
berechnet sich punktweise und wir finden

(M=N) = (Homg(M;, N;))ie1

Man konstruiert fiir jede Abbildung f : I — J auch unschwer eine Adjunktion
(f1, f,) von Funktoren zwischen Ab ;; und Ab ;. In anderen Worten hat der Eig-
vorschub f, : Ab,; — Ab,; den Rechtsadjungierten f' = f*. Wir kennen diese
Adjunktion bereits aus [TG] 6.5.1 in etwas groerer Allgemeinheit. Im Licht der
Verdier-Dualitit, wie wir sie spiter diskutieren, bedeutet sie einen Isomorphismus
von Funktoren fT = fi und in der Notation fiir nichtopponierte Garbenkategorien
einen Isomorphismus von Funktoren f' = f*.

Beispiel 5.7.5 (Modulgarben auf konstant gekringten diskreten Riumen). Um
auch ein einfaches Beispiel fiir eine verflochtene Trennaustauschsituation mit Ad-
jungierten anzugeben, bei denen der Eigriickzug nicht mit dem gewdhnlichen
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Riickzug zusammenfillt, diskutiere ich noch die verflochtene Trennaustausch-
situation mit Adjungierten der Modulgarben auf konstant gekringten diskreten
Réiumen alias Mengen. Wir notieren sie

(AbjGaka — AGekkd D Gekkd 4 A g, Gelkd®)

Objekte der Basis sind Paare X = (X, A) aus einer Menge X und einem Kring
A. Morphismen der Basis f : X — Y sind Paare f = (f, ) aus einer Abbildung
f + X — Y und einem Ringhomomorphismus ¢ : B — A. Modulgarben auf
(X, A) sind durch z € X indizierte Familien M = (M,,),ex von A-Moduln. Ein
Morphismus ¢ : M — N iiber f ist eine Familie von Modulhomomorphismen
Gy ¢ Ny — M, iiber ¢ : B — A. Haben wir weiter (Z,C) und g = (g,v) ein
Morphismus und L eine Modulgarbe auf Z, so ist eine Trennung 7 : M — N A L
iiber (f,g) : X — Y A Z eine Familie von Abbildungen

T; : Nf(z) X Lg($) — M:B

indiziert durch € X, die im ersten Eintrag linear sind tiber o : B — A und
im zweiten Eintrag linear tiber ¢ : C' — A. Kartesisch ist so eine Trennung
genau dann, wenn sie Isomorphismen Ny(,) ®p A ®¢ Ly(z) — M, induziert. Der
Riickzug f* unter f macht aus einer Familie N = (V,),ey von B-Moduln die
Familie
f*N = (A®p Nj())zex

von A-Moduln. Der Trennriickzug unter (id,id) : X — X Y X macht aus zwei
Familien M = (M, ),ex und L = (L,),cx ihr punktweises Tensorprodukt

M®@x L= (M, ®4 Ly)zex
Das interne Hom berechnet sich ebenso punktweise und wir finden
M=N = (Homa(M,, N,))sex
Der Vorschub f, macht aus M = (M, ).cx das Produkt tiber die Fasern
feM = (ves} Hf(x):y M) yey

Als Eigmorphismen der Basis lassen wir in dieser Situation alle Morphismen zu
und als Eigmorphismen ¢ : M — N zwischen den Fasern nur solche Familien
von Modulhomomorphismen §; : Ny — M, bei denen es fiir jedes y € YV
und n € N, nur endlich viele z € X gibt mit f(z) = y und £(n) # 0. Der
Eigvorschub macht dann aus M = (M,).cx das Koprodukt iiber die Fasern

fM = (res} @f(x):y My)yey
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Als eigentliche Morphismen nehmen wir alle Morphismen mit endlichen Fasern.
Zur Verflechtung gehoren alle kommutierenden Riickholquadrate links

WP XX, BB Fy X Fy
\ | ‘ |

gl I f1hf2 I¢ I §1A82
\ \ \ \

Z ) =Y LY, H ool G A Gy

tiber kartesischen Quadraten der Familienkategorie rechts. So ein kartesisches
Quadrat erhalten wir zum Beispiel mit W = X; Xy, Z Xy, X5 und dem Kring
A; ®p, C'®p, As. Riickholquadrat zu sein bedeutet, da3 = und 7 kartesisch sind.
Ebenso gehoren dazu alle analog gebildeten Quadrate mit einer endlichen Zahl
r > 0 von Objekten der Objektfamilien auf der rechten Seite und dazu noch end-
liche Tupel von derartigen Quadraten. Das alles ist bereits recht uniibersichtlich,
aber zum Gliick lassen sich diese Diagramme ja bereits alle aus den elementaren
kartesischen Trennquadraten nach 4.5.6 zusammenkleben. Um zu priifen, daf un-
sere kommutierenden Quadrate in der Tat eine Verflechtung bilden, miissen wir
danach nur iiber kartesischen Trennquadraten der Basis der drei Gestalten

Wk XxyZ oo Po-x  ox D xay
\ \ | | | |

id| \ g1 Lf £ | frid

W A Zo Ly y oYy oy

priifen, daB jedes Riickholquadrat mit eigkokartesischer rechter Vertikale voll ko-
kartesisch ist, und das ist eine einfache Konsequenz der Vertauschbarkeit von Ten-
sorprodukten mit Koprodukten. Die Transformation vom f, = f, nach 5.3.18 ist
fiir jeden Morphismus f der Basis sinnvoll definiert und erweist sich als die of-
fensichtliche Einbettung des Koprodukts iiber die Fasern in das Produkt iiber die
Fasern. Der Eigriickzug f' von N schlieBlich ist die Familie

f!N = (ind’g Nf(z))a:eX

Mit ind4 = Homp(A, ) notieren wir dabei den Rechtsadjungierten des Restrikti-
onsfunktors auf Moduln, die Induktion. Der Linksadjungierte der Restriktion ist
in unserer Notation die iibliche Erweiterung der Skalare prodA = A®p, die wir
auch die Produktion nennen und die wir beim gewohnlichen Riickzug verwenden
miissen.

Beispiel 5.7.6. Die 5.6.7 konstruierte verflochtene Trennaustauschsituation
Gekesbf )

der derivierten Modulgarben auf gekringten Riumen besitzt Adjungierte. Den
Vorschub f, kennen wir bereits aus 2.7.15 und das faserweise interne Hom aus
2 . Den Eigriickzug f' konstruieren wir in 5.8.1.

(Der JGek — AGek D Gek'™Pt Der!//Geklesbf,
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5.7.7. Im folgenden will ich einige Transformationen und Isomorphismen disku-
tieren, die direkt aus den Axiomen einer verflochtenen Trennaustauschsituation
mit Adjungierten abgeleitet werden konnen.

5.7.8 (Vertauschen von externem Produkt und Eigvorschub). Gegeben eine
verflochtene Trennaustauschsituation und Eigmorphismen f : W — X sowie g :
Z — Y in der Basis und Objekte F € 4} sowie G € ¥ der Fasern liefert, wenn
die Produkte W x Z sowie X x Y existieren und f x g wieder ein Eigmorphismus
ist, Basiswechsel 5.3.17 im kartesischen Diagramm

WxZ——WAZ

fxgl lng

XXY—XALY

der Familienkategorie .7 einen Isomorphismus (f x ¢),(F X G) = f,.F X ¢,G
alias
vi: f!./—"@g!g = (f X g>|(fX| g)

Hier deutet die Notation an, dal unser Morphismus von einer Verflechtung her-
kommt. Dall unser Quadrat in .7 * kartesisch ist, iiberlegen wir uns eben auch
noch. Ein Morphismus in der Familienkategorie in eine Einsfamilie wie etwa
X x 'Y muB von einer Einsfamilie ausgehen. Haben wir nun ein Objekt 7" und
Morphismen w : T"— W, 2: T — Zundu : T — X X Y mit fw = pry v und
gz = pry u, so gibt es genau einen Morphismus v : 7" — A X B mit w = pry, v
und z = pryvund u = (f X g)v, ndmlich den Morphismus v = (w, z).

Beispiel 5.7.9. In unserer verflochtenen Trennaustauschsituation der abelschen
Garben auf Mengen spezialiert die Aussage zur Vertauschbarkeit von Tensorpro-
dukten iiber Z mit Koprodukten.

Beispiel 5.7.10. Gegeben eine verflochtene Trennaustauschsituation und Eigmor-
phismen f : A — X sowie g : B — Y und h : C' — Z in der Basis und Objekte
F € 9y sowie G € ¥ und H € Y. der Fasern liefern, wenn die bendtigten
Produkte in der Basis existieren und f x g sowie g X hund f X g x h wieder eig-
Morphismen sind, die Morphismen von eben zusammen mit einigen Assoziatoren
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die Kanten des Diagramms

(f x 9),(FRG) K hH

/\

((f xg) x h),(FRG) K H) ([ F Wg,G) WhH

(fX@Xhﬂé X (GXH)) ffﬁgé@hﬂ)
\ /
£FR (g% h).(GRH)

Ich will erkldren, wie aus dem Formalismus einer verflochtenen Trennaustausch-
situation folgt, dal es kommutiert. Dazu gehen wir aus von einem kommutativen
Diagramm in der Familienkategorie der Basis der Gestalt

AXBxC—=(AxB)xC—=(AxB)AC—=AALBAC

| | |

XXYXZ—"(XxY)xZ—=(XxY)AZ—=X LAY AZ

Es besteht nach Annahme aus drei Basisquadraten der Familienkategorie. Da Ver-
flechtungsquadrate per definitionem verkleben, palit die obere Horizontale in ein
kommutatives Diagramm

di((fxg)xh);(FRG)RH)) —= di (((fxg),(FRG)RhH —> di ((f,FXg,G)RhH))

] |

~

(fxgxh) (FRGRH) fiFRg G- H

Hier bedeutet die untere Horizontale den Basiswechsel des einhiillenden Recht-
ecks und die oberen Horizontalen die beiden Basiswechsel der beiden Teilquadra-
te. Die rechte Vertikale ist eine Identifikation fiir Trennriickziige, die linke Vertika-
le ein Verflechtungsisomorphismus d'((f x g) x h), = (f x g x h),d' zusammen
mit der Identifikation d'((F X G) X H)) = F X G X H. Dies Diagramm gilt
es noch um eine entsprechende untere Hilfte zu ergiinzen und so folgt dann die
Behauptung.

5.7.11 (Eigvorschub unter Eigmonomorphismus). Gegeben eine verflochtene
Trennaustauschsituation nennen wir einen Eigmorphismus ¢ : A — X der Basis,
der auBerdem ein Monomorphismus ist, einen Eigmonomorphismus. Gegeben
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ein Eigmonomorphismus i : A — X ist das Diagramm

A id A
o |
A : X

der Familienkategorie .7 * kartesisch und Basiswechsel liefert fiir alle 7 € ¥x
einen Isomorphismus F = i3, F alias

i'nF > F
Gegeben ein Eigmonomorphismus ist auch das Diagramm

A D44

(id,id)

X—X A X

der Familienkategorie .7* kartesisch. Gegeben Objekte £, F € ¥, liefert Basis-
wechsel in diesem kartesischen Diagramm einen ausgezeichneten Isomorphismus
i,(E®F) = i, ®1,F alias

WE @ iF S i(E @ F)

Beispiel 5.7.12. Gegeben einpunktige gekringte Mengen ist jeder Morphismus,
der zu einem surjektiven Kringhomomorphismus B — A gehort oder zu einem
Kringhomomorphismus B — A, der eine Lokalisierung ist, ein Monomorphis-
mus. In beiden Fillen finden wir Isomorphismen A ®p (resf M) = M und
(res M) @5 (resh N) = resB(M @4 N).

5.7.13. Gegeben eine verflochtene Trennaustauschsituation und ein Eigmorphis-
mus f : X — Y der Basis und Objekte F € ¥x,G € % der Fasern liefert
Basiswechsel im kartesischen Diagramm

x4 vy

fi l Faid
y 0y y

der Familienkategorie .7* einen Isomorphismus f,(F ® f1G) = (f.F) ® G alias
der Isomorphismus der Projektionsformel

vi: (fF)®G > H(F® fG)
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5.7.14. Sei f : X — Y ein Eigmorphismus der Basis. Wenden wir den Iso-
morphismus vf : (fF) ® G = fi(F ® f*G) der Projektionsformel 5.7.13 auf
G = f.£€ an und verwenden zusitzlich die Koeinheit der Adjunktion f*f.£ — &,
so erhalten wir in ¢y einen ausgezeichneten Morphismus

avf : iF ® f.€ — fl(]:®5)

Mit avf bezeichnen wir hier und im folgenden Morphismen, die aus Adjunktionen,
Verflechtungen und Identifikationen entstehen, also aus dem vollen Fundus einer
verflochtenen Trennaustauschsituation mit Adjungierten.

Beispiel 5.7.15. Ist f : (X, A) — (pt, A) der offensichtliche Morphismus von
einer endlichen konstant gekringten Menge (X, A) auf die einpunktige gekringte
Menge (pt, A), so fallen f, und f, zusammen und unser Morphismus spezialisiert
zur ,,Projektion auf die Diagonale*

(@xGX Mx) XA (@yeX Ny) - ®x7yex (Mx ®a Ny) - @xEX(MJ»’ XA Nx)

5.7.16 (Restriktion von Hom-Garben und relative Verdierdualitit). Sei bei ei-
ner verflochtenen Trennaustauschsituation mit Adjungierten ein Eigmorphismus
der Basis f : X — Y gegeben. Die Projektionsformel 5.7.13 liefert uns fiir
G € 9y und F € ¥,x einen Isomorphismus f(f*G ® F) = G ® fi.F. Fir fes-
tes G ist das eine Isotransformation von Funktoren in F, genauer von Funktoren
9 x — 9y. Diese Funktoren sind ihrerseits Kompositionen weiterer Funktoren.
Alle diese Funktoren haben unter unseren Annahmen Rechtsadjungierte und wir
erhalten durch Ubergang zu den Rechtsadjungierten in %, x Isomorphismen

(f G=1E) > f(G=€)

Ebenso kann die Projektionsformel fiir festes F als eine Isotransformation von
Kompositionen von Funktoren ¢y — %,y in G gelesen werden. So erhalten
wir durch Ubergang zu den Rechtsadjungierten natiirliche Isomorphismen, die
Isomorphismen der relativen Verdierdualitiit

[(F=1E) 5 [(F=E

5.7.17. Zum Vergleich wiederhole ich auch noch aus 1.5.7 die natiirlichen Iso-
morphismen

(F=2LE) = f(ffE=F)

5.7.18 (Verdierdualitit). Wir nehmen nun an, da3 wir eine verflochtene Tren-
naustauschsituation mit Adjungierten haben iiber einer Basis .7 mit einem finalen
Objekt pt. Ein Objekt X € .7 derart, daB der einzige Morphismus finy : X — pt
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ein Eigmorphismus ist, nennen wir dann ein Eigobjekt von .7. Gegeben ein Eig-
objekt X setzen wir
wy = finy pt

und nennen wyx das dualisierende Objekt von %, x und erkliren die Verdier-
Dualitit durch
D Xf = (./T Sw X)

Fiir jeden Eigmorphismus f : X — Y von Eigobjekten erhalten wir natiirliche
Isomorphismen
fluy > f ﬁn'yp_t — ﬁn'Xp_t = wx

Die Isomorphismen aus 5.7.16 spezialisieren, wenn wir £ = wy einsetzen, zu
natiirlichen Isomorphismen

f.DxF 3Dy fiF und Dyxf*G > f'DyG.

Die Koeinheit der Adjunktion f*f,F — JF liefert weiter unter Dualisieren den
ersten Morphismus von Dx F — Dy f*f,.F = f'Dy f.F und dann mit Adjunk-
tion einen natiirlichen Morphismus

fiDx F — Dy f. F

Die Koeinheit der Adjunktion fif'G — G liefert shnlich DyG — Dy fif'G =
f:Dx f'G und dann mit Adjunktion einen natiirlichen Morphismus

F'DyG — Dx f'G

5.7.19. Ist speziell Y lokal kompakt Hausdorff und homologisch kompaktendlich,
so gilt dasselbe fiir X und wir erhalten natiirliche Isomorphismen

floy S fHiny Zig, = finy Zigp = wy
und mit £ = wy schlieBlich natiirliche Isomorphismen
fDxF 5Dy iF und Dxf*G > fDyG.

5.7.20 (Folgerungen aus lokal eigentlichem Basiswechsel). Gegeben ein karte-
sisches Diagramm fp = qg der Basis mit f, g Eigmorphismen liefert der lokal
eigentliche Basiswechsel ¢* fi = ¢p* durch Ubergang zu den Linksadjungierten
eine Isotransformation

fla. = p.g

Schreiben wir p* davor und ¢* dahinter, so erhalten wir mit der Einheit id = ¢.q*
der Adjunktion und der Koeinheit p*p, = id der Adjunktion eine Transformation

P =dq
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Ubungen

Ubung 5.7.21. Gegeben eine verflochtene Trennaustauschsituation mit Adjungier-
ten und ein Eigmorphismus f : X — Y zu einem Eigobjekt Y der Basis und ein
Objekt G € ¥y in der Faser iiber Y ist die Verkniipfung

fif' DG = fDf*G — Df.f*G — DG

von natiirlichen Morphismen aus 5.7.16 und der dualisierten Einheit der Adjunk-
tion (f*, f.) auf G die Koeinheit der Adjunktion (f;, f') auf DG.

5.8 Eigriickzug fiir derivierte Modulgarben

Satz 5.8.1. Fiir jeden lesb-Morphismus gekringter Riume f : X — Y besitzt
der Eigvorschub fi : Der(Ab,x) — Der(Ab,y) einen Rechtsadjungierten, den
Eigriickzug

f': Der(Ab,y) — Der(Abx)

5.8.2 (Notationsfragen). Fiir die Funktoren auf abelschen Garben, die wir bisher
f* notiert hatten, vereinbaren wir die neue Notation ().

5.8.3. Der Beweis des Satzes benotigt groBere Vorbereitungen und wird fiir abel-
sche Garben in 5.8.21 und fiir Modulgarben in 5.8.26 gegeben. Zunéchst disku-
tieren wir einige Spezialfille, die leichter zu haben sind, und erste Eigenschaften
und beginnen dann mit Vorbereitungen zum Beweis.

5.8.4 (Eigriickzug unter separierten étalen Abbildungen). Im Fall offener Ein-
bettungen f und allgemeiner im Fall separierter étaler Abbildungen f liefern [TG]
4.9.9 beziehungsweise [TG] 6.5.1 sogar eine Adjunktion (f(), f*) exakter Funk-
toren auf den entsprechenden Kategorien abelscher Garben. Sie fiihrt ohne weitere
Schwierigkeiten zu einer Adjunktion (fi, f*) der zugehérigen derivierten Funkto-
ren und liefert damit sowohl die Existenz des Rechtsadjungierten f' als auch eine
Isotransformation f* = f'im Fall derivierter abelscher Garben. Dasselbe gilt im
Fall von Modulgarben fiir einen separierten étalen Morphismus f von gekringten
Rédumen ,,ohne Ringwechsel®, also mit A = f*B.

5.8.5 (Eigriickzug unter lokal abgeschlossenen Einbettungen). Im Fall lokal
abgeschlossener Einbettungen f ist f1) = f. ein exakter Funktor auf den zugrun-
deliegenden Kategorien abelscher Garben und besitzt dort nach [TG] 6.4.15 einen
Rechtsadjungierten, den wir von nun an neu f O . Ab /x — Ab/y notieren und
der jeder Garbe 7 € Ab,y auf Y die Garbe f OF € Ab /x der Schnitte von
F mit Trager in X zuordnet. Da jeder Garbenkomplex nach [TSF] 2.2.10 eine
Quisrechtsentfaltung besitzt, existiert in diesem Fall der Rechtsderivierte auf der
ganzen derivierten Kategorie und ist dann nach [TD] 3.2.27 der gesuchte Rechts-
adjungierte f' = Rf("). Die Hf'F = RIfOF fir F € Ab,y sind in diesem
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Fall unsere lokalen Kohomologiegarben von F mit Triger in X aus [TG] 6.4.19.
Dasselbe gilt im Fall von Modulgarben fiir einen separierten étalen Morphismus
f von gekringten Raumen ,,ohne Ringwechsel, also mit A = f*B.

Beispiel 5.8.6 (Problematik einer naiven Konstruktion des Eigriickzugs). Fiir
die konstante Abbildung ¢ : R — pt der Zahlengerade auf einen Punkt besitzt der
Funktor c(;y : Ab/g — Ab, keinen Rechtsadjungierten, da ¢y sonst nach [TG]
2.4.12 rechtsexakt sein miifite. Das ist er jedoch nicht, denn der Epimorphismus
der konstanten Garbe auf den Wolkenkratzer am Ursprung Zg — Z) wird unter
c(y die Einbettung O,; < Z,; und diese ist kein Epimorphismus.

5.8.7 (Homologische Breite des Eigriickzugs). Ist f : X — Y separiert lokal
eigentlich mit f(;y von einer homologischen Dimension < d, so gilt

G € Der”®(Ab)y) = f'G € Der= %(Ab/x)

In der Tat reicht es dafiir nach [TD] 2.7.12 zu zeigen, daB gilt Der, x (F, f'G)=0
fiir alle 7 € Der="%"'(Ab,x). Das folgt mit unserer Adjunktion aus der Erkennt-
nis fiF € Der="!(Ab /x), die hinwiederum von unseren Erkenntnissen [TD]
3.6.4 zum Derivieren homologisch endlicher Funktoren herkommt, da wir ja aus
2.2.10 wissen, daB jeder Komplex abelscher Garben eine Quisrechtsentfaltung be-
sitzt. Ist zusitzlich Ab/y- von endlicher homologischer Dimension < r, so zeigen
wir zusitzlich

G € Der="(Ab,y) = f'G € Der="(Ab,x)

Nach [TD] 2.6.35 reicht es in der Tat, fiir ¢ > r und F € Ab,x das Verschwinden
Der,x(F[—ql, f'G) = 0 zu zeigen alias Der )y (fi.F, G[g]) = 0. Nach Annahme
und [TD] 3.6.6 ist aber G[q] fiir ¢ > r quasiisomorph zu einem quisrechtsentfalte-
ten Komplex in Hot<"(Ab /v ). Fiir Modulgarben gilt mutatis mutandis dasselbe.

Satz 5.8.8 (Darstellbarkeit von Funktoren auf Garben). Seien i ein Univer-
sum und X ein topologischer Raum aus 4. Ein Funktor ;i : 4{Ab,x — UADPP
ist genau dann darstellbar alias isomorph zu einem Funktor der Gestalt F +—
Ab,x(F,C) mit C € UAb,x, wenn er mit Kolimites iiber {-punktkleine Kocher
vertauscht.

Beweis. Dal} ein darstellbarer Funktor mit Kolimites vertauschen muf, ist eh klar.
Sind weiter eine abelsche Garbe C € Ab,x und natiirliche Bijektionen

p(F) = Ab)x(F,C)

gegeben, so erhalten wir mit ' = Zycx = ig)Zy firi : U — X die Einbettung
einer offenen Teilmenge Bijektionen p(Zy-x) — C(U). Fur V' @ U muB dariiber
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hinaus der offensichtliche Morphismus Zy -x — Zycx zu einem kommutativen
Diagramm
1(Zycx) —=C(U)

e

1(Zycx) —=C(V)

mit besagten Bijektionen in den Horizontalen fiithren. Damit ist der weitere Gang
des Beweises klar: Wir konstruieren zu unserem Funktor 1 eine abelsche Prigarbe
C,, durch die Vorschrift

Cu(U) == p(Zycx)
und zeigen, daB} sie unter unseren zusitzlichen Annahmen eine Garbe ist, die den
Funktor 1 darstellt. Um zu zeigen, da C,, eine Garbe ist, betrachten wir ein Sys-
tem & C P(X) von offenen Teilmengen mit Vereinigung V' @ X und das Dia-
gramm

B Zwwnex 2 PZvex = Zvex

(U U eu? Ueu

mit den beiden ersten Pfeilen gegeben einerseits durch Zynyycx — Zycx und
andererseits durch Zynyycx — Zy'cx. An den Halmen erkennt man, daf hier
Zy x der Kolimes der linken Hilfte unseres Diagramms alias der Koegalisator
der beiden linken Pfeile ist. Kommutiert ;» mit Kolimites, so muf3 mithin C,, eine
abelsche Garbe sein. Es bleibt noch zu zeigen, dall diese abelsche Garbe auch in
der Tat den Funktor . darstellt. Bezeichne dazu Off x die Kategorie der offenen
Teilmengen von X mit Inklusionen als Morphismen und J : Offx — Ab,x den
Funktor U > Zc x. Nun betrachten wir fiir alle / € Ab,x die Verkniipfungen

p(F) = Cat(Ab,x, Ab%P) (1, Ab,x( ,F))

|os

Ab,x(F,C,) == Cat(Off x, Ab*?)(po J,Ab/x( ,F) o J)

der Identifikation des Yoneda-Lemmas mit einigen weiteren offensichtlichen Ab-
bildungen unter Verwendung von Ab,x( ,F)o J = F : Offx — AbP,
Sie bilden eine Transformation 7 : 4 = Ab,x( ,C,) von Funktoren Ab,x —
ADb°PP_ die auf allen Objekten der Gestalt Zy - x Isomorphismen 7 : pu(Zycx) —
Ab,x(Zycx,C,) induziert. Es gilt zu zeigen, dal sie auf iiberhaupt allen Objekten
F € Ab,x Isomorphismen 7 : u(F) = Ab,x(F,C,) induziert. Da beide Sei-
ten mit Kolimites vertauschen, folgt das zunéchst fiir beliebige direkte Summen
von Kopien unserer Zy - x. Jede abelsche Garbe ist aber Quotient einer derarti-
gen direkten Summe und dann auch Kokern eines Morphismus zwischen zwei
derartigen direkten Summen, und so folgt es dann fiir F beliebig. [
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Satz* 5.8.9 (Darstellbarkeit von Funktoren auf Modulgarben). Seien i ein
Universumund X = (X, A) ein geringter Raum aus 3\. Ein Funktor p : 4Ab,x —
UAD°PP ist genau dann darstellbar alias isomorph zu einem Funktor der Gestalt
F = UADb,x(F,C) mit C € UAb,x, wenn er mit Kolimites iiber i-punktkleine
Kocher vertauscht.

Beweis. Indem wir auf /i : G — ;1(A ®z G) unseren vorherigen Satz anwenden,
erkennen wir, daf} dieser Funktor dargestellt wird durch die abelsche Garbe C mit
Schnitten C(U) := u(Aycx). Versehen wir nun C mit seiner offensichtlichen
Struktur als .4-Modulgarbe, so erhalten wir Abbildungen

w(F) = Ab,x(F,C)

durch die Vorschrift, da8 wir o € p(F) abbilden auf die ay : F(U) — C(U) fiir
U @ X gegeben dadurch, daB wir zu s € F(U) den Morphismus 5 : Aycx — F
mit 1 — s betrachten und dazu pn(5) : u(F) — p(Apcx) bilden und dann
ap(s) = (u(8))(«) setzen. Gehen wir die Definitionen durch, so ergibt sich,
daBl unsere Abbildungen zu Isomorphismen p(Aycx) = Ab,x(Avcx,C) spe-
zialisieren. Da aber jede .A-Modulgarbe F Kokern eines Morphismus zwischen
direkten Summen von Kopien gewisser Ay~ x ist und da beide Seiten mit Koli-
mites vertauschen, muf unsere Abbildung fiir alle . A-Modulgarben F ein Isomor-
phismus sein. U

Korollar 5.8.10. Seien i ein Universum und X ein topologischer Raum oder
allgemeiner ein geringter Raum und D eine abelsche 3\-Kategorie. Ein Funktor
A : UAb,x — D besitzt genau dann einen Rechtsadjungierten, wenn er mit
Kolimites iiber \\-punktkleine Kocher vertauscht.

Beweis. Jeder Funktor, der einen Rechtsadjungierten besitzt, vertauscht mit Koli-
mites. Andererseits vertauscht auch fiir alle D € D der Funktor D — Ab°*? A —
D(A, D) mit Kolimites. Vertauscht weiter A mit Kolimites, so auch die Verk-
niipfung
Ab,x —  Ab%P
F = DAF,D)

Nach dem Darstellbarkeitskriterium 5.8.8 beziehungsweise 5.8.9 ist unsere Ver-
kniipfung also darstellbar durch eine abelsche Garbe RD € Ab,x. Man sieht

nun ohne Miihe, dal wir damit schon den gesuchten Rechtsadjungierten R zu A
konstruiert haben. [

Beispiel 5.8.11 (Spezialfille des Eigriickzugs). Gegeben eine les-Abbildung f :
X — Y vertauscht der Eigvorschub f(;) : Ab,x — Ab/,y nach 4.3.4 mit filtrie-
renden Kolimites. Ist f() zusitzlich exakt, etwa fiir f eine lokal abgeschlossene
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Einbettung oder eine separierte étale Abbildung, so vertauscht es mithin mit be-
liebigen Kolimites und besitzt nach 5.8.10 einen Rechtsadjungierten

fY:Abjy — Aby

Gegeben eine Garbe G € Ab/y finden wir fiir ihren Eigriickzug immer im Fall,
daB der Eigvorschub exakt ist, sogar die explizite Beschreibung

(fYG)(U) = Abyy (foy(Zucx), G)

In diesem Fall erhalten wir nach [TD] 3.2.27 auch auf den derivierten Funktoren
ein adjungiertes Paar (f;, Rf")) und so eine vergleichsweise explizite Beschrei-
bung des Eigriickzugs auf den derivierten Kategorien. Im Fall étaler separierter
Abbildungen f erhalten wir so ein weiteres Mal unseren ausgezeichneten Isomor-
phismus f() = £*) aus [TG] 6.5.1.

5.8.12. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer offenen Teilmenge U © X
und eine abelsche Garbe F € Ab,x erkldren wir ganz allgemein die abelsche
Garbe Fyx € Ab,x durch die Vorschrift

Foex = joiOF

fir j : U — X die Einbettung. Da beide fraglichen Funktoren exakt sind, féllt
diese Garbe auch zusammen mit dem Objekt j,7*F der derivierten Kategorie.

Lemma 5.8.13 (Kriterium fiir die Eigenschaft relativ kompaktweich). Gege-
ben eine les-Abbildung f : X — Y ist eine Garbe F € Ab,x genau dann f-
kompaktweich, wenn fiir alle U @ X die Garbe Fycx eine f()-rechtsazyklische
Garbe ist. Insbesondere ist mit F auch Fycx eine f-kompaktweiche Garbe.

Beweis. Bezeichnet i := i, : {y} — Y die Einbettung des Punktes y € Y, so ist
G € Ab,x genau dann eine f()-rechtsazyklische Garbe, wenn fiir alle y € Y aus
HYi* 1G # 0 bereits folgt v = 0. Mit mehrfachem derivierten Basiswechsel, also
Basiswechsel 5.3.17 in der verflochtenen Winkelfaserung 5.4.17 der derivierten
abelschen Garben, iiber dem doppelt kartesischen Diagramm der Basis

Um@l@) l T
fiy)—rt——=X
|
{y}e : Y

151



fiir alle y € Y erkennen wir, da3 die f)-Rechtsazyklizitit von Fyx gleichbe-
deutend ist dazu, daf fiir

i hFuex = gk Fuex = gk jij" F = gwl™5* F = guu k™ F

und alle y € Y wieder H” fiir v # 0 verschwindet, daf} also fiir alle y € YV
mit der Notation Z := f~'(y) fiir die Faser die Garbe (k*F)nz)cz eine I'i-
rechtsazyklische Garbe ist. Damit ziehen wir uns auf den Fall eines einpunktigen
Raumes zuriick, den wir im anschlieenden Lemma 5.8.14 behandeln. O

Lemma 5.8.14 (Kompaktweichheitskriterium). Eine abelsche Garbe F auf ei-
nem lokal kompakten Hausdorffraum Z ist kompaktweich genau dann, wenn fiir
alle W © Z die Garbe Fy -z eine I'\-rechtsazyklische Garbe ist.

Beweis. Bezeichne j : W — Z die Einbettung. Ist / kompaktweich, so ist auch
7*F kompaktweich nach [TG] 4.8.11 und fiir die konstante Abbildung c : Z — pt
hat folglich

(cog)hi* F = ajj F =2 aFwcz

die Eigenschaft H” = 0 fir v # 0, als da heif3t, Fyy -z ist [';-rechtsazyklisch. Sei
umgekehrt F eine abelsche Garbe auf 7 derart, da3 Fyy - fiir alle W @ Z eine
[';-rechtsazyklische Garbe ist. Gegeben ein Kompaktum K C Z betrachten wir
dann sein Komplement W' G Z und folgern aus [TG] 4.8.14 sogar die Surjektivitit
der Restriktion I'i(Z; F) — T'(K; F). O

Lemma 5.8.15. Sei f : X — Y eine les-Abbildung derart, daf3 der Eigvorschub
foy : Ab,x — Ab/y homologische Dimension r < oo hat. Gibt es in Ab,x eine
exakte Sequenz T" — ... — L1 — I — K mit f-kompaktweichen IV, so ist
auch K eine f-kompaktweiche Garbe.

Beweis. Nach dem Kriterium 5.8.13 reicht es zu zeigen, daf fiir alle U © X die
Garbe Ky x eine fq)-rechtsazyklische Garbe ist. Sicher pat diese Garbe in eine
exakte Sequenz

—r —1 0
g S Tyix = -~ Lyex = Lyex — Kycx

Mit Z" ist auch 77, - y eine f-kompaktweiche Garbe nach 5.8.13. Spalten wir un-
sere exakte Sequenz in kurze exakte Sequenzen auf, so liefern die zugehdrigen
langen exakten Sequenzen der R? f(; fiir ¢ > 1 Isomorphismen

R% ) Kuex = R fy G

Die rechte Seite aber verschwindet nach Annahme. ]
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Lemma 5.8.16. 1. Gegeben f : X — Y eine les-Abbildung vertauscht der
derivierte Eigvorschub fi : Der" (Ab,x) — Der™ (Ab,y) mit filtrierenden
Kolimites;

2. Gegeben eine lesb-Abbildung [ : X — Y vertauscht sogar der unbe-
schrankt derivierte Eigvorschub f, : Der(Ab,x) — Der(Aby) mit fil-
trierenden Kolimites.

Beweis. Gegeben eine les-Abbildung ist nach 4.4.8 jeder filtrierende Kolimes von
faserweise kompaktweichen Garben wieder faserweise kompaktweich. Das Lem-
ma ergibt sich, da wir die entsprechenden derivierten Funktoren durch faserweise
kompaktweiche Auflésungen berechnen kdnnen. 0

Lemma 5.8.17. Seien f : X — Y lesb und K, F € Ab,x abelsche Garben. Ist K
zusdtzlich f-kompaktweich und F flach, so ist auch F ® IKC eine f-kompaktweiche
Garbe.

5.8.18. Das gilt ebenso, wenn wir statt der Flachheit von F die Flachheit von K
annehmen. Fiir diese Variante habe ich jedoch im folgenden keine Verwendung.

Beweis. Jede Garbe F € Ab/x besitzt eine Auflosung ... - F~1 — F* — F
mit F” jeweils einer direkten Summe von Kopien von Garben der Gestalt Zy - x
fiir U @ X. Diese liefert eine exakte Sequenz

o FloKk=sFl oKk »FeK

Nach 5.8.15 reicht es zu zeigen, dal /¥ ® K eine f-kompaktweiche Garbe ist
fiir alle v. Aber ¥ ® K ist eine direkte Summe von Garben der Gestalt Zy-x ®
K = Kycx und ist f-kompaktweich, da nach 4.4.8 filtrierende Kolomites f-
kompaktweicher Garben f-kompaktweich sind und da nach 5.8.13 mit K auch
Kucx faserweise kompaktweich ist fiir U G X. ]

Lemma 5.8.19. Gegeben f : X — Y lesb und K € Ab,x eine f-kompaktweiche
abelsche Garbe auf X besitzt der durch die Vorschrift

foy: F s HOA(F @ K)
gegebene Funktor fl : Ab)x — Aby einen Rechtsadjungierten 1o,

Beweis. Nach 5.8.10 reicht es zu zeigen, dal3 f(’,c) mit beliebigen Kolimites ver-
tauscht. Dazu reicht es zu zeigen, da} unser Funktor rechtsexakt ist und mit fil-
trierenden Kolimites, ja mit beliebigen Koprodukten vertauscht. Wir konnen nun
aber ®" mit einer Linksauflssung von F durch flache Garben berechnen. Aus
Lemma 5.8.17 folgt dann, daB F ®" K durch einen Komplex f-kompaktweicher
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Garben in nichtpositiven Graden dargestellt werden kann und mit [TD] 3.6.4 folgt
Hf(F @ K) = 0 und damit ist unser Funktor schon mal rechtsexakt. Unser
Funktor vertauscht aber auch mit beliebigen Koprodukten. Genauer wissen wir
das fiir ®"/C, weil er ein Linksadjungierter ist, fiir f, nach 5.8.16 und fiir H° folgt
es aus der Beschreibung 2.2.14 von Koprodukten in derivierten Kategorien unter
der Annahme der Existenz von Quisrechtsentfaltungen, die es ja nach 2.2.10 im
Fall abelscher Garben gibt, zusammen mit der Exaktheit von Koprodukten in der
Kategorie der abelschen Garben. 0

5.8.20. Geht man die Konstruktion des Rechtsadjungierten in 5.8.19 durch, so
erhalt man fiir die Schnitte von f,g)g die Beschreibung

( /g)g)(U) = Abyy (foyKvex, G)

Der Isomorphismus Ab,x (Zycx, f,g)(]) = Ab/y(f(,’c)(ZUCx), G), der davon in-
duziert wird, ist dann die Adjunktion fiir das Paar (Zy-x, G).

5.8.21 (Existenz des Eigriickzugs fiir abelsche Garben). Sei f : X — Y eine
lesb-Abbildung. Gegeben ein Komplex KK alias ... — K¢ — K971 — ... von
faserweise kompaktweichen Garben auf X erkldren wir den Funktor

f(I,C)K : Hot(Ab,x) — Hot(Ab,y)

dadurch, daf er jedem Komplex F € Hot(Ab,x) das Summentotal des Doppel-
komplexes der f(!’c)q FP zuordnet. Man priift leicht, daf er einen Rechtsadjungierten

FO . Hot(Ab,y) — Hot(Ab,x)

besitzt, der jedem Komplex G € Hot(Ab,y) das Produkttotal des Doppelkom-

plexes der f,g),qu zuordnet. Um die g-Differentiale zu erklidren beachten wir, dal
jede Transformation von Funktoren eine Transformation in die Gegenrichtung auf
den Adjungierten induziert. Jeder Morphismus £ — M von f-kompaktweichen
Garben liefert mithin eine Transformation f/(\2 = f g). Wir zeigen nun, daf} al-
le Komplexe aus flachen abelschen Garben quislinksentfaltet sind fiir @) f(’f)’c. Ist
genauer £ — F ein Quasiisomorphismus von Komplexen aus flachen abelschen
Garben, so liefert das Darantensorieren von K einen Quasiisomorphismus & &
K = F ® K und nach 5.8.23 bestehen beide Komplexe aus f-kompaktweichen
Garben. Nach [TD] 3.6.4 erhalten wir also weiter einen Quasiisomorphismus
Jo(€ @ K) = fi(F ®K), da wir auch f lesb angenommen hatten. SchlieBlich
erinnern wir noch aus 2.7.12, daf} es zu jedem Komplex von abelschen Garben
einen Quasiisomorphismus von einem Komplex flacher abelscher Garben gibt,
und daraus folgt dann mit [TD] 3.2.31, daB} alle Komplexe aus flachen abelschen
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Garben quislinksentfaltet sind fiir Q f(. Folglich existiert der Linksfaktorierte
von () f(’!c)’C auf allen Objekten und mit Lemma 5.8.17 erhalten wir fiir

LQ/N : Der(Ab,x) — Der(Aby)

sogar eine ausgezeichnete Isotransformation L() f(’!c)’C = fio( ®“KK). Da an-
dererseits in Hot(Ab,y) nach 2.2.10 jeder Komplex eine Quisrechtsentfaltung

besitzt, existiert auch der Rechtsfaktorierte R(Q) f,g,)c von () f,g,)c auf allen Objekten
und [TD] 3.2.27 liefert fiir diese faktorierten Funktoren eine Adjunktion

(LQIES, RQF)

Fiir jede f-kompaktweiche Auflosung K/C der konstanten Garbe Zx ist also der
Rechtsfaktorierte RQ) f,g,)c ein Rechtsadjungierter f' von f,.

5.8.22 (Berechnung des Verdierdualen). Seien f : X — Y eine lesb-Abbil-
dung und C ein Komplex von f-kompaktweichen abelschen Garben auf X. Die
Isotransformation L f(’,c) = fi o ( ®K) von Funktoren Der(Ab,x) — Der(Ab,y)
aus 5.8.21 liefert eine ausgezeichnete Isotransformation

RfY S (K=)o f

zwischen den adjungierten Funktoren. Ist insbesondere f = fin die konstante Ab-
bildung auf den einpunktigen Raum, so erhalten wir fiir jeden Komplex K von
kompaktweichen Garben auf einem lokal kompakten homologisch kompaktendli-
chen Hausdorffraum X einen ausgezeichneten Isomorphismus

fing (Quopl0] = (Q/Z)iop) = (K= fin' Zyyp)

und so mit 5.8.20 einen ausgezeichneten Isomorphismus zwischen dem Verdier-
dualen Dy K von K und dem Garbenkomplex mit Dk I';(U; K) als Komplex der
Schnitte auf einer offenen Teilmenge U G X.

Lemma 5.8.23. Seien f : X — Y eine lesb-Abbildung und A eine Kringgarbe
auf X und KC, F € Ab,x 4y Modulgarben. Ist K faserweise kompaktweich und F
flach, so ist auch F @ 4 IC eine faserweise kompaktweiche Garbe.

5.8.24. Das gilt ebenso, wenn wir statt der Flachheit von F die Flachheit von K
annehmen. Fiir diese Variante habe ich jedoch im folgenden keine Verwendung.

Beweis. Jede Garbe F € Ab(x ) besitzt eine Auflosung ... — F 1 — F0 —
F mit F¥ jeweils einer direkten Summe von Kopien von Garben der Gestalt
Avcx fir U @ X. Diese liefert eine exakte Sequenz

o Floa Kk 5 FOou K - FoaK
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Nach dem Kriterium 5.8.15 reicht es zu zeigen, dal F* ® 4 KC eine f-kompaktwei-
che Garbe ist fiir alle v. Nun ist aber F” ® 4 IC ist eine direkte Summe von Garben
der Gestalt Aycx ®4 K = Kycx und die Summanden sind f-kompaktweich
nach 5.8.13. Also ist auch /¥ @4 K faserweise kompaktweich nach 4.4.8 als
filtrierender Kolimes faserweise kompaktweicher abelscher Garben. [

Lemma 5.8.25. Gegeben f : (X, A) — (Y, B) ein lesb-Morphismus gekringter
Réume und K € Ab ) x eine f-kompaktweiche Modulgarbe auf X besitzt der durch
die Vorschrift

foy o F = HOA(F @4 K)

gegebene Funktor f(’f) : Ab(x,4) — Ab/ (v ) einen Rechtsadjungierten f,g).

Beweis. Nach 5.8.10 reicht es zu zeigen, dal} f(’,c) mit Kolimites vertauscht. Dazu
reicht es zu zeigen, dall unser Funktor rechtsexakt ist und mit filtrierenden Koli-
mites, ja mit Koprodukten vertauscht. Wir kénnen F ®!; K mit einer Linksauf-
16sung von F durch flache Modulgarben berechen, wie wir sie etwa beim Beweis
von 5.8.23 beschrieben haben. So folgt aus 5.8.23, dall F ®I;1 K durch einen Kom-
plex aus f-kompaktweichen Garben in nichtpositiven Graden beschrieben werden
kann, und mit [TD] 3.6.4 folgt H' fi(F @4 K) = 0. Damit ist unser Funktor schon
mal rechtsexakt. Unser Funktor vertauscht aber auch mit beliebigen Koproduk-
ten. Genauer wissen wir das fiir ®'KC, weil er ein Linksadjungierter ist, fiir f,
nach 5.8.16 und fiir H° folgt es aus der Beschreibung 2.2.14 von Koprodukten in
derivierten Kategorien unter der Annahme der Existenz von Quisrechtsentfaltun-
gen, die es ja nach 2.2.13 auch im Fall von Modulgarben gibt, zusammen mit der
Exaktheit von Koprodukten in der Kategorie der Modulgarben. 0

5.8.26 (Existenz des eigentlichen Riickzugs). Sei f : X — Y ein lesb-Mor-
phismus von gekringten Raumen. Gegeben ein Komplex ICK alias ... — K¢ —
K9t — ... von faserweise kompaktweichen Modulgarben auf X erkliren wir
den Funktor

f(I,C)K : Hot(Ab,x) — Hot(Ab,y)

dadurch, da er jedem Komplex F € Hot(Ab,x) das Summentotal des Doppel-
komplexes der f(!’c)qu zuordnet. Man priift leicht, da3 f(’!c)’C einen Rechtsadjun-
gierten

©  Hot(Ab,y) — Hot(Ab,x)

besitzt, der jedem Komplex G € Hot(Ab,y) das Produkttotal des Doppelkom-

plexes der f,g)_qu nach 5.8.25 zuordnet. Um die ¢-Differentiale zu erklédren be-
achten wir, daf} jede Transformation von Funktoren eine Transformation in die
Gegenrichtung auf den Adjungierten induziert. Jeder Morphismus £ — M von
f-kompaktweichen Modulgarben liefert mithin eine Transformation f/(\!/z = f S) .
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Wir zeigen nun, daf3 alle quisflachen Komplexe aus flachen Modulgarben quis-
linksentfaltet sind fiir () f(’f)’c. Ist ndmlich £ = F ein Quasiisomorphismus quis-
flacher Komplexe aus flachen Modulgarben, so liefert das Darantensorieren von
KCIC einen Quasiisomorphismus & ® 4 KK = F @4 LK, da wir £ und F quis-
flach angenommen hatten. Nach 5.8.23 bestehen weiter beide Komplexe aus f-
kompaktweichen Garben, da wir auch angenommen hatten, da3 £ und F aus fla-
chen Modulgarben bestehen. Nach [TD] 3.6.4 und da wir f lesb angenommen
hatten, macht f(;) daraus einen Quasiisomorphismus f(,’C)’CE = f(’!c)’c]: . SchlieBlich
erinnern wir noch aus 2.7.12, daf} es zu jedem Komplex von Modulgarben einen
Quasiisomorphismus von einem quisflachen Komplex falcher Modulgarben gibt,
und daraus folgt dann mit [TD] 3.2.31, daB in der Tat alle quisflachen Komplexe
aus flachen Modulgarben quislinksentfaltet sind fiir ) f(’!C)’C. Folglich existiert der
Linksfaktorierte von () f(’f)’c auf allen Objekten und mit Lemma 5.8.23 erhalten
wir fiir
LQf(’!C)’C : Der(Ab,x) — Der(Ab,y)

sogar eine ausgezeichnete Isotransformation L@ f(’!c)’C = fio( ®“KK). Da an-
dererseits in Hot(Ab,y) nach 2.2.10 jeder Komplex eine Quisrechtsentfaltung

besitzt, existiert auch der Rechtsfaktorierte R(Q) f,g,)c von () f,g,)c auf allen Objekten
und [TD] 3.2.27 liefert fiir diese faktorierten Funktoren eine Adjunktion

(LQIES, RS

Fiir jede f-kompaktweiche Auflosung IC/C der Strukturgarbe A ist also der Rechts-
faktorierte RQ) f,g,)c ein Rechtsadjungierter f* von fi.

Ubungen

Ubung 5.8.27. Man zeige, daB3 gegeben eine stetige Abbildung f : X — Y von
lokal kompakten homologisch kompaktendlichen Hausdorffriumen und ein Kom-
plex K von kompaktweichen abelschen Garben auf X der natiirliche Isomorphis-
mus Dy /il Spe fxDx X aus 5.7.16 unter der in 5.8.22 gegebenen Beschreibung
des Verdierdualen und dem natiirlichen Morphismus f(,) = f, von dem Isomor-
phismus von Komplexen von abelschen Garben herkommt, der auf den Schnitten
iiber V' @ Y gegeben wird durch die offensichtlichen Isomorphismen

Diet D1 (V5 f)K) Sker DD (fH(V); K)

Hinweis: Ich habe diese Ubung noch nicht gemacht und stelle mir vor, daB das
einmal ein Student zusammen mit dem Umfeld ausarbeiten konnte.
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Ubung 5.8.28. Ist ein lokal kompakter Hausdorffraum X die disjunkte Vereini-
gung offener Teilmengen X = | |,_; X;, so liefern fiir jedes Objekt 7 € Der™ (Ab, x)
die Ausdehnungen durch Null Isomorphismen

P (X F) = HY(X; F)

i€l

Ist X zusitzlich homologisch kompaktendlich, so gilt dasselbe sogar fiir jedes
Objekt F € Der(Ab, x) der unbeschrinkten derivierten Kategorie. Hinweis: Man
gehe von der Zerlegung 2.2.20 von F als Summe der Restriktionen auf die Kom-
ponenten aus und verwende die Vertrdglichkeit von fin; mit direkten Summen aus
5.8.16.

5.9 Wohin damit?

5.9.1 (Trennkategorien von Raumpaaren). Um unseren Trennfunktor der rela-
tiven singulidren Kohomologie HY;,, : Top® — sgAb°"P relativ zu einer offenen
Teilmenge aus [TS] ?? in der Garbenkohomologie wiederzufinden, fithren wir ei-
ne Variante Top” unserer Trennkategorie Top® aus [TSK] 4.1.16 ein. Objekte sind
Paare (X, A) mit A @& X und Morphismen (X, A) — (Y1, By) A ... A (Y., B,)
Tupel von stetigen Abbildungen f; : X — Y;istmit A D f; 1 (B)N...Nf1(B,).
Das Bilden des Komplements (X, U) — (X, X\U) ist dann ein Isomorphismus
von Trennkategorien

Top® = Top”

Wir drehen in der Notation das Inklusionszeichen um, weil Top? im Gegensatz
zu Top® keine volle Untertrennkategorie der in [TSK] 4.1.16 erklirten Trennka-
tegorie Top~ der Raumpaare ist, sondern vielmehr eine volle Untertrennkategorie
ihrer in offensichtlicher Weise erklirten Variante Top-.

5.9.2 (Lokale Kohomologie als Hyperkohomologie der Lokalgarbe). Unsere
Beschreibung [TG] 4.4.5 der lokalen Kohomologie als Erweiterungsgruppe zu-
sammen mit der Beschreibung 2.7.9 einer Erweiterungsgruppe als die Hyperko-
homologie des entsprechenden Homkomplexes liefern fiir A @& X abgeschlossen
undi : A — X die Einbettung Isomorphismen H% (X; Z) = Extib/x (Zacx,Zx) >
HY(X;Z}x). Wir vereinbaren die Notation L4cx = Z}.y, nennen diesen
Komplex die Lokalgarbe von A in X und erhalten Isomorphismen

H(X;Z) = HY(X; Lacx)

5.9.3. Wir erinnern die Garbenoptrennfaserung Ab /1., — ATop aus 1.2.9 und
betrachten die dazu oppinverse Trennfaserung nach 1.7.4 und notieren sie Ab /r, 1=
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(Ab //Top)otf — ATop. Trennungen 7 — G; A ... A G, in Ab , iiber einer Tren-
nung (f1,..., fr): X = Y1 A... A Y, in A Top sind per definitionem Homomor-
phismen F — f{G; ® ... ® f*G, in Ab,x. Wir betrachten nun den Trennfunktor
Top® — Ab o, mit (X, A) — Zx. Die Bilder der Trennungen in der Basis unter
diesem Trennfunktor steigen ab zu Trennungen zwischen den Quotienten

ZACX = Z*ZA = Z*Z*ZX

der Garben Zx mit i : A — X der Einbettung und wir erhalten so einen weiteren
Trennfunktor Top”® — Abm, mit (X, A) — Zacx. Die zugehdrigen Morphis-
men

Ziacx = filgcy, @ ... frlp,cy,

sind dieselben in Ab,x und Der, x, da alle beteiligten Garben freie Halme haben,
und wir erhalten so einen Trennfunktor Top® — (Der jr,p,)°". Wir erinnern nun
an unsere Lokalgarben

ﬁACX = (ZAcX>V = (ZACXQZX) S Der(Ab/X)

aus 5.9.2. Dualisieren wir unseren Morphismus von eben und schalten davor die
natiirlichen Morphismen [TSK] 1.3.19 vom Tensorprodukt der Dualen zum Dua-
len des Tensorprodukts und die natiirlichen Morphismen 1.5.11 vom Riickzug des
Dualen zum Dualen des Riickzugs, so erhalten wir in Der(Ab, x ) einen Morphis-
mus

Ly ®...® fiLp.cy, = Lacx

alias eine Trennung Lacx — Lp,cy; A ... A Lp,cy, in Der jgo,. Wir erhalten
so einigermaBen offensichtlich einen Trennfunktor Top” — Der . Formal und
in der angemessenen Allgemeinheit steht das in 1.7.9. Durch Nachschalten von
H und unsere Isomorphismen H% (X)) = H?(X; £L4cx) nach 5.9.2 erhalten wir
daraus einen Trennfunktor

Top? — sgAb°PP

mit (X, A) — H%(X). Wir nennen ihn den Trennfunktor der lokalen Koho-
mologie. Sein Analogon in der singuldren Theorie kennen bereits aus [TS] ??. Er
beinhaltet das cup-Produkt der lokalen Kohomologie

U H, (X) @ Hp(X) = Hjnp(X)

und die bereits aus [TG] 4.4.7 bekannten Riickziige H* f : H;(Y) — H (X)) fir
f: X — Y stetigmit A D f~'(B) sowie das externe Produkt der lokalen
Kohomologie

x : HY (X) x HL(Y) — HE (X x Y)
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Er beinhaltet auerdem verschiedene Vertriglichkeiten zwischen diesen Konstruk-
tionen. Quasi per definitionem ist H3 (X) = H*(X) die iibliche Garbenkohomo-
logie und wir haben Hj(X') = 0. Das zeigt zum Beispiel, daB3 das cup-Produkt
von zwei Klassen in H*(.X') verschwinden muf3, wenn unsere Klassen von lokalen
Kohomologiegruppen H” (X)) und H;(X') herkommen mit A N B = .

5.9.4. Nach [TG] 4.8.16 haben wir fiir jeden topologischen Raum X natiirliche
Isomorphismen colf x H}.(X; F) = H{(X;F) mit dem Kolimes iiber alle ab-
geschlossenen Kompakta KX @& X. Insbesondere macht unser cup-Produkt der
lokalen Kohomologie die kompakte Kohomologie von X zu einem Modul iiber

dem Kohomologiering. Wir notieren auch diese Operation U und bezeichnen die
zugehorige Abbildung H?(X) x H{(X) — H"(X) als cup-Produkt.

5.9.5. Im Formalismus der zwei Funktoren liefert fiir jeden topologischen Raum
X und alle 7 € Der(Ab,x) der ausgezeichnete Isomorphismus 7 ® Zx — F
Morphismen Der,x(Zx, Zx[q]) — Der,x(F, Flq]) und so eine Operation von
H*X auf H*(X; F) und Hy (X; F).

Proposition 5.9.6 (Schnitt zweier Kurven in der Ebene). Seien A, B @& R?
zwei abgeschlossene nichtkompakte zusammenhdingende Einsmannigfaltigkeiten
in der Ebene X = R?, die sich in genau einem Punkt x € X treffen. Trifft jede
Komponente von X\ A jede Komponente von X\ B, so liefert das cup-Produkt der
lokalen Kohomologie einen Isomorphismus

) (X) ® Hp(X) = H{,(X)
Andernfalls ist diese Abbildung Null.

5.9.7. Ein konzeptionelleres Argument unter stirkeren Regularitdtsannahmen und
in beliebigen Dimensionen wird in Ubung 5.9.11 skizziert. Hier fordern wir nur,
dall A, B abgeschlossene Teilmengen und mit ihrer induzierten Topologie topolo-
gische Einsmannigfaltigkeiten sind.

Beweis. Bezeichne U := X\ A das Komplement von A. Nach [TG] ?? hat U ge-
nau zwei Komponenten Uy, Us und deren hohere Garbenkohomologie verschwin-
det. Unsere allgemeine Erkenntnis [TG] 4.9.15 liefert eine kurze exakte Sequenz

Lycx — Lx —» Liacx

von abelschen Garben auf X und zeigt, wenn wir dazu die lange exakte Sequenz
der Morphismen in die Zx[g] bilden, schon einmal H%(X) = Z fir ¢ = 1 und
Null sonst. In anderen Worten liefert unsere kurze exakte Sequenz einen Quasi-
isomorphismus (Zycx — Zx|[0]) = Zacx[0], der nach der Beschreibung von
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Ext!(Zycx, F) aus [TG] 4.9.32 und dem Vergleich von Morphismen in Hot und
Der aus [TD] 2.7.18 eine Bijektion

HOtAb/X ((ZUCX — Zx[O]),Zx[l]) = DerAb/X(ZAcX;ZXUD

induziert. Das Symbol [0] verwenden wir hier, um bei einem Komplex den Term
im Grad Null anzuzeigen. Wir erhalten offensichtlich einen Erzeuger von

Hotap,  (Zuex — Zx[0]), Zx[1]) = H*((Zvcx — Zx[0))= noZx (1))

durch einen Morphismus Zy-x — Zx, der unter der offensichtlichen Zerle-
gung Zy,cx ® Zy,cx — Zycx zu einem Erzeuger des Raums der Morphismen
Zy,cx — Zx beziehungsweise zum Nullmorphismus Zy,-x — Zx einschrinkt.
Ebenso hat auch V' := X'\ B genau zwei Komponenten V;, V5. Nach [TG] 4.10.27
hat weiter das Komplement von AUB genau vier Komponenten. Sind alle Schnitte
U; NV} nicht leer, so miissen diese Schnitte genau unsere vier Komponenten sein.
Wihlt man nun analog einen Représentanten in der Homotopiekategorie fiir einen
Erzeuger der lokalen Kohomologie H(X) und bildet das Tensorprodukt in der
Homotopiekategorie, so kann man wieder in der Homotopiekategorie unschwer
priifen, dal wir einen Reprisentanten eines Erzeugers von H%m} (X) erhalten. An-
dernfalls haben wir nach eventueller Umnummerierung ohne Beschriankung der
Allgemeinheit U; N V; = (), und dann ist das cup-Produkt der entsprechenden
Erzeuger in der Homotopiekategorie in der Tat der Nullmorphismus. [

Ubungen
Ubung 5.9.8. Unser Schmelzfunktor der topologischen Orientierungsmenge
or'? : (YModfg)* — Par

aus [TS] ?? vom banalen Schmelzgruppoid der endlichdimensionalen reellen Vek-
torrdaume in die Schmelzkategorie der erweiterten Parititen, der jedem endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraum V' die Paritét seiner Dimension erweitert um die
Menge der beiden Erzeuger der totalen relativen singuldren Homologie H(V, 17\0)
zuordnet, ist isomorph durch Ubergang zur jeweiligen Koordinatenfunktion ge-
folgt von den Isomorphismen H*(V, V\0) = Hi,, (V) = Hi (V) aus [TG] 5.1.20
und [TG] 4.8.16 zum vielleicht noch natiirlicheren Schmelzfunktor, der V' die Pa-
ritédt seiner Dimension erweitert um die Menge der beiden Erzeuger von H; (V)
zuordnet. Von nun an betrachten wir diesen Schmelzfunktor als unsere ,,Hauptin-
karnation* der topologischen Orientierungmenge und nennen die Menge der
beiden Erzeuger von H; (V') im folgenden oft kiirzer die Orientierungsmenge
or*P(V) eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums V. Wir erkliren ein
ausgezeichnetes Element
T € or'P(RR)
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alias einen ausgezeichneten Erzeuger 7 € H|(R) als dasjenige Element, das un-
ter der Komposition von natiirlichen Isomorphismen von Garbenkohomologien
H°(R\0)/H°(R) = H%o} (R) = H{(R) herkommt vom Schnitt mit Wert Eins
auf R.o und Wert Null auf R_, der konstanten Garbe Z auf R\0. Das ist auch
genau unser 7! aus [TG] 4.9.19. Wenn ich richtig gerechnet habe, ist das auch
das Bild unseres ausgezeichneten Erzeugers 7 € H;(R,R\0) aus [TS] ?? unter
den obigen natiirlichen Isomorphismen und dem Anwenden des Vergleichsiso-
morphismus von der singuldren Kohomologie zur Garbenkohomologie.

Ubung 5.9.9. Gegeben topologische Riume X, Y zusammen mit der Einbettung
1 : A — X einer abgeschlossenen Teilmenge liefert jeder Morphismus « :
iWZa — Zx[p] durch Riickzug ldngs der Projektion einen Morphismus oy :
Wlaxy — Zxxy|p]-Ist j : B < Y auch eine abgeschlossene Teilmenge, so
liefern die Konstruktionen aus ?? angewandt auf oy und Sx eine Abbildung

HY(X) > HR(Y) = HEU(X < Y)

Wir nennen sie das externe Produkt der lokalen Kohomologie und notieren un-
sere Abbildung x.Im Fall A = X und B = Y spezialisiert sie zum Kreuzprodukt
der Garbenkohomologie 2.8.5 und im Fall X = Y erhalten wir durch Nachschal-
ten des Riickzugs auf die Diagonale unser Cup-Produkt der lokalen Kohomologie
29

Ubung 5.9.10. Gegeben topologische Riume mit abgeschlossenen Teilmengen
A, B @ Xund C,D @ Y zeige man die Kommutativitit bis auf das Vorzeichen
(—1)?" des Diagramms

H (X)) x H(X) I Ho(Y) x Hp(Y) = HiAR(X) x Horp (V)

!
HAU(X X Y) x HES (X X Y) = HAS enp (X X Y)

aus externen und internen Produkten der lokalen Kohomologie.

Ubung 5.9.11. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum £ und Teil-
rdume A, B C E der Kodimensionen p, ¢ mit A+ B = E liefert das cup-Produkt
der lokalen Kohomologie einen Isomorphismus

H)(E) @ Hy(E) = H)oG(E)

Hinweis: Man ziehe sich mit Hilfe von Ubung 5.9.10 auf den Fall dim E = 1
zuriick.

Ubung 5.9.12. Gegeben endlichdimensionale reelle Vektorriume A C E mit je-
weils einer topologischen Orientierung erkldren wir wie in [TS] ?? oder [LA1]
6.5.15 die Quotientenorientierung auf dem Quotienten £ /A. Fiir p = codim(A C
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FE) liefert der zugehorige Erzeuger von H} (E/A) durch Ubergang unter H (E /A) <
H’{’O}(E /A) und Riickzug dann einen ausgezeichneten Erzeuger von HY (E). Wir
nennen ihn den durch die Orientierungen von A und £ bestimmten Erzeuger.
Fir A = R"? x 0? ¢ E = R” mit den Standardorientierungen 7*(*~P) be-
ziehungsweise 7" entspricht die Quotientenorientierung unter dem hoffentlich
offensichtlichen Isomorphismus £ /A = R? der durch 7*P gegebenen Standard-
orientierung auf R” und unser ausgezeichneter Erzeuger von H” (E) ergibt sich
zu 1P x 7P fiir 1 € Hy(R) = H°(R) der Standarderzeuger.

Ubung 5.9.13. Gegeben ein endlichdimensionaler orientierter reeller Vektorraum
F und darin ein angeordnetes Paar (A, B) aus zwei orientierten Teilrdumen A, B C
E mit A+ B = F erkldren wir auf ihrem Schnitt A N B die Schnittorientierung
dadurch, da} wir die Quotientenorientierung aus £/A aus [LA1] 6.5.15 vermit-
tels des Isomorphismus B/(A N B) = E/A auf den Definitionsbereich dieses
Isomorphismus iibertragen und dann in Bezug auf die kurze exakte Sequenz

ANB < B —» B/(ANB)

die im Sinne von [LA1] 6.5.15 mit den beiden auf dem zweiten und dritten Raum
bereits gegebenen Orientierungen vertriagliche Orientierung auf A N B wihlen. Ist
etwa £ = R" und sind A = R"? x 0” sowie B = 07 x R"7 jeweils mit den
Standardorientierungen versehen, so ist die Schnittorientierung die Standardori-
entierung auf 07 x R"7P~9 x (P,

Ubung 5.9.14 (Schnittorientierung und Geometrie). Gegeben ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum £ und Teilrdume A, B C E der Kodimensionen
p,qmit A+ B = E und liefern Orientierungen auf A, B und F nach 5.9.12 ausge-
zeichnete Erzeuger von HY, (E') und H}(E) und somit als deren cup-Produkt einen
ausgezeichneten Erzeuger von HY %, ( E), der seinerseits zu einer ausgezeichneten
Orientierung von A N B gehort. Wir behaupten, daf3 das genau die Schnittorien-
tierung aus 5.9.13 ist. Diese Behauptung miissen wir nur in geniigend Beispielen
priifen. Ist £ = R"™ und sind A = R"7? x (” sowie B = 09 x R"79 jeweils mit
den Standardorientierungen versehen, so werden unsere Erzeuger nach 5.9.12 ge-
geben durch 1*("P) x %P sowie (—1)?"~0 7% x 1*("=9) ynd wir erhalten nach

5.9.10 als Produkt
(_1)q(n*q)(_1)pq 7X4 s 1X(n=p=a) o o XPp

Zur Standardorientierung von AN B = 07 x R"7P~% x (0P gehort andererseits nach
5.9.12 der Erzeuger (—1)2("—P=0) X4 x 1*("=P=a) 5 7*P der lokalen Kohomologie,
und der stimmt mit dem eben berechneten Produkt iiberein. Das aber war gerade
zu zeigen.
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6 Noch Ausschlachten

6.1 Trennriickzug-Eigvorschub fiir Modulgarben, ALT

Vorschau 6.1.1. Wir beginnen mit dem Fall abelscher Garben und erweitern an-
schlieend die Argumentation auf Modulgarben.

6.1.2 (Trennverflechtung fiir abelsche Garben). Die zur Garbenoptrennfase-
rung Ab/r,, — ATop gebildete banale Pritrennaustauschsituation mit Préver-
flechtung liefert durch Einschrinken nach ?? eine Trennaustauschsituation mit
Priverflechtung

(Abjmp — ATop D Top'™ + Ab’//TOplcs, Top®)
Durch Ubergang zu den Homotopiekategorien erhalten wir fiir § € {+, —,b, }

eine jede der vier iblichen Beschrinkungsbedingungen eine Trennaustauschsitua-
tion mit Praverflechtung

(Hotﬁ(Ab JTop) — ATop D Top'™ « Hotﬁ(Ab!// Toples ) Topes>

Beispiel 6.1.3 (Trennverflechtung fiir halbseitig derivierte abelsche Garben).
Die letzte Trennaustauschsituation mit Praverflechtung aus 6.1.2 mit § = — 14t
sich nach ?? nach Quasiisomorphismen lokalisieren zur verflochtenen Trennaus-
tauschsituation der halbseitig derivierten abelschen Garben

(Der]TOp — ATop D Top™™ « Der!//_Toples, Topes)

In der Tat finden wir eine Rechtslinksanpassung (%, %) mit .£ allen Komplexen
aus flachen abelschen Garben und % allen Komplexen aus schwach kompaktwei-
chen abelschen Garben. Dal} das jeweils fiir sich genommen Anpassungen sind,
wissen wir bereits aus 2.8.2 und 5.1.4. Daf} es zu jedem Objekt von .Z einen S-
Morphismus von einem Objekt von #Z N £ gibt, zeigt die Godementauflosung
L = GYL, die ja nach 5.5.6 aus flachen Garben besteht, wenn £ ein Komplex
flacher Garben ist. Genauer gilt es, die Godementauflosung in den opponierten
Kategorien als Morphismus in die Gegenrichtung zu betrachten. Die zweite Be-
dingung an eine Rechtslinksentfaltung ?? schlieBlich zeigt man wie in 5.5.8 aus-
gefiihrt wird, nur nimmt man elementarer als £ einen Komplex flacher abelscher
Garben zusammen mit einem Quasiisomorphismus von £ nach . Um ?? anwen-
den zu kénnen, miissen wir nur noch priifen, dal} alle naiven Verflechtungsquadra-
te iiber elementaren kartesischen Trennquadraten der Basis mit les-Vertikalen voll
kokartesisch sind. Im Fall von kartesischen Trennquadraten mit Einstrennungen
in den Horizontalen haben wir das bereits in ?? gepriift. Im Fall von kartesischen
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Trennquadraten mit Leertrennungen in den Horizontalen ist es offensichtlich. Im
Fall von Projektionsformelquadraten schlieflich folgt es unmittelbar aus der Pro-
jektionsformel 4.4.9.

Beispiel 6.1.4 (Verflechtung fiir beidseitig derivierte abelsche Garben). Die
letzte Trennaustauschsituation mit Praverflechtung aus 6.1.2 mit £ der leeren Be-
schrinkungsbedingung 146t sich, wenn wir nur lesb-Abbildungen als les-Morphismen
erlauben, wieder nach ?? nach Quasiisomorphismen lokalisieren zur verflochte-
nen Trennaustauschsituation der beidseitig derivierten abelschen Garben

(Der /Top — ATop D Top'eP

— Der!// Toplesb ) Top95b>

Die Argumente sind dieselben wie im halbseitig beschriankten Fall 6.1.3 mit dem
einzigen Unterschied, daf fiir lesb-Abbildungen f beliebige Komplexe schwach
kompaktweicher abelscher Garben Q) f)-entfaltet sind.

6.1.5 (Verflechtung fiir derivierte Modulgarben, Vorbereitung). Die Trennfa-
serung der Modulgarben auf gekringten Raumen Ab /g — AGek aus 1.3.10
liefert nach ?? eine banale Priatrennaustauschsituation

(Abj ek — AGek D Gek + Ab ) Gex, Gek)

mit banaler Priverflechtung. Nach Ubung 4.5.13 bilden die eigentlichen Opko-
morphismen aus Ubung 1.3.12 darin ein fasertrennriickzugstabiles multiplikati-
ves System Ab!// Gex- Per definitionem sind iiber jedem auf den zugrundeliegen-
den topologischen Rdumen eigentlichen Morphismus der Basis alle Opkomor-
phismen von Modulgarben eigentlich. Das multiplikative System der topologisch
eigentlichen Morphismen der Basis notieren wir Gek® und erhalten so durch Ein-
schrianken ?? eine weitere Pritrennaustauschsituation

(AbjGex — AGek D Gek <= Ab) ., Gek®)

mit Pridverflechtung. Schrinken wir weiter ein zu topologisch separierten Abbil-
dungen Gek® C Gek , so wird Ab!// aas — Gek® sogar eine Kofaserung mit den
topologischen f() zusammen mit der entsprechenden Restriktion der Modulstruk-
tur oder vielmehr dem auf den opponierten Kategorien induzierten Funktor als
Vorschub und erhalten eine Austauschsituation mit Priverflechtung

(Aby Gex — AGek D Gek® < AbY ge, Gek™)

Durch Ubergang zu den Homotopiekategorien wird daraus eine Trennaustausch-
situation mit Praverflechtung

(Hot(Abj gex) = AGek D Gek® « Hot(Ab!// Gere ), Gek™)
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Um durch Lokalisieren nach Quasiisomorphismen eine Verflechtung zu erhalten,
schrinken wir weiter ein und erlauben als les-Morphismen nur solche Morphis-
men von gekringten Raumen (X, A) — (Y,B), bei denen f : X — Y lesb ist
und A, flach iiber By, fiir alle x € X und notieren Gek'™P 5 Gek®" das
multiplikative System dieser Morphismen beziehungsweise seiner Elemente, die
auBlerdem eigentlich sind. Wir nennen einen Morphismus von gekringten Raumen
einen lesb-Morphismus, wenn die zugrundeliegende stetige Abbildung lesb ist.
Dal} diese Systeme trennriickzugstabil sind, mag man etwa mit Hilfe von 4.5.7
folgern. So erhalten wir schlieBlich eine Trennaustauschsituation mit Priaverflech-
tung

(Hot(Abygex) — AGek D Gek'™"" < Hot(Ab , Gek*"")

|
'// Geklcsbf )

Erginzung 6.1.6. Wir verzichten mit unserer Definition eines lesb-Morphismus
auf die erwartbare grofere Allgemeinheit aller les-Abbildungen, bei denen die
homologische Dimension des Eigvorschubs nur auf auf Modulgarben statt wie
bei uns auf allen abelschen Garben beschrinkt ist.

Satz 6.1.7 (Trennverflechtung fiir beidseitig derivierte Modulgarben). Die
letzte der in 6.1.5 angegebenen Trennaustauschsituationen mit Prdverflechtung
ldpt sich nach Quasiisomorphismen lokalisieren im Sinne von ?? zu einer ver-
flochtenen Trennaustauschsituation

(Der(Abj ga) — AGek D Gek' ™™ < Der(Ab , Gek*"")

|
'// Gek]esbf )

6.1.8. Einen hoheren Zugang zu noch allgemeineren und stirkeren Aussagen in
dieser Richtung kann man in der Dissertation von Recktenwald [?] finden, die
ihrerseits auf dem Formalismus von Hormann [?] aufbaut.

Beweis. Eine Rechtslinksanpassung ist das Paar (Z,.Z’) mit .Z allen quisflachen
Komplexen von Modulgarben und % allen Komplexen schwach kompaktweicher
Modulgarben, wie aus den in 5.5.8 diskutierten Eigenschaften von Godementauf-
16sungen leicht folgt. Nach ?? bleibt damit nur noch zu zeigen, daf} alle naiven
Verflechtungsquadrate der lokalisierten Trennaustauschsituation iiber elementa-
ren Trennquadraten der Basis voll kokartesich sind. Im Fall eines kartesischen
Trennquadrats mit Leertrennungen in den Horizontalen ist das eh klar. Im Fall
kartesischer Trennquadrate mit Einstrennungen in den Horizontalen bemerken wir
zunichst, dafl jeder Morphismus (X, .4) — (Y, B) von gekringten Rdumen fakto-
risiert als (X, A) — (X, f*B) — (Y, B). Jedes derartige Trennquadrat 146t sich
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mithin erhalten als Verklebung der vier Trennquadrate

<W7 g°C @y q*A> - (Wa q**A) — (X7 'A)

| l |

(W, g*C) (W, v*B) —— (X, f*B)

) P

(Z,C) (va*B)p—>(Y76)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Riickziige von
Kringgarben. Unter unseren Annahmen ist aber nach ?? und ?? die Menge der
voll kokartesischen naiven Verflechtungsquadrate stabil unter Verkleben. Es reicht
also, fiir jedes dieser vier kartesischen Quadrate zu priifen, dal dariiber jedes nai-
ve Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Im Quadrat oben links geht es nur
um Beziehungen zwischen Restriktion und Erweiterung von Skalaren, da folgt
die Behauptung aus der Voraussetzung der Flachheit der A, iiber By (,), die dazu
fithrt, dal jeder quisflache Komplex von .4-Modulgarben zu einem quisflachen
Komplex von B-Modulgarben restringiert. Im Quadrat oben rechts ist die Aussa-
ge auch leicht zu sehen, dort geht es nur um die Vertraglichkeit des gewohnlichen
Riickzugs mit einer Restriktion der Skalare. Unten rechts haben wir lokal eigent-
lichen Basiswechsel wie wir ihn kennen, nur dafl zusétzlich noch Kringgarben
operieren. Es bleibt zu zeigen, da} auch iiber dem Trennquadrat unten links je-
des naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Das stellen wir zuriick und
behandeln zunéchst den auch noch ausstehenden Fall der Projektionsformelqua-
drate zu einem lesbf-Morphismus f : (X, A) — (Y, B). Wie zuvor konnen wir
ihn faktorisieren in (X, A) — (X, f*B) — (Y, B) und diirfen die beiden Faktoren
getrennt betrachten. Im Fall (X, A) — (X, f*B) reicht es zu zeigen, da8 fiir jeden
quisflachen Komplex G von f*B-Moduln und jeden Komplex F von .4-Moduln
der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(res! P F) @75 G > resf;*B(]: R4 (A®s5G))

ist. Das ist sogar ohne alle Annahmen an G offensichtlich. Im zweiten Fall erin-
nern wir, da} wir nach 2.7.12 zu jedem Komplex von Modulgarben einen Qua-
siisomorphismus von einem quisflachen Komplex flacher Modulgarben finden
konnen. Es reicht deshalb zu zeigen, daB fiir jeden Komplex F von schwach
kompaktweichen f*B-Moduln und jeden quisflachen Komplex G von flachen B-
Moduln der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(foyF) ®8G = foy(F @48 [7G)
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ist und 7 ®y5 f*G aus f-kompaktweichen Garben besteht. In der Tat ist dann
7 Aid: FAG — fnF A G mit dem Transportmorphismus vorne ein Morphis-
mus von unter den jeweiligen Riickziigen entfalteten Objekten, der kokartesisch
wird in der Lokalisierung und ein voll kokartesisches naives Verflechtungsqua-
drat liefert. Unter diesen Annahmen kommt unser Morphismus aber nach der Pro-
jektionsformel 4.4.9 sogar von einem Isomorphismus von Doppelkomplexen aus
f-kompaktweichen Garben her. Schlieflich kiimmern wir uns noch um das karte-
sische Trennquadrat mit Einsmorphismen in den Horizontalen in unserem grof3en
Diagramm unten links, dessen Behandlung wir zuriickgestellt hatten. Mit einigen
Vereinfachungen der Notation hat es die Gestalt

(W,f*c) — (W, f*B)
(Z,C) (Z,B)

Sei also F ein quisflacher Komplex aus kompaktweichen g*B-Moduln. Das zu-
gehorige naive Verflechtungsquadrat hat dann diesselbe linke Vertikale wie das
naive Verflechtungsquadrat zu F A C iiber dem Projektionsformelquadrat ,,mit
Raumwechsel ohne Ringwechsel, von dem wir bereits wissen, dal} es voll kokar-
tesisch ist. Das beendet den Beweis. [

6.1.9 (Trennverflechtung fiir halbseitig derivierte Modulgarben). Der vorhe-
rige Satz gilt analog fiir halbseitig derivierte Modulgarben. Wir diirfen dann be-
liebige les-Abbildungen zulassen und miissen uns nicht auf lesb-Abbildungen be-
schrianken, diirfen aber stattdessen nur gekringte Raume (X, .4) endlicher Tor-
Dimension zulassen.

Ergdnzung 6.1.10. Will man Eigvorschiibe mit nicht notwendig flachen Kringgar-
benkomorphismen zulassen, so wird man allgemeiner mit differentiellen graduier-
ten Kringgarben arbeiten miissen.

6.2 Das mubB hinter die Diskussion des Formalismus!

Satz 6.2.1 (Trennverflechtung fiir beidseitig derivierte Modulgarben). Die
letzte der in 6.1.5 angegebenen Trennaustauschsituationen mit Prdverflechtung
ldpt sich nach Quasiisomorphismen lokalisieren im Sinne von ?? zu einer ver-
flochtenen Trennaustauschsituation

(Der(Ab// Gek) = AGek D Gek'®sPf Der(Ab!// Goklesbt ) GekeSbf)

Beweis. Eine Rechtslinksanpassung ist das Paar (Z,.Z’) mit .Z allen quisflachen
Komplexen von Modulgarben und % allen Komplexen schwach kompaktweicher
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Modulgarben, wie aus den in 5.5.8 diskutierten Eigenschaften von Godementauf-
16sungen leicht folgt. Nach ?? bleibt damit nur noch zu zeigen, daf} alle naiven
Verflechtungsquadrate der lokalisierten Trennaustauschsituation iiber elementa-
ren Trennquadraten der Basis voll kokartesich sind. Im Fall eines kartesischen
Trennquadrats mit Leertrennungen in den Horizontalen ist das eh klar. Im Fall
kartesischer Trennquadrate mit Einstrennungen in den Horizontalen bemerken wir
zunichst, daf} jeder Morphismus (X, .4) — (Y, B) von gekringten Rdumen fakto-
risiert als (X, A) — (X, f*B) — (Y, B). Jedes derartige Trennquadrat 146t sich
mithin erhalten als Verklebung der vier Trennquadrate

(W7 g*c QB q*A) - (W> q*A) q4> (Xa A)

| l |

(W, g*C) (W,v*B) — (X, f*B)

) P

(Z7C) (va*B)L<Y7B)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Riickziige von
Kringgarben. Unter unseren Annahmen ist aber nach ?? und ?? die Menge der
voll kokartesischen naiven Verflechtungsquadrate stabil unter Verkleben. Es reicht
also, fiir jedes dieser vier kartesischen Quadrate zu priifen, dal dariiber jedes nai-
ve Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Im Quadrat oben links geht es nur
um Beziehungen zwischen Restriktion und Erweiterung von Skalaren, da folgt
die Behauptung aus der Voraussetzung der Flachheit der A, iiber By (,), die dazu
fithrt, daB jeder quisflache Komplex von .4-Modulgarben zu einem quisflachen
Komplex von B-Modulgarben restringiert. Im Quadrat oben rechts ist die Aussa-
ge auch leicht zu sehen, dort geht es nur um die Vertriglichkeit des gewohnlichen
Riickzugs mit einer Restriktion der Skalare. Unten rechts haben wir lokal eigent-
lichen Basiswechsel wie wir ihn kennen, nur dafl zusétzlich noch Kringgarben
operieren. Es bleibt zu zeigen, da} auch iiber dem Trennquadrat unten links je-
des naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Das stellen wir zuriick und
behandeln zunéchst den auch noch ausstehenden Fall der Projektionsformelqua-
drate zu einem lesbf-Morphismus f : (X, A) — (Y, B). Wie zuvor kénnen wir
ihn faktorisieren in (X, A) — (X, f*B) — (Y, B) und diirfen die beiden Faktoren
getrennt betrachten. Im Fall (X, A) — (X, f*B) reicht es zu zeigen, daB fiir jeden
quisflachen Komplex G von f*B-Moduln und jeden Komplex F von .4-Moduln
der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(res!, " F) @5 G = res? "(F @4 (A @5 G))

ist. Das ist sogar ohne alle Annahmen an G offensichtlich. Im zweiten Fall erin-
nern wir, da} wir nach 2.7.12 zu jedem Komplex von Modulgarben einen Qua-
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siisomorphismus von einem quisflachen Komplex flacher Modulgarben finden
konnen. Es reicht deshalb zu zeigen, daB fiir jeden Komplex F von schwach
kompaktweichen f*B-Moduln und jeden quisflachen Komplex G von flachen B-
Moduln der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(foyF) ®8G = foy(F @48 f°G)

ist und F @5 f*G aus f-kompaktweichen Garben besteht. In der Tat ist dann
T Aid : F A G — foF A G mit dem Transportmorphismus vorne ein Morphis-
mus von unter den jeweiligen Riickziigen entfalteten Objekten, der kokartesisch
wird in der Lokalisierung und ein voll kokartesisches naives Verflechtungsqua-
drat liefert. Unter diesen Annahmen kommt unser Morphismus aber nach der Pro-
jektionsformel 4.4.9 sogar von einem Isomorphismus von Doppelkomplexen aus
f-kompaktweichen Garben her. SchlieBlich kiimmern wir uns noch um das karte-
sische Trennquadrat mit Einsmorphismen in den Horizontalen in unserem grof3en
Diagramm unten links, dessen Behandlung wir zuriickgestellt hatten. Mit einigen
Vereinfachungen der Notation hat es die Gestalt

(W,f*c) — (W,f*B)
(Z,C) (Z,B)

Sei also F ein quisflacher Komplex aus kompaktweichen g*B-Moduln. Das zu-
gehorige naive Verflechtungsquadrat hat dann diesselbe linke Vertikale wie das
naive Verflechtungsquadrat zu & A C iiber dem Projektionsformelquadrat ,,mit
Raumwechsel ohne Ringwechsel, von dem wir bereits wissen, dal} es voll kokar-
tesisch ist. Das beendet den Beweis. [

6.2.2 (Trennverflechtung fiir halbseitig derivierte Modulgarben). Der vorhe-
rige Satz gilt analog fiir halbseitig derivierte Modulgarben. Wir diirfen dann be-
liebige les-Abbildungen zulassen und miissen uns nicht auf lesb-Abbildungen be-
schrinken, diirfen aber stattdessen nur gekringte Riume (X, .4) endlicher Tor-
Dimension zulassen.

6.3 Anwendung auf Mannigfaltigkeiten

Lemma 6.3.1. Fiir die konstante Abbildung c : E — top eines endlichdimensio-
nalen reellen affinen Raums auf einen Punkt und alle G € Der(Ab) ist die Einheit
der Adjunktion ein Isomorphismus

~ !
'G5 cactG
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6.3.2. Insbesondere finden wir ¢'Z., = Zg|d] fiir d = dim F und priziser formu-
liert einen Isomorphismus £ = ¢'H{( E)[—d] und damit £ @ HY(E)*[d] = wg.

Beweis. Nach dem Verschwindungskriterium [TSF] 2.2.24 reicht es zu zeigen,
daB unsere Einheit der Adjunktion fiir jede konvexe offene Teilmenge D G F mit
der Einbettung j : D — E Isomorphismen c,j,j'c*G = ¢,j.j'c'eic*G liefert. Sie
mogen in 6.3.15 priifen, dal in dieser Situation die Koeinheit der Adjunktion einen
Isomorphismus ¢;55'c*G = eic*@ liefert. Fiir G eine abelsche Gruppe wissen wir
das bereits aus [TG] 4.8.16. Nach [TG] 6.3.20 fallt nun aber der von der Einheit
der Adjunktion induzierte Morphismus j' = j'c'c; zusammen mit der aus Einheit
und Koeinheit von Adjunktionen gebildeten Komposition

.1 N . g0~ 0 P | 0
J = (cg)(cihg = jcajj = jca

Wir wissen nach dem Vorhergehenden bereits, da3 der Letzte dieser Pfeile einen
Isomorphismus liefert, wenn wir ihn auf ¢*G anwenden. Der erste Pfeil liefert
also unter ¢, j, einen Isomorphismus auf ¢*G genau dann, wenn die Komposition
einen Isomorphismus auf ¢*G liefert. Da D homdomorph ist zu E, reicht es also
zu zeigen, dab fiir ¢ selber die Adjunktion einen Isomorphismus

~ |
c.¢'G = ecac’G

induziert. Die Projektionsformel liefert Isomorphismen ¢,c*G' = ¢/(Zp Q@ ¢*G) —
(aZp) ®G. Sie zeigen, daB ¢;c* eine Aquivalenz von Kategorien ist. Dasselbe gilt
fiir den adjungierten Funktor c,c' und zeigt, daB die Einheit der Adjunktion ein
Isomorphismus G = c.c'eic*G ist. Andererseits zeigt 3.1.4, daB die Einheit der
Adjunktion (c¢*, ¢,) einen Isomorphismus G = ¢,c*G liefert. Zusammen folgt wie
gewiinscht, daB die Einheit der Adjunktion (¢, ¢') einen Isomorphismus c,.c*G =
c.cleic*G induziert. ]

Beispiel 6.3.3 (Dualisierende Garbe einer Mannigfaltigkeit). Gegeben eine d-
Mannigfaltigkeit M konstruieren wir einen Isomorphismus

Wy = OI‘M[d]

ithrer dualisierenden Garbe mit der Orientierungsgarbe aus [TG] 4.10.8 verscho-
ben in das Negative der Dimension. Dazu gehen wir von der Erkenntnis aus, daf3
wyr[—d] nach 6.3.2 eine Garbe ist und daf} 6.3.2 weiter fir U @ M homdomorph
zu R? einen natiirlichen Isomorphismus (wy[—d])(U) = H{(U; Z)* liefert. So er-
halten wir einen Isomorphismus der Restriktionen beider Garben auf die durch die
fraglichen Mengen U gegebene Basis der Topologie, und unsere verallgemeinerte
Garbifizierung aus [TG] 2.2.42 zeigt dann, dafl er von genau einem Isomorphis-
mus der urspriinglichen Garben herkommen mu8.
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Beispiel 6.3.4 (Dualisierende Garbe einer Randfaltigkeit). Gegeben eine d-
Randfaltigkeit R und ¢ : OR — R die abgeschlossene Einbettung ihres Randes
und j : M — R die offene Einbettung seines Komplements betrachten wir das
ausgezeichnete Dreieck i/i'wp — wr — j.j*wr —. Wir konnen es umschrei-
ben zu einem ausgezeichneten Dreieck i,wgr — wr — J.wy — und folgern
die Beschreibung wgp = Keg(j.ory, — i.Zgr)|[d — 1] der dualisierenden Garbe
unserer Randfaltigkeit R als verschobener Kegel eines Morphismus von Garben
j«oryr — i.Zgr. Nun wird der Leser etwa durch Einschrinkung auf den Fall
eines Halbraums unschwer zeigen konnen, daB3 der fragliche Morphismus unter
1* ein Isomorphismus wird. So folgt :*wr = 0 und das ausgezeichnete Dreieck
Jij'wr — Wi — iyi*wr — liefert damit einen Isomorphismus

giory|d] = jiwn = wr

Dasselbe gilt auch fiir Eckfaltigkeiten, die sich ja topologisch nicht von Randfal-
tigkeiten unterscheiden.

6.3.5 (Lokale Kohomologie als Hyperkohomologie). Gegeben A C X eine lo-
kal abgeschlossenene Teilmenge in einem topologischen Raum erkldren wir ihre
Lokalgarbe £, = L,cx € Der(Ab,x) durch die Vorschrift

,CA = (ZIZAEZX)

fiir ¢ die Inklusionsbbildung. Mit dieser Notation spezialisiert die allgemeine Iden-
tifikation [TS] ?? zwischen Einsverschmelzungen und Leerverschmelzungen in
das Homobjekt zu ausgezeichneten Isomorphismen

Eti(’i!ZA, Zx) l} HP(X; ,CA)

Fiir A @& X abgeschlossen liefert der Isomorphismus der relativen Verdierdualitét
weiter einen Isomorphismus i,i'Zyx — £4 und so auch kanonische Isomorphis-
men H (X) = HP(A;4'Zy), die Sie in 5.2.3 sogar mit Koeffizienten hergeleitet
haben.

Beispiel 6.3.6 (Lokalgarbe einer Untermannigfaltigkeit). Ist X eine orientier-
te n-Mannigfaltigkeit und A eine orientierte a-Mannigfaltigkeit und ¢ : A — X
eine Einbettung als abgeschlossene Teilmenge, so liefern die Orientierungen aus-
gezeichnete Isomorphismen Zyx — wx|[n| und Z4 = wala] und zusammen mit
dem offensichtlichen Isomorphismus w, — i'wy erhalten wir fiir pi=n-—a
einen ausgezeichneten Isomorphismus

L= i Za[—D]

zwischen der Lokalgarbe und dem in die Kodimension verschobenen direkten
Bild der konstanten Garbe. Insbesondere erhalten wir in dieser Situation ausge-
zeichnete Isomorphismen HY% (X) = H? ?(A). Das Urbild von 1 € H°(A) unter
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diesem Isomorphismus nennen wir den Fundamentalkozykel von A in X und
notieren es
TA = TAcx € HZ‘(X)

Je nach Kontext verwenden wir dieselbe Notation und Bezeichnung auch fiir das
Bild dieses Elements 74 in H”(.X). Insbesondere ist der Fundamentalkozykel von
X in X die Eins des Kohomologierings. Ist hier A kompakt, so kénnen wir auch
das Bild des Fundamentalkozykels in der kompakten Kohomologie von X be-
trachten. Wir notieren es
TA = TAacx € H{)(X)

6.3.7 (Beschreibung des cup-Produkts mit Lokalgarben). Gegeben ein topo-
logischer Raum X mit abgeschlossenen Teilmengen A, B @& X liefert unser Iso-
morphismus 4/Z4 @ 1Zg — kiZ anp aus ?? einen ausgezeichneten Morphismus

La®Lg — Lanp

vom derivierten Tensorprodukt der Lokalgarben in die Lokalgarbe des Schnitts.
Das zugehorige cup-Produkt mit Koeffizienten paBit dann offensichtlich in ein
kommutatives Diagramm

H(X) x HRp(X) = HER(X)
11 L
HP(X; L) x HI(X: L) — HPF(X; Lang)

Beispiel 6.3.8. Seien X eine orientierte n-Mannigfaltigkeit und A, B C X ab-
geschlossene Teilmengen, die ihrerseits orientierte Mannigfaltigkeiten der Kodi-
mensionen p, ¢ sind. SchlieBlich nehmen wir noch an, daf3 ihr Schnitt A N B eine
orientierte Mannigfaltigkeit ist von der Kodimension p + ¢ in X. So spezialisiert
unser ausgezeichneter Morphismus L4 ® Lp — Lanp aus 6.3.7 fiir ¢, j, k die
jeweiligen Einbettungen zu einem ausgezeichneten Morphismus

ixZa|—p] @ juZg[—q] = k.Zanp[—p — q]

Die zugehorige Abbildung H’(A) x H°(B) — H°(A N B) bildet das Paar (1, 1)
ab auf eine lokal konstante Funktion s : A N B — Z, deren Wert an einer Stelle
x € AN B wir die lokale Schnittmultiplizitit nennen. So finden wir fiir das
cup-Produkt der Fundamentalkozykel die Darstellung

TAUT = Z s(Z)1y
Z

mit der Summe iiber die Zusammenhangskomponenten Z von AN B. Diese Sum-
me kann durchaus unendlich viele Summanden haben und muf3 dann in der of-
fensichtlichen Weise in H %L (X) = H°(A N B) interpretiert werden. Erlau-
ben wir allgemeiner, dal A N B zusitzlich Zusammenhangskomponenten ha-
ben darf, die Mannigfaltigkeiten einer Kodimension > p + ¢ in X sind, so muf3
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La® L — L np auf diesen Komponenten der Nullmorphismus sein und unse-
re Formel gilt entsprechend, wenn wir diese Zusammenhangskomponenten auflen
vor lassen.

Beispiel 6.3.9 (Lokale Schnittmultiplizitiiten ebener Kurven). Wir betrachten
den Fall von zwei abgeschlossenen orientierten Einsmannigfaltigkeiten in einer
orientierten Zweimannigfaltigkeit A, B C X derart, daf} ihr Schnitt A N B eine
diskrete Teilmenge von X ist. Gegeben ein Punkt z € A N B versuchen wir, die
zugehorige lokale Schnittmultiplizitit s(x) zu bestimmen. Sicher ist sie in dem
Sinne lokal, daB sie sich nicht dndert, wenn wir X durch eine beliebige offene
Umgebung von z ersetzen und A, B durch ihre Schnitte mit dieser Umgebung.
So ziehen wir uns auf den Fall zuriick, daB X hom&omorph ist zu R? und daB
A, B abgeschlossen sind in X und dall weder die Komponente von x in A noch
die Komponente von x in B kompakt ist. Weiter zeigt Lokalitidt, da sich die
lokale Schnittmultiplizitét bei = nicht dndert, wenn wir A und B durch die Zu-
sammenhangskomponenten in A beziehungsweise B von x ersetzen. Dann aber
spezialisiert unsere Formel zu

TAaUTE = s()Ty

und wir hatten in diesem Fall bereits in 5.9.6 besprochen, daB gilt |s(z)| < 1 mit
|s(z)| = 1 genau dann, wenn jede Komponente von X\ A jede Komponente von
X\ B trifft. Um schlieBlich auch noch das Vorzeichen zu beschreiben, mag man
vorgehen wir folgt. Die Orientierungen von A und X zeichnen von den beiden
Kommponenten von U := X\A eine als die ,,Rechte und die andere als die
,Linke* aus. Wir notieren sie U, und U;. Ebenso zerfillt V' := X\B in eine
,rechte® und Komponente V,. und eine ,,linke* Komponente V;. Nun betrachten wir
einen geschlossenen Weg, der in V,. N U,. beginnt und erst in U nach V; lduft, dann
in V nach Uj, dann in U nach V,. und schlielich wieder in V' zum Ausgangspunkt
zuriick. Dessen Umlaufzahl um = € X bestimmt das Vorzeichen von s(z). Es sei
dem Leser iiberlassen, diese Aussage zu prézisieren und zu beweisen.

6.3.10 (Lokale Schnittmultiplizititen bei transversalem Schnitt). Seien X ei-
ne orientierte n-Mannigfaltigkeit und A, B @& X abgeschlossene orientierte Un-
termannigfaltigkeiten der Kodimensionen p, g, die sich transversal schneiden in
dem Sinne, daB3 jeder Punkt x € AN B eine offene Umgebung U @ X besitzt mit-
samt einem Homoomorphismus U — E zu einem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum, unter dem A N U und B N U bijektiv auf Untervektorrdume der Ko-
dimensionen p beziehungsweise ¢ abgebildet werden, die zusammen E erzeugen.
Wir nennen so einen Homdomorphismus eine Schnittplittung. Unter diesen An-
nahmen ist auch A N B eine Mannigfaltigkeit und wir konnen darauf die Schnitt-
orientierung erkliren durch die Vorschrift, da3 sie unter jeder Schnittplédttung
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der Schnittorientierung entspricht, wie wir sie in 5.9.13 im Fall von Untervektor-
rdumen eingefiihrt haben. Mit dieser Schnittorientierung auf A N B gilt dann mit
derselben Argumentation

TAUTR = Tanp = E Tz
Z€Zus(ANB)

Die Summe lduft hierbei wieder iiber alle Zusammenhangskomponenten Z von
A N B. In Worten ist also im Fall eines transversalen Schnitts das cup-Produkt
der Fundamentalkozykel der Fundamentalkozykel des Schnitts. Diese Identitit in
HYM(X) liefert dieselbe Identitidt 74 U 75 = Tanp in H?T9(X) und liefert im
Fall von kompaktem B zusitzlich in der kompakten Kohomologie H{ (X)) die
feinere Identitét

TAUTB = TanB

Ubungen

Ubung 6.3.11. Gegeben eine lokal konstante abelsche Garbe F mit endlich er-
zeugten Halmen auf einer Mannigfaltigkeit X ist der kanonische Morphismus ein
Isomorphismus

F 5 DxDxF

Ubung 6.3.12. Auf einem abzihlbar basierten lokal kompakten Hausdorffraum X
ist jede kompaktweiche Garbe F globale-Schnitte-entfaltet. Hinweis: Man schrei-
be unseren Hausdorffraum als aufsteigende Vereinigung einer Folge von Kom-
pakta X = J K, und wihle eine welke Auflosung F — Z<. Dann sind die Se-
quenzen I'(K,,; F) — I'(K,,; Z<) exakt und im Limes nach dem Mittag-Leffler-
Kriterium auch die Sequenzen I'’F — I'Z<.

Ubung 6.3.13. Gegeben eine abzihlbar basierte n-Mannigfaltigkeit X hat der
Funktor I" : Ab,x — Ab der globalen Schnitte hochstens die homologische
Dimension n. Hinweis: Gegeben eine kompaktweiche Auflosung F — G ist
im(G"! — G") kompaktweich nach 5.8.14 und [TG] 4.10.2. Dann verwende
man 6.3.12.

Ubung 6.3.14 (Lokalitiit der Eigenschaft kompaktweich). Eine abelsche Garbe
auf einem lokal kompakten Hausdorffraum ist kompaktweich genau dann, wenn
jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt derart, dal die Einschrankung unserer
Garbe darauf kompaktweich ist. Hinweis: Man zeige mit 5.8.14, da3 das System
der offenen Teilmengen, auf denen eine abelsche Garbe kompaktweich ist, stabil
ist unter endlichen Vereinigungen. Dann zeige man mit 4.3.6, daf} es auch stabil
ist unter beliebigen Vereinigungen.
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Ubung 6.3.15. Gegeben G € Der(Ab) und ¢ : R™ — top die konstante Abbildung
zeige man, daB} fiir jeden Punkt z € R"™ die wie in [TG] 4.8.16 konstruierten
Abbildungen Isomorphismen
q
Hia)
sind. Hinweis: Nach [TG] 4.10.2 hat I'y : Ab/g» — Ab endliche homologische
Dimension. Nach 6.3.13 und der Lokalisierungssequenz hat auch ',y : Ab/gn —
Ab endliche homologische Dimension. So zieht man sich auf den Fall eines be-
schrinkten Komplexes G zuriick, in dem die Behauptung aus [TG] 4.8.16 folgt.

(R™; ¢*G) = HY{(R™; ¢*G)

Ubung 6.3.16 (Fundamentalkozykel einer Untervarietiit). Seien X eine n-Man-
nigfaltigkeit und A @& X eine abgeschlossene Teilmenge, die eine Filtrierung

A=A DA% 15 DA D =AST=A2 = .

durch abgeschlossene Teilmengen besitzt derart, daB AS9\ AS9~1 jeweils eine ¢-
Mannigfaltigkeit ist. Man zeige H”L 4<; = 0 fiir p + ¢ < n und zeige unter der
zusitzlichen Annahme AS*"! = A=%=2 fiir A° := A\ AS%2, daB der natiirliche
Morphismus einen Isomorphismus

H" LA = H L g0

liefert. Sind schlieBlich Orientierungen auf X und A° gewihlt, so erhdlt man
weiter wie in 6.3.6 ausgezeichnete Isomorphismen Lo = j,Zaola — n] fiir
j : A° — X die Einbettung und damit einen ausgezeichneten globalen Schnitt
1 € T'TH"*L 4o und dann auch in I'H"~*L 4. Weil wir bereits wissen, daf} gilt
HILy = 0 fiir ¢ < n — a, ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphis-
mus 'H"*L4 = H"*(X; L4) und wir erhalten ein ausgezeichnetes Element
der lokalen Kohomologie, das wir wieder den Fundamentalkozykel von A in X
nennen und
TA = TAacx € Hz_a(X)

notieren. Er hdngt von den gewdhlten Orientierungen ab. Man zeigt unschwer,
dal er im Fall einer Mannigfaltigkeit A mit dem Fundamentalkozykel aus 6.3.6
tibereinstimmt und daB fiir U @ X offen und v : U — X die Einbettung in
H'~(U) gilt u*T4 = Tanp. Ein typisches Beispiel fiir eine Situation der hier be-
schriebenen Art ist der Fall einer glatten komplexen algebraischen Varietidt V' mit
einer abgeschlossenen Untervarietidt W @& V' und den zugehdrigen topologischen
Ridumen W (C) @& V(C) mit der analytischen Topologie als A & X, vergleiche
[TG] 4.10.24.

Ubung 6.3.17 (Berechnung lokaler Schnittmultiplizititen). Seien A, B abge-
schlossene Teilmengen von X := R" und a,b € Nund 74 € H'; “(X) sowie
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75 € H;°(X) lokale Kohomologieklassen. Wir nehmen an, der Schnitt AN B =
{z} sei ein einziger Punkt, und wollen 74 U 75 € HJ(X) bestimmen. Gegeben
eine kompakte Kugel X' C X mit z € K ist der Riickzug ein Isomorphismus
H”(X) = H%(X). Wir konnen damit 74 ersetzen durch sein Bild in H'} % (X)
und 75 durch sein Bild in H%DI}((X ). Die Homotopieinvarianz der lokalen Koho-
mologie [TG] 4.5.16 zeigt nun, daf} jede Abbildung ¢ : (X, K) — (X, K), die als
Abbildung von Raumpaaren homotop ist zur Identitdt im Sinne von [TS] 2.1.10
und die auBerhalb von K die Identitit ist, die Klasse 75 € H 5 (X) festhilt.
Diese Klasse ist damit auch das Bild von ¢*(75) € HZﬁf( ) (X). Bei geschickter
Wahl von ¢ kann nun

T4 U (15) € Hi (X)
leichter zu berechnen sein. Wenn wir etwa ein ¢ finden konnen, fiir das gilt
AN (B) = 0, so folgern wir sofort 74 U7 = 74 U ¢*(75) = 0. Im Fall
der Fundamentalkozykel von Untervarietdten und dhnlich gelagerten Fillen wie
in 6.3.16 dahingegen gilt es salopp gesprochen, mit ¢ ,,unser B ein bilchen zu
verschieben, so dafl aus dem einem Schnittpunkt z mehrere Schnittpunkte mit
transversalem Schnitt werden, und diese Schnittpunkte miissen wir dann nach
6.3.10 nur noch mit geeigneten Vorzeichen zédhlen*. Im Fall von Untervarietéiten
einer glatten komplexen Varietdt weill man sogar zusétzlich, dal dann alle diese
Vorzeichen +1 sein miissen.
Ubung 6.3.18 (Zuriickholen der lokalen Kohomologie mit sechs Funktoren).
Gegeben A @& X eine abgeschlossene Teilmenge eines topologischen Raums und
F € Ab/x und i : A — X die Einbettung und ¢ = c4 : A — top die konstante
Abbildung kennen wir aus 5.2.3 einen ausgezeichneten Isomorphismus

Hicpd' F = HY(X; F)

Gegeben B @& Y eine weitere abgeschlossene Teilmenge eines topologischen
Raums und 7 : B — Y die Einbettung f : X — Y eine stetige Abbildung
mit f~'(B) € Aund ¢ : F — G ein Morphismus in Der;;(F,§G) alias ein
Morphismus G — f,.F in Der(Ab / x ) konstruieren wir einen Morphismus

>

¢ : c.j'G = caui' F

in Der(Ab) oder ganz pedantisch Der(Ab ) unter Betrachtung des Diagramms

JHB) s A X

)

B¢ / Y

als die Komposition

.l .l ~ 1.1 ~ 1.1 ~. 1.1 ~ .l
] G = ] fxF = Ca [T F = Castu 't F = Casthy't' F = Cayl F
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eines von ¢ induzierten Morphismus mit Basiswechsel, der Isotransformation
u; = u, und der Koeinheit der Adjunktion. Man zeige, daB dieser Morphismus ¢®
im Fall von gewohnlichen abelschen Garben F, G unser Zuriickholen auf der lo-
kalen Kohomologie aus [TG] 4.4.7 induziert, in Formeln also die Kommutativitét
des Diagramms

Hicp.j'G ——HE(Y;G)

-

Hicai' F —=HY(X; F)

Man zeige weiter fiir verkniipfbare Komorphismen ¢® o ©)® = (¢ o ¢)® und der
Vollstindigkeit halber auch id® = id.

Ubung 6.3.19 (Vorschub der relativen Homologie mit sechs Funktoren). Sind
in den Notationen der vorhergehenden Ubung 6.3.18 alle beteiligten topologi-
schen Raume lesb, so konstruiert man in derselben Weise fiir jeden Morphismus
¢ : fiF — G in Der(Ab,y) einen Morphismus

Ve cart' F = cpj G

in Der(Ab) oder ganz pedantisch Der(Ab ) und zeigt ¢g © pu = (¥ © @)s
und der Vollstindigkeit halber auch idgy = id. Man beachte, daf} ein Morphismus
¢ : fiFf — G nicht einem eigentlichen Opkomorphismus entspricht.

Beispiel 6.3.20. Ist f : X — Y eine stetige Abbildung von Mannigfaltigkeiten
derselben Dimension n mit diskreten Fasern, so ist f(;) nach eigentlichem Basis-
wechsel ein exakter Funktor und induziert einen Morphismus fiwx — wy oder
auch einfacher einen Morphismus ¢ : fiorxy — ory. Gegeben A @& X und
B @ Y mit f~1(B) C A entspricht die zugehorige Abbildung s : I'(A;ory) —
['\( B; ory ) unter unserem Isomorphismus [TS] 4.3.4 dem Vorschub H,, (X, X\ A4) —
H,,(Y, Y\ B). Das ist seinerseits ein Spezialfall der Natiirlichkeit des Vergleichs-
isomorphismus der relativen Homologie 7.4.30.
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Vorschlag Raumbenennung:

119 N
125 Vv
127 %
218 Z
226HH H?
232 0
318 Q
414 R
403 R2
404 C

Sozraum |V
Fak.raum n! (noch den Dekan um sein ok bitten)
Fachschaft Vielleicht Eigenraum, da soll die Fachschaft entscheiden.
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7 Anwendungen und Vergleichssitze

7.1 Mannigfaltiger Eigriickzug

7.1.1. Gegeben ein topologischer Raum Y und ein endlichdimensionaler reeller
affiner Raum F der Dimension d := dim F und die Projektionc : £ XY — Y
haben wir offensichtliche Isomorphismen

alpxy = oLy = o pry Lp = pry fing Zp = Zy [—d]

Lemma 7.1.2. Gegeben ein topologischer Raum'Y und ein endlichdimensionaler
reeller affiner Raum E ist fiir die Projektion ¢ : E XY — Y und beliebiges
G € Der(Ab,y) die Einheit der Adjunktion stets ein Isomorphismus

G S doc'G
7.1.3. Insbesondere finden wir ¢'Zy = Zp,y|d] fiir d = dim E und finden sogar
einen kanonischen Isomorphismus ¢'Zy % Zpgy[d] @ HY(E)*.

Beweis. Nach dem Verschwindungskriterium [TD] ?? reicht es zu zeigen, daf3 un-
sere Einheit der Adjunktion fiir jede nichtleere konvexe offene Teilmenge D G E
und die zugehorige Einbettung j : D XY < E x Y Isomorphismen c,j,j*c*G =
c.jwj¥c ac* G liefert. Hierfiir konnen wir die im Fall eines einpunktigen Raums Y’
in 6.3.1 gegebene Argumentation kopieren, sobald wir zeigen konnen, dall auch
in dieser Situation die Koeinheit der Adjunktion einen Isomorphismus

ajij'c'G > ac'G

liefert. Das aber diirfen wir halmweise an jedem Punkt ¢y € Y priifen und mit Ba-
siswechsel folgt es so aus der bereits beim Beweis von 6.3.1 gezeigten Aussage im
Fall eines einpunktigen Raums Y. Jetzt kann die Argumentation wie in 6.3.1 wei-
terlaufen. Da D homdomorph ist zu F, reicht es zu zeigen, dafl unsere Abbildung
fiir alle Y einen Isomorphismus c,c*G —» c.c'ac*G induziert. Wir wissen aber aus
der Projektionsformel, da3 ¢;¢* isomorph ist zum Funktor (¢,/Z gy )® und damit
nach 7.1.1 eine Aquivalenz von Kategorien. Also ist auch der adjungierte Funktor
c.c eine Aquivalenz von Kategorien und die Einheit der Adjunktion ein Isomor-
phismus G = c.c'cc*G. DaB andererseits auch die Einheit der Adjunktion ein
Isomorphismus G = ¢,c*G ist, wissen wir bereits aus 3.1.4. Der Satz folgt. OJ

Definition 7.1.4. Eine stetige Abbildung f : X — Y heilit d-mannigfaltig von
der relativen Dimension d oder kurz d-mannigfaltig, wenn sie separiert ist und
es fiir jeden Punkt x € X ein kommutatives Diagramm

VxR C—s X

Lk

Ve——Y
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gibt mit offenen Einbettungen in den Horizontalen und x im Bild der oberen Ho-
rizontalen.

Beispiel 7.1.5. Eine 0-mannigfaltige Abbildung ist dasselbe wie eine separierte
étale Abbildung.

7.1.6. Offensichtlich ist jede mannigfaltige Abbildung lokal eigentlich und fiir d
die relative Dimension unserer Abbildung ist jede ihrer Fasern eine d-Mannig-
faltigkeit. Nach dem Verschwinden hoher kompakter Kohomologie bei Mannig-
faltigkeiten [TG] 4.10.2 und lokal eigentlichem Basiswechsel ist also jede man-
nigfaltige Abbildung lesb. Nach 7.1.2 ist fiir f : X — Y mannigfaltig von der
relativen Dimension d der Komplex f'Zy[—d] eine abelsche Garbe auf X, die lo-
kal frei ist vom Rang Eins. Wir nennen sie die relative Orientierungsgarbe und
notieren sie
oIy = Ol'y/y ‘= f'Zy[—d]

Ist die relative Orientierungsgarbe isomorph zur konstanten Garbe Zx, so nennen
wir unsere mannigfaltige Abbildung orientierbar und die Wahl eines [somorphis-
mus ory; — Zx nennen wir eine Orientierung von f. Fiir jede O-mannigfaltige
alias separierte étale Abbildung haben wir in 5.8.3 bereits eine ausgezeichnete
Orientierung konstruiert.

7.1.7. Gegebenein f : X — Y lesbund F,G € Der(Ab,y) erhalten wir einen
natiirlichen Morphismus

fFe G- fF(FoQ)

aus der Komposition fi(f'F ® f*G) = fif F ® G — F ® G des von der Projek-
tionsformel herrithrenden Morphismus mit der Koeinheit der Adjunktion.

Satz 7.1.8 (Eigriickzug unter mannigfaltigen Abbildungen). Im Fall einer man-
nigfaltigen Abbildung f : X — Y induziert unser natiirlicher Morphismus 7.1.7
Isomorphismen
F'Zy ® [*G > f'G

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf unsere
mannigfaltige Abbildung f die Projektion ¢ : ¥ x Y — Y ist fiir einen endlichdi-
mensionalen reellen affinen Raum F. In diesem Fall ist schon mal die Koeinheit
der Adjunktion einen Isomorphismus ac'Zy = Zy, daesnach 7.1.1 ein Objekt
F gibt mit ¢, F = Zy. Wir konnen also von einem Isomorphismus

c!(c!Zy ®c'G) = acZy @G 57y @G >G

ausgehen und miissen zeigen, daf3 er unter dem Anwenden der Adjunktion wieder
einen Isomorphismus ¢'Zy ® c*G = ¢'G liefert. Das ist klar, sobald wir zeigen
konnen, daB es iiberhaupt ein Objekt £ gibt mit ¢'Zy ® ¢*G = ¢'€ oder auch nur
ein Objekt £ mit ¢*G = ¢'€. Das aber folgt aus unserer Erkenntnis 7.1.2, daB die
Einheit der Adjunktion stets ein [somorphismus ¢*G = oG ist. O
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Ubungen

Ubung 7.1.9. Die Verkniipfung von zwei mannigfaltigen Abbildungen ist wieder
eine mannigfaltige Abbildung. Orientierungen unserer beiden Abbildungen indu-
zieren in natiirlicher Weise eine Orientierung ihrer Verkniipfung. Wir nennen sie
die Verkniipfungsorientierung.

Ubung 7.1.10. Ist in einem kartesischen Diagramm von topologischen Ridumen ei-
ne Ausgangskante d-mannigfaltig, so auch die gegeniiberliegende Kante aus dem
Faserprodukt. Ist fp = gg kartesisch mit f mannigfaltig, so ist die ausgezeichnete
Transformation aus 5.7.20 eine Isotransformation

D~
pf=9q
Insbesondere induziert jede Orientierung von f eine Orientierung von g. Wir nen-

nen sie die zuriickgezogene Orientierung. Ich habe diese Ubung noch nicht ge-
macht.

7.2 Homologien und ihre Funktorialititen

7.2.1. Seien X ein lokal kompakter homologisch kompaktendlicher Hausdorft-
raum und ¢ := finy : X — top die konstante Abbildung. Unsere Vergleichs-
isomorphismen zur singuldren Homologie und Kohomologie, die wir im Anschluf3
in 7.2.4 besprechen, motivieren uns zu den Definitionen

Hy(X)garr = H %1 Ziop HYX)garr = HIcCZLiop
H;(X)garb = H %l lop  HI(X)garr = HiC ZLiop

Wir nennen diese Gruppen die garbentheoretische Homologie, Kohomologie,
lokalendliche Homologie und kompakte Kohomologie. Analoge Definitionen
H,(X; G)garb = H ¢ Gop und dergleichen vereinbaren wir fiir den Fall ei-
ner abelschen Gruppe G. Wenn wir den Zusatz garb weglassen, gilt es aus dem
Kontext zu erschlieen, was genau gemeint ist.

7.2.2. Die wesentlichen Funktorialititen dieser vier Theorien faft die folgende
Tabelle zusammen. Mehr dazu wird im Anschluf3 diskutiert.

Vorschub Riickzug
H, beliebig eigentlich orientiert mannigfaltig
HEZ eigentlich orientiert mannigfaltig
HY orientiert mannigfaltig eigentlich
H? | eigentlich orientiert mannigfaltig beliebig
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7.2.3 (Diskussion weiterer Verallgemeinerungen). Die beiden Kohomologien
aus 7.2.1 sind sogar fiir beliebige topologische Riume sinnvoll definiert, aber die
kompakte Kohomologie hat nur im Fall lokal kompakter Hausdorffriume gute
Eigenschaften. Unsere natiirlichen Isomorphismen aus 5.7.16 induzieren fiir jeden
homologisch kompaktendlichen lokal kompakten Hausdorffraum X und ¢ : X —
top die konstante Abbildung einen Isomorphismus Deic*Zo, — C*C!Ztop und
dann mit dem abstrakten universellen Koeffiziententheorem [TD] 3.8.22 fiir jede
abelsche Gruppe G kurze exakte und unnatiirlich spaltende Sequenzen

Ext(H{"™ X, G) — H}(X;G) - Hom(H{X, G)

Die lokalendliche Homologie kann man sogar fiir beliebige topologische Raume
sinnvoll definieren als

Hy (X)gary = 1 "Derc* Ziop
Auch sie hat jedoch nur im Fall lokal kompakter Hausdorffriume gute Eigen-
schaften. Fiir die garbentheoretische Homologie kenne ich keine sinnvolle Ver-
allgemeinerung iiber den Fall lokal kompakter homologisch kompaktendlicher
Hausdorffraume hinaus.

7.2.4 (Vergleichsisomorphismen zur singuliren Theorie). Um die obigen De-
finitionen zu motivieren und mit Anschauung zu fiillen, diskutiere ich Vergleichs-
isomorphismen zur singuldren Theorie.

Kohomologie: Einen Vergleichsisomorphismus HY(X)ga, — H?(X)sing haben
wir bereits in [TG] 5.1.4 fiir jeden lokal singuldrazyklischen Raum konstru-
iert;

Kompakte Kohomologie: Einen Isomorphismus H{ (X )z — HY (X )sing haben
wir bereits in [TG] 5.1.21 fiir jeden lokal singuldrazyklischen lokal kompak-
ten Hausdorffraum konstruiert;

Relative Kohomologie: Gegeben seien ein lokal singuldrazyklischer Raum X
mit 7 : A — X der Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und a
der konstanten Abbildungen von A auf den einpunktigen Raum. Aus [TG]
5.1.20 kennen wir den zweiten Isomorphismus der Sequenz

Ha,i'Zx = HY(X; Z) gary —> HUX, X\A; Z)sing
Den ersten dieser Isomorphismen kennen wir aus 5.2.3.

Wir vereinbaren, daf} ein topologischer Raum X polyederihnlich heilit, wenn er
lokal kompakt ist und es es darin eine konfinale Folge von Kompakta Ky C K; C
... C X gibt derart, daB§ die relative singuldre Homologie H, (X, X\ K}, )sing flir
alle ¢ und n endlich erzeugt ist.
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Homologie: Einen Isomorphismus H,(X)gar, — Hy(X)sing konstruieren wir in
7.4.28 fiir jeden lokal singuldrazyklischen lokal polyederdhnlichen homo-
logisch kompaktendlichen Hausdorffraum;

Lokalendliche Homologie: Einen Isomorphismus H}(X)gat, — H, (X )ging kon-
struieren wir ebenfalls in 7.4.28 fiir jeden lokal singuldrazyklischen lokal
polyederihnlichen abzédhlbar basierten homologisch kompaktendlichen Haus-
dorffraum mit der zusitzlichen Eigenschaft, dal der Funktor der globalen
Schnitte I' : Ab,x — Ab endliche homologische Dimension hat.

Relative Homologie: Gegeben X ein lokal singuldrazyklischer lokal polyeder-
dhnlicher homologisch kompaktendlicher Hausdorffraum und ¢ : A — X
die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und ¢ : X — top sowie
a : A — top die jeweils einzige Abbildung konstruieren wir in 7.4.29 einen
ausgezeichneten Isomorphismus

H 91" Loy = H, (A wx) = Hy(X, X\A; Z)sing

Fiir die reduzierten Theorien liefern unsere ausgezeichneten Isomorphismen der
nichtreduzierten Theorien unmittelbar ausgezeichnete Isomorphismen

I:Iq(X)sing = Hiq(Keg(C!C!Zmp — th)p)[_l])
ﬁq(X)sing = HIUKeg(Ziop — € Ziop))

Die Abbildungskegel darin sind iiber der Koeinheit beziehungsweise Einheit der
jeweiligen Adjunktion zu verstehen.

Ergdnzung 7.2.5. Mit 6.3.13 ist klar, daf jede abzihlbar basierte Mannigfaltigkeit
alle fiir unsere Vergleichssitze geforderten Eigenschaften hat. Es ist auch klar,
daB die Realisierung X = A(K) eines abzihlbaren lokal endlichen endlichdi-
mensionalen Simplizialkomplexes K alle fiir unsere Vergleichssitze geforderten
Eigenschaften hat. Man sollte noch einen Beweis dafiir ausschreiben, da3 auch
die Menge der komplexen Punkte einer separierten komplexen Varietit mit ihrer
analytischen Topologie alle fiir unsere Vergleichssitze geforderten Eigenschaften
hat.

7.2.6. Gegeben ein lokal kompakter homologisch kompaktendlicher Hausdorff-
raum X liefert die Koeinheit der Adjunktion einen ausgezeichneten Homomor-
phismus, die Augmentation

e Ho(X) > Z

beziehungsweise ¢ : Ho(X;G) — G. In der singulidren Theorie ist der entspre-
chende Homomorphismus die von der Augmentation [TS] 3.3.5 induzierte Abbil-
dung, daher die Terminologie.
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7.2.7 (Universelle Koeffiziententheoreme der Garbenkohomologie). Univer-
selle Koeffiziententheoreme gelten in der Garbenhomologie im allgemeinen nur
unter starken Voraussetzungen und sind nicht ganz leicht zu zeigen. Fiir jede Man-
nigfaltigkeit X liefert jedoch mannigfaltiger Riickzug 7.1.8 mit der konstante Ab-
bildung ¢ : X — top fiir jede abelsche Gruppe G einen ausgezeichneten Iso-
morphismus ¢'Ziop, ® ¢*Giop — ¢'Ghop. Mit der Projektionsformel erhalten wir
daraus einen ausgezeichneten Isomorphismus c;c!Ztop ® Giop — c;c!Gtop. Mit
[TD] 3.8.21 erhalten wir so fiir jede Mannigfaltigkeit natiirliche und unnatiirlich
spaltende kurze exakte Sequenzen

H,(X)® G — Hy(X;G) = Hy_1(X) * G

in der Garbenhomologie. Weiter ist fiir Mannigfaltigkeiten c¢'Zi,,, starr und wir er-
halten mit relativer Verdierdualitit und ?? und der vorhergehenden Beschreibung
von C!Gtop in vereinfachter Notation ausgezeichnete Isomorphismen

(aCZ=G) S e(CZ2dG) S e ((C2)" @ ((Z) ® ¢*G) = "G

Mit dem abstrakten universellen Koeffiziententheorem [TD] 3.8.22 erhalten wir
so wie in ?? fiir jede abelsche Gruppe G und jede Mannigfaltigkeit X auch fiir die
Garbenhomologie und -kohomologie natiirliche und unnatiirlich spaltende kurze
exakte Sequenzen

Ext(H,_1X,G) — HY(X; G) - Hom(H,X, G)

7.2.8. Im folgenden besprechen wir einige Funktorialititen, die aus der Verdier-
dualitiit abgeleitet werden konnen, ohne daf sie darin explizit vorkommt. Das
Prinzip ist immer dasselbe. Gegeben eine d-mannigfaltige Abbildung f : X — Y
erinnern wir aus 7.1.6 die lokal zur konstanten Garbe Zx isomorphe relative Ori-
entierungsgarbe or; := f'Zy[—d|. Fiir sie liefert 7.1.8 ausgezeichnete natiirliche
Isomorphismen

f'F S ord e f*F

Im Spezialfall einer 0-mannigfaltigen alias étalen separierten Abbildung liefert
5.8.3 sogar eine ausgezeichnete Isotransformation f' = f* alias einen ausge-
zeichneten Isomorphismus ory — Zy. Im allgemeinen heifit eine mannigfaltige
Abbildung f orientierbar, wenn es einen derartigen Isomorphismus gibt, und
die Wahl eines derartigen Isomorphismus hei3t dann eine Orientierung unserer
Abbildung f.

7.2.9 (Funktorialititen der Kohomologie). Gegeben ein topologischer Raum X
und die konstante Abbildung a : X — top haben wir

HY(X) = Ha,a" Loy
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Das Zuriickholen unter einer stetigen Abbildung f : X — Y auf der Garben-
kohomologie konnen wir beschreiben als eine Konsequenz der Einheit der Ad-
junktion id = f, f* mit der Notation b : Y — top fiir die konstante Abbildung
vermittels des kommutativen Diagramms

HIb b Loy — Hby fo f*0* Liop —— MU0 Lpop

HY(Y') HY(X)

In der de-Rham-Theorie kann es nach [TG] 5.4.10 durch das Zuriickholen glat-
ter Differentialformen beschrieben werden. Im Spezialfall einer eigentlichen se-
parierten étalen Abbildung alias endlichen Uberlagerung f konnen wir auch ein
Vorschieben alias Summation iiber die Fasern auf der Kohomologie erkliren,
indem wir f, = f, beachten und unsere ausgezeichnete Isotransformation f' = f*
aus 5.8.3 und mit der Koeinheit der Adjunktion fif' = id unser Vorschieben er-
kldren vermittels des kommutativen Diagramms

Ha, 0" Loy —= Hb, £ £b* oy —> HIbb Zgery

HY(X) HY(Y)

Gegeben allgemeiner eine eigentliche d-mannigfaltige und orientierte Abbildung
f + X — Y liefert dieselbe Konstruktion mit 7.2.8 analog einen ausgezeichneten
Morphismus

HY(X) — H(Y)

Er heif3t die Integration iiber die Fasern, da er in der de-Rham-Theorie durch In-
tegration iiber die Fasern im Sinne von ?? berechnet werden kann. Noch allgemei-
ner haben wir fiir eine beliebige stetige Abbildung das Zuriickholen H(Y; G) —
H?(X; f*G) und fur eine beliebige eigentliche d-mannigfaltige Abbildung eine
Integration iiber die Fasern HY(X; f*G ® ory) — HT4(Y; G).

7.2.10 (Funktorialititen der kompakten Kohomologie). Sei X ein lokal kom-
pakter Hausdorffraum. Die kompakte Kohomologie von X ist

HY(X) = Hla1a Ziop

Gegeben f : X — Y eine abgeschlossene Einbettung oder allgemeiner eine ei-
gentliche Abbildung von lokal kompakten Hausdorffriumen erhalten wir wegen
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fi = f. aus der Einheit der Adjunktion id = f, f* das abgeschlossene oder all-
gemeiner eigentliche Zuriickholen

qu;b*ZtOp — qugfgf*b*ztop —— an!a*ZtOp

H{(Y) HY(X)

In der de-Rham-Theorie kann es nach [TG] 5.4.20 durch das Zuriickholen glatter
kompakt getragener Differentialformen beschrieben werden. Gegeben f : X —
Y eine offene Einbettung oder allgemeiner eine étale Abbildung von lokal kom-
pakten Hausdorffraumen liefert dahingegen unsere ausgezeichnete Isotransforma-
tion f' = f* aus 5.8.3 zusammen mit der Koeinheit der Adjunktion f, f' = id die
Ausdehnung durch Null und allgemeiner Summation iiber die Fasern

an!a*ZtOp s qu! f!f*b*Ztop —_— %qb[b*Ztop

HY (X) HI(Y)

Gegeben allgemeiner eine d-mannigfaltige und orientierte Abbildung f : X — Y
liefert dieselbe Konstruktion mit 7.2.8 analog einen ausgezeichneten Morphismus

HY(X) — HI(Y)

Er heif3t die Integration iiber die Fasern, da er in der de-Rham-Theorie durch
Integration iiber die Fasern im Sinne von ?? berechnet werden kann. Noch all-
gemeiner haben wir fiir eine eigentliche stetige Abbildung von lokal kompak-
ten Hausdorffrdumen das Zuriickholen H{(Y;G) — H{(X; f*G) und fiir jede
d-mannigfaltige Abbildung eine Integration iiber die Fasern H (X; f*G ® ory) —
H (Y 9).

7.2.11 (Funktorialititen der lokalendlichen Homologie). Sei X ein lokal kom-
pakter homologisch kompaktendlicher Hausdorffraum. Die lokalendliche Homo-

logie von X erhalten wir als
|

H(X) = H 90,0 Zyop
Gegeben eine abgeschlossene Einbettung oder allgemeiner eine eigentliche lesb-
Abbildung f : X — Y in einen weiteren derartigen Raum erhalten wir das ei-
gentliche Vorschieben fiir die lokalendliche Homologie aus der Koeinheit der

Adjunktion fi f' = id mit f, = f, als die Komposition
H™90.0' Loy —> H U, fo f 0 Loy — H 90,0 Lt
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Gegeben eine offene Einbettung oder allgemeiner eine étale Abbildung f liefert
dahingegen unsere ausgezeichnete Isotransformation f' = f* aus 5.8.3 zusam-
men mit der Einheit der Adjunktion id = f,f* das étale Zuriickholen auf der
lokalendlichen Homologie als die Komposition

H_qb*b!Ztop - H_qb*f*f!b!ztop — H_qa*a!ztop

Ist allgemeiner f eine d-mannigfaltige orientierte Abbildung, so dal wir einen
ausgezeichneten Isomorphismus f' = f*[d] zur Verfiigung haben, so ergibt sich
in derselben Weise fiir die lokalendliche Homologie das mannigfaltige Zuriick-
holen

! !
H,(Y) = Hypa(X)

q

Ist A @& Y eine orientierte Mannigfaltigkeit, so bildet es etwa das Bild z4 €
H;(Y) des Fundamentalzykels von A auf das Bild z;-14) € H; +a(X) des Funda-
mentalzykels von f~1(A) ab, das wir dazu mit der durch die Orientierungen von f
und A bestimmten Verkniipfungsorientierung 7.1.9 zu versehen haben, vergleiche
7.2.13.

7.2.12 (Funktorialititen der Homologie). Sei X ein lokal kompakter homolo-
gisch kompaktendlicher Hausdorffraum und a : X — top die konstante Abbil-
dung. Die Homologie von X wird in der Garbenkohomologie erklart als

H,(X) = ’H_qaga!Ztop

Gegeben eine abgeschlossene Einbettung oder allgemeiner eine eigentliche lesb-
Abbildung f : X — Y in einen weiteren derartigen Raum erkldren wir das Vor-
schieben unter f mit Hilfe der Koeinheit der Adjunktion f,f' = id als die Kom-
position

’H_qa;a!Ztop - ’H‘qb!f!f!b’Ztop — H_qbgb!Ztop

Hy(X) Hy(Y)

Im Spezialfall einer eigentlichen separierten étalen Abbildung alias endlichen
Uberlagerung f konnen wir auch ein eigentliches étales Zuriickholen auf der
Homologie erklidren, indem wir f, = f, beachten und von unserer ausgezeich-
neten Isotransformation f' = f* nach 5.8.3 ausgehen und mit der Einheit der
Adjunktion id = f, f* unser Zuriickholen erkldren vermittels des kommutativen
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Diagramms

H*qb;b'Zmp —— H b f!f!b!Ztop — H’qa!a!pr

Hy(Y) Hy (X)

Wir kennen diese Abbildungen in der singuldren Theorie bereits aus [TS] 1.3.16
und hatten sie dort ,, Transferabbildungen‘ genannt. Ist allgemeiner f eine eigent-
liche d-mannigfaltige orientierte Abbildung, so da wir einen ausgezeichneten
Isomorphismus f' = f*[d] zur Verfiigung haben, so erhalten wir ebenso fiir die
Homologie das eigentliche mannigfaltige Zuriickholen

Hy(Y) = Hypa(X)

Gegeben eine kompakte orientierte g-Mannigfaltigkeit A @& Y bildet es etwa das
Bild ihres Fundamentalzykels z4 € H,(Y') ab auf das Bild des Fundamentalzy-
kels z-1(4) € Hyya(X) ihres Urbilds f~'(A) @& X, das wir dazu mit der durch
die Orientierungen von f und A bestimmten Verkniipfungsorientierung 7.1.9 zu
versehen haben, vergleiche 7.2.14.

Ubungen

Ubung 7.2.13. (Ich habe sie noch nicht gemacht.) Gegeben ein kartesisches Qua-
drat

W= X

|l

Z1sY
alias fp = gg von lokal kompakten homologisch kompaktendlichen Hausdorffraum-

en mit d-mannigfaltigem orientiertem f und der zuriickgezogenen Orientierung
7.1.10 auf g und p, q eigentliche lesb-Abbildungen kommutiert das Diagramm

Hiﬁ-dW - Hiﬁ-dX
H Z H Y

mit dem mannigfaltigen Zuriickholen in den Vertikalen und dem eigentlichen Vor-
schieben in den Horizontalen. Ebenso kommutiert das Diagramm

H'W < H'X

|

H 7 < H Y
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mit dem eigentlichen Zuriickholen in den Horizontalen und der Integration iiber
die Fasern in den Vertikalen.

Ubung 7.2.14. (Ich habe sie noch nicht gemacht.) Gegeben ein kartesisches Qua-
drat

W =X

| b

Z =Y
alias fp = gg von lokal kompakten homologisch kompaktendlichen Hausdorffrium-

en mit eigentlichem d-mannigfaltigen orientierten f und der zuriickgezogenen
Orientierung 7.1.10 auf g und p, ¢ kommutiert das Diagramm

Hn+dW - Hn+dX
H,Z H,)Y

mit dem eigentlichen mannigfaltigen Zuriickholen in den Vertikalen und dem Vor-
schieben in den Horizontalen. Ebenso kommutiert das Diagramm

H'W <—H"X

|

andZ - andY

mit dem Zuriickholen in den Horizontalen und der Integration iiber die Fasern in
den Vertikalen.

Ubung 7.2.15. Gegeben X = U LIZ ein lokal kompakter Hausdorffraum mit einer
Zerlegung in eine offene und eine abgeschlossene Teilmenge konstruiere man die
lange exakte Sequenz der lokalendlichen Homologie

.= H(Z) > H(X) = H,(U) > H,_(Z2) > ...

7.3 Schnittpaarung und Poincaré-Dualitit

7.3.1 (Poincarédualitiit als Verdierdualitit). Gegeben eine Mannigfaltigkeit X
der Dimension m und eine abelsche Gruppe G erinnere ich an den Poincaré-
Isomorphismus

P =Py H,(X:G) > H"(X;orx(G))
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fiir die singuldre Homologie aus [TG] 5.1.25. Im Rahmen der sechs Funktoren
erhalten wir ithn, diesmal fiir die Garbenhomologie und Garbenkohomologie, als
die Komposition von natiirlichen Isomorphismen

H(X;G) = H ' Giop = H crorx (G)[m] = H'9(X; 0orx (G))

aus der Beschreibung der dualisierenden Garbe einer Mannigfaltigkeit durch einen
ausgezeichneten Isomorphismus ¢'G,, =+ orx(G)[m] nach 6.3.3 und 7.1.8. Die
Poincaré-Isomorphismen sind funktoriell in dem Sinne, daf fiir eine stetige Ab-
bildung von Mannigfaltigkeiten f : X — Y mit m = dim X und n = dim Y das
Diagramm

H,(X;G) = H"Y(X;orx(G))

\ \
H,(Y;G) = H"UY;ory(G))

kommutiert mit der rechten Vertikalen, die von dem von wx(G) = f'wy(G)
induzierten Morphismus f,ory(G) — ory(G)[n — m] herkommt. Ersetzen wir
oben ¢, durch ¢,, so erhalten wir in derselben Weise natiirliche Isomorphismen

P’ =Py : H (X;G) S H™" (X; 0rx(G))

Wir nennen sie die dualisierten Poincaré-Isomorphismen, da sie im Fall von
Korperkoeffizienten durch Dualisieren aus den gewdhnlichen Poincaré-Isomor-
phismen erhalten werden konnen. Sie gelten fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten,
wenn wir die lokalendliche Homologie links im garbentheoretischen Sinne verste-
hen. Andernfalls bendtigen wir fiir den entsprechenden Vergleichssatz und auch
fiir [TS] 7.3.24 die Eigenschaft ,,abzédhlbar basiert*. Unsere dualisierten Poincaré-
Isomorphismen P' haben analoge Funktorialititseigenschaften wie unsere Poin-
caré-Isomorphismen, diesmal aber nur fiir eigentliches f. Wir erhalten also in
Formeln ein kommutatives Diagramm

H,(X;G) = H™I(X;0rx(G))
) )
H,(Y;G) = H"(Y;ory(G))

Im Fall von kompaktem X schlieBlich haben wir P}, = Px.

7.3.2 (Starke dualisierte Poincaré-Isomorphismen). Seieni: A — X die Ein-
bettung einer abgeschlossenen Teilmenge einer m-dimensionalen Mannigfaltig-
keit und G eine abelsche Gruppe und a : A — top sowie ¢ : X — top die
konstanten Abbildungen. Unter diesen Annahmen haben wir in der Garbenkoho-
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mologie natiirliche Isomorphismen

H!q(A; G) H 0,0 Giop nach unserer Definition 7.2.1
H’qa*i!c!Gtop wegencoi=a
H%a,i' orx(G)[m] wegen 6.3.3

H 7 (X;orx(G)) mnach5.2.3

o Lo Lo

Ist zusitzlich X orientierbar und eine Orientierung alias ein Isomorphismus G y —
orx (G) ausgezeichnet, so konnen wir das nach 7.2.4 verldngern zu einem Isomor-
phismus, der starken dualisierten Poincaré-Dualitét

H'q(A7 G)garb l> Hmiq(Xﬂ X\A, G)sing

Ist A auch noch kompakt, so haben wir zusitzlich H,(A; G)gar, — Hil (A; G)garb-
Im Fall A = X erhalten wir unsere dualisierten Poincaré-Isomorphismen aus
7.3.1.

7.3.3 (Starke Poincaré-Isomorphismen). Seieni : A — X die Einbettung einer
abgeschlossenen Teilmenge einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit und GG eine
abelsche Gruppe und a : A — top sowie ¢ : X — top die konstanten Abbil-
dungen. Unter diesen Annahmen haben wir in der Garbenkohomologie natiirliche
Isomorphismen

HY(A;0orx(G)) = Hlai*orx(G) nach unseren Definitionen,
= Hiai* d Giop|—n] wegen 6.3.3,
= H,—,(X, X\A4;G)sing wegen 7.2.4.

Im Fall A = X erhalten wir unsere Poincaré-Isomorphismen aus 7.3.1. Im Fall
X = R” erhalten wir die Alexander-Dualitit aus [TG] 5.1.22. Gegeben eine n-
Mannigfaltigkeit X mit einer abgeschlossenen Teilmenge A & X konstruieren
wir in [TSF] 7.4.29 diesmal nur der Einfachkeit der Notation halber ohne Koeffi-
zienten sogar ein kommutatives Diagramm von langen exakten Sequenzen

o= Hi{(X\Ajory) — H{(Xjorx) —  Hf(Ajorx) — ...

N % %
...~ H,,(X\4) —- H, X — H,_,(X,X\4) —...

mit den gewdhnlichen Poincaré-Isomorphismen in den beiden linken Vertika-
len und dem starken Poincaré-Isomorphismus in der rechten Vertikalen. Im Fall
q = 0 spezialisiert er zu unserem Satz [TS] 4.3.4 {iber hohe Homologie von
Mannigfaltigkeiten. Ebenso unmittelbar erhalten wir Proposition [TS] 3.3.9 tiber
das Verschwinden der reduzierten Homologie des Komplements S™\ A eines Hy-
perkubus A in einer Sphire. Der Riickzug liefert ja offensichtlich Surjektionen
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H/S™ — H{A fiir alle ¢, n und diese sind Isomorphismen im Fall ¢ # n und ha-
ben im Fall ¢ = n als Kern eine freie abelsche Gruppe vom Rang Eins. Es folgt
H,(S™\A) = 0 fiir ¢ # 0 und Ho(S™\A) = Z und folglich H,(S™\A) = 0 fur
alle q.

7.3.4. Gegeben eine orientierte Mannigfaltigkeit X der Dimension n entspricht
unter dem dualisierten Poincaré-Isomorphismus P : H;X — H"7%X aus 7.3.1
der Erzeuger 1 € HX einem ausgezeichneten Element

zx € HLX

Dies Element heift der Fundamentalzykel von X. Sie mogen sich zur Ubung
iberlegen, warum dies Element im kompakten beziehungsweise abzédhlbar ba-
sierten Fall unter dem entsprechenden Vergleichsisomorphismus unserem Funda-
mentalzykel der singuldren Theorie aus [TS] 4.3.2 beziehungsweise [TS] 7.3.12
entspricht.

7.3.5. Gegeben eine orientierte n-Mannigfaltigkeit X mit einer abgeschlosse-
nen orientierten Untermannigfaltigkeit A @& X der Kodimension p liefert unse-
re Funktorialitdt des dualisierten Poincaré-Isomorphismus P!, wenn wir mit 24
auch das Bild des Fundamentalzykels von A in H;_p(X ) notieren, in H?(X) die
Identitét
PIX (za) = Tacx

In Worten entspricht also unter dem dualisierten Poincaré-Isomorphismus von X
der Fundamentalzykel von A dem Fundamentalkozykel von A in X aus 6.3.6. Im
Fall, dal A zusitzlich kompakt ist, bezeichnen wir analog mit z4 € H,,_,(X) das
Bild des Fundamentalzykels von A in der Homologie von X, und erhalten wir
ebenso in HY (X) die Identitit

Px(Z4) = Tacx

Erkldren wir nun die Schnittprodukte

Hy, _o(X) x H, (X)) — H,_,,(X)

H!n—a<X) X Hn—b(X) - Hn—a—b(X)
( a, 6 ) = Q- ﬂ
mit Hilfe unserer Poincaré-Isomorphismen und des cup-Produkts durch die Vor-
schriften P'(a - ) = P'(a) U P'(3) beziehungsweise P(a - 3) = P'(a) U P(p),
so liefern unsere Erkenntnisse 6.3.10 {iber das cup-Produkt der Fundamentalkozy-

kel zweier orientierter sich transversal schneidender abgeschlossener orientierter
Untermannigfaltigkeiten A, B @& X die Identitit

ZA 2B = ZANB
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in der lokalendlichen Homologie und im Fall von kompaktem B etwas feiner die
Identitit

ZA*ZB = ZAnB
in der Homologie von X. In Worten ist also bei transversalem Schnitt das Schnitt-
produkt der Fundamentalzykel der Fundamentalzykel des Schnitts, den wir uns
dabei mit der Schnittorientierung aus 6.3.10 versehen denken.

7.3.6. Gegeben eine orientierte n-Mannigfaltigkeit X liefert unser Schnittprodukt
gefolgt von der Augmentation eine bilineare Abbildung

H (X)xH,(X) - Z

n—q
(o, 8) = a0f

Sie hei3t die Schnittpaarung. Gegeben abgeschlossene orientierte sich transver-

sal schneidende Untermannigfaltigkeiten A, B C X der Dimensionen n — ¢, ¢ mit

B kompakt liefert 7.3.5 insbesondere die Formel

24 ® 2 = £(24nB)

Hier ist A N B eine endliche Menge alias kompakte Nullmannigfaltigkeit und die
Schnittorientierung darauf ist eine Abbildung n : AN B — {1,—1} und die
Augmentierung des zugehorigen Fundamentalzykels ergibt sich zu

e(zans) = ) nlx)
z€EANB
Schalten wir unserer Schnittpaarung im ersten Eintrag den Inversen des dualisier-
ten Poincaré-Isomorphismus P* : H,,_ (X) = H’(X) vor, so erhalten wir die
kanonische Paarung HY(X') x H,(X) — Z. Analoges gilt mit Koeffizienten in ei-
nem beliebigen noetherschen Kring endlicher homologischer Dimension. Im Fall
eines Krings der Charakteristik Zwei brauchen wir noch nicht einmal irgendwel-
che Orientierbarkeiten vorauszusetzen.

7.3.7. Sei X eine orientierte n-Mannigfaltigkeit. Ist H,_;(.X') eine freie abelsche
Gruppe, so liefert nach dem universellen Koeffiziententheorem 7.2.7 die offen-
sichtliche Abbildung einen Isomorphismus H?(X') = Hom(H,(X'), Z) und damit
induziert auch unsere Schnittpaarung einen Isomorphismus

H _(X) 2 Hom(H,(X),Z)

n—q
Analoges gilt fiir Koeffizienten in einem Korper k, da dann die totale Homologie
eben immer frei ist. Dann also induziert unsere Schnittpaarung einen Isomorphis-
mus

H,_,(X;k) = Homy(H,(X; k), k)

Im Fall eines Korpers der Charakteristik Zwei brauchen wir noch nicht einmal X
orientiert vorauszusetzen.
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Beispiel 7.3.8. Im Fall der Zweimannigfaltigkeit X := C\Z ist die erste Ho-
mologie H;(X) eine freie abelsche Gruppe mit kleinen Zykeln um die ganzen
Zahlen als Reprisentanten einer Basis. Dahingegen ist H'1 (X)) isomorph zu einem
Produkt abzéhlbar vieler Kopien von Z. Genauer erhélt man die Elemente der ers-
ten lokalendlichen Homologie, indem man die Fundamentalzykel von vertikalen
Halbgeraden betrachtet, die von Punkten n € Z nach oben ins Unendliche laufen,
und von ihnen geeignet definierte ,,unendliche Linearkombinationen* nimmt.

7.4 Vergleich mit der singuliren Theorie

7.4.1 (Singulire Kohomologie als Hyperkohomologie). Gegeben ein topologi-
scher Raum X besteht sein Kogrenzkomplex G% aus welken Garben und ist offen-
sichtlich beschrinkt gegen die Pfeile. Die offensichtlichen Quasiisomorphismen
S*X 5 Dget(SX) & Dket(GX) liefern mithin Isomorphismen

H(X)sing = HY(X; G )

7.4.2 (Singulire Kohomologie als Garbenkohomologie). Gegeben ein lokal sin-
guldrazyklischer topologischer Raum X induziert die Augmentation einen Quasi-
isomorphismus Zy — G%. Die Isomorphismen aus dem vorhergehenden Beweis
liefern fiir lokal singuldrazyklisches X mithin Isomorphismen

Hq(X)Sing :) I‘Iq()(7 ZX)

zwischen der singulidren Kohomologie und der Garbenkohomologie.

7.4.3 (Relative singulidre Kohomologie als Hyperkohomologie). Gegeben ein
topologischer Raum mit einer offenen Teilmene U G X betrachten wir das kom-
mutative Diagramm

$*X 5 Dgu(SX) < Dge(GX)

+ + +
S'U = Dket(SU) < Dket(GU)

mit vertikalen Surjektionen und horizontalen Quasiisomorphismen. Fiir C' :=
X\U erhalten wir auf den Kernen der Vertikalen eine Sequenz von Quasiisomor-
phismen

S* (X, X\C) = Dket(S(X, X\CO)) < TeGx

Durch Ubergang zur Kohomologie erhalten wir, da welke Garben nach ?? entfaltet
sind fiir ', natiirliche Isomorphismen

Hq(Xa X\C)sing — H((]J(XQ g;()
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7.4.4 (Relative singulire Kohomologie als Garbenkohomologie). Gegeben ein
lokal singulédrazyklischer topologischer Raum X induziert die Augmentation einen
Quasiisomorphismus Zx — G%. Die Isomorphismen aus dem vorhergehenden
Beweis liefern fiir C' @& X mithin Isomorphismen

HY(X, X\C)sing — HE(X; Zx)

zwischen der relativen singuldren Kohomologie und der Garbenkohomologie mit
Triger in C.

7.4.5 (Singulire kompakte Kohomologie als Hyperkohomologie). Gegeben ein
Hausdorffraum X ist jedes Kompaktum K C X abgeschlossen und durch Uber-
gang zum filtrierenden Kolimes iiber alle Kompakta in 7.4.3 erhalten wir Quasi-
isomorphismen

SIX = colfx D (S(X, X\K)) < T\G%

Die Exaktheit filtrierender Kolimites zeigt mit ?? auch, daBl welke Garben auf
Hausdorffraumen I'j-entfaltet sind. Unsere Quasiisomorphismen induzieren also
fiir jeden Hausdorffraum X einen ausgezeichneten Isomorphismus

HY (X )sing = HY (X G )

7.4.6 (Singuldre kompakte Kohomologie als Garbenkohomologie). Gegeben
ein lokal singuldrazyklischer topologischer Raum X induziert die Augmentation
einen Quasiisomorphismus Zx — G%. Ist er zusétzlich Hausdorff, so liefern die
Isomorphismen aus dem vorhergehenden Beweis mithin einen ausgezeichneten
Isomorphismus

H?(X)sing - H?(Xv ZX)

zwischen der singuldren kompakten Kohomologie und der kompakten Garbenko-
homologie.

7.4.7. Um Vergleichsisomorphismen zwischen der singuldren Homologie und ih-
ren garbenkohomologischen Analoga zu konstruieren, holen wir weiter aus und
konstruieren eine Realisierung der dualisierenden Garbe als ,,Grenzkomplex“. Ge-
geben ein Raumpaar (X, A) erkldren wir zunichst den Komplex der relativen
Grenzketten G(X, A) in Verallgemeinerung von [TG] 5.1.8 als den Kolimes in
Bezug auf die Unterteilungsoperatoren

G(X, A) == colf (S(X, A) & S(X, 4) 5 ...)

Die Exaktheit filtrierender Kolimites liefert eine kurze exakte Sequenz von Ket-
tenkomplexen
G(A) = G(X) » G(X,A)
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Satz 7.4.8 (Ausschneidung fiir Grenzketten). Seien (X, A) ein Raumpaar und
L C A eine Teilmenge, deren Abschluf3 im Inneren von A liegt, in Formeln L C
A°. So liefert die Einbettung (X\L, A\L) — (X, A) Isomorphismen auf den
Komplexen von relativen Grenzketten

G(X\L, A\L) = G(X, A)

7.4.9. Ein Vorteil der Grenzketten besteht darin, dal die Ausschneidungsisomor-
phismen fiir Grenzketten bereits auf Kettenniveau existieren und nicht erst in der
Homologie. Die Arbeit mit Grenzketten benétigt jedoch mehr Kenntnisse in ho-
mologischer Algebra, da ich nicht weil}, ob sie einen Komplex von freien abel-
schen Gruppen bilden. Ich erwarte eher das Gegenteil.

Beweis. Wie beim Beweis der Ausschneidung [TS] 2.4.10 betrachten wir die
Uberdeckung X = A U (X\L), geben ihr den Namen ) und bilden ein kom-
mutatives Diagramm von Kettenkomplexen der Gestalt

S(A\L) <= SA®S(X\L) —» SX

\ \ 1
S(X\L) < SX®S(X\L) —» SX
\ \ l

S(X\L,A\L) — S(X, A) — SX/S¥X

Hier ist zu verstehen, dal} die beiden oberen horizontalen Inklusionen die ,,diago-
nalen“ Einbettungen z +— (z, z) sein sollen, und die folgenden Surjektionen die
Differenzen (z,y) — x — y. Nach dem Neunerlemma ist die untere Horizontale
dann auch exakt. Jetzt gehen wir zum filtrierenden Kolimes unter den Untertei-
lungsoperatoren iiber und miissen nur zeigen, daB dieser Kolimes bei SX/SYX
verschwindet. Das aber haben wir bereits in [TG] 5.1.10 gezeigt. [

7.4.10. Fiir jeden topologischen Raum X erkldren wir in Anlehnung an [TS] 7.3.8
den Komplex der lokalendlichen Grenzketten als den inversen Limes iiber alle
Kompakta K C X der Grenzketten relativ zu ihrem Komplement

G'X = limf G(X, X\K)

Gegeben ein Hausdorffraum mit einer offenen Teilmenge U @ X induzieren die
Ausschneidungsisomorphismen G(U, U\ K) = G(X, X\ K) firr Grenzketten im
Fall K C U kompakt, die wir in 7.4.8 hergeleitet hatten, Homomorphismen
G'X — G'U vom ,langeren Limes zum kiirzeren Limes®. Wir nennen sie die
Restriktionsabbildungen.
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Definition 7.4.11. Unter einer lokalen Pragarbe auf einem topologischen Raum
X verstehen wir eine Prigarbe von Mengen C derart, daB fiir jede Familie / von
offenen Teilmengen von X mit Vereinigung V' = |J;,, U die Restriktionsabbil-
dungen eine Injektion
cv)= []cw)
veu

liefern, daB3 also ,,Schnitte durch ihre Einschrinkungen auf die Mengen einer of-
fenen Uberdeckung bereits eindeutig festgelegt werden®. Setzen wir U = (), so
erkennen wir insbesondere, daB fiir jede abelsche lokale Prigarbe gilt C()) = 0.

Proposition 7.4.12 (Lokalendliche Grenzketten als Garbe). Auf einem lokal
kompakten Hausdorffraum X bilden fiir jedes q die lokalendlichen Grenzketten
U G!q(U ) fiir U @ X mit den in 7.4.10 erkliirten Restriktionsabbildungen eine
Garbe.

Beweis. Wir beginnen mit beliebigen offenen Teilmengen V, ..., V, eines belie-
bigen Raums X und bilden die in folgender Darstellung vertikal notierte kurze
exakte Sequenz von Komplexen

SNV) = @,V - @,;SVuy) —..

+ + +
SX — P,8X - D, SX — ...
+ + +

S(X,NVi) = @,;S(X,Vi) — @,,;SX/S¥(ViuV;) — ...

mit der Notation V fiir die Uberdeckung durch die V; und S” die entsprechenden
feinen Ketten. Beide oberen Zeilen sind exakt, also gilt dasselbe auch fiir die un-
tere Zeile. Gegeben ein offene Uberdeckung V einer Teilmenge A C X zeigt nun
die kurze exakte Sequenz SA/SYA < SX/SYA — SX/SA mit [TG] 5.1.10, daf
die zweite Abbildung im Kolimes unter iterierter Unterteilung zu einem Isomor-
phismus colf SX/SYA = colf SX/SA wird. So erhalten wir aus der Exaktheit
der unteren Zeile unseres Diagramms im Kolimes unter iterierter Unterteilung die
Exaktheit der Sequenz von relativen Grenzketten

G(Xfﬂ/z) ‘%@ZG(XW;)%@KJG(X’VZUV}) —

Sei nun X Hausdorff. Gegeben endlich viele Kompakta Ky,..., K, C X mit
Vereinigung K folgt, da3 wir mit den natiirlichen Abbildungen eine linksexakte
Sequenz

G(X, X\K) = @, G(X, X\K;) = B,; G(X, X\(K; N K;))

1<J
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erhalten. Sei nun X = |J,, U eine offene Uberdeckung. Ist a € G'X von
Null verschieden, so gibt es K C X kompakt derart, da das Bild von a in
G(X, X\ K) nicht Null ist. Weiter gibtes Uy, ..., U, € U, die K iiberdecken, und
nach [TS] 7.2.7 gibt es fiir X lokal kompakt auch Kompakta K; C U; mit Verei-
nigungsmenge /(. Nach unserer linksexakten Sequenz kann a auch nicht in allen
G(U;, U\K;) = G(X, X\K;) auf Null abgebildet werden, also erst recht nicht
in allen G'U;. Das zeigt bereits, daB die Prigarbe der lokalendlichen Grenzketten
lokal ist. Nun gilt es noch, eine Familie von zusammenpassenden a; € G'U fiir
U € U zu einem a € G'X zu verkleben. Sie liiBt sich aber nach dem Vorher-
gehenden fiir jedes Kompaktum K C X jeweils auf genau eine Weise zu einem
Element von G(X, X\ K) verkleben und diese Elemente bilden dann zusammen
die gesuchte Verklebung im inversen Limes. [

7.4.13 (Umindizierung der Grenzkettengarben). Die Garbe der lokalendlichen
Grenzketten vom Grad ¢ auf einem lokal kompakten Hausdorffraum X nenne ich
die g-te Grenzkettengarbe

G.x U~ G,U)

Das Differential geht dabei vom Grad ¢ zum Grad ¢ — 1 und die Grade werden als
untere Indizes notiert. Es ist fiir das folgende giinstiger, die Grade als obere Indi-
zes zu notieren und mit (—1) zu multiplizieren, also G%' := G' 4.x ZU setzen, so
dafl wir einen Komplex mit Differentialen in Richtung wachsender oberer Indizes
erhalten, der aus dem Negativen kommt und im Grad Null endet. Den Komplex
dieser Garben nenne ich den Komplex der Grenzkettengarben oder kurz den
Grenzkomplex und notiere ihn

Gy

Unsere Konstruktionen liefern fiir jede offene Einbettung j : U — X einen aus-
gezeichneten Isomorphismus G}, = j*G\..

Lemma 7.4.14. Die Grenzkettengarben lokal kompakter Hausdorffrdume sind
kompaktweich.

Beweis. Jeder Schnitt einer abelschen Garbe auf einem relativ Hausdorffschen
Kompaktum K C X 146t sich auf eine offene Umgebung U @ X desselben
fortsetzen. Wir finden ein Kompaktum L mit X C L° C L C U und unsere
Fortsetzung liefert ein s € G(U, U\ L), fiir das wir einen Représentanten § € GU
finden. Dieser hinwiederum liefert uns dann die gewiinschte globale Fortsetzung
unseres auf K definierten Schnittes. 0

Lemma 7.4.15. Auf einem abzdhlbar basierten lokal kompakten Hausdorffraum
sind alle kompaktweichen abelschen Garben weich.
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Beweis. Sei X unser Raum. Wir finden eine Uberdeckung von X durch eine auf-
steigende Folge Ky C K C ... von Kompakta derart, da3 sogar gilt K; C K ;
fiir alle 7. Sei nun F unsere kompaktweiche Garbe und Z @& X abgeschlossen und
s € I'(Z; F) ein Schnitt iiber Z. Sicher konnen wir s|(KyN Z) zu einem globalen
Schnitt mit kompaktem Triger gy € I'/(X; F) ausdehnen. Dann konnen wir den
Nullschnitt auf Ky mit dem Schnitt (s— go) auf K;NZ verkleben zu einem Schnitt
sy auf KU (KN Z) und kénnen diesen ausdehnen zu einem globalen Schnitt mit
kompaktem Triager g; € I'/(X; F). Dann gilt s = gy + g, auf K1 N Z und g; = 0
auf K. Dann konnen wir den Nullschnitt auf A; mit dem Schnitt s — gy — g; auf
K, N Z verkleben zu einem Schnitt s, auf K U (K5 N Z) und kénnen diesen aus-
dehnen zu einem globalen Schnitt mit kompaktem Triger go € I'/(X; F). Dann
gilt s = go+ g1 + g2 auf Ko N Z und g, = 0 auf K;. So machen wir immer weiter.
Da alle g;+1 jeweils auf K; verschwinden und kompakten Trdger haben, ist die
Summe § := ) ° g, ein sinnvoll definierter globaler Schnitt § € I'(X; F). Nach
Konstruktion setzt er unseren Schnitt s fort. ]

7.4.16 (Lokalendliche singulidre Homologie durch Grenzketten). Ich erinnere
an die lokalendliche Homologie aus [TS] 7.3.2. Gegeben ein abzdhlbar basierter
lokal kompakter Hausdorffraum X konnen wir in der Menge aller seiner Kompak-
ta eine konfinale Folge alias ein konfinales abzéhlbares Teilsystem finden. Nach
[TS] 7.1.52 induzieren dann die offensichtlichen natiirlichen Kettenabbildungen
S'X — G'X auf der Homologie Isomorphismen

H, (X )sing = HoS' X = H,G'X

Um [TS] 7.1.52 anzuwenden zu diirfen, bemerken wir, da} fiir Kompakta K C
L C X die natiirlichen Abbildungen Surjektionen S, (X, X\L) — S (X, X\K)
und dann auch Surjektionen G, (X, X\L) — G, (X, X\ K) liefern.

7.4.17 (Offener Riickzug der lokalendlichen singuliren Homologie). Gege-
ben j : U — Y eine offene Einbettung abzéhlbar basierter lokal kompakter
Hausdorffraume induzieren die Restriktionsabbildungen 7.4.10 fiir lokalendliche
Grenzketten vermittels der in 7.4.16 erklédrten Isomorphismen Abbildungen, den
offenen Riickzug

H, (X)sing = Hy(U)sing

q
7.4.18 (Lokalendliche singulire Homologie als Hyperkohomologie). Gegeben
ein abzihlbar basierter lokal kompakter Hausdorffraum X mit I' : Ab,x — Ab
von endlicher homologischer Dimension konstruieren wir nun einen ausgezeich-
neten Isomorphismus
Hy(X)sing = H (X3 G%)

q
zwischen seiner singulédren lokalendlichen Homologie und der Hyperkohomolo-

~

gie des Grenzkomplexes. Wir erinnern dazu den Isomorphismus H;(X )sing —
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HIT(X;GYy) aus 7.4.16. Da der Grenzkomplex G nach 7.4.14 aus kompakt-
weichen und damit nach 7.4.15 sogar aus weichen Garben besteht, liefert die An-
nahme endlicher homologischer Dimension mit [TD] 3.6.4 einen Isomorphis-
mus H T (X;GY) = H9(X;GY). Der gesuchte Isomorphismus ergibt sich
als deren Verkniipfung. Ist zusitzlich 7 : U — X eine offene Einbettung mit
J« 1 Ab,y — Ab,x von endlicher homologischer Dimension, so kommutiert of-
fensichtlich das Diagramm

Hy (X )sing —= H9(X; GY)

| |

H;(U)sing —H(U; gb)
mit den von unseren Vergleichsisomorphismen induzierten Horizontalen und dem
offenen Riickzug 7.4.17 in der linken Vertikale und der vom Isomorphismus G;, =
§*G% aus 7.4.13 vermittels der Sequenz von ansonsten offensichtlichen Morphis-
men in der derivierten Kategorie

durch Anwenden von H? induzierten rechten Vertikalen.

Lemma 7.4.19 (Kompakte Schnitte von Grenzkettengarben). Gegeben ein lo-
kal kompakter Hausdorffraum X liefern die offensichtlichen Abbildungen einen
Isomorphismus

GX = T\(X;GYy)

zwischen dem Komplex seiner Grenzketten und dem Komplex der Schnitte mit
kompaktem Trdger seiner Grenzkettengarben.

Beweis. Die Injektivitit unserer Abbildung scheint mir offensichtlich. Es bleibt,
deren Surjektivitit zu zeigen. Ein Schnitt s € I'(X; G ) mit Tréiger in einem Kom-
paktum L C X ist nun per definitionem eine vertrdgliche Familie von Elementen
sk € G(X, X\K) fir K C X kompakt mit sx = 0 falls X N L = (). Fiir unser L
finden wir nun sicher A, B,C' C X kompaktmit L. C A°C AC B°Cc BcC (C"®
und dann fiir unser s einen Reprisentanten 5¢ € G(X) von s¢ € G(X, X\C).
Da nun gilt 5¢ +— sg = 0 fiir R := B\ A°, finden wir eine Darstellung 5c =t +r
mit ¢ € G(A°) und r € G(X\B). Es reicht nun zu zeigen, da$ gilt ¢ — s fiir
alle K C X kompakt. Das ist richtig fiir X' = K; C B° nach Konstruktion. Es ist
auch richtig fiir K = K, mit der Eigenschaft X' N A = (), dann liefern beide Sei-
ten eben Null. Gilt es fiir Kompakta K; und K, so folgt es fiir deren Vereinigung
wegen der kurzen exakten Sequenz

G(X, X\(K3 UK>)) — G(X, X\K;) & G(X, X\Ky) - G(X, X\ (K1 NK)3))
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Da sich aber nun jedes Kompaktum K C X schreiben 1t als K7 U K5 mit
K; C B°und Ky C X\ A, folgt die Behauptung. O

7.4.20 (Singulire Homologie als Hyperkohomologie). Gegeben ein lokal kom-
pakter homologisch kompaktendlicher Hausdorffraum X konstruieren wir nun
einen ausgezeichneten Isomorphismus

Hy(X)sing = Hy (X G%)

zwischen seiner singuldren Homologie und der kompakten Hyperkohomologie
seines Grenzkomplexes. Wir finden ja natiirliche Isomorphismen

GX Skt TN(X;Gx) “ker finy 1y Gy per finy Gy

mit Lemma 7.4.19 und unseren Erkenntnissen zum unbeschrinkten Derivieren
linksexakter Funktoren endlicher homologischer Dimension [TD] 3.6.4 . Wenden
wir darauf H 7 an, so ergibt sich der gesuchte [somorphismus.

7.4.21 (Morphismen aus Eigvorschiiben kompaktweicher Garben). Gegeben
eine stetige Abbildung f : X — Y von lokal kompakten Hausdorffraumen und
eine kompaktweiche Garbe F* € Ab,x ist auch f)F kompaktweich nach 5.1.13
und fiir V' @ Y liefert Basiswechsel 4.1.16 einen ausgezeichneten Isomorphismus
DV fyF) = To(f~1(V); F). Ein Morphismus ¢ : f1)F — G in eine Garbe
G € Ab,y ist also nach ?? dasselbe wie die Vorgabe einer Familie von Gruppen-

homomorphismen
pv :DI(fTHV); F) = T(V36)

fir V @ Y, die vertrdglich sind mit den Ausdehnungen durch Null. Man beach-
te, dafl wir hier nicht unsere eigentlichen Opkomorphismen alias Eigmorphismen
iiber f aus ?? beschreiben, die ja vielmehr Garbenhomomorphismen G — fi)F
entsprechen. Ein Student mag priifen, da8 wir fiir kompaktweiche Garben auf
lokal kompakten Hausdorffriumen die oppinvertierte Kofaserung zur Eigopkofa-
serung beschrieben haben, die wir im Fall étaler separierter Morphismen bereits
in [TG] 8.4.8 mit der Garbenfaserung identifiziert hatten.

7.4.22 (Grenzkomplexvorschub). Gegeben eine stetige Abbildung f : X — Y
von lokal kompakten Hausdorffriumen erkldren wir einen ausgezeichneten Mor-
phismus von Komplexen

gkv = gkv @ f Gy — Gy

durch die Vorschrift, dafl er unter der Beschreibung von Morphismen durch kom-
pakte Schnitte aus 7.4.21 und der Beschreibung der kompakten Schnitte unserer
Grenzkettengarben aus 7.4.19 der Gesamtheit der offensichtlichen Abbildungen
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G(f~Y(V)) — G(V) fir V @ Y entspricht. Wir nennen diesen Morphismus
den Grenzkomplexvorschub. Sind unsere Rdume zusitzlich homologisch kom-
paktendlich oder ist auch nur f;) von endlicher homologischer Dimension, so
induziert unser Morphismus einen Morphismus

ng = ngf : flg'X —Der g;/

Ist f eine offene Einbettung, so priift man leicht, daf das genau der Morphismus
ist, der unter der Adjunktion unserem Isomorphismus G5 — f*)G} aus 7.4.13
entspricht.

7.4.23 (Natiirlichkeit des Homologie-Hyperkohomologie-Vergleichs). Gege-
ben eine stetige Abbildung f : X — Y von lokal kompakten homologisch kom-
paktendlichen Hausdorffriumen erhalten wir ein kommutatives Diagramm

G(X) Sxke N(X;0%) Skee fnyn Gy  Spe  fing Gy
N 1
1 finy.) f1)Ox Spe finy, fiGYy
1 I
GY) Skee D(Y;Gy) Dke  finyn Gy  Spe  finy Gy

mit von unserem Grenzkomplexvorschub gkv aus 7.4.22 induzierten Vertikalen
im Quadrat unten rechts und der offensichtlichen Vertikale links. Unter unserem
Isomorphismus 7.4.20 entspricht also der Vorschub auf der singuldren Homologie
dem von gkv auf der Hyperkohomologie des Grenzkomplexes induzierten Mor-
phismus und wir erhalten die Kommutativitit der Diagramme

H, (X)sing = H!_q<X? g;()
{ {
Hq(Y)sing = H!_q(Y? g;/)

mit unseren Vergleichsisomorphismen in den Horizontalen und dem Vorschub auf
der Homologie in der linken Vertikalen und der von unserem Grenzkomplexvor-
schub gkv aus 7.4.22 induzierten rechten Vertikale.

7.4.24 (Natiirlichkeit des !-Homologie-Hyperkohomologie-Vergleichs). Gege-
ben f : X — Y eine eigentliche homologisch kompaktendliche Abbildung von
abzihlbar basierten lokal kompakten Hausdorffrdumen mit I' : Ab,x — Ab und
I' : Ab,y — Ab von endlicher homologischer Dimension kommutiert das Dia-
gramm
! ~, —
H§<X)sing = H(X;0x)
i
H;(Y)sing = H (Y3 Gy)
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mit unseren Vergleichsisomorphismen 7.4.18 in den Horizontalen und dem ei-
gentlichen Vorschub der singuldren Theorie [TS] 7.3.9 in der linken Vertikalen
und der vom Grenzkomplexvorschub gkv : f g;( — Q!Y vermittels der Identifika-
tion f; = f. von der Komposition finy, Gy = finy, f.Gy — finy, G} induzier-
ten rechten Vertikale. Das folgt ziemlich direkt aus den Definitionen und soll hier
nicht weiter ausgearbeitet werden.

7.4.25 (Verdierdual des Grenzkomplexes). Gegeben ein lokal kompakter Haus-
dorffraum X bilden unsere Grenzkettengarben nach 7.4.14 einen Komplex G
kompaktweicher Garben. Ist unser Raum zusétzlich homologisch kompaktend-
lich, so liefert 5.8.22 einen Isomorphismus zwischen dem Garbenkomplex mit
den Schnittkomplexen D'y (U; Q'X) und dem Verdierdual des Grenzkomplexes,
nach 7.4.19 also einen Isomorphismus

dX . DXg_'X %Der gj)k(

Ich behaupte fiir diese Isomorphismen und jede stetige Abbildung f : X — Y
von homologisch kompaktendlichen lokal kompakten Hausdorffraumen die Kom-
mutativitét in der derivierten Kategorie des Diagramms

Dy G, > Gy

]D)gkvi i
! ~ | frdx %
]Dyf!gX — f*DXg'X = f*gX

mit den hoffentlich offensichtlichen iibrigen Pfeilen und insbesondere der durch
Riickzug von Koketten gegebenen rechten Vertikale. Das folgt unmittelbar aus
der durch 5.8.27 gegebenen Beschreibung des Isomorphismus oben rechts und
den Definitionen. Dualisieren wir unser Diagramm und ergiinzen es geeignet, so
ergibt sich ein kommutatives Diagramm

Ddy

Gy —~ DGy . Dy G;
]D)ngvT
2 pol o~ 1 Dfwdx ¥
ghkv DYf!gX%DYf*DngﬁDYf*gx
/ 1ev T \Dd T
hiG d fD%Gy L2 1Dy Gy

Sind zusitzlich X und Y lokal singuldrazyklisch, so liefern die Augmentationen
Isomorphismen ay : Zx —per G und ayZy —pe Gy und der Morphismus der
rechten Vertikale entspricht darunter der Verkniipfung Zy — f.f*Zy = f.Zx
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der Einheit der Adjunktion mit dem natiirlichen Isomorphismus. Mit 5.7.21 se-
hen wir, daB8 die rechte Vertikale in unserem Diagramm unter unseren Isomor-
phismus dem Morphismus fiwx — wy entspricht, den wir als die Komposition
fiwx = fif'wy — wy erhalten mit der Koeinheit der Adjunktion an zweiter
Stelle und dem Bild unter f; des natiirlichen Morphismus wy = ﬁnIX Liop —
f'(finy Zyop) = f'wy an erster Stelle. Wir erhalten mit unseren Morphismen dann
also ein kommutatives Diagramm

|
Gy —wy

N

fiGy — fiwx

mit gy := (Dy(ay)) ' o (Dy(dy)) "t oev: G, — wy in der oberen Horizontalen
und figx in der unteren Horizontalen.

Proposition 7.4.26 (Bidual des Grenzkomplexes). Gegeben ein lokal kompak-
ter lokal polyederchnlicher homologisch kompaktendlicher Hausdorffraum X ist
der Grenzkomplex g}( verdierselbstdual, die kanonische Abbildung ist also ein
Isomorphismus

g;( %Der ]D)X]D)ngx

7.4.27. Insbesondere ist dann der zum Schlufl von 7.4.25 betrachtete Morphis-
mus ein Isomorphismus gy : Gy —> wx zwischen dem Grenzkomplex und der
dualisierenden Garbe.

Beweis. Wir kiirzen im folgenden stets D = Dk, ab. Unser Komplex von Grenz-
kokettengarben hat iiber U @ X die Schnitte G5 (U) = DGU. Gegeben ein
Kompaktum K C U liefert die kurze exakte Sequenz der relativen Grenzketten
G(U\K) <= G(U) - G(U,U\K) eine kurze exakte Sequenz von Kettenkom-
plexen

DG(U,U\K) — DG(U) - DG(U\K)

Im Kolimes iiber alle Kompakta KX C U ergeben sich daraus Isomorphismen
colf g DG(U, U\K) = I'(U; G};) und dann durch Dualisieren

DIy (U;G%) = limfx DDG(U, U\K)

In ?? haben wir unter den Bedingungen des Satzes einen ausgezeichneten Iso-
morphismus der dualisierenden Garbe mit dem durch die Schnittkomplexe auf
der rechten Seite gegebenen Garbenkomplex konstruiert. Andererseits gibt es fiir
jede offene Teilmenge U @ X einen natiirlichen Morphismus

Gy (U) = limfx G(U, U\K) — limfx DDG (U, U\K)
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Um den Beweis zu beenden miissen wir nur zeigen, dafl jeder Punkt eine offe-
ne Umgebung U besitzt, fiir die er ein Quasiisomorphismus ist. Wir zeigen das
sogar fiir jede polyederdhnliche offene Teilmenge U @ X. Dann gibt es ja eine
konfinale Folge von Kompakta von K, C U mit H,(U, U\ K,) endlich erzeugt
fiir alle ¢, n. Damit sind aber die natiirlichen Abbildungen Quasiisomorphismen
G(U,U\K,) = DDG(U,U\K,) und dann liefern sie nach [TS] 7.1.52 auch im
inversen Limes Quasiisomorphismen. [

7.4.28 (Singulire Homologien als Garbenkohomologien). Fiir jeden lokal po-
lyederdhnlichen lokal singuldrazyklischen kompaktendlichen Hausdorffraum X
liefert unsere Beschreibung 7.4.20 der Homologie als kompakte Hyperkohomo-
logie des Grenzkomplexes zusammen mit dem Isomorphismus 7.4.27 zwischen
dem Grenzkomplex und der dualisierenden Garbe einen ausgezeichneten Isomor-
phismus

Hq(X)sing = Hq(X)garb

Ist X dariiberhinaus abzihlbar basiert und I' : Ab,x — Ab von endlicher ho-
mologischer Dimension, so liefert unsere Beschreibung 7.4.18 der Homologie als
Hyperkohomologie des Grenzkomplexes analog einen ausgezeichneten Isomor-
phismus

HY (X)ing > B () gant

q
Aus dem zum Schluf von 7.4.25 gefundenen kommutativen Diagramm folgt schlie3-
lich mit 7.4.23 beziehungsweise 7.4.24 beziehungsweise 7.4.18 die Vertrédglich-
keit dieser Vergleichsisomorphismen mit dem Vorschub der Homologie, dem ei-
gentlichen Vorschub der lokalendlichen Homologie sowie dem offenen Riickzug
der lokalendlichen Homologie.

7.4.29 (Relative singulire Homologie als Garbenkohomologie). Seien X ein
lokal polyederidhnlicher lokal singuldrazyklischer kompaktendlicher Hausdorft-
raumund j : U — X die Einbettung einer offenen Teilmenge und i : A — X die
Einbettung ihres Komplements. Wir erhalten mit der Einheit und der Koeinheit
der Adjunktion nach ?? eine kurze exakte Sequenz

315 Gx = Gx = 1" Ox

von Garbenkomplexen und nach [TG] 4.8.11 und [TG] 4.8.13 bestehen sie alle aus
kompaktweichen abelschen Garben. Nach [TG] 4.8.13 bilden dann die kompakten
globalen Schnitte eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen und mit 7.4.19
erhalten wir ein kommutatives Diagramm

GU — GX — G(X,U)

11 U N
NG, — Gy — TGy
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Die letzte Vertikale liefert zusammen mit dem Isomorphismus vom Grenzkomplex
in die dualisierende Garbe 7.4.27 einen ausgezeichneten Isomorphismus

H, “(A;wx) = Hy(X, X\ A)sing

Der Rest des Diagramms zeigt dann auch noch, da3 die lange exakte Homologie-
sequenz darunter der langen exakten Hyperkohomologiesequenz des ersten aus-
gezeichneten Dreiecks nach 5.2.2 der dualisierenden Garbe wy zur gegebenen
Zerlegung von X in eine offene und eine abgeschlossene Teilmenge entspricht.
Wir haben also mit unseren Vergleichsisomorphismen zur singuldren Homologie
in den Vertikalen ein kommutatives Diagramm

o= B Ylex = H %y — W %atwx — H M glox —

1 1 1 A
.= H,U - HX — H/X,U) — Hy U — ...

7.4.30 (Natiirlichkeit des Vergleichsisomorphismus nach H, (X, A)). Wir er-
innern 6.3.19. Seien f : X — Y eine stetige Abbildung von lesb-Riumen so-
wie A @ X,B @& Y abgeschlossene Teilmengen mit f~!(B) C A. Gegeben
F € Ab,x und G € Ab,y und ein Morphismus ¢ : fi7 — G in Der(Ab/y)
hatten wir dort einen ausgezeichneten Morphismus ¢ konstruiert, der unter H ¢
ausgezeichnete Morphismen

e - H (A F) = H(B; G)

liefert. Spezialisieren wir ihn zu dem aus dem offensichtlichen Isomorphismus
wx = flwy hervorgehenden Morphismus fiwx — wy, so sollten wir unter den
zusitzlichen Annahmen an X und Y aus 7.4.29 mit unseren Vergleichsisomor-
phismen in den Horizontalen und dem Vorschub auf der singuldren Homologie in
der rechten Vertikalen ein kommutatives Diagramm

qu(A,wX) = Hq(X, X\A)Sing
\J 3
H,_q(B, CUY) l) Hq<Y, Y\B)sing

erhalten. Ich wiirde mich freuen, wenn ein Student mir das einmal ausarbeiten
konnte.
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8 Aquivariante derivierte Kategorie

8.1 Erginzungen zu dquivarianten Garben

8.2 Aquivariante Objekte (VERLEGEN!)

8.2.1 (Kartesischer Schnitt als Schmelzfunktor). Gegeben eine Trennfaserung
M — A ist nach 1.2.5 jeder kartesische Lift einer stabil universellen Trennung
in .4 eine stabil universelle Trennung in .# . Insbesondere macht unsere Trenn-
faserung stabil universelle Trennungen zu stabil universellen Trennungen und hat
A stabil universelle Trennungen, so auch .. Unter dieser Annahme induziert
unser Trennfunktor nach [TSK] 1.5.12 folglich einen Trennschmelzfunktor

M — N

zwischen den jeweiligen Erweiterungen zu Trennschmelzkategorien. Hat dariiber
hinaus die Basis ./ eindeutige Leertrennungen, so macht der kartesische Schnitt
N — M, X — X aus 1.4.4 nach 1.2.5 stabil universelle Trennungen zu stabil
universellen Trennungen und induziert folglich einen Trennschmelzfunktor

N = M

Per definitionem ist die Verkniipfung unserer beiden Trennschmelzfunktoren die
Identitit auf ./, Jeder Schmelzfunktor macht nun Monoidobjekte zu Monoidob-
jekten und insbesondere macht der kartesische Schnitt aus jedem Monoidobjekt
G von ./ ein Monoidobjekt G von .Z .

Definition 8.2.2. Gegeben eine Trennfaserung .# — .4 iiber einer Trennkate-
gorie mit stabil universellen Trennungen und eindeutigen Leertrennungen und ein
Monoidobjekt G € .4 nennt man ein Objekt F der Schmelzkategorie .# mit
G-Operation ein G-dquivariantes Objekt von .7 .

8.2.3. Gehort ein G-dquivariantes Objekt F zur Faser .#x iiber X € A4/, so
induziert die G-Operation auf F eine GG-Operation auf X in .#". Dies Objekt mit
G-Operation in der Basis notieren wir G\, X. Die G-dquivarianten Objekte von
A tber G\ X bilden selber in offensichtlicher Weise eine Kategorie

'%G\,X

Beispiel 8.2.4. Sei speziell .# — A7 eine Trennfaserung iiber der banalen
Trennkategorie A.7 einer Kategorie .7 mit endlichen Produkten und finalem Ob-
jekt pt. Ein Monoidobjekt G von .7 ist dann per definitionem dasselbe wie ein
Monoidobjekt der zur Trennschmelzkategorie A.7 gehorigen Schmelzkategorie
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und ein G-dquivariantes Objekt von .Z ist per definitionem ein Objekt zusammen
mit einem Morphismus
a:GRF — F

in ./ derart, daf die Diagramme

(GRG)RF—GXRF—>F i GXRF
GR(GRF) —GXRF —F \]-"

mit den in offensichtlicher Weise erklidrten Morphismen kommutieren. Manchen
Lesern mag eine Variante dieser Beschreibung vertrauter vorkommen, bei der man
pri F schreibt statt G X F und so weiter, fiir pr; : G x X — X und F € % x.

Ergdnzung 8.2.5. Mit Hilfe unseres natiirlichen Isomorphismus X X F = pr; F
aus 1.5.19 fiir pry : X XY — Y konnen wir unsere Definition 8.2.1 dquivarianter
Objekte oder vielmehr ihre fiir banale Trennkategorien ausbuchstabierte Fassung
8.2.4 in einer Weise fassen, in der sie fiir eine gewohnliche Faserung .# — 7
tiber einer Kategorie mit endlichen Produkten sinnvoll bleibt. Sei dazu G\ X ein
Objekt mit der Operation eines Monoids (G, m, e) in der Basis. Ein G-dquiva-
riantes Objekt iiber X ist dann ein Datum (F, «) bestehend aus einem Objekt
F € .#x iiber X und einem Morphismus « : prfF — F iiber der Operation
a: G x X — X derart, daB die beiden im folgenden erklirten Diagramme

prrf F Lo prf F2 o F f&r*]—"
prrT}"H’B prt F 2~ F \.7-"

kommutieren. Fiir das Rechte betrachten wir die Zerlegung X — G x X — X
von idx = pr o e fiir e gegeben durch das neutrale Element unseres Monoids G
und dariiber die Zerlegung der Identitit idr = 7 o ¢ mit 7 : prf 7 — F dem
Transportmorphismus. So erhalten wir einen wohlbestimmten Morphismus ¢ tiber
e und das rechte Diagramm fordert die Identitit & o v = idx. Wegen a o e = idx
ist das schon mal eine sinnvolle Forderung. Im linken Diagramm bezeichne ~
denjenigen Morphismus « : prrfF — prfF iiber dem Morphismus (idg xa) :
GxGxX — G'x X inder Basis mit Toy = aoToc fiir die Transportmorphismen
7 : priF — F beziehungsweise 7 : prig(prf F) — priF fir pry; 1 G x G x
X — G x X die Projektion auf die beiden hinteren Faktoren und ¢ : prrf =
prg3 o pr' der Identifikation zu prr = pr opr,;. Weiter bezeichne [ : prrf F —
prf F denjenigen Morphismus iiber dem Morphismus m x idx in der Basis, der
beim Nachschalten des Transportmorphismus 7 den Transportmorphismus von
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prrf F liefert. Die zweite Eigenschaft, die wir fordern, ist dann die Gleichheit
a o B = a o~ der mit im vorhergehenden erklirten Morphismen prrf F — F
iiber dem durch zweimaliges Anwenden der Operation gegebenen Morphismus
G x G x X — X in der Basis.

Beispiel 8.2.6 (Aquivariante Objekte der Familientrennfaserung). Im Fall der
Familienfaserung C/g,s — Ens nach [?] ?? zu einer Kategorie C ist ein Objekt
F € C/x eine Familie (F;),cx von Objekten. Operiert dann ein Monoid G auf X,
so besteht eine dquivariante Struktur aus der Vorgabe von Morphismen s(g, z) :
Fu — Fgp mit s(1,2) = id sowie s(h, gz)s(g,x) = s(hg,x) fur alle g,h € G
und z € X.

Beispiel 8.2.7. Sie mogen zur Ubung zeigen, daB die in Bezug auf die Garbenfa-
serungen Ens 1y, — Top und Ab,t,, — Top im Sinne von 8.2.5 dquivarianten
Objekte iiber einem topologischen Raum genau unsere dquivarianten Garben aus
?? beziehungsweise unsere dquivarianten abelschen Garben aus ?? sind.

Beispiel 8.2.8 (Aquivariante Mengengarben, Variante). Seien G\, X ein topolo-
gischer Raum mit der Operation a : G x X — X eines topologischen Monoids. Im
Fall der Mengengarbenoptrennfaserung Ens jr,, — Top nach ?? besteht eine G-
dquivariante Mengengarbe auf X aus dem Datum einer Mengengarbe 7 € Ens ) x
auf X und eines Opkomorphismus o € Ens,(G X F, F) mit gewissen Eigen-
schaften. Sind speziell G und X diskret, so ist solch ein « nach 1.7.8 eine Familie
von Abbildungen (g, x) : F,, — F, und die geforderten Vertriglichkeiten be-
deuten a(g,z)a(h,gr) = a(hg,x) sowie a(l,z) = id. Das ist also dasselbe
wie ein dquivariantes Objekt der Familienfaserung der Kategorie Ens°"?. Bilden
wir die zu G\ X gehorige Wirkungskategorie X mit den Punkten x € X als
Objekten und den Mengen

Xg(z,y) ={9€G|gx=vy}

als Morphismenmengen, paarweise disjunkt gemacht durch Darankreuzen des
Paares (x, y), so haben wir natiirliche Isomorphismen von Kategorien Ens ¢\ x —
Cat(X¢, Ens) und Ens j\ x — Cat(X¢, Ens®”) in Verallgemeinerung unserer
Erkenntnisse fiir Mengengarben aus [TG] 6.2.13.

8.2.9. Operiert eine diskrete Gruppe G und nicht nur ein Monoid auf einem dis-
kreten Raum X, so ist die Wirkungskategorie X ein Gruppoid und das Inver-
tieren von Morphismen zusammen mit der Identitdt auf Objekten liefert einen
Isomorphismus X = (X¢)°PP. Mit 8.2.8 erhalten wir Isomorphismen von Kate-
gorien

Ens/e\x (Ensjayx) ™"

U ™
Cat(Xg, Ens) = Cat((Xg)PP, Ens®?)PP = Cat(Xq, EnsPP)opp
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8.2.10 (Der Strukturmorphismus jeder Gruppenoperation ist kartesisch). Ge-
geben eine Trennfaserung .# — A7 iiber der banalen Trennkategorie einer
Kategorie mit endlichen Produkten und G\ X ein Objekt mit Gruppenoperation
a: G x X — X der Basis und (F,a) € #q x ein G-dquivariantes Objekt
tiber X ist der Morphismus o € .#Z,(G X F, F) stets kartesisch. Um das zu se-
hen, betrachten wir in der Basis mit der Notation a(g,z) := g 'x oder besser
a = ao (inv x id) das kommutative Diagramm

GxX (pr1,a) GxX
(inv,id) xid 1%
GxGxX 4 xa GxX
& y
id x id mxid Gx X —2-X a (pry,a)
GxX a4 X
GxX idxid GxX

Ziehen wir das kommutative Rechteck in .# iiber dem inneren Rechteck, das die
Assoziativitit der Operation zum Ausdruck bringt, zuriick auf das duB3ere Recht-
eck, so bleibt es kommutativ. Aus offensichtlichen Griinden liefert der Riickzug
nach links die Identitét auf G X F. Aufgrund der bei der Definition eines dquivari-
anten Objekts geforderten Trivialitit der Operation der Eins liefert auch der Riick-
zug nach unten die Identitit auf G X F. Der Riickzug von idXa : GKGX F —
G X F nach oben stimmt iiberein mit dem Riickzug des Strukturmorphismus
a von der Mitte nach ganz oben. Dieser Riickzug hat also ein Linksinverses,
nidmlich den Riickzug des Strukturmorphismus auf die rechte Vertikale. Genauso
zeigt man, dal} er auch ein Rechtsinverses besitzt und folglich ein Isomorphismus
GXF = GRF iiber (pry, a) : Gx X — G x X sein muB. Mithin ist dieser Riick-
zug kartesisch. Seine Verkniipfung mit der offensichtlichen Trennung GKF — F
iber pr, : G x X — X istdann als Verkniipfung kartesischer Morphismen wieder
kartesisch, und diese Verkniipfung ist gerade unser Strukturmorphismus a.

Erginzung 8.2.11. Ich wiillite gerne, ob das Vorhergehende genauso gilt fiir eine
beliebige Trennfaserung .# — .4 in eine Trennkategorie mit stabil universellen
Trennungen, wenn wir dquivariante Objekte in Bezug auf Hopfobjekte der Basis
betrachten, wie sie in [TS] ?? erkldrt wurden. Das konnte eine Arbeit fiir einen
Studenten abgeben.

8.2.12 (Trennfaserung der dquivarianten Objekte). Gegeben eine Kategorie
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7 mit endlichen Produkten bilden wir die Kategorie mo.7 aller ,,Objekte mit
Operation eines Monoidobjekts®. Morphismen G\\ X — H\Y sind dabei Paare
bestehend aus einem Homomorphismus G — H von Monoidobjekten und einem
gewOhnlichen Morphismus X — Y derart, daf} die offensichtliche Vertrdglichkeit
erfiillt ist. Auch mo.7 hat dann endliche Produkte. Gegeben eine Trennfaserung
M — AT erhalten wir eine weitere Trennfaserung

mof # — AmoT

mit Faser .Z¢\ x tiber G\\.X und den hoffentlich offensichtlichen Trennungen.
Die Schmelzkategorien der opponierten Fasern notieren wir unseren allgemeinen
Konventionen folgend

M\ x

Die Restriktion unserer Trennfaserung auf die banale Trennkategorie der vollen
Unterkategorie der Rdume mit Gruppenoperation notieren wir

gof M — AgoT

In diesem Fall werden ja wohl, wenn die Fasern von .# — A.Z7 Multihom haben,
auch die Fasern von gof.#Z — Ago.7 Multihom haben. Das mag einmal ein
Student ausarbeiten, gerne auch zusammen mit 8.2.11.

8.2.13 (Aquivariante Objekte oppinverser Trennfaserungen). Gegeben eine
Trennfaserung .# — A .7 iiber der banalen Trennkategorie einer Kategorie mit
endlichen Produkten und G'\ X ein Objekt mit Gruppenoperation in der Basis ist
nach 8.2.10 der Strukturmorphismus kartesisch. Gegeben F € .#x entsprechen
die Strukturmorphismen, die F zu einem #dquivarianten Objekt F € .#x machen,
also eineindeutig den Strukturmorphismen, die F zu einem dquivarianten Objekt
Fed )O(pi fiir die oppinvertierte Trennfaserung .#°"* — _#" nach 1.7.3 machen.
Aus unserer Erkenntnis 8.2.10 tiber die Kartesianitét des Strukturmorphismus bei
unter Gruppen dquivarianten Objekten folgt, da3 wir so einen Isomorphismus

(gof A )°P' = gof ()

von Trennfaserungen iiber der banalen Trennkategorie Ago.7 der Objekte mit
Gruppenoperation in der Basis erhalten.

Beispiel 8.2.14. Die unter Gruppenoperationen dquivarianten Objekte der Men-
gengarbentrennfaserung und der Mengengarbenoptrennfaserung bilden zueinan-
der oppinverse Trennfaserungen. Einen Schatten dieser Tatsache haben wir bereits
in 8.2.9 gesehen, wo wir im diskreten Fall einen Isomorphismus zwischen der Fa-
ser der einen und der opponierten Faser der anderen Trennfaserung konstruiert
hatten.
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8.2.15 (Aquivariante Objekte auf dem Produkt mit einer Gruppe). Gegeben
eine Trennfaserung .# — A .7 iiber der banalen Trennkategorie einer Kategorie
mit endlichen Produkten und G ein Gruppenobjekt der Basis erhalten wir eine
Aquivalenz

G : My = M

Genauer behaupten wir, da3 wir sogar im Fall eines Monoidobjekts der Basis ein
adjungiertes Paar (G, 17) von Funktoren zwischen den fraglichen Kategorien er-
halten, indem wir den offensichtlichen Isomorphismus F = 17(GX.F) als Einheit
der Adjunktion nehmen und als Koeinheit die Komposition GXR1T — GXRE — &
von Morphismen iiber der Komposition G — G x G — G von g — (g, 1) gefolgt
von der Verkniipfung unseres Monoids. Im Fall eines Gruppenobjekts ist nach
8.2.10 der Strukturmorphismus kartesisch und deshalb ist auch unsere Koeinheit
kartesisch iiber der Identitit, also ein Isomorphismus. Mithin liefert unser adjun-
giertes Paar wie behauptet eine Aquivalenz von Kategorien. Dieselben Argumente
liefern fiir jedes Objekt X der Basis eine Aquivalenz von Kategorien

GN = A x = ///Gx(GxX)

Ubungen

Ubung 8.2.16. Gegeben G'\ X ein topologischer Raum mit einer topologisch frei-
en Operationen einer diskreten Gruppe und k& ein Kring und y : G — k™ ein
Gruppenhomomorphismus bezeichne P := G\ X den Bahnenraum und P, die
nach [TG] ?? zugehorige lokal konstante Garbe von k-Moduln auf P. Gegeben
G\ X und H\Y topologische Riume mit topologisch freien Operationen diskreter
Gruppen und R := H\Y betrachten wir in der Familienkategorie von AmoTop
das kommutative Diagramm

Px R — P AR
) )
(GXx H\(X xY) = (G\X) A (H\Y)
{ {

(G x H)\top —  (G\top) A (H\top)

Da die Riickziige lings der oberen Vertikalen nach [TG] 7.1.10 Aquivalenzen
sind, liefert unser Diagramm ausgezeichnete Isomorphismen

P RR 5PxR_,

Ubung 8.2.17. Ist X topologische Gruppe und G C X eine diskrete zentrale
Untergruppe, so operiert G nach [TM] 2.1.25 topologisch frei auf X und ein dhn-
liches Diagramm wie zuvor liefert fiir jeden Gruppenhomomorphismus x : G —
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k* einen kartesischen Morphismus P x P . ~— P iiber der Multiplikation der

Quotientengruppe P := G\X. Zusammen mit dem Isomorphismus aus 8.2.16
liefert das einen kartesischen Morphismus
P.RP =P,

tiber der Multiplikation von P. Man zeige, daBl er P, zu einem Gruppenobjekt
in Garben von k-Moduln iiber topologischen Riumen macht. Objekte mit einer
Operation dieses Gruppenobjekts heilen X -y-monodrome Garben.

8.2.18. Ich erinnere an die Definitionen und ersten Resultate zu dquivarianten
Garben aus [TG] 7.1.1 folgende. Die im Anschlu3 bewiesene Aussage hatten wir
in [TG] 7.1.10 nur im Fall der Operation einer diskreten Gruppe diskutiert.

Satz 8.2.19 (Quotienteniiquivalenz). Gegeben eine topologische Gruppe G und
ein topologisch freier G-Raum X ist der dquivariante Riickzug unter ¢\ f fiir
f:X = G\X und ¢ : G — 1 eine Aquivalenz

EDS/G\X i> EHSGXX

Beweis. Nach einigen Vorbereitungen zeigen wir eine noch allgemeineren Aus-
sage in 8.2.25. [

Lemma 8.2.20 (Freie Quotienten dquivarianter Abbildungen). Seien G cine
topologische Gruppe und X — Y eine stetige G-dquivariante Abbildung von
G-Rdumen. Ist Y topologisch frei, so ist auch X topologisch frei und die offen-
sichtlichen Abbildungen liefern ein kartesisches Diagramm

X Y
L
X/G—=Y/G

Ergdnzung 8.2.21. Man zeigt unschwer auch eine noch allgemeinere Version: Ist
zusitzlich H C G eine Untergruppe, so liefern die offensichtlichen Abbildungen
sogar ein kartesisches Diagramm

X/H—=Y/H

.

X/G——=Y/G

Dazu geht man wie beim Beweis des Lemmas vor, erginzt am Schlufl das Dia-
gramm entsprechend, und muf einen Homdomorphismus X/H = G/H x X/G
nachweisen. Das ist aber klar, da G x X/G — G/H x X/G final ist, vergleiche
[TM] 2.2.4. Ich bin ganz verbliifft, dal man hierfiir anscheinend noch nicht einmal
voraussetzen muf}, dal GG topologisch frei ist als H-Raum.
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Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Y = G x W anneh-
men. Dann entsteht mit dem pull-back ein kommutatives Diagramm der Gestalt

X—=GxX/G—=GxW

~0 ]

X/G W

Wir betrachten nun die Abbildung 1 : X — G, die durch die Komposition der
oberen Horizontale mit der Projektion auf G gegeben wird. Sicher gilt u(gx) =
gu(z). Folglich ist die Abbildung X — X gegeben durch z — p(x)~'x konstant
auf GG-Bahnen und faktorisiert demnach iiber eine stetige Abbildung v : X/G —
X. Man priift leicht, daf} die stetige Abbildung G x X/G — X, (¢,%) — gv(Z)
invers ist zur linken oberen Horizontale X — G x X/G, z — (u(x), z). O

Korollar 8.2.22. Seien G eine topologische Gruppe und X — Y eine steti-
ge Abbildung von topologisch freien G-Rdumen, die einen Homdomorphismus
X/G = Y/G induziert. So ist unsere Abbildung bereits selbst ein Homoomor-
phismus.

Beweis. Das folgt aus 8.2.20 aus der allgemeinen Erkenntnis [TF] 2.3.4, daf} der
pull-back eines Isomorphismus stets wieder ein I[somorphismus ist. [

Korollar 8.2.23 (Quotienten étaler Abbildungen sind étale). Ist G eine topo-
logische Gruppe und X — Y eine étale Abbildung von G-Rdumen und Y ein
topologisch freier G-Raum, so ist auch X/G — Y /G étale.

8.2.24. Die Abbildung R?* — R?/Z? ist étale, nicht aber ihr Quotient nach der
Operation durch Addition einer Gerade G C R? mit irrationaler Steigung. Es ist
also wesentlich, dall die Operation nicht nur abstrakt frei, sondern sogar topolo-
gisch frei ist.

Beweis. Ist'Y topologisch frei als G-Raum, so besitzt jeder Punkt von Y/G eine
offene Umgebung W @ Y/G, auf der die Quotientenabbildung gespalten wer-
den kann durch ein stetiges s : W — Y. Wir konnen also unser kartesisches
Diagramm aus dem Lemma, das wir nun auf der Seite liegend dargestellt haben,
ergidnzen durch ein kartesisches Quadrat

V—sX—>X/G

e

W—sY —>Y/G

mit der Eigenschaft, da8 die Kompositionen in den Horizontalen offene Einbet-
tungen sind. Ist insbesondere X — Y étale, so auch X/G — Y/G. O
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Satz 8.2.25 (Verallgemeinerte Quotienteniquivalenz). Operiert eine topologi-
sche Gruppe G auf einem Raum X und ist N C G ein Normalteiler, der sowohl
auf G als auch auf X topologisch frei operiert, so induziert das Zuriickholen mit
der Quotientenabbildung G\ X — (N\G)\(N\X) eine Aquivalenz von Katego-
rien

Ens/nananx = Ensjeyx

Beweis. Wir beginnen mit dem in 8.2.19 beschriebenen Fall G = N und defi-
nieren einen Funktor in die Gegenrichtung mithilfe der étalen Riume, indem wir
jeder dquivarianten Garbe F — X die nach 8.2.23 étale Abbildung G\ F — G\ X
zuordnen. Dann zeigen wir, daB er linksadjungiert ist zum Zuriickholen. Und
schlieBlich priifen wir, dal beide Adjunktionsabbildungen stets Isomorphismen
sind. Das ist nur lokal zu priifen, also fiir X = GG x Y, und in diesem Fall ist es
leicht zu sehen. Fiir das simultane Wegteilen ergiinzen wir unsere Argumentation
in der offensichtlichen Weise. ]

Satz 8.2.26 (Induktionsiquivalenz). Seien G eine topologische Gruppe und H C
G eine Untergruppe, die topologisch frei auf G operiert, und Y ein H-Raum. So
liefert das Zuriickholen lings H\Y — G\,(G X i Y') eine Aquivalenz von Kate-
gorien

EDS/GX(GX/HY) i) EHS/H\,Y

8.2.27. Ein quasiinverser Funktor kann in der Sprache der étalen Rédume explizit
beschrieben werden durch die Vorschrift ' — G x5 F.

Beweis. Wir betrachten zusitzlich (G x H)\ (G x Y') mit der Operation gegeben
durch (g, h)(z,y) := (gzh~!, hy) und erhalten ein kommutatives Diagramm

(Gx H)\ (G xY) H\Y

| > |

H\Y G\ (G x i Y)

mit der oberen Horizontale gegeben durch h +— (h,h) und y — (1,y). Die
Riickziige in die obere linke Ecke sind verallgemeinerte Quotienteniquivalenzen
8.2.25. Es folgt, daB} erst der Riickzug lidngs der oberen Horizontale und dann der
Riickzug lings der rechten Vertikale auch Aquivalenzen sind. [

Beispiel 8.2.28 (Aquivariante Garben auf homogenen Riumen). Im Spezialfall
Y = top erhalten wir aus dem Zusammenspiel der Beschreibung [TG] 7.1.2 dqui-
varianter Garben auf einem Punkt und der Induktionsidquivalenz 8.2.26 fiir jede
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topologisch frei operierende lokal zusammenhéingende Untergruppe H C G einer
topologischen Gruppe G eine Aquivalenz

(H/HO) -Ens i> EDS/G\(G/H)

zwischen der Kategorie der Mengen mit einer Operation der Komponentengruppe
von H und der Kategorie der G-dquivarianten Garben auf dem homogenen Raum
G/ H. Insbesondere sind in diesem Fall alle dquivarianten Garben lokal konstant.

Beispiel 8.2.29. Die Garbe der stetigen reellwertigen Funktionen auf der topolo-
gischen Gruppe R nicht mit der Struktur einer R-dquivarianten Garbe in unserem
Sinne versehen werden, da sie nicht lokal konstant ist, da aber nach 8.2.28 in
dieser Situation jede R-dquivariante Garbe lokal konstant ist.

Proposition 8.2.30 (Volltreues Einschrinken). Ist G eine topologische Gruppe
und p : H — G ein Gruppenhomomorphimus mit G /p(H) zusammenhiingend,
so ist fiir jeden G-Raum X die Restriktion ein volltreuer Funktor

EHS/G\/X < EnS/HxlX

Beweis. In der Tat miissen wir nur fiir jeden /{-dquivarianten Garbenhomomor-
phismus von G-dquivarianten Garben ¢ : F — Gund allez € X und g € G
zeigen, daf} das Diagramm

F. = G,
{ {
Foo — UGy

kommutiert. Es reicht, wenn wir das zeigen fiir die vermittels G — X, g — gz
auf GG zuriickgezogenen Garben. Wir diirfen also ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit X = G und x = e annehmen. Dann liefert jedoch die Operation von G
fiir alle y € F. eine Fortsetzung zu einem globalen Schnitt von F, dessen Bild of-
fen ist in F als Bild einer étalen Abbildung. Mithin oder auch direkt nach 8.2.26
mit Y = topund H = 1ist F — G und ebenso auch G — @ eine triviale
Uberlagerung. Die Mengen der ¢ € G, an denen zwei unter (H) #quivariante
Decktransformationen iibereinstimmen beziehungsweise verschieden sind, sind
nach dem Satz iiber die Eindeutigkeit von Lifts bei Uberlagerungen [TF] 3.4.10
offen in G und sind offensichtlich invariant unter ¢(H ). Ist nun G /¢(H) zusam-
menhingend, so ist die einzige Moglichkeit einer derartigen Zerlegung von G in
zwei offene Teilmengen die Zerlegung in ganz GG und die leere Menge. Das zeigt,
daB alle unter p(H) dquivarianten Garbenhomomorphismen zwischen G-idquiva-
rianten Garben auf G bereits G-dquivariant sein miissen. [

8.2.31. Ist GG eine topologische Gruppe und f : X — Y ein Morphismus von G-
Réumen und F € Ens,q\ x eine dquivariante Garbe, so erbt der Vorschub f,F €
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Ens/y in offensichtlicher Weise eine Wirkung von G als abstrakte Gruppe, die
auch mit der Wirkung von G auf Y vertriglich ist. Um jedoch zu zeigen, dafl G
auch mit seiner richtigen Topologie stetig auf dem étalen Raum von f.F operiert,
brauchen wir stirkere Voraussetzungen.

Beispiel 8.2.32 (Schwierigkeiten mit dquivariantem Vorschub). Dal} es im All-
gemeinen nicht ganz einfach sein wird, einen Vorschub fiir d&quivariante Garben zu
erkldren, zeigt das folgende Beispiel. Auf der topologischen Gruppe QQ betrachte
man die konstante Garbe Zq. Ihr Vorschub unter der Projektion auf einen Punkt
ist die abelsche Gruppe der globalen Schnitte I'(Zg). Dieser Gruppe entspricht
jedoch unter der offensichtlichen Operation keine Q-dquivariante Garbe, da die
fragliche Operation nicht stetig ist fiir die diskrete Topologie auf I'(Zg). Ist zum
Beispiel s € I'(Zg) Null auf allen ¢ € Q mit ¢*> < 2 und Eins auf allen ¢ € Q mit
q®> > 2,50 gibt es keine Umgebung der Null in Q, die diesen Schnitt festhiilt.
Beispiel 8.2.33 (Alternative Beschreibung dquivarianter Garben). Seien G ei-
ne topologische Gruppe und X ein G-Raum. Bezeichne m,p : G x X — X
die Operation von GG beziehungsweise die Projektion auf X . Fiir jede dquivariante
Garbe F € Ens/ g\ x erkldren wir einen Garbenisomorphismus

s:p*F = m"F
Man bezeichne dazu mit ¢ : G x X — G die Projektion und betrachte die Abbil-
dung (¢,m) : (g,z) — (g, gx) und beachte zunichst m = p o (¢, m), so daB es
gleichbedeutend gilt, einen Isomorphimus p*F = (g, m)*(p*F) zu konstruieren.
Wir haben nun aber einen natiirlichen Isomorphismus ét(p*F) = G x F. Das

pull-back-Diagramm - B
GxF — GxF

X 3
GxX Y gxx
mit (g, f) — (g, ¢f) in der oberen Horizontalen liefert dann den gesuchten Iso-

morphismus. Im Halm an der Stelle (g, z) wird unser Isomorphismus s beschrie-
ben durch ein kommutatives Diagramm

(P Flga) — (m*Fga)
1 L
Fo D T

mit den offensichtlichen vertikalen Identifikationen. Ist umgekehrt ein Garbenho-
momorphismus s : p*F — m*F gegeben, so erhalten wir eine stetige Abbildung
G x F — F aus dem Diagramm

GxF 5 &(pF) > é&(m'F) — F
1 { { {
GxX = GxX = GxX & X
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Hierin konnen die nicht explizit benannten Abbildungen hoffentlich vom Leser
erschlossen werden. Kommt s bereits von einer dquivarianten Struktur auf F her,
so erhalten wir mit dieser Konstruktion unsere dquivariante Struktur zuriick.

Ubungen

Ubung 8.2.34. Seien G eine zusammenhingende topologische Gruppe und X ein
G-Raum. Bezeichne m,p : G x X — X die Operation beziehungsweise die Pro-
jektion auf X und sei F eine Garbe auf X . Gibt es einen Garbenhomomorphismus
s p*F = m*F, der auf {e} x X zur Identitiit einschrinkt, so besitzt F genau
eine stetige G-Operation, die F zu einer G-dquivarianten Garbe macht. Hinweis:
Man verwende 8.2.33 und ziehe sich auf den Fall X = G zuriick.

Ubung 8.2.35. Es operiere eine topologische Gruppe G auf einem Raum X und
es sei NV C G ein Normalteiler, der auf G topologisch frei operiert. Genau dann
ist die Operation von G auf X topologisch frei, wenn die Operationen von N auf
X und von G/N auf N\ X topologisch frei sind.

8.3 Aquivariante derivierte Kategorie

8.3.1. Gegeben ein topologischer Raum X bezeichne Der(X) := Der(Ab,x) die
derivierte Kategorie der abelschen Kategorie aller abelschen Garben auf X.

8.3.2. Ich erinnere aus 3.1.2 daran, da} eine stetige Abbildung topologischer
Raume f : X — Y garbenazyklisch heifit, wenn fiir jeden Komplex F &
Der(Ab,y) die Einheit der Adjunktion einen Isomorphismus

F S ffF
liefert. Sie heiflt bagazyklisch, wenn sie unter jedem Basiswechsel eine garbena-

zyklische Abbildung liefert. Ein topologischer Raum X heif3t bagazyklisch, wenn
die konstante Abbildung X — top die entsprechende Eigenschaft hat.

8.3.3 (Produkte mit freien (G-Rédumen sind frei). Sei G eine topologische Grup-
pe und seien P, X zwei GG-Rdume. Ist P topologisch frei, so ist auch das Produkt
P x X mit der diagonalen GG-Operation topologisch frei. In der Tat reicht es aus,
das unter der zusitzlichen Annahme P = G x W zu zeigen, mit der Operation
von G nur auf dem ersten Faktor. Dann aber erhalten wir einen Homdomorphis-
mus G x W x X 5 G x W x X durch die Vorschrift (¢, w, z) — (g, w, gx), und
unter diesem Homoomorphismus entspricht die G-Operation nur auf dem ersten
Faktor der diagonalen G-Operation auf dem ersten und letzten Faktor.

8.3.4. Gegeben ein eine topologische Gruppe G und ein G-Raum X verstehen wir
unter einer Auflosung von X einen G-dquivarianten Morphismus p : P — X von
einem topologisch freien G-Raum nach X.
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8.3.5 (Aquivariante derivierte Kategorie zu einer Auflosung). Gegeben eine
topologische Gruppe G und ein G-Raum X und eine bagazyklische Auflosung
p : P — X erkldren wir die G-dquivariante derivierte Kategorie von X zu P
als die volle Unterkategorie

Deer(X; P) C Der(G\P)

aller Komplexe, deren Riickzug unter quot : P — G\ P isomorph ist zum Riick-
zug eines Komplexes aus Der(.X) unter p : P — X. In Formeln setzen wir also

Derg\ (X; P) := {F € Der(G\P) | 3G € Der(X) mit p*G = quot™ F}

Vorschau 8.3.6. Im folgenden werden wir zeigen, daf Der¢, (X; P) in einem noch
zu prazisierenden sehr starken Sinne von der bagazyklischen Auflosung P gar
nicht abhéngt, so da3 wir P ohne Schaden aus der Notation entfernen diirfen.
Jetzt aber versuchen wir erst einmal, die Sinnhaftigkeit unserer Definition durch
Beispiele zu illustrieren.

Beispiel 8.3.7 (Bezug zur dquivarianten Kohomologie). Gegeben eine topologi-
sche Gruppe GG und ein G-Raum X und eine bagazyklische Auflésungp : P — X
gehort fiir jede abelsche Gruppe M die konstante Garbe auf G\ P mit Faser M
zu unserer dquivarianten derivierten Kategorie. Wir notieren dies Objekt My =
Mx.p € Derg\ (X; P). Es ist auch klar, daf Derg, (X; P) stabil ist unter den ho-
mologischen Verschiebungen [¢]. Wir erhalten nun mit der offensichtlichen Ver-
allemeinerung von ?? auf bagazyklische stetige Abbildungen im letzten Schritt
natiirliche Isomorphismen

Derg\ (X; P)(Mx, Mx|q]) = HY(G\P; M) = HL(P; M) < HL(X; M)

Der Raum der Morphismen von M x zu M [g] in unserer dquivarianten derivierten
Kategorie ist mithin natiirlich isomorph zur g-ten dquivarianten Kohomologie von
X mit Koeffizienten in M.

Beispiel 8.3.8 (Aquivariante derivierte Kategorien zur Gruppe Z). Im Fall der
Gruppe G' = Z konnen wir £ = R nehmen und erhalten fiir jeden Z-Raum X
die bagazyklische Auflosung P = R x X — X. Der Quotient Z\P = R x /7 X
ist dann ein Faserbiindel iiber der Kreislinie R/Z mit Faser X, die ,,verdrillt ist
mit dem durch die Operation von 1 € Z gegebenen Automorphismus von X*.
Die dquivariante derivierte Kategorie hinwiederum ist in diesem Fall eine volle
Unterkategorie der derivierten Kategorie zur Kategorie aller abelschen Garben
auf diesem Faserbiindel.

Beispiel 8.3.9 (Aquivariante derivierte Kategorien zur Gruppe R). Im Fall der
Gruppe G = R konnen wir auch £/ = R nehmen und erhalten fiir einen R-Raum
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X die bagazyklische Auflosung P = R x X — X. Der Quotient R\ P = Rx g X
ist dann eine Faserung iiber dem Punkt R /R mit Faser X und kanonisch isomorph
zu X selber. Die dquivariante derivierte Kategorie ist in diesem Fall eine volle
Unterkategorie der derivierten Kategorie zur Kategorie aller abelschen Garben
auf X. Dasselbe gilt fiir jede zusammenziehbare topologische Gruppe G.

8.3.10 (Triangulierung der dquivarianten derivierten Kategorien). Fiir jeden
G-Raum X mit bagazyklischer Auflosung p : P — X ist dquivariante derivierte
Kategorie Derg (X; P) eine triangulierte Unterkategorie von Der(G\ P). In der
Tat induziert fiir G € Der(X) die Einheit der Adjunktion einen Isomorphismus

G = p.p'G

Die Bedingung, daf} es G gibt mit quo* F = p*g, ist also gleichbedeutend zur
Bedingung, da} die Koeinheit der Adjunktion fiir quo* F einen Isomorphismus
p*py quo* F = quo* F induziert. Man sieht auch leicht, daB die Abschneide-
funktoren 7=" und 72" zu Der(G\ P) aus ?? die dquivariante derivierte Kategorie
erhalten.

Proposition 8.3.11 (Aquivariante Garben als gewohnliche Garben). Seien G
eine topologische Gruppe und X ein G-Raum und p : P — X eine Auflosung von
X, die basisfest final ist mit zusammenhdngenden Fasern. So erhalten wir eine
Aquivalenz von Kategorien

Ens;c\x = {F € Ensq\p | 3G € Ens,x mit p*G = quo* F}

fiir quo : P — G\ P der Quotient durch die Vorschrift € — G\(P x x €) auf den

étalen Réumen.

Beweis. Zunichst priifen wir, dal unser Funktor tiberhaupt sinnvoll definiert ist.
Nach 8.2.23 ist mit P xx & — P auch G\(P xx &) — G\P étale. Also ist
unser Funktor sinnvoll definiert. Einen quasiinversen Funktor erhélt man, indem
man bemerkt, da3 nach [TG] 4.3.21 die Einheit der Adjunktion eine Isotrans-
formation id = p,p* ist und wir folglich G aus F zuriickgewinnen konnen als
G = p. quo* F. Das zeigt, daB G zumindest genau eine stetige Operation von G4
trigt, die unter Riickzug die Operation von G auf quot* F = P x x G als Garbe
auf P wird. Da aber die zuriickgeholte Operation stetig ist als Operation von G,
muB auch die Operation auf G selbst stetig sein, denn sie paBt in ein kommutatives
Diagramm
Gx(PxxG) — PxxG

v -
GxgG — g
und die linke Vertikale ist aufgrund unserer Annahmen an p final. [
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8.3.12 (Aquivariante Garben und lquivariante derivierte Kategorie). Sei G
eine topologische Gruppe und X ein GG-Raum. Gegeben eine bagazyklische Auf-
16sung P — X, die auBerdem basisfest final ist mit zusammenhéngenden Fa-
sern, liefern unsere Proposition 8.3.11 eine Aquivalenz zwischen der Kategorie
der dquivarianten abelschen Garben auf einem G-Raum X im anschaulichen Sin-
ne [TG] 7.1.4 und der vollen Unterkategorie aller Komplexe F € Derg (X; P)
der dquivarianten derivierten Kategorie, die exakt sind auBBerhalb vom Grad Null,
alias eine Aquivalenz

Ab/ex = {F € Derg\ (X; P) | H'F #0 = i=0}

Unsere Konstruktion liefert sogar einen triangulierten Funktor Der(Ab e\ x) —
Derg, (X; P). Dieser Funktor ist nur in Ausnahmefillen eine Aquivalenz von Ka-
tegorien. Ein solcher Ausnahmefall ist der Fall der trivialen Gruppe G = 1. In
diesem Fall induziert der Riickzug unter pr : P — X offensichtlich eine Aquiva-
lenz von triangulierten Kategorien

Der(Ab,x) = Dery, (X; P)

In 8.3.13 zeigen wir, dal} es stets bagazyklische Auflosungen gibt, die auch basis-
fest final sind mit zusammenhéingenden Fasern.

8.3.13 (Bagazyklische Auflosung mit der Milnor-Konstruktion). Die Milnor-
Konstruktion [TG] 7.3.5 liefert zu einer beliebigen topologischen Gruppe G einen
topologisch freien zusammenziehbaren G-Raum EG, den abzihlbaren Join EG =
*;enG mit seiner Milnor-Topologie. Insbesondere ist EG nach 3.1.4 basisfest azy-
klisch im Sinne von 3.1.2. Man nennt EG auch den ,,Totalraum des klassifizieren-
den Biindels“ aus Griinden, die hier nicht diskutiert werden sollen. Diese Kon-
struktion ist sogar funktoriell in dem Sinne, daf} jeder stetige Homomorphismus
von topologischen Gruppen ¢ : G — H einen Morphismus von Riaumen mit
Operation ¢\ E¢ : EG — EH induziert. Gegeben ein G-Raum X ist dann die
Projektion EG x X — X mit der diagonalen G-Operation vorne offensichtlich
eine bagazyklische Auflosung und dariiber hinaus basisfest final mit zusammen-
hingenden Fasern.

Definition 8.3.14. Gegeben eine topologische Gruppe G und ein G-Raum X er-
kliren wir die G-Aquivariante derivierte Kategorie von X mithilfe der Milnor-
Konstruktion [TG] 7.3.5 eines universellen Biindels EG als die dquivariante deri-
vierte Kategorie zur bagazyklischen Auflosung pry : EG x X — X und setzen
also in Formeln

Dergy (X) := Derg (X;EG x X)
= {F € Der(EG x ¢ X) | 3G € Der(X) mit priG = quot*F}
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Lemma 8.3.15 (Freie Quotienten und Riickzug). Seien G eine topologische
Gruppe und X — Y eine stetige bagazyklische G-dquivariante Abbildung von
topologisch freien G-Rdumen. So gilt:

1. Die induzierte Abbildung X /G — Y /G ist bagazyklisch;

2. Ein Objekt F € Der(X/G) kommt von Y /G her genau dann, wenn sein
Riickzug nach X von'Y herkommt.

Beweis. Nach Annahme besitzt jeder Punkt von Y/ eine offene Umgebung W @
Y/G, auf der die Projektion eine stetige Spaltung W < Y besitzt. Mit dem ent-
sprechenden Faserprodukt F' erhalten wir ein Diagramm

X/G<—X<~—F

]

Y/G——Y ~——W

In diesem Diagramm ist nach 8.2.20 auch das linke Quadrat kartesisch. Folglich
ist auch das einhiillende Rechteck kartesisch und seine Horizontalen sind offene
Einbettungen. Die Eigenschaft bagazyklisch ist nun lokal in der Basis und das
zeigt die erste Aussage. Weiter zeigt in der Situation von Teil 2 Riickzug auf die
rechte Vertikale, daB3 unser F lokal von unten herkommt. Damit aber kommt es
nach 3.1.7 auch global von unten her. [

Lemma 8.3.16 (Unabhéingigkeit von der Wahl der Auflosung). Gegeben eine
topologische Gruppe G und ein G-Raum X und ein Morphismus a : P — () von
bagazyklischen Auflosungen ist der Riickzug auf unseren derivierten Kategorien
eine Aquivalenz

Derg (X;Q) = Dergy (X; P)

8.3.17. Gegeben eine topologische Gruppe G und ein G-Raum X und eine bag-
azyklische Auflosung p : P — X liefern insbesondere die Riickziige ldngs der
Projektionen Aquivalenzen von Kategorien

Deer(X) i) Deer(X;EG X x P) (i Deer(X;P)

Beweis. Gegeben bagazyklische Auflosungen P, () ist offensichtlich auch ihr Pro-
dukt P x x @ mit der diagonalen G-Wirkung eine bagazyklische Auflosung. Wir
beginnen damit, das Lemma im Fall der Projektion P x x ) — () zu zeigen. Im
Diagramm

G\(PxxQ)=—PxxQ—=X

| |

G\Q Q X
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sind dann die Vertikalen garbenazyklisch. Damit ist der Riickzug ldngs jeder Ver-
tikale schon mal ein volltreuer Funktor. Es gilt zu zeigen, da3 der Riickzug lings
der linken Vertikale auch essentiell surjektiv ist auf den entsprechenden Kategori-
en. Ein Objekt von Derg, (X; P X x @) ist charakterisiert durch die Eigenschaft,
daB} sein Riickzug nach P x x () von X herkommt. A forteriori kommt dieser
Riickzug dann auch von () her, und dann zeigt Lemma 8.3.15 iiber freie Quotien-
ten und Riickzug, dal unser Objekt bereits selbst von Dergy (X; Q) herkommen
muf}. Damit ist das Lemma fiir den durch die Projektion gegebenen Morphismus
von bagazyklischen Aufldsungen prg, : P xx @ — @ gezeigt. Ista : P — Q ein
beliebiger Morphismus von bagazyklischen Auflésungen, so konnen wir den Mor-
phismus von bagazyklischen Aufldsungen (id, a) : P — P X x () betrachten und
wegen prp o(id, a) = id muB dann auch der Riickzug mit (id, a) eine Aquivalenz
von Kategorien Derg, (X; P xx Q) = Dergy (X; P) sein. Mit prg, o(id, a) =
folgt das Lemma im allgemeinen. 0

8.3.18 (Ubergang zu Standardauflosungen). Ist G\ X — H\Y ein Morphis-
mus von Rdumen mit Gruppenoperation und G\ P — H\ (@ ein Lift zu einem
Morphismus von bagazyklischen Auflésungen und G\, P' — H\ @' ein weiterer
derartiger Lift, so erhalten wir ein Diagramm aus Riickziigen und Isotransforma-
tionen

Dere (X; P) = Dergy (X; P xx P') = Derg, (X; P)

=1 = |

Derp (Y: Q) =5 Derp (Y:Q xx @) = Derp (Y Q')

mit Aquivalenzen in den Horizontalen und Riickziigen in den Vertikalen. So sehen
wir zum Beispiel, daB wenn wir einen Lift unseres Morphismus zu einem Mor-
phismus von bagazyklischen Auflésungen so finden konnen, der Riickzug eine
Aquivalenz Derg (Y;Q) = Derg, (X; P) induziert, daB er dann fiir jeden der-
artigen Lift eine Aquivalenz induziert und damit insbesondere eine Aquivalenz
Derpn (Y) = Derg (X) fiir die mit den Milnorkonstruktionen erklérten dquiva-
rianten derivierten Kategorien.

8.3.19 (Aquivariante derivierte Kategorien fiir die triviale Gruppe). Unsere
Aquivalenz zwischen Aquivarianten Garben fiir die triviale Gruppe und gewohnli-
chen Garben auf einem Raum X erhalten wir nocheinmal als die Verkniipfung

Der(X) = Dery, (X; X) S Dery (X)

mit dem Riickzug unter dem Morphismus E1 x X — X von bagazyklischen
Auflésungen als zweitem Funktor und dem offensichtlichen ersten Funktor.
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8.3.20. Wir definieren die Kategorie Topoga aller Tripel (P, G, X) bestehend
aus einem Raum mit Gruppenoperation G\, X und einer Auflésung P von X.
Morphismen (P, G, X) — (Q, H,Y") sind Tripel (a, ¢, f) mita : P — @ und
f: X — Y stetigund ¢ : G — H einem stetigen Gruppenhomomorphismus der-
art, daB ¢\, f sowie ¢\ a Morphismen von Raumen mit Operation sind. Der Riick-
zug von Garben liefert dann in offensichtlicher Weise eine Trennfaserung iiber der
banalen Trennkategorie unserer Kategorie Topoga mit der opponierten Kategorie
zu Derg (X; P) als Faser iiber (P, G, X ). Lassen wir als kriech-Morphismen nur
Tripel (a,id, f) zu mit f lokal eigentlich separiert und so, daB} der Morphismus a
von Auflésungen zusammen mit f ein kartesisches Diagramm liefert, und notieren
diese Unterkategorie Topoga!®, so erhalten wir eine verflochtene Trennaustausch-
situation

s« Der’! es, LOpoga®™)

— Topoga O Topoga / Topoga

(Der),

Topoga

Bei der zusitzlichen Beschrinkung auf kriech-lesb-Morphismen, die wir Topoga'®

notieren, erhalten wir sogar fiir die unbeschrinkten derivierten Kategorien eine
verflochtene Trennaustauschsituation

lesb esb )

+ Der'

(Der// Topoga — Topoga 2 Topoga // Topoga

lesh, LOPOga
8.3.21 (Aquivarianter Drei-Funktor-Formalismus). Bezeichne nun Topog die
Kategorie der topologischen Raume mit Operation einer topologischen Gruppe.

Trennfaserung
Der j ropog — Topog

mit der opponierten Kategorie zur dquivarianten derivierten Kategorie Der¢ (X)
als Faser tiber G'\, X. Wir konnen also Objekte der dquivarianten derivierten Kate-
gorien tensorieren und zuriickziehen sowohl unter stetigen Abbildungen als auch
unter stetigen Gruppenhomomorphismen, und diese ganzen Konstruktionen sind
miteinander vertridglich. Den Riickzug unter einem stetigen Gruppenhomomor-
phismus ¢ : H — G notieren wir

¢* = resa : Dergy (X) — Derg (X)

Des weiteren ist fiir jede unter einer topologischen Gruppe GG dquivariante lo-
kal eigentliche separierte Abbildung f : X — Y auch die induzierte Abbildung
EG %, X — EG X, Y lokal eigentlich separiert und lokal eigentlicher Basis-
wechsel zeigt, daB der Eigvorschub mit dieser Abbildung einen Funktor

f1 : DerG& (X) — Dergx (Y)
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induziert, wenn f sogar eine lesb-Abbildung ist, und sonst immer noch einen
Funktor
fi: Der, (X) — Derg, (V)

Insbesondere erhalten wir so fiir eine beliebige aber feste topologische Gruppe G-
dquivariante Analoga Der;GwOp und Der y¢\ 1op unserer in 22 und ?? betrachteten
verflochtenen Trennaustauschsituationen. Das alles ist jedoch zusitzlich noch ver-
traglich mit dem Riickzug unter stetigen Gruppenhomomorphismen und ist formal
eine verflochtene Trennaustauschsituation

// TOpOgles ) Topoges)

les

(Der,

/ Topog < Der

— Topog D Topog
mit der MaBgabe, daB wir in Topog'® nur lokal eigentliche separierte dquiva-
riante Abbildungen zwischen Riumen mit Gruppenoperation zulassen, bei de-
nen der entsprechende Gruppenhomomorphismus ein Isomorphismus ist, und bei
Topog® nur eigentliche derartige Abbildungen. Ebenso erhalten wir eine ver-
flochtene Trennaustauschsituation

(Der j ropog — Topog D Topog'®™ Der!// Topogle=h Topog™P)

mit unbeschrinkten dquivarianten derivierten Kategorien als Fasern, wenn wir in
Topog'*" nur lesb-Abbildungen zulassen und ebenso bei Topog® nur eigentliche
lesb-Abbildungen. Salopp gesprochen kann man also mit (f*, ®, fi) dquivariant
so rechnen, als gebe es die Gruppenoperation gar nicht, und kann dabei die Grup-

penoperation zuriickziehen unter stetigen Gruppenhomomorphismen resZ = ¢*,
ohne daf das die restlichen Formeln beeinfluf3t.

8.3.22. Insbesondere liefert der Riickzug auf die triviale Gruppe gefolgt von ei-
nem Quasiinversen der Aquivalenz 8.3.12 alias dem Vorschub unter E1 x X — X
einen triangulierten Funktor

DGI'GX (X) — Der(X)

Wir nennen ihn das Vergessen der Gruppenoperation. Die Konstruktion zeigt,
daB} ein Objekt, daB3 beim Vergessen der Gruppenoperation zu Null wird, be-
reits Null gewesen sein muf3. Mithin miissen auch Morphismen, die beim Ver-
gessen der Gruppenoperation Isomorphismen werden, bereits Isomorphismen ge-
wesen sein. Das Vergessen der Gruppenoperation ist in offensichtlicher Weise
vertriglich mit unseren Funktoren (f*, ®, fi). Formal ist diese Aussage fiir die
Restriktion Dergy (X) — Deryy (X) auf die triviale Gruppe Teil des dquivari-
anten Drei-Funktor-Formalismus 8.3.21 und fiir die Aquivalenzen Der(X) =
Dery, (X) Teil des mit Auflosungen angereicherten dquivarianten Drei-Funktor-
Formalismus 8.3.20 zusammen mit der Unabhéngigkeit 8.3.16 von der Auflosung.
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8.4 Aquivariante Varianten der Adjungierten

8.4.1. Um die Existenz der Adjungierten (f.,=, f') zu (f*, ®, f) im dquivarian-
ten Kontext zeigen, bendtigen wir zusitzliche Voraussetzungen an unsere Gruppe.
Wir werden zeigen, dal} es diese Adjungierten im Fall von Liegruppen stets gibt
und daB sie in diesen Fillen auch mit dem Zuriickziehen der Operation vertraglich
sind. Die Frage der Existenz von Adjungierten zur Restriktion der Gruppenwir-
kung diskutieren wir im anschlieenden Abschitt.

Lemma 8.4.2 (Vertauschen von Riickzug und internem Hom). Gegeben ein
Faserbiindel f : X — Y mit offenlokal bagazyklischer Faser ist fiir alle F,G €
Der(Ab,y) der natiirliche Morphismus aus 1.5.9 ein Isomorphismus

[(F=9) = (FF=16)

Beweis. Mit unserem Verschwindungskriterium [TD] ?? kénnen wir uns darauf
beschrinken, zu zeigen, daB fiir f : X — Y garbenazyklisch der obige Morphis-
mus einen Isomorphismus f, f*(F=G) = f.(f*F=f*G) induziert. Da jedoch
die Einheit der Adjunktion in diesem Fall eine Isotransformation id = f, f* ist,
reicht es zu zeigen, dafl das Diagramm

[ fH(F=20) — fu(f*F=1G)

| 1

(F=26) ———— (F=f.f*G)

kommutiert mit der rechten Vertikale aus 1.5.7. Um das zu sehen, diirfen wir die
Adjunktion anwenden und statt beiden f, in der oberen Horizontale vor beide
Ausdriick der unteren Horizontale ein f* davorschreiben. Dann steht in der lin-
ken Vertikale die Identitit und die Kommutativitit folgt aus der Definition der
beteiligten Morphismen. [

Satz 8.4.3 (Aquivarianter Vorschub und internes Hom). Gegeben eine offen-
lokal zusammenziehbare Gruppe G gilt:

1. Fiir jeden G-Raum X ist Derg\ (X) C Der(EG x g X) stabil unter inter-
nem Hom = und insbesondere hat die Schmelzkategorie Derc (X)) internes
Hom;

2. Fiir jede stetige G-dquivariante Abbildung f : X — Y von GG-Rdumen
bildet der Vorschub (id x i f). die Kategorie Dercy (X) nach Derg, (Y)
ab und liefert mithin einen Rechtsadjungierten f, von f*.
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Beweis. Die erste Aussage folgt mit dem Vertauschen von Riickzug und internem
Hom 8.4.2 aus der Erkenntnis [TG] 7.3.8, da mit G auch EG offenlokal zusam-
menziehbar ist. Die zweite Aussage folgt genauso mit gefasertem Basiswechsel
3.2.2. [

8.4.4. Gegeben ein stetiger Homomorphismus von offenlokal zusammenziehba-
ren Gruppen G — H liefert die Restriktion res% f*f, = res% der Koeinheit
der Adjunktion zunichst f*res$ f. = res% und dann res% f. = f.res%. Ich
behaupte, daf} diese letzte Transformation eine Isotransformation

resg fe = 1o resg

ist. Da unter Restriktion nur Isomorphismen zu Isomorphismen werden, miissen
wir unsere Behauptung nur fiir die triviale Gruppe G = 1 priifen. Dazu betrachten
wir das Diagramm

ElxX — EHxX — EHx;ypX

+ + +
ElxY — EHxY — EHx;yY

Es gilt zu zeigen, daB fiir 7 € Der\ y(X) C Der(EH x4 X) der Basiswechsel
zur derivierten Garbenopfaserung im einhiillenden Rechteck einen Isomorphis-
mus liefert. Im rechten Teilrechteck gilt das schon mal nach gefasertem Basis-
wechsel. Im Diagramm

ElxX — EAxX — X

{ { {
ElxY — EHxY — Y

liefert der Basiswechsel zur derivierten Garbenopfaserung sowohl im einhiillen-
den Rechteck als auch im rechten Teilrechteck einen Isomorphismus, wieder nach
gefasertem Basiswechsel. Also induziert er im linken Teilrechteck einen Isomor-
phismus fiir alle Objekte, die durch Riickzug von X herkommen. Setzen wir diese
Erkenntnis oben ein, so folgt die Behauptung.

8.4.5. Gegeben ein stetiger Homomorphismus von offenlokal zusammenziehba-
ren Gruppen G — H liefert die Komposition

(res F) @ res (F=2H) = res (F @ (F=H)) — resh H

durch das Heriiberschaffen von res$ F einen natiirlichen Morphismus, von dem
ich behaupte, daf} er ein Isomorphismus

rest (F=H) 5 (res$ F)= (resh H)

ist. Da unter Restriktion nur Isomorphismen zu Isomorphismen werden, miissen
wir unsere Behauptung nur fiir die triviale Gruppe GG = 1 priifen. Das geht analog
wie in 8.4.4, nur einfacher.
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Lemma 8.4.6. Ist E ein offenlokal bagazyklischer Raum und f : X — Y lesb, so
ist die offensichtliche Transformation eine Isotransformation

pr f' = (id x f) pry

Beweis. Nach unserem Verschwindungskriterium [TD] ?? reicht es zu zeigen,
daB fiir £/ bagazyklisch unsere Transformation unter pry, eine Isotransformation
wird. Das folgt jedoch unmittelbar aus lokal eigentlichem Basiswechsel. [

Satz 8.4.7 (Aquivarianter Eigriickzug). Gegeben eine Liegruppe G und eine G-
dquivariante lesb-Abbildung f : X — Y von G-Rdumen bildet der Eigriickzug
(id x ¢ f)" die Kategorie Derg, (Y') nach Derg, (X) ab und liefert mithin einen
Rechtsadjungierten f' von f.

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

EG %6 X <% BG x X 725 X

iidx/gf lidxf lf

EG XY <~ _BEGxY 225V

Die horizontalen Abbildungen nach links sind d-mannigfaltig fiir d = dim G
und jede Wahl einer dquivarianten Orientierung von G liefert eine Trivialisie-
rung ihrer relativen Orientierungsgarbe und damit liefern unsere Erkenntnisse
7.1.8 zum mannigfaltigen Riickzug Isotransformationen quo}. = quo},[—d] und
quoy = quo'y[—d]. So folgt quo (id x ;¢ f)'F = (id x f)' quo} F fiir alle
F € Der(EG x g Y') und aus quoy. F = pry- G folgt mit unserem Lemma 8.4.6
unmittelbar

quo’y (id X/Gf)!]: = (id Xf)! quoy F = (id Xf)!pr;g > pry f’g O

8.4.8. Gegeben ein stetiger Homomorphismus G — H von mannigfaltigen Grup-
pen liefert die Restriktion der Koeinheit der Adjunktion res$; fif' = res$; zunichst
fires$ f' = res$ und dann res f' = f'res$. Ich behaupte, daB diese letzte
Transformation eine Isotransformation

res? f' S f'res%

ist. Da unter Restriktion nur Isomorphismen zu Isomorphismen werden, miissen
wir unsere Behauptung nur fiir die triviale Gruppe G = 1 priifen. Das geht analog
wie wir es in 8.4.4 im Fall des Vorschubs ausgefiihrt hatten.
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8.5 Aquivalenzen mit Gruppenwechsel

Satz 8.5.1 (Quotienteniiquivalenz). Operiert eine topologische Gruppe G topo-
logisch frei auf einem topologischen Raum X, so ist der dquivariante Riickzug
eine Aquivalenz

Deru (G\X) i> Derg\ (X)

Beweis. Aufgrund der Unabhéngigkeit 8.3.16 von der Wahl der bagazyklischen
Auflosung reicht es zu zeigen, daB der dquivariante Riickzug eine Aquivalenz

Derp, (G\X; G\X) = Derg (X)
induziert. Dazu betrachten wir das kommutative Diagramm

EG X/ X<—EGXx X —X

| |

G\ X X X

Da G topologisch frei auf X operiert, ist die linke Vertikale ein Faserbiindel mit
Faser EG und ist insbesondere garbenazyklisch. Wir miissen also nur zeigen, daf3
jedes Objekt links oben, dessen Riickzug in die Mitte von unten herkommt, bereits
selbst von unten herkommt. Das aber folgt aus unserem Lemma 8.3.15 iiber freie
Quotienten und Riickzug. [

Satz 8.5.2 (Verfeinerte Quotienteniquivalenz). Operiert eine topologische Grup-
pe G auf einem Raum X und ist H C G ein Normalteiler, der sowohl auf G als
auch auf X topologisch frei operiert, so induziert der Riickzug mit der Quotien-
tenabbildung G\ X — (H\G)\ (H\X) eine Aquivalenz

Der(g e (H\X) = Derg, (X)

Beweis. Wirsetzen P := EGxX — X.Nach 8.2.20 erhalten wir ein kartesisches
Diagramm

P X
L
H\P —= H\X

Hier ist auch die untere Horizontale bagazyklisch, da sie sich lokal in der Basis
als Riickzug der oberen Horizontale beschreiben 148t. Es ist leicht zu sehen, daf3
H\ P topologisch frei ist als (H\G)-Raum und daf die offensichtliche Abbildung
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einen Homoomorphismus ¢ : G\P = (H\G)\(H\P) induziert. Wir betrachten

/\
/\/

und behaupten, dafl das Zuriickholen mit c eine Aquivalenz
Dermay, (H\X; H\P) = Derg, (X; P)

induziert. In der Tat, gibt es fiir 7 € Der(G\P) ein G € Der(H\X) mit r*F =
p*G, so folgt (r o ¢)*F = p*(¢*G) und folglich F € Derg (X; P). Gibt es umge-
kehrt G’ € Der(X) mit (roq)*F = p*G’, so gibt es nach Lemma 8.3.15 iiber freie
Quotienten und Riickzug ein G € Der(H\ X)) mit r*F = p*G. Der Satz folgt mit
8.3.18. ]

Satz 8.5.3 (Induktionsiquivalenz). Gegeben H C G eine Untergruppe, die to-
pologisch frei auf G operiert, und Y ein H-Raum liefert das Zuriickholen lings
des offensichilichen Morphismus H\Y — G\(G X ,u Y') eine Aquivalenz von

Kategorien
Derey (G % /i Y) = Derp (V)

Beweis. Wir betrachten zusitzlich (G x H)\ (G x Y') mit der Operation gegeben
durch (g, h)(z,y) := (grh~!, hy) und erhalten ein kommutatives Diagramm

(G x H)\(G X Y) o\Y

| > |

H\Y G\(G x/zY)

mit der oberen Horizontale gegeben durch i — (h, h) und y — (1, y). Die Riick-
ziige in die obere linke Ecke sind verallgemeinerte Quotienteniquivalenzen. Es
folgt, daB} erst der Riickzug ldngs der oberen Horizontale und dann der Riickzug
lings der rechten Vertikale auch Aquivalenzen sind. [

8.6 Vernachlissigen zusammenziehbarer Anteile

Satz 8.6.1 (Operationen zusammenziehbarer Gruppen). Operiert eine zusam-
menziehbare topologische Gruppe N auf einem topologischen Raum X, so ist das
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Vergessen der Gruppenoperation fiir m,pr : N x X — X die Operation bezie-
hungsweise die Projektion eine Aquivalenz

Dery (X) & {F € Der(X) | m*F = pr* F}
Beweis. Per definitionem ist Dery (X; N x X) die Kategorie
{F € Der(N x,y X) | 3G € Der(X) mit quo* F = pr* G}

Die Multiplikation induziert hier einen Homdomorphismus m : N x ,y X = X
mit m o quo = m. Jetzt miissen wir nur noch bemerken, dal aus m*F = pr* g
mit der Einschriankung unter X — N x X mit z — (1, z) folgt F = G. N

Proposition 8.6.2 (Volltreues Einschrinken). Seien G eine topologische Grup-
pe und H C G eine Untergruppe, die auf G topologisch frei operiert. Ist G/H
bagazyklisch, so ist fiir jeden G-Raum X die Restriktion ein volltreuer Funktor

Derey (X) < Derp (X)

8.6.3. Den Fall H = 1 haben wir bereits in 8.6.1 behandelt. Ich wundere mich,
daf} die analoge Aussage in 8.2.30 so viel schwichere Voraussetzungen braucht.
Ich wiiite zum Beispiel gerne, ob das Einschrianken unter surjektiven Gruppen-
homomorphismen volltreu ist, etwa fiir die Identitit auf der Kreislinie, einmal mit
der diskreten und einmal mit der tiblichen Topologie versehen.

Beweis. Die Projektion EG' x5z X — EG x, X ist eine Faserung mit Faser
G/H und damit nach 3.1.5 garbenazyklisch. Das Zuriickholen darunter liefert
mithin einen volltreuen Funktor Der(EG x ;¢ X) <= Der(EG x,z X) und a
forteriori auch einen volltreuen Funktor

Dergy (X) < Derp (X EG x X).
Mit dem Ubergang zu Standardauflosungen 8.3.18 folgt die Behauptung. [

Satz 8.6.4 (Irrelevante Operationen). Seien GG eine topologische Gruppe und X
ein G-Raum und N C G ein zusammenziehbarer Normalteiler, der trivial auf X
und topologisch frei auf G operiert. So ist der Riickzug eine Aquivalenz

Der(ya (X) = Dergy (X)

Beweis. Jede Auflosung P — X konnen wir faktorisieren als P — N\P — X.
Die Komposition ist bagazyklisch und die erste Abbildung desgleichen, also ist
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auch die zweite Abbildung bagazyklisch und somit eine (N\G)-Aufldsung von
X. Wir betrachten nun das kommutative Diagramm

b
(N\GA(N\P) ~— N\P—X

Da die mittlere Vertikale garbenazyklisch ist, miissen zwei Objekte unten, deren
Riickziige oben isomorph sind, bereits unten isomorph gewesen sein. Der Satz
folgt. [

Korollar 8.6.5 (Quotienten nach zusammenziehbaren Gruppen). Seien G eine
topologische Gruppe und X ein G-Raum und N C G ein zusammenziehbarer
Normalteiler, der topologisch frei auf X und G operiert. So ist der Riickzug eine
Aquivalenz

DerG& (N\X) i} DerG& (X)

Beweis. Die Verkniipfung von Riickziigen
Der(y\ay (N\X) = Dergy (N\X) — Dergy (X)

ist unsere verallgemeinerte Quotienteniquivalenz und der Erste unserer Funktoren
ist eine Aquivalenz nach 8.6.4. Das Korollar folgt. 0
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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abelsche Garbe, 7
Fundamentalkozykel, 173

von Untervarietit, 176
Fundamentalzykel, 193

Garbe der unstetigen Schnitte, 125
garbenazyklisch
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basisfest, 69

stetige Abbildung, 68, 219

topologischer Raum, 69
Garbeneigopkofaserung

fiir Modulgarben, 92
Garbenhomkomplex

derivierter, 58
Garbenopfaserung

derivierte, 45
Garbenoptrennfaserung, 10
Gek gekringte Raume, 14
gekringter Raum, 14
geringter Raum, 13
gkv Grenzkomplexvorschub, 202
Godement-Auflosung, 126
Grenzketten

relative, 196
Grenzkettengarbe, 199
Grenzkomplex, 199
Grenzkomplexvorschub, 203

H Hyperkohomologie, 45

H,(X)gar, garbentheoretische Homo-
logie, 182

H; (X) garb garbentheoretische lokalend-
liche Homologie, 182

HAAD y(x,4) quisflache Komplexe von
Modulgarben, 59

Hom Hom-Garbe, 7

Hom Hom-Garbe, 7

Hom-Garbe, 7

homologisch kompaktendlich, 104

Hyperkohomologie, 45

Induktionsédquivalenz, 216, 231
invertiert
Schmelzkofaserung, 31
Trennfaserung, 31

kartesisch
Verschmelzung, 8
kartesischer Schnitt



einer Trennfaserung, 17
kkRing, 12
kokartesisch

Verschmelzung, 8
Kokern

stabiler, 56
kompaktendlich, homologisch, 104
kompaktweich

f-kompaktweich, 96

faserweise, 96

schwach, 103
konstant

Objekt, 18
Kreuzprodukt

der Garbenkohomologie, 72
Kringo opponierte Kringe, 17
Kiinnethformel

der kompakten Kohomologie, 136

Leray-Hirsch, 74
Variante, 75
les lokal eigentlich separiert, 89
les-Abbildung, 89
lesb, 104
Abbildung, 104
Morphismus gekringter Rdume, 166
Raum, 104
Linksanpassung, 46
Linksoresystem
faserweises, 34
lokal
Prigarbe, 198
lokal eigentlich, 88
Lokalgarbe, 158, 172
Lokalisierung
einer Schmelzkategorie, 51

mannigfaltig

stetige Abbildung, 180
MaBg reele MaBrdume, 12
Mengengarbenoptrennfaserung, 9
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Mengengarbentrennfaserung, 9
Modkying Schmelzkategorie, 12
Modkrring Schmelzkategorie, 12
Modulgarbe, 14
Moduloptrennfaserung, 17
monodrom
Garbe, 214
Morphismus
T-Morphismus, 111
e-Morphismus, 111
i-Morphismus, 111
eigentlicher
in Kategorienwinkel, 111
von geringten Rdumen, 13

®x Verschmelzung in Faser, 137
Oresystem
faserweises, 34
faserweises gesittigtes, 34
orientierbar
mannigfaltige Abbildung, 181, 185
Sphérenbiindel, 77
Orientierung
von mannigfaltiger Abbildung, 181,
185
von Sphirenbiindel, 77
zuriickgezogene, 182
Orientierungmenge
topologische, 161
Orientierungsgarbe
relative, 181
or*?(V) Orientierungsmenge von V/,
161

P x Poincaré-Isomorphismus, 190
P!, dualisierter Poincaré-Isomorphis-
mus, 191
Poincaré-Dualitit
starke dualisierte, 192
polyederdhnlich, 183
Pontrjagin-Klasse, 87



Prigarbe

lokale, 198
Priverflechtung

von Trennaustauschsituation, 132
Produkt

in derivierter Kategorie, 41
Projektionsformel, 97, 144

fiir Modulgarben, 97
Projektionsformel-Quadrat, 99

quisflach
Komplex von Modulgarben, 59

Rechtsanpassung, 46
Rechtslinksanpassung, 116
Rechtsoresystem
faserweises, 34
globales, 34
regulér
Funktionen, 13
Regulierung, 111
kartesische, 112
kommutative, 112
RHom(A, D) derivierter Garbenhom-
komplex, 58
Riickzug
eigentlicher, 147
von Funktor, 35
riickzugstabil, 99

Schmelzkategorie
abelsche, 55
additive, 56

Schmelzkern, 55

Schmelzkofaserung, 8
invertierte, 31

Schmelzvorschub, 8

Schnittmultiplizitit
lokale, 173

Schnittorientierung, 163, 174

Schnittpaarung, 194

Schnittplittung, 174
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Schnittprodukt, 193
schwach kompaktweich, 103
Sphérenbiindel, 77
starr

Morphismus gekringter Rdume, 75
Strukturgarbe, 13

Tensorproduktgarbe, 6
Topog Rdaume mit Gruppenoperation,
83,225

transversaler Schnitt, 174
Trennaustauschsituation, 132, 137

verflochtene

mit Adjungierten, 138

Trennfaserung, 8

invertierte, 31

mit Vorschub, 20
Trennquadrat

elementares, 98
Trennriickzug, 8
Trennschmelzfakofaserung, 30
Trennschnitt, 17

kartesischer, 17

Umstrukturieren, 29
Unterkofaserung
volle, 46

Verdierdualitit

relative, 145
Vereigentlichung, 90
Verflechtung

von Trennaustauschsituation, 132
Verflechtungsquadrat

r-Verflechtungsquadrat, 138
Verkniipfungsorientierung, 182
vf Verflechtung, 115
Vorschieben

eigentliches, 187
Vorschub, 138

zu Trennfaserung, 20



Whitney
Summenformel, 85
Wirkungskategorie, 210

ZUCX = i[ZU, 148
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