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1 Kategorielle Produktstrukturen

1.1 Schmelzkategorien

1.1.1 (Motivation). Gegeben Vektorraume M, N, L iiber einem Korper k ist es
nicht schwer, natiirliche Isomorphismen L ® (M ® N) = (L ® M) ® N und
MNS3NQMundk® M = Mund M ® k = M und Hom(L ® M, N) =
Hom(L, Hom(M, N)) anzugeben. Dasselbe gilt fiir Moduln iiber einem beliebi-
gen Kring k. Dasselbe gilt fiir Kettenkomplexe und fiir Komplexe von Moduln
iiber einem beliebigen Kring £ und fiir deren Homotopiekategorien und fiir deren
»derivierte Kategorien®, die wir noch gar nicht kennengelernt haben. Um mit die-
sen ganzen Konstruktionen und vielen weiteren komplizierteren Konstruktionen
derselben Bauart rein formal arbeiten zu konnen, miissen wir auch die Vertriglich-
keiten zwischen obigen natiirlichen Isomorphismen formalisieren, etwa die Kom-
mutativitit des Diagramms

/M@N \

L®(M®N) M®(N®L)
coshon yobow
\ /

N®(L®M)

In diesem Diagramm sind alle Pfeile abwechselnd als Spezialfille unserer natiirli-
chen Isomorphismen von eben zu verstehen. Es ist durchaus moglich, eine voll-
standige Liste der bendtigten Vertriglichkeiten anzugeben. Das fiihrt, wenn man
das Hom erst einmal auflen vor 14Bt, zur Definition der ,,symmetrischen monoida-
len Kategorien®. Die ,,Vollstindigkeit* der fraglichen Liste von Vertriglichkeiten
wird dabei formalisiert im ,,Kohérenzsatz von MacLane“. Wir wihlen im folgen-
den einen anderen Zugang zu diesem Themenkomplex iiber ,,Schmelzkategorien*
alias ,,Multikategorien* alias ,,gefdrbte Operaden®, der mir flexibler und besser
zugénglich scheint. Das folgende ist ein Versuch, diesem Formalismus zu helfen,
insoweit erwachsen zu werden, daf} sich die Formeln um sich selber kiimmern
und man ihnen nicht in jedem Einzelfall und fiir jedes Vorzeichen hinterherrennen
mubB.

1.1.2 (Multilineare Abbildungen als Beispiel). Gegeben » > 0 und Vektor-
rdaume V7, ..., V., W iiber ein- und demselben Korper betrachten wir die Menge



aller multilinearen Abbildungen V; x ... x V., — W. Wenn man r spezifizie-
ren will, nennt man sie r-lineare Abbildungen. Ublicherweise heiBen 1-lineare
Abbildungen linear und 2-lineare Abbildungen bilinear. Im Fall » = 0 verste-
hen wir unter einer O-linearen Abbildung einen Vektor aus W und sprechen in
diesem Kontext auch von einer leerlinearen Abbildung. Gegeben weitere mul-
tilineare Abbildungen U;; x ... X U, — Vi, wieder mit (i) > 0, kénnen
wir in offensichtlicher Weise eine multilineare Abbildung vom Produkt der U, ;
nach W erkldren, die wir die ,,Multiverkniipfung* unserer multilinearen Abbil-
dungen nennen. In der folgenden Definition des Begriffs einer ,,Schmelzkatego-
rie* wird diese Struktur formalisiert. Sie ist in der Mathematik allgegenwirtig.
Moduln iiber Kringen, Komplexe von abelschen Gruppen, Vektorbiindel auf to-
pologischen Ridumen, glatte Vektorbiindel auf Mannigfaltigkeiten, Darstellungen
von Gruppen oder Liealgebren und abelsche Garben auf topologischen Rdumen
sind nur eine kleine Auswahl relevanter Schmelzkategorien. Das fundamentale
Beispiel ist fiir uns erst einmal die Schmelzkategorie der Mengen mit Funktio-
nen von mehreren Variablen alias ,,Multiabbildungen* als Verschmelzungen. Im
weiteren Verflauf wird sich jedoch erweisen, dal} es so fundamental gar nicht ist,
sondern seinerseits aus der ,,banalen Trennkategorie* zur Kategorie der Mengen
durch Dualisieren hervorgeht, aber alles zu seiner Zeit.

1.1.3. Unter einer Familie von Elementen einer Menge M verstehen wir eine
Abbildung von einer Menge nach M. Vielfach verwendet man fiir eine Familie
die Notation (A4;);c;. Formal meint man damit eine Abbildung A : I — M,
t — A;. Gegeben eine Familie A : I — M bezeichnen wir im folgenden mit
A ihren Definitionsbereich alias ihre Indexmenge, also die Menge I. Die auf eine
Teilmenge K C I eingeschrinkte Familie notieren wir A|x und unterscheiden
fiir i € I zwischen der einelementigen Familie A|f;; und Element Objekt A;. Eine
Familie mit einelementiger Indexmenge heifle eine Einsfamilie. Eine Familie mit
endlicher Indexmenge hei3e eine Kleinfamilie.

Definition 1.1.4. Eine Schmelzkategorie ist ein Datum bestehend aus:
a. Einer Menge M von Objekten. Endliche Familien von Objekten nennen
wir gemdl der in 1.1.3 eingefiihrten Terminologie Objektkleinfamilien;

b. Fiir jede Objektkleinfamilie A und jedes Objekt Y einer Menge M(A,Y)
von Verschmelzungen;

c. Fir je zwei Objektkleinfamilien A, B und jedes Objekt Z und jede Abbil-
dung ¢ : A — B zwischen den Indexmengen unserer Objektkleinfamilien
einer Abbildung, der Multiverkniipfung von Verschmelzungen léings ¢

[T M(Al6), B)) | x M(B, Z) = M(A, Z)

jeB



derart, daf} unsere Multiverkniipfungen multiunitérassoziativ sind in einem Sin-
ne, fiir dessen Erkldrung ich etwas weiter ausholen muf3. Wir bilden dafiir einen
Kocher mit Verkniipfung
MY

mit Objektkleinfamilien aus M als Ecken und Pfeilen A — B gegeben durch
beliebige Paare (i, (f;);c) bestehend aus einer Abbildung ¢ : A — B zwi-
schen den Indexmengen und einem Tupel (f;);c5 von Verschmelzungen f; €
M(A],-1¢j), B;) und der offensichtlichen durch unsere Multiverkniipfung von
Verschmelzungen erklédrten Verkniipfung von Pfeilen. Wir fordern dann als letz-
tes Axiom, daB dieser Kocher mit Verkniipfung M " eine Kategorie sein soll. Es
ist diese Eigenschaft unserer Multiverkniipfungen, die ich multiunitirassoziativ
nennen will.

1.1.5. Verschmelzungen, die von einer Objektfamilie mit r-elementiger Index-
menge ausgehen, nennen wir r-Verschmelzungen und insbesondere Einsver-
schmelzungen im Fall » = 1 sowie Zweiverschmelzungen im Fall » = 2.
Die von der leeren Objektfamilie ausgehenden Verschmelzungen, also die 0-Ver-
schmelzungen, nennen wir Leerverschmelzungen, um den Begriff einer ,,Null-
verschmelzung® zu vermeiden, der im Fall einer zuséitzlichen ,,additiven Struktur*
leicht mif3verstanden werden konnte.

Beispiel 1.1.6. Wie bereits erwéhnt ist das fundamentale Beispiel fiir uns vorerst
die kartesische Schmelzkategorie der Mengen

kEns

mit Funktionen von mehreren Variablen alias ,,Multiabbildungen* als Verschmel-
zungen. Eine Leerverschmelzung in eine Menge Z ist insbesondere eine Abbil-
dung des leeren Produkts nach Z und kann identifiziert werden mit einem Ele-
ment von Z. Wenn wir es genau nehmen wollen, miissen wir erst ein Mengen-
system 4 wihlen und diirfen erst dann die Schmelzkategorie {lkEns aller Mengen
X € U betrachten, weil nur dann die Gesamtheit der Objekte selbst wieder eine
Menge ist. Diese Feinheiten will ich im folgenden in der Notation nicht sicht-
bar machen und denke mir vorerst ein festes Universum 4, aus dem die Grund-
mengen der Objekte unserer konkreten Beispiele jeweils kommen sollen. Unsere
nichsten Beispiele leiten sich davon ab, indem wir statt Mengen ,,Mengen mit Zu-
satzstrukturen* betrachten und ,,mit diesen Zusatzstrukturen in geeigneter Weise
vertriagliche Multiabbildungen®. So erkldren wir etwa die Schmelzkategorie der
Vektorriaume, indem wir als Objekte alle Vektorrdume iiber einem vorgegebenen
Korper £ nehmen und als Verschmelzungen alle multilinearen Abbildungen und
insbesondere eine Leerverschmelzung in einen Vektorraum W als ein Element
von W verstehen oder ganz pedantisch eine Abbildung der einpunktigen Menge
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nach WW. Die Multiverkniipfungen sind die von der kartesischen Schmelzkategorie
der Mengen induzierten. Die so entstehende Schmelzkategorie notieren wir

MOdk

Vorschau 1.1.7. Bei der weiteren Entwicklung der Theorie 1.5.6 werden wir se-
hen, daB unsere kartesische Schmelzkategorie der Mengen so fundamental gar
nicht ist, sondern ihrerseits durch ,,Invertieren‘ aus der noch fundamentaleren ,,ba-
nalen Trennkategorie der Mengen‘ hervorgeht, aber alles zu seiner Zeit.

Ergdnzung 1.1.8. Die Definition bliebe sinnvoll, wenn wir darin unendliche Ob-
jektfamilien zulieBen. Diese Allgemeinheit will ich jedoch vermeiden, solange ich
keine iiberzeugenden Anwendungen kenne. Um mengentheoretischen Bedenken
vorzubeugen, mag man als Indexmengen nur gewisse endliche Mengen zulassen
wollen, etwa nur Elemente des kleinsten Universums, das die leere Menge als
Element enthilt. So genau werden wir es aber in diesem Text nicht nehmen.

1.1.9. Gegeben eine Schmelzkategorie M nennen wir die in der Definition be-
schriebene Kategorie M " die Familienkategorie unserer Schmelzkategorie. Im
Fall einer Einsfamilie B bestehend aus einem einzigen Objekt B, werden wir die
offensichtlichen Bijektionen

MY (A, B) = M(A, B,)

in Notation und Sprache im weiteren als Gleichheiten betrachten. Wir erklidren den
Indexfunktor M" — Ens durch die Vorschrift, da er jeder Objektkleinfamilie
A ihre Indexmenge A zuordnet und jedem Morphismus f : A — B die zugehdri-
ge Abbildung f := ¢ : A — B der Indexmengen. Die Menge der Morphismen
iiber einer festen Abbildung ¢ : A — B notieren wir M (A, B).

1.1.10. Es gibt in unserer Familienkategorie genau einen Morphismus in die leere
Objektfamilie, namlich die Identitéit auf der leeren Objektfamilie, gegeben durch
das einzige 0-Tupel von Leerverschmelzungen.

1.1.11. Gegeben Objektkleinfamilien A = (A;);c; und B = (B;);c; sowie eine
Abbildung ¢ : I — J und Verschmelzungen f; € M(A|,-1(;), B;) notieren wir
den zugehdrigen Morphismus (¢, (f;);c) der Familienkategorie von nun an

(0, Y (f3))
und sagen, er entstehe durch Vertupeln oder ausfiihrlicher Y-Vertupeln aus den
Verschmelzungen f;.

1.1.12. Eine durch eine einelementige Indexmenge indizierte Objektfamilie nen-
nen wir eine Einsfamilie. Die Identitit id4 in der Familienkategorie auf einer



Einsfamilie entspricht einer Einsverschmelzung idy € M(A, A,), die wir die
Identititsverschmelzung nennen. Ich will kurz begriinden, warum die Identitit
in der Familienkategorie auf einer beliebigen Objektkleinfamilie B durch das Ver-
tupeln der Identitdtsverschmelzungen ihrer Objekte gegeben sein muf, in Formeln

idp = (idg, Y(idB,)je5)

In der Tat kdnnen wir in der Familienkategorie diejenige Unterkategorie betrach-
ten, bei der wir nur solche Morphismen zulassen, die unter dem Indexfunktor zu
Bijektionen werden. In dieser Unterkategorie ist es klar, dafl unser Tupel von Iden-
titdtsverschmelzungen die Identitit sein mufl. Damit muf3 unser Tupel aber auch
in der urspriinglichen Kategorie die Identitit gewesen sein.

1.1.13. Gegeben eine Objektkleinfamilie B : J — M und eine Bijektion ¢ :
I = J erhalten wir durch das Vertupeln von Identititsverschmelzungen in der
Familienkategorie M " einen ausgezeichneten Isomorphismus

p:(Boyp) > B

Wir nennen ihn die Umindizierung mit ¢. Fiir Umindizierungen gelten die For-
meln po1) = (po1))”" undid” = idp und weitere offensichtliche Vertriglichkeiten
zwischen dem Verkniipfen und dem Vertupeln, die ich hier nicht ausschreibe.

1.1.14. Im Spezialfall identischer Indexmengen J = [ und unter der Annahme
B = B o ¢ muB unsere Umindizierung ¢ : B = B, wenn ¢ : [ = [ nicht
die Identitit ist, keineswegs die Identitéit sein. Zum Beispiel muB ja eine bilineare
Abbildung b : V x V. — W keineswegs symmetrisch sein und im allgemeinen
gilt b # b o 7 fiir 7 die nichttriviale Permutation einer hier nicht explizit notierten
zweielementigen Indexmenge.

1.1.15. Im Fall einer Einsfamilie A von Objekten einer Schmelzkategorie M
hingt die Menge M (A, Y') bis auf eindeutige durch das Vorschalten der einzig
moglichen Umindizierungen gegebene Bijektionen nur vom einzigen Element A,
unserer Einsfamilie ab. Gegeben zwei Objekte X, Y € M notieren wir

M(X,Y)

die bis auf eindeutige Bijektion wohlbestimmte Menge aller Verschmelzungen
M(A,Y) einer und jeder Einsfamilie A mit einzigem Objekt X nach Y. Zu-
sammen mit der offensichtlichen Verkniipfung erhalten wir so eine Kategorie mit
Objektmenge M. Wir nennen sie die einfache Kategorie zu unserer Schmelzka-
tegorie und notieren sie M oder auch

E(M)

und nennen ihre Morphismen die Morphismen unserer Schmelzkategorie.
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1.1.16 (Notationsfragen). Im Kontext von Schmelzkategorien verwende ich das
Symbol Y als ,,Tupeltrenner* fiir Objektkleinfamilien und zur Beschreibung von
Morphismen der Familienkategorie. Das hat den didaktischen Vorteil, uns daran
zu erinnern, da3 wir uns im Kontext einer Schmelzkategorie bewegen. Wir ver-
wenden im Kontext von Schmelzkategorien insbesondere die Notation

X1 Y. ... Y X,

fiir die durch {1, ..., r} indizierte Objektfamilie, die durch i — X; gegeben wird.
Auch ohne die Indizes steht X Y Y Y X etwa fiir die durch {1, 2,3} indizierte
Objektfamilie mit 1 — X, 2 +— Y und 3 — X und selbst fiir X, Y X sei hiermit
vereinbart, daf} es als die durch die Menge {1, 2} indizierte Objektfamilie mit 1 —
X5, 2 — X, zu interpretieren ist. Die leere Objektfamilie einer Schmelzkategorie
M notieren wir Y = Y 5, und die Menge der Leerverschmelzungen in ein Objekt
Y dementsprechend

M(Y,Y)

Gegeben eine Objektfamilie B = B; Y ...Y B, und ein Objekt Y € M schreiben
wirstatt f € M(B,Y)auch f: B;Y...YB, -y Yoder f: B;Y...YB, — Y.

1.1.17. Fiir Leerverschmelzungen werden wir oft statty : Y —,( Y auchy €y Y
schreiben oder, wenn wir die Schmelzkategorie nicht ausschreiben wolen, y €+
Y. Gegeben b; € B; und f wie oben kann man dann schreiben

fobiY...Yb)=f(b1,...,b,) EMY

1.1.18 (Notationsfragen). Manchmal verwenden wir die Notation B Y T fiir
die ,,um ein Objekt 7" erweiterte* Objektkleinfamilie B. Haben wir etwa B =
(B;)jes. so vereinbaren wir fiir

BYT

die Indexmenge ({1} x J) U {2} mit (1,5) — B; und 2 — T als prizise Be-
schreibung der Familie B Y 7. Manchmal verwenden wir die Notation A Y B
auch fiir die ,,disjunkte Vereinigung* zweier Objektkleinfamilien. Haben wir etwa
A = (A;)ier und B = (Bj) e, so vereinbaren wir fir

AY B

die Indexmenge ({1} x I) U ({2} x J) mit (1,7) — A; und (2,5) — Bj als
prizise Beschreibung der Familie A Y B. Der Leser muf} nicht selten aus dem
Kontext erschliefen, welches Symbol eine Objektfamilie meint und welches ein
Objekt. Vielfach sind die einzelnen Objekte dann die Symbole mit Indizes oder
mit Buchstaben aus dem hinteren Teil des Alphabets und Familien werden mit
den Buchstaben A, B, C, D bezeichnet.



1.1.19. Seien M eine Schmelzkategorie und (¢, Y(f;)) : A — B ein Morphis-
mus der Familienkategorie M ". Steht uns eine ausgezeichnete Anordnung der
Indexmenge B zur Verfiigung, haben wir etwa B = {1,...,r}, so notieren wir
den zugehorigen Morphismus der Familienkategorie auch

((va(fj)) = (Qoafl Y. ¥ fr)

oder dhnlich. Steht uns zusitzlich auch noch eine ausgezeichnete Anordnung der
Indexmenge A zur Verfiigung, so verwenden wir im Fall einer monoton wachsen-
den Indexabbildung ¢ weiter die abkiirzende Notation

(L, n Y .Y g)=qn Y ...Y gy

Von einer 2-Verschmelzung m : X Y X — X konnen wir zum Beispiel die
Assoziativitit fordern als die Identitit m o (m Y id) = m o (id Ym) von 3-
Verschmelzungen X Y X Y X — X. Die zugrundeliegenden Indexabbildungen
konnen dabei leicht erraten werden.

1.1.20 (Diskussion der Notation). Gegeben » € N verwenden wir die Notation
[r] == {1,2,...,r}. Bei der Diskussion simplizialer Strukturen verwendet man
meist [r] := {0,1,2,...,r}. Im Zusammenhang mit Schmelzkategorien spielt
jedoch auch die leere Familie eine wichtige Rolle. Ich fiihre die Notation [[r] ein,
um nicht mit () = [—1] arbeiten zu miissen.

1.1.21. Unter einer monotonen Schmelzkategorie verstehen wir ein analoges
Datum, bei dem wir in den Axiomen die Vorgabe von Verschmelzungen nur fiir
Objektkleinfamilien mit ausgezeichneter Anordnung ihrer Indexmenge fordern
und Multiverkniipfungen nur lings monotonen Indexabbildungen erklirt sind. Wir
konstruieren zu jeder Schmelzkategorie M in offensichtlicher Weise eine mono-
tone Schmelzkategorie

M mon

und nennen sie die Monotonisierung von M.

1.1.22 (Diskussion der Terminologie). Eine Schmelzkategorie mit einem einzi-
gen Objekt nennen wir eine Operade oder ausfiihrlicher Mengenoperade. Eine
monotone Schmelzkategorie mit einem einzigen Objekt nennen wir eine mono-
tone Mengenoperade. In vielen Quellen erklirt man eine Operade ,,iiber einem
Korper £ als das, was wir eine ,,k-lineare Schmelzkategorie mit einem einzigen
Objekt* nennen werden. Der Begriff der Mengenoperade betont, dal} keine derar-
tigen Zusatzstrukturen implizit mit angenommen werden. Relevante Beispiele fiir
Schmelzkategorien mit nur einem Objekt diskutieren wir in ?? folgende. Andere
Quellen nennen unsere Operaden ,,symmetrische Operaden* und unsere monoto-
nen Operaden schlicht ,,Operaden®. Wieder andere Quellen wie etwa [Lurl7] be-
zeichnen Schmelzkategorien als ,,gefidrbte Operaden‘ oder ,,Multikategorien* und
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unsere Verschmelzungen als ,,Multimorphismen®. Vielfach erklirt man zuerst den
Begriff eines Operads als ,,monotones Operad* und erkléirt dann ein symmetri-
sches Operad als ein Operad zusammen mit Operationen symmetrischer Gruppen.
Sie entsprechen bei uns dem Vorschalten der Umindizierungsisomorphismen. Das
hat den Vorteil, daf} die Vertriglichkeiten, die man beim anderen Zugang von den
Operationen der symmetrischen Gruppen zu fordern hat, in unserer Darstelllung
bereits implizit durch die Multiunitirassoziativitdt der Verkniipfung gesichert ist.

Ubungen

Ubung 1.1.23. Sei M eine Schmelzkategorie. Man zeige, daB ein Morphismus
(@, f1 Y ... Y f.) der Familienkategorie M" genau dann ein Isomorphismus ist,
wenn ¢ eine Bijektion ist und alle f; Einsverschmelzungen, die Isomorphismen
der zugehorigen einfachen Kategorie sind.

1.2 Beispiele fiir Schmelzkategorien

Beispiele 1.2.1. Hier eine kleine Auswahl relevanter Schmelzkategorien.

1. Die kartesische Schmelzkategorie der Mengen kEns mit Mengen als Ob-
jekten und Multiabbildungen alias Funktionen von mehreren Variablen als
Verschmelzungen, wobei wir eine ,,Funktion in null Variablen* als ein Ele-
ment des Wertebereichs verstehen und so in Formeln eine ausgezeichnete
Bijektion kEns(Y, X') = X erhalten. Allgemeiner und priziser erkldren
wir in 1.2.12 die ,kartesische Schmelzkategorie* zu jeder Kategorie mit
endlichen Produkten;

2. Abelsche Gruppen Ab mit multiadditiven Abbildungen;
3. Darstellungen von Gruppen oder Liealgebren;

4. Teilgeordnete Mengen mit ordnungsvertriglichen Multiabbildungen ¢, in
Formeln z1 < yy,..., 2, <y, = ¢(x1,...,2.) < oY1, -, Yr);

5. Z-filtrierte abelsche Gruppen mit solchen multiadditiven Abbildungen, die
ein Tupel von Elementen der Filtrierungsstufen < p, ..., < ¢ auf ein Ele-
ment der Filtrierungsstufe < (p + ...+ ¢) abbilden;

6. Z-graduierte abelsche Gruppen mit solchen multiadditiven Abbildungen,
die ein Tupel von homogenen Elementen der Grade p, ..., q auf ein ho-
mogenes Element vom Grad p + . .. 4 ¢ abbilden;
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7. Durch ein kommutatives Monoid (I', 4) indizierte Familien von Objekten
(M"),er einer Schmelzkategorie M bilden ihrerseits einer Schmelzkate-
gorie M" in natiirlicher Weise, wie wir im folgenden genauer ausfiihren.
Als Verschmelzungen ¢ € MY (A,Y) nehmen wir durch o € Ens(4,T)
indizierte Tupel von Verschmelzungen

P € M((AFD); 1, Youm@)

mit der Notation sum(«) = ) . 5 «(7). Die M-Verschmelzung ¢, nennen
wir den a-Anteil unserer M"-Verschmelzung ¢. Fiir die Leerverschmel-
zungen erhalten wir insbesondere M (Y, (M7)) := M(Y, M°). Die Mul-
tiverkniipfung ist die offensichtliche. Unsere Schmelzkategorie der Z-gra-
duierten abelschen Gruppen erhalten wir zuriick als Ab%;

8. Abelsche Garben auf topologischen Rdumen;

9. Vektorbiindel auf einem vorgegebenen topologischen Raum mit ,,multili-
nearen Morphismen von einer Kleinfamilie von Biindeln in ein weiteres
Biindel* als Verschmelzungen;

10. Glatte Vektorbiindel auf einer vorgegebenen Mannigfaltigkeit mit ,,multili-
nearen glatten Morphismen von einer Kleinfamilie von Biindeln in ein wei-
teres Biindel* als Verschmelzungen.

Vorschau 1.2.2 (Superisierte abelsche Gruppen). Fiir uns relevant sind insbe-
sondere die Schmelzkategorie sAb der ,,superisierten abelschen Gruppen* und ih-
re Varianten sgAb sowie deren Verwandte Ket und Hot, die wir in 2.1.18 folgen-
de noch ausfiihrlich besprechen werden. Objekte von sAb sind Z/2Z-graduierte
abelsche Gruppen . )

M=M" &M
Eine Verschmelzung ¢ € sAb ((Mz)ze N ) ist eine Vorschrift, die jeder Anord-
nung w von / eine multiadditive Abbildung ¢, € ApZ/%2 ((MZ)ZG N ) zuordnet,
die homogen ist vom Grad 0, so daB fiir je zwei Anordnungen w, 77 von I und jedes
Tupel (v;);c; von homogenen Elementen v; € M, gilt

Puw ((Ui>i61) =+, ((Ui)ief)

mit dem Signum derjenigen Permutation als Vorzeichen, die die vom Ubergang
von w zu 7 auf den ungeraden Elementen v; € M} induzierte Umordnung be-
schreibt. Als Multiverkniipfung nehmen wir die normale Multiverkniipfung multi-
additiver Abbildungen bei ,,passender Wahl*‘ der Anordnungen und verweisen auf
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2.1.18 fiir eine genauere Beschreibung und die Diskussion von Fragen der Wohl-
definiertheit und Multiunitdrassoziativitiat. Das ist die Stelle, an der die Vorzei-
chenfragen der homologischen Algebra ein- fiir allemal erledigt werden. Salopp
gesprochen ist eine Verschmelzung von superisierten abelschen Gruppen also ein
etwas, das bei jeder Wahl einer Anordnung der Ausgangsobjekte die Gestalt einer
vom Grad Null homogenen multiadditiven Abbildung annimmt.

Beispiel 1.2.3 (Beliebige Kategorie als Schmelzkategorie). Jede Kategorie C
konnen wir als Schmelzkategorie auffassen, indem wir als Verschmelzungen Tu-
pel von Morphismen nehmen, in Formeln

C(BiY...Y B, X):=[]C(B;, X)
=1

Die Multiverkniipfung von Verschmelzungen ist dabei die Offensichtliche. Ich
nenne diese Struktur die banale Struktur einer Schmelzkategorie auf C und
notiere diese Schmelzkategorie statt C auch ausfiihrlicher YC oder ban"(C). Die
Familienkategorie der banalen Schmelzkategorie zu einer Kategorie C notiere ich
vereinfachend C". Umgekehrt nenne ich eine Schmelzkategorie M banal, wenn
es in jedes Objekt nur genau eine Leerverschmelzung gibt und wir jeweils Bijek-
tionen
M(B,X) > [ | M(B;, X)
jeB

erhalten durch geeignetes Vorschalten von Leerverschmelzungen in alle B; aul3er
in B; an der ¢-ten Stelle.

1.2.4. Man beachte, dal3 die Morphismen einer banalen Schmelzkategorie zwar
Tupel sind, aber nicht als Y-Tupel mi3verstanden oder notiert werden diirfen.

1.2.5. Jede Kategorie C konnen wir als ,,Schmelzkategorie mit nur Einsverschmel-
zungen* auffassen. Diese Struktur nennen wir die triviale Schmelzkategorie zu

C.

1.2.6. Unter einer Schmelzunterkategorie einer Schmelzkategorie verstehen wir
die Vorgabe einer Teilmenge der Menge der Objektmenge und von Teilmengen
der Mengen von Verschmelzungen zwischen diesen Objekten, die stabil sind un-
ter Multiverkniipfung und alle Identititsverschmelzungen zu Objekten aus unserer
Teilmenge der Menge der Objekte enthalten. Enthilt eine Schmelzunterkategorie
alle Verschmelzungen der urspriinglichen Schmelzkategorie zwischen den Objek-
ten der Schmelzunterkategorie, so nennen wir sie eine volle Schmelzunterkate-
gorie.

Beispiel 1.2.7. Jede Schmelzkategorie hat die Unterschmelzkategorie, bei der wir
dieselben Einsverschmelzungen nehmen aber sonst nur leere Verschmelzungs-
mengen. Jede Schmelzkategorie enthilt des weiteren als Unterschmelzkategorie
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auch die Schmelzkategorie, bei der wir dieselben Leerverschmelzungen nehmen
aber sonst nur leere Verschmelzungsmengen, oder dieselben Einsverschmelzun-
gen und Leerverschmelzungen aber sonst nur leere Verschmelzungsmengen. Alle
diese Unterschmelzkategorien scheinen mir nicht von groem Nutzen zu sein.

1.2.8 (Quotienten von Schmelzkategorien). Sei M eine Schmelzkategorie und
sei auf allen ihren Mengen von Verschmelzungen eine Aquivalenzrelation ~ gege-
ben derart, dal} jede Multiverkniipfung dquivalenter Verschmelzungen dquivalente
Verschmelzungen liefert, in Formeln

(f~flg~d, g~ g)=fol,1 Y ...Y g)~ flo(,gy Y...Yg)

So erhalten wir eine Schmelzkategorie M /~ mit denselben Objekten und Aqui-
valenzklassen von Verschmelzungen als neuen Verschmelzungen und der koindu-
zierten Multiverkniipfung in offensichtlicher Weise. Wir nennen solch eine Aqui-
valenzrelation eine schmelzvertriigliche Aquivalenzrelation. Offensichtlich ist
jeder Schnitt schmelzvertriiglicher Aquivalenzrelationen auf einer Schmelzkate-
gorie auch selbst wieder eine schmelzvertrigliche Aquivalenzrelation. Insbeson-
dere konnen wir, wenn auf jeder Verschmelzungsmenge einer Schmelzkategorie
eine Relation gegeben ist, die kleinste schmelzvertrigliche Aquivalenzrelation be-
trachten, die alle diese Relationen erhilt.

1.2.9. Um den Kopf zu entlasten, fiihre ich zusitzlich die zu Schmelzkategorien
opponierten Trennkategorien ein. Sie unterscheiden sich nur dadurch, daB3 wir
Verschmelzungen in der entgegengesetzten Reihenfolge notieren und sie ,, Tren-
nungen® nennen. Fiir eine Trennkategorie 7 und ein Objekt 7' € 7 und eine
Objektkleinfamilie B aus 7 fordern wir in diesem Fall also die Vorgabe einer
Menge von Trennungen

T(T,B)
und fiir diese Multiverkniipfungen. Bei Trennkategorien verwenden wir das Sym-
bol A als Trenner. Gegeben T, By, ..., B, € T verwenden wir auch die Notation

f:T =B A...\B,

fiir so eine Trennung. Das leere Wort notieren wir in diesem Kontext A und schrei-
ben T (T, A) fir die Menge der von einem Objekt 7" ausgehenden Leertrennun-
gen. Die zugehorige Familienkategorie notieren wir 7. Sie wird angeliefert mit
einem ausgezeichneten Funktor 7+ — Ens°"?, den wir wieder den Indexfunktor
nennen. Analog erkldren wir monotone Trennkategorien.

Beispiel 1.2.10 (Beliebige Kategorie als Trennkategorie). Jede Kategorie C konnen
wir als Trennkategorie auffassen, indem wir als Trennungen schlicht Tupel von
Morphismen betrachten, in Formeln

i=1
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Die Multiverkniipfung von Trennungen ist dabei die Offensichtliche. Ich nenne
diese Struktur die banale Struktur einer Trennkategorie auf C und notiere diese
Trennkategorie statt C auch ausfiihrlicher AC oder ban”(C). Die Familienkatego-
rie der banalen Trennkategorie zu einer Kategorie C notiere ich vereinfachend C*.
Analog wie bei Schmelzkategorien definieren wir auch banale Trennkategorien.

Beispiel 1.2.11 (Opposition von Schmelzkategorien und Trennkategorien). Zu
jeder Schmelzkategorie M erhalten wir in offensichtlicher Weise eine Trenn-
kategorie M°PP mit ,,opponierten Verschmelzungen® als Trennungen. Zu jeder
Trennkategorie 7 erhalten wir in offensichtlicher Weise eine Schmelzkategorie
T°PP mit ,,opponierten Trennungen* als Verschelzungen. Diese Konstruktionen
sind zueinander invers und wir haben fiir eine beliebige Kategorie C offensicht-
lich (AC)°PP = Y (C°PP).

Beispiel 1.2.12. Jede Kategorie C mit endlichen Produkten kénnen wir mit der
Struktur einer Schmelzkategorie versehen, indem wir Verschmelzungen als Mor-
phismen aus Produkten erklédren, in Formeln

C(B,Y...YB,,X):=C(B x ... B,,X)

Die Multiverkniipfung ist die Offensichtliche. Ich nenne diese Struktur die karte-
sische Schmelzkategorie auf C und verwende dafiir die Notationen kC = kart(C).
Die kartesische Schmelzkategorie der Mengen kEns hatten wir bereits in 1.2.1 als
Beispiel angefiihrt.

Vorschau 1.2.13 (Kartesische Schmelzkategorien durch Invertieren). Wir wer-
den zu jeder Trennkategorie mit ,,stabil universellen Trennungen*in 1.5.5 ihre ,,in-
verse Schmelzkategorie® einfithren. Es erweist sich in dieser Terminologie, daf3
wir die kartesische Schmelzkategorie kart(C) durch Invertieren aus der banalen
Trennkategorie AC erhalten konnen, vergleiche 1.5.10.

Beispiel 1.2.14 (Produkt von Schmelzkategorien). Gegeben Schmelzkategorien
M, N erkliren wir ihr Produkt

M x N

mit Paaren (M, N) als Objekten und Paaren von Verschmelzungen als Verschmel-
zungen und den offensichtlichen weiteren Daten.

Beispiel 1.2.15 (Multidquivariante Schmelzkategorie der (2-Mengen). Gege-
ben eine Menge 2 erhalten wir auf der Gesamtheit aller (2-Mengen eine Struktur
als Schmelzkategorie durch die Vorschrift, da wir unter einer Verschmelzung
X;Y...Y X, — Y eine Abbildung f : X; x ... x X, — Y verstehen mit

flaxy,...;z) = ...= f(x1,...;ax,) = af(xy,...,z,)
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fir alle a € Qund z; € X, und alle ¢ mit 1 < ¢ < r, die also in Worten ,,dquivari-
ant ist in jeder Variable*. Wir nennen sie die multifiquivariante Schmelzkatego-
rie der (2-Mengen und notieren sie

EIlSle

Ihre Verschmelzungen nennen wir multiiquivariante Multiabbildungen. Fiir ih-
re Leerverschmelzungen gilt Ensqy/(Y,Y) = Y vermittels f — f(x). Das kleine
Strichlein bei Y ist ein ,,Freiheitsstrichlein®. Wenn wir es weglassen, wird meist
(2 ein Monoid sein und wir betrachten nur solche {2-Mengen X, fiir die die Abbil-
dung 2 x X — X eine Operation des Monoids (2 ist.

1.2.16. Dasselbe geht auch allgemeiner. Gegeben eine Schmelzkategorie M und
ein Objekt 2 € M erkldren wir einen {2-Objektmodul oder abkiirzend (2-Modul
als ein Paar (X, 1) aus einem Objekt X € M mit einer Verschmelzung 1 = uy :
QY X — X und bilden wie zuvor die multiiquivariante Schmelzkategorie der
2-Moduln

My

Zweiverschmelzungen ¢ : X Y Y — Z von derartigen {2-Moduln etwa erkldren
wir als Zweiverschmelzungen in M derart, daf3 die drei offensichtlichen Zweiver-
schmelzungen 2 Y X Y Y — Z iibereinstimmen, in Formeln

@ o (s Yidy) = po (idx Yuy) = pz o (ida Y¢)

Hier habe ich darauf verzichtet, die zugrundeliegenden Abbildungen der Index-
mengen ndher zu spezifizieren, weil sie auch so schon offensichtlich sind, da wir
in diesem Fall die beteiligten Objekte mit paarweise verschiedenen Buchstaben
notieren konnten.

Vorschau 1.2.17. In 3.1.24 fiihren wir {2-Moduln in angereicherten Schmelzka-
tegorien M /S fiir Objekte 2 € S der anreichernden Schmelzkategorie ein und
diskutieren in 3.1.27, inwiefern sie im Fall einer Selbstanreicherung M** / M mit
den eben in 1.2.16 erklédrten (2-Moduln zusammenfallen.

Beispiel 1.2.18. Gegeben eine abelsche Gruppe €2 identifiziert man Abgq.- leicht
mit der Schmelzkategorie aller Moduln iiber der Tensoralgebra TS). Multidqui-
variante Schmelzkategorien von Moduln iiber ,,Abmonoiden* diskutieren wir in
2.2.5 und iiber ,,Monoiden* in 3.1.16 und notieren sie dann ohne das , ,Freiheits-
strichlein® in unserer Notation fiir Objektmoduln.

Beispiel 1.2.19. Gegeben ein Kring £ und ein k£-Modul 2 ist ein {2-Modul in
unserem Sinne ein Paar (X, i) bestehend aus einem k-Modul X und einer k-
bilinearen Abbildung 2 x X — X.
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Vorschau 1.2.20. In 2.2.13 fiithren wir die ,,dquivariante Schmelzkategorie M/
der C'-Objektmoduln® eines ,,Koabmonoids C' einer Trennschmelzkategorie M
ein. Sie hat dieselben Objekte wie aber andere Verschmelzungen als unsere mul-
tidquivariante Schmelzkategorie M.

1.2.21. Gegeben eine Trennkategorie 7 und ein Objekt 2 € T erkldren wir op-
poniert einen 2-Objektkomodul von 7 als ein Paar (X, A) aus einem Objekt
X € T und einer Trennung A : X — A X und betrachten die multifiquivari-
ante Trennkategorie der (2-Objektkomoduln

MQ)J

Ubungen

Ubung 1.2.22. In der Familienkategorie einer banalen Trennkategorie kann jeder
Morphismus durch A-Vertupeln und Verkniipfen erhalten werden aus Leertren-
nungen, Einstrennungen und Zweitrennungen der Gestalt (id,id) : X — X A X.
Letztere nennen wir Diagonalzweitrennungen.

Ubung 1.2.23. In der Familienkategorie einer banalen Trennkategorie zu einer
Kategorie mit endlichen Produkten kann jeder Morphismus durch A-Vertupeln
und Verkniipfen erhalten werden aus Leertrennungen, Einstrennungen und Zwei-
trennungen der Gestalt (pry,pry) : X x Y — X A Y. Letztere nennen wir Pro-
jektionszweitrennungen. Diese Ubung wird sich als ein Spezialfall von 1.3.24
erweisen.

Ergiinzende Ubung 1.2.24 (Monotone Schmelzkategorie der (2-Bimengen). Ge-
geben eine Menge (2 verstehen wir unter einer (2-Bimenge eine Menge X mit
Abbildungen 2 x X — X und X x 2 — X, die wir durch Hintereinander-
schreiben notieren, so daB gilt (wx)n = w(xn) fir alle w,n € Qund z € X.
Die 2-Bimengen werden zu einer monotonen Schmelzkategorie, wenn wir Ver-
schmelzungen erklédren als Abbildungen

p: Xgx...x X, =Y

mit (1, ..., T, Tig1,. .-, Tp) = @(x1, ..., 2, NTi11, ..., x,) fur alle i sowie
o(wry, ..., x.) = wp(xy,...,x,.) und @(z1,...,2,m) = p(x1,...,x,)n fir alle
x; € X;und w,n € (). Leerverschmelzungen sind Abbildungen aus dem leeren
Produkt {x} alias Elemente y = ¢(*) € Y mit wy = yw fiir alle w € €.

Ergiinzende Ubung 1.2.25 (Monotone Schmelzkategorie der Bimoduln). Gege-
ben ein Ring R bilden die R-Bimoduln eine monotone Schmelzkategorie mit den
Z-multilinearen Verschmelzungen von R-Bimengen wie in 1.2.24 als Verschmel-
zungen.
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1.3 Stabil universelle Verschmelzungen

Definition 1.3.1. Eine Verschmelzung x € M(A,T') in einer Schmelzkategorie
M hei3e universell, wenn fiir jedes weitere Objekt Y € M das Vorschalten von
k eine Bijektion

(ok) : M(T,Y) = M(A,Y)

induziert. Eine universelle Verschmelzung (x, T') ist, wenn sie existiert, durch ihre
Ausgangsfamilie A bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmt. Wir
sagen, eine Schmelzkategorie habe universelle Verschmelzungen, wenn es darin
zu jeder Objektkleinfamilie eine universelle Verschmelzung gibt.

Definition 1.3.2. Eine Verschmelzung x € M(A,T) in einer Schmelzkategorie
M heiBe stabil universell, wenn fiir jede Objektkleinfamilie B € M " und jedes
Objekt Y € M das Vorschalten des Morphismus « Y id der Familienkategorie
eine Bijektion

(o(k Yid)) : M(T' Y B,Y) = M(AY B,Y)

zwischen den jeweiligen Mengen von Verschmelzungen induziert. Wir sagen, eine
Schmelzkategorie habe stabil universelle Verschmelzungen, wenn es darin zu
jeder Objektkleinfamilie eine stabil universelle Verschmelzung gibt.

1.3.3. Das Konzept einer stabil universellen Verschmelzung wird sich im fol-
genden als der wichtigere Begriff erweisen. Das Konzept einer universellen Ver-
schmelzung sehe ich nur als didaktischen Zwischenschritt.

Erginzung 1.3.4. Im Fall einer monotonen Schmelzkategorie mufl3 die Eigen-
schaft ,,stabil universell* sorgfiltiger formuliert werden in der Weise, dal} eine
Verschmelzung B — T’ stabil universell ist, wenn fiir beliebige Objektworte
A, C € und jedes Objekt Y € M das Vorschalten des Morphismus id Y Y id
eine Bijektion M(AYT Y C,Y) = M(AY B Y C,Y) zwischen den jeweiligen
Mengen von Verschmelzungen induziert.

Beispiel 1.3.5 (Eine universelle aber nicht stabil universelle Verschmelzung).
Andern wir die Schelzkategorie Mod;, der multilinearen Abbildungen von Vektor-
rdumen iiber einem Korper £ dahingehend ab, dall wir als Leerverschmelzungen
nur die Nullvektoren zulassen, so ist eine universelle Leerverschmelzung in der
so entstehenden Schmelzkategorie der Nullvektor im Nullvektorraum, aber diese
ist nicht stabil universell.

1.3.6 (Eigenschaften stabil universeller Verschmelzungen). Offensichtlich ist
jede stabil universelle Verschmelzung universell. Offensichtlich ist jede Multi-
verkniipfung stabil universeller Verschmelzungen wieder stabil universell. Eine
Einsverschmelzung ist genau dann stabil universell, wenn sie in der zugehorigen
einfachen Kategorie zu einem Isomorphismus wird.
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Vorschau 1.3.7. In 1.4.9 lernen wir, daB} in einer Schmelzkategorie mit ,,Mul-
tthom* jede universelle Verschmelzung stabil universell ist. In 1.3.21 diirfen Sie
zeigen, daB in einer Schmelzkategorie mit universellen Verschmelzungen genau
dann alle Verschmelzungen stabil universell sind, wenn jede Multiverkniipfung
universeller Verschmelzungen wieder universell ist.

1.3.8 (Notationen fiir stabil universelle Verschmelzungen). Stabil universelle
Verschmelzungen einer Objektkleinfamilie B in einer Schmelzkategorie M no-
tieren wir meist (x, ® B) und schreiben manchmal ® », und fiir eine explizite Fa-
milie B = (B;);c; auch ), ., B; oder ausfiihrlicher

k=kp E M(B,@B)=M(B; Y ...YB,,B1®...® B,)

und nennen sie hiufig Tensorprodukte. Jeder Morphismus ¢ € M"(C, B) der
Familienkategorie von M induziert, wenn die entsprechenden stabil universellen
Verschmelzungen von B und C existieren, in offensichtlicher Weise einen Mor-
phismus ®¢ : ®C — ®B in der zugrundeliegenden einfachen Kategorie E(M).
Hat unsere Schmelzkategorie stabil universelle Verschmelzungen, so liefert diese
Konstruktion einen Funktor M" — E(M). SchlieBlich liefert jede stabil uni-
verselle Verschmelzung in der Wortkategorie durch das Vorschalten von Leerver-
schmelzungen eine Abbildung

M(Y,By) x ... x M(Y,B,) > M(Y,B;®...Q B,)

Auch diese Abbildung notieren wir meist mit demselben Symbol wir unsere Ver-
schmelzung, im vorliegenden Fall also (by,...,b.) — b ® ... ® b,.

Beispiel 1.3.9. Im Fall der Schmelzkategorie der k-Vektorrdume ist die kanoni-
sche multilineare Abbildung V} x ... x V, - V; ® ... ® V, in das Tensorprodukt
aus der linearen Algebra stabil universell und die auf den Leerverschmelzungs-
mengen induzierte Abbildung ist schlicht ebendieselbe Abbildung aufgefallt als
Abbildung von Mengen, deren Effekt auf Elementen wir bereits in der linearen
Algebra (vy,...,v,) — v; ® ... ® v, notiert hatten. Eine universelle Leerver-
schmelzung ist speziell die Abbildung {*} — k mit x — 1. Analoges gilt fiir
Moduln iiber einem beliebigen Kring £ bis auf das Detail, dal wir in diesem Fall
Tensorprodukte mit mehr als einem Faktor noch nicht eingefiihrt haben. Das soll
in 1.3.17 nachgeholt werden.

1.3.10. Sei M eine Schmelzkategorie. Gegeben M € M und r € N notieren wir
MT:=MYMY...YM

die konstante Familie {1,...,7} — M. Existiert eine stabil universelle Ver-
schmelzung fiir diese Familie, so notieren wir sie M®" := ®@(M"") und nennen
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sie die r-te Tensorpotenz von )/ und erhalten darauf mit Umindizierung nach
1.1.13 eine Rechtsoperation der Gruppe S, aller Permutationen von {1,...,r}.
Gegeben eine endliche Menge I und eine konstante Familie B : [ — M erhalten
wir allgemeiner durch Umindizierung 1.1.13 eine Rechtsoperation von Ens™ (1)
auf ®B.

1.3.11. Da nach 1.3.6 Multiverkniipfungen stabil universeller Verschmelzungen
wieder stabil universell sind, ist fiir beliebige Objekte X, Y, Z einer Schmelzkate-
gorie, fiir die die entsprechenden stabil universellen Verschmelzungen existieren,
auchrko(kYid): XYY Y Z = (X ®Y)® Z eine stabil universelle Verschmel-
zung. Dasselbe gilt fiir s o (id Y k) und wir erhalten so Isomorphismen

(X@Y)9Z3XQY®RZIX®(Y®Z)

Deren Verkniipfung heiflt der Assoziator. Er wird in manchen Kontexten ass =
assy,y,z notiert.

1.3.12. Das Zielobjekt einer stabil universellen Leerverschmelzung, wenn es sie
denn gibt, nennen wir das Einsobjekt oder kurz die Eins unserer Schmelzkatego-
rie. Wir notieren es I = I, und notieren die stabil universelle Leerverschmelzung

1:1MY—>H

1.3.13. Fiir jedes Objekt X einer Schmelzkategorie M mit Eins gibt es genau
eine Verschmelzung x : I Y X — X mitidy = ko (1 Yidyx): X -1V X — X.
Diese Verschmelzung ist stabil universell und wir erhalten so einen natiirlichen
Isomorphismus I @ X = X. Er heifit dic Einsbedingung.

1.3.14. Die Assoziativitit der Multiverkniipfung liefert in Schmelzkategorien vie-
le weitere Vertriglichkeiten zwischen stabil universellen Verschmelzungen. Ich
werde sie vorerst nicht thematisieren. Der Vorteil der Sprache der Schmelzkate-
gorien liegt gerade darin, daf} diese Vertraglichkeiten bereits in die Axiomatik fest
mit eingebaut sind und bei Bedarf abgeleitet werden konnen, a priori aber nicht
thematisiert werden miissen.

Beispiele 1.3.15. In Fall einer banalen Schmelzkategorie ist jedes endliche Kopro-
dukt eine stabil universelle Verschmelzung. Im Fall der kartesischen Schmelzkate-
gorie einer Kategorie mit endlichen Produkten ist die ,,Identitit auf dem Produkt*
eine stabil universelle Verschmelzung.

1.3.16. Natiirlich kann man einen zu unseren universellen beziehungsweise stabil
universellen Verschmelzungen opponierten Formalismus auch in der opponierten
Situation der Trennkategorien entwickeln. Ich nenne diesen Begriff eine univer-
selle beziehungsweise stabil universelle Trennung.
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1.3.17 (Léngere Tensorprodukte iiber Kringen). Gegeben ein Kring £ und k-
Moduln Vi, ..., V, konstruieren wir nun eine universelle k£-multilineare Abbil-
dung

k:Vix...xV,—=>T

Wir betrachten dazu den Quotienten 7' := k(V; x ... x V,,)/U des freien k-
Moduls F' iiber der Menge V; x ... x V,, nach dem kleinsten Untermodul U, fiir
den die Abbildung V; x ... x V;, — F/U multilinear ist. Da$ es einen kleinsten
Untermodul U mit dieser Eigenschaft gibt, folgt aus der Tatsache, dall der Schnitt
iiber eine beliebige Familie (U;);c; von Untermoduln mit dieser Eigenschaft stets
auch wieder diese Eigenschaft hat. Das hinwiederum folgt aus der Existenz einer
k-linearen Einbettung F'/((\U;) — [ |(F'/U,), iiber das Produkt der multilinearen
Abbildungen V; X ... x V,, — F/U; ja faktorisieren mu. Wir verwenden fiir
unseren universellen Quotienten die Notation

Alternativ hitten wir den herauszuteilenden Untermodul U auch dhnlich wie im
Fall bilinearer Abbildungen explizit durch Erzeuger beschreiben konnen, aber wie
schon im alten Rom, variatio delectat. Man priift leicht, da3 auch im Fall der Mo-
duln iiber einem Kring alle universellen Verschmelzungen vereits stabil universell
sind.

Beispiel 1.3.18 (Schmelzkategorie der abelschen Gruppen). Wir buchstabie-
ren die in 1.3.17 besprochenen allgemeinen Aussagen nocheinmal im Spezialfall
des Krings Z aus, dessen Modulkategorie ja schlicht die Kategorie der abelschen
Gruppen ist. Die abelschen Gruppen bilden mithin eine Schmelzkategorie Ab mit
den multilinearen Abbildungen als Verschmelzungen. Hierbei verstehen wir mul-
tilineare Abbildungen von der leeren Objektfamilie in eine abelsche Gruppe wie
zuvor als Elemente von besagter Gruppe oder genauer und ganz pedantisch als
Abbildungen der einpunktigen Menge {x*} dorthin. Die natiirlichen multilinearen
Abbildungen x : V; x ... xV, = V}; ® ... ® V,, in die Tensorprodukte iiber
Z sind dann stabil universell. Eine stabil universelle Leerverschmelzung ist die
Abbildung {*} — Z mit x — 1. Eine alternative universelle Leerverschmelzung
wire die Abbildung {*} — Z mit x — —1, aber wozu den Teufel am Schwanz
ziehen.

Erginzung 1.3.19. Die Bimoduln iiber einem beliebigen Ring sind ein Beispiel
fiir eine monotone Schmelzkategorie. Wir fiihren das hier nicht weiter aus.

1.3.20 (Symmetrische Potenzen). Gegeben ein Objekt V' einer Schmelzkatego-
rie M und r > 0 nennt man S,-invariante Verschmelzungen V" — X sym-
metrisch. Eine symmetrische Verschmelzung V" — S heifit universellsymme-
trisch, wenn fiir jedes Objekt X das Vorschalten eine Bijektion

M(S, X)) S MV X)S
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induziert. Eine universellsymmetrische Verschmelzung ist eindeutig bis auf ein-
deutigen Isomorphismus, wenn sie existiert. Sie hei3t stabil universellsymme-
trisch, wenn sogar fiir jede weitere Objektkleinfamilie C' und jedes Objekt U das
Vorschalten eine Bijektion

M(SY C,U) S MV Y C,U)S

induziert. Fiir Schmelzkategorien mit Multihom sind offensichtlich alle univer-
sellsymmetrischen Verschmelzungen auch stabil universellsymmetrisch. Wir ver-
wenden

a, V7T =SV

als Notation fiir die bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmte stabil
universellsymmetrische Verschmelzung, wenn es sie denn gibt, und nennen S"V/
die r-te symmetrische Potenz von V. Natiirlich ist «; = id : V' — V stets stabil
universell 1-symmetrisch und wenn es ein Einsobjkt gibt, ist auch die universelle
Leerverschmelzung oty = 1 : Y — I stabil universell 0-symmetrisch. Gibt es alle
drei beteiligten stabil universellsymmetrischen Verschmelzungen, so liefern die
universellen Eigenschaften, da} o, ; eindeutig faktorisiert in

VYCH) S STV Y VT S SV Y STV — STV

mit o, Y id"" und id Y o, als ersten beiden Morphismen und einer so erklédrten
Zweiverschmelzung

B=f: SV Y SV = §HY

Klar sind auch die , Kommutativitit” 3;, = 3., o 7 fiir 7 die Vertauschung, die
,wUnitaritdt” Sy, o (1 Y id) = id sowie die ,,Assoziativitit” [, ¢1+(id Y fs;) =
Brist(Brs Y id). In einer spiter eingefiihrten Terminologie kann das dahingehend
zusammengefaBt werden, daB (S"V),cn mit den 5 ein Abmonoid der Schmelzka-
tegorie M" der N-graduierten Objekte von M aus 1.2.1 wird. In der Schmelz-
kategorie der Moduln iiber einem Kring % sind die S"V unsere symmetrischen
Potenzen aus der kommutativen Algebra. In der kartesischen Schmelzkategorie
der Mengen sind es die Bahnenrdume X" /S, unter der Operation der symmetri-
schen Gruppe. Fiir eine Diskussion der ,,dufleren Potenzen* verweise ich auf ??.

Ubungen

Ubung 1.3.21. Man zeige, daB in einer Schmelzkategorie mit universellen Ver-
schmelzungen genau dann alle universellen Verschmelzungen stabil sind, wenn
jede Multiverkniipfung von universellen Verschmelzungen wieder universell ist.
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Ubung 1.3.22. Man zeige, daB eine Schmelzkategorie mit stabil universellen Ver-
schmelzungen fiir alle Familien aus zwei Objekten und fiir die leere Objektfamilie
auch stabil universelle Verschmelzungen fiir beliebige Objektkleinfamilien hat.

Ubung 1.3.23 (Schmelzkategorien von graduierten abelschen Gruppen). Ge-
geben ein abelsches Monoid I' bilden die I'-graduierten abelschen Gruppen eine
Schmelzkategorie Ab" mit den vom Grad Null homogenen multiadditiven Abbil-
dungen als Verschmelzungen. Universelle, ja stabil universelle Verschmelzungen
sind die Tensorprodukte mit ihrer natiirlichen I'-Graduierung. Analog erklidrt man
die Schmelzkategorie Mod}, der I'-graduierten Moduln iiber einem Kring k. Noch
allgemeinere Aussagen dieser Art besprechen wir in 1.4.15.

Ubung 1.3.24. Bei einer Schmelzkategorie mit stabil universellen Verschmelzun-
gen entsteht jeder Morphismus ihrer Familienkategorie durch Y-Vertupeln und
Verkniipfen aus universellen Leerverschmelzungen, universellen Zweiverschmel-
zungen und beliebigen Einsverschmelzungen. Die Identitét auf der leeren Objekt-
familie erhalten wir dabei als das leere Tupel von Einsverschmelzungen. Wir er-
halten 1.2.23 als Spezialfall.

Ergiinzende Ubung 1.3.25. Gegeben Ringe R, S sowie Moduln C' € Mod- R,
D € R-Mod- S und E € S-Mod gibt es genau einen Isomorphismus von abel-
schen Gruppen

mit der Eigenschaft, dal mit den offensichtlichen Surjektionen des fiir die zugrun-
deliegenden abelschen Gruppen iiber Z gebildeten Tensorprodukts C'® D ® E auf
beide Seiten ein kommutatives Dreieck entsteht.

Ergiinzende Ubung 1.3.26. Gegeben eine Menge 2 erhalten wir stabil universel-
le Verschmelzungen in der multidquivarianten Schmelzkategorie der (2-Mengen
durch X Y Y — (X xY)/~ mit ~ der durch (wz,y) ~ (z,wy) erzeugten
Aquivalenzrelation.

1.4 Multihom in Schmelzkategorien

Definition 1.4.1. Gegeben eine Schmelzkategorie M, eine Objektkleinfamilie
B € M" und ein Objekt Z € M verstehen wir unter einem Multi-Hom-Objekt

(B=2) = (B2 uZ) € M

ein Objekt, das den durch A — M(AY B, Z) gegebenen Funktor M " — Ens°??
darstellt. Ein Multihomobjekt kommt also zusammen mit natiirlichen Bijektionen
M(AY B, Z) = M(A, B=Z) und ist als derartiges Datum eindeutig bestimmt
bis auf eindeutigen Isomorphismus, wenn es existiert.
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1.4.2. Multihomobjekte in einer Schmelzkategorie M werden insbesondere ange-
liefert mit einer natiirlichen Bijektion M(B, Z) = M(Y, B=Z) zwischen der
Menge aller Verschmelzungen von einer Objektkleinfamilie zu einem Objekt und
der Menge aller Leerverschmelzungen in das entsprechende Multihomobjekt.

1.4.3. Wir sagen, eine Schmelzkategorie M habe Multihom, wenn zu jeder Ob-
jektkleinfamilie B und jedem Objekt Z das Multihomobjekt B=>Z existiert. Im
Fall einer Objektfamilie B = X aus einem einzigen Buchstaben nennen wir das
Multihomobjekt X =7 das interne Homobjekt oder kurz Homobjekt. Existie-
ren alle Homobjekte, so existieren auch alle Multihom und kénnen induktiv kon-
struiert werden. Zum Beispiel wird der Funktor A — M(A Y X Y Y, Z) fiir fes-
te Objekte X, Y, Z offensichtlich dargestellt durch X=(Y=7), wenn denn die
fraglichen Hom-Objekte beide existieren. Andererseits wird er auch dargestellt
durch (X ® Y')=Z, wenn denn die fraglichen universellen Verschmelzungen und
internen Hom beide existieren. So erhalten wir unter den entsprechenden Voraus-
setzungen einen ausgzeichneten Isomorphismus

XoY)2Z 5 X=(V=22)

1.4.4. Existiert fiir eine Objektkleinfamilie B einer Schmelzkategorie eine stabil
universelle Verschmelzung B — ® B, so ist fiir jedes weitere Objekt die Existenz
von B=Z gleichbedeutend zur Existenz von (® B)=>Z und diese beiden Objekte
sind kanonisch isomorph.

Beispiel 1.4.5 (Multihom im Fall von Vektorriumen). Die Vektorrdaume iiber ei-
nem vorgegebenen Korper & bilden, wie bereits in 1.1.6 besprochen, eine Schmelz-
kategorie Modj, mit multilinearen Abbildungen als Verschmelzungen, also

Mod, (W1 Y ... Y W,, V) := Hom\” (W; x ... x W, V)

Versehen wir diese Mengen von multilinearen Abbildungen ihrerseits mit ihrer
offensichtlichen Struktur als k-Vektorraum, so erhalten wir ein Multihom unserer
Schmelzkategorie. In der Tat entsprechen s-lineare Abbildungen

Uy % ... x Uy — Hom" (W) x ... x W,, V)

eineindeutig (s + r)-linearen Abbildungen U; x ... x Us x Wy X ... x W, —
V. In der Schmelzkategorie Ab der abelschen Gruppen erhalten wir @hnlich ein
Multihom, indem wir von der abelschen Gruppe

(VY ... Y V)=2W) == Hom"(V; x ... x V,, W)

aller fraglichen multiadditiven Abbildungen ausgehen und sie um die offensichtli-
chen zusitzlichen Daten ergéinzen. Analog erhalten wir Multihom in der Schmelz-
kategorie der Moduln iiber einem beliebigen Kring.
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Ergdnzung 1.4.6. Im Fall einer monotonen Schmelzkategorie mufl man unter-
scheiden zwischen einer ,,Rechtsversion‘ und einer ,,Linksversion‘ von Multihom.
Wir verfolgen das hier nicht weiter.

1.4.7. Die Konstruktion interner Homobjekte ist offensichtlich ein Funktor von
der vollen Unterkategorie aller Paare in E(M)°PP x E(M), fiir die eben solch ein
Objekt existiert, in die Kategorie E(M). Er heifit der interne Hom-Funktor.

Beispiel 1.4.8. In der kartesischen Schmelzkategorie kart(Ens) der Mengen ist
das Multihomobjekt B=>Z die Menge Ens(B; x ... X B, Z) mit den entspre-
chenden Zusatzdaten.

1.4.9. In einer Schmelzkategorie M mit Multihom sind offensichtlich alle univer-
sellen Verschmelzungen bereits stabil universell.

1.4.10 (Multihom aus der leeren Objektfamilie). Fiir das Multihom aus der lee-
ren Objektfamilie liefert die Definition sowohl die Existenz des fraglichen Mul-
tihom als auch einen ausgezeichneten Isomorphismus (Y=7) = Z. Besitzt un-
sere Schmelzkategorie eine Eins [ = ®Y, so erhalten wir mit 1.4.4 weiter einen
ausgezeichneten Isomorphismus

(I=2) 5 2

Erginzung 1.4.11. Natiirlich kann man einen zu Multihom opponierten Forma-
lismus auch in der opponierten Situation der Trennkategorien aufbauen. Darauf
verzichte ich, weil es dieses ,,opponierte Multihom* in den im folgenden zu be-
trachtenden Standardsituationen meist entweder gar nicht gibt oder wir uns bereits
in der Situation einer ,,Trennschmelzkategorie* bewegen, in der es vermittels des
internen Homs des Schmelzanteils durch die Formel A=(B; ® ... ® B,) darge-
stellt werden kann.

Ubungen

Ubung 1.4.12 (Tensor-Hom-Adjunktion). Man zeige, daB eine Schmelzkatego-
rie mit stabil universellen Verschmelzungen genau dann Multihom hat, wenn fiir
jedes Objekt X der Funktor X ® auf den zugehorigen einfachen Kategorien einen
Rechtsadjungierten besitzt. Er wird dann notwendig durch das Bilden des internen
Homobjekts (X= ) gegeben.

Ubung 1.4.13 (Hom-Hom-Adjunktion). Gibt es fir Z € M ein Objekt ei-
ner Schmelzkategorie alle internen Homobjekte X=>7, so ist auf den zugehori-
gen einfachen Kategorien der Funktor (=72) : M — MP°PP linksadjungiert zu
(=2Z2)°PP : MPP — M.

Ubung 1.4.14 (Multihom von graduierten abelschen Gruppen). Ist I ein abel-
sches Monoid, so erhilt man internes Hom in der Schmelzkategorie Ab' aus
1.3.23 durch (M=N)7 = Huer Homg (M*#*, N#t7),
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Ubung 1.4.15 (Schmelzkategorien von graduierten Objekten). Gegeben eine
Schmelzkategorie M und ein abelsches Monoid I' bilden wir wie in 1.2.1 die
Schmelzkategorie M" der I'-graduierten Objekte von M. Besitzt M stabil uni-
verselle Verschmelzungen und Koprodukte zu iiber alle Objektfamilien, die durch
Fasern der Verkniipfung I' x I' — I indiziert werden, so besitzt auch M? stabil
universelle Verschmelzungen. Besitzt M zusitzlich internes Hom und Produkte
iiber alle Objektfamilien, die durch I' indiziert werden, so besitzt auch MY inter-
nes Hom.

Ubung 1.4.16 (Multihom in multiiquivarianten Schmelzkategorien). Gegeben
eine Menge (2 gibt es in der multidquivarianten Schmelzkategorie der (2-Mengen
im allgemeinen kein Multihom. Ist jedoch {2 = G ein abelsches Monoid und
betrachten wir nur Mengen mit Monoidoperation, so liefert die Menge der mul-
tidquivarianten Abbildungen mit der durch Nachschalten gegebenen Operation ein
Multihom.

Ubung 1.4.17 (Auswerten von internem Hom). Sei M eine Schmelzkategorie.
Existiert fiir X, Y € M das interne Homobjekt, so erhalten wir eine ausgezeich-
nete Zweiverschmelzung

ev: XY (X2Y) - Y

per Adjunktion aus der Identitit auf (X=Y"). Im Spezialfall der Moduln ist obi-
ger Morphismus das Auswerten von linearen Abbildungen. Wir nennen ihn ana-
log auch im allgemeinen das Auswerten oder gleichbedeutend Evaluieren. Durch
nochmaliges Anwenden der Adjunktion erhalten wir, wenn auch das zweite fragli-
che interne Homobjekt existiert, einen Morphismus X — (X=Y)=Y, der auch
das Auswerten hei3t und im Fall der Vektorrdume mit Y dem Grundkorper zur
natiirlichen Abbildung eines Vektorraums in seinen Bidualraum spezialisiert.

Ergdnzung 1.4.18. Gegeben eine Zweiverschmelzung S Y X — Y und ein weite-
res Objekt Z derart, da} die internen Hom X=>7 und Y = Z existieren, erhalten
wir eine Zweiverschmelzung

SY(Y2Z) = (X=2)

aus der Dreiverschmelzung S ¥ X Y (Y=Z2) — Z, die durch Vorschalten von
S Y X — Y aus dem Auswerten 1.4.17 entsteht. Weiter erhalten wir, wenn die
entsprechenden internen Hom Z=>X und Z=Y existieren, auch eine Zweiver-
schmelzung

SY (Z=X) = (Z=Y)

aus der Dreiverschmelzung S Y Z Y (Z=X) — Y, die durch Vorschalten des
Auswertens 1.4.17 entsteht.
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Ubung 1.4.19. Sei M eine Schmelzkategorie. Gegeben Objekte XY, Z derart,
dal X=Y und Y=Z7 existieren, liefert das Auswerten 1.4.17 natiirliche Ver-
schmelzungen

XY (X2Y)y (Y22 = YY¥=2) — Z

Existiert auch X =7, so erhalten wir aus deren Komposition eine natiirliche Zwei-
verschmelzung, das Verkniipfen von internem Hom

(X2Y)Y (Y=22) = (X=2)

Wenn die entsprechenden Hom-Objekte existieren, erhalten wir daraus hinwie-
deum natiirliche Morphismen (X=Y) — (Y=27)=(X=Z%)und (Y=27) —
(X=Y)=(X=Z%), die man das Vorschalten bezichungsweise Nachschalten
von internem Hom nennen mag. Gegeben eine Schmelzkatgorie mit Einsobjekt I
und Objekte X, Y liefert das Verkniipfen von internem Hom, wenn die fraglichen
Homobjekte existieren, einen natiirlichen Morphismus

XYY = (XD Y (I2Y) = (X2Y)

Ubung 1.4.20 (Tensorieren von internem Hom). Sei M eine Schmelzkategorie.
Wenn die fraglichen Multihom und stabil universellen Verschmelzungen existie-
ren, erhalten wir eine ausgezeichnete Zweiverschmelzung

W2X)Y (Y22) - WeY)2(X®2)

aus der Multiverkniipfung W Y Y Y (W=X)Y (Y=2) - XY Z - X ® 7
mit Auswertungen vorne durch Faktorisierung iiber eine Dreiverschmelzung mit
W ®Y ganz links und Anwenden der Adjunktion. Im Spezialfall der Vektorraume
ist der obige kanonische Morphismus das Tensorieren von linearen Abbildungen.
Wir nennen ihn auch im allgemeinen das Tensorieren.

Ubung 1.4.21 (Dualisieren). Sei M eine Schmelzkategorie mit Eins I. Wir nen-
nen ein Objekt X € M dualisierbar, wenn das Homobjekt von X =1 zur Eins
existiert. Wir setzen dann

XV = (X=1)

Im Fall der Vektorrdume ist das der Dualraum und wir nennen es auch im allge-
meinen das duale Objekt zu X. Jeder Morphismus f : X — Y von dualisierba-
ren Objekten induziert durch Funktorialitit einen Morphismus fV : YV — XV,
Die Eins selbst ist immer dualisierbar und in 1.4.10 konstruieren wir einen aus-
gezeichneten Isomorphismus ¢ : IV = 1. Sind X und XV dualisierbar, so liefert
1.4.17 einen ausgezeichneten Morphismus ev = evyx : X — XYY und sind
zusitzlich Y und YV auch dualisierbar, so gilt evy of = fYV o evy fiir alle
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f : X — Y. Im Fall des Einsobjekts finden wir evy = ¢" o ¢~!. Gegeben eine
stabil universelle Verschmelzung X; Y ... Y X, = X; ® ... ® X, dualisierbarer
Objekte zu einem dualisierbaren Objekt liefert das Tensorieren von internem Hom
1.4.20 eine ausgezeichnete Verschmelzung

XYY oYX = (X 9...0X,)Y

Ubung 1.4.22 (Differentielle abelsche Gruppen). Wir fiihren die Schmelzkate-
gorie dAb der differentiellen abelschen Gruppen ein. Objekte sind Paare (A, 0)
bestehend aus einer abelschen Gruppe mit einem Endomorphismus, den wir das
Differential nennen. Verschmelzungen ¢ : A; Y ... Y A, — A sind multiadditive
Abbildungen ¢ : A} X ... x A, — A mit

op(a,...,a.) =p(day,...,a.) + ...+ ¢(as,...,0a,) Va; € Aj;1 <i<r

Leerverschmelzungen nach (A, 0) sind insbesondere Elemente des Kerns von 0.
Man zeige, da} diese Schmelzkategorie universelle Veschmelzungen und Mul-
tthom hat und daBl das Vergessen des Differentials dAb — Ab mit universellen
Verschmelzungen und Multihom vertréglich ist. In der in 3.3.14 eingefiihrten Ter-
minologie ist das die dquivariante Schmelzkategorie der Moduln tiber dem Ab-
Biabmonoid Z[0] der dualen Zahlen.

1.5 Trennschmelzkategorien

1.5.1. Eine Schmelzkategorie heile ein Schmelzgruppoid, wenn alle ihre Ver-
schmelzungen stabil universell sind. Zu jeder Schmelzkategorie M erhalten wir
ein Schmelzgruppoid M >, indem wir nur die stabil universellen Verschmelzun-
gen von M als Verschmelzungen zulassen. Analoges gilt fiir Trennkategorien.

Definition 1.5.2. Eine Trennschmelzkategorie ist ein Datum bestehend aus einer
Kategorie M mit Erweiterungen der Kategorienstruktur sowohl zu einer Schmelz-
kategorie mit stabil universellen Verschmelzungen als auch zu einer Trennkatego-
rie mit stabil universellen Trennungen und zusitzlich ausgezeichneten Bijektionen

MY, Xg A X)) S MI(X YL Y XY

zwischen stabil universellen Trennungen und stabil universellen Verschmelzun-
gen in die Gegenrichtung, die vertriglich sind mit Multiverkniipfungen und die
auf stabil universellen Einsverschmelzungen zum Invertieren von Isomorphismen
spezialisieren. Wenn wir uns auf die zugrundeliegende Trenn- oder Schmelzkate-
gorie konzentrieren wollen, schreiben wir M" beziehungsweise M.
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Ergdnzung 1.5.3. Das Konzept einer Trennschmelzkategorie ist der Versuch einer
»ganzheitlichen* Beschreibung der Struktur, die man in der Literatur meist durch
Erzeuger und Relationen beschreibt und eine ,,symmetrische monoidale Katego-
rie* nennt.

Beispiel 1.5.4. Gegeben eine additive Kategorie ist der natiirliche Morphismus
[TG] 2.3.8 von endlichen Koprodukten zu endlichen Produkten stets ein Isomor-
phismus. Wir erkldren die banale Trennschmelzkategorie einer additiven Kate-
gorie, indem wir ihre banalen Strukturen einer Schmelzkategorie und Trennka-
tegorie ergidnzen um die durch diese Isomorphismen gegebenen ausgezeichneten
Bijektionen .

1.5.5 (Erginzung zu Trennschmelzkategorie). Jede Schmelzkategorie M mit
stabil universellen Verschmelzungen 148t sich zu einer Trennschmelzkategorie er-
ginzen, indem wir die zugehorigen Trennungen ¥ — X; A ... A X, erkldren
als Morphismen Y — X; ® ... ® X,. Stabile Trennungen sind dann Isomorphis-
ment:Y 5 X;®...® X,. Alsi(t) := t~! o k nehmen wir die universelle
Verschmelzung gefolgt vom Inversen

Xlkar%X1®®Xr—>Y

Das ist offensichtlich bis auf eindeutigen Isomorphismus die einzige derartige Er-
ginzung, genauer haben wir fiir je zwei Trennschmelzkategorien mit derselben
zugrundeliegenden Schmelzkategorie eindeutig bestimmte Bijektionen zwischen
ihren Trennungsmengen von einem vorgegebenen Ausgangsobjekt in eine vorge-
gebene Objektkleinfamilie mit den offensichtlichen Eigenschaften. Es ist deshalb
erlaubt, diese bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmte Struktur
mit einem bestimmten Artikel anzusprechen und ihr eine Notation zuzugestehen.
Wir notieren diese Trennschmelzkategorie weiter M und schreiben M, wenn
wir uns auf ihren Trennanteil konzentrieren wollen. Wir sagen, diese Trennkate-
gorie entstehe durch Invertieren unserer Schmelzkategorie mit stabil universellen
Verschmelzungen.

1.5.6. In derselben Weise besitzt jede Trennkategorie 7 mit stabil universellen
Trennungen bis auf eindeutigen Isomorphismus genau eine Ergiinzung zu einer
Trennschmelzkategorie, die wir auch wieder 7 notieren. Wenn wir uns auf ihren
Schmelzanteil konzentrieren wollen, schreiben wir 7° und sagen, diese Schmelz-
kategorie entstehe durch Invertieren unserer Trennkategorie mit stabil universel-
len Trennungen.

1.5.7. Gegeben eine Trennschmelzkategorie M erkldren wir in der offensichtli-
chen Weise die opponierte Trennschmelzkategorie M°PP und vereinbaren die
Abkiirzungen

M = (MPP)S  sowie M = (MOPP)"
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Wenn wir von einer Schmelzkategorie mit stabil universellen Verschmelzungen
ausgehen, nennen wir M die oppinvertierte Schmelzkategorie. Ebenso nen-
nen wir fiir 7 eine Trennkategorie mit stabil universellen Trennungen 7°' die
oppinvertierte Trennkategorie.

1.5.8. Gegeben eine Trennschmelzkategorie M hat man quasi per definitionem
ausgezeichnete Isomorphismen (M?®)°P? = AM°' und (M")°PP 5 M von
Trenn- beziehungsweise Schmelzkategorien, die die Objekte festhalten.

Vorschau 1.5.9 (Multihom und Opponieren). Sehr oft arbeiten wir im folgenden
in einer Trennschmelzkategorie mit Multihom. Diese Situation ist nicht ,,stabil
unter Opponieren®, denn man fordert zwar Rechtsadjungierte fiir X ®, aber kei-
ne Linksadjungierten. Die Symmetrie wird erst wieder hergestellt, wenn wir die
»tarrheit* aller Objekte fordern.

Beispiel 1.5.10 (Trennschmelzkatgorie zu endlichen Produkten). Gegeben ei-
ne Kategorie C mit endlichen Produkten hat die zugehorige banale Trennkategorie
stabil universelle Trennungen und kann mithin als Trennschmelzkategorie aufge-
faB3t werden. Die zugehorige Schmelzkategorie hat dann die Verschmelzungen

(AO) (X7 Y ... Y X, Y)=C(X; x...x X,.,Y)

und erweist sich so als die kartesische Schmelzkategorie (AC)* = kart(C) von C.
Die Trennschmelzkategorie einer Kategorie C mit endlichen Produkten notieren
wir statt AC oft vereinfachend C.

Beispiel 1.5.11 (Trennschmelzkatgorie zu endlichen Koprodukten). Fiir eine
Kategorie C mit endlichen Koprodukten hat die zugehorige banale Schmelzkate-
gorie stabil universelle Verschmelzungen und kann mithin als Trennschmelzkate-
gorie aufgefal3t werden. Die zugehorige Trennkategorie hat dann die Trennungen

(YO)(X, Y1 A...AY,)=C(X, Y U...UY,)

Dieses Beispiel scheint mir eine besonders gute Motivation fiir die Bezeichnung
derartiger Strukturen als Trennkategorie.

Ubungen

Ubung 1.5.12 (Funktorkategorie als internes Hom). Gegeben ein Mengensys-
tem L betrachten wir die Kategorie {{Cat nach ?? aller Kategorien, deren Mor-
phismenmengen und Objektmenge Elemente von 4 sind, mit Funktoren als Mor-
phismen. Ist unser Mengensystem &l ein Universum, so hat ${Cat endliche Pro-
dukte alias die zugehorige banale Trennkategorie

AUCat
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stabil universelle Trennungen und kann folglich in im wesentlichen eindeutiger
Weise zu einer Trennschmelzkategorie erweitert werden. Sind 4l € ‘U Univer-
sen, so gibt es fiir Objekte A, B € 4Cat das interne Hom A=> in L Cat und
dies interne Hom ist die Funktorkategorie, mit Funktoren als Objekten und Trans-
formationen als Morphismen. Im wesentlichen ist das das Exponentialgesetz fiir
Kategorien aus A.4.6.

1.6 Schmelzfunktoren

Definition 1.6.1. Ein Schmelzfunktor p : M — N von einer Schmelzkategorie
in eine weitere Schmelzkategorie ist ein Datum bestehend aus einer Abbildung p
der Objektmengen nebst Abbildungen

p: M(AY) = N(pA,pY)

fiir jede Objektkleinfamlie A : I — M und jedes Objekt Y € M zwischen
den entsprechenden Mengen von Verschmelzungen, die vertriglich sind mit Mul-
tiverkniipfungen und die Identitdten auf Identitdten werfen. Ein Schmelzfunktor
induziert in offensichtlicher Weise einen Funktor p : M — A" auf den Fami-
lienkategorien der jeweiligen Schmelzkategorien. Die Menge der Schmelzfunkto-
ren von M nach A notieren wir SCat(M, N). Wir nennen einen Schmelzfunktor
treu, volltreu beziehungsweise eine Aquivalenz oder genauer Schmelziquiva-
lenz oder sogar einen Isomorphismus von Schmelzkategorien, wenn der zu-
gehorige Funktor auf den Familienkategorien die entsprechende Eigenschaft hat.
Analog erkldren wir Trennfunktoren zwischen Trennkategorien und vereinbaren
dafiir eine analoge Terminologie.

1.6.2 (Kriterium fiir Schmelzfunktoren). Um zu priifen, da3 eine gegebene
Abbildung p auf den Objektmengen zusammen mit Abbildungen p auf den Ver-
schmelzungsmengen wie eben ein Schmelzfunktor ist, reicht es zu priifen, dafl sie
(1) Identitdten auf Identitdten wirft, daf sie (2) mit Umindizierungen 7 zu Vertau-
schungen benachbarter Eintridge 7 vertriaglich ist und daB sie (3) mit Vorschalten
eines Morphismus der Familienkategorie der Gestalt

gYidY.. . Yid:Z4Y ... YZYXo Y ... Y X, > X1 Y XoY ... Y X,

vertrdglich ist. Das wird der Leser leicht selbst einsehen konnen.

Beispiel 1.6.3. Jeder Funktor C — B induziert einen Trennfunktor AC — AB
zwischen den zugehorigen banalen Trennkategorien und einen Schmelzfunktor
YC — Y B zwischen den zugehorigen banalen Schmelzkategorien.
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1.6.4 (Opponieren von Schmelz- und Trennfunktoren). Jeder Schmelzfunktor
p : M — N induziert einen Trennfunktor

pOPp . MOPP — NOPP

zwischen den opponierten Trennkategorien. Analoges gilt fiir Trennfunktoren.

1.6.5. Gegeben p,q : M — N Schmelzfunktoren verstehen wir unter einer
Transformation von Schmelzfunktoren 7 : p = ¢ eine Vorgabe von Einsver-
schmelzungen 7 : p(M) — ¢(M) in N fiir alle M € M, deren Y-Vertupeln
eine Transformation p* = ¢" zwischen den auf den Familienkategorien induzier-
ten Funktoren liefert. Die Gesamtheit aller Schmelzfunktoren SCat(M, ) ist
mit den Transformationen als Morphismen in natiirlicher Weise eine Kategorie.
Um zu priifen, daBl eine Vorgabe von Einsverschmelzungen 7, : p(M) — q(M)
eine Transformation ist, reicht es fiir jede durch [n]] mit n € N indizierte Kleinfa-
milie A und jede M-Verschmelzung f : A(1) Y ... Y A(r) — Y zu priifen, daB

gilt g(f) o (TA(1) Y.o..Y TA(T)) =1y op(f) : p(A(1)) Y ... Y p(A(r)) = q(Y).
1.6.6. Die Gesamtheit aller Schmelzkategorien bildet mit Schmelzfunktoren als
Morphismen selbst eine Kategorie

SCat

mit der terminalen Schmelzkategorie als finalem Objekt.

Beispiel 1.6.7. Sei K ein Korper oder allgemeiner ein Kring. Wir bilden die
Matrix-Schmelzkategorie Mat ;. wie folgt: Objekte sind alle natiirlichen Zahlen.
Als Mengen von Verschmelzungen nehmen wir die Mengen von Multimatrizen

Matg(my Y ... Y my,n) :={T: [mi] x ... x [m,] x [n] = K}

Die Multiverkniipfungen werden durch Summation iiber gleiche Indizes in der
hoffentlich offensichtlichen Weise definiert. Wir erhalten dann einen Schmelz-
funktor Matx — Modg, der auf Objekten durch [n] — K™ gegeben wird und
auf Morphismen leicht vom Leser erraten werden kann. Im Spezialfall » = 1
hitten wir Matg (m,n) = Mat(n x n; K) in unserer fritheren Notation.

Beispiel 1.6.8 (Matrix-Schmelzkategorie eines Mengensystems). Seien K ein
Korper oder allgemeiner ein Kring und 4 ein Mengensystem. Wir bilden die Ma-
trixschmelzkategorie {{Mat ; wie folgt: Objekte sind alle Mengen aus 41, in For-
meln Ob UMat := L. Wir setzen

Alle Abbildungen
T:Xix..xX, xY—>K
UMatg (X7 Y ... Y X, Y) = derart, daf es fiir beliebige =1, ..., x,
hochstens endlich viele y gibt mit
mit T(xy,...,2.,y) # 0
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Wieder sind die Multiverkniipfungen in der hoffentlich offensichtlichen Weise
durch Summation iiber gleiche Indizes erklirt. Wir erhalten dann einen Schmelz-
funktor Mat; — Modg, der auf Objekten durch die Konstruktion freier Mo-
duln X — Mod}, X iiber den entsprechenden Mengen gegeben wird und auf
Morphismen vom Leser erraten werden mag.

Beispiel 1.6.9 (Differential der Analysis als Schmelzfunktor). In der Sprache
der Kategorientheorie mag man die Kategorie D der bepunkteten halboffenen
Teilmengen (A, p) normierter reeller Rdaume X betrachten mit solchen Abbildun-
gen [ : (A,p) — (B,q) als Morphismen, die bei p differenzierbar sind und p
auf ¢ abbilden. Dann erhalten wir einen Funktor in die Kategorie der reellen Vek-
torrdume, indem wir jeder bepunkteten halboffenen Teilmenge den Richtungs-
raum des umgebenden reellen Raums zuordnen und jedem Morphismus sein Dif-
ferential am ausgezeichneten Punkt. Man mag weiter D zu einer Schmelzkate-
gorie machen mit Zweiverschmelzungen (A4, p) Y (B,q) — (C,r) Morphismen
(Ax B, (p,q)) — (C,r) und analog erklérten beliebigen Verschmelzungen. Dann
wird unser Differential ein Schmelzfunktor D — Y Modpg in die banale Schmelz-
kategorie der reellen Vektorrdume.

1.6.10. Analog zu Schmelzfunktoren erkldren wir monotone Schmelzfunkto-
ren zwischen monotonen Schmelzkategorien und eine Transformation zwischen
monotonen Schmelzfunktoren. Jeder Schmelzfunktor p : M — A induziert
einen monotonen Schmelzfunktor p = p™°® : M™o" — A/MON zwischen den
zugehorigen Monotonisierungen 1.1.21, den wir die Monotonisierung unseres
Schmelzfunktors nennen, und jede Transformation induziert eine Transformation
zwischen den jeweiligen monotonisierten Schmelzfunktoren.

1.6.11. Gegeben ein Schmelzfunktor p induzieren die universellen Eigenschaften
fiir jede Objektkleinfamilie B, wenn denn die fraglichen stabil universellen Ver-
schmelzungen existieren, einen natiirlichen Morphismus ®(pB) — p(®B). Das-
selbe gilt fiir nicht notwendig stabile universelle Verschmelzungen. Unser Mor-
phismus muf} kein Isomorphismus sein, wie etwa der Schmelzfunktor der Re-
striktion Mod¢c — Modpg zeigt. Ist er doch fiir alle universellen Verschmelzungen
ein Isomorphismus, so sagen wir, unser Schmelzfunktor sei vertriglich mit uni-
versellen Verschmelzungen.

1.6.12. Ganz allgemein verstehen wir unter einem Trennschmelzfunktor zwi-
schen Trennschmelzkategorien ein Datum bestehend aus einem mit universellen
Trennungen vertrdaglichen Trennfunktor und einem mit universellen Verschmel-
zungen vertrdglichen Schmelzfunktor, die auf den zugrundeliegenden einfachen
Kategorien iibereinstimmen. Jeder mit universellen Verschmelzungen vertrégli-
che Schmelzfunktor zwischen Trennschmelzkategorien und jeder mit universellen
Trennungen vertrdgliche Trennfunktor zwischen Trennschmelzkategorien lassen
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sich offensichtlich auf genau eine Weise zu einem Trennschmelzfunktor fortset-
zen. Jeder Schmelzfunktor p : M — N zwischen Schmelzkategorien mit stabil
universellen Verschmelzungen, der mit universellen Verschmelzungen vertrédglich
1st, induziert insbesondere einen Trennfunktor

pt M= NP

zwischen den zugehorigen Trennkategorien, der seinerseits mit universellen Tren-
nungen vertrdglich ist. Analoges gilt fiir Trennfunktoren.

Beispiel 1.6.13. Jeder mit endlichen Produkten vertrigliche Funktor C — B indu-
ziert einen mit universellen Trennungen vertrédglichen alias einen Trennschmelz-
funktor AC — A B. Insbesondere induziert der Funktor iso : {{Cat — UEns,
der jeder {-Kategorie die Menge ihrer Isomorphieklassen zuordnet, einen Trenn-
schmelzfunktor iso : ALUCat — AUEDS.

Beispiel 1.6.14 (Leerverschmelzungsfunktor). Gegeben M eine Schmelzkate-
gorie erhalten wir stets einen Schmelzfunktor

L=Ly: M — kEns

in die kartesische Schmelzkategorie der Mengen, indem wir jedem Objekt X &
M die Menge M(Y, X) der Leerverschmelzungen nach X zuordnen. Dieser
Schmelzfunktor ist nur selten vertrdglich mit universellen Verschmelzungen. Ge-
geben ein Schmelzfunktor p : M — N bilden die durch p gegebenen Abbildun-
genp: M(Y,X)— N(Y,pX) stets eine Transformation von Schmelzfunktoren

p: Ly = Lyop

1.6.15. Gegeben eine Trennkategorie 7 erkliren wir opponiert den Leertren-
nungsfunktor L : 7 — kEns®". Er hat die entsprechend opponierten Eigen-
schaften.

1.6.16. Wir sagen, ein Schmelzfunktor p : M — A sei volltreu auf Leerver-
schmelzungen, wenn er fiir alle Objekte X € M eine Bijektion

M(Y, X) S N(Y,pX)

induziert. Der Vergi3funktor Ab — kEns hat zum Beispiel diese Eigenschaft.
Er ist in diesem Fall sogar isomorph zum Leerverschmelzungsfunktor. Allgemei-
ner ist fiir jede Schmelzkategorie der Leerverschmelzungsfunktor offensichtlich
volltreu auf Leerverschmelzungen.

Beispiel 1.6.17. Es gibt eine terminale Schmelzkategorie

scat
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mit genau einem Objekt x und einelementigen Mengen von Verschmelzungen.
Von jeder Schmelzkategorie gibt es genau einen Schmelzfunktor in diese termi-
nale Schmelzkategorie. Der Indexfunktor der terminalen Schmelzkategorie lie-
fert einen Isomorphismus zwischen ihrer Familienkategorie und der Kategorie der
endlichen Mengen beziehungsweise derjenigen endlichen Mengen, die wir fiir die
Indizierung erlaubt haben, etwa die Elemente des kleinsten Universums, das die
leere Menge als Element enthilt. Opponiertes gilt fiir die terminale Trennkate-
gorie tcat.

1.6.18. Ich erinnere ,,Strukturen* auf Objekten einer Kategorie, wie sie in A.3.5
diskutiert wurden, und erklire deren Verallgemeinerung auf den Fall von Schmelz-
kategorien. Gegeben ein treuer Schmelzfunktor w : & — M erkldren wir ei-
ne (S, w)-Struktur auf einem Objekt M/ € M als eine Aquivalenzklasse von
Paaren (.5, ¢) bestehend aus einem Objekt S € S und einem Isomorphismus
¢ w(S) = M mit der Mafigabe, daBl (S, ) dquivalent ist zu (7', ¢)), wenn es
einen Isomorphismus i : S = 7' gibt mit v o w(i) = 1. Gegeben eine Verschmel-
zung g : My Y ... Y M, — M von Objekten von M mit (S, w)-Strukturen sa-
gen wir, unsere Verschmelzung sei eine (S, w)-Verschmelzung oder vertréglich
mit den (S, w)-Strukturen, wenn sie fiir beliebige Wahlen von Représentanten
(S, i) und (S, ¢) der jeweiligen (S, w)-Strukturen das Bild unter w einer Ver-
schmelzung g : 57 Y ... Y S, — S ist, wenn also fiir diese Daten gilt

go(p1 Y ...Y @) =gpow(q)

Die so erklirte Schmelzkategorie der Objekte von M mit (S, w)-Struktur no-
tieren wir M s ,,) und erhalten eine Schmelzéquivalenz

w]: S > M (s.w)

in Gestalt eines Schmelzfunktors, der jedem Objekt S € S die Aquivalenzklasse
des Paars (.5, id,,(s)) zuordnet.

Beispiel 1.6.19. Im Fall des Vergififunktors v : Ab — kEns ist diese Schmel-
zaquivalenz in Verallgemeinerung von [LA2] 7.3.7 mit der entsprechenden Sorg-
falt in Fragen der Mengenlehre sogar ein Isomorphismus von Schmelzkategorien

[v] : UAD = UKEDS Ap,v)
fiir jedes vorgegebene Mengensystem 4[. Analoges gilt in den meisten konkreten
Fillen, die mir in den Sinn kommen.
Ubungen

Ubung 1.6.20. Gegeben ein Schmelzfunktor F' liefern die universellen Eigen-
schaften fiir je zwei Objekte X, Y unter der Annahme, daf} die fraglichen internen
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Hom-Objekte existieren, einen natiirlichen Morphismus
F(X=Y) = (FX=FY)

Er muf} kein Isomorphismus sein, wie unser Schmelzfunktor Mode — Modg
zeigt. Ist er stets ein Isomorphismus, so sagen wir, unser Schmelzfunktor sei ver-
triglich mit internem Hom.

Ergiinzende Ubung 1.6.21. Seien L : M — N und R : N' — M Schmelzfunk-
toren. Unter einer Adjunktion von Schmelzfunktoren « : L 4 R verstehen wir
eine Familie von Bijektionen

ary . monN MM Y oY My, RN) S N(LM;, Y ... Y LM,,N)

derart, daB sie in ihrer Gesamtheit eine Adjunktion (L", R") der auf den Fami-
lienkategorien induzierten Funktoren liefern. Man zeige, daB fiir jeden Kringho-
momorphismus k& — K die Restriktion rest und die Induktion indi = K ®y, in
natiirlicher Weise ein adjungiertes Paar (ind, res) von Schmelzfunktoren zwischen
den Schmelzkategorien der K-Moduln beziehungsweise k-Moduln bilden.

Ubung 1.6.22. Gegeben Schmelzkategorien M, A/ mit stabil universellen Ver-
schmelzungen und ein Schmelzfunktor L : M — A/, der mit stabil universellen
Verschmelzungen vertriiglich ist und dessen Einschriankung auf die zugehdrigen
einfachen Kategorien einen Rechtsadjungierten R hat, wird dieser Rechtsadjun-
gierte seinerseits ein Schmelzfunktor mit den Abbildungen

N(NyY...Y N,,N)— M(RN; Y ...Y RN,, RN)

gegeben durch abbilden erst nach N(LRN; Y ... Y LRN,, N) durch Vorschalten
der Koeinheit der Adjunktion, dann bijektiv nach N(LRN; ® ... ® LRN,, N)
und weiter bijektiv nach N(L(RN; ® ... ® RN,), N) und schlieBlich bijektiv
nach M(RN; ® ... ® RN,, RN) mit der gewohnlichen Adjunktion und nach
N(RN; Y ... Y RN,, RN) in der offensichtlichen Weise.

Ubung 1.6.23 (Schmelzfunktoren und symmetrische Potenzen). Gegeben ein
Schmelzfunktor F' : M — N und V' € M haben wir, wenn die symmetrischen
Potenzen S"V und S"(F'V') nach 1.3.20 existieren, einen kanonischen Morphis-
mus S"(FV) — F(S"V). Auch wenn F' mit universellen Verschmelzungen ver-
traglich ist, muf} /' nicht mit symmetrischen Potenzen vertrdglich sein, wie das
Beispiel des vergeBlichen Funktors von der kartesischen Schmelzkategorie der
abelschen Gruppen in die kartesische Schmelzkategorie der Mengen zeigt.

Beispiel 1.6.24. In der kartesischen Schmelzkategorie mit Multihom der Mengen
ist das duale Objekt jeder Menge die einelementige Menge.
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Ubung 1.6.25 (Dualisieren als Trennfunktor). Sei M eine Trennschmelzkate-
gorie, in der jedes Objekt dualisierbar ist. Man zeige, dal das Dualisieren einen
Trennfunktor

M — M
vom Trennanteil von M zum Trennanteil von MP°PP liefert, wenn wir den Effekt
auf Trennungen erkliren als die Komposition

MUY, X, Ak X,) MYV XY AL A XY)

MY X1®...0X,)

|

MX1®... @ X)V, YY) —=M(XY Y ...¥ XV, YY)

mit dem Vorschalten der in 1.4.21 erklédrten Verschmelzung als unterer Horizon-
tale. Unser Dualisieren macht eine universelle Trennung nach X; A ... A X, ge-
nau dann zu einer universellen Trennung, wenn unsere Verschmelzung aus 1.4.21
universell ist alias einen Isomorphismus X\ ® ... ® XY = (X; ® ... ® X,)Y
induziert. In 3.4.20 werden wir sehen, da3 das etwa dann der Fall ist, wenn alle X
mit hochstens einer Ausnahme ,,starr* sind. Natiirlich induziert unser Dualisieren
M' — M°" opponiert einen Schmelzfunktor M — M?. Im allgemeinen ist
unser Dualisieren M" — M?°" aber nicht mit universellen Trennungen vertriiglich
und M — M?® gleichbedeutend nicht mit universellen Verschmelzungen.

Ubung 1.6.26. Gegeben ein Morphismus f : M — N in einer Trennschmelzka-
tegorie mit Multihom M kommutiert mit dem Auswerten ev : X Y XY — T aus
1.4.17 fiir X = M, N und den hoffentlich offensichtlichen weiteren Morphismen
das Diagramm

MYNY — MyMY

+ {
NYNY — I

Ubung 1.6.27 (Funktionenraum als Trennfunktor). Wir erhalten einen Trenn-
funktor
Fun : AEns — Ab°PP

von der banalen Trennkategorie der Mengen in die Opponierte der Schmelzka-
tegorie der abelschen Gruppen durch die Vorschrift, dal wir jeder Menge X die
Gruppe Fun(X) := Ens(X,Z) der Z-wertigen Funktionen auf X zuordnen und
jeder Trennung X — Y; A ... A Y, gegeben durch ein Tupel von Abbildungen
fi + X — Y, die multilineare Abbildung (hy, ..., h,) — (hyo f1)...(h.o f.), die
einem Tupel von Funktionen das Produkt der auf X zuriickgeholten Funktionen
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zuordnet. Der Leertrennung X — A wird dabei die durch die konstante Funktion
Eins gegebene Leertrennung Fun(X) — A in der Trennkategorie Ab°"? zugeord-
net. In derselben Weise oder auch durch Skalarerweiterung erhalten wir fiir jeden
Kring k einen Trennfunktor

Fun : AEns — Mod,"”

Wenn wir k spezifizieren wollen, schreiben wir auch Fun(X) = Fun(X;k) =
Ens(X, k).

Ubung 1.6.28 (Funktionenraum als Trennfunktor, topologische Variante). Wir
erhalten einen Trennfunktor ATop — Mody™® mit X +— Top(X,R), ja sogar
einen Trennfunktor in die Opponierte der Schmelzkategorie der topologischen re-
ellen Vektorrdume mit stetigen multilinearen Abbildungen als Verschmelzungen,
indem wir unsere Rdume von stetigen Funktionen mit ihrer kompakt-offenen To-
pologie versehen.

Ubung 1.6.29 (Raum von MaBen als Trennschmelzfunktor). Wir erhalten einen
Trennschmelzfunktor
Maf, : AEns — Ab

von der banalen Trennkategorie der Mengen in die Schmelzkategorie der abel-
schen Gruppen und genauer zwischen deren Erweiterungen zu Trennschmelz-
kategorien durch die Vorschrift, da wir jeder Menge X die abelsche Gruppe
Maf(X) := ZX der Z-wertigen Funktionen auf X mit endlichem Tréiger ali-
as ,.,kompakt getragenen ganzzahligen Mal3e* zuordnen und jeder Verschmelzung
X1 Y ...Y X, — Y alias Abbildung v : X; X ... x X, — Y die multilineare
Abbildung

(s« ooy ) = Ui (g X X paye)

mit v, der ,,Summation iiber die Fasern von v** alias dem ,,direkten Bild von Ma-
Ben*. Der universellen Leerverschmelzung, die in der einpunktigen Menge ens
landet, wird insbesondere eine universelle Leerverschmelzung alias ein Isomor-
phismus Z = Ma8B,(ens) aus dem leeren Tensorprodukt abelscher Gruppen zuge-
ordnet. Das Bild des ausgezeichneten Erzeugers 1 € Z im leeren Tensorprodukt
unter diesem Isomorphismus notieren wir J, € Maf}(ens) und nennen es das
Dirac-MaB auf dem einpunktigen Raum ens = {x}. Einer Leerverschmelzung
Y — Y alias einem Punkt y € Y wird folglich diejenige Leerverschmelzung
Y — MaB(Y) zugeordnet, die durch die charakteristische Funktion des fragli-
chen Punktes alias sein Diracmal} 6, € Maf|(Y") gegeben ist. In derselben Weise
oder auch durch Skalarerweiterung erhalten wir fiir jeden Kring % einen Trenn-
schmelzfunktor
Maf, : AEns — Mod,,

38



Wenn wir an die Koeffizienten erinnern wollen, schreiben wir in diesem Zusam-
menhang ausfiihrlicher MaB(X) = Maf},(X; k).

1.6.30 (Raum von MaBen als Schmelzfunktor). Bezeichne Mef§ die Kategorie
der MeBraume. Wir erhalten dann einen Schmelzfunktor

kart(Mef) — Modg

durch die Vorschrift, da8 wir jedem MeBraum X den Vektorraum X +— M(X;R)
seiner reellen Mafle zuordnen und jeder Verschmelzung X; ¥ ... Y X, = Y
alias meBbaren Abbildung v : X; x ... X X, — Y die multilineare Abbildung
(p1s -y pir) = vie(py X ... X p,.), die einem Tupel von MaBen das BildmaR
des Produktmalies zuordnet. Er ist jedoch in dieser Allgemeinheit nicht mehr ver-
traglich mit universellen Verschmelzungen und kann insbesondere nicht mehr zu
einem Trennschmelzfunktor erweitert werden. Nach allgemeinen Resultaten der
Maftheorie wird weiter das Bilden der Borel’schen o-Algebra Top — Mef ver-
traglich mit endlichen kartesischen Produkten, wenn wir es auf die volle unter
endlichen Produkten stabile Unterkategorie Topaz C Topaz der abzéhlbar basier-
ten topologischen Ridume einschrinken. So erhalten wir einen Schmelzfunktor
kart(Topaz) — Modg, X — M(X;R).

1.6.31 (Raum von MaBen als Schmelzfunktor, Variante). Bezeichne Mef} die
Kategorie der MeBriaume. Wir erhalten dann einen Schmelzfunktor kart(Mef3) —
kart(Ens) durch X — M(X}; [0, 00]).

1.6.32 (Raum von MaBen als Schmelzfunktor, topologische Variante). Die to-
pologischen Ridume, in denen alle Kompakta abzéhlbar basiert sind, bilden eine
volle unter endlichen Produkten abgeschlossene Unterkategorie Topkaz C Top
und wir erhalten einen Schmelzfunktor

Maf, : kart(Topkaz) — Modg

mit der Eigenschaft, da Maf}; jedem Raum den Raum der kompakt getragenen
reellen Maf3e zuordnet, also aller Malle, die sich als Bildmalle von reellen Maf3en
auf Kompakta darstellen lassen. Daraus erhalten wir unsere kompakt getragenen
Male auf diskreten Mengen als Spezialfall zuriick. Alternativ konnen wir auch
beliebige lokal kompakte Hausdorffraiume und kompakt getragene Radonmalie
betrachten. Auch diese bilden einen Schmelzfunktor, der kompakt getragene Ma-
Be auf diskreten Mengen verallgemeinert.

Ubung 1.6.33 (Funktionen als duale MaBe). Unser Trennfunktor der Funktio-
nenrdume aus 1.6.27 ist isomorph zur Verkettung von Trennfunktoren

AEns — Ab® — Ab°
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mit Maf als erstem Pfeil und dem Dualisieren 1.6.25 als zweitem Pfeil. Genau-
er erhalten wir eine Isotransformation zwischen besagten Trennfunktoren durch
diejenigen natiirlichen Isomorphismen Fun(X) = Maf};(X)*, die von den Paa-

rungen
Fun(X) x MaB(X) — Z

vermittels der Vorschrift ,,multipliziere und summiere die Funktionswerte* alias
mintegriere die Funktion nach dem Mal}* herkommen. Analoges gilt mit Koeffizi-
enten in einem beliebigen Kring. Wir erklédren in 3.2.10, wie in diesem begriffli-
chen Rahmen die Struktur auf dem Raum der Mal3e als Modul iiber dem Ring der
Funktionen zu einem Spezialfall des ,,abstrakten cap-Produkts* wird.
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2 Vorzeichenfragen und Homotopiekomplexe

2.1 Twist und Superisierung

2.1.1 (Motivation). Ich will alle Vorzeichen der homologischen Algebra unter
den Teppich kehren, indem ich eine neue Schmelzkategorie einfiihre, die Schmelz-
kategorie

sgAb

der ,,supergraduierten abelschen Gruppen“. Die Verschmelzungen héngen auch
hier von der Reihenfolge der verschmolzenen Faktoren nicht ab, sonst wiren die
Axiome einer Schmelzkategorie nicht erfiillt. Stattdessen erkldren wir die Ver-
schmelzungen in sgAb ihrerseits als Zuordnungen, die jeder Anordnung der Fak-
toren homogene multiadditive Abbildungen zuordnen derart, daf} sich unsere mul-
tiadditiven Abbildungen bei einem Wechsel der Anordnung um gewisse wohlbe-
stimmte Vorzeichen dndern. So eine Verschmelzung wird meist angegeben, indem
man eine Reihenfolge der Ausgangsobjekte wihlt, iiblicherweise stehen sie be-
reits der Reihe nach auf dem Papier und man denkt sich die ,,von links nach rechts
wachsende Anordnung* als die gewihlte Anordnung, und zusitzlich die multiad-
ditive Abbildung angibt, die unsere Verschmelzung in Bezug auf diese Anordnung
realisiert. Die ganzen Vertriglichkeiten von Vorzeichen, die man iiblicherweise zu
priifen hat, werden so in der Aussage kodiert und ein fiir allemal bewiesen, daf3
diese Schmelzkategorie der supergraduierten abelschen Gruppen tatsédchlich eine
Schmelzkategorie ist. Komplexe abelscher Gruppen sind in diesem Formalismus
,2Moduln K € sgAb iiber dem Biabmonoid D € sgAb der Differentiale, wie im
anschlieBenden Abschnitt besprochen werden soll.

2.1.2. Gegeben eine endliche Menge [ mit einer Abbildung 7 : [ — Z/27Z, die
jedem Element eine ,,Paritit* zuordnet, erkldaren wir fiir je zwei Anordnungen w, 7
von [ ein Vorzeichen

Sgnu(%n) - sgnuﬂ(w, 77) € {17 _1}

als das Signum der von der entsprechenden Umordnung auf den ungeraden Ele-
menten von [ alias der auf 7' (1) induzierten Permutation. Wir nennen sgnu das
Parititssignum.

Beispiel 2.1.3. Gegeben die zwei Anordnungen w : 3 < 4 < 6 < 7 < 9 und
n:9 <4< 3 < 6 < T7auf der filnfelementigen Menge {3,4,6,7,9} mit
ihrer offensichtlichen Parititsabbildung sind 3 < 7 < 9und 9 < 3 < 7 die auf
den ungeraden Elementen induzierten Anordnungen. Diese unterscheiden sich um
eine gerade Permutation, also haben wir sgnu(w,n) = 1.

2.1.4. Sei eine Schmelzkategorie M versehen mit einer Operation der Vorzei-
chengruppe {+, —} auf jeder Verschmelzungsmenge, die wir als das ,,Andern des
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Vorzeichens* ansprechen und notieren. Hat diese Operation die Eigenschaft, daf3
,,jede Multiverkniipfung ihr Vorzeichen dndert, wenn wir bei genau einer der be-
teiligten Verschmelzungen das Vorzeichen dndern®, so nennen wir M mit diesen
Operationen eine Schmelzkategorie mit Vorzeichen.

Vorschau 2.1.5. In der in 2.4.14 eingefiihrten Terminologie ist eine Schmelzkate-
gorie mit Vorzeichen dasselbe wie eine geeignet angereicherte Schmelzkategorie,
genauer eine in der multidquivarianten Schmelzkategorie Ens+ 4 nach 1.2.15 der
Mengen mit einer Operation der Gruppe {+, —} angereicherte Schmelzkategorie.

Beispiel 2.1.6 (Abelsche Gruppen als Schmelzkategorie mit Vorzeichen). Wir
konnen die Schmelzkategorie Ab der abelschen Gruppen zu einer Schmelzkatego-
rie mit Vorzeichen machen, indem wir die Operation der Gruppe {+, —} auf jeder
Verschmelzungsmenge dadurch erklédren, dafl das nichttriviale Element durch das
Nachschalten der Multiplikation mit (—1) operiert.

2.1.7 (Twist einer Schmelzkategorie mit Vorzeichen). Gegeben eine Schmelz-
kategorie mit Vorzeichen M erkldren wir eine weitere Schmelzkategorie, ihre ge-
twistete Verdopplung oder kurz ihren Twist

tM

Als Objektmenge von tM nehmen wir die Menge Z /27 x M aller Paare be-
stehend aus einer Paritit und einem Objekt von M. Die Projektion auf die erste
Komponente notieren wir par : Ob(tM) — 7Z/27 und nennen sie Paritét. Die
Projektion auf die zweite Komponente Ob(tM) — Ob(M) alias das ,,Vergessen
der Paritét“ notieren wir gar nicht. Die Elemente von Z/27Z notieren wir 0, 1 und
unterscheiden sie so von den Elementen unserer Vorzeichengruppe. Gegeben eine
Objektkleinfamilie A := (A;);cs von t M und ein Objekt ) € tM erkldren wir
die Menge der Verschmelzungen t M (A, Q) im Twist durch die Vorschrift

tM(A Q) =10 falls ZparAi #par
i€A
und andernfalls als die Menge aller Abbildungen
¢ : Ens*([r], A) - M(A,Q) notiert w — ¢,

von der Menge aller Anordnungen auf A in die Menge der M -Verschmelzungen
unserer Objekte mit ¢, = sgnu,,,, .4 (w, 1)y, Yw, n. Der folgende Satz liefert eine
Multiverkniipfung fiir diese Verschmelzungen, die offensichtlich multiunitirasso-
ziativ ist und unsere Konstruktion der Schmelzkategorie t.M zu Ende bringt.

Satz 2.1.8 (Multiverkniipfung von vertwisteten Verschmelzungen). Seien M
eine Schmelzkategorie mit Vorzeichen und (A;);c 4 sowie (B;);cp Objektklein-
familien in tM. Seien () € tM ein Objekt und f : A — B eine Abbildung
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der Indexmengen. Gegeben Verschmelzungen v; € tM(A|;-1(;), B;) und ¢ €
tM(B, Q) gibt es genau eine Verschmelzung ¥ € t M(A, Q) mit

O =90 [ [W)ae)

j€B

fiir jede Wahl einer Anordnung w von ?, je einer Anordnung n(j) der Faser f~1(j)
und die induzierte Anordnung r von A.

Beweis. Es gilt zu zeigen, da3 die durch 9,; gegebene Verschmelzung weder von
der Wahl der Anordnung w auf B noch von der Wahl der Anordnungen 7(;) auf
den Fasern f~'(;) von f abhingt. Im Fall der Wahl der Anordnung auf einer der
Fasern ist das eh klar, das Signum einer Permutation einer angeordneten Menge,
die nur in einem Intervall etwas bewegt, ist dasselbe wie das Signum ihrer Re-
striktion auf besagtes Intervall. Andern wir dahingegen die Anordnung auf B, so
gilt es zu beachten, dafl das Signum einer Permutation, die aus einer Permutation
von Intervallen entsteht, die ihre interne Anordnung behalten, zusammenféallt mit
dem Signum der Permutation, die die Umordnung der Intervalle ungerader Lange
unter unseren Intervallen beschreibt. [

2.1.9 (Notationsfragen). Wir werden noch weitere Schmelzkategorien kennen-
lernen, bei denen eine Verschmelzung (A;);c 1 — Y erklirt wird als ein Datum,
das jeder Anordnung der Indexmenge w : [r] = A etwas zuordnet. In diesen
Féllen denken wir uns fiir gewohnlich implizit eine als Aufzihlung hingeschrie-
bene Familie versehen mit der ,,Leseanordnung, in der der erste Buchstabe das
kleinste Element symbolisiert und der letzte Buchstabe das grofte*. Mit dieser
Konvention auf der linken Seite erhalten wir Bijektionen

tM(PLY ...Y P,Q) S M(PLY ...Y P.Q)

durch die Vorschrift ¢ +— ;g mitid : [r] = [r] der offensichtlichen Anord-
nung. Wir sagen dann, die ,,,M-Verschmelzung stelle die t.M-Verschmelzung in
der vorgegebenen Anordnung dar* und dhnlich in vergleichbaren Kontexten.

Beispiel 2.1.10 (Schmelzkategorie der erweiterten Parititen). Wir betrachten
zur kartesischen Schmelzkategorie der Mengen kEns die multidquivariante Schmelz-
kategorie kEnsy ¢, _, der Mengen mit einer Operation der Vorzeichengruppe und
darin die volle Unterkategorie

ZEns C kEnsy g

aller zweielementigen Mengen mit transitiver Operation. Eine Verschmelzung in
dieser Schmelzkategorie ist eine Abbildung f : ¥; x ... x ¥, — X mit der Ei-
genschaft, daB sich bei jeder Anderung an genau einem Eintrag in der Definitions-
menge notwendig auch das Ergebnis dndert. Wir nennen so eine Multiabbildung
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antikonstant. Alle Mengen von Verschmelzungen in ZEns haben damit genau
zwel Elemente und das Vertauschen dieser beiden Elemente macht ZEns zu einer
Schmelzkategorie mit Vorzeichen, die sich in 2.4.23 als die ,,automatische Selbst-
anreicherung von ZEns* erweisen wird. Den Twist dieser Schmelzkategorie mit
Vorzeichen notieren wir

Par := t(ZEns)

und nennen ihn die Schmelzkategorie der erweiterten Paritiiten. Objekte dieser
Schmelzkategorie sind Paare bestehend aus einer Paritit und einer zweielementi-
gen Menge, die wir als ein ,,unsere Paritit erweiterndes Zusatzdatum* verstehen.

Beispiel 2.1.11 (Orientierungsmenge als Schmelzfunktor). Gegeben ein ange-
ordneter Korper k erinnern wir den Funktor or®® : Modf; — Ens der Orientie-
rungsmenge, der jedem endlichdimensionalen k-Vektorraum die zweielementige
Menge seiner beiden Orientierungen zuordnet. Unter einer Orientierung verstehen
wir dabei wie iiblich eine Abbildung, die jeder angeordneten Basis ein Vorzeichen
in einer Weise zuordnet, die mit dem Vorzeichen der Determinante der Basiswech-
selmatrizen vertraglich ist. Wir erweitern ihn nun zu einem Schmelzfunktor

or =or¥8 : (YModfy)* — Par
E —  (dimE + 2Z,orkE)

vom Schmelzgruppoid der banalen Schmelzkategorie der endlichdimensionalen
k-Vektorrdume in unsere Schmelzkategorie der erweiterten Paritidten. Um so einen
Schmelzfunktor anzugeben, miissen wir jeder universellen Verschmelzung f :
Vi Y ... YV, — W alias jedem Tupel linearer Abbildungen f; : V; — W,
die in ihrer Gesamtheit einen Isomorphismus V; & ... @& V, = W liefern, eine
antikonstante Multiabbildung

or(f):orVy x ... xorV, — orW

so zuordnen, da} verschiedene Vertriglichkeiten erfiillt sind. Wir wihlen or(f)
als die eindeutige antikonstante Multiabbildung mit or(f) : (1, ...,¢,) — ¢ falls
es angeordnete Basen B; von V; der Orientierung ¢; gibt und ¢ die Orientierung
der in der offensichtlichen Weise angeordneten Basis fi(B;) Ll ... U f.(B,) von
W ist. Jetzt gilt es, mithilfe des Kriteriums 1.6.2 die Vertrdglichkeit mit Multiver-
kniipfungen zu priifen, was wir dem Leser iiberlassen.

2.1.12 (Funktorialitiit der Twists). Ein Schmelzfunktor ' : M — N von
Schmelzkategorien mit Vorzeichen heif3e vorzeichenvertriglich, wenn die davon
auf den Verschmelzungsmengen induzierten Abbildungen dquivariant sind fiir die
jeweiligen Operationen der Vorzeichengruppe. Unter diesen Voraussetzungen in-
duziert er in offensichtlicher Weise einen Schmelzfunktor der Twists

tF tM = tN
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2.1.13 (Motivation fiir das Supergraduieren). Die Schmelzkategorie der abel-
schen Gruppen Ab konnen wir zu einer Schmelzkategorie mit Vorzeichen machen,
indem wir das Nachschalten der Multiplikation mit (—1) als Involution auf den
Verschmelzungsmengen auszeichnen. Um die ,,Schmelzkategorie der Komplexe*
zu konstruieren, mit der wir in der Homologietheorie bereits ausgiebig gearbeitet
haben, gehen wir von einer Variante unserer Twist-Konstruktion aus, die wir das
,wdupergraduieren® nennen.

2.1.14 (Supergraduieren). Gegeben eine Schmelzkategorie M mit Vorzeichen
und ein kommutatives Monoid (I", +) mit einem ausgezeichneten Homomorphis-
mus 7 : I' — 7Z /27 bilden wir eine weitere Schmelzkategorie, die (I", 7)-super-
graduierte Version

sm @)

von M. Als Objektmenge nehmen wir Ob(sM®"™)) := Ob(M?"). Unsere neuen
Objekte sind also Familien (/7)< von Objekten von M indiziert durch y € I'.
Als Verschmelzungen ¢ € sM T (A, Y) nehmen wir Abbildungen

¢ : Ens™([r], A) = M"(A,Y) notiert w > ¢,

von Anordnungen der Indexmenge der Objektkleinfamilie A, fiir die wir hier
|A| = r angenommen haben, in die Menge der Verschmelzungen der Schmelzka-
tegorie der I'-graduierten Objekte von M aus 1.2.1 derart, daB} fiir je zwei Anord-
nungen w,n und jedes o : A — T gilt

@wﬂ = Sgnuﬂoa<w7 77)9077704

mit ¢, ., € M((A?(i))iGA,YS“m(O‘)) wie in 1.2.1 dem a-Anteil der MT-Ver-
schmelzung ¢,,. Die Multiverkniipfungen erklidren wir analog zum Fall der ver-
twisteten Schmelzkategorien 2.1.8 dadurch, daB} sie bei der Darstellung beziiglich
vertriglicher Anordnungen mit den Multiverkniipfungen in M" zusammenfallen.
Die Wohldefiniertheit und Multiunitdrassoziativitit folgen aus den entsprechen-
den Eigenschaften im Fall von vertwisteten Schmelzkategorien 2.1.8, angewandt
auf die ¢,, . Hat M" stabil universelle Verschmelzungen beziehungsweise Mul-

tihom, so auch sM T,

2.1.15 (Funktorialitiit des Supergraduierens). Gegeben ein vorzeichenvertrégli-
cher Schmelzfunktor F' : M — A von Schmelzkategorien mit Vorzeichen und
7 : I — 7 /27 wie oben erhalten wir in offensichtlicher Weise Schmelzfunktoren
zwischen den (T', 7r)-supergraduierten Versionen

sFOm g mOm) y g\ (Tm)

Beispiel 2.1.16. Im Fall 7 = 0 erhalten wir die Schmelzkategorie der I'-graduier-
ten Objekte zuriick, in Formeln sM T = ML,

45



21.17. ImFall I' = Z mit 7 : Z — 7Z/27Z der Projektion verwenden wir die
abkiirzende Schreibweise

sgM 1= sME™)

und nennen das die Schmelzkategorie der supergraduierten Objekte von M.
Leerverschmelzungen werden per definitionem gegeben durch sgM (A, X) =
M (A, X?). Besonders wichtig ist fiir uns die Schmelzkategorie sgAb, die wir im
folgenden noch ausfiihrlicher diskutieren. Den Effekt des Supergraduierens auf
Funktoren notieren wir analog sgF'.

2.1.18. ImFall " = Z/27Z mit = = id der Identitiit verwenden wir die abkiirzende
Schreibweise

sM = SM(Z/2Z,id)

und nennen sM die Schmelzkategorie der Superobjekte von M. Im Fall eines
Korpers £ heillt sMod, die Schmelzkategorie der Supervektorriume iiber .
Objekte sind Z /2Z-graduierte k-Vektorraume W = (W°, W). Vielfach bezeich-
net man in diesem Zusammenhang die direkte Summe W9 @ W! auch mit . Die

Schmelzkategorie
sAb

nennen wir die Schmelzkategorie der superisierten abelschen Gruppen oder
»duper-Z-Moduln®, weil der Begriff der ,,Supergruppen® schon anderweitig ver-
geben ist, vergleiche 3.5.4. Wir erhalten eine Transformation vom Identititsfunk-
tor auf sAb zu sich selbst, indem wir jedem Objekt W = W @& W' seine
Vorzeicheninvolution diag(id, —id) zuordnen. Die Notation Z"™ steht fiir das
Objekt (Z",Z™) € sAb. Die Notation k"™ steht allgemeiner fiir das Objekt
(k™ k™) € sMody.

Vorschau 2.1.19. In Ubung 2.1.24 lernen Sie eine Schmelziquivalenz zwischen
dem Einheitengruppoid der superisierten abelschen Gruppen und der Schmelzka-
tegorie der erweiterten Parititen U*(sAb) = Par kennen, in der sich die enge
Verwandtschaft zwischen Twist und Superisierung konkretisiert.

Beispiel 2.1.20 (Supergraduierte abelsche Gruppen). Wir diskutieren nun die
Schmelzkategorie sgAb der supergraduierten abelschen Gruppen. Ihre Objekte
sind Familien (X™),,cz von abelschen Gruppen. Einsverschmelzungen f : X —
Y sind Tupel f = (f") von Gruppenhomomorphismen f™ : X™ — Y™. Leer-
verschmelzungen f : Y — X sind Elemente x € X°. Eine universelle Leer-
verschmelzung ist die Leerverschmelzung in das Objekt Z[0] mit Z[0]® = Z und
Z[0]™ = 0 fir n # 0, die gegeben wird durch 1 € Z. Um Zweiverschmelzungen
zu erkléren, betrachten wir eine Objektkleinfamilie B = (B;, B,) indiziert durch
eine Indexmenge B = {i, .} = {1, i}, die extra so gewihlt und angegeben ist, um
der Versuchung entgegenzuwirken, sie als mit einer Anordnung versehen betra-
chen zu wollen. Eine Verschmelzung f € sgAb(B,Y) ist dann eine Familie von
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biadditiven Abbildungen
fPe: BY x BT — yPta

fiir alle p, ¢ € Z und alle Anordnungen w unserer Indexmenge B derart, daB fiir
n, p die beiden moglichen Anordnungen gilt fP*¢ = (—1)P7fP4. Vielfach geben
wir so eine Verschmelzung schlicht als ein Tupel von biadditiven Abbildungen

fpvq . Bf X Bg _ yprta

an und meinen damit f»¢ = fP4 fiir w die ,,Schreibanordnung®, hier also die An-
ordnung ¢ < ¢. Eine universelle, ja eine stabil universelle Zweiverschmelzung von
zwei Objekten X, Y landet mit diesen Konventionen im Objekt Z mit den homo-
genenen Komponenten 2" := @p +g=n X7 ®Y?und wird in den eben besproche-
nen Konventionen gegeben durch die biadditiven Abbildungen v : X? x Y?¢ —
ZPti mitu : (x,y) — = ® y. Ich schlage vor, das Ziel universeller Verschmel-
zungen in sgAb und anderen superisierten Schmelzkategorien in Zweifelsfillen

® = ®s
zu notieren und als Supertensorprodukt anzusprechen, so dafl das Diagramm

XY 5 XQY

| |
YeoX 5 YeX

keineswegs kommutiert mit denjenigen Gleichheiten in den Vertikalen, die die

Eindeutigkeit universeller Verschmelzungen zum Ausdruck bringen, und den durch
die Schreibreihenfolge ausgezeichneten Isomorphismen in den Horizontalen. Viel-
mehr miissen wir in der linken Vertikale die Abbildung 2 ® y +— (—1)*Wy @

nehmen, damit unser Diagramm kommutiert. Die Schmelzkategorie sgAb der su-

pergraduierten abelschen Gruppen hat auch Multihom. Um das zu zeigen, brau-

chen wir nach 1.4.12 nur fiir jedes Objekt X einen Rechtsadjungierten (X= )

von ( ®X') anzugeben. Dazu erkldren wir unseren Funktor durch

(X=2Y)" = [ [ Homg (X', Y**")

und die Adjunktion durch die Bijektionen
sgAb(Z@X,Y) = sgAb(Z, X=Y)

gegeben durch f = (fP9) +— f mit f* : Z" — (X=Y)" gegeben durch
(f"(2))" == f™(z, ) € Homg(X?, Y*™). Das Priifen sei dem Leser iiberlas-
sen. Analoges gilt fiir die Schmelzkategorie sgMod,, der supergraduierten Moduln
tiber einem Kring £.
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Beispiel 2.1.21 (Maximale duflere Potenz als Schmelzfunktor). Gegeben ein
Korper £ liefert die maximale duflere Potenz als homogene Komponente im durch
die Dimension gegebenen Grad V' — (A" V')[— dim V] einen Schmelzfunktor

A" (YModfy)* — sgMod,,

vom Schmelzgruppoid der banalen Schmelzkategorie der endlich erzeugten k-
Vektorrdume in das Schmelzgruppoid der eindimensionalen supergraduierten k-
Vektorrdume. Ist £ ein angeordneter Korper, so konstruieren wir unschwer von
diesem Schmelzgruppoid einen weiteren Schmelzfunktor in die Schmelzkategorie
Par der erweiterten Paritdten derart, dal die Verkniipfung unser Schmelzfunktor
der Orientierungsmenge aus 2.1.10 ist.

2.1.22 (Allgemeines zu vertriglichen Orientierungen). In der Schmelzkatego-
rie der erweiterten Paritédten ist das Quadrat jeder Einsverschmelzung von einem
Objekt zu sich selber die Identitit. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum
iiber einem Korper der Charakteristik Null ist andererseits jeder unipotente En-
domorphismus ein Quadrat. Gegeben ein Korper £ der Charakteristik Null und
ein Schmelzfunktor w : (YModf)* — Par und eine kurze exakte Sequenz
U — V — W von endlichdimensionalen k-Vektorrdaumen liefert folglich fiir
jede Spaltung die Komposition

wU)YwW) s wlUa W)= wlV)

dieselbe antikonstante Abbildung w(U) x w(W) — w(V). Ist k ein angeord-
neter Korper und w := or der durch unsere algebraische Orientierungsmenge
gegebene Schmelzfunktor, so ist das eine ausgezeichnete Abbildung, die in ei-
ner kurzen exakten Sequenz aus einer Orientierung von Untervektorraum und
Quotient eine Orientierung der Mitte macht und die man die ,,zusammengesetz-
te Orientierung* nennen mag. Auch im allgemeinen nennen wir Elemente ¢ €
w(U),n € w(W),0 € w(V) vertraglich, wenn unter unserer Zweiverschmel-
zung gilt (¢,71) — 9. Nebenbei bemerkt iiberlegt man sich auch leicht, daff w die
universelle Leerverschmelzung auf die universelle Leerverschmelzung abbilden
mubB.

Ubungen

Ubung 2.1.23. Man zeige, daB die Operation 1.3.10 der symmetrischen Grup-
pe S, auf der r-ten Tensorpotenz eines eindimensionalen Vektorraums trivial ist.
Man zeige, dal die Operation 1.3.10 der symmetrischen Gruppe S, auf der r-ten
Tensorpotenz des eindimensionalen Supervektorraums C°' durch Multiplikation
mit dem Signum geschieht.
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Ubung 2.1.24 (Einheitengruppoid der superisierten abelschen Gruppen). Wir
betrachten in der Schmelzkategorie der superisierten abelschen Gruppen aus 2.1.18
die volle Schmelzunterkategorie U(sAb) der Objekte, die als abelsche Gruppen
frei sind vom Rang Eins. All diese Objekte sind also isomorph zu Z'° oder Z',
Sie werden sich in der in 3.4.16 eingefiihrten Terminologie als die ,,Einheiten*
unserer Schmelzkategorie sAb erweisen, deshalb die Notation U fiir ,,unité. Be-
trachten wir zu dieser Schmelzkategorie der Einheiten das zugehorige Schmelz-
gruppoid U (sAb), in dem wir also nur noch die universellen Verschmelzungen
von U(sAb) als Verschmelzungen zulassen, so erhalten wir eine Schmelzéquiva-

lenz
U*(sAb) = Par

mit der Schmelzkategorie der erweiterten Paritdten, indem wir jeder unserer freien
abelschen Gruppen vom Rang Eins ihre Paritit zusammen mit der zweielementi-
gen Menge ihrer Erzeuger zuordnen.

Ubung 2.1.25 (Formeln fiir supergraduierte abelsche Gruppen). Wie bereits
in 2.1.20 erwdhnt erhalten wir ein internes Hom in sgAb durch (X=Y)" =
[1;cz Homz (X', Y*™) mit o : sgAb(Z ¥ X,Y) = sgAb(Z, X=Y) gegeben
durch (af) : z — (z — f(z,x)) fiir beliebige homogene f, z, z. Man zeige,
daB die Evaluation ev : X Y (X=Y) — Y nach 1.4.17 unter diesen Identi-
fikationen derjenigen biadditiven Abbildung entspricht, die auf homogenen Ele-
menten gegeben wird durch (z, f) + (—1)"I11 f(x). Man zeige weiter, daB das
Tensorieren von internem Hom (W=X) ® (Y=27) - W Y)=(X ® 2)
nach 1.4.20 unter diesen Identifikationen derjenigen biadditiven Abbildung ent-
spricht, die auf homogenen Elementen gegeben wird durch f ® g — (w ® y —

(=)l f(w) @ g(y)).

2.2 Monoide, Bimonoide und ihre Moduln

Definition 2.2.1. Einen Schmelzfunktor der terminalen Schmelzkategorie in eine
beliebige Schmelzkategorie A : scat — M nennen wir ein Abmonoid in M
oder M-Abmonoid. Unter einem Homomorphismus von Abmonoiden A — B
verstehen wir eine Transformation der entsprechenden Funktoren.

2.2.2. Diese Terminologie hat die Schwiche, dafl ein Abmonoid im hier einge-
filhrten Sinne nicht dasselbe ist wie ein Ab-Monoid in spiter eingefiihrter Ter-
minologie. Da sich aber erweisen wird, dal man ein Ab-Monoid auch schlicht
einen Ring nennen kann, habe ich mich dafiir entschieden, diesen terminologi-
schen Konflikt auszuhalten.

2.2.3 (Abmonoide als Objekte mit Verkniipfung). Ein Abmonoid A : scat —
M wird festgelegt durch das Bild A = A(x) des einzigen Objekts von scat und
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das Bild
m=my:AYA— A

der einzigen Zweiverschmelzung von scat. So ein Datum (A, m) kommt seiner-
seits genau dann von einem Abmonoid her, wenn die Assoziativitét mo(mYid) =
mo (id Ym), die Existenz einer neutralen Leerverschmelzung 1 =1, : Y — A
mit mo (1 Y id) = mo (id Y1) = id alias 1 €, A und die Kommutativitit
m o 7 = m erfiillt sind. Lassen wir die Forderung der Kommutativitét fallen, so
nennen wir unsere Struktur ein Monoidobjekt oder kurz Monoid. Ich nenne 14
die Eins von A. Sie ist auch fiir Monoide eindeutig bestimmt, wenn sie existiert,
wie Sie allgemeiner in 3.1.29 zeigen sollen. Die Zweiverschmelzung m heif3t die
Verkniipfung unseres Abmonoids. Ein Morphismus ¢ : A — B in M ist genau
dann ein Morphismus von Abmonoiden, wenn gilt ¢ o m4 = mp o (¢ Y ) und
pols = 1g. Im nichtkommutativen Fall nennen wir das einen Monoidhomomor-
phismus. Lassen wir auch die Forderung nach der Existenz einer Eins fallen, so
nennen wir unser Datum (A, m) ein Assoziativobjekt und nennen die mit den je-
weiligen Verkniipfungen vertriglichen Morphismen Homomorphismen von As-
soziativobjekten. Mehr dazu wird in 3.1.2 folgende diskutiert.

Beispiel 2.2.4 (Banale Monoidobjekte). Gegeben eine Kategorie C konnen wir
jedes Objekt A € C auf genau eine Weise als ein YC-Monoid der zugehdrigen
banalen Schmelzkategorie auffassen, indem wir namlich die Zweiverschmelzung
(id,id) : A Y A — A als Verkniipfung nehmen. Das folgt daraus, daf fiir die
Eins nur die einzige Leerverschmelzung Y — A in Betracht kommt. Fiir diese
Strukturen auf zwei Objekten A, B ist jeder Morphismus f : A — B ein Monoid-
homomorphismus.

2.2.5 (Moduln iiber Monoiden). Gegeben eine Schmelzkategorie M und darin
ein Monoid (A, m) verstehen wir unter einem A-Modul oder ausfiihrlicher A-
Monoidmodul ein Objekt M € M mitsamt einer Zweiverschmelzung

mM:AYM—>M

derart, daf gilt mp; o (m Y id) = mys o (id Ym,,) im Raum der Verschmelzungen
AYAYM — M und mpo(1Yid) = id im Raum der Verschmelzungen M — M.
Unter einer Verschmelzung von A-Moduln verstehen wir eine Verschmelzung
von A-Objektmoduln wie sie bereits in 1.2.16 erklart wurde. Wir notieren

M sy

die Schmelzkategorie der A-Monoidmoduln. Per definitionem ist unsere Schmelz-
kategorie aller A-Moduln iiber einem Monoid A eine volle Schmelzunterkategorie
My C My der multidquivarianten Schmelzkategorie aller A-Objektmoduln
im Sinne von 1.2.16.
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Beispiel 2.2.6. Ein Ab-Abmonoid ist ein Kring und die Schmelzkategorie der Mo-
duln Abyg iiber einem Kring £ ist unsere Schmelzkategorie Mody der £-Moduln

aus 1.1.6, in Formeln
Aby = Mod,

2.2.7. Jetzt wird alles in der opponierten Situation mit der Vorsilbe Ko wiederholt.

Definition 2.2.8. Einen Trennfunktor tcat — 7 der terminalen Trennkategorie in
eine beliebige Trennkategorie 7 nennen wir ein Koabmonoid in 7 oder auch 7 -
Koabmonoid. Unter einem Homomorphismus von Koabmonoiden verstehen
wir eine Transformation der entsprechenden Funktoren.

2.2.9 (Koabmonoide als Objekte mit Koverkniipfung). Ein Koabmonoid C :
tcat — T wird festgelegt durch das Bild C' = C/(x) des einzigen Objekts von
tcat und das Bild

A=Ac:C—-CArC

der einzigen Zweitrennung von tcat. So ein Datum (C, A) kommt seinerseits ge-
nau dann von einem Koabmonoid her, wenn die Koassoziativitit (A A id) o A =
(id AA)o A, die Existenz einer koneutralen Leertrennung ¢ = ¢ : C' — A mit
(e Aid) o A = (id Ae) o A = id und die Kokommutativitit 7 o A = A erfiillt
sind. Lassen wir die Forderung der Kokommutativitit fallen, so nennen wir unse-
re Struktur ein Komonoidobjekt oder kurz Komoneoid. Ich nenne - die Koeins
von C. Sie ist auch fiir Komonoide eindeutig bestimmt, wenn sie existiert, wie
Sie allgemeiner in 3.1.29 zeigen sollen. Die Zweitrennung A« heif3t die Koverk-
niipfung von C'. Ein Morphismus ¢ : C' — D in M ist genau dann ein Morphis-
mus von Koabmonoiden, wenn gilt Apop = (¢ Y p)o Acundec = ep o p. Im
nichtkommutativen Fall nennen wir das einen Komonoidhomomorphismus.

Beispiel 2.2.10 (Banale Komonoidobjekte). Gegeben eine Kategorie C konnen
wir jedes Objekt A € C auf genau eine Weise als ein Komonoidobjekt der zu-
gehorigen banalen Trennkategorie AC auffassen, indem wir als Koverkniipfung
die Diagonaltrennung A := (id,id) : C' — C A C nehmen. Das folgt daraus,
daB nur die einzige Leertrennung C' — A als Koeins in Betracht kommt. Fiir diese
Strukturen auf Objekten C, D ist jeder Morphismus f : C' — D ein Komonoid-
homomorphismus.

2.2.11 (Komoduln iiber Komonoiden). Opponiert zu Moduln iiber Monoiden
fiihren wir Komoduln iiber Komonoiden alias Komonoidmoduln ein und be-
zeichnen mit 7¢, die Trennkategorie der Komoduln iiber einen Komonoid C' ei-
ner Trennkategorie 7. Sie ist eine volle Untertrennkategorie 7, C T, der
multidquivarianten Trennkategorie aller C-Objektkomoduln aus 1.2.21.

2.2.12. Damit ist die Wiederholung in der opponierten Situation beendet.
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2.2.13 (Aquivariante Verschmelzungen unter Koabmonoid). Gegeben M eine
Trennschmelzkategorie und C' ein Koabmonoid in M erkldren wir nun neu die
aquivariante Schmelzkategorie der C'-Objektmoduln

M cV

mit C-Objektmoduln von M als Objekten, also denselben Objekten wie bei der
multidquivarianten Schmelzkategorie der C'-Objektmoduln M+ aus 1.2.16. Ver-
schmelzungen X; Y ... Y X, — Y dahingegen werden in M\, erklirt als Ver-
schmelzungen in M derart, daf} das Diagramm

CRX®..X,—=CQY

|

CRX1®...0 X,

|

X19...0X, Y

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise gegebenen Pfeilen kommutiert. Der
Morphismus C' — C®" ist dabei die iterierte Koverkniipfung in unserer Trenn-
schmelzkategorie. Dann hat auch M stabil universelle Verschmelzungen und
das Vergessen der Operation ist ein mit universellen Verschmelzungen vertragli-
cher Schmelzfunktor

MCV — M

Beispiel 2.2.14 (Aquivariante Schmelzkategorie der C-Mengen). Jede Men-
ge C trigt nach 2.2.10 genau eine Struktur als Koabmonoid der banalen Trenn-
schmelzkategorie A Ens. Die Komultiplikation ist dabei notwendig die Diagonale
A : C — C x C. Die Verschmelzungen der dquivarianten Schmelzkategorie
kEnscy der C'-Objektmoduln sind alle Abbildungen f : X; x ... x X, — Y mit

flexy,...,ca,) =cf(xy,...,2,) YeeC,r e Nyz; € X;

Wie nennen sie C'-dquivariante Multiabbildungen. Die Leerverschmelzungen in
kEnscy entsprechen den C'-Fixpunkten, genauer induziert fiir alle Y € kEnsc/
die aus 1.2.1 bekannte Bijektion kEns(Y,Y) = Y eine Bijektion

kEnscy (Y,Y) = Y¢

Die Schmelzkategorie kEnsc\/ besitzt im iibrigen stabil universelle Verschmel-
zungen und die zugehorige Trennschmelzkategorie ist als Trennkategorie die ba-
nale Trennkategorie zur Kategorie der C-Mengen.
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2.2.15 (Aquivariante Verschmelzungen). Seien M eine Trennschmelzkategorie
und C' € M sowohl mit der Struktur eines Koabmonoids als auch mit der Struktur
eines Abmonoids versehen. Wir betrachten in der dquivarianten Schmelzkategorie
der C'-Objekte aus 2.2.13 die volle Unterschmelzkategorie

MC\J C Mcy

aller der C-Objekte, die sogar C'-Moduln sind. Nehmen wir zusitzlich an, daf3
unsere beiden Strukturen auf C' in der Weise miteinander vertridglich sind, daf fiir
alle endlichen Mengen 7, J die Diagramme

C®I N C@(IXJ)

+ +
c - ¥

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise durch die Koabmonoidstruktur gege-
benen Horizonalen und durch die Abmonoidstruktur gegebenen Vertikalen kom-
mutieren, so nennen wir C' ein Biabmonoid. Wenn wir die Kommutativitit unse-
res Diagramms fiir ||, |J| < 2 zeigen, so folgt sie im iibrigen bereits im allgemei-
nen. Fiir Moduln iiber einem Biabmonoid C' sind die Ziele ihrer stabil universellen
Verschmelzungen in M bereits selbst Moduln iiber C', gehdren also in Formeln
bereits zu M ¢, und sind dort a forteriori auch universelle, ja stabil universelle
Verschmelzungen.

2.2.16 (Objekte mit Operation eines Biabmonoids). Zusammenfassend erhal-
ten wir so fiir jedes Biabmonoid C' einer Trennschmelzkategorie M eine weitere
Trennschmelzkategorie

Mcx

der ,,Objekte mit C'-Operation* und das Vergessen der Operation ist vertriglich
mit stabil universellen Verschmelzungen.

2.2.17 (Multidquivariant versus dquivariant). Es gilt sorgfiltig zu unterschei-
den zwischen der multidquivarianten Schmelzkategorie der Moduln iiber einem
Abmonoid und der dquivarianten Schmelzkategorie der Moduln iiber einem Biab-
monoid. Im Fall eines gewohnlichen Monoids in der kartesischen Schmelzkate-
gorie der Mengen sind die Verschmelzungen im multiiquivarianten Fall Multiab-
bildungen, die ,,Aquivariant sind in jeder Variable*, in Formeln

(1, 9Ty x) = gp(x, ..., ) Vi, g

Im &quivarianten Fall jedoch sind sie, wenn man als Koverkniipfung einmal die
diagonale Einbettung annimmt, Multiabbildungen die ,,Aquivariant sind fiir die
diagonale Operation®, in Formeln

o(gz1,...,97) = go(1,...,2,) Vg
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2.2.18. In vielen Kontexten spricht man von Moduln, wenn man die multidqui-
variante Schmelzkategorie meint, und von Darstellungen, wenn man die dquiva-
riante Schmelzkategorie meint.

Beispiel 2.2.19 (Aquivariante Schmelzkategorie der C-Mengen). Jedes Abmo-
noid C' € kEns wird mit der banalen Struktur als Koabmonoid der banalen Trenn-
kategorie A FEns nach 2.2.10 zu einem Biabmonoid. Die zugehdrige Schmelzka-
tegorie kEnsc hat als Objekte C-Moduln alias Mengen mit einer Operation des
Monoids C' und die universelle Verschmelzung von X und Y ist X x Y mit der
,,diagonalen Operation von C, gegeben durch ¢(z,y) = (cz, cy). Dal das wieder
eine Operation des Abmonoids C'ist, ist einerseits offensichtlich und andererseits
eine formale Konsequenz der Biabmonoidstruktur.

Ubungen

Ubung 2.2.20 (Tensorprodukt von Biabmonoiden). Gegeben Biabmonoide A, B
einer Trennschmelzkategorie ist auch A® B mit der offensichtlichen Verkniipfung
und Koverkniipfung ein Biabmonoid.

Ubung 2.2.21 (AuBere Algebra als Biabmonoid). Gegeben ein k-Vektorraum
V' zeige man, daB die duBere Algebra /\ V' mit ihrer offensichtlichen Graduie-
rung ein Biabmonoid der Trennschmelzkategorie sgMod,, ist mit dem durch die
Shuffle-Koprodukte AP¢ gegebenen Koprodukt. Dasselbe gilt allgemeiner fiir je-
den Kring k. Im Fall V' = Z € sgMod,, = sgAb erhalten wir so das Biabmonoid
der Differentiale D = A Z aus 2.3.1. Im allgemeinen mag man einen Isomor-
phismus von Biabmonoiden A(V @ W) = (AV) ® (/\ W) angeben. Insbeson-
dere liefert im endlichdimensionalen Fall jede Wahl einer angeordnetem Basis
v1,...v, von V einen Isomorphismus von Biabmonoiden D®" = AV fiir D das
Biabmonoid der Differentiale aus 2.3.1 mit Koeffizienten in k.

2.3 Schmelzkategorie der Komplexe

2.3.1 (Biabmonoid der Differentiale). In der Schmelzkategorie der supergra-
duierten abelschen Gruppen sgAb aus 2.1.20 betrachten wir das Objekt D mit
DY = D' = Z und D? = 0 sonst. Wir versehen D mit der einzig moglichen
Struktur als Abmonoid, fiir die 1 € Z = D" alias die dadurch gegebene Leer-
verschmelzung das neutrale Element ist, sowie mit der einzig moglichen Struktur
als Koabmonoid, fiir dessen Koverkniipfung mit der Notation d := 1 € D! gilt
1— 1®1undd — d®1+1®d. Man priift unschwer, dal wir so ein Biabmonoid
erhalten. Die einzige substantielle Rechnung dazu ist der Fall |I| = |J| = 2 und
dabei, daB d ® d auch beim Weg iiber D®/*) in 2.2.15 zu Null gemacht wird.
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Unter der oberen Horizonale finden wir aber
AdRdAd—1dR1R®Id+1RdRIAdR1I+dR1R®IRI+dR1R®IdR1

Darauf die Vertikale anwenden bedeutet, die mittleren Eintrdge zu vertauschen mit
Vorzeichen und dann die ersten beiden und die letzten beiden Eintrige zu multi-
plizieren. Das liefert eine Null bei ersten und letzten Term und bei den mittleren
Termen ebenso —d ® d + d ® d = 0 wie gewiinscht.

2.3.2. Wir erkldren die Schmelzkategorie der differentiellen graduierten abel-
schen Gruppen in der Notation aus 2.2.15 als die dquivariante Schmelzkategorie

der supergraduierten abelschen Gruppen mit einer Operation des Biabmonoids D
der Differentiale aus 2.3.1.

2.3.3 (Bezug zwischen unseren beiden Definitionen von Kettenkomplexen).
Einen Komplex (X%, d?) im iiblichen Sinne verstehen wir als ein Objekt X =
(X7) € sgAb mit derjenigen Operation px : D Y X — X, die fiir r € X9 durch
(d,z) — di(z) und (1, z) — x gegeben wird. So erhalten wir einen Isomorphis-
mus von Kategorien

Ket = E(dgAb)

zwischen der iiblichen Kategorie der Kettenkomplexe und der einfachen Kategorie
zur in 2.3.2 neu erkliarten Schmelzkategorie dgAb. Man sieht leicht ein, daf3 eine
Zweiverschmelzung ¢ : X Y'Y — Zin dgAb in Bezug auf die Schreibanordnung
reprasentiert wird durch eine vom Grad Null homogene bilineare Abbildung

0 XxY > Z

mit do(x,y) = p(dz,y) + (=1)#lp(z, dy) fiir » homogen vom Grad |z|. Insbe-
sondere ist die in der Schreibanordnung durch (z,y) — x ® y gegebene Zweiver-
schmelzung X Y'Y — X ® Y in den iiblichen Tensorkomplex universell. Ebenso
sieht man leicht ein, dal Leerverschmelzungen Y — Z in dgAb genau diejenigen
Leerverschmelzungen von sgAb sind, die durch Zykel aus Z°X = kerd® c X°
gegeben werden, wir haben also in Formeln

dgAb(Y,X) = 2°X

Insbesondere ist der Nullzykel 1 € Z[0] im Komplex I := Z[0] mit I = Z und
[7 = 0 fiir ¢ # 0 eine universelle Leerverschmelzung in dgAb. Um zu sehen, daf}
unsere universellen Verschmelzungen auch stabil universell sind, mag man etwa
priifen, daB jede Multiverkniipfung universeller Verschmelzungen universell ist,
und das ist nicht schwer, weil man dabei das Differential ignorieren darf. Um zu
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zeigen, da3 unsere Schmelzkategorie dgAb internes Hom hat, mag man entwe-
der priifen, da3 unser iiblicher Hom-Komplex so ein internes Hom ist, oder die
allgemeine Theorie bemiihen, die wir in 2.3.4 skizzieren und in 3.3.19 entwickeln.

Vorschau 2.3.4 (Internes Hom von Komplexen vom hoheren Standpunkt). In
3.3.19 werden wir lernen, dall gegeben ein Biabmonoid D ,,mit Antipode* in einer
Trennschmelzkategorie M mit Multihom auch M p, eine Trennschmelzkatego-
rie mit Multihom ist. Wenn wir das einmal wissen, miissen wir nur noch priifen,
dafl unser Biabmonoid der Differentiale eine Antipode besitzt, um zu folgern, dafl
dgAb eine Trennschmelzkategorie mit Multihom ist. Genauer wird sich erweisen,
daB fiir unser Biabmonoid der Differentiale der durch 1 — 1 und d — —d gege-
bene Morphismus eine Antipode ist und da3 Antipoden eindeutig bestimmt sind,
wenn sie existieren.

Ubungen

Ubung 2.3.5. Gegeben ein Kringhomomorphismus A — B ist die Erweiterung
der Skalare ein mit universellen Verschmelzungen vertraglicher Schmelzfunktor

B®, : dgMod 4, — dgModp

2.4 Angereicherte Schmelzkategorien

2.4.1. Wir besprechen zuniéchst ,,additive Strukturen“ und ,,(S, v)-Strukturen in
Bezug auf eine Schmelzkategorie S mit einem ausgezeichneten treuen Schmelz-
funktor v : S — kEns*, bevor wir das allgemeine Konzept einer S-Schmelzkate-
gorie einfiihren.

2.4.2. Unter einer additiven Struktur auf einer Schmelzkategorie verstehen wir
die Vorgabe einer Verkniipfung ,,Addition auf allen Verschmelzungsmengen der-
art, daB alle Multiverkniipfungen multiadditive Abbildungen werden.

Beispiel 2.4.3 (Erste Konstruktion einer additiven Struktur auf Ab). Wir er-
halten eine additive Struktur auf der Schmelzkategorie Ab der abelschen Gruppen,
indem wir alle Mengen Ab(B,Y") von multiadditiven Abbildungen mit ihrer von
der Addition auf Y induzierten Addition versehen.

2.4.4. Gegeben ein Kring k erkldren wir eine k-Struktur auf einer Schmelzka-
tegorie die Vorgabe einer Struktur als k-Modul auf allen Verschmelzungsmengen
derart, daf} alle Multiverkniipfungen k-multilineare Abbildungen werden.

Beispiel 2.4.5 (Offensichtliche k-Struktur auf Ab,). Gegeben ein Kring £ er-
halten wir eine k-Struktur auf der Schmelzkategorie Aby der k-Moduln, indem
wir alle Mengen Ab(B,Y') von multiadditiven Abbildungen mit ihrer von der k-
Modulstruktur auf Y induzierten k-Modulstruktur versehen.
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2.4.6. Gegeben eine Schmelzkatgorie M mit additiver Struktur faktorisiert ihr
Leerverschmelzungsfunktor in offensichtlicher Weise als L = v o LA iiber den
VergiB3funktor v : Ab — kEns. Wir machen in diesem Fall meist keinen Unter-
schied in der Notation zwischen dem Leerverschmelzungsfunktor und dem addi-
tiv angereicherten Leerverschmelzungsfunktor L*" : M — Ab und schreiben
meist abkiirzend L = LA". Analoges gilt fiir Schmelzkategorien mit k-Struktur
fiir einen Kring .

Beispiel 2.4.7 (Additive Struktur durch Leerverschmelzfaktorisierung). Ge-
geben eine Schmelzkategorie mit Multihom M und eine Faktorisierung L = vo A
ihres Leerverschmelzungsfunktors iiber den Vergifunktor v : Ab — kEns erhal-
ten wir eine additive Struktur auf M, indem wir Additionen auf den Verschmel-
zungsmengen dadurch festlegen, daf die Verkniipfung der von unserer Faktorisie-
rung herriihrenden Bijektionen mit den in 1.4.2 erklirten Bijektionen

VA(B=Y) 5 L(B=Y) 5 M(B,Y)

Isomorphismen von abelschen Gruppen sein sollen.

Beispiel 2.4.8 (Zweite Konstruktion der additiven Struktur auf Ab). Der Leer-
verschmelzungsfunktor von Ab ordnet jeder abelschen Gruppe X die Menge der
Abbildungen der einpunktigen Menge in unsere Gruppe zu und faktorisiert in of-
fensichtlicher Weise iiber den Vergiifunktor v : Ab — Ens. Die sich dariiber
mit 2.4.7 ergebende additive Struktur auf der Schmelzkategorie Ab fillt mit der
offensichtlichen additiven Struktur aus 2.4.3 zusammen.

Vorschau 2.4.9 (Eindeutigkeit additiver Strukturen). Wir zeigen in [TD] ??,
daBl Schmelzkategorien mit universellen Verschmelzungen und Multihom, deren
zugrundeliegende einfache Kategorien eine additive Struktur und endliche Pro-
dukte oder gleicbedeutend endliche Koprodukte haben, eine eindeutig bestimmte
additive Struktur besitzen.

2.4.10. Gegeben ein treuer Schmelzfunktor w : & — kEns erkldren wir eine
(S, w)-Struktur auf einer Schmelzkategorie M als die Vorgabe einer (S, w)-
Struktur im Sinne von 1.6.18 auf jeder Verschmelzungsmenge derart, daf} alle
Multiverkniipfungen mit den jeweiligen (S, w)-Strukturen vertréiglich sind. Der
Leerverschmelzungsfunktor einer Schmelzkategorie mit (S, w)-Struktur faktori-
siert in offensichtlicher Weise als L = v o L(5™) mit L) einem Schmelzfunktor
in die Schmelzkategorie kEns s ., der Mengen mit (S, w)-Struktur aus 1.6.18 und
v : kEns(s ) — kEns dem VergiBfunktor. Wir machen in diesem Fall meist kei-
nen Unterschied in der Notation zwischen dem Leerverschmelzungsfunktor und
dem angereicherten Leerverschmelzungsfunktor L5 : M — kEnss,.,) und
schreiben meist abkiirzend L = L),
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Beispiel 2.4.11. Die additiven Strukturen auf einer Schmelzkategorie sind in of-
fensichtlicher Bijektion zu den (Ab, v)-Strukturen auf besagter Schmelzkategorie
in derselben Weise, wie additive Strukturen auf einer Menge in Bijektion sind zu
(Ab, v)-Strukturen auf besagter Menge.

2.4.12. Gegeben eine Schmelzkategorie M mit Multihom und treuem Leerver-
schmelzungsfunktor L. : M — kEns liefern unsere in 1.4.2 eingefiihrten Bijek-
tionen L(B=X) & M(B, X) eine (M, L)-Struktur auf M.

Beispiel 2.4.13 (Dritte Konstruktion der additiven Struktur auf Ab). Die durch

2.4.12 gegebene (Ab,v)-Struktur auf Ab entspricht unter unserer Bijektion aus
2.4.11 der in 2.4.8 erkldrten additiven Struktur auf Ab.

2.4.14 (Angereicherte Schmelzkategorien). Gegeben eine Schmelzkategorie S
erkliren wir eine S-Schmelzkategorie M als ein Datum bestehend aus einer
Menge M von Objekten und fiir jede Objektkleinfamilie B = (B;);ec; in M
und jedes Y € M einem Verschmelzungsobjekt

M(B,Y)eS

und fiir jede weitere Objektkleinfamilie A = (A;);c; und jede Abbildung ¢ : I —
J einer ausgezeichneten S-Verschmelzung mit dem Namen Multiverkniipfung

(M(A|SD*1(J’)> Bj))jej Y M(B,Y) = M(AY)

der mit J U {J} indizierten Objektkleinfamilie J U {J} — S gegeben durch
J = M(A|y-1(j), B;) und J — M(B,Y) in das S-Objekt M(A,Y). Von diesen
Daten fordern wir, dal das Analogon der Assoziativititsbedingung aus unserer
Definition 1.1.4 einer Schmelzkategorie erfiillt ist und daB es fiir jede Einsfamilie
A in M eine Leerverschmelzung id4 € S(Y, M(A, A,)) gibt derart, daf3 die
Verkniipfung

M(B,A,) — M(B,A) Y M(A, A,) — M(B, A,)

mit dem ersten Pfeil gegeben durch id 4 und dem zweiten Pfeil durch die Multiver-
kniipfung in M stets die Identitdt auf M (B, A, ) ist und dal umgekehrt auch das
entsprechende Vorschalten der idp, die Identitit auf M(B, A,) induziert. Wenn
wir S nicht spezifizieren wollen, reden wir von einer angereicherten Schmelz-
kategorie. Wenn wir S in der Notation verdeutlichen wollen, schreiben wir

M/S

Beispiel 2.4.15. Eine kEns-Schmelzkategorie ist dasselbe wie eine gewohnliche
Schmelzkategorie. Eine Ab-Schmelzkategorie ist dasselbe wie eine Schmelzkate-
gorie mit additiver Struktur.
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Beispiel 2.4.16. Sei v : § — kEns ein treuer Schmelzfunktor. Wir erinnern
aus 1.6.18 die Schmelzkategorie kEns(s ) der Mengen mit (S, v)-Struktur. Ei-
ne Schmelzkategorie mit (S, v)-Struktur ist dasselbe wie eine in kEnss ) ange-
reicherte Schmelzkategorie. Es ist auch im wesentlichen dasselbe wie eine in S
angereicherte Schmelzkategorie, wie wir in 2.4.22 ausfithren werden.

2.4.17. Ich vermeide die Diskussion, was das Analogon der Familienkategorie ei-
ner angereicherten Schmelzkategorie M /S sein sollte. Ich verwende im weiteren
fir A, B Objektkleinfamilien in M und ¢ : A — B eine Abbildung auf den
Indexmengen die Notation

M(A, B) = (M(Alp-15), By)) ;e
fiir die entsprechende Kleinfamilie von Objekten von S, so dafl unsere Multiver-
kniipfungen auch notiert werden konnen als S-Verschmelzungen

MI(A,B) Y M(B,Y) = M(A,Y)

2.4.18 (Angereicherte Schmelzfunktoren). Unter einem Schmelzfunktor F' von
einer S-Schmelzkategorie M in eine T -Schmelzkategorie A iiber einem Schmelz-
funktor der anreichernden Schmelzkategorien ¢ : S — 7T verstehen wir ein Da-
tum bestehend aus einer Abbildung F' : M — N auf den Objektmengen und
T-Morphismen F' : o(M(B,Y)) — N(FB, FY), die mit Multiverkniipfungen
vertriaglich sind in der offensichtlichen Weise. Wir notieren so einen Schmelz-
funktor

Flo: M|S > N/T

Es ist klar, wie angereicherte Schmelzfunktoren zu verkniipfen sind. Einigen Spe-
zialféllen geben wir eigene Namen und Bezeichnungen.

1. Angereicherte Schmelzfunktoren, die die Identitéit auf den Objektmengen
sind, nennen wir objektfest;

2. Angereicherte Schmelzfunktoren, bei denen die induzierten 7 -Morphismen
samtlich Isomorphismen F : o(M(B,Y)) = N(FB, FY') sind, nennen
wir @-volltreu;

3. Schmelzfunktoren von S-Schmelzkategorien iiber ¢ = id : & — S nennen
wir S-Schmelzfunktoren.

2.4.19. Gegeben M /S eine angereicherte Schmelzkategorie erkldren wir Anrei-
cherungsfunktoren /' : M /S — S als Abbildungen F' : M — S auf Objekten
zusammen mit S-Verschmelzungen kp(A,Y) : F(A) Y M(A,Y) — F(Y) fur
jede Objektkleinfamilie A und jedes Objekt Y von M mit den offensichtlichen
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Vertrédglichkeiten. Jeder Anreicherungsfunktor induziert in offensichtlicher Weise
einen angereicherten Schmelzfunktor

F/Ls: M/S — S/kEns

Beispiel 2.4.20. Gegeben eine S-Schmelzkategorie M /S erkldren wir ihren an-
gereicherten Leerverschmelzungsfunktor als den Anreicherungsfunktor L =
L gegeben durch L(X) := M(Y, X). Dieser Anreicherungsfunktor induziert
dann wie in 2.4.19 besprochen einen angereicherten Schmelzfunktor

L=Lum/Ls: M/S — S/kEns

Besitzt S Multihom, so induziert er, wie in 2.4.24 besprochen wird, sogar einen
angereicherten Schmelzfunktor

L=Ly/S:M/S—S8%/S

2.4.21 (Umstrukturieren). Gegeben ein Schmelzfunktor ¢ : & — 7T wird aus
jeder S-Schmelzkategorie M /S in offensichtlicher Weise eine 7 -Schmelzkate-
gorie (M /S) mit derselben Menge von Objekten. Wir verwenden dafiir je nach
Kontext auch die abkiirzenden Notationen ¢ (M /S) = ¢(M) = M/T und nen-
nen diese Konstruktion das Umstrukturieren von M mit . In dieser Situati-
on ist die Identitdt auf der Menge der Objekte zusammen mit der Identitidt auf
©(S) fiir alle Verschmelzungsobjekte S ein objektfester -volltreuer angereicher-
ter Schmelzfunktor

Ulp: M|S — M/T

2.4.22. Gegeben (S, v) eine Schmelzkategorie mit einem treuen Schmelzfunktor
v : § — kEns liefert jede S-Schmelzkategorie eine Schmelzkategorie mit (S, v)-
Struktur durch Umstrukturieren mit der Schmelziquivalenz S = kEnss ;). Ist
unsere Schmelziquivalenz ein Isomorphismus S — kEns(s,) von Schmelzka-
tegorien, so konnen wir diese Umstrukturierung auch riickgéngig machen. Zum
Beispiel liefern im Fall der abelschen Gruppen unsere Konstruktionen einen Iso-
morphismus Ab = kEns(ay,,) und in diesem Sinne ist eine in Ab angereicherte
Schmelzkategorie dasselbe wie eine Schmelzkategorie mit additiver Struktur.

2.4.23. Gegeben eine Schmelzkategorie M mit Multihom erhalten wir eine M-
Schmelzkategorie M** / M mit derselben Objektmenge, mit den fraglichen Mul-
tihomobjekten als Verschmelzungsobjekten

M*B,Y) := (B2Y)

und mit analog zu 1.4.19 erkldrten Multiverkniipfungen. Wir nennen diese M-
Schmelzkategorie die Selbstanreicherung von M. Unsere Bijektionen zwischen
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der Menge der Leerverschmelzungen in das Multihom und der Verschmelzungs-
menge der entsprechenden Objekte M (Y, B=X) = M(B, X) aus 1.4.2 liefern
in ihrer Gesamtheit zusammen mit der Identitit auf der Objektmenge einen ob-
jektfesten Isomorphismus

LM™) = M

zwischen der Umstrukturierung der Selbstanreicherung mit dem Leerverschmel-
zungsfunktor und der urspriinglichen Schmelzkategorie.

Beispiel 2.4.24. Besitzt die anreichernde Schmelzkategorie S Multihom, so sind
Anreicherungsfunktoren F' : M/S — S dasselbe wie angereicherte Schmelz-
funktoren F'//S : M /S — §%*/S in die Selbstanreicherung von S nach 2.4.23.

2.4.25 (Selbstanreicherung bei treuem Leerverschmelzungsfunktor). Gege-
ben eine Schmelzkategorie M mit Multihom und treuem Leerverschmelzungs-
funktor notieren wir M/ kEns (1, die Schmelzkategorie M mit der in 2.4.12
beschriebenen (M, L)-Struktur. Wir erhalten in diesem Fall einen objektfesten
[L]-volltreuen angereicherten Schmelzfunktor

Msa/./\/l — M/kEIlS(ML)

iiber der Schmelziquivalenz [L] : M = kEns(u,1) nach 1.6.18. Unsere beiden
angereicherten Schmelzkategorien sind also salopp gesprochen dieselben bis auf
die Schmelzédquivalenz L] zwischen den anreichernden Schmelzkategorien.

2.4.26. Gegeben F/p,G/p : M/S — N/T angereicherte Schmelzfunktoren
im Sinne von 2.4.18 erkldren wir eine Transformation 7 : F' = G von angerei-
cherten Schmelzfunktoren als eine Vorschrift, die jedem Objekt X € M eine
Leerverschmelzung 7y €7 N (FX, GX) so zuordnet, daB fiir jede Kleinfamilie
B in M und jedes Objekt Y € M das Diagramm

eM(B)Y) — N(FB,FY)

4 I
N(GB,GY) — N(FB,GY)

kommutiert mit den durch Nachschalten von 7y beziehungsweise Vorschalten des
Tupels 75 gegebenen Morphismen nach rechts unten. Die Menge aller derartigen
Schmelzfunktoren wird mit den Transformationen als Morphismen selbst eine Ka-
tegorie. Wir notieren sie

SCaty, (M, N)

und im Fall ¢ = id : § — S aussagekriftiger SCats(M, ) und im besonders
relevanten Unterfall S = Mod,, abkiirzend SCaty (M, N).
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Vorschau 2.4.277. Im allgemeinen besitzt eine Kategorie angereicherter Schmelz-
funktoren selbst keine natiirliche Anreicherung. Zum Beispiel ist in der in ??
eingefithrten Notation SCat(scat, Ab) = SCatz(Ab" scat, Ab*) die Kategorie
Kring der kommutativen Ringe und es gibt keine natiirliche Addition von Kring-
homomorphismen. Im Fall angereicherter Funktoren gewdhnlicher angereicherter
Kategorien sieht es aber besser aus und wird in [TD] ?? folgende diskutiert.

2.4.28. Wir erkldren analog in einer Schmelzkategorie angereicherte Trennkate-
gorien und die zugehorigen angereicherten Trennfunktoren und dergleichen.

2.5 Homotopiekategorie der Komplexe

2.5.1 (Additive Struktur der Schmelzkategorie der Komplexe). Wir erinnern
aus 2.3.2, 2.3.3 die Schmelzkategorie mit Multihom dgAb. Ihr Leerverschmel-
zungsfunktor faktorisiert als L = v o Z° mit Z° : dgAb — Ab dem Schmelz-
funktor der Nullzykel und v : Ab — kEns dem Schmelzfunktor des Verges-
sens der Addition. Diese Faktorisierung macht dgAb nach 2.4.7 zu einer Ab-
Schmelzkategorie. Die zugehorige additive Struktur ist die offensichtliche.

2.5.2 (Schmelzfunktor der nullten Homologie). Fiir X; Y ... Y X, — Y eine
Verschmelzung in dgAb liefert die auf den Nullzykeln induzierte Verschmelzung
Z9X,Y...Y Z2°X, — Z°Y von abelschen Gruppen ihrerseits auf der Homologie
eine weitere Verschmelzung H°X, Y... Y H°X, — H°Y von abelschen Gruppen.
Damit wird die nullte Homologie zu einem Schmelzfunktor H° : dgAb — Ab.

2.5.3. Wir erkldren die Ab-Schmelzkategorie Hot der Homotopiekomplexe als
die Umstrukturierung

Hot = Hot/Ab := H°(dgAb™)

der Selbstanreicherung von dgAb mit dem Schmelzfunktor der nullten Homolo-
gie. In Formeln hat Hot also dieselben Objekte wie dgAb und Verschmelzungen
in Hot werden erklért durch Hot(B,Y) := H%(B=44a,Y ). Der Leerverschmel-
zungsfunktor von Hot ist der Funktor der nullten Homologie, wir haben genauer
offensichtliche Isomorphismen

HOt(Y, Y) = ’HO(YSdgAbY) = HOY

2.5.4. Gegeben eine angereicherte Schmelzkategorie M /S erkldren wir eine an-
gereicherte universelle Verschmelzung oder kurz universelle Verschmelzung
als eine S-Leerverschmelzung in ein Verschmelzungsobjekt

ueS(Y M(X;Y...Y X,.,T))
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derart, daB fiir jedes Objekt Y das Vorschalten von u einen Isomorphismus
M(T)Y) S M(X;Y...Y X,.,Y)

induziert. Weiter erkldren wir eine angereicherte stabil universelle Verschmel-
zung oder kurz stabil universelle Verschmelzung als eine S-Leerverschmelzung
u wie zuvor derart, dal wir fiir jedes Objekt Y und jede Objektkleinfamilie B
einen Isomorphismus

M(TYBY)SMX;Y...Y X, Y BY)

erhalten durch das Vorschalten von u Y idp.

Beispiel 2.5.5 (Universelle Verschmelzungen fiir Selbstanreicherungen). Ge-
geben eine Schmelzkategorie M mit stabil universellen Verschmelzungen und
Multihom besitzt ihre Selbstanreicherung M / M angereicherte stabil universel-
le Verschmelzungen. Genauer ist das durch eine stabil universelle Verschmelzung
u: X1 Y...Y X, - X; ®...® X, gegebene Element

weMMY, (X1 Y. Y X, 2 X19...9X,))

eine angereicherte stabil universelle Verschmelzung. Ich skizziere hier nur eine
Argumentation dafiir, daB u : ¥ — (X Y Y = X ® Y) eine angereichert univer-
selle Verschmelzung ist. Es gilt ja zu zeigen, dall das Vorschalten von wu fiir jedes
Z einen Isomorphismus

(XYY=22)3 (XY = 2)

induziert. Nach dem Yonedalemma reicht es zu zeigen, daf} fiir jedes W unser
Isomorphismus in spe eine Bijektion

MW, (XYY 2 2)SMW,(XQY = 2))

liefert. Das hinwiederum konnen wir einsehen, indem wir beide Seiten mit der
Menge von 3-Verschmelzungen M(W Y X Y Y, Z) identifizieren.

Beispiel 2.5.6 (Umstrukturieren stabil universeller Verschmelzungen). Gege-
ben eine angereicherte Schmelzkategorie M /S und ein Schmelzfunktor ¢ : S —
T werden unter dem Umstrukturieren offensichtlich stabil universelle Verschmel-
zungen zu stabil universellen Verschmelzungen.

Beispiel 2.5.7 (Stabil universelle Verschmelzungen fiir Homotopiekomplexe).
Die stabil universellen Verschmelzungen in dgAb liefern nach 2.5.5 stabil uni-
verselle Verschmelzungen in der Selbstanreicherung dgAb* und dann nach 2.5.6
auch stabil universelle Verschmelzungen in der Homotopiekategorie Hot.
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2.5.8. Gegeben eine angereicherte Schmelzkategorie M /S erklédren wir fiir eine
Objektkleinfamilie B und ein Objekt Z ein angereichertes Multihom oder kurz
Multihom als ein Objekt B= 7 zusammen mit Isomorphismen

in: M(AY B,Z) > M(A,B=2)

fir alle A € M" derart, daB fiir jede weitere Objektkleinfamilie C' und jede
Abbildung der Indexmengen A — C' das Diagramm

MI(A,C)Y M(CY B, Z) = MIAC)Y M(C,B=2)

\ \
M(AY B, Z) N M(A, B=2)

kommutiert mit den von i beziehungsweise 7 4 induzierten Horizontalen und den
von den angereicherten Multiverkniipfungen induzierten Vertikalen.

Beispiel 2.5.9 (Multihom fiir Selbstanreicherungen). Gegeben eine Schmelzka-
tegorie M mit Multihom wird dieses Multihom auch ein angereichertes Multihom
fiir ihre Selbstanreicherung M®*/ M, wenn wir denjenigen Isomorphismen

is: M(AY B, Z) = M™(A, B=2)

aliasiy : (AY B)=Z2) = (A=(B=7%)) auszeichnen, die fiir jedes Objekt W
dieselbe Verschmelzung M (W Y A Y B, Z) liefern. Ich arbeite das vorerst nicht
weiter aus.

Beispiel 2.5.10 (Umstrukturieren von Multihom). Gegeben eine angereicherte
Schmelzkategorie M /S und ein Schmelzfunktor ¢ : & — 7T wird unter dem
Umstrukturieren offensichtlich angereichertes Multihom zu angereichertem Mul-
tthom.

Beispiel 2.5.11 (Multihom fiir Homotopiekomplexe). Unser Multihom in dgAb
wird mit 2.5.9 ein Multihom in der Selbstanreicherung dgAb** und liefert dann
nach 2.5.10 auch Multihom in der Homotopiekategorie Hot.

2.5.12. In derselben Weise erkldren wir fiir jeden Kring k£ die Mod-Schmelzka-
tegorien der supergraduierten k-Moduln sgMod,,, der differentiellen graduierten
k-Moduln dgMod; = Ket; und der Homotopiekomplexe von k-Moduln Hoty
und konstruieren darin angereicherte stabil universelle Verschmelzungen und an-
gereichertes Multihom.

Ubungen

Ubung 2.5.13. Die sogenannte totale Homologie 7 := @ H¢ ist ein Schmelz-
funktor A : Hot — sgAb von der Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe
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in die Schmelzkategorie der supergraduierten abelschen Gruppen. Er macht uni-
verselle Leerverschmelzungen zu universellen Leerverschmelzungen, ist aber im
allgemeinen nicht vertriglich mit universellen Verschmelzungen. Ein allgemeine-
rer Zugang zu diesem Schmelzfunktor wird in 3.4.18 erklért.

Ubung 2.5.14. Gegeben ein Korper k ist das Bilden der totalen Homologie eine
Aquivalenz von Schmelzkategorien

H : Hotj, = sgMod,,

und induziert mithin einen mit universellen Verschmelzungen und internem Hom
vertriaglichen Funktor H : dgMog,, — sgMod,.

Ubung 2.5.15. Gegeben eine Ab-Schmelzkategorie M erhalten wir eine Ab?-
Schmelzkategorie MZ, indem wir Verschmelzungsobjekte erklidren durch

MY Yy X V)= [ MEP vy X YY)

i1+ tirtn=j

und die Multiverkniipfungen erkldren in der hoffentlich offensichtlichen Weise.
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3 Mehr zu Schmelzkategorien

3.1 Moduln und Komoduln

3.1.1. Wir erinnern aus 1.1.16, daB X Y Y die durch {1, 2} indizierte Familie
1+— X,2+— Y bezeichnet.

3.1.2. Unter einer Verkniipfung auf einem Objekt A einer Schmelzkategorie ver-
stehen wir eine Zweiverschmelzung m = my : A Y A — A. Ein Objekt mit
Verkniipfung nennen wir ein Magmaobjekt oder kurz Magma unserer Schmelz-
kategorie.

3.1.3. Eine Verkniipfung m : A Y A — A auf einem Objekt einer Schmelzkate-
gorie heiflt assoziativ, wenn gilt m o (m Y id) = m o (id Ym). Ein Objekt einer
Schmelzkategorie mit assoziativer Verkniipfung heille ein Assoziativobjekt.

3.1.4. Unter einer Eins eines Magmas A verstehen wir eine Leerverschmelzung
1=14:Y — Amitmo (1Y id) = id = m o (id Y1). Ein Assoziativobjekt
mit einer Eins nennen wir ein Monoidobjekt oder auch kurz ein Monoid unserer
Schmelzkategorie. Die Eins ist dann nach Ubung 3.1.29 eindeutig betimmit.

3.1.5. Wir miissen in Zukunft sorgfiltig unterscheiden zwischen der Eins eines
Magmaobjekts A und dem Einsobjekt einer Schmelzkategorie M.

3.1.6. Gegeben zwei Monoide A, B in ein- und derselben Schmelzkategorie ver-
stehen wir unter einem Homomorphismus von Monoidobjekten oder auch Mo-
noidhomomorphismus eine Einsverschmelzung f : A — B mit den Eigenschaf-
ten fomy =mpo (fY f)und f o1, = 1. Unsere Monoide werden so selbst
zu einer Kategorie. Jeder Schmelzfunktor induziert einen Funktor zwischen den
jeweiligen Kategorien von Monoiden.

Ergdinzung 3.1.7. All diese Begriffe verallgemeinern sich in offensichtlicher Wei-
se auf den Fall monotoner Schmelzkategorien.

3.1.8. Eine Verkniipfung m : A Y A — A in einer Schmelzkategorie heiflt kom-
mutativ, wenn gilt m = m o 7 fiir 7 die nichttriviale Permutation. Ein Monoid
mit kommutativer Verkniipfung nennen wir wie in 2.2.1 ein Abmonoid. Unsere
Abmonoide bilden eine volle Unterkategorie der Kategorie der Monoide. Jeder
Schmelzfunktor induziert einen Funktor zwischen den jeweiligen Kategorien von
Abmonoiden.

3.1.9. Gegeben eine Kategorie C mit endlichen Produkten sind die Magmas, Mo-
noide und Abmonoide der Schmelzkategorie kart(C) im hier erklérten Sinne ge-
nau unsere Magmas, Monoide und Abmonoide von C im iiblichen Sinne.

Beispiele 3.1.10. Die folgende Tabelle fa3t einige besonders wichtige Beispiele
fiir Magmas, Monoide und Abmonoide in Schmelzkategorien zusammen.
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Schmelzkategorie | Magma Monoid Abmonoid

kEns Magma Monoid Abmonoid

kC Magma in C | Monoid in C Abmonoid in C

Ab Z-Algebra | Ring Kring

Modg K-Algebra | K-Ringalgebra K -Kringalgebra
Ab" I'-graduierter Ring | I'-graduierter Kring
sMod g Superringalgebra | Superkringalgebra
filAb filtrierter Ring filtrierter Kring

Ein Monoidobjekt in der Schmelzkategorie der supergraduierten abelschen Grup-
pen sgAb ist immer noch schlicht ein graduierter Ring, aber so ein Monoidobjekt
ist kommutativ genau dann, wenn unser graduierter Ring superkommutativ ist in
dem Sinne, daB gilt ab = (—1)!%/’lpa fiir beliebige homogene Elemente a, b.

Beispiel 3.1.11 (Monaden als Monoide). Gegeben eine Kategorie C erhalten wir
eine monotone Schmelzkategorie Cat(C) := Cat(C, C) mit Funktoren ' : C — C
als Objekten und der Maf3gabe, daB3 eine Verschmelzung von Endofunktoren in
einen weiteren Endofunktor dasselbe sein soll wie eine Transformation der Kom-
position unserer Endofunktoren in den weiteren Endofunktor, in Formeln

Cat(C)(Fy Y ... Y F,,G) = Cat(C,C)(Fio...0 F.,G)

und insbesondere Cat(C)(Y, &) := Cat(C,C)(Id, G) fiir Id der Identitéitsfunktor
auf C. Die Multiverkniipfung wird der Leser leicht selbst erraten. Die Monoidob-
jekte dieser monotonen Schmelzkategorie heilen Monaden auf C. Gegeben ein
Funktor L : C — B mit Rechtsadjungiertem R wird F' := RL : C — C eine
Monade mit ¢ : Id = RL der Eins und RL o RL = R(LR)L = RL gegeben
durch RnL der Verkniipfung, wie der Leser zur Ubung nachpriifen mag.

Beispiel 3.1.12 (Einsobjekte als Abmonoide). In jeder Schmelzkategorie mit
Eins [ macht die offensichtliche Zweiverschmelzung I Y T — T unser Einsobjekt
zu einem Abmonoid.

3.1.13. Unter Koverkniipfungen, Komagmas, Koassoziativobjekten, Komonoid-
objekten, Koabmonoidobjekten und dergleichen in einer Trennkategorie verstehen
wir die entsprechenden Begriffe in der dazu opponierten Schmelzkategorie.

3.1.14. Ausgeschrieben ist ein Komonoid einer Trennkategorie 7 ein Paar (A, )
bestehend aus einem Objekt A € 7 und einer Zweitrennung

p:A—AXNA

mit dem Namen Komultiplikation derart, da3 gilt (x A id) o p = (id Ap) o v :
A — A XA A Aund daB es eine Leertrennung € : A — A gibt mit (e A id) o pu =
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id = (id A€) o u. Diese Leertrennung ist dann eindeutig bestimmt und heif3t die
Koeinheit. Gilt zusitzlich 7 o y = p fiir 7 € S5 das nichtneutrale Element, so ist
unser Komonoid ein Koabmonoid.

Beispiel 3.1.15. Unter unserem Trennfunktor Fun : AEns — Ab°"? der Funk-
tionenrdume 1.6.27 liefert die banale Struktur auf einer Menge X € AEns als
Koabmonoid eine Struktur als Koabmonoid der Trennkategorie Ab°"" auf ihrem
Funktionenraum Fun(X'), mithin eine Struktur als Abmonoid der Schmelzkate-
gorie Ab alias eine Struktur als Kring. So erhalten wir ein weiteres Mal die durch
punktweise Multiplikation gegebene Ringstruktur auf Fun(X) = Ens(X, Z).

3.1.16. Gegeben eine Schmelzkategorie M und darin ein Monoid (R, m) verste-
hen wir unter einem R-M-Monoidmodul oder kurz R-Modul ein Objekt M &
M mitsamt einer Zweiverschmelzung

mM:RYM—>M

mit der Eigenschaft, daB gilt my; o (m Y id) = myp; o (id Ymy,) im Raum
der Verschmelzungen R Y R Y M — M und my; o (e Y id) = id im Raum
der Verschmelzungen M — M fir e : (Y) — R die Eins von R. Unsere
Zweiverschmelzung m), heiflit die Operation von R auf ). Jeder Schmelz-
funktor F' macht R-Objekte zu F'(R)-Objekten. Ausfiihlicher nennen wir unse-
re R-Moduln auch R-Linksmoduln und erkldren analog R-Rechtsmoduln und
R-S-Bimoduln fiir zwei Monoide R und S, bei denen wir eben die iibliche Ver-
traglichkeit von Rechts- und Linksoperation fordern.

Ergdnzung 3.1.17 (Diskussion der Terminologie). Wie in 3.1.35 ausgefiihrt kann
man R-Rechtsmoduln mit R°PP-Linksmoduln identifizieren. Bei konkreten Rech-
nungen erlaubt jedoch die Arbeit mit Rechtsmoduln oft eine iibersichtlichere Dar-
stellung. Allgemeiner kann man Bimoduln als einen Spezialfall von Multimo-
duln )M iiber einer Familie von Monoiden R; sehen, bei denen eben Modulstruk-
turen m; : R; Y M — M vorgegeben sind und fiir ¢ # j die Vetridglichkeit
m; o (id Ym;) =m; o (idYm;) o (7 Yid) : R; Y R; Y M — M gefordert wird.
Bei konkreten Rechnungen erlaubt aber die Arbeit mit Bimoduln oft eine iiber-
sichtlichere Darstellung. AuB8erdem bleiben Bimoduln ein sinnvolles Konzept in
monotonen Schmelzkategorien, in denen Multimoduln oder opponierte Monoide
nicht mehr sinnvoll erkldrt werden konnen.

3.1.18. Seltener betrachten wir Assoziativmoduln iiber Assoziativobjekten, bei
denen wir im Unterschied zu Monoidmoduln keine Forderung an die Operation
der Eins stellen, die es ja bei Assoziativobjekten gar nicht geben muf}. Seltener
betrachten wir auch die in 1.2.16 eingefiihrten Objektmoduln iiber Objekten ohne
Verkniipfung.
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3.1.19 (Schmelzkategorien von Moduln). Gegeben eine Schmelzkategorie M
und darin ein Monoid R bilden wir die Schmelzkategorien M g und M., i der R-
Linksmoduln beziehungsweise R-Rechtsmoduln als volle Schmelzunterkategori-
en der multidquivarianten Schmelzkategorie aller R-Objektmoduln Mz, nach
1.2.16.

Beispiele 3.1.20. Die folgende Tabelle faflt einige besonders wichtige Beispiele
fiir Monoidmoduln in Schmelzkategorien zusammen.

Schmelzkategorie | Monoid Objekt mit Operation
kEns Monoid ¢ G-Menge

kC Monoid G'in C Objekt mit G-Operation
Ab Ring Modul

Modg K-Ringalgebra Modul

Abr I'-graduierter Ring | I'-graduierter Modul
sMod g Superringalgebra | Supermodul

filAb filtrierter Ring filtrierter Modul

Beispiel 3.1.21 (Operation durch das Einsobjekt). In einer Schmelzkategorie
mit Einsobjekt I ist fiir jedes Objekt X die offensichtliche Zweiverschmelzung
Iy X — X eine Operation des Abmonoidobjekts I aus 3.1.12. Zum Beispiel trigt
jede abelsche Gruppe eine natiirliche Struktur als Z-Modul.

3.1.22. Unter einer Kooperation eines Komonoids auf einem Objekt einer Trenn-
kategorie verstehen wir eine Operation in der opponierten Schmelzkategorie. Die
so erkldrten Objekte nenn wir Komonoidkomoduln oder kurz Komoduln. Zum
Beispiel hei3it ein Objekt der Trennschmelzkategorie Mod ;. mit der Kooperation
einer Koringalgebra ein Komodul im iiblichen Sinne.

Beispiel 3.1.23. Gegeben ein Morpismus f : Z — X in einer Kategorie C wird
Z ein Komodul des banalen Koabmonoids X € AC vermittels der Kooperation
(f,id) : Z — X A Z. Wir nennen ihn den banalen Komodul zu Z € Cx.

3.1.24 (Varianten des Modulbegriffs in angereicherten Kategorien). Gegeben
eine angereicherte gewohnliche Kategorie M /S und ein Monoid €2 in S erkldren
wir einen (2-Monoidmodul als ein Paar

(X, 1)

aus einem Objekt X € M /S und einem Morphismus von S-Monoiden p :
Q = M(X) = M(X,X). Ist Q ein Assoziativobjekt und p nur ein mit der
Verkniipfung vertriglicher S-Morphismus, so sprechen wir von einem (2-Asso-
ziativmodul. Ist €2 nur ein Objekt und y nur ein S-Morphismus, so sprechen wir
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von einem §2-Objektmodul. Meist sagen wir kurz €2-Modul und hoffen, daf} aus
dem Kontext hervorgeht, was genau gemeint ist. Einen Homomorphismus von
(2-Moduln X — Y erkldren wir als eine Leerverschmelzung ¢ €5 M(X,Y")
derart, dal die beiden Morphismen 2 — M(X,Y) tibereinstimmen, die wir
aus den Verkniipfungen M(X,Y) Y M(Y,Y) — M(X,Y) bezichungsweise
M(X, X) Yy M(X,Y) - M(X,Y) erhalten durch Vorschalten von ¢ Y py
beziehungsweise px Y .

Beispiel 3.1.25. Gegeben eine Menge (2 ist ein {2-Modul im Sinne von [NAS]
2.1.1 in der hier eingefiihrten Terminologie ein {2-Objektmodul der trivial ange-
reicherten Kategorie Ab/kFEns.

Beispiel 3.1.26. Gegeben ein Monoid G und ein Ring £ ist eine Darstellung von
G tber k£ im Sinne von [NAS] 1.1.2 in der hier eingefiihrten Terminologie ein
G-Monoidmodul der trivial angereicherten Schmelzkategorie Mod,, /kEns.

Beispiel 3.1.27. Gegeben eine Schmelzkategorie M mit Multihom und €2 € M
sind die Strukturen auf X € M als 2-Modul im Sinne von 1.2.16 von M in Bi-
jektion zu den Strukturen auf X als {2-Modul im Sinne von 3.1.24 in der Selbst-
anreicherung M / M vermittels der durch die Definition von internem Hom ge-

gebenen Bijektion
M(EQY X, X) S5 M(Q,X=X)

Vorschau 3.1.28. Ich diskutiere in [TSF] ?? Annahmen, unter denen unsere Mo-
duln aus 3.1.24 selbst eine Schmelzkategorie bilden.

Ubungen

Ubung 3.1.29. Eine Eins eines Magmas in einer Schmelzkategorie ist eindeutig
bestimmt, wenn sie denn existiert.

Ubung 3.1.30. Die Gesamtheit aller monotonen Schmelzkategorien bildet selbst

eine Kategorie
MSCat

Deren finales Objekt mscat ist die monotone Schmelzkategorie mit nur einem Ob-
jekt und je einer Verschmelzung von jedem Grad » € N. Gegeben eine monotone
Schmelzkategorie M konstruiere man eine Bijektion zwischen Schmelzfunktoren
R : mscat — M und Monoiden von M.

Ubung 3.1.31 (Produkt von Monoidobjekten). Existiert fiir zwei Monoidobjekte
A, B einer Schmelzkategorie eine stabil universelle Verschmelzung A ¥ B —
A® B, so erhalten wir eine Struktur als Monoidobjekt auf A® B in der hoffentlich
offensichtlichen Weise. Sind A und B kommutativ, so auch A ® B. Zusammen
mitko(idYlg): A— A®Bundko(lyYid): B— A® B wirddann A® B
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ein Koprodukt in der Kategorie der Abmonoidobjekte unserer Schmelzkategorie.
Analoges gilt fiir Komonoidobjekte beziehungsweise Koabmonoidobjekte einer
Trennkategorie.

Beispiel 3.1.32. Das Tensorprodukt zweier Ringalgebren iiber einem Korper ist
wieder eine Ringalgebra iiber besagtem Korper. Andererseits ist auch das Super-
tensorprodukt zweier Z/27-graduierten Ringalgebren iiber einem Korper k wie-
der eine Ringalgebra. Sie hat denselben Vektorraum A ®; B als Grundraum, aber
ihr Produkt ist (a®b)(c®d) = (—1)"ldac®bd. Wir verwenden dafiir die Notation
Ubung 3.1.33 (Endomorphismenobjekte). Sei M eine Schmelzkategorie. Ge-
geben ein Objekt X, fiir das das Homobjekt X=X existiert, wird es mit der
ausgezeichneten Zweiverschmelzung

(X2X) Y (X2X) - (X=X)

aus 1.4.19 ein Monoidobjekt von M. Wir nennen dies Monoid das Endomor-
phismenobjekt von X und notieren es End(X) = Endp(X). Gegeben eine
Schmelzkategorie mit universellen Verschmelzungen und Multihom liefert das
Tensorieren von internem Hom 1.4.20 fiir beliebige Objekt X, Y einen Homo-
morphismus von Monoidobjekten End(X) ® End(Y) — End(X ® V). Ist X
oder Y starr im Sinne von 3.4.3, so ist er ein Isomorphismus

End(X) ® End(Y) = End(X ® Y)

Ubung 3.1.34. Gegeben eine Verkniipfung m : A Y A — A auf einem Objekt A
einer Schmelzkategorie erkldaren wir die opponierte Verkniipfung m°’? := mor
fiir 7 die nichttriviale Permutation von zwei Objekten. Unser Objekt A mit dieser
Verkniipfung notieren wir A°PP. Ist A ein Monoid, so auch A°PP. Genau dann ist
A in dieser Situation ein Abmonoid, wenn die Identitit auf A ein Monoidhomo-
morphismus A — A°PP ist.

Ubung 3.1.35 (Rechts- und Linksmoduln). Gegeben eine Schmelzkategorie mit
einem Monoid R erhalten wir einen Isomorphismus von Kategorien zwischen der
Kategorie der R-Linksmoduln und der R°PP-Rechtsmoduln, indem wir jedem M
mit Operation m : R Y M — M dasselbe Objekt mit der Rechtsoperation m o 7 :
M Y R — M zuordnen.

Ubung 3.1.36 (Duale Moduln). Gegeben eine Schmelzkategorie mit Multihom
und darin ein Monoid R und ein R-Modul M wird MY := (M=1I) ein R-
Rechtsmodul, indem man die Operation R Y M — M umschreibt zu einem
Morphismus R — (M=M) und dann von der durch Verkniipfen gegebenen
Verschmelzung (M=M) Y (M=1I) — (M=1) ausgeht und sie mit den Defi-
nitionen umschreibt zu einem Morphismus (M=M) — (MY=M") und so bei
einer Verschmelzung R — (MY= M") landet.
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3.2 Cap-Produkt

3.2.1 (Abstrakte cap-Produkte). Gegeben eine Trennschmelzkategorie M mit
Multihom sowie ein Komonoid A € M erhalten wir durch das Anwenden des
Trennfunktors M' — M°* des Dualisierens nach 1.6.25 stets ein Komonoid A"
in M°* alias ein Monoid

AV e M
Zusitzlich erhalten wir auf A die Struktur eines AY-Bimoduls von M. Die Ope-
ration AV Y A — A erkldren wir dazu als die Komposition

AVY A5 AVRA > ARARA IR A— A

mit den offensichtlichen dufleren Morphismen und id ®53A als zweitem Mor-
phismus, fir A : A — A® A die Komultiplikation des Komonoidobjekts A € M,
sowie (ev 712) ® id als drittem Morphismus, fiir ev die Evaluation aus 1.4.17 und
und 7 jeweils die Vertauschung der entsprechenden Tensorfaktoren. Die Operation
AY AV — A erklidren wir dhnlich als die Komposition

AY A 5 ARQA 5 A ARAY - A1 — A

mit den offensichtlichen du3eren Morphismen und 75 A ® id als zweitem Mor-
phismus sowie id ® ev als drittem Morphismus. Um das einzusehen mag man von
1.6.26 ausgehen. Fiir diese Operationen von A" auf A schlage ich die Bezeich-
nung abstraktes cap-Produkt von links beziehungsweise rechts und die Notati-
on N vor. Ist A kokommutativ, so ist auch AY kokommutativ und die Operationen
von links und rechts stimmen im Sinne der GleichheitNo7=N: A" Y A — A
iiberein. Man priift fiir das cap-Produkt von links leicht die Ubereinstimmung der

beiden Verschmelzungen
AV Y AV Y A1

durch ,,Produkt der vorderen Eintrige gefolgt vom Auswerten ev o7* und ,,Pro-
dukt der hinteren Eintrige gefolgt vom Auswerten ev o7*. Diese Erkenntnis mag
man die abstrakte Adjunktionsformel nennen. Gegeben ein Komonoidmorphis-
mus f : A — B erhalten wir weiter einen Monoidmorphismus ¥ : BY — AV
und die abstrakte Projektionsformel in Gestalt eines kommutativen Diagramms

A VY A<~—BYYA—-BYY B

| |

A B

3.2.2 (Terminologisches zum dualisierten Komonoid). Mir ist schmerzlich be-
wublt, dal es gute Griinde gibt, statt der hier getroffenen Wahl fiir die Definition
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des zu einem Komonoid A gebildeten dualen Monoids A eine andere Wahl zu
bevorzugen, bei der AY opponiert wire zum A" in den hier vereinbarten Konven-
tionen.

Ergdnzung 3.2.3. Man kann denselben Formalismus auch in der opponierten Si-
tuation entwickeln. In dieser Situation mufl dann aber auch das ,,Opponierte zu
Multihom* zur Verfiigung stehen, und das ist in den von uns betrachteten Beispie-
len eher die Ausnahme als die Regel.

Beispiel 3.2.4 (Koringalgebra als Modul der dualen Ringalgebra). Gegeben
ein Kring k betrachten wir die Trennschmelzkategorie mit Multihom Mody. Ein
Komonoid (A, A) ist ein k-Modul A zusammen mit einer k-linearen Abbildung
A: A — A® A, der Komultiplikation, die die Koassoziativititsbedingung
(A ®id) o A = (id®A) o A erfiillt und fiir die es eine Koeins gibt, also einen
Kovektor € : A — k derart, daB aus A(a) = > b; ® ¢; folgt a = > e(b;)c; =
> e(¢;)b;. Gegeben eine Koringalgebra wird nun A* eine Ringalgebra, wenn wir
sie mit der Multiplikation A*®A* — A* versehen, die aus der Komultiplikation A
durch Dualisieren und Vorschalten des offensichtlichen Homomorphismus A* ®
B* — (A® B)* im Fall A = B entsteht. Das Einselement ist dann ¢ € A*. In
dieser Situation wird A ein A*-Bimodul

A e A*-Mod- A*

mit der Linksoperation fa := Y f(¢;)b; fir A(a) = > b; ® ¢; und der Rechts-
operation af := Y f(b;)c;. Diese Bimodulstruktur ist ein Beispiel fiir unser ab-
straktes cap-Produkt. Um auch noch die Bedeutung der Adjunktionsformel her-
auszuarbeiten bemerken wir, daB fiir jede k-Ringalgebra B ihr Dualraum B* ein
B-Bimodul

B* € B-Mod- B

wird vermittels der Operationen b3 := (3o (-b) sowie b := o (b-) fir b € B und
B € B*. Insbesondere wird so auch A** ein A*-Bimodul. Die Adjunktionsformel
kann verstanden werden als die Aussage, daB das Auswerten evy : A — A**
in unserer speziellen Situation ein Homomorphismus von A*-Moduln ist. Sie ist
sogar, wie man ebensoleicht erkennt, ein Homomorphismus von A*-Bimoduln

evy € Mod g+ _ 4+ (A, A**)

Beispiel 3.2.5 (Cap-Produkte bei duBleren Algebren). Wir erinnern fiir jeden
Kring & und jeden £-Modul V' das Biabmonoid A V' in sgMod,, aus 2.2.21. In die-
ser Situation erhalten wir einen Isomorphismus Alt(V) = @ Alt"V = (A V)Y
von der Ringalgebra der alternierenden Formen mit dem Shuffledachprodukt und
der Graduierung mit Alt"(V') homogen vom Grad —n nach (/\ V)" durch die
Vorschrift, daB (w,v; A ... Av,) — w(vy,...,v,) der vertauschten Auswertung
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evor : (AV)Y Y AV — I = k entsprechen soll mit 7 der Vertauschung der bei-
den Faktoren. Unser cap-Produkt von links entspricht dann derjenigen Struktur
von A\ V als Alt(V)-Modul, unter der die Operation durch geshuffeltes partiel-
les Einsetzen

wN (AL AY,) = Z sgn(0)wW(Vs(1), - - - Vo(p)) Va(ptr1) A - - - A Ug(n)
0ESp q

geschieht. Die Rechtsmodulstruktur kann in diesem Fall durch die Linksmodul-
struktur ausgedriickt werden vermittels

(Ao Av) Nw=(=1D)"wnN (v A... ANvy)

Diese Formel spezialisiert unsere allgemeine Erkenntnis, dal im Fall eines kom-
mutativen Komonoids die ,,cap-Produkte von links und rechts iibereinstimmen*.

3.2.6. Gegeben ein Bimonoid A einer Trennschmelzkategorie ist A selbst stets
ein A-Bimodul. Haben wir Multihom, so ist nach 3.1.36 damit auch AY ein A-
Bimodul. Andererseits induziert die Komonoidstruktur auf A eine Monoidstruktur
auf AY und mit unseren Cap-Produkten ist auch umgekehrt A ein AY-Bimodul. Ich
habe mir nicht so genau iiberlegt, welche Vertriglichkeiten hier im allgemeinen
zu erwarten sein sollten.

Beispiel 3.2.7 (AuBere Bialgebra und alternierende Algebra). Wir erinnern fiir
jeden Kring k£ und jeden k-Modul V' das Biabmonoid A := AV in sgMod, aus
2.2.21. Das duale Abmonoid ist AY = Alt V. Dann ist sowohl Alt V' ein A V-
Modul durch partielles Einsetzen als auch A V' ein Alt VV-Modul durch das bereits
in 3.2.5 besprochene geshuffelte partielle Einsetzen.

Beispiel 3.2.8 (Symmetrische Bialgebra). Wir erinnern fiir jeden Kring £ und
jeden k-Modul V' das Biabmonoid A := SV in gMod,. Die Komultiplikation
A : SV — SV ®; SV ist dabei der Homomorphismus von k-Kringalgebren, der
die durch v — v ® 1 + 1 ® v gegebene k-lineare Abbildung V' — SV ®;, SV fort-
setzt. Das duale Monoid notieren wir AY = Symu V. Seine homogenen Kom-
ponenten sind die Moduln Symu™"V = (S"V)* aller multilinearen Abbildun-
gen V*" — k, die ihren Wert nicht dndern, wenn man die Eintrdge permutiert.
Der offensichtliche Isomorphismus V* = Symu ™'V induziert einen natiirlichen
Kringalgebrenhomomorphismus S(V*) — SymuV/, aber hier ist die Situation
komplizierter als im Fall der duleren Algebren und er ist auch im Fall eines end-
lichdimensionalen Vektorraums V' nur ein Isomorphismus im Fall eines Grund-
korpers der Charakteristik Null und sonst noch nicht einmal injektiv. Das ist gut
zu sehen im Fall eines freien k-Moduls V' vom Rang Eins mit Basisvektor v. Dann
haben wir k[T] = SV vermittels 7" — v. Andererseits finden wir

AT =(T1+1T)" = (?)Ti(g)Tn—i
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Fiir die zur Basis der 7" dualen Basisvektoren (77)* € Symu "V ergeben sich
so die Multiplikationsregeln (77)*(T%)* = ("7°)(T""*)* und (T*)" = ri(I")*
mit 7% = (T1)*. Es ist in diesem Kontext iiblich, fiir unsere Basisvektoren die
Notation X ") = (T7)* zu verwenden mit einer virtuellen Variablen X und diese
als dividierte Potenzen anzusprechen, da iiber Q ja gilt (77)* = (7*)" /rl.

3.2.9 (Diskussion der Terminologie). Bourbaki betrachtet in seiner Algebre,
was wir in unserer Terminologie die ,,cap-Produkte eines Komonoids der Trenn-
schmelzkategorien mit Multihom gAb und sgAb* nennen wiirden, und verwendet
dafiir die Terminologie ,,produits internes d’une cogebre®.

Beispiel 3.2.10 (Raum der MaBe als Modul iiber dem Funktionenring). Der
Trennschmelzfunktor Maf}; : AEns — Ab aus 1.6.29 macht jede Menge X mit
ihrer banalen Struktur als Koabmonoid von AEns zu einem Koabmonoid A :=
Maf(X) € Ab. Durch Dualisieren entsteht daraus wie bereits besprochen das
Abmonoid AY = Fun(X) € Ab der Funktionen auf X. Unser abstraktes cap-
Produkt aus 3.2.1 liefert eine Operation

Fun(X) ¥ MaBy(X) — MaB(X)

In diesem Fall ist das, wie man unschwer einsieht, schlicht die natiirliche Struktur
der Gruppe der Malle als Modul iiber dem Ring der Funktionen. Die abstrakte
Adjunktionsformel spezialisiert zur einigermallen banalen Identitit

/umu—/fwm

Beispiel 3.2.11 (Ein langweiliges cap-Produkt). In der Trennschmelzkategorie
AEns konnen wir zu jedem Objekt X das banale Koabmonoid betrachten und es
zu einem Abmonoid dualisieren. Unter dieser Konstruktion liefert jede Menge das
immergleiche Einheitsmonoid.

3.2.12 (Variante zum abstrakten cap-Produkt). Seien eine Trennschmelzka-
tegorie M mit Multihom gegeben und ein Komonoid A in M sowie ein A-
Rechtskomodul M € M, 4. Dann wird M ein AV-Modul in M, indem wir die
Operation AY Y M — M erkléren als die Komposition

A VY M > A OM > AVRQAQM -1 M — M

mit den offensichtlichen duBleren Morphismen und ev ® id in der rechten Mitte
und id ®7A ), in der linken Mitte fir Ay, : M — M ® A die Kooperation auf
M und 7 die Vertauschung der beiden Tensorfaktoren. Im Fall M = A speziali-
siert das zu unserem abstrakten cap-Produkt aus 3.2.1. Wir nennen auch sie ein
abstraktes cap-Produkt.
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3.2.13 (Weitere Variante zum abstrakten cap-Produkt). Seien gegeben eine
Trennschmelzkategorie M mit Multihom und ein Komonoid A in M sowie ein
A-Linkskomodul M € M 4,. So erhalten wir eine natiirliche Zweiverschmelzung
MY Y M — A als die Komposition

MYYM MM ->M"oM®RA—>IRA— A

mit id ®7A ), in der linken Mitte. Im Fall M = A spezialisiert das zu unserem
abstrakten cap-Produkt aus 3.2.1. Wir nennen auch sie ein abstraktes cap-Produkt.

Beispiel 3.2.14 (Varianten zum cap-Produkt im MaBe-Funktionen-Fall). Ist
f +Z — X eine Abbildung und Z der zugehorige banale Komodul nach 3.1.23
iiber dem banalen Koabmonoid zu X € AEns, so wird unter dem Trennschmelz-
funktor Maf}; : AEns — Ab aus 1.6.29 der Raum von MafBien MaB,(Z) ein Komo-
dul zu Maf};(X). Vermittels des cap-Produkts wird dann Maf(Z) ein Modul iiber
dem Funktionenring Fun(X') und man priift unschwer, daB diese Modulstruktur
schlicht die Multiplikation mit der zuriickgeholten Funktion ist, oMy = (o f)u.
Unsere zweite Verschmelzung erweist sich als das BildmaBl in X des Produkts
einer Funktion auf Z mit einem Maf auf Z, in Formeln ¢ N = f.(¢Yp).

Beispiel 3.2.15 (Varianten zum cap-Produkt im topologischen Fall). Fiir jedes
Raumpaar ist (id, id) : (X,0) — (X, A) A (X, () eine Rechtskooperation des ba-
nalen Koabmonoids (X, () auf (X, A). Fir A @ X erhalten wir daraus vermittels
unseres Trennfunktors der singuliren Ketten S : Top® — Hot aus 4.1.16 eine
Rechtskooperation von SX auf S(X, A). Fiir beliebiges A C X kann man so eine
Rechtskooperation immer noch explizit konstruieren als die Komposition

SX = S(X x X, A x X) 3 S(X, A) ®S(X)

des Vorschubs unter der diagonalen Einbettung gefolgt von der von einer und jeder
Alexander-Whitney-Transformation induzierten Kettenabbildung. Ebenso erhilt
man auch eine Linkskooperation. Unser abstrakter Formalismus 3.2.13 macht dar-
aus in Hot eine Operation von S* X auf S(X, A) sowie eine ausgezeichnete Ver-
schmelzung S*(X, A) Y S(X, A) — SX. Daraus erhalten wir mit dem Schmelz-
funktor  unmittelbar das relative cap-Produkt H*(X) ® H(X, A) — H(X, A)
aus der singuldren Homologietheorie, das H(X, A) zu einem Modul iiber dem
Kohomologiering macht, sowie ein weiteres cap-Produkt

H*(X, A) ® H(X, A) — HX

Ubungen

Ubung 3.2.16. Seien M eine Trennschmelzkategorie mit Multihom und darin f :
R — S Komonoidmorphismus und M — N ein Homomorphismus iiber f von
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einem Komodul iiber R zu einem Komodul iiber .S der hoffentlich offensichtlichen
Weise. So kommutiert mit dem in 3.2.13 konstruierten cap-Produkt das Diagramm

MYYM~<~—N'YM—NYYN

| |

R S

Speziell erhalten wir so im topologischen Fall die Vertriglichkeit fiir das Cap-
Produkt.

Ubung 3.2.17. Gegeben ein Komonoid A einer Trennschmelzkategorie faktori-
siert die Multiplikation auf A" als

AV Y AY — (A AY) = (A= (A=]) 5 (AR A)=1) — (4A=1) = AY
mit den Morphismen aus 1.4.19 und 1.4.3 und dem Vorschalten der Komultipli-

kation.

3.3 Bimonoide und Hopfobjekte

3.3.1. Sei M eine Trennschmelzkategorie. Ein Bimonoid in M ist ein Tripel
(B, m, A) bestehend aus einem Objekt B, einer Verkniipfung m : BY B — B und
einer Koverkniipfung A : B — B A B derart, daf} die folgenden Eigenschaften
erfiillt sind:

1. (B,m) ist ein Monoid;
2. (B, A) ist ein Komonoid;

3. Der induzierte Morphismus A : B — B ® B ist ein Monoidhomomorphis-
mus fiir die Monoidstruktur auf B ® B aus 3.1.31.

Man zeigt dann unschwer , daf} zusétzlich gilt:

4. Der von m induzierte Morphismus m : B ® B — B ist ein Komonoidho-
momorphismus fiir die Komonoidstruktur auf B ® B aus 3.1.31;

5. Der vom neutralen Element e : ¥ — B induzierte Morphismus I — B ist
ein Komonoidmorphismus fiir die Komonoidstruktur auf I aus 3.1.12;

6. Die Koeins 7 : B — I von (B, A) ist ein Monoidmorphismus fiir die Mo-
noidstruktur auf I aus 3.1.12.
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Ein Bimonoid heifft kommutativ, wenn das zugrundeliegende Monoid kommutativ
ist. Ein Bimonoid heiflt kokommutativ, wenn das zugrundeliegende Komonoid
kokommutativ ist. Ein Bimonoid, dessen Verkniipfung und Koverkniipfung beide
kommutativ sind, ist dasselbe wie ein Biabmonoid im Sinne von 2.2.15.

3.3.2. Gegeben ein Bimonoid (B, m, A) einer Trennschmelzkategorie M ist die
opponierte Struktur (B, A°, m®) ein Bimonoid der opponierten Trennschmelzka-
tegorie M°PP.

Beispiel 3.3.3. Jedes Monoid (G, m) der kartesischen Schmelzkategorie der Men-
gen wird mit der Diagonaltrennung A := (id,id) : G — G A G als Koverkniip-
fung zu einem Bimonoid (G, m, A) der banalen Trennkategorie A Ens. Dasselbe
gilt fiir jedes Monoid der kartesischen Schmelzkategorie einer beliebigen Katego-
rie mit endlichen Produkten.

Beispiel 3.3.4. Ein Bimonoid der Trennschmelzkategorie Mod,, der Moduln iiber
einem Kring k£ nennen wir eine k-Biringalgebra. Ausgeschrieben ist das ein k-
Modul A mit einer Multiplikation, die ihn zu einer Ringalgebra macht, sowie einer
Komultiplikation, die ihn zu einer Koringalgebra macht derart, dal die Komulti-
plikation ein Homomorphismus von Ringalgebren ist fiir die Multiplikation

(a®b)(d @) =ad @ b

auf A® A und die Koeins ein Homomorphismus von Ringalgebren A — k. In der
Literatur heifit diese Struktur meist kiirzer eine ,,Bialgebra®, aber das pal3t nicht
zu unserem sehr allgemeinen Verstindnis des Begriffs einer Algebra als ,,Magma
einer Modulschmelzkategorie®. Gegeben eine endlichdimensionale Biringalgebra
iber einem Korper ist ihr Dualraum in natiirlicher Weise wieder eine Biringalge-
bra.

3.3.5. Jeder Trennschmelzfunktor macht Bimonoide zu Bimonoiden. Insbesonde-
re macht unser Trennschmelzfunktor Maf}; : AEns — Ab aus 1.6.29 jedes Mono-
id GG zu einer Z-Biringalgebra. Die zugehorige Ringalgebra ist unser Monoidring
ZG. Die Komultiplikation macht ) a0, zu > a,0, ® 4.

Definition 3.3.6. Gegeben eine Trennschmelzkategorie M verstehen wir unter
einem Hopf-Objekt von M ein Bimonoid (H,m, A), fiir das ein Morphismus
S : H — H existiert derart, daf} das Diagramm

HoH S geH




kommutiert. Solch ein S ist dann eindeutig bestimmt, vergleiche Ubung 3.3.23,
und heil3t auch in dieser Allgemeinheit Antipode. Ein Biabmonoid mit Antipode
nennen wir ein Hopfbiabmonoid.

3.3.7 (Involutivitiit von Antipoden). Fiir Antipoden gilt im allgemeinen S? # id,
ja eine Antipode muf3 noch nicht einmal ein Isomorphismus sein. Ist jedoch die
Komultiplikation kokommutativ, so gilt das doch und folgt durch Verallgemei-
nern des Beweises der Involutivitit des Invertierens im Fall von Monoidobjekten
[AAG] 1.2.15. Ist die Multiplikation unseres Hopfobjekts kommutativ, so funk-
tioniert das opponierte Argument und unsere Antipode muf} auch involutiv sein.

Beispiel 3.3.8. Jede Gruppe (G, m) wird zu einem Hopfobjekt (G, m, A) der ba-
nalen Trennkategorie A Ens, indem wir als Koverkniipfung die Diagonaltrennung
A := (id,id) : G — G A G erginzen. Die Antipode ist in diesem Fall das Inver-
tieren S = inv : G — G. Dasselbe gilt fiir jedes Gruppenobjekt einer beliebigen
Kategorie mit endlichen Produkten.

Beispiel 3.3.9 (Differentiale als Hopfbiabmonoid). Das Biabmonoid D der Dif-
ferentiale 2.3.1 ist ein Hopfobjekt der Schmelzkategorie der supergraduierten abel-
schen Gruppen sgAb mit Antipode S : 1 — 1, d — —d alias ein Hopfbiabmonoid
dieser Trennschmelzkategorie.

Beispiel 3.3.10 (AuBere Algebra als Hopfbiabmonoid). Fiir jeden Kring k& und
jeden k-Modul V ist das Biabmonoid A V' aus 2.2.21 ein Hopfbiabmonoid von
sgMod,, mit Antipode S gegeben durch (—1)" : A"V — A"V.Firk = Z
und V' = Zd frei vom Rang eins erhalten wir als Spezialfall das Hopfobjekt der
Differentiale 3.3.9.

Beispiel 3.3.11. Gegeben ein Kring £ heiflit ein Hopfobjekt der Trennschmelzkate-
gorie Mody, eine Hopf-Algebra. Gegeben eine endlichdimensionale Hopfalgebra
iiber einem Korper ist ihr Dualraum in natiirlicher Weise wieder eine Hopfalgebra.

3.3.12. Jeder Trennschmelzfunktor macht Hopfobjekte zu Hopfobjekten. Insbe-
sondere macht unser Trennschmelzfunktor Maf}; : AEns — Ab aus 1.6.29 jede
Gruppe G zu einer Z-Hopfalgebra. Die zugeorige Ringalgebra ist unser Gruppen-
ring ZG, die Komultiplikation macht ) a,d, zu > a,0, ® §, und die Antipode
macht ) az0, Zu Y ag0,-1.

Beispiel 3.3.13 (Symmetrische Algebra als Hopfalgebra). Gegeben ein Vektor-
raum V' wird die symmetrische Algebra SV eine Hopfalgebra mit der Komulti-
plikation A : SV — SV ® SV gegeben durchv — v ® 1 + 1 ® v firv € V.
Allgemeiner wird fiir einen beliebigen Modul V' iiber einem beliebigen Kring &
so die symmetrische Algebra SV eine k-Hopfalgebra.

Beispiel 3.3.14 (Differentielle abelsche Gruppen als Darstellungen). Wir erhal-
ten ein Ab-Hopfbiabmonoid, indem wir den Polynomring Z[0)] in einer Variablen

79



mit der Komultiplikation mit 0 — 0® 1+ 1® 0 versehen. Die Antipode wird dann
beschrieben durch 0 — —0. Das ist ein Spezialfall von 3.3.13. Die Schmelzkate-
gorie der Darstellungen dieses Hopfbiabmonoids ist unsere Schmelzkategorie der
differentiellen abelschen Gruppen 1.4.22.

Beispiel 3.3.15 (Symmetrische Algebra als Hopfobjekt). Gegeben ein Vektor-
raum V' wird die symmetrische Algebra SV ein Hopfobjekt der Trennschmelzka-
tegorie gAb, wenn wir SV mit der natiirlichen Graduierung versehen, bei der wir
V" in den Grad Eins setzen, und mit derselben Komultiplikation wie im ungradu-
ierten Fall .

Beispiel 3.3.16. Typische Beispiele fiir Hopfalgebren sind universelle Einhiillende
von Liealgebren. Mehr zu Hopfalgebren findet man etwa in [Kas95].

Vorschau 3.3.17. Jetzt mufl man sich mal iiberlegen, daf fiir jeden Kring k£ und
jedes Objekt V' € sgMod, die Summe der symmetrischen Potenzen SV ein
Hopfobjekt ist in natiirlicher Weise. Das verallgemeinert 3.3.10 und 3.3.13 und
mulf seinerseits auf Einhiillende von Liealgebrenobjekten und noch allgemeine-
re Schmelzkategorien verallgemeinert werden. Das will ich aber jetzt nicht aus-
fiihren.

3.3.18 (Kohomologie topologischer Gruppen). Jede topologische Gruppe G kann
nach 3.3.8 als Hopfobjekt der banalen Trennkategorie A Top aufgefalt werden. Ist
k ein Korper und H*G := H*(G; k) endlichdimensional, so ist nach der Kiinneth-
formel der Kohomologie der Trennfunktor

H* : ATop — sgMod;"®

vertriglich mit universellen Trennungen in endlich viele Kopien von G. Insbeson-
dere macht er G zu einem Hopfobjekt H*G der Trennkategorie sgMod;"" alias
der Schmelzkategorie sgMod,,.

3.3.19 (Aquivariante Verschmelzung unter kokommutativem Bimonoid). Sei-
en M eine Trennschmelzkategorie und C' € M ein kokommutatives Bimonoid.
Wir betrachten in der dquivarianten Schmelzkategorie der C'-Objekte aus 2.2.13
die volle Unterschmelzkategorie

Mcx C ./\/lcv

aller der C'-Objekte, die sogar C'-Moduln sind. So sind in Verallgemeinerung von
2.2.15 die Ziele der stabil universellen Verschmelzungen in M/ bereits selbst
Moduln iiber C, gehoren also in Formeln bereits zu M, und sind dort a forte-
riori universelle, ja stabil universelle Verschmelzungen.

3.3.20 (Internes Hom fiir Moduln iiber kokommutativem Hopfobjekt). Seien
M eine Trennschmelzkategorie und C' € M ein kokommutatives Hopfobjekt.
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Besitzt M internes Hom, so besitzt auch M internes Hom. Genauer erhalten
wir ein internes Hom X=Y fiir X, Y € M, indem wir das interne Hom in M
mit einer Modulstruktur C' Y (X=Y) — (X=Y) versehen. So eine Verschmel-
zung entspricht unter Adjunktion einem Morphismus C' ® (X=Y)® X — Y.
Wir erhalten ihn als die Verkniipfung

CRIX®RX=2Y) - CRCRX®(X=Y) mit (id®S)A vorne,

- CRX®(X=Y) mit der Operation auf X,
— CQY mit dem Auswerten,
- Y mit der Operation auf Y.

Der Leser mag ausschreiben, daf3 das in der Tat auf X=Y eine Struktur als C-
Modul ist und daB sich unter der Adjunktion (®.X, X=) Modulmorphismen ent-
sprechen. Als Spezialfall erhalten wir das interne Hom von Komplexen.

3.3.21 (Objekte mit Operation eines Hopfbiabmonoids). Zusammenfassend
hat fiir jedes Hopfbiabmonoid C' einer Trennschmelzkategorie M mit Multihom
auch unsere Trennschmelzkategorie

Mey

der ,,Objekte mit C'-Operation” Multihom und das Vergessen der Operation ist
vertrdglich mit stabil universellen Verschmelzungen und Multihom. Das ergiinzt,
was wir bereits aus 2.2.16 iiber Objekte mit der Operation eines Biabmonoids
wissen.

Ergdnzung 3.3.22. Alles hier Gesagte gilt opponiert genauso fiir Komoduln iiber
einem kommutativen Bimonoid. Allerdings gilt es zu beachten, dal gegeben eine
Trennschmelzkategorie mit internem Hom die opponierte Trennschmelzkategorie
keineswegs wieder internes Hom haben muf}. So braucht etwa die Existenz von
internem Hom in der Trennschmelzkategorie der algebraischen Darstellungen ei-
ner algebraischen Gruppe zusitzliche Argumente und folgt nicht wie im Fall von
Darstellungen von Liealgebren aus dem allgemeinen Formalismus.

Ubungen

Ubung 3.3.23 (Eindeutigkeit von Antipoden). Man zeige die in 3.3.6 behauptete
Eindeutigkeit der Antipode, wenn sie denn existiert. Hinweis: Man orientiere sich
am Fall von Gruppenobjekten und untersuche fiir zwei Antipoden 51, S, die Verk-
nipfung H > HR H® H — H® H® H — H von dreifacher Komultiplikation
gefolgt von 57 ® id ® S, gefolgt von dreifacher Multiplikation.
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3.4 Starrheit

Definition 3.4.1. Ein Objekt X einer Schmelzkategorie heifle universell tenso-
rierbar, wenn es mit jedem weiteren Objekt Y eine stabil universelle Zweiver-
schmelzung X Y Y — X ® Y besitzt.

3.4.2. Gegeben eine Schmelzkategorie M mit Eins und die volle Unterkategorie
M der universell tensorierbaren Objekte erhalten wir durch X +— (X ®) einen
volltreuen Funktor M" < Cat(M, M) zwischen den zugrundeliegenden ge-
wohnlichen Kategorien. Ich erinnere an unsere Konvention, ,,bis auf eindeutigen
Isomorphismus eindeutig bestimmte Objekte als gleich zu behandeln. In dieser
Konvention ist dann auch erst (X ®) ein wohldefinierter Funktor.

Definition 3.4.3. Ein Objekt X einer Schmelzkategorie mit Eins heif3t starr, wenn
es universell tensorierbar ist und wenn es dazu ein Adjunktionsdatum (X*, )
gibt bestehend aus einem weiteren universell tensorierbaren Objekt X™* und einer
Adjunktion

v (X'®) 4 (X®)
Ein Adjunktionsdatum zu X ist eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus

aufgrund der Eindeutigkeit von Adjungierten und unserer volltreuen Einbettung
X — (X®) nach 3.4.2.

3.4.4. Die Eins einer Schmelzkategorie mit Eins ist offensichtlich stets starr.

3.4.5. Ein Starrheitsdatum in einer Schmelzkategorie mit Eins ist ein Quadrupel
(X, X*, a, B) bestehend aus universell tensorierbaren Objekten X, X* und Mor-
phismen o : [ — X* ® X sowie §: X ® X* — I derart, da} die Kompositionen

idx ®a ARid x

X

XX"'®X X

Oz®idx* idX* ®5

X* X" X®X"
die Identitidt auf X beziehungsweise X* sind. Gegeben ein Adjunktionsdatum
(X*,v) fir X in einer Schmelzkategorie mit Eins erhalten wir ein Starrheitsda-
tum fiir X, indem wir als o die Einheit der Adjunktion ausgewertet auf I neh-
men gefolgt von der Einsbedingung und als § die Koeinheit der Adjunktion mit
der invertierten Einsbedingung vorgeschaltet, das alles aufgrund der allgemeinen
Beschreibung einer Adjunktion durch ihre Einheit und Koeinheit. Gegeben ein
Starrheitsdatum fiir X erhalten wir umgekehrt ein Adjunktionsdatum fiir X wie-
der nach der allgemeinen Beschreibung einer Adjunktion durch ihre Einheit und
Koeinheit und diese beiden Konstruktionen sind zueinander invers. Ein Objekt X
einer Schmelzkategorie mit Eins ist also genau dann starr, wenn es sich zu ei-
nem Starrheitsdatum ergédnzen 1dBt, und auch dieses Starrheitsdatum wird durch
X eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus.

X*
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3.4.6 (Erhaltung von Starrheit unter Schmelzfunktoren). Ein mit stabil univer-
sellen Verschmelzungen vertriglicher Schmelzfunktor zwischen Schmelzkatego-
rien mit Eins macht offensichtlich jedes Starrheitsdatum zu einem Starrheitsdatum
und damit starre Objekte zu starren Objekten.

3.4.7. Es wird sich gleich herausstellen, daB jedes Starrheitsdatum (X, X*, «, 3)
die Existenz des internen Homobjekts (X=1) impliziert und einen ausgezeich-
neten Isomorphismus X* = XV = (X=1) liefert. Sobald das gezeigt ist, geben
wir die Notation X* wieder auf.

3.4.8. In einer Schmelzkategorie mit Eins ist mit X ist auch X* starr. Genauer
entsteht aus jedem Starrheitsdatum (X, X*, a, §) durch das Nachschalten der Ver-
tauschungen 7 ein Starrheitsdatum (X*, X, 57, T«v), wie nebenstehende Graphik
veranschaulichen mag. Wir erhalten so einen ausgezeichneten Isomorphismus

X=X

Beispiele 3.4.9. In der Schmelzkategorie der Vektorrdume iiber einem vorgegebe-
nen Korper sind die starren Objekte genau die endlichdimensionalen Vektorrdume
und die durch X bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmten Daten
(X*, a, B) sind der Dualraum X ', die Expansion der Identitit und die Evaluation.
Sie entsprechen unter der Identifikation von X ® X* mit dem Raum der Endo-
morphismen von X der durch idyx gegebenen Einbettung des Grundkorpers und
der Spur. In der kartesischen Schmelzkategorie der Mengen ist ,,die* einelemen-
tige Menge das einzige starre Objekt. Beides folgt leicht aus dem anschlieBenden
Satz.

Satz 3.4.10 (Starrheit und Homobjekte). Ein Objekt X einer Schmelzkategorie
mit Eins ist genau dann starr, wenn fiir alle Y das Homobjekt X=Y und stabil
universelle Zweiverschmelzungen X @ Y sowie (X=1) ® Y existieren und wir
fiir jedes Y einen Isomorphismus

(X)RY = (X2Y)

erhalten durch Anwenden auf X @ (X=I) @Y - 1®Y =Y der Tensor-Hom-
Adjunktion, wobei der erste Pfeil vom Auswerten X @ (X=1) — I herkommt.

Beweis. Gegeben (X, X*, «, [3) ein Starrheitsdatum und A eine Objektkleinfami-
lie und Y ein Objekt betrachten wir das Diagramm

MAY (X X*),Y®X*) — MAYLY @ X*)

T U
MAY XY X5 Y @ X*) MAYY @ X*)
T \J
MAY X)Y) — MAYX)Y®X*®X)
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&

Versuch einer graphischen Darstellung des Rechenwegs beim Nachweis, daf3 aus
(ﬁ & ldx)(ldx ®O./> = ldX fOlgt (ldX ®BT)(TO./ & ldX) = ldX
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aus hoffentlich offensichtlichen Abbildungen. Man priift leicht, dal} es zueinander
inverse Bijektionen zwischen M(AY X,Y") und M (A, Y ® X*) induziert und daB
Y ® X* zusammen mit diesen Bijektionen ein internes Homobjekt (X=Y") ist.
Setzen wir hier Y = I ein, so erhalten wir einen ausgezeichneten Isomorpismus
X* = XV und die restlichen in der Proposition fiir starre Objekte behaupteten
Aussagen. Gelten umgekehrt diese Aussagen, so liefern sie uns die universelle
Tensorierbarkeit des Objekts X ¥ und eine Adjunktion (X®, X"®) und damit ist
X starr. [l

Ubungen

Ubung 3.4.11. Man zeige in einer Schmelzkategorie mit Eins und additiver Struk-
tur, da jeder Summand und jede endliche direkte Summe starrer Objekte auch
selbst wieder starr ist.

Ubung 3.4.12. Man zeige fiir eine beliebige Schmelzkategorie mit Eins, daB das
Zielobjekt jeder stabil universellen Verschmelzung starrer Objekte auch selbst
wieder starr ist.

Ubung 3.4.13 (Ein selbstbiduales aber nicht starres Objekt). In der Schmelzka-
tegorie gMod,, der Z-graduierten Vektorrdume iiber einem Korper £ ist das Objekt
X bestehend aus einer Kopie von k in jedem Grad nicht starr, aber dennoch ist der
natiirliche Morphismus in das Bidual ein Isomorphismus X = XVV.

Ubung 3.4.14. Gegeben ein starres Objekt X einer Schmelzkategorie M mit Eins
erkldren wir die Spur
tr=try : (X=X) =1

als den Morphismus, der unter unserem Isomorphismus (X=I)® X & (X=X)
aus 3.4.10 dem Auswerten X ® (X=1) — T entspricht. Dieser Morphismus liefert
unter dem Leerverschmelzungsfunktor nach 1.4.2 zusammen mit weiteren natiirli-
chen Isomorphismen eine ausgezeichnete Abbildung

tr: M(X, X) — M(Y,T)

und auch diese nennen wir eine Spur. Man zeige, daf das im Fall der Schmelzka-
tegorie der k-Vektorrdume die Spur aus der linearen Algebra tr : End(V') — k ist
und im Fall der Schmelzkategorie der Supervektorrdume die sogenannte Super-
spur str : End(V) — k gegeben durch str(A) = tr(AQ) — tr(A!l) in hoffentlich
selbsterkldrender Notation.

Ubung 3.4.15 (Spur und Schmelzfunktoren). Sei ' : M — N ein Schmelz-
funktor von Schmelzkategorien mit Eins, der vertrédglich ist mit stabil universellen
Verschmelzungen. Nach 3.4.6 macht F' Starrheitsdaten zu Starrheitsdaten. Nach
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3.4.10 existieren unter diesen Annahmen fiir starres X und beliebiges Y die inter-
nen Homobjekte X=Y und F'X= FY. Man zeige, dal dann auch der natiirliche
Morphismus ein Isomorphismus F(X=Y) = FX=FY ist und zeige die Kom-
mutativitit des Diagramms

F(X3X) "> FX=3FX
F(trx)i J/UFX
F(ly) — Ly

Ubung 3.4.16 (Negative Tensorpotenzen von Einheiten). Sei eine Schmelzka-
tegorie M mit Eins gegeben. Ein Objekt E heilit eine Einheit, wenn es universell
tensorierbar ist und es ein universell tensorierbares Objekt F' gibt mitsamt einem
Isomorphismus F ® F' = I. Man zeige, daB jede Einheit starr und so nach 3.4.10
,universell hombar* ist und daB der offensichtliche Morphismus I — (E=FE)
fiir jede Einheit £ ein Isomorphismus I = (E=FE) ist. Gegeben eine Einheit
E erkldre man fiir alle n € Z die Tensorpotenz E®", indem man fiir negati-
ves n die Vereinbarung E®" := (EV)®(=" trifft. Man zeige, daB es dann genau
ein Datum von Isomorphismen ay,,, : E%" ® E®™ = E®M+m) gibt das fiir
n,m > 0 aus den offensichtlichen Isomorphismen besteht und die Assoziativi-
titen a4 © (Id @m ) = Anmy © (A, @ id) fiir alle n, m, [ € Z gelten. Das
kann dahingehend zusammengefalt werden, daB (E®™),,cz mit den « ein Abmo-
noid der Schmelzkategorie M?% der Z-graduierten Objekte von M aus 1.2.1 wird.

Ubung 3.4.17. Eine Einheit E einer Schmelzkategorie mit Vorzeichen und Eins
heile eine Signumseinheit, wenn auf £ ® E' die Vertauschung das Negative der
Identitit ist. Ein typisches Beispiel ist das Objekt Z[1] € Ket(Ab) der Schmelz-
kategorie der Komplexe abelscher Gruppen. Gegeben eine Signumseinheit zeige
man fiir Morphismen f : E®" — Tund g : E®™ — 1 die Identitiit

go(id®f) = (-1)""f o (id®g)

von in hoffentlich offensichtlicher Weise notierten Morphismen E®+™) — T,

Ubung 3.4.18 (Schmelzfunktor der graduierten Leerverschmelzungen). Ge-
geben eine Schmelzkategorie M mit additiver Struktur und Eins und eine Sig-
numseinheit £ € M erhalten wir einen Schmelzfunktor M — sgAb mit der
Notation [¢]X := E®? ® X durch die Vorschrift

X — M(Y, [q]X)qGZ

Unser Schmelzfunktor # : Hot — sgAb der totalen Homologie aus 2.5.13 kann
als ein Spezialfall dieser allgemeinen Konstruktion verstanden werden.
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Ubung 3.4.19 (Vertriglichkeiten fiir das Tensorieren von internem Hom). Sei
M eine Schmelzkategorie mit universellen Verschmelzungen und Multihom. Man
zeige die Kommutativitit des Diagramms

WeeXeYVeZ - WeY)Ve(X®Z)
4 1
W=2X)e (Y=2) - WeY)=2(XeZ2)

mit dem Tensorieren 1.4.20 von internem Hom in der unteren Horizontale und fiir
WYRYY — (W®Y)Y und den in 3.4.10 beschriebenen Morphismen WY ® X —
(W=X).

Ubung 3.4.20 (Starrheit und Tensorieren von internem Hom). Sei M eine
Schmelzkategorie mit Eins. Gegeben Objekte A, B, X, Y € M mit X,Y starr
derart, daB A= B existiert, existiert auch (X ® A)=(Y ® B) und der in 1.4.20
erkldrte Morphismus ist ein I[somorphismus

(X2Y)® (A2B) > (X ® A)=(Y ® B)

Speziell erhalten wir fiir jede Einheit E natiirliche Isomorphismen F® (A= B) =
A=(EF® B)und EY ® (A=B) = (F ® A)= B. Hinweis: Man gehe von 1.4.3
aus. Auch 3.4.19 mag helfen.

Ubung 3.4.21 (Starrheit von Homotopiekomplexen). Man zeige, da3 gegeben
ein Morphismus A — B von starren Objekten der Schmelzkategorie Hot auch
der Abbildungskegel starr ist. Man zeige, da3 ein Objekt der Schmelzkategorie
Hot genau dann starr ist, wenn seine totale Kohomologie eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe ist.

3.5 Terminologische Experimente*

3.5.1 (Versuch einer Terminologie). Hier lege ich noch den Versuch einer ko-
hirenten Terminologie fiir verschiedene von einer Schmelzkategorie, Trennkate-
gorie oder Trennschmelzkategorie abgeleitete Kategorien nieder.

e Man beschreibe mit einem der Vokale e, i oder o das Verhiltnis von Multi-
plikation und Komultiplikation, so beide vorhanden sein sollten, und zwar

e fiir den Fall keiner Vertraglichkeitsforderung und auch wenn eine der
beiden Strukturen gar nicht gefordert wird;
i fiir die tibliche Vertriglichkeit;

o fiir die iibliche Vertriglichkeit und die zusitzliche Forderung nach der
Existenz einer Antipode;
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* Man setze davor beziehungsweise danach beziehungsweise sowohl als auch
einen der Konsonanten k oder b zur Beschreibung der Komultiplikation be-
ziehungsweise Multiplikation, und zwar

k fiir den Fall einer kommutativen Verkniipfung oder Koverkniipfung;
b fiir den Fall einer beliebigen Verkniipfung oder Koverkniipfung.
* Man setze davor beziehungsweise danach beziehungsweise sowohl als auch

ein u, wenn die Komultiplikation beziehungsweise Multiplikation, unitér
sein soll?

* Soll die Assoziativitit extra gefordert und durch ein s davor oder dahinter
notiert werden? Dann wiren eksu Abmonoide und ebsu Monoide und eb
Magmas und ebs Assoziativobjekte.

* Man verwende a priori die starkstmogliche Bezeichnung.

Beispiel 3.5.2. Im Fall einer Schmelzkategorie M finden wir die folgende Uber-
setzungstabelle.

neue Notation ‘ Bezeichnung in Worten

eb(M) Monoidobjekte von M
ek(M) Abmonoide von M

Beispiel 3.5.3. Im Fall der Trennschmelzkategorie A Ens finden wir die folgende
Ubersetzungstabelle.

neue Terminologie | iibliche Terminologie
kok( AEns) abelsche Gruppen
kob( AEns) beliebige Gruppen
kik( AEns) abelsche Monoide
kib( A Ens) beliebige Monoide

Man erinnere dabei, daB fiir C eine Kategorie mit endlichen Produkten in AC
jedes Objekt genau eine Struktur als Komonoid hat und daf} diese kommutativ
und funktoriell ist. Abelsche Monoide hitten wir demnach statt mit kik( A Ens)
auch mit ek( AEns) oder bik( A Ens) notieren konnen, aber wir wollen ja a priori
die stiarkstmogliche Bezeichnung verwenden.

Beispiel 3.5.4. Im Fall der Trennschmelzkategorie Ab finden wir die folgende
Ubersetzungstabelle.
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neue Terminologie | iibliche Terminologie

eb(Ab) Ringe

ek(Ab) Kringe

beb(Ab) Hopfalgebren iiber Z

bok(Ab) affine Gruppenschemata
kok(AD) abelsche affine Gruppenschemata
bik(Ab) affine Monoidschemata

Affine Supergruppenschemata oder kurz Supergruppen tiber einem Korper £ sind
in dieser Terminologie Objekte von bok(sMody).

3.5.5 (Iteration von kok). Gegeben eine Trennschmelzkategorie M machen wir
kok(M) zu einer Schmelzkategorie, indem wir nur solche M-Verschmelzungen

Al Y...Y AT —Y
erlauben, fiir die fiir alle « kommutiert

b {
ARAR..QARAR.. QA QA —-YRY Y

Hier wird die linke Vertikale gegeben durch die Koverkniipfungen aller Objekte
auBer A; und die obere Horizontale durch die Verkniipfung von A; und die anderen
Pfeile sind die offensichtlichen. Es miite aber einmal gepriift werden, dafl auch
in dieser Allgemeinheit die Multiverkniipfung von Verschmelzungen wieder eine
Verschmelzung ist. Das konnte vielleicht ein Student ausschreiben. Delikater ist
die Frage, ob man verniinftige Annahmen an eine Schmelzkategorie M finden
kann, unter denen kok(M) wieder eine Trennschmelzkategorie ist und eventuell
sogar dieselben verniinftigen Annahmen erfiillt, so da3 man iterativ

kok™ (M)

bilden konnte. Bisher beobachte ich nur amiisiert, da kok(AEns) = Ab die
Schmelzkategorie der abelschen Gruppen ist und kok*(AEns) = kok(Ab) et-
was Absonderliches: Objekte sind wohl affine abelsche Gruppenschemata, Leer-
verschmelzungen Elemente des zugrundeliegenden Krings, Einsverschmelzungen
Homomorphismen des zugrundeliegenden Krings, Zweiverschmelzungen biaddi-
tive Abbildungen A x B — (' alias Gruppenhomomorpismen A ® B — C,
wir notieren sie etwa (a,b) — a * b, mit a * (bib2) = (a(1) * b1)(a(2) * b2) und
(a1a2) * b = (ay * bay)(az * b)) mit a — Y a1y ® ae) die iibliche Notation fiir
eine Koverkniipfung. Ich frage mich, ob da mehr dahinter steckt und ob und wenn
ja wie man diese Beobachtung ausnutzen kann.
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Ubungen

Ubung 3.5.6 (Additive Struktur auf kok(,M)). Man zeige, daB fiir jede Trenn-
schmelzkategorie M die Schmelzkategorie kok (M) eine additive Struktur erhilt,
indem wir fiir Verschmelzungen ¢, : X Y Y — Z ihre Summe ¢ + v erkldren
als die Verniipfung

XYY = XYXYYYY = XYYYXYY =ZYZ—=Z

von Koverkniipfung auf X und Y, Umordnen, (¢ Y ¢) und Verkniipfung auf Z und
analog fiir Verschmelzungen von beliebigen Objektkleinfamilien. Der durch das
Vergessen der zusitzlichen Daten gegebene Schmelzfunktor v : kok(M) — M
ist volltreu auf Leerverschmelzungen.
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4 Bezug zur Homologietheorie

4.1 Homologie als Schmelzfunktor

4.1.1. Wir betrachten die Kategorie Top" aller r-Tupel topologischer Ridume, bil-
den dazu die Funktorkategorie Ab™®" = Cat(Top”, Ab) aller von dort ausgehen-
den Funktoren in die Kategorie der abelschen Gruppen und bilden schlielich zu
dieser Kategorie mit additiver Struktur die Homotopiekategorie

Hot ( Ab™P")
mit ihrer induzierten additiven Struktur.

Satz 4.1.2 (Eilenberg-Zilber, Variante). Fiir r > 0 gibt es in der Homotopie-
kategorie Hot ( Ab™" ) zwischen den beiden Objekten (®S) : (X1,...,X,)
SX1®...®8X, und (Sx) : (X1,...,X,) — S(Xy x ... x X,) genau einen
Morphismus, der auf der nullten Homologie dieselben Abbildungen induziert wie
die offensichtlichen Isomorphismen So X1 ® ... ® SoX, = So(X; X ... X X,),
und dieser Morphismus ist in besagter Homotopiekategorie ein Isomorphismus

(®S) = (Sx)

4.1.3. Die Umkehrabbildung (Sx) = (®S) zu diesem Isomorphismus nennen
wir die Alexander-Whitney-Transformation, ihre Effekte im Fall spezieller Rdume
Alexander-Whitney-Abbildungen.

Beweis. Man zeigt das genau wie im Fall » = 2. Man beachte, wie die Aussage
im Fall » = 0 zu allgemeinen Erkenntnissen {iiber die Homologie eines Punktes
spezialisiert. [

Korollar 4.1.4 (Singulire Ketten als Trennschmelzfunktor). Wir erhalten einen
Trennschmelzfunktor
S : ATop — Hot

von der banalen Trennkategorie der Kategorie der topologischen Riume in die
Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe abelscher Gruppen, genauer zwischen
den zugehdrigen Trennschmelzkategorien, indem wir jedem Tupel v = (vy, ..., v;)
stetiger Abbildungen v; : X — Y, die Komposition

SX ->S(V1x...xY,) 581 ®...®85Y,

von Vorschub und Alexander-Whitney-Abbildung 4.1.3 zuordnen.
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Beweis. Die Gesamtheit der r-Trennungen Sv aus unserem Korollar fiir festes r
kann nach 4.1.2 eindeutig dadurch charakterisiert werden, daf3 sie einerseits na-
tirlich ist, also fiir jede Sammlung kommutativer Diagramme

X & vy
lr L
X 5y

von topologischen Rdaumen und stetigen Abbildungen ein homotopiekommutati-
ves Diagramm liefert, und daf} andererseits die davon induzierten Abbildungen
HoX — HpyY; ® ... ® HyY, von den offensichtlichen Abbildungen So.X —
So(Y1 X ... X Y,) = SoY; ® ... ® SoY, herkommen. Auf die Gesamtheit der
Verkniipfungen fiir festes s und eine feste Indexabbildung @ : [r] — [s] einer
s-Trennung gefolgt von einer Trennung iiber « trifft aber diese Charakterisierung
auch zu, weil wir in der Mitte ja auch geeignete Produkte der Rdume am Ende
einfiigen konnen. Dal3 unser Trennfunktor dann vertrdglich ist mit universellen
Trennungen, ist eh klar. L]

4.1.5. Man beachte, daB in der Situation des Korollars die Bilder der Trennungen
zwar auf der nullten Homologie durch die einfache Vorschrift [z] — [v1(2)] ®
... ® [v.(z)] gegeben werden, daB sie aber aber auf hoheren Homologien nur im
Fall von Korperkoeffizienten sinnvoll definiert sind und dann eine kompliziertere
Beschreibung benétigen als ,,Vorschub lidngs (vq,...,v,); X — Y] x ... x Y, ge-
folgt von der Umkehrung der durch das Kreuzprodukt der Homologie gegebenen
Isomorphismen®.

4.1.6 (Singulidre Ketten fiir diskrete Riume). Schrinken wir unseren Trenn-
schmelzfunktor aus 4.1.4 auf diskrete Ridume ein, so fillt er zusammen mit un-
serem Trennschmelzfunktor Maf}; : AEns — Ab aus 1.6.29 gefolgt vom offen-
sichtlichen volltreuen Trennschmelzfunktor Ab < Hot.

4.1.7 (Singuliire Ketten des einpunktigen Raums). Der universellen Leertren-
nung top — A in der banalen Trennkategorie ATop wird nach 4.1.4 unter dem
Trennfunktor der singulédren Ketten eine universelle Leertrennung der Trennschmelz-
kategorie Hot zugeordnet, also ein Isomorphismus S(top) — Z[0] zur Eins der
Homotopiekategorie. Man sieht leicht ein, dal dieser Isomorphismus durch die
Augmentation reprasentiert wird.

4.1.8 (Homologie als Schmelzfunktor). Wir erhalten einen Schmelzfunktor
H:=%H oS : kart(Top) — sgAb

von der kartesischen Schmelzkategorie der topologischen Riume in die Schmelz-
kategorie der supergraduierten abelschen Gruppen, indem wir unseren Trenn-
schmelzfunktor A'Top — Hot in die Homotopiekomplexe aus 4.1.4 mit dem
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Schmelzfunktor H : Hot — sgAb der totalen Homologie aus 2.5.13 verkniipfen.
Da diese Schmelzfunktoren beide universelle Leerverschmelzungen zu universel-
len Leerverschmelzungen machen, gilt dasselbe fiir H und wir erhalten einen aus-
gezeichneten Isomorphismus H(top) — Z[0] in sgAb. Das durch die universelle
Leerverschmelzung gegebene Element alias das Urbild von 1 € Z unter diesem
Isomorphismus ist unser kanonischer Erzeuger der nullten Homologie des ein-
punktigen Raums 6 € Hy(top), wie der Leser leicht priifen wird.

4.1.9 (Das Kreuzprodukt und seine Eigenschaften). Per definitionem ordnet
unser Schmelzfunktor der Homologie der universellen Zweiverschmelzung X Y
Y — X x Y, die durch die Identitit auf X x Y gegeben ist, diejenige Zweiver-
schmelzung HX Y HY — H(X X Y) in sgAb zu, die der durch die Schreibrei-
henfolge gegebenen Anordnung das Kreuzprodukt der Homologie

HX x HY — H(X x Y)

zuordnet. Eine Einsverschmelzung f : X — Y wird darunter zur auf der Homo-

logie induzierten Abbildung f, : HX — HY und die universelle Leerverschmel-
zung Y — top zum kanonischen Erzeuger 0 € Hy(top). Unser Schmelzfunktor
liefert mithin, um nicht zu sagen beinhaltet, was wir in unserer Formelsammlung
fiir das Kreuzprodukt der Homologie die Assoziativitit, Eins, Antikommutativitét
und Natiirlichkeit genannt hatten. Das wird im folgenden ausgefiihrt.

4.1.10 (Natiirlichkeit des Kreuzprodukts). Gegeben zwei stetige Abbildungen
f:X — X' und g : Y — Y haben wir fiir beliebige c € H,X und d € H,Y in
H,, (X’ x Y’) die Gleichheit

(f+€) X (gd) = (f X g)+(c x d)

Das folgt auch ohne alle Verschmelzung aus der Natiirlichkeit der Eilenberg-
Zilber-Abbildung. In der Sprache der Verschmelzungen entsteht diese Identitéit
durch das Anwenden des Schmelzfunktors der Homologie auf das kommutative
Diagramm der Familienkategorie

XYy -5 XxY
ing ifxg
X'yyYy % X'xY'

mit den universellen Zweiverschmelzungen in den Horizontalen, genauer durch
das Einsetzen von Elementen oben links und das Verfolgen ihrer Bilder unter bei-
den Verkniipfungen nach unten rechts.

4.1.11 (Einheit des Kreuzprodukts). Fiir § € Hy(top) den kanonischen Erzeu-
ger der Homologie eines Punktes und X ein beliebiger Raum und ¢ € N und
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¢ € H,(X) gelten unter Unterdriickung der Notation fiir die von den offensichtli-
chen Homoomorphismen pr; : X x top = X und pr, : top x X = X auf der
Homologie induzierten Isomorphismen die Gleichheiten

dXc=c=cXxXd

Sie entstehen durch das Anwenden des Schmelzfunktors der Homologie auf das
kommutative Diagramm

X 4 X v top

. id
nYldl \ ipﬁ

top Y X X

pra

der Familienkategorie mit n : Y — top der universellen Leerverschmelzung,
genauer durch das Einsetzen von Elementen oben links und Verfolgen ihrer Bilder
unter den Verkniipfungen nach unten rechts.

4.1.12 (Assoziativitit des Kreuzprodukts). Gegeben topologische Raume X, Y,
Z und zugehorige Homologieklassen a, b, ¢ gilt in der Homologie von X XY x Z
unter Unterdriickung der Notation fiir die von den natiirlichen Identifikationen
(X xY)xZ S5 XxY xZ 5 X x (Y x Z) auf der Homologie induzierten
Isomorphismen die Identitit

(axb)xc=ax(bxc)

Sie entsteht durch das Anwenden des Schmelzfunktors der Homologie auf das
kommutative Diagramm der Familienkategorie

XYYyZzZ XY (Y xZ)

|

(XXY)YZ—=XxXY xZ

und das Einsetzen von Elementen oben links und das Verfolgen ihrer Bilder unter
den Verkniipfungen nach unten rechts.

4.1.13 (Graduierte Kommutativitit des Kreuzprodukts). Gegeben topologi-
sche Riume X, Y bezeichne 7 : X x Y = Y x X die Vertauschung (z,y) +—
(y, x). Fir beliebige homogene Homologieklassen ¢ € HX und d € HY gilt in
H(Y x X) bei kommutativem Koeffizientenring R die Identitit

(e x d) = (=Dl x ¢

Sie bringt zum Ausdruck, daB eine Zweiverschmelzung in sgAb eben eine Vor-
schrift ist, die jeder Anordnung der Faktoren eine bilineare Abbildung zuordnet
derart, dal gewisse Vorzeichenregeln erfiillt sind, und daB3 wir das Kreuzprodukt
mit Bezug auf die Schreibreihenfolge im kartesischen Produkt erklirt hatten.
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4.1.14 (Kiinnethformel mit Korperkoeffizienten). Die Homologie von X mit
Koeffizienten in einer abelschen Gruppe M kann in unserer neuen Sprache durch
die Formel H(X; M) = H(SX ®; M) ausgedriickt werden. Fiir Koeffizienten
in einem Korper £ ist der Schmelzfunktor der Homologie sogar vertriglich mit
universellen Verschmelzungen als die Komposition

kart(Top) — Hot — Hoty — sgMod,

von Schmelzfunktoren, die jeweils vertriglich sind mit universellen Verschmel-
zungen nach 4.1.4, 2.3.5 und 2.5.14. Diese Aussage beinhaltet unsere Kiinneth-
formel mit Korperkoeffizienten H(X; k) @, H(Y; k) = H(X x Y k).

Vorschau 4.1.15. Wir konstruieren in 4.3.6 sogar einen monotonen Schmelzfunk-
tor von monotonen Schmelzkategorien

S : kart(Top)™" — Ket™"

vermittels der offensichtlichen Verallgemeinerung der iiblichen expliziten Eilen-
berg-Zilber-Abbildung auf endlich viele Faktoren mit der Eigenschaft, da3 er den
von unserem Schmelzfunktor S : kart(Top) — Hot aus 4.1.4 induzierten mo-
notonen Schmelzfunktor liftet. Es ist jedoch nicht moglich, unseren urspriingli-
chen Schmelzfunktor S : kart(Top) — Hot aus 4.1.4 zu einem Schmelzfunktor
S : kart(Top) — Ket zu liften. Dem steht die Existenz nichttrivialer sogenannter
,Massey-Produkte entgegen, was hier nicht weiter ausgefiihrt werden soll.

Ubungen

Ubung 4.1.16. Wir erkliren die Trennkategorie der Raumpaare Top“ durch
die Vorschrift, daB8 eine Trennung (X,U) — (Y1,V1) A ... A (Y., V) ein Tupel
von stetigen Abbildungen f; : X — Yiistmit U C f; (Vi) U--- U f74(V,).
Von (X, U) geht mithin genau eine Leertrennung aus im Fall U = () und keine
Leertrennung sonst, denn die Vereinigung iiber eine leere Mengenfamilie ist die
leere Menge. Universell sind die Trennungen

(Vi x...xY, U)—= (Y1,V1) k... A (Y, V})

mit U := pr;* V4 U... Upr, 'V, der Menge aller Punkte des Produkts, bei de-
nen mindestens eine Koordinate zum entsprechenden V; gehort. Speziell ist die
einzige Leertrennung (top, ) — A universell und im Fall (Y1,V}) = (Y2, 13) =
([0,1],{0,1}) geht die universelle Zweitrennung aus von ([0, 1]%,U) mit U der
Vereinigung der Randkanten des Einheitsquadrats. Unsere universellen Trennun-
gen sind offensichtlich sogar stabil universell, unsere Trennkategorie Top® ist also
eine Trennschmelzkategorie mit Verschmelzungen (X;,U;) Y ... Y (X,,U,) —
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(Y, V) allen stetigen Abbildungen X; x ... x X, — Y mit der Eigenschaft, da8§
jeder Punkt (z4,...,z,) in V landet, bei dem mindestens eine der Koordinaten x;
zur entsprechenden Teilmenge U; gehort. Wir nennen sie die Trennschmelzkate-
gorie der Raumpaare

C

Top

Ein Leerverschmelzung Y — (Y, V') in Top© ist per definitionem ein Morphismus
(top, @) — (Y, V) alias ein Punkt von Y. Man zeige, daB der Schmelzfunktor der
singuldren Ketten einen Schmelzfunktor

S : Top~ — Hot

induziert mit (X, U) — S(X, U). Durch Nachschalten von # erhalten wir einen
Schmelzfunktor
H : Top~ — sgAb

mit (X,U) — H(X,U), der viele Eigenschaften des Kreuzprodukts der relati-
ven Homologie zusammenfalit. Unser Schmelzfunktor S ist sogar vertriglich mit
universellen Verschmelzungen, wenn wir ihn auf die Schmelzkategorie Top® der
Raumpaare (X, U) mit offener Teilmenge U © X einschrinken. Insbesondere
erhalten wir so einen Trennschmelzfunktor

S : Top® — Hot

In einer anderen Richtung zeigen unsere Argumente auch, daf3 jede stabil univer-
selle Verschmelzung von Raumpaaren unter S stabil universell in Hot bleibt, wenn
bei nur einem der Ausgangs-Raumpaare die ausgezeichnete Teilmenge nicht leer
ist.

Ubung 4.1.17 (Topologische Orientierungsmenge als Schmelzfunktor). Wir er-
halten einen Schmelzfunktor

or'? : (YModfg)* — Par

vom banalen Schmelzgruppoid der endlichdimensionalen reellen Vektorrdaume in
unsere erweiterten Paritdten aus 2.1.10 durch die Vorschrift, dal wir jedem reellen
Vektorraum V' endlicher Dimension d die Paritét seiner Dimension zusammen mit
der Menge der beiden Erzeuger von Hy(V, V\0) zuordnen und jeder Verschmel-
zung V1 & ... ® V, = W diejenige Verschmelzung von erweiterten Zahlen, die
durch die vom Kreuzprodukt auf der relativen Homologie induzierte Abbildung
gegeben wird. Zwischen diesem Schmelzfunktor und dem Schmelzfunktor

or = or™® : (YModfg)* — Par

96



der algebraischen Orientierungsmenge aus 2.1.11 gibt es genau zwei Isotransfor-
mationen. Wir zeichnen eine von ihnen als unsere Standardtransformation

std : or?le = ortop

dadurch aus, daf} darunter die Standardorientierung von R demjenigen Erzeuger
7 € Hi(R,R\0) entspricht, der durch die Klasse des relativen Einszykels [—1, 1]
gegeben wird, also durch die affine Abbildung A; — R mitey — —1und ey — 1.
Das bedeutet, daf} die algebraische Standardorientierung auf R"™ fiir alle n unter
unserer ausgezeichneten Isotransformation dem Erzeuger 7" von H,,(R", R"\0)
entspricht.

Ubung 4.1.18. Gegeben orientierte reelle Vektorriume U C V endlicher Dimen-
sion liefert 2.1.22 eine ausgezeichnete Orientierung auf dem Quotienten V/U und
vermittels des von der Projektion induzierten Isomorphismus

Hq(V, VAU) = Ho(V/U, (V/U)\O)

einen ausgezeichneten Erzeuger der linken Seite fiir d = dimg(V/U). Er stimmt
im Fall R™ x 0¢ C R™ mit den jeweiligen Standardorientierungen iiberein mit
1™ x 7% fiir 1 € Hy(RR, () der natiirliche Erzeuger und 7 € H; (R, R\0) wie in
4.1.17.

Ubung 4.1.19 (Formeln fiir mengenwertige Schmelzfunktoren). Sei C eine Ka-
tegorie mit je einem ausgezeichneten Produkt X x Y fiir jedes Paar (X,Y") von
Objekten und ausgezeichnetem finalen Objekt fin. Jeder Schmelzfunktor

S : kart(C) — kart(Ens)

liefert einen gewohnlichen Funktor M : C — Ens, den wir auf Morphismen
M(f) = f. notieren werden, sowie Abbildungen M (X) x M(Y) — M(X xY),
(a,b) — aXbund ein ausgezeichnetes Element § € M (fin) derart, daf fiir dieses
Datum (M, X, §) die folgenden Vertriglichkeiten gelten:

Natiirlichkeit: Gegeben Morphismen f : X — Zund g : Y — W in C haben
wir fiir beliebige a € M (X) und b € M(Y') in M (Z x W) die Gleichheit

(fva) B (g.b) = (f % g)«(a® D)
Eins: Gegeben X € Cund a € M(X) und gilt

(pry).(aMd) =a
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Assoziativitit: Gegeben Objekte X, Y, Z € C und dazu jeweils Elemente a, b, ¢
von M (X), M(Y), M(Z) sowie ass : (X XY) x Z 5 X x (Y x Z) der
offensichtliche Isomorphismus gilt

ass,((aXb)Ke) =aX (bX )

Kommutativitit: Gegeben 7: X XY = Y x X der Vertauschungsmorphismus
und a € M(X) sowie b € M (Y') gilt

T(aXb) =bKa

Sei nun C eine Kategorie mit je einem ausgezeichneten Produkt X x Y fiir jedes
Paar (X,Y’) von Objekten und einem ausgezeichneten finalen Objekt fin. Man
zeige, dal umgekehrt jedes Datum (A, X, §) wie oben von einem wohlbestimm-
ten Schmelzfunktor S : kart(C) — kart(Ens) herkommt. In der Praxis verwen-
den wir fir S und M fiir gewohnlich dieselbe Bezeichnung. Analoges gilt fiir
Schmelzfunktoren kart(C) — sgAb und ist die Bedeutung unserer Formelsamm-
lung fiir das Kreuzprodukt der Homologie 4.1.9 folgende.

Ubung 4.1.20 (Formeln fiir allgemeinere Schmelzfunktoren). Sei C eine Kate-
gorie mit je einem ausgezeichneten Produkt X x Y fiir jedes Paar (X,Y") von
Objekten und ausgezeichnetem finalen Objekt fin. Analoges zu 4.1.19 gilt fiir
Schmelzfunktoren kart(C) — S in allgemeine Schmelzkategorien S mit einem
ausgezeichneten treuen Schmelzfunktor v : & — kEns. Sie entsprechen Tupeln
(M,X,6) mit M : C — S einem Funktor der zugrundeliegenden einfachen Ka-
tegorien, Zweiverschmelzungen M (X) Y M(Y) — M (X X Y) und einer Leer-
verschmelzung 6 : Y — M (fin) derart, daB die obigen Vertréglichkeiten fiir v M
gelten. Fiir einen Schmelzfunktor kart(C) — Ab etwa mufl man nur zusitzlich
fordern, da M ein Funktor M : C — Ab ist und X fiir alle X, Y eine bilineare
Abbildung M(X) x M(Y) — M(X x Y). Das ist die Bedeutung der Formeln
fiir verschiedene Arten von Malen.

4.2 Kohomologie als Trennfunktor

4.2.1. Man erinnere aus 1.6.27 den Trennfunktor Fun : AEns — Ab°" der Funk-
tionenrdume. Im folgenden erweitern wir ihn zu einem Trennfunktor ATop —
sgADb° von der banalen Trennkategorie der topologischen Riume in die Oppo-
nierte der Schmelzkategorie der supergraduierten abelschen Gruppen. Im diskre-
ten Fall haben wir bereits in 1.6.33 diskutiert, wie man den Trennfunktor der
Funktionenrdume durch Dualisieren aus dem Trennschmelzfunktor der Riume
von kompakt getragenen MaBlen erhalten kann. Dort war das eher ein Umweg
zum Ausprobieren der Konzepte. Hier wird es ein Zugang zur Kohomologie, der
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es mir besonders gut erlaubt, meine Anschauung fiir Homologie auf die Kohomo-
logie zu iibertragen.

4.2.2 (Trennfunktor der singuliren Koketten). Verkniipfen wir den Trennschmelz-
funktor der singuldren Ketten S : ATop — Hot aus 4.1.4 mit dem Dualisieren
Hot® — Hot", so erhalten wir einen Trennfunktor

S* : ATop — Hot®

von der banalen Trennkategorie der topologischen Rdaume in die Opponierte der
Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe abelscher Gruppen. Wir nennen die-
sen Trennfunktor den Trennfunktor der singuliren Koketten und verwenden
im folgenden die abkiirzende Notation S*X = S¥X := (SX)V. Per definitionem
ordnet unser Trennfunktor einer Trennung X — Y7 A ... A Y, in ATop alias
einem Tupel stetiger Abbildungen f; : X — Y; als Trennung in Hot°"" alias
Verschmelzung in Hot die Komposition

SVY; x ... x SYY, SVX

4 T
SYY1®...08%Y, - (SY1®...0S5Y,)V 5 S(Y;x...xY,)Y

zu mit einem dualisierten Eilenberg-Zilber-Isomorphismus als drittem Morphis-
mus. Nach 1.6.25 macht unser Trennfunktor dariiber hinaus eine universelle Tren-
nung in eine Kleinfamilie Y; A ... A Y, topologischer Rdume zu einer universellen
Trennung in Hot®, wenn die SY; € Hot mit hochstens einer Ausnahme freie Ho-
mologiegruppen von endlichem Rang haben, denn dann liefern die iiblichen Argu-
mente Homotopiedquivalenzen dieser Komplexe mit ihrer Homologie und folg-
lich ist in unserem Diagramm auch der erste Morphismus der unteren Horizontale
eine Homotopiedquivalenz. Insbesondere macht unser Trennfunktor die universel-
le Leertrennung top — A zu einer universellen Leertrennung S*(top) — A und
induziert mithin einen Isomorphismus S*(top) — Z[0]. Dasselbe gilt mit Koeffi-
zienten in einem beliebigen Kring & und wir erhalten auch in dieser Allgemeinheit
einen Trennfunktor
Sy : ATop — Hot$*

Auch er macht eine universelle Trennung in eine Kleinfamilie Y7 A ... A Y, to-
pologischer Riume zu einer universellen Trennung, wenn die H,, (Y;; k) fur alle ¢
mit hochstens einer Ausnahme endlich erzeugt und frei oder allgemeiner endlich
erzeugt und projektiv sind. Die universelle Leertrennung induziert insbesondere
einen Isomorphismus S (top) — k[0] von Homotopiekomplexen.

4.2.3 (Singulire Kohomologie als Trennfunktor). Schalten wir hinter unseren
Trennfunktor der singulidren Koketten S* : ATop — Hot°" aus 4.2.2 noch den
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Opponierten des Schmelzfunktors der totalen Homologie H : Hot — sgAb alias
den Trennfunktor H°PP dahinter, so erhalten wir einen Trennfunktor
H* = H;,, : ATop — sgAb™

Wir nennen ihn die Kohomologie oder ausfiihrlicher singulire Kohomologie.
Noch genauer setzen wir HYX := #9(S"X) und nennen diese abelsche Grup-
pe die g-te Kohomologiegruppe von X. Die von der universellen Zweitrennung
X xY — X A Y induzierte Zweiverschmelzung ist das Kreuzprodukt der Koho-
mologie. Auch der Trennfunktor der Kohomologie macht universelle Trennungen
zu universellen Trennungen, wenn die H, (Y;; k) fiir alle ¢ mit hochstens einer
Ausnahme endlich erzeugt und frei oder allgemeiner endlich erzeugt und projek-
tiv sind, macht insbesondere die universelle Leertrennung top — A zu einer uni-
versellen Leertrennung und induziert so einen Isomorphismus H*(top) = Z[0].
Das Urbild von 1 € Z nennen wir den kanonischen Erzeuger 1 € H’(top). Fiir
jede stetige Abbildung f : X — Y bezeichnen wir mit f* : HY — H?X die
induzierte Abbildung auf der Kohomologie. Sie heift das Zuriickholen. Analo-
ges gilt fiir Kohomologie HY(X; k) := H?S*(X; k) mit Koeffizienten in einem
beliebigen Kring k.

4.2.4 (Singuliare Kohomologie mit Korperkoeffizienten). Ich erinnere daran,
daB nach 2.5.14 im Fall eines Korpers & die totale Kohomologie eine Aquiva-
lenz von Schmelzkategorien H : Hot, = sgMod,, liefert. Wir erhalten so fiir
jeden Komplex S € Ket; von k-Vektorrdumen einen natiirlichen Isomorphismus
HI(SY) = (H1S)Y zwischen der Kohomologie des dualen Komplexes und dem
Dualen der Kohomologie. Das bedeutet insbesondere natiirliche Isomorphismen

HY(X; k) = H, (X k)"

zwischen der Kohomologie und dem Dualraum der Homologie. Ich kann mir die
hoheren Kohomologiegruppen ab ¢ > 2 nur vorstellen als den Dualraum in die-
sem Sinne der fiir mich vergleichsweise anschaulichen Homologiegruppen.

4.2.5 (Kiinnethformel). Fiir Korperkoeffizienten finden wir, daf3 der Trennfunk-
tor der Kohomologie H*( ; k) : ATop — sgMody' universelle Trennungen zu uni-
versellen Trennungen macht, wann immer die Komplexe der singuldren Ketten mit
Koeffizienten in £ aller Zielrdume bis auf hochstens eine Ausnahme nur endlich-
dimensionale Homologievektorraume haben. Insbesondere erhalten wir so, wann
immer alle H" (X; k) oder alle H" (Y; k) endlichdimensionale k-Vektorrdume sind,
einen ausgezeichneten Isomorphismus

H* (X k) @ HY(Y; k) = H(X x Y3 k)
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4.2.6. Die banale Struktur auf einem topologischen Raum X € Top als Koabmo-
noid von A Top im Sinne von 2.2.10 induziert durch Anwenden des Trennfunktors
der Kohomologie 4.2.3 auf seiner Kohomologie H* X eine Struktur als Koabmo-
noid von sgAb°" alias eine Struktur als Abmonoid von sgAb alias eine Struktur
als superkommutativer graduierter Ring. Dieser Ring H* X heifit der Kohomolo-
giering von X. Jede stetige Abbildung f : X — Y induziert einen Homomor-
phismus von graduierten Ringen f* : H'Y — H*X in die Gegenrichtung, den
Riickzug. Die Multiplikation des Kohomologierings wird oft

U

notiert und das cup-Produkt genannt. Wir werden den Kohomologiering im fol-
genden noch genauer studieren und auch explizitere Beschreibungen dafiir her-
leiten. Zur Ubung diirfen Sie zeigen, daB im Fall des einpunktigen Raums der
kanonische Erzeuger die Eins des Kohomologierings ist.

4.2.7 (Trennfunktor der Kohomologie und cup-Produkt). Aus den Definitio-
nen folgt unmittelbar, daf§ eine Trennung (f1,...,f.) : X = Y3 A ... A Y, in
der banalen Trennkategorie der topologischen Rdume unter dem Trennfunktor der
Kohomologie auf diejenige Trennung von sgAb°" abgebildet wird, die derjenigen
Verschmelzung ihrer Kohomologien H*Y; Y. .. Y H"Y,, — H* X entspricht, die ein
Tupel (c1, . . ., ¢,) von Kohomologieklassen auf das cup-Produkt fc; U. ..U fre,
ihrer jeweiligen Riickziige in H* X wirft.

4.2.8 (Kronecker-Paarung). Wir erinnern aus 1.4.17 im Kontext einer allgemei-
nen Schmelzkategorie mit universellen Verschmelzungen und Multihom das Aus-
werten DY Y D — I. Wenden wir es in der Schmelzkategorie Hot auf den Kom-
plex SX der singulidren Ketten eines topologischen Raums X an, so erhalten wir
eine Zweiverschmelzung S°X Y SX — Z|[0] in Hot. Diese hinwiederum liefert un-
ter dem Schmelzfunktor H der Homologie bilineare Paarungen, die Kronecker-
Paarungen
(,) HXxHX—>Z

Beispiel 4.2.9 (Homologie als Modul iiber dem Kohomologiering). Jeder topo-
logische Raum X ist in banaler Weise ein Koabmonoid in A Top und liefert unter
dem Trennschmelzfunktor S : ATop — Hot der singulédren Ketten ein Koabmo-
noid R := SX € Hot. Durch Dualisieren entsteht daraus wie besprochen ein
Abmonoid S*X € Hot und unser abstraktes cap-Produkt aus 3.2.1 spezialisiert
zu einer Operation

S*X Y SX — SX

in Hot. Diese Operation in Hot liefert unter dem Schmelzfunktor H eine Opera-
tion des Kohomologierings auf der Homologie und das ist das cap-Produkt. Die
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Adjunktionsformel fiir das topologische cap-Produkt entsteht ebenso aus unse-
rer abstrakten Adjunktionsformel 3.2.1 durch Anwenden von H. Die Projektions-
formel fiir das topologische cap-Produkt schlieBlich entsteht aus der abstrakten
Projektionsformel 3.2.1, indem wir eine stetige Abbildung f : X — Y als Mor-
phismus der zugehorigen banalen Koabmonoide in ATop auffassen, darauf den
Trennschmelzfunktor S der singuldren Ketten anwenden, die abstrakte Projekti-
onsformel zu diesem Koabmonoidmorphismus in Hot hinschreiben und mit dem
Schmelzfunktor H zur Homologie iibergehen.

Ubungen

Ubung 4.2.10 (Relative Kohomologie als Trennfunktor). Der Trennschmelz-
funktor S : Top® — Hot der relativen singuliren Ketten in Bezug auf eine offene
Teilmenge aus 4.1.16 ist insbesondere vertrdglich mit universellen Trennungen.
Halten wir den Trennfunktor des Dualisierens dahinter, so erhalten wir einen wei-
teren Trennfunktor, den Trennfunktor

S* : Top® — Hot"

der relativen singulidren Koketten in Bezug auf eine offene Teilmenge. Halten wir
zusitzlich die Homologie H°PP dahinter, so erhalten wir wieder einen Trennfunk-
tor, den Trennfunktor

H* : Top® — sgAb®"

der Kohomologie relativ zu einer offenen Teilmenge. Per definitionem ist eine
Trennung (Z, W) — (X,U) A (Y, V) in Top® ein Paar von stetigen Abbildungen
f:Z —=Xudg:Z — Y mit(f,g)(W) C (X xV)U(U xY). Unser
Trennfunktor beinhaltet fiir U @ X und V' @ Y offene Teilmengen topologischer
Réiume eine ausgezeichnete Abbildung

H' (X, U)H (Y, V) > H (X XY, (X x V)U (U xY))

und fiir U,V @ X offene Teilmengen ein- und desselben Raums durch Nach-
schalten des Riickzugs ldngs der Diagonale eine natiirliche Abbildung H* (X, U)®
H*(X,V) — H*(X,U U V). Noch spezieller beinhaltet er fir U @ X eine Struk-
tur auf H*(X, U) als H*(X)-Modul. Auf jedem Paar (X,U) € Top® haben wir
zwar eine banale Komultiplikation und diese ist auch assoziativ und kommutativ,
aber eine Koeins besitzt dieses Magma nur im Fall U = ().

Ergiinzende Ubung 4.2.11. In 4.1.16 hatten wir gesehen, daB sogar fiir ein belie-
biges Raumpaar (X, A) die Verschmelzung auf den singuldren Ketten Homoto-
piedquivalenzen SX " ® S(X, A) = S(X ¥+, X > x A) induziert. Man zeige,
daf die durch Dualisieren und Riickzug lings der Diagonale gegebene Abbildung
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S*X ® S*(X,A) — S*(X, A) unter Ubergang zur Kohomologie fiir ein belie-
biges Raumpaar die relative Kohomologie H* (X, A) zu einem Modul iiber dem
Kohomologiering H* X macht.

4.3 Cup und cap fiir singuliire Ketten*

4.3.1. Im folgenden geben wir noch explizite Konstruktionen fiir monotone Va-
rianten unserer Alexander-Whitney-Abbildungen als Trennfunktoren und unserer
Eilenberg-Zilber-Abbildungen als Schmelzfunktoren, und zwar jeweils auf Ket-
tenniveau. Der Vorteil dieser Konstruktionen liegt darin, dal} sie expliziten Rech-
nungen besser zugéinglich sind.

4.3.2 (Alexander-Whitney als monotoner Trennfunktor). Wir konnen den Funk-
tor der singulédren Ketten zu einem monotonen Trennfunktor von monotonen Trenn-
kategorien

S = Saw : ATop™™ — (Ket")™"

erweitern, indem wir jedem Tupel von stetigen Abbildungen X — Y; alias jeder
Trennung ¢ : X — Y7 A ... A Y, diejenige Trennung

Sé:SX = SY; A ... ASY,

alias denjenigen Morphismus SX — SY; ® ... ® SY,. von Komplexen abelscher
Gruppen zuordnen, der einen singuldren Simplex o : A,, — X auf den Tensor

Z fiok1 ® ... ® f.o0k,

p1t...+pr=n

wirft mit x; = k(i;p1,...,p,) + A, — A, anschaulich dem entsprechenden
Mittelteil des Standardsimplex und formal der affinen Abbildung, die die Ecken
mit den Indizes 0, 1, ..., p; der Reihe nach auf die Ecken mit den Indizes (p; +
coie+pic1+0),...,(p1+ ...+ pi_1 + p;) abbildet. Im Fall » = 2 kann man diese
Trennung auch schreiben als o — Zp +g=n J10X,® f20pg mit \,, der p-Vorderseite
und p, der g-Hinterseite des Standard-n-Simplex aus [TS] 5.8.4. Im Fall X = Y x
Y> mit fi, fo den Projektionen schlieflich erhalten wir genau unsere Alexander-
Whitney-Abbildung aus [TS] 5.8.5. Um zu priifen, dal Saw wie behauptet ein
Trennfunktor ist, mag man mit dem Nachweis beginnen, dal unsere Vorschrift
einen Trennfunktor in die monotonen Trennschmelzkategorie der Z-graduierten
abelschen Gruppen liefert. Danach kann man sich beim Priifen der Vertriglichkeit
mit den Differentialen auf den Fall von Zweitrennungen zuriickziehen, den wir
bereits in [TS] 5.8.5 behandelt hatten. Natiirlich ist S¢» im Fall einer Einstrennung
schlicht das iibliche Vordriicken von singulédren Ketten und nach [TS] 5.8.5 wissen
wir auch, dal} es im Fall einer Zweitrennung der Gestalt (pry,pry) : X X Y —
X XY das Homotopieinverse der Eilenberg-Zilber-Abbildung reprisentiert.
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4.3.3 (Cup und cap fiir singuléire Ketten). Unter dem in 4.3.2 konstruierten mo-
notonen Trennfunktor S : ATop™™" — (Ket")™" wird das banale Komonoid
eines topologischen Raums X ein Komonoid SX in (Ket")™°" mit der Komulti-
plikation SX — SX ® SX gegeben auf Simplizes durch

o~ Z TAp @ 0py

p+q=|o|

Dieses Komonoidobjekt in (Ket')™° liefert unter dem Dualisieren aus 1.6.25 ein
Monoidobjekt S* X in Ket™" und mit dem abstrakten cap-Produkt 3.2.1 wird SX
ein Linksobjekt iiber S*X. Unter dem Ubergang H zur Homologie liefern diese
nach Konstruktion das cup- und das cap-Produkt, wie wir sie bereits konstruiert
hatten. Explizit wird fiir Koketten a € S’ X, b € S?X der Wert von aUb auf einem
Simplex o : A, — X gegeben durch die Formel

(aUb,0) = (=1)"{a, ) (b, 0 py)

und das cap-Produkt einer Kokette b € S?.X mit einem Simplex z = o : A, —
X in den Notationen [TS] 5.8.4 durch

bNo = (—1)"(b, ap,)oh

und unsere abstrakte Adjunktionsformel spezialisiert zur fiir beliebige Koketten
a € SPX,be S7X und Ketten ¢ € S,4,X giiltigen Adjunktionsformel

(aUb,c) = (a,bNc)

Beispiel 4.3.4. Fiir jeden topologischen Raum X macht das cup-Produkt 4.3.3 den
Komplex der singulidren Koketten mithin zu einem dg-Ring S*X und unter dem
cap-Produkt aus 4.3.3 wird der Komplex der singuldren Ketten SX ein dg-Modul
iber diesem dg-Ring.

4.3.5 (Varianten zum cap-Produkt). Ist X ein topologischer Raum und A C X
eine Teilmenge, so induziert der zur Komultiplikation ;2 des Komonoidobjekts
SX € (Ket')mon gehorige Morphismus 1 : SX — SX ® SX offensichtlich einen
Morphismus SA — SA ® SX und so auf den Kokernen einen Morphismus

S(X, A) = S(X,A) ® SX

Damit wird S(X, A) ein SX-Rechtskoobjekt in Ket und unsere allgemeinen Kon-
struktionen aus 3.2.12 liefern in Ket auf S(X, A) eine Struktur als SX -Linksob-
jekt sowie eine ausgezeichnete Kettenabbildung

S*(X,A) ®S(X, A) — S*X
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Explizit ist der Komplex der relativen Koketten S*(X, A) als Kern des Ringho-
momorphismus S*X — S*A ein unter dem Korandoperator stabiles graduiertes
Ideal von S*X und insbesondere ist S*(X, A) selbst ein assoziatives Magma in
dgAb mit Operationen von S*X von beiden Seiten, die dazu noch kommutieren
in einem hoffentlich offensichtlichen Sinn. Mithin ist H*(X, A) eine graduierte
assoziative Z-Algebra und ein H* X-Bimodul. Des weiteren ist SA C SX ein
dg-Untermodul fiir die Operation von S*.X und unter dem cap-Produkt wird folg-
lich auch der Kokern S(X, A) ein S*X-Modul. SchlieBlich annulliert das dg-Ideal
S*(X,A) C S"X den dg-Untermodul SA C SX und induziert so die gesuchte
Kettenabbildung.

4.3.6 (Eilenberg-Zilber als monotoner Schmelzfunktor®). Wir konnen auch
den Funktor der singuldren Ketten zu einem monotonen Schmelzfunktor von mo-
notonen Schmelzkategorien

S = Sgz : kart(Top)™*" — Ket™"

erweitern, indem wir jeder stetigen Abbildung f : X; x ... x X, — Y alias
Verschmelzung f : X; Y ... Y X, — Y diejenige Verschmelzung

Sf:SX,Y...YSX, = SY

von Komplexen abelscher Gruppen zuordnen, die ein Tupel (o4, ...,0,) singu-
larer Simplizes o; : A,;) — X; abbildet auf

ngn(w)fo(al X ...X0)ow

mit der Summe {iiber alle injektiven und in jeder Komponente monoton wach-
senden Abbildungen w : {0,...,n} — {0,...,p(1)} x ... x{0,...,p(r)} fir
n = p(1) + ...+ p(r) beziehungsweise die davon induzierten affinen Abbildun-
gen w : A, — Apqy X ... X Ayp) und mit sgn(w) dem Vorzeichen, das die
Vertraglichkeit dieser letzteren Abbildung mit den natiirlichen Orientierungen auf
beiden Seiten dhnlich beschreibt, wie das in [TS] 5.8.6 im Fall von zwei Faktoren
ausgefiihrt wurde. Um das zu priifen, mag man damit beginnen nachzuweisen, daf}
unsere Vorschrift einen Schmelzfunktor in die monotone Schmelzkategorie der Z-
gradierten abelschen Gruppen liefert, und man sich so zum Priifen der Vertréaglich-
keit mit den Differentialen auf den Fall von Zweiverschmelzungen zuriickziehen,
den wir bereits behandelt haben. Wie wir bereits aus [TS] 5.8.1 wissen, induziert
Sf auf der Homologie die Abbildung, die durch das Kreuzprodukt gefolgt vom
Vorschub mit f gegeben wird.
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A Kategorien und Funktoren

Hier werden Konventionen zu Kategorien und Funktoren niedergelegt.

A.1 Kategorien

Definition A.1.1. Eine Kategorie C ist ein Datum bestehend aus
a. einer Menge Ob C von Objekten;
b. einer Menge C(X, Y') von Morphismen fiir je zwei Objekte X,Y € Ob(;

c. einer Abbildung C(X,Y) xC(Y,Z) — C(X, Z), (f,g) — go f fir je drei
Objekte X, Y, Z € C, genannt die Verkniipfung von Morphismen,

derart, daf} folgende Axiome erfiillt sind:
1. Die Morphismenmengen sind paarweise disjunkt;

2. Die Verkniipfung ist assoziativ, es gilt also (f o g) o h = f o (g o h) fur
Morphismen f, g und h, wann immer diese Verkniipfungen sinnvoll sind;

3. Fiir jedes Objekt X € Ob(C gibt es einen Morphismus idx € C(X, X), die
Identitiat auf X, so daB giltidy of = fund goidx = g fiir Morphismen f
und g wann immer diese Verkniipfungen sinnvoll sind. Die iiblichen Argu-
mente zeigen, dal es fiir jedes X hochstens einen derartigen Morphismus
geben kann, womit auch die Verwendung des bestimmten Artikels gerecht-
fertigt wire.

A.1.2. Seien C eine Kategorie und X,Y € ObC Objekte. Statt f € C(X,Y)
sagen wir auch, f sei ein Morphismus von X nach Y und schreiben kurz

f: X—=Y

Statt id x schreiben wir oft nur id. Statt X € Ob C schreiben wir oft kiirzer X € C.

Beispiel A.1.3 (Kategorie der Mengen). Als erstes Beispiel hitte ich gerne die
Kategorie C := Ens aller Mengen eingefiihrt. Das ist jedoch nicht ohne weiteres
moglich, da die ,,Gesamtheit aller Mengen* nicht als Menge angesehen werden
darf. Um diese Untiefen der Logik zu umschiffen, betrachten wir feiner ein Men-
gensystem 4 alias eine Menge il von Mengen und erkldren die Kategorie M Ens
aller Mengen X € 4l Thre Objekte sind beliebige Mengen X € &/, in Formeln

Ob(UEns) := 4
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Fiir je zwei Objekte alias je zwei Mengen X, Y € il erkldren wir die Morphis-
menmenge als die Menge aller Abbildungen von X nach Y, in Formeln

UEns(X,Y) := Ens(X,Y)

Die Verkniipfung ordnet jedem Paar (f,g) von Abbildungen ihre Komposition
g o f zu. Dal} diese Daten unsere Axiome erfiillen, scheint mir offensichtlich.
Unser idx € UEns(X, X) ist die identische Abbildung idx(z) = x Vo € X.

Vorschau A.1.4 (Mengen, Klassen, Universen). In vielen Quellen umschifft man
die in A.1.3 angesprochenen Untiefen der Logik, indem man nicht fordert, daf3
die Objekte einer Kategorie eine Menge bilden, sondern stattdessen, daf} sie eine
,Klasse* bilden sollen. Das hat den Vorteil, dal man die Kategorie aller Men-
gen bilden kann. Es hat den Nachteil, dal man den Begriff einer Klasse einfiithren
mulB und erkldren muf}, wie man damit umgeht. Statt mit ,,Klassen* werden wir zu
gegebener Zeit mit ,,Universen* arbeiten, die in A.9.3 eingefiihrt werden. Fiir un-
sere Bediirfnisse lauft das auf dasselbe hinaus und erspart uns die Vertreibung aus
dem Paradies der Mengenlehre. Ich werde aber oft kategorientheoretische Sprache
auch in einem weiteren Sinn als ,,Metasprache* verwenden und dabei derartige
Feinheiten kurzerhand ignorieren.

Beispiel A.1.5. Zu jedem Monoid M konnen wir die Kategorie [M] mit einem
einzigen Objekt * bilden, deren Morphismen die Elemente von besagtem Monoid
sind mit der Verkniipfung in unserem Monoid als Verkniipfung von Morphismen.
Wir nennen sie die Ein-Objekt-Kategorie unseres Monoids. Umgekehrt ist fiir
jedes Objekt X einer Kategorie C die Menge C (X, X') mit der von der Kategori-
enstruktur herkommenden Verkniipfung ein Monoid. In diesem Sinne ist also eine
Kategorie mit einem einzigen Objekt nichts anderes als ein Monoid. Das Monoid
der Morphismen von einem Objekt X zu sich selber in einer Kategorie C nennen
wir das Monoid der Endomorphismen von X und kiirzen es in Zukunft oft ab
mit
C(X):=C(X,X)

Beispiel A.1.6. Sei K ein Korper oder allgemeiner ein Ring. Wir erkldren die
Matrixkategorie Mat = Mat; = Mat(K) iiber K durch die Vorschriften

Ob(Matg) :=N und Matg(m,n) = Mat(n x m; K)

mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung.

Beispiel A.1.7 (Teilgeordnete Menge als Kategorie). Jede teilgeordnete Menge
(A, <) kann als Kategorie aufgefait werden wie folgt: Objekte sind die Elemente
von A; Morphismen gibt es jeweils einen von einem Element zu jedem kleineren
und zu sich selber; und die Verkniipfung von Morphismen ist die einzig Mogliche.
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Kategorie Morphismen Kiirzel

{Mengen} alle Abbildungen Ens
{teilgeordnete Mengen} monoton wachsende Ord
Abbildungen
{Monoide} Morphismen von Monoiden Mon
{Gruppen} Gruppenhomomorphismen Grp
{abelsche Gruppen} Gruppenhomomorphismen Ab
{topologische Rdaume}  stetige Abbildungen Top
{bepunktete Mengen } Abbildungen, Ens*
die den Basispunkt erhalten
{bepunktete Rdume} stetige Abbildungen, Top*
die den Basispunkt erhalten
{ K-Vektorraume } K-lineare Abbildungen K -Mod, Modg
{ Affine Rdume iiber K'} affine Abbildungen K -Aff, Aff i
{nicht unitdre Ringe } Rng-Homomorphismen Rng
{Ringe} Ringhomomorphismen Ring
{kommutative Ringe } Ringhomomorphismen Kring
{ K-Algebren} K-Algebren-Homomorphismen K -Alg, Alg,
{ K-Ringalgebren } K-Ringalgebren-Homomorphismen K -Ralg, Ralg
{ K-Kringalgebren} K-Kringalgebren-Homomorphismen K -Kralg, Kralg

Hier einige Beispiele von Kategorien. Als Verkniipfung von Morphismen ist fiir
die Kategorien dieser Liste stets die Komposition von Abbildungen gemeint. Um
logische Abstiirze zu vermeiden, miissen wir uns genauer stets ein
Mengensystem 4l dazudenken, aus dem die zugrundeliegende Menge der
jeweiligen Struktur kommen muf3 und das wir in der Notation meist
unterschlagen. Wenn wir es doch notieren wollen, schreiben wir

LlMOdK

und dergleichen. Wir denken uns das Mengensystem 4l meist als ziemlich riesig
und fordern zumindest implizit fiir gewohnlich, da8 es unter dem Bilden von
Teilmengen stabil sein moge und die reellen Zahlen enthilt. Etwas genauer
werden wir zu gegebener Zeit fordern, daf es ein ,,Universum* sein soll.
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Beispiel A.1.8 (Kategorie der Vektorridume). Als nichstes Beispiel hitte ich
gerne die Kategorie C = Mody aller Vektorraume iiber einem Korper K einge-
fithrt. Die Notation Mod j fiir Vektorrdume iiber K steht dabei fiir ihre alternative
Bezeichnung als /K-Moduln. Wieder geridt man dabei in Untiefen der Logik. Um
diese zu umschiffen betrachten wir wieder ein Mengensystem 1 und erkldren dazu
eine Kategorie

$IMod K

Als Objekte dieser Kategorie nehmen wir alle /-Vektorrdume, deren Grundmen-
ge zu unserem Mengensystem 4 gehort. Fiir je zwei Vektorrdume V, W € UMod g
erkldaren wir die Morphismenmenge als die Menge aller linearen Abbildungen, in
Formeln

$Mod g (V, W) := Homg (V, W)

Die Verkniipfung ordnet wieder jedem Paar ( f, g) von Abbildungen ihre Kompo-
sition g o f zu. Die Axiome sind offensichtlich erfiillt.

A.1.9 (Verwendung des Symbols Hom). Das Symbol ,,Hom* fiir Mengen von
Morphismen versuche ich nach Mdéglichkeit zu vermeiden: Ich will es reservieren
fiir die sogenannten ,,internen Hom-Raume*. Darunter versteht man Vorschriften,
die in sehr speziellen Situationen zwei Objekten einer Kategorie ein Drittes zuord-
nen, im Fall der Vektorrdaume etwa die Morphismenmenge mit ihrer natiirlichen
Vektorraumstruktur. Wenn die Morphismenmenge als Menge gemeint ist, soll-
te ich Mod g (V, W) schreiben, aber das halte ich im Fall der Vektorrdume nicht
durch. Das Kiirzel ,,Mod‘ mit etwelchen oberen und unteren Indizes wird stets
fiir Kategorien von abelschen Gruppen mit Zusatzstrukturen stehen, meist Opera-
tionen von Ringen oder Gruppen. Gehen diese Zusatzstrukturen aus dem Kontext
hervor, so lasse ich die entsprechenden Indizes auch manchmal weg. Fiir abelsche
Gruppen ohne Zusatzstrukturen benutze ich stets das Kiirzel ,,Ab*.

Definition A.1.10. 1. Ein Morphismus f € C(X,Y) in einer Kategorie heif3t
ein Isomorphismus oder Iso und als Adjektiv iso, wenn es einen Morphis-
mus g € C(Y,X) gibt mit f o g = idy und g o f = idx. Wir notieren
Isomorphismen oft f : X = Y;

2. Zwei Objekte X und Y einer Kategorie heilen isomorph, wenn es einen
Iso f : X = Y gibt. Man schreibt dann auch kurz X =Y.

Beispiele A.1.11. Isomorphismen in der Kategorie der Mengen nennt man Bi-
jektionen, Isomorphismen in der Kategorie der topologischen Rdume Homoo-
morphismen, Isomorphismen in der Kategorie der Vektorraume Vektorraumiso-
morphismen.
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A.1.12. Kategorien, in denen alle Morphismen Isomorphismen sind, heien Grup-
poide. Kategorien, in denen es auler den Identititen keine Morphismen gibt, hei-
Ben diskret. Natiirlich ist jede diskrete Kategorie ein Gruppoid.

A.1.13. Unter einer Unterkategorie einer Kategorie versteht man ein Paar beste-
hend aus einer Teilmenge der Objektmenge nebst Teilmengen der Morphismen-
mengen fiir je zwei Objekte unserer Teilmenge der Objektmenge derart, da3 die
offensichtlichen Bedingungen erfiillt sind. Eine Unterkategorie heift voll, wenn
die fraglichen Teilmengen der Morphismenmengen jeweils aus allen Morphismen
in der urspriinglichen Kategorie bestehen.

A.1.14. Zu jeder Kategorie C erkldren wir eine Unterkategorie, die Isomorphis-
menkategorie C* von C, durch die Vorschrift, daf} sie dieselben Objekte haben
soll, aber nur die Isomorphismen von C als Morphismen. Die Menge aller Iso-
morphismen von einem Objekt X einer Kategorie C in ein Objekt Y derselben
Kategorie notieren wir folgerichtig C* (X, Y'). Die Isomorphismen von einem Ob-
jekt X einer Kategorie C auf sich selber heilen die Automorphismen von X. Sie
bilden stets eine Gruppe, die Automorphismengruppe C*(X) von X. Fiir die
Automorphismengruppe Mod; (V') eines k-Vektorraums V" hatten wir die Notati-
on GL(V) vereinbart, fiir die Automorphismengruppe Ens™ (X') einer Menge X
die Bezeichnung als ,,Gruppe der Permutationen von X*.

Definition A.1.15. Ein Objekt F' einer Kategorie C heif3t final, wenn es fiir alle
X € C genau einen Morphismus von X nach F’ gibt, in Formeln

C(X,F)|=1 VXecC

Definition A.1.16. Ein Objekt K einer Kategorie C heif3t kofinal oder gleichbe-
deutend initial, wenn es fiir alle Y € C genau einen Morphismus von K nach Y
gibt, in Formeln

IC(K,)Y)|=1 VY eC

Beispiele A.1.17 (Finale und kofinale Objekte in Kategorien von Mengen).
Ist &l ein Mengensystem, das nicht nur aus der leeren Menge besteht, so sind
die finalen Objekte von {{Ens genau die einpunktigen Mengen aus &l. Ist Ll ein
Mengensystem, das nicht nur aus einelementigen Mengen besteht, so ist die lee-
re Menge ist das einzige kofinale Objekt von {{Ens, wenn sie denn zu unserem
Mengensystem 4 dazugehort.

A.1.18 (Weitere Notationen). Zwischen je zwei finalen beziehungsweise kofi-
nalen Objekten gibt es offensichtlich genau einen Isomorphismus. Wir erlauben
uns deshalb, etwas lax von dem finalen beziehungsweise dem kofinalen Objekt
zu reden, und bezeichnen ,,das“ finale Objekt mit pt = pt(C) fiir ,,Punkt* oder
fin(C) und Morphismen dahin mit fin fiir ,.final“. Meist verwenden wir als Be-
zeichnung des finalen Objekts die kleingeschriebene Bezeichnung der Kategorie,
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etwa top fiir den einelementigen topologischen Raum oder ens fiir die einelemen-
tige Menge. Morphismen vom finalen Objekt zu einem beliebigen Objekt notieren
wir gerne em wie ,.,embedding® mit einem Index, der angibt, welcher Morphismus
genau gemeint ist. Gegeben eine Menge X und ein Element x € X meint etwa
em, : ens — X die Einbettung der einelementigen Menge mit Bild x. Wir be-
zeichnen mit ini = ini(C) das initiale Objekt einer Kategorie C, wenn es denn ein
solches gibt.

Ubungen

Ubung A.1.19. Ein Morphismus f € C(X,Y) in einer Kategorie ist ein Isomor-
phismus genau dann, wenn er ein Rechtsinverses und ein Linksinverses besitzt,
wenn es also Morphismen g, h € C(Y, X) gibt mit f o g = idy und ho f = idy,
und unter diesen Voraussetzungen gilt bereits ¢ = h. Wir nennen diesen Mor-
phismus dann den inversen Morphismus zu f und notieren ihn f~!. Derartige
Rechtsinverse bezeichnet man auch oft als Schnitt oder Spaltung. Allgemeiner
nennt man jeden Morphismus rechtsspaltend, der ein Linksinverses besitzt, und
jeden Morphismus linksspaltend, der ein Rechtsinverses besitzt

Ubung A.1.20. Kann ein Morphismus f € C(X,Y) in einer Kategorie sowohl
durch Vorschalten eines Morphismus g € C(W, X) als auch durch Nachschalten
eines Morphismus A € C(Y,Z) zu einem Isomorphismus gemacht werden, so
mulB er bereits selbst ein Isomorphismus gewesen sein.

Ubung A.1.21. Seien C eine Kategorie und f : X — Y ein Morphismus. Man
zeige, da3 f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn das Vorschalten von f fiir
jedes weitere Objekt Z eine Bijektion C(Y, Z) = C(X, Z) induziert. Man zeige
dual, dal} f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn das Nachschalten von f fiir
jedes weitere Objekt Z eine Bijektion C(Z, X)) = C(Z,Y) induziert. Allgemei-
nere Aussagen in dieser Richtung macht das sogenannte Yoneda-Lemma A.8.2.
Ubung A.1.22. Man finde finale und kofinale Objekte in den Kategorien der Grup-
pen, Ringe, topologischen Raume und Vektorrdume aus einem vorgegebenen Men-
gensystem 4.

A.2 Funktoren

Definition A.2.1. Ein Funktor F' : A — B von einer Kategorie .4 in eine Kate-
gorie B ist ein Datum bestehend aus

a. einer Abbildung F' = Fg;, : ObA — Ob B, X — F X,

b. einer Abbildung ' = Fxy : A(X,Y) — B(FX,FY), f — Ff fir je
zwei Objekte X, Y € Ob A,
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derart, daf} gilt:

1. F(fog) = (Ff)o (Fg) fiir beliebige verkniipfbare Morphismen f und ¢
aus der Kategorie A;

2. F(idx) = idpx fiir jedes Objekt X € A.

Ich nenne in diesem Zusammenhang .4 die Ausgangskategorie und B die Ziel-
kategorie des Funktors F'.

Beispiel A.2.2. Gegeben ein Korper K erhalten wir einen Funktor
Mat K — Mod K

n > K"
Al = (Ao)l
m — K™

von der Matrixkategorie A.1.6 iber K in die Kategorie der K -Vektorraume, in-
dem wir wie angedeutet jedem Objekt n der Matrixkategorie den Vektorraum K™
zuordnen und jeder Matrix die durch diese Matrix gegebene lineare Abbildung.
Wir nennen ihn den Realisierungsfunktor.

A.2.3. Man gibt bei einem Funktor /' meist nur die Abbildung X — FX auf
den Objekten an in der Hoffnung, da3 vom Leser erraten werden kann, welche
Abbildung f — F'f auf den Morphismen gemeint ist.

A.2.4. Fir jede Kategorie C haben wir den Identitdtsfunktor Id = Id; von be-
sagter Kategorie zu sich selber. Sind ' : A — Bund G : B — C Funktoren, so
istauch G o ' : A — C ein Funktor.

Lemma A.2.5 (Funktoren erhalten Isomorphie). Ein Funktor bildet stets Iso-
morphismen auf Isomorphismen ab. Insbesondere haben isomorphe Objekte unter
einem Funktor stets isomorphe Bilder.

Beweis. Sei I’ unser Funktor. Mithilfe unserer Bedingung F'(id) = id schliefien
wir:
f ist Isomorphismus = Es gibt gmit fog=idundgo f =id
= (Ff)o(Fg)=1id und (Fg)o (Ff) =1id
= F'f ist Isomorphismus. ]

Beispiel A.2.6. Fiir jede Kategorie C bildet man die opponierte Kategorie C°PP.
Man setzt dazu

ObC :=ObC  und  C(X,Y):=C(Y,X)

und erklirt die Verkniipfung von Morphismen in C°PP als die vertauschte Verk-
niipfung. Wir notieren einen Morphismus f als f°, wenn er in der opponierten
Kategorie aufgefat werden soll, und haben also in Formeln ¢g° o f° := (f o g)°.
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Definition A.2.7. Ein Funktor ' : A — B°PP heiBt auch ein kontravarianter
Funktor von A nach B.

A.2.8. Ausgeschrieben besteht ein kontravarianter Funktor von A nach B dem-
nach aus einer Abbildung F' : Ob. A — Ob B sowie fiir je zwei Objekte X, Y € A
einer Abbildung F' : A(X,Y) — B(FY, FX) derart, daB gilt F'(id) = id und
F(f og) = Fgo Ff fir alle verkniipfbaren Morphismen f, g.

Beispiel A.2.9. Gegeben Kategorien A, 3 bildet man ihr Produkt, eine weite-
re Kategorie A x B, wie folgt: Man setzt Ob(A x B) := Ob.A x Ob B, erklirt
Morphismen in der Produktkategorie als Paare von Morphismen in den Ausgangs-
kategorien, und erklért die Verkniipfung von Morphismen in der Produktkategorie
in der offensichtlichen Weise.

Beispiel A.2.10. Das ,,Vergessen der Gruppenstruktur* ist ein Funktor v : Grp —
Ens von der Kategorie der Gruppen in die Kategorie der Mengen. Es gibt noch
viele weitere derartige Vergif3-Funktoren.

Beispiel A.2.11. Jeder Funktor F' : A — B liefert in offensichtlicher Weise einen
Funktor F°PP : A°PP — 3°PP zwischen den zugehorigen opponierten Kategorien.
Oft notiert man ihn auch einfach F'.

Definition A.2.12. Eine Orientierung eines endlichdimensionalen Vektorraums
V' iiber einem angeordneten Korper ist eine Vorschrift ¢, die jeder angeordneten
Basis A unseres Vektorraums ein Vorzeichen ¢(.A) € {+1,—1} zuordnet und
zwar so, daf} fiir je zwei angeordnete Basen A, B die Determinante der Basis-
wechselmatrix das Vorzeichen €(.A)e(B) hat, in Formeln

e(A)e(B) = sign(det 4[id]g)

Gegeben ein angeordneter Korper /' bezeichnen wir diejenige Orientierung des
K™ als die Standardorientierung, die der Standardbasis das Vorzeichen +1 zu-
ordnet. Unter der Standardorientierung des Nullraums verstehen wir diejenige
Orientierung, die der einzigen angeordneten Basis () das Vorzeichen +1 zuordnet.

Beispiel A.2.13. Gegeben ein Korper K bezeichne Modf ;- mit f fiir , finitely ge-
nerated die Kategorie der endlich erzeugten K-Vektorriume und Modf7. die zu-
gehorige Isomorphismenkategorie. Gegeben ein angeordneter Korper K ist das
Bilden der Orientierungsmenge ein Funktor

or : Modfx — Ens”™

Er ordnet jedem endlichdimensionalen K -Vektorraum die zweielementige Menge
seiner beiden Orientierungen zu.
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Definition A.2.14. 1. Ein Funktor F' : A — B heif}t treu, wenn er Injektio-
nen F' : A(A, A") — B(FA, FA") auf den Morphismen induziert, fiir alle
A A e A

2. Ein Funktor F' : A — B heif3it voll, wenn er auf den Morphismenmengen
Surjektionen I : A(A, A") — B(F'A, FFA') induziert, fiir alle A, A’ € A.

3. Ein Funktor ' : A — B heif3t volltreu, wenn er voll und treu ist, wenn
er also er Bijektionen F' : A(A, A") = B(F A, F'A’) auf den Morphismen-
mengen induziert. Ich notiere volltreue Funktoren gerne <.

4. Ein Funktor F' : A — B heif3t essentiell surjektiv, wenn er eine Surjektion
auf Isomorphieklassen von Objekten induziert, wenn es also in Formeln fiir

alle B € Bein A € A gibt mit FA = B.

5. Ein Funktor ' : A — B heiBt eine Aquivalenz von Kategorien, wenn er
volltreu und essentiell surjektiv ist. Ich notiere Aquivalenzen von Kategori-
en —. Die doppelte Schlange soll andeuten, daB dieser Begriff schwiicher
ist als der Begriff eines Isomorphismus von Kategorien, wie er im Anschluf}
eingefiihrt wird.

6. Ein Funktor F' : A — B heilt ein Isomorphismus von Kategorien, wenn
er bijektiv ist auf Objekten und auf Morphismen, wenn er also ein Isomor-
phismus ist in der Kategorie der Kategorien aus A.2.18. Ich notiere Isomor-
phismen von Kategorien —.

Beispiel A.2.15. Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt X € C erhalten wir
einen Isomorphismus von Kategorien [C(X)] = {X} zwischen der Ein-Objekt-
Kategorie des Monoids der Endomorphismen von X und der vollen Unterkatego-
rie von C mit dem einzigen Objekt X, indem wir die Identitit auf den Morphis-
menmengen und die einzig mogliche Abbildung auf den Objektmengen nehmen.

Beispiel A.2.16. Sei K ein Korper. Wir betrachten die Kategorie Modf x aller end-
lichdimensionalen K -Vektorrdume mit linearen Abbildungen als Morphismen.
Dann ist unser Realisierungsfunktor n — K" aus A.2.2 eine Aquivalenz von
Kategorien

Mat K i) MOde

zwischen unserer Matrixkategorie Matx und der Kategorie der endlich erzeugten
K -Vektorrdume, aber unser Funktor ist natiirlich kein Isomorphismus von Kate-
gorien.

Erginzendes Beispiel A.2.17 (Die Matrixkategorie eines Mengensystems). Ge-
geben ein Korper K und ein Mengensystem &l bilden wir die abstrakte Ma-
trixkategorie {{Maty wie folgt: Objekte sind alle Mengen aus i, in Formeln
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Ob(LUMat) := 4l Die Morphismenmengen erklédren wir durch die Vorschrift
L . Fiir jedes x € X gilt
UMate (X, V) := {T XY = K‘ T(x,y) =0 fur fastalley € Y }

Zumindest im Fall, daB ( keine iiberabzdhlbaren Mengen enthélt, mag man sich
als Elemente dieser Morphismenmengen Matrizen mit moglicherweise unendlich
vielen Zeilen und Spalten aber hochstens endlich vielen von Null verschiedenen
Eintrdgen in jeder Spalte denken. Die Verkniipfungen werden in der hoffentlich
offensichtlichen Weise durch Summation iiber gleiche Indizes erklart. Wir erhal-
ten dann einen Funktor UMatx — Modg, der auf Objekten durch die Konstruk-
tion freier Vektorraume X — K (X) iiber den entsprechenden Mengen gegeben
wird und auf Morphismen leicht vom Leser erraten werden kann. Ist L ein ,,Uni-
versum® im Sinne von A.9.3, das den Korper K enthilt, so erweist sich dieser
Funktor sogar als eine Aquivalenz von Kategorien

ilMatK i) LlModK

A.2.18. Gegeben ein Mengensystem 4l verstehen wir unter einer 4{-Kategorie ei-
ne Kategorie C, bei der fiir alle Objekte X, Y € C die Morphismenmenge zu unse-
rem Mengensystem £l gehért, in Formeln C(X,Y") € 4, und bei der die Menge der
Objekte unserer Kategorie eine Teilmenge von il ist, in Formeln C C 4. Die letzte
Forderung ist nicht wesentlich, da wir ja andernfalls schlicht unsere Objekte mit
ihren Identitdtsmorphismen identifizieren konnen. Gegeben ein Mengensystem A
bildet die Gesamtheit aller 4[-Kategorien selbst eine Kategorie

HUCat

mit den 4-Kategorien als Objekten und Funktoren als Morphismen. Die Menge
aller Funktoren von einer Kategorie 4 in eine Kategorie B notieren wir dement-
sprechend

Cat(A, B)

Formal verwenden wir die Notation Mor C := | | ;- C(X,Y') fiir die Menge aller
Morphismen einer Kategorie C, und die Menge der Funktoren ist fiir uns eine Teil-
menge Cat(A, B) C Ens(Ob.A, Ob B) x Ens(Mor.A, Mor B). In A.4.5 werden
wir eine Kategorie erkldren, deren Objekte gerade die Funktoren A — B alias die
Elemente von Cat (.4, B) sind, aber alles zu seiner Zeit.

Beispiel A.2.19. Gegeben ein Mengensystem ${ und eine ${-Kategorie C und ein
Objekt X € C ist die Zuordnung Y +— C(X,Y") ein Funktor C(X, ) : C — UEns
und die Zuordnung Y — C(Y, X)) ein Funktor C( , X) : C — UEns?P.
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Beispiel A.2.20 (Funktoren zwischen Einobjektkategorien). Gegeben Monoi-
de G, H und die zugehorigen Einobjekttategorien [G], [H| nach A.1.5 erhalten wir
in der offensichtlichen Weise eine Bijektion zwischen der Menge aller Monoidho-
momorphismen G — H und der Menge aller Funktoren [G] — [H], in Formeln
also eine Bijektion

Mon(G, H) = Cat([G], [H])

Ubungen

Ubung A.2.21. Hat ein Funktor sogar die Eigenschaft, daB alle Morphismen,
die er auf Isomorphismen abbildet, bereits zuvor Isomorphismen gewesen sein
miissen, so nennt man ihn konservativ. Man gebe Beispiele fiir konservative und
nichtkonservative Funktoren.

Ubung A.2.22. Jede Aquivalenz von Kategorien induziert eine Bijektion zwischen
den zugehorigen Isomorphieklassen von Objekten. Zum Beispiel werden die end-
lichdimensionalen k-Vektorrdume klassifiziert durch ihre Dimension, alias durch
Elemente von N, alias durch Isomorphieklassen der Matrixkategorie.

Ubung A.2.23 (Zwei aus Drei fiir Aquivalenzen von Kategorien). Seien F' :
A — Bund G : B — C Funktoren. Sind zwei der drei Funktoren F,G,GF
Aquivalenzen von Kategorien, so auch der Dritte.

Ubung A.2.24. Bilden wir zu einer Kategorie eine volle Unterkategorie, indem
wir aus jeder Isomorphieklasse von Objekten ein Objekt willkiirlich auswéhlen,
so ist der Einbettungsfunktor eine Aquivalenz von Kategorien.

Ubung A.2.25. Sind in einer Kategorie C je zwei Objekte isomorph, so ist fiir
jedes Objekt X € C der offensichtliche Funktor eine Aquivalenz von Kategorien

CX)]=C

zwischen der Ein-Objekt-Kategorie des Endomorphismenmonoids C(X) von X
und unserer Kategorie.

Ubung A.2.26. Gegeben Kategorien A, B, C liefert jedes Paar (F, G') von Funk-
toren F' : A — Bund G : A — C einen wohlbestimmten Funktor in die Produkt-
kategorie (F,G) : A — B x C.

A.3 Objekte mit Zusatzstrukturen®

A.3.1. Gegeben ein treuer Funktor w : S — C und ein Objekt X € C erkldren
wir eine (S, w)-Struktur auf X als eine Aquivalenzklasse von Paaren (.9, ¢) be-
stehend aus einem Objekt S € S und einem Isomorphismus ¢ : w(S) = X mit
der Maf3gabe, daf} (.S, ¢) dquivalent ist zu (7, 1)), wenn es einen Isomorphismus
i:S = T gibt mit p = 1 o w(i).
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Beispiel A.3.2. Wir erhalten fiir jede Menge X eine offensichtliche Bijektion zwi-
schen der Menge aller Verkniipfungen auf X, die X zu einer Gruppe machen, und
der Menge aller (Grp, v)-Strukturen auf X fiir v : Grp — Ens der Vergifunktor.

Beispiel A.3.3. Wir erhalten fiir jede Menge X eine offensichtliche Bijektion zwi-
schen der Menge aller Topologien auf X und der Menge aller (Top, v)-Strukturen
auf X fiir v : Top — Ens der Vergi3funktor.

Beispiel A.3.4. Sei k ein Korper. Wir erhalten fiir jede abelsche Gruppe X eine
offensichtliche Bijektion zwischen der Menge aller Abbildungen k£ x X — X,
die als Multiplikation mit Skalaren die Gruppe X zu einem k-Vektorraum ma-
chen, und der Menge aller (Mody, v)-Strukturen auf X fiir v : Mod; — Ab der
Vergilfunktor.

A.3.5. Gegeben ein treuer Funktor w : & — C und ein Morphismus f € C(X,Y)
von Objekten mit (S, w)-Struktur sagen wir, unser Morphismus sei vertriglich
mit der (S, w)-Struktur, wenn fiir beliebige Wahlen von Représentanten (.5, ¢)
und (7', v) der jeweiligen (S, w)-Strukturen auf X und Y unser f das Bild unter
w eines Morphismus F' : S — T ist, genauer f = 1 o w(F) o ¢~ 1. Offen-
sichtlich ist die Identitit auf einem Objekt mit jeder (S, w)-Struktur auf besagtem
Objekt vertraglich und die Verkniipfung von vertridglichen Morphismen ist wieder
vertriglich. Die so erklirte Kategorie der Objekte von C mit (S, w)-Struktur
notieren wir

Cs,w)

Wir erhalten eine Aquivalenz von Kategorien S = C(s,w) durch die Vorschrift
S — (S, idw(g)).

Beispiel A.3.6. Die Kategorie Ensgyp ) aller Mengen mit (Grp, v)-Struktur ist
isomorph zur Kategorie aller Gruppen vermittels des Funktors, der jeder Menge
mit (Grp, v)-Struktur dieselbe Menge mit ihrer durch A.3.2 gegebenen Verkniip-
fung zuordnet.

A.3.7. Gegeben ein treuer Funktor w : & — C nennen wir einen Morphismus
f:X = Y inCs,) initial, wenn fiir alle W € C(s ) gilt

C(S,w)<W7X) = {6 S C(W7X) | f€ < C(S,w)(W Y)}

Initiale Morphismen heiflen oft Einbettungen. Es ist klar, daf jede Verkniipfung
initialer Morphismen initial ist und daf3 eine Verkniipfung von zwei Morphismen
in C(s,,) nur dann initial sein kann, wenn der erste initial ist. Einen Morphismus
in S nennen wir w-initial, wenn er unter w einen (S, w)-initialen Morphismus
induziert.

Beispiel A.3.8. Im Fall der Mengen mit (Grp, v)-Struktur sind genau die injekti-
ven mit der Struktur vertridglichen Abbildungen initial. Ist in der Tat f : X — Y
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ein Gruppenhomomorphismus und W eine Gruppe, so ist eine Abbildung e :
W — X genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn fe : W — Y ein
Gruppenhomomorphismus ist.

A.3.9. Gegeben ein treuer Funktor w : & — C und ein Morphismus f : X — Y
in C und eine (S, w)-Struktur auf Y gibt es hochstens eine (S, w)-Struktur auf X
derart, da f initial wird. In der Tat, reprisentieren (S, ) und (7', 1)) zwei derarti-
ge Strukturen, so muf} die Identitédt auf X vertriglich sein sowohl als Morphismus
(X, S, ) — (X, T,) als auch als Morphismus in die Gegenrichtung und daraus
folgt leicht, daB diese beiden Daten dieselbe Struktur reprasentieren. Wir nennen
sie die induzierte Struktur oder die initiale Struktur auf X.

Beispiel A.3.10. Im Fall der Mengen mit (Top, v)-Struktur alias topologischen
Réiume heiflt unsere induzierte Struktur die Initialtopologie und im Fall der Ein-
bettung einer Teilmenge auch die induzierte Topologie oder Spurtopologie oder
Teilraumtopologie. In dieser Situation gibt es stets eine initiale Struktur.

Beispiele A.3.11. Im Fall des Vergessens der Verkniipfung v : Grp — Ens exis-
tiert eine induzierte Struktur genau fiir diejenigen Abbildungen, die injektiv sind
und deren Bild eine Untergruppe ist. Die induzierte Struktur ist dann die indu-
zierte Gruppenstruktur. Eine Teilmenge X C Y einer Menge Y mit (S, w)-
Struktur nennt man ganz allgemein ein (S, w)-Unterobjekt, wenn sie eine in-
duzierte Struktur besitzt. Beispiele sind Untergruppen, Untervektorrdume, affine
Teilrdaume, Unterringe und so weiter.

A.3.12. Gegeben ein treuer Funktor w : & — C ist auch w°PP : S°PP — C°PP ein
treuer Funktor und wir erhalten in der offensichtlichen Weise einen Isomorphis-
mus von Kategorien

(C(S,w))opp - C?ggppwopp)

Morphismen f : X — Y in Cs,4) mit f° initial in Bezug auf die jeweiligen
(S°PP, w°PP)-Strukturen nennen wir final. Ausgeschrieben bedeutet das, daB fiir
jedes weitere Objekt Z € C(s..,) gilt

C(S,w)(}/a Z) = {g S C(Y7 Z) ‘ gf € C(S,w)<X7 Z)}

Finale Morphismen heiflen oft Quotienten. Es ist klar, daf} jede Verkniipfung fi-
naler Morphismen final ist und da3 eine Verkniipfung von zwei Morphismen in
C(s,w) nur dann final sein kann, wenn der zweite final ist. Einen Morphismus in S
nennen wir w-final, wenn er unter w einen (S, w)-finalen Morphismus induziert.

A.3.13. Gegeben ein treuer Funktor w : & — C und ein Morphismus f : X — Y
in C und eine (S, w)-Struktur auf X gibt es hochstens eine (S, w)-Struktur auf Y
derart, daf} f final wird. Wir nennen sie die koinduzierte Struktur oder die finale
Struktur auf Y.
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Beispiel A.3.14. Im Fall der Mengen mit (Top, v)-Struktur alias topologischen
Réiume heifit unsere koinduzierte Struktur die Finaltopologie und insbesondere
im Fall von surjektiven Abbildungen auch die Quotiententopologie.

Beispiele A.3.15. Im Fall des Vergessens der Verkniipfung v : Grp — Ens exis-
tiert eine koinduzierte Struktur genau fiir diejenigen Abbildungen von einer Grup-
pe in eine Menge, die faktorisieren in einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
gefolgt von einer Bijektion, und die koinduzierte Struktur ist die von einer und je-
der derartigen Bijektion induzierte Gruppenstruktur.

Ubungen

Ubung A.3.16. Gegeben ein treuer Funktor w : S — C, der zusiitzlich konser-
vativ ist, kann die Identitit auf einem Objekt X € C nicht fiir zwei unterschied-
liche (S, w)-Strukturen (S, ) und (7',7)) auf X ein Morphismus (X, S, ) —
(X, T,) sein.

A.4 Transformationen

Definition A.4.1. Seien A, B Kategorien und F,G : A — B Funktoren. Eine
Transformation 7 : /' = G ist eine Vorschrift, die jedem Objekt X € A einen
Morphismus 7x € B(FX,GX) zuordnet derart, daB fiir jeden Morphismus f :
X — Y in A das Rechteck

FX X GX

Ffl le

FY 2~ QY

in B kommutiert. In Formeln meint das die Gleichheit (Gf) o 7x = 7v o (F'f)
in der Morphismenmenge B(F X, GY'). Ob ein Doppelpfeil eine Transformati-
on von Funktoren oder vielmehr eine Implikation meint, muf3 der Leser aus dem
Kontext erschliefen. Sind alle 7x Isomorphismen, so nenne ich 7 eine Isotrans-
formation und notiere sie =, aber diese Terminologie ist nicht gebrduchlich. In
der Literatur spricht man eher von einem Isomorphismus von Funktoren oder
auch von einer Aquivalenz von Funktoren. Gibt es zwischen zwei Funktoren
eine Isotransformation, so heifien sie isomorph.

A.4.2 (Diskussion der Doppelpfeil-Notation). Ich finde die Notation von Trans-
formationen durch Doppelpfeile didaktisch hilfreich in derselben Weise wie die
Notation v fiir Vektoren am Anfang der linearen Algebra. Andererseits werden
wir sie nicht konsequent durchhalten kdnnen und das ist auch nicht sinnvoll, denn
wie in A.4.5 erklért konnen auch die Transformationen als Morphismen einer Ka-
tegorie aufgefal3t werden, der ,,Funktorkategorie®.
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A.4.3 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heilen unsere Transfor-
mationen meist ,,natiirliche Transformationen®. Diese Terminologie schien mir
jedoch unnotig umstédndlich und entspricht auch nicht meinem Sprachempfinden:
Ich mochte zum Beispiel unter der ,,natiirlichen* Transformation des Identitéts-
funktors auf der Kategorie aller R-Vektorrdaume in den Bidualraumfunktor gerne
die in A.4.4 gegebene Transformation verstehen, die zwar keineswegs die einzi-
ge Transformation zwischen diesen Funktoren ist, aber vielleicht schon die ,,na-
tlirlichste*.

Beispiel A.4.4 (Evaluation als Transformation). Gegeben ein Korper K be-
zeichne B : Modx — Modg den Bidualraumfunktor, der jedem K -Vektorraum
V seinen Bidualraum BV := V' T zuordnet. So bilden die Evaluationsabbildun-
genevy : V — VT v (f+— f(v))in ihrer Gesamtheit eine Transformation

ev:ld= B

und eine Isotransformation zwischen den Restriktionen dieser Funktoren auf die
Kategorie der endlichdimensionalen K -Vektorrdume. Oft formalisiert man Si-
tuationen dieser Art nicht bis ins Letzte aus und spricht von kanonischen Ab-
bildungen beziehungsweise kanonischen Isomorphismen, wenn bei formalerer
Betrachtung Abbildungen 7x : F'X — GX oder Isomorphismen 7x : F'X —
G X gemeint sind, die in ihrer Gesamtheit eine Transformation beziehungsweise
Isotransformation von Funktoren 7 : F' = G bilden.

A.4.5 (Kategorien von Funktoren). Sind 7 : ' = G und 0 : G = H Transfor-
mationen, so istauch o o7 : F' = H gegeben durch (oo 7)x := ox o7y fiir jedes
Objekt X der Ausgangskategorie von F' eine Transformation. Des weiteren gibt
es fiir jeden Funktor /' die identische Transformation id = idy von besagtem
Funktor zu sich selber, gegeben durch (idr)x := idpy fiir jedes Objekt X der
Ausgangskategorie unseres Funktors. Sind A, B Kategorien, so bilden die Funk-
toren A — B sogar selbst eine Kategorie, mit Funktoren als Objekten und Trans-
formationen als Morphismen und der eben erklédrten Verkniipfung von Transfor-
mationen als Verkniipfung von Morphismen. Ich verwende fiir diese Funktorka-
tegorie verschiedene Notationen. Erst einmal dieselbe Notation Cat(A, B) wie
fiir die Menge der Objekte, dann die Notation Cat (.4, B) wenn es darum geht, die
Zusatzstruktur als Kategorie zu betonen, weiter die Notation (LA=>13), weil es sich
um einen Spezialfall von ,,internem Hom* erweisen wird, und als besonders kurze
Form die exponentielle Notation BA, so daB etwa fiir Funktoren F G: A— B
die Menge der Transformationen

Cat(A, B)(F,G) = BA(F,G)

notiert werden kann. Wenn die Kategorien selber durch groBBere Ausdriicke gege-
ben werden, sind fiir die Menge der Transformationen auch abkiirzende Notatio-

121



nen wie etwa Trans(F, G) sinnvoll und iiblich. Unsere Isotransformationen sind
genau die Isomorphismen der Funktorkategorie.

Erginzung A.4.6 (Exponentialgesetz fiir Kategorien). Man zeige, dal man fiir
je drei Kategorien A, 3, C eine Bijektion

Cat(A, Cat(B,C)) = Cat(A x B,C)

erhiilt durch die Vorschrift ' — F mit F(A, B) = (F(A))(B) auf Objekten und
eine vom Leser zu spezifizierende Vorschrift auf Morphismen. Man baut diese
auch leicht zu einem Isomorphismus von Kategorien aus, und das folgt alterna-
tiv auch aus allgemeinen Aussagen zu ,,internem Hom“, wie sie etwa in 1.5.12
diskutiert werden.

Beispiel A4.7. Seien F,G : A — B Funktoren und 7 : F' = G eine Transfor-
mation. Gegeben ein weiterer Funktor  : B — C erhalten wir in offensichtlicher
Weise eine Transformation H7 : HF = HG. Gegeben ein weiterer Funktor
K : D — A erhalten wir in offensichtlicher Weise ebenso eine Transforma-
tion 7K : FK = GK. Offensichtlich liefern diese Konstruktionen ihrerseits
Funktoren Cat(A, B) — Cat(A,C) und Cat(A, B) — Cat(D, B) zwischen den
entsprechenden Funktorkategorien, die wir als das Nachschalten von / bezie-
hungsweise Vorschalten von K bezeichnen.

A.4.8 (Schwierigkeiten der Notation). Die Notationen 7K und H 7 fiihren leicht
zu Verwirrung, sobald nicht aus der Art der Symbole heraus klar ist, welche Sym-
bole Funktoren und welche Transformationen darstellen. Ich kenne keine generel-
le Losung fiir diese Schwierigkeiten der Notation. In diesem Abschnitt habe ich
versucht, eine gewisse Ubersichtlichkeit dadurch zu erreichen, daB ich systema-
tisch lateinische Grobuchstaben fiir Funktoren und kleine griechische Buchsta-
ben fiir Transformationen verwende.

Ubungen

Ubung A.4.9. Sind zwei Funktoren isomorph und ist der eine eine Aquivalenz von
Kategorien, so auch der andere.

Ubung A.4.10. Gegeben ein Monoid G heift eine Abbildung ¢ : X — Y von
GG-Mengen dquivariant, wenn gilt ¢(gz) = g¢(z) furalle g € Gund x € X. Die
(G-Mengen mit den dquivarianten Abbildungen als Morphismen bilden dann eine
Kategorie, fiir die ich die beiden Notationen G-Ens = Ens¢, verwende. Bilden
wir zu unserem Monoid G die Ein-Objekt-Kategorie [G], so liefert der hoffentlich
offensichtliche Funktor einen Isomorphismus von Kategorien

G -Ens = Cat(|G], Ens)
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Ubung A.4.11. Man zeige: Ein Funktor F' : A — B ist genau dann eine Aqui-
valenz von Kategorien, wenn es eine Aquivalenz von Kategorien in die Gegen-
richtung G : B — A gibt nebst einer Isotransformation 7 : Id4 = GF. Die
Aquivalenz G oder genauer das Paar (G, 7) heift dann ein quasiinverser Funk-
tor zu I. Man zeige weiter: Zu jedem Paar (G, 7) wie eben gibt es genau eine
Isotransformation 7 : F'G = Id4 mit (nF') o (F'7) = idp.

Ubung A.4.12. Man zeige: Genau dann ist ein Funktor F' : A — B eine Aquiva-

lenz von Kategorien, wenn es einen Funktor G : B — A gibt derart, dal F'G
isomorph ist zum Identitdtsfunktor auf B und G'F' isomorph zum Identitétsfunktor

auf A.

Ubung A.4.13. Man zeige: Gegeben eine Aquivalenz von Kategorien F' : A = B
und ein Funktor G : B — A nebst einer Isotransformation 7 : FG = Id 4 ist
auch G eine Aquivalenz von Kategorien und (G, 7) quasiinvers zu F.

Ubung A.4.14 (Aquivalenzen von Funktorkategorien). Sind .A, B Kategorien
und ist K : A" 5 A eine Aquivalenz von Kategorien, so liefert das Vorschalten
von K eine Aquivalenz von Funktorkategorien

Cat(A, B) = Cat(A', B)

Ist dhnlich H : B = B’ eine Aquivalenz von Kategorien, so liefert das Nachschal-
ten von H eine Aquivalenz von Funktorkategorien

Cat(A, B) & Cat(A, B')

A.5 Kocher

A.5.1. Fiir den Begriff einer Transformation ist noch groBerer Allgemeinheit na-
turlich und sinnvoll, wie hier kurz skizziert werden soll.

Definition A.5.2. Ein Kécher ist ein Datum Q = (P, E, a, €) bestehend aus zwei
Mengen P, I/ und zwei Abbildungen a, e : P — E. Wir nennen die Elemente von
E die Ecken oder auch Punkte des Kochers und die Elemente von P seine Pfeile.
Fiir einen Pfeil p € P nennen wir a(p’) seinen Anfangspunkt und e(p’) seinen
Endpunkt. Ein Morphismus F' von unserem Kocher in einen weiteren Kécher
(P', E',d’,€") ist ein Paar bestehend aus einer Abbildung F' : P — P’ und einer
Abbildung F' : E — E’ derart, daB gilt F'a = o' F und F'e = ¢ F. Wir erhalten so
die Kategorie der Kocher
Car

Ahnlich wie bei Kategorien schreiben wir auch gerne abkiirzend Q fiir die Ecken-
menge eines Kochers Q = (P, E, a, e) und Q(z,y) fiir die Menge der Pfeile mit
Anfangspunkt  und Endpunkt y.
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A.5.3. Auf Englisch sagt man quiver, auf Franzosisch carquois. Auf Englisch
heiflen die Ecken vertices und die Pfeile arrows oder edges.

A.5.4. Jede Kategorie liefert einen Kocher, mit den Objekten als Ecken und den
Morphismen als Pfeilen. Zu jeder Menge () bilden wir den Ein-Punkt-Kocher
[2], mit nur einem Punkt * und fiir jedes w € 2 einem Pfeil von diesem Punkt zu
sich selbst. Ein Kocher heifit endlich, wenn er nur endlich viele Punkte und Pfei-
le hat. Manche Autoren nennen einen Kocher auch ein Diagrammschema. Ein
Kochermorphismus von einem Kocher in eine Kategorie heiflt eine Darstellung
unseres Kochers in besagter Kategorie oder auch eine Realisierung unseres Dia-
grammschemas in besagter Kategorie oder, wenn wir auf das zugrundeliegende
Diagrammschema nicht Bezug nehmen wollen, ein Diagramm in besagter Kate-
gorie.

Ergdnzung A.5.5. Bezeichne = die Kategorie mit zwei Objekten Pf, Ec und vier
Morphismen, von denen Zwei die Identititen sind und Zwei von Pf nach Ec gehen
und ,,Anfang* und ,,Ziel** heilen moégen. Dann kann die Kategorie der Kocher
verstanden werden als die Funktorkategorie Cat(=, Ens).

Ergdnzung A.5.6. Eine Verkniipfung auf einem Kocher Q ist eine Sammlung
von Abbildungen Q(z,y) X Q(y, z) — Q(z, 2) firalle z, y, z € Q. Einen Kocher
mit Verkniipfung nennen wir auch einen Magmaoid. Ein Morphismus von Mag-
maoiden ist ein Kochermorphismus, der mit den jeweiligen Verkniipfungen ver-
triaglich ist. Eine Kategorie ist in dieser Terminologie Magmaoid, das noch zu-
satzliche Eigenschaften hat, die man ,,Assoziativitit und ,,Existenz von Identi-
tatspfeilen” nennen mag und die wir zur Bedingung unitéirasoziativ zusammen-
fassen.

Definition A.5.7. Seien Q ein Kocher, B eine Kategorie und G : Q@ — B
Kochermorphismen. Eine Transformation 7 : F' = G ist eine Vorschrift, die
jeder Ecke © € Q einen Morphismus 7, € B(F(z),G(x)) zuordnet derart, daB
fiir jeden Pfeil p: + — y in unserem Kocher Q das Diagramm

FG ANel(y)

Fly) =% G)
in unserer Kategorie B kommutiert. Sind alle 7, Isomorphismen, so heif3it 7 ei-
ne Isotransformation. Die Menge aller Transformationen bezeichnen wir mit

Car(Q, B)(F, G) oder Transg_,5(F, G) oder abkiirzend mit Transg(F, G) oder
auch nur mit Trans(F, G).

A.5.8. Wie in A.4.5 die Funktoren bilden fiir jeden Kocher O und jede Kategorie
C die Kochermorphismen @ — C die Objekte einer Kategorie Car(Q,C) mit
Transformationen als Morphismen.
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Veranschaulichung eines endlichen Kochers mit 5 Ecken und 6 Pfeilen.
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Ubungen

Ubung A.5.9. Seien A, A’ Kocher und B, B’ Kategorien. Ist K : A" = A ein Iso-
morphismus von Kochern, so liefert das Vorschalten von K einen Isomorphismus
von Kategorien

Car(A, B) = Car(A’, B)

Ist shnlich H : B 5 B’ eine Aquivalenz von Kategorien, so liefert das Nachschal-
ten von H eine Aquivalenz von Kategorien

Car(A, B) & Car(A, B)

Ubung A.5.10. Seien C und Q Kécher und F' : C — Q ein Kéchermorphismus,
der fiir je zwei Ecken z, y € C eine Surjektion C(x,y) — Q(z,y) induziert. Gege-
ben eine Verkniipfung auf C gibt es hochstens eine Verkniipfung auf Q derart, daf3
[ ein Morphismus von Magmaoiden wird. Wenn es solch eine Verkniipfung gibt,
hei3t unser Kochermorphismus angepafit an die Verkniipfung und die fragliche
Verkniipfung auf Q die auf Q koinduzierte Verkniipfung. Ist unser Magmaoid
C eine Kategorie, so auch der Kocher Q mit der koinduzierten Verkniipfung.

A.6 Produkte und Koprodukte in Kategorien

Definition A.6.1. Seien C eine Kategorie und X, Y Objekte von C. Ein Produkt
von X und Y ist ein Datum (P, p, ¢) bestehend aus (1) einem Objekt P € C und
(2) Morphismen p : P — X und ¢ : P — Y, den sogenannten Projektionen,
derart daf gilt: Ist Z € C ein Objekt und sind a : 7 — X, b : Z — Y Morphis-
men, so gibt es genau einen Morphismus ¢ : Z — P mitpoc=aund qgoc = b.
Wir notieren diesen Morphismus dann ¢ = (a, b) oder, ganz pedantisch und wenn

wir ithn von den Morphismen aus einem Koprodukt absetzen wollen, als Spalte
c=(a,b)".

Beispiele A.6.2. In der Kategorie der Mengen ist das sogenannte kartesische Pro-
dukt P = X x Y mit p, g den iiblichen Projektionsabbildungen ein Produkt von X
und Y. Analoges gilt in der Kategorie der Vektorraume, der Gruppen, der Ringe,
der Monoide, der abelschen Gruppen, und vielen weiteren Strukturen der Bauart
,»Menge mit ausgezeichneten Verkniipfungen und speziellen Elementen®.

A.6.3 (Eindeutigkeit von Produkten). Produkte in Kategorien sind im wesentli-
chen eindeutig, falls sie existieren. Sind genauer (P, p, q) und (P, p, §) zwei mogli-
che Produkte der Objekte X und Y, so gibt es aufgrund der universellen Eigen-
schaft von P genau ein c : P — P mit poc = pund g oc = ¢ und ebenso
genaueind : P — Pmitpod=pundjod= q. Weiter gibt es auch genau ein
f:P— Pmitpo f =pundgo f = ¢g,und da sowohl f =id alsauch f =cod
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diese Bedingung erfiillen, folgt c o d = id. Ebenso erhalten wir d o ¢ = id, mithin
sind ¢ und d zueinander inverse Isomorphismen. Aufgrund dieser Eindeutigkeit
sprechen wir ab jetzt meist von dem Produkt und notieren es

(X xY,pry,pry)

oder auch noch ausfiihrlicher X x¢ Y. Morphismen in das Produkt schreiben wir
auch (a, b). Sind schlieBlich Morphismen f : X — X', g : Y — Y’ gegeben und
existieren die Produkte X x Y und X’ x Y”, so benutzen wir die Abkiirzung (f o
pPry,gopry) = f x g und nennen diesen Morphismus den Produktmorphismus

fxg: XxY =X xY’

Definition A.6.4. Sei F' : A — B ein Funktor. Sind in .A Morphismenp : P — X
und ¢ : P — Y gegeben, so erhalten wir Morphismen F'p : FP — FX und
Fq: FP — FY in B. Wenn das Produkt F'X x F'Y existiert, erhalten wir so
auch einen Morphismus (Fp, Flq) : FP — FX x FY. Wenn schlieBlich auch
das Produkt X x Y existiert, so erhalten wir, indem wir es als unser P nehmen,
in unserer ausfiihrlichen Notation einen natiirlichen Morphismus

F(X x*Y) = FX x8 Fy

A.6.5. Der Morphismus von eben mufl im allgemeinen kein Isomorphismus sein.
Im Fall des Vergi3funktors von Vektorrdumen iiber einem vorgegebenen Korper
zu Mengen ist er jedoch stets ein Isomorphismus von Mengen alias eine bijektive
Abbildung.

A.6.6. Produkte konnen auch fiir allgemeine Familien von Objekten ein- und der-
selben Kategorie erkldrt werden, wie im folgenden ausgefiihrt werden soll. Wir
besprechen dies Konzept zunichst im Fall der Kategorie der Mengen.

A.6.7 (Produkte von Mengen, Variante). Man kann auch fiir eine beliebige Fa-
milie von Mengen (X;);c; eine neue Menge bilden als die Menge aller Tupel
(x;)ier mit x; € X fur alle ¢ € I. Diese Produktmenge notiert man

M
iel
und die Projektionsabbildungen werden mit pr; : [],.; X; — X; oder dhn-
lich bezeichnet. Wieder konnen wir fiir beliebige Abbildungen f; : 7 — X,
eine Abbildung f = (fi)ier : Z — [],c; X; definieren durch die Vorschrift
f(2) = (fi(2))ier und jede Abbildung von einer Menge Z in ein Produkt ist von
dieser Form mit f; = pr; of. In Formeln ausgedriickt liefert das Nachschalten der
Projektionen also fiir jede Menge Z eine Bijektion
Ens (Z,[N,c; Xi) = [lier Ens(Z, X))
f = (priof)
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Definition A.6.8. Seien C eine Kategorie und (.X;);c; eine Familie von Objekten
von C. Ein Produkt der X; ist ein Datum (P, (p;);cs) bestehend aus (1) einem
Objekt P € C und (2) Morphismen p; : P — X;, den sogenannten Projektionen,
derart daf gilt: Ist Y € C ein Objekt und sind ¢; : Y — X; Morphismen, so gibt es
genau einen Morphismus ¢ : Y — P mit p; o ¢ = ¢; Vi € . Wir notieren diesen
Morphismus dann ¢ = (¢;);c; oder ganz pedantisch auch schon mal ¢ = (¢;),.;.

A.6.9 (Eindeutigkeit von Produkten, Variante). Produkte in Kategorien sind im
wesentlichen eindeutig, falls sie existieren. Sind genauer (P, (p;)) und (P, (;))
zwei mogliche Produkte der Objekte X;, so gibt es aufgrund der universellen Ei-
genschaft von P genau ein p : P — P mit p; o p = p; und ebenso genau ein
p: P — P mit p; o p = p;. Weiter gibt es auch genau ein f : P — P mit
pi; o f = p;, und da sowohl f = id als auch f = p o p diese Bedingung erfiillen,
folgt pop = id. Ebenso erhalten wir po p = id, mithin sind p und p zueinander in-
verse Isomorphismen. Aufgrund dieser Eindeutigkeit sprechen wir ab jetzt meist
von dem Produkt und notieren es

<|_| Xi, (PQ)ieI)

il

oder |_|C, wenn wir auch noch die Kategorie C spezifizieren wollen, oder im Fall
endlicher angeordneter Familien X X ... x X, und benutzen fiir die Projektionen
manchmal auch die Notation pry.. Morphismen in das Produkt schreiben wir im
Fall endlicher angeordneter Familien auch (¢, ..., ¢,) oder ganz pedantisch als
Spalte (q1,...,q,)".

A.6.10 (Umindizierung). Die Frage der Abhingigkeit eines Produkts von der
Wahl der Indexmenge ist subtiler als es auf den ersten Blick scheinen mag. Na-
tirlich liefert jede Umindizierung vermittels einer Bijektion zwischen der Index-
menge und einer weiteren Menge einen ausgezeichneten Isomorphismus zwi-
schen den jeweiligen Produkten. Jedoch liefert die Umindizierung vermittels einer
Permutation der Indexmenge im allgemeinen nicht die Identitit auf dem jeweili-
gen Produkt.

A.6.11 (Produkte iiber leere Familien). Das Produkt iiber eine leere Familie von
Mengen erklirt man als ,,die* einpunktige Menge. Damit wird das Bilden von Pro-
dukten von Mengen ,,assoziativ* in der Weise, dafl wir bei einer Familie (/) ;e
von Indexmengen mit disjunkter Vereinigung I = | | ; I; stets eine kanonische
Bijektion

=0

il jeJ \icl;

128



haben. Das Produkt iiber eine leere Familie in einer beliebigen Kategorie C ver-
stehen wir analog als ,,das* finale Objekt, da dann die offensichtliche Abbildung
auch in diesem Fall Bijektionen C(Y,[|,c; Xi) = [];c;C(Y, X;) liefert. Wenn
wir sagen, eine Kategorie habe Produkte oder auch nur habe endliche Produk-
te, so meinen wir stets implizit, da auch die Existenz eines finalen Objekts mit
gefordert sein soll.

A.6.12. Produkte in der opponierten Kategorie heilen ,,Koprodukte*. Im folgen-
den schreiben wir das aus.

Definition A.6.13. Sei C eine Kategorie und (.X;);c; eine Familie von Objekten
aus C. Ein Koprodukt der X; ist ein Datum (K, (in;);c;) bestehend aus einem
Objekt K € C und Morphismen in; : X; — K derart, daB gilt: Ist Z € C ein
Objekt und sind f; : X; — Z Morphismen, so gibt es genau einen Morphismus
f: K — Zmit f oin; = f; Vi € I. Wir notieren diesen Morphismus dann auch
(fi)ier und hoffen, dal der Leser aus dem Kontext erschlieBen kann, wann damit
ein Morphismus aus einem Koprodukt und wann ein Morphismus in ein Produkt
gemeint ist. Wenn es drauf ankommt, mag ein Morphismus in ein Produkt eben
als Spalte mit einem hochgestellten T notiert werden und ein Morphismus aus
einem Koprodukt als Zeile. Wir notieren Koprodukte | |,, X; oder ausfiihrlicher
|_|l.ce ; X; und bei endlich vielen Faktoren auch X; L. . .LJX,,. Ein leeres Koprodukt
ist dasselbe wie ein initiales Objekt.

Beispiel A.6.14 (Disjunkte Vereinigungen von Mengen). Das Koprodukt in der
Kategorie der Mengen iiber eine beliebige Familie (X;);c; von Mengen heifit ihre
disjunkte Vereinigung

| ] = (Xi x {i})

i€l iel
Das Anhéngen der Indizes auf der rechten Seite ist hier nur eine Vorsichtsmafnah-
me fiir den Fall, daf} unsere Mengen nicht disjunkt gewesen sein sollten. Jede der-
artige disjunkte Vereinigung ist versehen mit Inklusionsabbildungen in; : X; —
L] se1 Xi- Weiter konnen wir fiir beliebige Abbildungen f; : X; — Z in eine Men-
ge Z die Abbildung f : | |,.; X; — Z bilden durch die Vorschrift f(z) = fi(x)
fir z € X, und jede Abbildung der disjunkten Vereinigung in eine Menge Z ist
von dieser Form mit f; = f o in;. In Formeln ausgedriickt liefert das Vorschalten
der Injektionen also fiir jede Menge Z eine Bijektion

Ens (|_|i€[ X, Z) = [1;,e; Ens(X;, Z)
f — (f e} 1nl)
Die disjunkte Vereinigung von endlich vielen Mengen Xj, ..., X, notieren wir

auch X U...UX,.
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A.6.15 (Notationen fiir disjunkte Vereinigungen). Gegeben eine Menge X und
dariin eine Familie (X;);c; von Teilmengen schreiben wir statt | J,., X; auch
L] il X, wenn wir zusitzlich andeuten wollen, dall unsere Teilmengen paarweise
disjunkt sind. In der Tat ist die Eigenschaft, paarweise disjunkt zu sein, ja gleich-
bedeutend dazu, daf die offensichtliche Abbildung | |,., X; — X eine Bijektion
Llic; Xi = U,e; X liefert. In derselben Weise verwenden wir bei endlich vielen
Teilmengen X1, ..., X,, einer gegebenen Menge die Notation X; LI ... U X,,. In
der Literatur werden statt LI alternativ auch die Symbole \J und & verwendet.

A.6.16. Wie in A.6.4 im Fall von zwei Faktoren besprochen erhalten wir fiir einen
Funktor ' : A — B und eine Familie (X;);c; von Objekten von A, wenn Pro-
dukte der X; und der F'X; existieren, einen natiirlichen Morphismus

F (|_| Xi> ~[Fx,

Ist er stets ein Isomorphismus, so sagen wir, der Funktor F' sei vertriglich mit
beliebigen Produkten. Gilt das nur fiir Produkte endlicher Familien, so sagen wir,
unser Funktor sei vertriglich mit endlichen Produkten. Bereits die Vertriaglich-
keit mit endlichen Produkten schlieft die Eigenschaft mit ein, daf finale Objekte
auf finale Objekte abgebildet werden. Dual erkldren wir die Vertraglichkeit mit
beliebigen beziehungsweise endlichen Koprodukten.

A.7 Algebren

A.7.1. Sei K ein Korper. Ganz allgemein bezeichnet man einen K -Vektorraum
A mit einer bilinearen Verkniipfung A x A — A als eine K-Algebra und ver-
steht unter einem Algebrenhomomorphismus in eine weitere K -Algebra eine
K-lineare Abbildung, die mit den jeweiligen Verkniipfungen vertriglich ist. Ge-
geben zwei K-Algebren A, B bezeichnen wir mit Alg, (A, B) die Menge der
Algebrenhomomorphismen von A nach B.

A.7.2. Ist die Verkniipfung einer Algebra assoziativ, so spricht man von einer as-
soziativen Algebra. Ublich ist in diesem Zusammenhang die Konvention, daB
man eine Algebra stets als assoziativ versteht, wenn aus dem Kontext nichts ande-
res hervorgeht. Gibt es fiir diese Verkniipfung ein neutrales Element, so spricht
man von einer unitiren Algebra und nennt das fragliche Element das Eins-
Element. Eine Algebra ist also genau dann assoziativ und unitédr, wenn die zu-
grundeliegende Menge mit der Vektorraum-Addition als Addition und der bili-
nearen Verkniipfung als Multiplikation ein Ring ist. Ich schlage deshalb vor, der-
artige Algebren Ringalgebren und im Fall, daf} sie auch noch kommutativ sind,
Kringalgebren zu nennen. Unter einem Homomorphismus von Ringalgebren
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verstehen wir einen Algebrenhomomorphismus, der auch ein Ringhomomorphis-
mus ist. Wir konnen diese Abbildungen sowohl charakterisieren als Algebrenho-
momorphismen, die das Einselement auf das Einselement werfen, als auch als
Ringhomomorphismen, die tiber dem Grundkorper linear sind. Wir vereinbaren
fiir die Menge der Ringalgebrenhomomorphismen von einer K -Ringalgebra A in
eine K -Ringalgebra B die Notation Ralg, (A, B). Sind beide beteiligten Alge-
bren sogar Kringalgebren, so schreiben wir fiir diese Menge auchKralg (A, B).

A.7.3 (Diskussion der Terminologie). Fiir den Begriff einer Algebra sind in der
Literatur leider auch viele andere Konventionen gebrduchlich, bei denen mehr
oder weniger der oben explizit aufgefiihrten zusitzlichen Eigenschaften bereits
fiir eine Algebra implizit mit gefordert werden.

A.7.4. Eine Unteralgebra einer Algebra ist ein unter der Verkniipfung stabiler
Untervektorraum. Eine Unterringalgebra einer Ringalgebra ist ein unter der Ver-
kniipfung stabiler Untervektorraum, der das Eins-Element enthélt. Beide Begriffs-
bildungen ordnen sich der allgemeinen Begriffsbildung A.3.11 eines Unterobjekts
unter.

A.8 Yonedalemma

A.8.1. Einen Funktor von einer Kategorie C in eine Kategorie von Mengen nennen
wir kurz einen Mengenfunktor auf C. Gegeben ein Mengensystem ${ und eine LI-
Kategorie bildet die Menge aller Funktoren C — ${Ens mit den Transformationen
als Morphismen eine Kategorie Cat(C, UEns). Jedes Objekt X € C liefert einen
derartigen Mengenfunktor X = XV gegeben durch X : A — C(X, A).

Proposition A.8.2 (Yoneda-Lemma). Seien L ein Mengensystem, C eine 1-Kate-
gorie, X € C ein Objekt und F' : C — \FEns ein Mengenfunktor auf C. So liefert
die Abbildungsvorschrift T — 7x(idx) eine Bijektion

Cat(C,UEns)(X, F) = F(X)
zwischen der Menge aller Transformationen X = F und der Menge F (X).

Vorschau A.8.3. Sie mogen als Ubung A.8.14 zeigen, inwiefern diese Bijektionen
natiirlich sind in X und F'.

A.8.4. Die zur Kategorie dieser Mengenfunktoren auf C opponierte Kategorie
C" = (| := Cat(C, UEns)°P?

kann man als eine ,,Vervollstindigung® von C interpretieren. In der Tat liest sich
unser Yoneda-Lemma in dieser Notation als eine Bijektion C¥(F, X) = F(X).
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Spezialisieren wir zu F' = Y, so erhalten wir eine Bijektion C¥ (Y, X) = C(Y, X),
von der man leicht zeigt, daBl sie zur offensichtlichen Abbildung C(Y,X) —
CV(Y, X) invers ist. So folgt, daB die Vorschrift X — X einen volltreuen Funktor
C < CVY induziert, die Yoneda-Einbettung. Im weiteren lassen wir das Men-
gensystem L[ wieder in den Hintergrund treten und ignorieren es meist in unserer
Notation.

A.8.5 (Diskussion der Notation). Die hier verwendeten Notationen C¥ und das
in A.8.10 eingefiihrte C" sind genau umgekehrt wie in [KS90]. Dafiir stimmt die
Notation C" dann mit der in [Gro72] verwendeten Notation iiberein, und auch die
Autoren von [KS90] verwenden in [KS00] letztere Notation, die mit der unseren
iibereinstimmt.

A.8.6 (Das Yonedalemma im Fall einer Einobjektkategorie). Im Spezialfall
einer Einobjektkategorie C = [G] ist das Yonedalemma besonders leicht einzu-
sehen: Es besagt dann im Lichte von A.4.10, da} die dquivarianten Abbildungen
von einem Monoid G in eine beliebige G-Menge F' festgelegt sind und festgelegt
werden konnen durch das Bild des neutralen Elements.

Beweis. Wir konstruieren zunéchst eine Abbildung in die andere Richtung. Fiir
beliebiges a € F'(X) betrachten wir dazu die Abbildungen

v CX,Y) — F(Y)
[ = (Ff)a)

Man priift ohne Schwierigkeiten, da sie eine Transformation 7 : X = F bilden,
die wir mit 7(a) bezeichnen. Jetzt gilt es nur noch zu zeigen, dafl die Abbildung
a — 7(a) invers ist zu unserer Abbildung 7 — a(7) := 7x(idx) aus der Pro-
position. Dafiir miissen wir also priifen, daB gilt a = a(7(a)) fur alle a € F(X)
und 7 = 7(a(7)) fiir alle Transformationen 7 : X = F. Das iiberlassen wir dem
Leser. [l

Definition A.8.7. 1. Diejenigen Mengenfunktoren auf C, die isomorph sind zu
Mengenfunktoren im Bild von C — CV, heiBen darstellbare Funktoren.

2. Ist genauer ein Mengenfunktor F' : C — Ens isomorph zu X = C(X, )
fiir ein X € C, so sagen wir, der Funktor /' werde dargestellt durch das
Objekt X.

3. Ist noch genauer F' : C — Ens ein Mengenfunktor und X € C ein Ob-
jekt und @ € F(X) ein Element, das unter der Bijektion aus dem Yoneda-
Lemma einer Isotransformation C(X, ) = F entspricht, so sagen wir, der
Funktor /" werde strikt dargestellt durch das Paar (X, a). Ausgeschrie-
ben bedeutet das, daB die Vorschrift f — (F'f)(a) fir alle Y € C eine
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Bijektion C(X,Y) = F(Y) liefert. Oft lassen wir das ,,strikt“ aber auch
weg.

Beispiel A.8.8. Der Vergiflifunktor Modx — Ens von den K-Vektorraumen in
die Mengen wird dargestellt durch das Paar (K, 1) oder auch durch jeden anderen
eindimensionalen Vektorraum zusammen mit einem beliebigen von Null verschie-
denen Element.

Beispiel A.8.9. Der Vergififunktor Grp — Ens von den Gruppen in die Mengen
wird strikt dargestellt durch das Paar (Z, 1) oder auch durch jedes andere Paar
(Z, e) bestehend aus einer unendlich zyklischen Gruppe und einem Erzeuger der-
selben.

A.8.10. In derselben Weise kann man fiir jede $1-Kategorie C auch die Kategorie
C" = C; := Cat(C°, UEns)

aller kontravarianten Funktoren C — $Ens betrachten und erhidlt mit X ~—
C( , X) eine volltreue Einbettung C < C”, die Ko-Yoneda-Einbettung. Wieder
heiBen die Funktoren im Bild dieser Einbettung darstellbare Funktoren oder,
wenn wir es ganz genau nehmen wollen, kodarstellbare Funktoren. Die Objek-
te von C" werden Sie spiter vielleicht einmal unter der Bezeichnung als ,,men-
genwertige Priagarben auf C** wiedertreffen. Notieren wir wieder zu X € C mit
X € C” den zugehorigen Funktor X : A — C(A, X), so liefert diesmal das
Auswerten auf idy eine Bijektion C"(X, F) & F(X).

A.8.11. Gegeben eine Kategorie C kann man leicht explizite Isomorphismen von
Kategorien (CY)°PP = (C°PP)" und (C")°PP = (C°PP)Y angeben. In diesem Sinne
sind unsere beiden Konzepte zueinander dual.

Vorschau A.8.12. Gegeben eine Kategorie C ist die volltreue Einbettung C —
C" vertriglich mit Produkten, wann immer diese in C existieren. Ebenso ist die
volltreue Einbettung C < CV vertriglich mit Koprodukten, wann immer diese in
C existieren.

Ubungen

Ubung A.8.13 (Yoneda-Einbettungen und Exponentialgesetz). Das Exponenti-
algesetz A.4.6 spezialisiert zu Bijektionen

Cat(C°PP, Cat(C, Ens)) = Cat(C°®? x C, Ens) & Cat(C, Cat(C°PP, Ens))

In der Mitte betrachten wir nun den Mengenfunktor Morc : (X,Y) — C(X,Y)
der Morphismen. Man priife, daB er rechts der Koyonedaeinbettung C <= C” aus
A.8.10 entspricht und links dem Opponierten der Yonedaeinbettung C <= CV.
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Ubung A.8.14 (Natiirlichkeit im Yoneda-Lemma). Man zeige, daB fiir jede Ka-
tegorie C die Bijektionen des Yoneda-Lemmas A.8.2 eine Isotransformation zwi-
schen der beiden Wegen im Diagramm

Cat(C, Ens)°P? x Cat(C,Ens) — Ens

T |
C x Cat(C, Ens) — Ens

liefert, also zwischen den beiden Funktoren C x Cat(C, Ens), die durch (X, F') —
Cat(C,Ens)(X, F) und (X, F) — F(X) gegeben werden. Insbesondere liefern
sie dann auch eine Isotransformation zwischen den Funktoren C x C°P? — Ens
gegeben durch (X,Y) +— Cat(C,Ens)(X,Y) und (X,Y) — Y(X) = C(Y, X)

und wir sehen so ein weiteres Mal, da3 X — X eine volltreue Einbettung C°PP <
Cat(C, Ens) ist.
Ubung A.8.15 (Eindeutigkeit darstellender Objekte). Wird ein Mengenfunktor

F : C — Ens strikt dargestellt durch das Paar (X, a) und durch das Paar (Y, b), so
gibt es genau einen Isomorphismus 7 : X = Y mit der Eigenschaft F'(i) : a — b.

Ubung A.8.16. Welche Mengenfunktoren werden durch finale und initiale Objek-
te dargestellt oder kodargestellt?

Ubung A.8.17. Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum, und U C V ein Teil-
raum. Welchen Mengenfunktor stellt der Quotient V/U dar?

Ubung A.8.18. Seien K ein Korper, V ein K -Vektorraum. Welchen Mengenfunk-
tor stellt die Tensoralgebra dar?

Erginzende Ubung A.8.19. Welchen Mengenfunktor stellt das Produkt im Sinne
von A.8.7 dar?

Ergiinzende Ubung A.8.20. Seien K ein endlicher Kérper und Mat ;- die Matrix-
kategorie aus A.1.6 und 4 eine Menge derart, dal3 Mat i eine $1-Kategorie ist. Gilt
X € U= |X]| < oo, so liefert der offensichtliche Funktor

Matx — Mat)y = Cat(Mat}:?, UEns)

eine Aquivalenz von Matx mit der vollen Unterkategorie aller mit endlichen Pro-
dukten vertriglichen Funktoren. Gibt es zwar unendliche, aber keine iiberabzihl-
baren Mengen X € 4L, so ist die volle Unterkategorie aller mit endlichen Produk-
ten vertriiglichen Funktoren aus Mat; dquivalent zur Kategorie aller abzéhlbaren
K -Vektorrdume. Analoge Aussagen gelten fiir andere Kardinalitidten und mutatis
mutandis auch fiir unendliche Korper.
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A.9 Universen

A.9.1. Um diese Leitplanken zur Vermeidung logischer Abstiirze zu beschreiben,
erfinde ich das Wort Mengel als zusammenfassende Bezeichnung fiir Mengen
und Elemente von Mengen, die ja in unserer Terminologie selbst wieder Mengen
sein diirfen, aber eben nicht sein miissen. Diese Terminologie ist allerdings nicht
gebriuchlich.

Ergdnzung A.9.2. Baut man die Mengenlehre im Rahmen der Logik systema-
tisch auf, so verwendet man statt unserem ,,Mengel“ schlicht das Wort Menge.
Aufgrund der Vereinbarung, dal zwei Mengen gleich sind genau dann, wenn sie
dieselben Elemente haben, kann es dann nur eine einzige Menge geben, die kein
Element hat. Man notiert sie wieder ().

Definition A.9.3. Ein Universum ist eine Menge { mit den folgenden Eigen-
schaften:

I. x € M und M € {implizieren zusammen z € i;

2. z el = {z} €l

3. Ac = P(A) e &

4. Gegeben I € 4l und eine Abbildung f : I — thgilt (U,.; f(i)) € L.

Erginzung A.9.4 (Diskussion der Terminologie). Diese Definition steht fast ge-
nauso bei Grothendieck [Gro72, Exposé I]. Abweichend will Grothendieck nur
die leere Menge nicht als Universum zulassen und fordert statt unserer zweiten
Bedingung scheinbar stirker =,y € {1 = {z,y} € 4 Da jedoch fiir jedes nicht-
leere Universum gilt () € $Lund folglich {@} € $fund {0, {0} } € 4L, ergibt sich das
wegen {z,y} = {z} U{y} aus dem letzten Axiom, angewandt auf die Abbildung
f:{0,{0}} — Umit £(0) = {} und f({0}) = {y}.

A.9.5 (Elemente eines Universums versus Teilmengen eines Universums). Ge-
geben ein Universum 41 gilt es genau zu unterscheiden zwischen Mengeln x € 4,
die Elemente des Universums sind, und Mengeln M C 4, die nur Teilmengen des
Universums sind. Nach dem ersten Axiom ist jedes Element eines Universums,
wenn es denn eine Menge ist, auch eine Teilmenge besagten Universums, aber
das Umgekehrte gilt nicht. Die Formel M := {z € i | ¢ z} definiert dann
eine Teilmenge M C 4, die kein Element von &l zu sein braucht, und die Formel
A:={M C 4| M ¢ M} definiert eine Menge A, die keine Teilmenge von i zu
sein braucht, so daB} keine dieser beiden Formeln auf einen Widerspruch fiihrt.

A.9.6 (Stabilitéiten eines Universums). Wenn wir mit Kuratowski (z,y) := {z, {y}}
setzen, erhalten wir sofort z,y € U = (z,y) € 4. Das Produkt von je zwei
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Mengen, die Elemente unseres Universums sind, ist auch selbst Element unseres
Universums, zum Beispiel indem wir die Vereinigung erst iiber alle z € X und
dann iiber alle y € Y der Mengen {(x, y)} bilden. Weiter ist mit je zwei Mengen
X,Y € 4 auch die Menge der Abbildungen Ens(X,Y') Element von 4 und das-
selbe gilt fiir jedes Produkt [ |,., X; mit I € Yl und X; € i fiir alle 7 € . Ebenso
folgt, daB} jede Teilmenge eines Elements unseres Universums wieder ein Element
unseres Universums ist.

A.9.7 (Existenz von Universen). Die Annahme, daf} jede Menge Element eines
Universums ist, miissen wir der Mengenlehre als zusitzliches Axiom hinzufiigen.
Es scheint nicht auf Widerspriiche zu fiihren, hat aber die bemerkenswerte Konse-
quenz, daf es zu jeder Menge ein kleinstes Universum gibt, zu dem sie als Element
gehort, eben den Schnitt aller Universen, zu denen sie als Element gehort. Insbe-
sondere ist natiirlich auch jedes Universum Element eines Universums. Gegeben
ein Korper k£ und ein Universum 4 mit £ € 4 konnen wir dann auf der Kategorie
k- tUMod der k-Vektorrdume, deren zugrundeliegende Menge zu L gehort, in der
Tat den Dualraumfunktor erkléren.

A.9.8. Das kleinste Universum, das die leere Menge als Element enthilt, besteht
aus endlichen Mengen.
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Indexvorwort

Hier werden die Konventionen zum Index erldutert. Kursive Eintrige bedeuten,
daB ich die fragliche Terminologie oder Notation in der Literatur gefunden habe,
sie aber selbst nicht verwende. Bei den Symbolen habe ich versucht, sie am An-
fang des Index mehr oder weniger sinnvoll gruppiert aufzulisten. Wenn sie von
ihrer Gestalt her einem Buchstaben dhneln, wie etwa das U dem Buchstaben u
oder das C dem c, so liste ich sie zusitzlich auch noch unter diesem Buchstaben
auf. Griechische Buchstaben fiihre ich unter den ihnen am ehesten entsprechenden
deutschen Buchstaben auf, etwa ¢ unter z und w unter o.
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28

darstellbarer Funktor, 132, 133
Darstellung, 54

eines Kochers, 124
Diagonaltrennung, 51
Diagonalzweitrennung, 17
Diagramm

in Kategorie, 124
Diagrammschema, 124
Differential, 28
Dirac-Maf3

durch Trennfunktor, 38
disjunkte Vereinigung, 129
diskret

Kategorie, 111
dividierte Potenzen, 75
Duales

in Schmelzkategorie, 27
dualisierbar, 27

E(M) einfache Kategorie

zu Schmelzkategorie M, 8
Ecke

von Kocher, 123
edge of quiver, 124
Eilenberg-Zilber, Variante, 91
Ein-Objekt-Kategorie, 108
Einbettung, 118
einfache Kategorie



zu Schmelzkategorie, 8
Einheit
in Schmelzkategorie, 86
Einpunktkocher, 124
Eins
Einsobjekt von Schmelzkategorie,
20
in Magma
von Schmelzkategorie, 66
von Abmonoid, 50
Eins-Element
einer Algebra, 130
Einsbedingung, 20
Einsfamilie, 5, 7
Einsobjekt, 20
Einsverschmelzung, 6
em,
Morphismus aus finalem Objekt,
112
End(X) = End(X) Endomorphis-
menobjekt, 71
endlich
Kocher, 124
Endomorphismen
in Kategorie, 108
Endomorphismenobjekt, 71
Endpunkt
von Pfeil in Kocher, 123
ens einelementige Menge, 112
Ens Kategorie der Mengen, 109
Ens* bepunktete Mengen, 109
essentiell surjektiv
Funktor, 115
Evaluieren
in Schmelzkategorie, 26

Familienkategorie, 7
fin Morphismus zum finalen Objekt,

111
fin(C) finales Objekt, 111
final, 119

Objekt, 111

Struktur, 119
Funktor, 112

darstellbarer, 132, 133

kodarstellbarer, 133

kontravarianter, 114

quasiinverser, 123
Funktorkategorie, 121

geshuffelt

partielles Einsetzen, 74
getwistete Verdopplung

einer Schmelzkategorie, 42
Grp Kategorie der Gruppen, 109
Gruppoid, 111

Hom-Funktor, 25
Homobjekt, 24
Homologie
totale, 64
Homomorphismus
von Abmonoiden, 49
von Koabmonoiden, 51
von Monoidobjekten, 66
von Ringalgebren, 131
Homotopiekomplexe
Schmelzkategorie, 62
Hopf-Objekt, 78
Hopfalgebra, 79
Hopfbiabmonoid, 79
Hot Homotopiekomplexe, 62

Id Identititsfunktor, 113
identische Transformation, 121
Identitit auf X, 107
Identitiatsfunktor, 113
Identitdtsverschmelzung, 8
Indexfunktor, 7

induziert

Struktur, 119
ini(C) initiales Objekt, 112
initial
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Objekt, 111

Struktur, 119
invers

Morphismus, 112
Invertieren

von Schmelzkategorie, 29

von Trennkategorie, 29
Iso

in Kategorie, 110
isomorph

Funktoren, 120

in Kategorie, 110
Isomorphismenkategorie, 111
Isomorphismus

in Kategorie, 110

von Funktoren, 120

von Kategorien, 115

von Schmelzkategorien, 31
Isotransformation, 120, 124

kC kartesische Schmelzkategorie zu C,
15
kanonisch
Abbildung, 121
Isomorphismus, 121
kart(C) kartesische Schmelzkategorie
zuC, 15
kartesisch
Produkt
von beliebig vielen Mengen, 127
Schmelzkategorie, 15
Kategorie, 107
$-Kategorie, 116
diskrete, 111
kEns kartesische Schmelzkategorie der
Mengen, 11
Kleinfamilie, 5
Ko-Yoneda-Einbettung, 133
Koabmonoid, 67
kodarstellbarer Funktor, 133
Kocher, 123
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mit Verkniipfung, 124
Koeinheit, 68
Koeins

von Komonoid, 51
kofinal

Objekt, 111
Kohomologie

singulére, 100
Kohomologiering, 101
koinduziert

Struktur, 119
Komodul, 69

banaler, 69
Komonoidkomodul, 69
Komonoidmodul, 51
Komultiplikation, 67
konservativ

Funktor, 117
kontravariant

Funktor, 114
Kooperation, 69
Koprodukt, 129
Koverkniipfung

von Komonoid, 51
Kralg

Kategorie der Ringalgebren, 109

Kringalgebrenhomomorphismen, 131
Kring Kategorie der Kringe, 109
Kringalgebra, 130
Kronecker-Paarung, 101

L = L Leerverschmelzungsfunktor,
34

L = L Leertrennungsfunktor, 34

leerlinear, 5

Leertrennungsfunktor, 34

Leerverschmelzung, 6

Leerverschmelzungsfunktor, 34
additiv angereicherter, 57
angereicherter, 60

Linksinverses



in Kategorie, 112
Linksmodul

in Schmelzkategorie, 68
linksspaltend

Morphismus, 112

Magma

in Schmelzkategorie, 66
Magmaobjekt

in Schmelzkategorie, 66
Magmaoid, 124
Mat Matrixkategorie, 108
Mat Matrixmultikategorie, 32
Matrixkategorie, 108
Menge

im Sinne der Logik, 135
Mengel, 135
Mengenfunktor, 131
Mengenoperade, 10
Mef} Kategorie der MeBraume, 39
Mod Schmelzkategorie der Moduln, 24
Mod g Vektorrdume iiber KX, 109
Modg Schmelzkategorie der graduier-

ten Moduln, 23
Modfx Vektorrdume, endlich erzeug-
te, 115

Modul

)-Modul, 70

in Schmelzkategorie, 68

in Schmelzktegorie, 50

iiber Korper, 110
M™°" Monotonisierung, 10
p™°" Monotonisierung von p, 33
Mon Kategorie der Monoide, 109
Monade, 67
Monoid

in Schmelzkategorie, 66
Monoidhomomorphismus

in Schmelzkategorie, 66
Monoidmodul, 50, 69

in Schmelzkategorie, 68
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Monoidobjekt

in Schmelzkategorie, 66
monoton

Schmelzkategorie, 10
Monotonisierung, 10

von Schmelzfunktor, 33
MorC Morphismen in C, 116
Morphismus

in Kategorie, 107

von Schmelzkategorie, 8
mscat finale monotone Schmelzkate-

gorie, 70
MSCat Gesamtheit aller monotonen Schmelz-
kategorien, 70

Multi-Hom-Objekt, 23
Multiabbildung, 11

dquivariante, 52
multidquivariant, 16

Schmelzkategorie, 16

Trennkategorie, 17
Multihom

angereichertes, 64
Multikategorie, 10
Multimatrix, 32
Multimodul, 68
Multimorphismus, 11
multiunitdrassoziativ, 6
Multiverkniipfung

im angereicherten Fall, 58

von Verschmelzungen, 5

® bei Leerverschmelzungen, 19
®@ fir Morphismen der Familienkate-
gorie, 19
Objekt einer Kategorie, 107
Objekten, 5
objektfest, 59
Objektkleinfamilie, 5
Objektmodul
2/S-Objektmodul, 70
Operad



gefirbtes, 10
Operade
Mengenoperade, 10
Mengenoperade, monotone, 10
Operation
auf Objekt, 68
F°PP fiir Funktor F', 114
opp opponierte Schmelzkategorie zu
einer Trennkategorie, 15
opp opponierte Trennkategorie zu ei-
ner Schmelzkategorie, 15
oppinvertiert
Schmelzkategorie, 30
Trennkategorie, 30
opponiert
Kategorie, 113
Trennschmelzkategorie, 29
Verkniipfung, 71
Ord Kategorie der geordneten Men-
gen, 109
Orientierung
von Vektorraum, 114

Par erweiterte Parititen, 44
Parititssignum, 41
Pfeile, 123
Potenz
symmetrische, 22
pr Projektion aus Produkt, 128
Produkt
in Kategorie
von Familie, 128
von zwei Objekten, 126
von Kategorien, 114
von Mengen, 127
von Schmelzkategorien, 15
Produktmorphismus, 127
Projektion
in Kategorie, 126, 128
Projektionszweitrennung, 17
pt = pt(C) finales Objekt von C, 111
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Punkt
von Kocher, 123

quasiinverser Funktor, 123
quiver, 124

Quotient, 119
Quotientenorientierung, 48

Ralg

Kategorie der Ringalgebren, 109

Ringalgebrenhomomorphismen, 131
Realisierung

eines Diagrammschemas, 124
Realisierungsfunktor, 113
Rechtsinverses

in Kategorie, 112
Rechtsmodul

in Schmelzkategorie, 68
rechtsspaltend

Morphismus, 112
Ring Kategorie der Ringe, 109
Ringalgebra, 130
Rng Kategorie der nicht unitdren Rin-

ge, 109

M® Schmelzanteil von M, 28
sAb superisierte abelsche Gruppen, 46
scat terminale Schmelzkategorie, 34
SCat Gesamtheit aller Schmelzkatego-
rien, 32
SCat(M, N') Menge von Schmelzfunk-
toren, 31
SCat, angereicherte Schmelzfunkto-
ren, 61
SCats angereicherte Schmelzfunkto-
ren, 61
Schmelziquivalenz, 31
Schmelzfunktor, 31
S-Schmelzfunktor, 59
monotoner, 33
Schmelzgruppoid, 28
Schmelzkategorie, 5



S-Schmelzkategorie, 58
angereicherte, 58
mit Vorzeichen, 42
monotone, 10
multidiquivariante, 16
terminale, 34
triviale, 13
Schmelzunterkategorie, 13
schmelzvertriglich
Aquivalenzrelation, 14
Schnitt
von Morphismus, 112
sgnu Parititssignum, 41
Signumseinheit, 86
sModj, Supervektorrdume, 46
Spaltung
von Morphismus, 112
Spur
in Schmelzkategorie, 85
stabil universell
Verschmelzung
angereichert, 63
stabil universell, 18
Standardorientierung, 114
Standardorientierung des Nullraums, 114
Standardtransformation, 97
starr
in Schmelzkategorie, 82
Starrheitsdatum, 82
std Standardtransformation, 97
Struktur
(S, w)-Struktur, 117
k-Struktur
auf Schmelzkategorie, 56
additive
auf Schmelzkategorie, 56
(S, w)-Struktur
auf Objekt, 35
superisiert
abelsche Gruppe, 46
superkommutativ, 67
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Superspur, 85
Supertensorprodukt, 47
Supervektorraum, 46
symmetrische Potenz, 22

in Schmelzkategorie, 22

M? Trennanteil von M, 28
tcat terminale Trennkategorie, 35
tensorierbar
universell, 82
Tensorieren
von internen Homomorphismen in
Schmelzkatgorie, 27
Tensorpotenz
in Schmelzkategorie, 20
Tensorprodukt
in Schmelzkategorie, 19
top einelementiger Raum, 112
Top topologische Riaume, 109
Top™ bepunktete topologische Riaume,
109
Top“ Trennschmelzkategorie der Raum-
paare, 96
Topaz Kategorie der abzihlbar basier-
ten topologischen Rdume, 39
Trans Transformationen, 122, 124
Transformation
Schmelzfunktoren
monotone, 33
von Funktoren, 120
von Kochermorphismen, 124
von Schmelzfunktoren, 32
Trennfunktor, 31
Trennkategorie, 14
monotone, 14
multidquivariante, 17
terminale, 35
Trennschmelzfunktor, 33
Trennschmelzkategorie, 28
Trennung, 14
stabil universelle, 20



universelle, 20
treu
bei Schmelzkategorien, 31
Funktor, 115
Twist
einer Schmelzkategorie, 42

| | Koprodukt, 129
U Einheiten von Schmelzkategorie, 49
$IEns Mengen X € §, 107
$1-Kategorie, 116
Umindizierung, 8
$Modg, 109
UMod g Vektorrdume V € U, 110
Umstrukturieren

von angereicherter Schmelzkatego-

rie, 60

unitirassoziativ

Magmaoid, 124
universell

stabil, 18

Verschmelzung, 18

im angereicherten Fall, 62

Universum, 135
Unteralgebra, 131
Unterkategorie, 111
Unterobjekt

(S, w)-Unterobjekt, 119
Unterringalgebra, 131

Y fiir Verschmelzungen, 10
Y leere Objektfamilie

einer Schmelzkategorie, 9
Vergil3-Funktor, 114
Verkniipfung

auf Kocher, 124

in monotoner Schmelzkategorie, 66

koinduzierte, 126

von Abmonoid, 50

von Morphismen, 107
Verschmelzung
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(S, w)-Verschmelzung, 35

r-Verschmelzung, 6

stabil universelle

angereicherte, 63
universelle
im angereicherten Fall, 62

Verschmelzungen, 5
Verschmelzungsobjekt, 58
vertex of quiver, 124
vertrdaglich mit internem Hom

Schmelzfunktor, 36
vertraglich mit universellen Verschmel-

zungen

Schmelzfunktor, 33
Vertupeln, 7

Y -Vertupeln, 7
voll

Funktor, 115

Schmelzunterkategorie, 13

Unterkategorie, 111
volltreu

p-volltreu, 59

bei Schmelzkategorien, 31
volltreu, Funktor, 115
Vorzeicheninvolution, 46
vorzeichenvertriglich

Schmelzfunktor, 44

Yoneda-Einbettung, 132

Zielkategorie, 113
Zuriickholen

der singuldren Kohomologie, 100
Zweiverschmelzung, 6
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