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1 Komplexe Exponentialfunktion

1.1 Definition und erste Eigenschaften

1.1.1. Mir scheint es wiinschenswert, dal} dieser Abschnitt bereits zu Ende des
ersten oder zu Beginn des zweiten Semesters behandelt wird, damit die komplexe
Exponentialfunktion bei der Diskussion unitdrer und orthogonaler Abbildungen
in der linearen Algebra zur Verfiigung steht. Ich setze voraus, dal der Leser mit
den Grundlagen des algebraischen Rechnens mit komplexen Zahlen vertraut ist,
wie sie etwa in ?? entwickelt werden.

Definition 1.1.2. Fiir jede komplexe Zahl z € C definieren wir eine komplexe
Zahl exp(z) € C durch die Vorschrift

=1
expz = Z EZk
k=0

Aufgrund der Abschitzungen Re(2*), Im(z*) < |2*| = |z|* konvergiert diese
Reihe fiir alle z € C nach dem Majorantenkriterium mit der reellen Exponenti-
alreihe als Majorante absolut in Real- und Imaginirteil und wir erhalten folglich
eine Abbildung exp : C — C, die komplexe Exponentialfunktion.

1.1.3. Man priift genau wie in 10.5.24 im Reellen auch im Komplexen die Funk-
tionalgleichung
exp(z + w) = (exp z)(exp w)

In der Sprache der Algebra ausgedriickt ist die Exponentialabbildung also ein
Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe der komplexen Zahlen in die
multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen komplexen Zahlen und man er-
hélt insbesondere exp(—z) = (exp z)~'. Wie im Reellen 6.1.13 zeigt man auch
die Stetigkeit von exp : C — C zunichst im Nullpunkt iiber die Reihenentwick-
lung und dann an jeder Stelle z € C mithilfe der Funktionalgleichung. Zusitzlich
folgern wir aus der Vertauschbarkeit der komplexen Konjugation mit Summe, Pro-
dukt und Grenzwertbildung auch noch

exp(z) =expz VzeC
Fiir den Betrag von exp z erhalten wir dann

lexpz]® = expzexpz
= eXpr exXpz
= exp(z+7)
= exp(2Rez)

Folglich gilt | exp z| = exp(Re z) und speziell | exp(it)| = 1 fiir alle t € R.
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Auch fiir komplexes 2z zeigt man wie in 5.6.3 die Formel

exp(z) = lim (1 + E>n
n—oo n
Das obige Bild stellt unter anderem den vierten Term dieser Folge im Fall z =i
dar. Ich finde, man kann recht gut erkennen, wie diese Folge bei wachsendem n
gegen den Punkt auf der Kreislinie konvergiert, fiir den das Segment der
Kreislinie, das von ihm zur reellen Achse herunterlduft, die Linge Eins hat.



1.1.4. Fur eine reelle Zahl ¢ > 0 und z € C definieren wir wieder
a® = exp(zloga)

und schreiben insbesondere auch exp z = e” fiir z € C. Aus der Beschreibung
von sin, cos und exp durch Potenzreihen 10.6.2 oder auch aus 10.6.3 folgt die
Euler’sche Formel

e'' = cost +isint

Anschaulich beschreibt die Abbildung R — C, ¢ +— exp(it) also das Aufwickeln
der reellen Zahlengerade auf den Einheitskreis in der komplexen Zahlenebene
{z € C| |z| = 1}. Insbesondere erfiillen unsere Hauptdarsteller die bemerkens-

werte Identitit
e =1

Aus exp(—it) = exp(it) folgern wir umgekehrt fiir alle t € R die Formeln

it —it it —it
et +e . e —e

cost = —— und sint= ———
2 21

Benutzen wir diese Formeln, um den Sinus und Cosinus zu Funktionen C — C
auszudehnen, und dehnen wir ihre hyperbolischen Analoga in derselben Weise zu
Funktionen C — C aus, so konnen wir die formale Analogie zwischen diesen
Funktionen prizisieren zu den Formeln cos z = coshiz und sinz = —isinhiz
fiir alle z € C. In der angelsidchsischen Literatur wird manchmal auch die Abkiir-
zung exp(iz) = cis(z) verwendet, die wohl auf die Euler’sche Formel exp(iz) =
cos z 4+ 1 sin z zurlickzufiihren ist.

Erginzende Ubung 1.1.5. Man zeige mit der Euler’schen Formel aus 1.1.4 die
Identitit sin® ¥ = 3 sin — 1 sin(39).

1.1.6. Nach 1.1.4 induziert die Exponentialfunktion eine Surjektion der imagi-
niren Geraden iR auf den Einheitskreis {# € C | |z| = 1}. Daf} die Exponenti-
alfunktion eine Bijektion R = R., induziert, wissen wir bereits aus 6.2.11. Da
nun jede von Null verschiedene komplexe Zahl w sich schreiben 148t als Produkt
w = (w/|wl])|w| mit w/|w| auf dem Einheitskreis und |w| positiv, ist die Ex-
ponentialfunktion nach der Funktionalgleichung sogar ein surjektiver Gruppen-
homomorphismus exp : C — C*. Der Kern dieses Gruppenhomomorphismus,
als da heif3t das Urbild des neutralen Elements 1 € C* besteht aufgrund unse-
rer Gleichungen |exp z| = exp(Rez) und e'! = cost + isint genau aus allen
ganzzahligen Vielfachen von 27 i, in Formeln

ker(exp) = 2wiZ

Im iibrigen konnen wir mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion auch leicht
zeigen, daB es fiir jede komplexe Zahl z € C ein w € C gibt mit w? = 2: Wir
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diirfen ja ohne Beschrinkung der Allgemeinheit z # 0 annehmen, dann finden wir
nach dem vorhergehenden ein a € C mit z = exp(a), und tut es w = exp(a/2).

1.1.7. Wir bestimmen mit dieser Erkenntnis die n-ten Einheitswurzeln, als da
heiBt die komplexen Losungen der Gleichung 2" = 1. Nach 1.1.6 hat jede Lo-
sung die Gestalt z = e’ fiir geeignetes b € C und so ein z 16st unsere Gleichung
genau dann, wenn gilt 2" = €™ = 1 alias nb € 27 i Z. Wir erhalten so die Losun-
gen exp(2wiv/n) fir v = 0,1,...,n — 1 und erkennen auch, daB sie paarweise
verschieden sind und es keine anderen Losungen geben kann. In der komplexen
Zahlenebene kann man sich die n-ten Einheitswurzeln veranschaulichen als die
Ecken desjenigen in den Einheitskreis einbeschriebenen regelmifBigen n-Ecks,
das als eine Ecke die 1 hat.

Erginzung 1.1.8. Der Satz von Hermite-Lindemann sagt, da$} fiir eine von Null
verschiedene im Sinne von 5.4.2 algebraische komplexe Zahl o der Wert der Ex-
ponentialfunktion exp(«) stets transzendent ist. Daraus folgt sowohl, daf die Eu-
ler’sche Zahl e = exp(1) transzendent ist, als auch, daB 27 i und damit natiirlich
auch 7 transzendent sind, da ndmlich exp(27i) = 1 nicht transzendent ist. In et-
was allgemeinerer Form sagt der Satz, daf} gegeben komplexe algebraische Zahlen
aq, ..., Qp,, die linear unabhéngig sind tiber QQ, die Werte der Exponentialfunkti-
on exp(aq),...,exp(q,) algebraisch unabhingig sind iiber Q im Sinne von ??.
Mehr dazu findet man etwa in [?]. Schanuels Vermutung, wie das zu verallgemei-
nern sein sollte, findet man in ??.

Ubung 1.1.9. Sei n € N. Fiir jede komplexe Zahl a # 0 besitzt die Gleichung
2" = a genau n Losungen z € C.

Ergiinzende Ubung 1.1.10. Man zeige, daB es nicht moglich ist, in stetiger Weise
zu jeder komplexen Zahl eine Wurzel zu wihlen, dal} es also keine stetige Abbil-
dung w : C — C gibt mit w(z)? = z Vz € C. Hinweis: Man priife, daB die
Funktion w(exp(z)) exp(—z/2) einerseits konstant sein miifite, aber andererseits
nicht denselben Wert bei 0 und 271 annehmen wiirde. Die anschauliche Bedeu-
tung der Aussage mag aus der graphischen Darstellung der Abbildung z — 22 in
?? klar werden.

Ergiinzende Ubung 1.1.11. In einem regelmiiBigen Fiinfeck stehen die Lingen
der Diagonalen zu den Léangen der Seiten im Verhiltnis des goldenen Schnitts.
Man priife diese elementargeometrisch leicht einzusehende Behauptung durch al-
gebraische Rechnung. Hinweis: Der goldene Schnitt ist die positive Losung der
Gleichung a/1 = (1 + a)/a alias a*> — a — 1 = 0, seine geometrische Bedeutung
wurde in 1.2.1 erklért. Es gilt zu zeigen, daB fiir { = exp(27i/5) der Ausdruck
a = |1—¢?/|1—¢| = |1+(| die fragliche Gleichung 16st. Man verwende (* = (.
Ubung 1.1.12. Fiir alle A € C hat die Abbildung R — C, t +— e die Ablei-
tung t — A\ e’ . Spiter kann das auch mit 1.5.12 und 1.5.18 sehr schnell erledigt
werden.



Die Uberlagerung zweier Sinuswellen mit nahe beieinanderliegender Periode.
Rechnerisch finden wir etwa die Identitit

eiwlt + eiwgt — ei(wl—wz)t/2(ei(w1+w2)t/2 + e~ i(w1+w2)t/2)
und durch Betrachtung der Imaginérteile beider Seiten
sin(wqt) + sin(wat) = 2sin((wy — we)t/2) cos((wy + wq)t/2)

Liegen hier w; und w, nah beieinander, so ergibt sich fiir diesen Ausdruck als
Funktion von ¢ das obige Bild, in dem sich anschaulich gesprochen immer
abwechselnd beide Sinuswellen einmal gegenseitig ausloschen und dann wieder
addieren. Man kann das auch mit eigenen Ohren erfahren, wenn man sich von
zwei Komilitonen zwei nahe beieinanderliegende Tone vorsingen 146t: Es ist
dann so eine Art Wummern zu horen, das eben mit der Frequenz w; — w»
geschieht.



Ergiinzende Ubung 1.1.13. Die Nullstellen des komplexen Sinus liegen alle auf
der reellen Achse.

Ergiinzende Ubung 1.1.14. Man leite einige Formeln der nachstehenden Tabelle
her.

R
/2 1 0
/3 V/3/2 12
/4 1/vV2 1/v2
7/5 | VE—VE/2v2 | (VB+1)/4
/6 172 V3/2
/7 ? ?
o8| Ji-VE | fi+E
7/9 ? ?
/10| (VB-1)/4 | V5+5/2v2
/11 ? ?

Man bemerkt, daB sich fiir cos(7/5) gerade die Hilfte unseres “goldenen Schnitts”
aus 1.1.11 ergibt. Bei der Bestimmung der Werte fiir 77/5 und 7/10 mag man
von nebenstehendem Bild ausgehen, das insbesondere bei der Bestimmung von
sin(7/10) helfen sollte. Wir zeigen in ??, warum es unmoglich ist, Formeln der-
selben Bauart auch fiir sin(7/7) oder sin(7/9) oder sin(r/11) anzugeben.

1.2 Fundamentalsatz der Algebra

Satz 1.2.1 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe Po-
lynom besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

1.2.2. Der im folgenden wiedergegebene Beweis von Jean-Robert Argand hat da-
hingegen den Vorteil, mit besonders wenigen technischen Hilfsmitteln auszukom-
men. Andere Beweise diskutieren wir in ??.

Beweis. Sei P unser Polynom. Wir zeigen zunichst, dal es eine Stelle p € C
gibt, an der die Funktion C — R, z +— | P(z)| ihr Minimum annimmt, in Formeln
|P(2)| > |P(p)| Vz € C. In der Tat, nehmen wir irgendein v € C her, so gibt es
offensichtlich R € R derart, daB aus |z| > R folgt |P(z)| > |P(u)|. Als stetige
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Ilustration zur Berechnung von sin(7/10)
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Funktion nimmt aber die Funktion z +— |P(z)| auf der kompakten Kreisscheibe
{z | |z| < R} ein Minimum an, sagen wir an der Stelle p, und das mufl dann
auch das Minimum von |P(z)| auf ganz C sein. Wir zeigen nun P(p) = 0 durch
Widerspruch und miissen dazu nachweisen: Ist p € C gegeben mit P(p) # 0, so
nimmt die Funktion z — |P(z)]| bei p nicht ihr Minimum an. Sei dazu erst einmal
p € C beliebig. Entwickeln wir P(p + w) nach Potenzen von w, so erhalten wir

P(p+w) = P(p) + bw™ 4+ w™ ' Q(w)

mit b # 0, m > 1 (da P nicht konstant ist) und einem geeigneten Polynom Q).
Nach 1.1.9 finden wir ¢ € C mit P(p) + bg™ = 0 und sind fertig, sobald wir
zeigen konnen, daB unter der Annahme P(p) # 0 fiir hinreichend kleine ¢ > 0
gilt
|P(p+tq)| < [P(p)|

Das ist klar im Fall () = 0 und wir miissen nur noch erklaren, warum die Terme
der Ordung > m diese Ungleichung fiir kleines ¢ nicht zerstoren konnen. Wir
betrachten dazu die Abbildung R — C, ¢t — P(p + tq) und erhalten

P(p +tq) = P(p) — t"P(p) + " Q(t)
fiir ein geeignetes Polynom Q, also
[P(p+tq)| < (L—t")[P(p)| + " [tQ(t)| fiirt € [0, 1]

Gilt nun P(p) # 0 und wihlen wir ¢ € (0, 1) hinreichend klein fiir die Unglei-
chung [tQ(t)| < |P(p)|, so folgt | P(p + tq)| < |P(p)| und wir sind fertig. O

1.3 Integration von vektorwertigen Funktionen

1.3.1. Die Aufgabe, Funktionen wie zum Beispiel (z + 2°) /(27 — 1) zu integrie-
ren, wird uns im anschlieBenden Abschnitt in natiirlicher Weise zur Integration
komplexwertiger Funktionen fithren. Anstatt einen solchen Integralbegriff ad hoc
einzufiihren, zimmern wir in diesem Abschnitt gleich einen groBeren begrifflichen
Rahmen, der nicht nur das Integrieren komplexwertiger Funktionen als Spezialfall
umfaBt, sondern auch in natiirlicher Weise unsere Uberlegungen zum Differenzie-
ren vektorwertiger Funktionen ergénzt und uns in Zukunft noch in mancherlei
Weise die Arbeit erleichtern wird.

Definition 1.3.2. Sei [a, b] C R ein nichtleeres kompaktes Intervall, V' ein reeller
Vektorraum und f : [a,b] — V eine Abbildung. Wir betrachten fiir » > 1 die
dquidistante Unterteilung a = t5 < t; < ... < t, = b und definieren die r-te
Riemannsumme S”(f) € V durch

S™(f) = Z(tz —ti1) f(ti) = (b ; a) Zf(tz‘)

i=1

12



Satz 1.3.3 (Integration vektorwertiger Funktionen). Ist f : [a,b] — V eine
stetige Abbildung von einem nichtleeren kompakten Intervall in einen Banach-
raum 'V, so existiert der Grenzwert der Riemannsummen, wir konnen das Integral
([ f) € V von f definieren als diesen Grenzwert

[i=] 1= [0 a=pmsw

und das so erkldrte Integral hat die folgenden Eigenschaften:
1. Fiir alle ¢ € [a,b] gilt f(ff =[F+ fcb f.

2. Ist f = v konstant mit v € V, so gilt f: F@) dt = [Pv dt = (b—a)v.

a

3. Ist W ein weiterer Banachraum und A : V' — W eine stetige lineare Abbil-

dung, so gilt
fues-s()

4. Fiir die Norm des Integrals gilt die Abschéitzung || [ f]| < [ || f]I-

1.3.4. Sie mogen in diesem Satz die Regeln [Af = X [ f sowie [(f + g) =
| [+ [ g fiir stetige vektorwertige Funktionen f, g und A € R vermift haben. Sie
folgen jedoch formal aus Teil 3. In der Tat diirfen wir dort A = (X)) : V. — V
nehmen und auch A : V' x V' — V die Addition sowie die beiden Projektionen.
So ergibt sich fiir die V' x V-wertige Funktion (f, ¢) zunichst pr, [(f,g) = [ f
und pr, [(f,9) = [ ¢ und damit [(f,g) = (J f, | g) und durch Anwenden der
Additiondann [(f+g¢)= [f+ [g.

Beweis. Im Fall a = b sind alle Riemannsummen Null und ihr Grenzwert existiert
und ist auch Null. Wir konzentrieren uns im folgenden auf den Fall a < b. Nach
10.5.10 ist mit V auch der Vektorraum Ens®([a, b], V) aller beschriinkten Abbil-
dungen [a,b] — V mit seiner Supremumsnorm vollstdndig. Darin betrachten wir
nun den Teilraum 7' C Ens”([a,b], V) aller Abbildungen s : [a,b] — V mit
der Eigenschaft, daB es eine nicht notwendig dquidistante Unterteilung a = ag <
a; < ... < a, = bunseres Intervalls gibt derart, daf} s auf jedem der Teilintervalle
[a;_1,a;) konstant ist. Die Elemente von 7" heien Treppenfunktionen auf [a, b].
Offensichtlich existiert eine lineare Abbildung / : 7" — R mit der Eigenschaft

I(s) = s(ai1)(a; — ai_y)

wann immer fiir eine Unterteilung a = ayp < a; < ... < a, = b unseres Intervalls
unsere Funktion s konstant ist auf allen Teilintervallen [a;_1, a;). Offensichtlich
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Der Graph einer reellwertigen Treppenfunktion.

Der Graph einer reellwertigen Funktion f und der zugehorigen Treppenfunktion
f7 aus dem nebenstehenden Beweis, mit /( f7) der siebten Riemannsumme von f.
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hat diese lineare Abbildung auch die Eigenschaft ||1(s)|| < (b — a)||s]|co- Insbe-
sondere ist [ : T" — V gleichmiBig stetig. Damit zeigt hinwiederum 10.5.5, da3
I auf genau eine Weise zu einer stetigen Abbildung auf den AbschluB 7" von T
in Ens"([a, b], V) fortgesetzt werden kann. In diesem AbschluB liegen nun aber,
etwa nach gleichméBiger Stetigkeit 9.7.14, alle stetigen Abbildungen, in Formeln
C([a,b],V) C T, so daB wir durch stetige Fortsetzung vom Raum der Treppen-
funktionen insbesondere eine Abbildung

I:C(la,b,V)—V

erhalten. Wieder nach gleichmiBiger Stetigkeit 9.7.14 ist jede stetige Abbildung
f : [a,b] — V auch der Grenzwert in der Supremumsnorm der Treppenfunktionen
fr, die wir erhalten, wenn wir von der dquidistanten Unterteilung a = ¢ty < ¢t <

. < t, = b ausgehen und f, auf [t;,¢;,1) konstant den Wert f(¢;) annehmen
lassen und auf ¢, den Wert f(¢,). Fiir diese f, gilt also lim,_., f, = f und wegen

Se(f) = 1(f) folgt
lim S,(f) = lim I(f.) = I(f)

r—00 r—00

Der Grenzwert unserer Riemannsummen existiert also in der Tat und stimmt mit
I(f) uberein. Die erste Eigenschaft zeigt man nun, indem man die Notation I zu
I fl’ verfeinert, dann die Identitit

L(f) = I5(f) + I2(f)

zunéchst fur Treppenfunktionen f € 7' priift, und sie dann fiir alle Funktionen aus
T folgert. Die drei anderen Eigenschaften erhilt man, indem man die analogen
Eigenschaften fiir die Riemannsummen hinschreibt und zum Grenzwert iibergeht.

]

1.3.5. Wie im Fall reellwertiger Funktionen verwenden wir auch im Fall vektor-
wertiger Funktionen die Konvention [, f = — ff fundist f : I — V eine stetige
Abbildung von einem reellen Intervall in einen Banachraum, so gilt fiir beliebige

a,b,c € I die Formel fabf = [ f+ fcb f.

Satz 1.3.6 (Vektorwertige Variante des Hauptsatzes). Gegeben ein halboffenes
Intervall I C R, ein Banachraum V', eine stetige Funktion f : I — V und ein
Punkt a € I ist die Funktion

Vv
[Zf(t) dt

die einzige differenzierbare Funktion F' : [ — V mit F' = f und F(a) = 0.

F: I
x

—
—
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Beweis. Sehr dhnlich zum Beweis fiir reellwertige Funktionen und dem Leser zur
Ubung iiberlassen. [

Korollar 1.3.7 (Integrieren mit Stammfunktionen). Sei V' ein Banachraum und
[ la,b] — V stetig. Ist G : [a,b] — V eine Stammfunktion von f, d.h. eine
differenzierbare Funktion mit Ableitung G'(t) = f(t), so gilt

/ F(#)dt = Gb) — Gla)

Beweis. Das folgt sofort aus dem vorhergehenden Satz 1.3.6. [

Ergiinzende Ubung 1.3.8. Man berechne fol e’ dt. Hinweis: 1.1.12. Man finde
eine Stammfunktion von cos?* z. Hinweis: 1.1.4.

Ergiinzende Ubung 1.3.9. Man formuliere und beweise eine Variante fiir vektor-
wertige Funktionen des Satzes 9.11.1 iiber Integrale mit Parametern.

Ubung 1.3.10. Gegeben ein halboffenes kompaktes Intervall / C R und ein Ba-
nachraum Y ist auch der Raum C'(7,Y") aller stetig differenzierbaren Abbildun-
gen von [ nach Y vollstindig fiir die Norm ||¢||1 = ||¢]|+|¢’|| der gleichmiBigen
Konvergenz der Funktionen und ihrer ersten Ableitungen. Hinweis: Man verwen-
de 10.5.30 und verallgemeinere 8.1.14.

1.4 Integration rationaler Funktionen

1.4.1. Zur Integration rationaler Funktionen erinnern wir zunéchst die Partial-
bruchzerlegung aus ??. Wenn wir vergessen, da3 wir uns dabei in die komplexe
Zahlenebene vorgewagt haben, so wird das Integrieren rationaler Funktionen sehr
einfach: Wir haben ja in der Partialbruchzerlegung unsere rationale Funktion ge-
schrieben als eine Linearkombination von Funktionen der Gestalt x — (x — p)™
mit m € Z, und Stammfunktionen fiir diese Funktionen sind natiirlich

1
m+1

(z — p)™* fiir m # —1 bzw. log(z — p) firm = —1und z > p.

Und nun ist es eben so, dafl diese Formeln fiir 4 € C ganz genauso gelten, wenn
wir sie nur richtig interpretieren. Im Fall m # 1 ist das der Inhalt der Ubung
10.2.19 und folgt auch sofort aus den Resultaten des anschlieBenden Abschnitts
1.5. Im Fall m = —1 wird es im Folgenden ausgefiihrt.

1.42. UmzuR\p — C, z — (z—p)* fiir beliebiges . € C eine Stammfunktion
anzugeben, iiberlegt man sich zunéchst, dal die komplexe Exponentialfunktion
eine Bijektion

exp: R+ (—m,7]i = C*
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definiert. Die Umkehrfunktion
log: C* 5 R+ (—m,7]i

wird auf der positiven reellen Achse gegeben durch unseren iiblichen Logarith-
mus u +— logwu, auf der oberen bzw. unteren komplexen Halbebene durch die
Vorschrift

log(u +1iv) = log Vu? 4 v? iig —jarctan— fiir £v > 0
v

und auf der negativen reellen Achse durch u — log(—u) + i7/2. Man beachte
jedoch, daB3 dieser Hauptzweig des Logarithmus nicht stetig ist lings der nega-
tiven reellen Achse, obwohl seine Einschrinkung auf die negative reelle Achse
durchaus stetig ist: Wir haben fiir v < 0 genauer

11}1{1(1) log(u +1iv) = log(u) = 11}1}% log(u +1iv) + 27i

Unabhiingig davon ist es mit unseren expliziten Formeln eine elementare Ubung,
fiir alle ;x € C zu priifen, daf die Funktion

R\p — C
x> log(z — p)

die Ableitung 1/(z — ) hat. Weniger elementar aber dafiir konzeptioneller folgt
es auch aus der komplexen Kettenregel 1.5.12 mitsamt der Regel fiir die komplexe
Ableitung von Zweigen des komplexen Logarithmus 1.5.19 aus dem anschlie3en-
den Abschnitt. In jedem Fall sehen wir, wie sich im Prinzip die Stammfunktion
einer beliebigen rationalen Funktion wieder als eine rationale Funktion mitsamt
einigen Ausdriicken im Arcustangens und im reellen Logarithmus schreiben l463t.

1.4.3. Setzt man auch im Komplexen a® = exp(blog a) mit dem eben definierten

Hauptzweig des komplexen Logarithmus, so ergibt sich i’ = exp(—/2). Insbe-
sondere ist in diesem Sinne also i' reell.

Beispiel 1.4.4. Wir bestimmen eine Stammfunktion zu 1/(1+ 2%) mithilfe unserer
Partialbruchzerlegung ??. Die Nullstellen des Nenners sind 4 i und der Grad des
Zahlers ist echt kleiner als der Grad des Nenners, wir diirfen also ansetzen

1 a b

= -+ -
1+22 z4+1 x-—1

und finden sofort (¢ +b)x —ia+ib = 1, also a+b = 0 und a — b = i und folglich
a =1/2und b = —i /2. Eine Stammfunktion ist mithin

%log(x +1) — %log(x —1)
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Um die weitere Rechnung zu vereinfachen beachten wir, dall unsere Stammfunk-
tion bis auf eine Konstante eh eine reellwertige Funktion sein muf, wir diirfen also
bereits vor dem Addieren die Realteile nehmen und erhalten als Stammfunktion
sofort

T4 arctan(x) - = — < arctan(—2) tan(z) —
—— + —arcta — — — —arctan(—xz) = arcta — =
;4 T garctan(z) — o+ — Sarctan(—z retan(z) — o

in Ubereinstimmung mit unseren Ergebnissen aus 10.6.16.
Beispiel 1.4.5. Wir bestimmen zu (2 + 222) /(2% 4 2z + 1) eine Stammfunktion.

Die Partialbruchzerlegung haben wir bereits in ?? durchgefiihrt und erhielten

rt + 222 P 8 N 3
2242z +1 r+1 (z+1)?

Als Stammfunktion finden wir damit sofort

D e —Sloglr 1] — —>

— -z x — x -

3 & (x+1)

1.4.6. Gegeben eine rationale Funktion R = P/() betrachten wir die Funktion
D — R, t — R(e') mit dem Definitionsbereich D = {t € R | Q(e') # 0}. Das
Integral eines solchen rationalen Ausdrucks in ef kann man auf das Integral einer
rationalen Funktion zuriickfiihren durch die Substitution z = ¢!, dz = e'dt =
x dt. Zum Beispiel berechnen wir

dt 2dt 2d
/ / = / Y — arctanz = 2 arctan(e’)

cosh t - et +o_1t ) a2+

Das Integral eines rationalen Ausdrucks in {/t fiir eine natiirliche Zahl n > 1
kann man dhnlich durch die Substitution /¢ = x, dt = na" ! dz auf das Integral
einer rationalen Funktion in = zuriickfiihren.

1.4.7. Das Integral eines rationalen Ausdrucks im Funktionenpaar (sin, cos) wie
zum Beispiel
sin®(7) + cos(7)

cos(T) + cos?(T)

kann man auffassen als Kurvenintegral im Sinne von 10.3.6 einer rationalen Funk-
tion in zwei Verdnderlichen, in unserem Beispiel der Funktion

Y+

x + x?

R(z,y) =

tiber ein Stiick der Kreislinie und dann mittels der Umparametrisierung aus 10.6.17,
d.h. mithilfe der Substitution ¢ = tan(7/2) und folglich sin(7) = 2t/(1 + t?),
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cos(t) = (1 —¢*)/(1 + *), dr = 2/(1 + ¢*) dt umwandeln in ein Integral ei-
ner rationalen Funktion einer Veridnderlichen. Integrale iiber rationale Ausdriicke
im Funktionenpaar (v/1 — 22, x) kann man in dhnlicher Weise als Kurveninte-
gral auffassen und 16sen, im Gegensatz zu eben hat nur z — (v/1 — 22, z) nicht
konstante absolute Geschwindigkeit 1, sondern vielmehr die absolute Geschwin-
digkeit 1/+/1 — 22. Formal mag man auch z = sint, dx = cost dt substituieren
und sich so auf den bereits behandelten Fall eines rationalen Ausdrucks im Funk-
tionenpaar (sin, cos) zuriickziehen.

1.4.8. Integrale rationaler Ausdriicke in den Funktionenpaaren (v/x2 + 1, x) bzw.
(V2?2 — 1, 2) kann man auf die bereits in 1.4.6 behandelten Integrale rationaler
Funktionen in e’ zuriickfithren durch die Substitution x = sinht, doz = coshtdt
bzw. x = cosht, dr = sinh ¢ d¢. Die geometrische Bedeutung dieses Tricks wird
in 6.3.13 erklirt.

Ergiinzende Ubung 1.4.9. Man finde eine Stammfunktion zu 1/(1 + z%).

1.5 Komplexe Differenzierbarkeit

Definition 1.5.1. Sei U C C eine Teilmenge und p € U ein Punkt. Eine Funktion
f + U — C heilit komplex differenzierbar bei p mit Ableitung b € C genau
dann, wenn p ein Haufungspunkt von U ist und es gilt

i £ 2) = f(0)

z=p  Z—D

=b

Wir kiirzen diese Aussage ab durch f'(p) = b.

1.5.2. Der Grenzwert ist hier im Sinne von 9.6.8 zu verstehen. Diese Definition ist
fast identisch zu unserer alten Definition 7.1.3 bis auf das Detail, dafl wir iiberall
statt reeller Zahlen komplexe Zahlen betrachten und, wie im Komplexen iiblich,
die Variable mit z bezeichnen. Den Definitionsbereich unserer Funktion haben wir
statt mit / hier mit U bezeichnet, weil der meistgebrauchte Fall nicht mehr der
eines halboffenen Intervalls, sondern vielmehr der einer offenen Teilmenge der
komplexen Zahlenebene ist. Der Fall eines Intervalls U C R wird jedoch auch oft
vorkommen. In diesem Fall stimmt die hier definierte Ableitung iiberein mit der
Ableitung im Sinne von 10.2.1. Der Rest dieses Abschnitts besteht darin, unsere
Resultate zur reellen Differenzierbarkeit mitsamt ihren Beweisen im Komplexen
zu wiederholen.

1.5.3. Ich gebe noch einige alternative Formulierungen an. Ist U C C eine Teil-
menge und p ein Haufungspunkt von U, so ist nach 9.6.11 eine Funktion f : U —
C komplex differenzierbar bei p mit Ableitung b € C genau dann, wenn es eine
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Funktion ¢ : U — C gibt, die stetig ist bei p mit Funktionswert ¢(p) = b derart,
daB fiir alle z € U gilt

f(z)=fp) + (z —p)p(2)

In anderen nochmals anderen Formeln ist unsere Funktion f : U — C komplex
differenzierbar bei p mit Ableitung b genau dann, wenn gilt

f(p+h) = f(p) +bh+e(h)h

fiir eine Funktion ¢, die stetig ist bei Null und die dort den Wert Null annimmt.
Hier ist zu verstehen, daf3 die Funktion ¢ definiert sein soll auf der Menge aller A
mit A 4+ p € U. Diese Formulierung hat den Vorteil, dal besonders gut zum Aus-
druck kommt, inwiefern fiir festes p und kleines h der Ausdruck f(p) + f'(p)h
eine gute Approximation von f(p+ h) ist. Anschaulich wirkt f lokal um einen ge-
gebenen Punkt p in erster Approximation wie eine Drehstreckung mit Zentrum in
besagtem Punkt, deren Winkel und Streckfaktor durch f’(p) beschrieben werden,
gefolgt von einer Verschiebung um f(p).

Beispiele 1.5.4. Eine konstante Funktion auf einer Menge von komplexen Zahlen
ist bei jedem Haufungspunkt besagter Menge komplex differenzierbar mit Ablei-
tung Null. Die Funktion id : C — C, z — z hat bei jedem Punkt p die Ableitung
id'(p) = 1.
Lemma 1.5.5. Die Funktion z +— % ist komplex differenzierbar bei jedem Punkt
von C* und ihre Ableitung bei einer Stelle p € C* ist —Z%.

1

1
Beweis. Wir rechnen lim,_,), ZT;’ = lim,_,,

1 1
-1 0

Ea
Lemma 1.5.6. Sei U C C eine Teilmenge. Ist eine Funktion f : U — C komplex
differenzierbar bei p € U, so ist f stetig bei p.

Beweis. Das folgt sofort aus 1.5.3. [

Proposition 1.5.7. Sei U C C eine Teilmenge und seien f,qg : U — C komplex
differenzierbar bei einem Punkt p € U. So sind auch die Funktionen f + g und fg
komplex differenzierbar bei p und es gilt

(f+9)(p)=Ff(p)+d () und (fg)'(p)=f'®9p)+ fP)g'(p)
Beweis. Identisch zum Beweis im Reellen nach 7.2.1. U]

Definition 1.5.8. Ist eine Funktion f : U — C definiert auf einer Teilmenge
U C C und differenzierbar bei jedem Punkt von U, so nennen wir f komplex
differenzierbar auf U und nennen die Funktion [ : U — C, p — f/(p) ihre
Ableitung. Aus unseren Definitionen folgt natiirlich insbesondere, dal dann die
Menge U keine isolierten Punkte haben darf.
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1.5.9. Fiir die Ableitungen komplex differenzierbarer Funktionen mit gemeinsa-
mem Definitionsbereich gelten mithin die Summenregel und die Produktregel
oder Leibniz-Regel

(f+9)=f+g¢ ud (fg)=fg+fd

Korollar 1.5.10 (Ableiten ganzzahliger Potenzen). Fiir alle n € 7 und unter
der Voraussetzung z # 0 im Fall n < 0 ist die Ableitung der Funktion z — 2" die
Funktion z — nz""1.

Beweis. Man zeigt das durch vollstidndige Induktion iiber n separat fiir n > 0 und
n < -—1. O

Ubung 1.5.11. Ein komplexes Polynom hat bei A € C eine mehrfache Nullstelle
genau dann, wenn auch seine Ableitung bei A verschwindet.

Satz 1.5.12 (Kettenregel). Seien U,V C C Teilmengen und f : U — C und
g : V. — C Funktionen und es gelte f(U) C V. Sei f komplex differenzierbar
bei p und g komplex differenzierbar bei f(p). So ist go f : U — C komplex
differenzierbar bei p mit Ableitung

(go f)(p)=4d(f(p)- f(p)

Beweis. Identisch zum Beweis im Reellen nach 7.2.5. Man beachte, da} nun
rechts ein Produkt komplexer Zahlen steht. [

Beispiel 1.5.13. Wir berechnen fiir A\, x € C und m > 1 eine natiirliche Zahl

die Ableitung der Funktion R — C gegeben durch f : ¢ — (t* + A\t + p)™ und

erhalten mit der Kettenregel f'(t) = (2t + \)m(t* + A\t + )™ '. Schalten wir

noch eine differenzierbare Abbildung ¢ : R — R, 7 — ¢(7) davor, so ergibt sich

die Ableitung der zusammengesetzten Funktion wieder mit der Kettenregel zu
df dfdt dt

dr — dtdr (2t(7) + Nym(t()? + M (1) + M)m—lg

Proposition 1.5.14 (Quotientenregel). Sei U C C eine Teilmenge, f : U — C
eine Funktion ohne Nullstelle und p € U ein Punkt.

1. Ist | komplex differenzierbar bei p, so ist auch z — 1/ f(z) komplex diffe-
renzierbar bei p und hat dort die Ableitung — f'(p)/ f(p)>.

2. Ist zusdtzlich g : U — C komplex differenzierbar bei p, so ist auch g/ f
komplex differenzierbar bei p mit Ableitung

g\ . g fp) —9p)f ()
(?) ) = f(p)?
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Beweis. Teil 1 folgt sofort aus 1.5.5 mit der Kettenregel 1.5.12. Teil 2 folgt aus
Teil 1 mit der Produktregel 1.5.7. [

Satz 1.5.15 (Ableitung von Umkehrfunktionen). Sei U @ C offen und sei f :
U — C eine stetige Injektion mit offenem Bild und stetiger Umkehrung =1 :
f(U) — U. Ist dann [ komplex differenzierbar beim Punkt p € U mit Ableitung
f'(p) # 0, so ist auch die Umkehrfunktion f~1 : f(U) — C komplex differenzier-
bar bei ¢ = f(p) mit Ableitung

(f ™)) =1/F(f"(a))

1.5.16. In ?? werden wir zeigen, daf} eine injektive komplex differenzierbare
Funktion mit offenem Definitionsbereich stets offenes Bild und eine stetige Um-
kehrung hat. Ein Teil der Bedingungen an unsere Funktion sind also eigentlich
tiberfliissig und dienen nur dazu, den Beweis zu vereinfachen.

Beweis. Nach unseren Annahmen gibt es eine stetige Funktion ohne Nullstelle
@ : U — Cmit f(z) — f(p) = (2 — p)p(z) und ©(p) = f'(p). Setzen wir hier
z = fHw),soist = 1/(po f71) : f(U) — C eine stetige Funktion mit
(w = q)¢(w) = f~(w) = [~ (q) und ¥(q) = 1/ f'(p). O

Beispiel 1.5.17. Das Quadrieren liefert eine Bijektion zwischen der Halbebene al-
ler komplexen Zahlen mit positivem Realteil und der “geschlitzten Zahlenebene”
C\R<. Die Umkehrfunktion zu dieser Bijektion ist also eine komplex differen-
zierbare Funktion auf der geschlitzten Zahlenebene, die wir /z notieren und die
nach 1.5.15 differenzierbar ist mit Ableitung 1/(2+/z).

Lemma 1.5.18. Die komplexe Exponentialfunktion ist komplex differenzierbar
und stimmt auf der ganzen komplexen Zahlenebene mit ihrer eigenen Ableitung
iiberein.

Beweis. Der Beweis des reellen Analogons 7.2.8 kann wortwortlich ibernommen
werden. [l

Beispiel 1.5.19. Ist U @ C eine offene Teilmenge derart, dal die Exponential-
funktion eine Injektion mit offenem Bild und stetiger Umkehrfunktion log : exp(U) —
C liefert, so nennt man log einen Zweig des Logarithmus. Nach 1.5.15 ist jeder
solche Zweig des Logarithmus komplex differenzierbar mit Ableitung

1 1
log'(q) = ——— =~
@) exp(logq) ¢
Im Spezialfall U = R + (—m, ) i spricht man auch vom Hauptzweig des Loga-
rithmus, den wir bereits in 1.4.2 eingefiihrt und sogar noch auf die negative reelle
Achse fortgesetzt hatten, allerdings in nur noch partiell stetiger Weise.
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A

Anschauliche Bedeutung der Ableitung der komplexen Exponentialfunktion
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Ubung 1.5.20. Man zeige, daB fiir alle z € C mit |z| < 1 der Hauptzweig des
Logarithmus von 1 + z auch dargestellt werden kann durch die Potenzreihe

22 28

log(142) ==z 54—?
Hinweis: Es reicht zu zeigen, daB fiir alle v € C mit |u| = 1 das Einsetzen von
z = ut auf beiden Seiten dieselbe Funktion in ¢ € (—1,1) liefert. Beide Seiten
nehmen aber bei z = 0 den Wert Null an, so daB es reicht, die Gleichheit ihrer
Ableitungen zu zeigen. Im Rahmen der Funktionentheorie diirfen Sie diese Ubung
in ?? mit mehr Theorie und weniger Rechnen ein weiteres Mal 16sen.

1.5.21. Eine komplex differenzierbare komplexwertige Funktion, die auf einer
offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene definiert ist, hei3t eine holomor-
phe Funktion. Die Theorie der holomorphen Funktionen, die sogenannte Funk-
tionentheorie, ist grundlegend verschieden von der Theorie der differenzierbaren
reellwertigen Funktionen auf einer offenen Teilmenge der reellen Zahlengerade,
die wir in dieser Vorlesung ausfiihrlich studiert haben. Zum Beispiel ist jede ho-
lomorphe Funktion, d.h. jede auf einer offenen Teilmenge der komplexen Zahle-
nebene definierte einmal komplex differenzierbare Funktion, bereits beliebig oft
komplex differenzierbar. Mehr dazu findet man etwa in 2?.
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2 Losung einiger Schwingungsgleichungen

2.1 Gedimpfte Schwingungen

2.1.1. Wir interessieren uns fiir die Bewegung eines Massepunktes, der an einer
Feder aufgehiingt ist und dessen Bewegung durch eine zur Geschwindigkeit pro-
portionale Reibung geddmpft wird. Mit die Funktion x : R — R, ¢ — z(t) seine
Auslenkung von der Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt ¢, so muf} unsere Funk-
tion aus physikalischen Griinden eine Differentialgleichung zweiten Grades der
Gestalt

T =—axr —bx

erfiillen, wobei die Konstanten a und b die Stirke der Feder und der Ddmpfung
ausdriicken und in physikalisch relevanten Féllen nichtnegativ sind. Wir 16sen die-
se Differentialgleichung hier erst einmal ad hoc und erheben danach in 2.2.2 die-
sen Zugang zur Methode.

Proposition 2.1.2 (zur Losung der Schwingungsgleichung). Seien reelle Zahlen
a,b € R gegeben.

1. Die Menge aller zweimal differenzierbaren Funktionen x : R — R mit
T + ai + bx = 0 bildet einen Untervektorraum des Raums Ens(R, R) aller
Abbildungen R — R, den Losungsraum L unserer Differentialgleichung.

2. Die Abbildung x — (x(0),%(0)) definiert einen Vektorraumisomorphismus
L = R? dieses Losungsraums mit dem R? | den Anfangswertisomorphismus.

3. Hat das Polynom X? + aX + b zwei verschiedene reelle Nullstellen \ und
i, so bilden die beiden Funktionen x,(t) = e und x5(t) = e eine Basis
des Losungsraums. Hat es dahingegen eine doppelte reelle Nullstelle \, so
bilden die beiden Funktionen x1(t) = e und x5(t) = te eine Basis des
Losungsraums.

Bemerkung 2.1.3. Um den Fall, da3 unser Polynom gar keine reelle Nullstelle hat,
werden wir uns gleich noch gesondert kiimmern.

Beweis. Teil 1 scheint mir offensichtlich. Um Teil 2 zu zeigen beachten wir, dal3
die Vorschrift x — (x, ) offensichtlich einen Isomorphismus zwischen unserem
Losungsraum L und dem Losungsraum des Systems 13 = Y2, Y2 = —by1 — ae
induziert, das in Matrixschreibweise die Gestalt ¥ = A~ annimmt mit der Matrix

()
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Teil 2 folgt damit aus 10.4.13. Fiir Teil 3 miissen wir folglich nur priifen, daf3
die beiden angegebenen Funktionen in der Tat linear unabhéngige Losungen sind.
Das kann dem Leser iiberlassen bleiben. O

2.1.4. Statt in Teil 3 mogliche Losungen einfach zu erraten, hitten wir uns auch
daran erinnern konnen, daf ja nach 10.4.9 jede Losung von der Form

x(t) = 1(t) = pry(exp(tA)c)

sein muf fiir ¢ = (x(0), £(0)). Das charakteristische Polynom unserer Matrix A
ist aber nun gerade X2 + aX + b. Hat es zwei verschiedene reelle Nullstellen \, ;1
und bilden wir eine Matrix P mit Eigenvektoren zu A und p als Spalten, so gilt
A = Pdiag(\, u) P! und exp(tA) = P diag(e*, e*) P~! und wir erkennen auf
Anhieb, daB jede Losung eine Linearkombination der Gestalt x(t) = a e +3 et
sein mul3. Im Fall einer doppelten reellen Nullstelle finden wir dhnlich ein P mit

_ Al _1
A—p (O A) P
und 10.5.24 liefert

u t\ u 0 Ot_e“() 1t_e“te“
Py o) TPV o/ Plo o) " o e/ o 1) " o e

womit sich die allgemeine Losung ergibt als eine Linearkombination der Gestalt
aeM 4 ptert

2.1.5. Im Fall der geddmpften Schwingung hat unser Polynom X? + aX + b die
beiden Nullstellen
B
2 4
Bei hinreichend groBer Diampfung a?/4 > b erhalten wir reelle nichtpositive Lo-
sungen und unser Massepunkt kehrt mit hochstens einmaligem Uberschwingen
zum Ruhezustand zuriick. Im Fall kleiner Ddmpfung a*/4 < b hat unser Polynom
dahingegen keine reellen Nullstellen mehr und stattdessen die beiden komplexen
Nullstellen +iw — a/2 mit w = y/b—a?/4 > 0. Um hier weiterzukommen

verallgemeinern wir zunéchst einmal alles bisher Gesagte ins Komplexe.

Proposition 2.1.6 (Losung der Schwingungsgleichung). Seien komplexe Zahlen
a,b € C gegeben.

1. Die Menge aller zweimal differenzierbaren Funktionen v : R — C mit
T 4+ ax + bx = 0 bildet einen komplexen Untervektorraum des Raums
Ens(R, C) aller Abbildungen R — C, den Losungsraum L unserer Dif-
ferentialgleichung.
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2. Die Abbildung x — (x(0),%(0)) definiert einen Vektorraumisomorphismus
L = C?, den Anfangswertisomorphismus.

3. Hat das Polynom X* + aX + b zwei verschiedene Nullstellen )\ und ji, so
bilden die beiden Funktionen x,(t) = e und x4(t) = e* eine Basis des
Losungsraums L. Hat es eine doppelte Nullstelle \, so bilden die beiden
Funktionen z1(t) = e* und x,(t) = t e* eine Basis des Losungsraums.

Beweis. Der Beweis ist identisch zum Beweis der reellen Version 2.1.6, sobald
man die dabei bendtigten Hilfsmittel ins Komplexe verallgemeinert hat, was wir
1m weiteren Verlauf dieses Abschnitts und insbesondere in 2.1.10 tun werden. [

2.1.7. Sind in der Situation aus 2.1.6 die Koeffizienten a, b beide reell, so bilden
die reellwertigen Losungen unseres Systems nach 2.1.2 einen zweidimensiona-
len reellen Untervektorraum Lrg C Ens(R,R) und seine komplexwertigen Lo-
sungen bilden nach 2.1.6 einen zweidimensionalen komplexen Untervektorraum
Lc C Ens(R, C), der stabil ist unter dem Ubergang zum komplex Konjugierten,
in Formeln f € Lc = f € Lc. Per definitionem gilt weiter Ly = LeNEns(R, R).
Haben wir nun Erzeuger fi, ..., f,. fir den C-Vektorraum der komplexwertigen
Losungen gefunden, so erzeugen deren Realteile zusammen mit ihren Imaginér-
teilen den R-Vektorraum der reellwertigen Losungen: In der Tat schreibt sich ja
jede reellwertige Losung f als f = ¢1f1 + ... + ¢, f. mit ¢, € C, und bilden wir
hier auf beiden Seiten den Realteil, so ergibt sich fiir f die Darstellung

f =Re(cr) Re(f1) — Im(cy) Im(f1) + ... + Re(e,) Re(f) — Im(e,) Im(f,)

2.1.8. Im Fall der gedimpften Schwingungen 2.1.1 mit kleiner Ddmpfung und
folglich komplexen Nullstellen +iw — a/2 erhalten wir die komplexen Losungen
x4 (t) = e=®/? e+t ynd die Euler-Formel liefert, daB die Funktionen

—at/2

z1(t) = e 2 coswt und  x(t) = e sin wt

den Raum der reellwertigen Losungen aufspannen. Die Grofle w wird in diesem
Zusammenhang auch als Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Die Additionstheo-
reme zeigen, daB sich jede reelle Linearkombination asin(wt) + [ cos(wt) der
Funktionen cos(wt) und sin(wt) als Sinuswelle mit Amplitude % und Phase ¢ in
der Form
asin(wt) + Bcos(wt) = ksin(wt + ¢)

schreiben 14Bt, fir & = /a? + 32 und ¢ einer Losung des Gleichungssystems
kcos¢ = a und ksin¢p = (. Im Fall kleiner Dampfung kann die allgemeine
Losung also geschrieben werden als x(t) = ke™/?sin(wt + ¢) und beschreibt

eine Schwingung, deren Amplitude bei positiver Dampfung a > 0 exponentiell
abfillt.
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2.1.9. Man kann ohne Schwierigkeiten die Exponentialabbildung auf quadrati-
schen Matrizen ins Komplexe erweitern zu

exp: M(nxn;C) — M(n xn;C)
A = Do %Ak

Satz 2.1.10 (Lineare Differentialgleichungen). Ist A € M(n x n;C) eine qua-
dratische Matrix und ¢ € C" ein Spaltenvektor, so gibt es genau eine differen-
zierbare Abbildung ~v : R — C" mit Anfangswert v(0) = c derart, daf3 gilt
F(t) = Av(t) fiir alle t € R, und diese Abbildung wird gegeben durch die Vor-
schrift

7(t) = exp(tA)c

Beweis. Mutatis mutandis, als da heiflt nach Verdndern des zu Verindernden iden-
tisch zum Beweis von 10.4.9. ]

Korollar 2.1.11 (Anfangswertisomorphismus). Ist A € M(n x n; C) eine qua-
dratische Matrix, so bilden die differenzierbaren Abbildungen v : R — C" mit
F(t) = Av(t) Vt € R einen komplexen Untervektorraum L C Ens(R,C") und
an jeder Stelle liefert das Auswerten einen Isomorphismus L — C".

Beweis. Dem Leser iiberlassen. Im Reellen war das Ubung 10.4.13. 0

2.1.12. Die Regel exp(PAP™!) = P(exp A)P~! aus 10.5.28 gilt genauso fiir
komplexe Matrizen. Die Berechnung des Exponentials einer beliebigen quadrati-
schen Matrix wird Ihnen auf dieser Grundlage leicht gelingen, sobald sie in der

linearen Algebra die Theorie der “Jordan’schen Normalform” ?? kennengelernt
haben.

Ubung 2.1.13. Ist A € M(n x n;R) eine reelle Matrix und v : R — C" ei-
ne komplexe Losung der Differentialgleichung +(¢) = A~(t), so sind ihr koor-
dinatenweise gebildeter Real- und Imaginirteil Re~y und Im ~y reelle Losungen.
Erzeugt eine Menge C"-wertiger Funktionen den C-Vektorraum der C"-wertigen
Losungen unserer Differentialgleichung, so erzeugen ihre Real- und Imaginirteile
zusammen den R-Vektorraum der R"-wertigen Losungen.

2.2 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

2.2.1. Die Erfahrungen, die wir bei der Behandlung geddmpfter Schwingungen
gemacht haben, fassen wir nun noch etwas allgemeiner.

Satz 2.2.2. Seien komplexe Zahlen ay, . . . ,a,_1 € C gegeben.
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1. Die komplexwertigen n-mal differenzierbaren Funktionen f : R — C mit
™ +a,_f™Y 4 +aof = 0 bilden einen Untervektorraum im Raum
aller Funktionen R — C, den Losungsraum unserer Differentialgleichung.

2. Die Abbildung f — (£(0), f(0),..., f™=Y(0)) ist ein Isomorphismus die-
ses Losungsraums mit dem C", der Anfangswertisomorphismus.

3. Ist \ € C eine Nullstelle des Polynoms X™ + a,_1 X" ' + ...+ ag der Viel-
fachheit v, so sind die Funktionen e, te, . .. t"'eM Losungen unserer
Differentialgleichung, und durchlduft \ alle Nullstellen unseres Polynoms,
so bilden diese Losungen eine Basis des Losungsraums.

Ergdnzung 2.2.3. Der Satz bleibt giiltig, wenn wir darin iiberall R durch ein be-
liebiges halboffenes Intervall I C R ersetzen.

Beweis. 1 ist offensichtlich. Um die in 2 behauptete Existenz und Eindeutig-
keit zu zeigen beachten wir zunichst, da8 unsere Uberlegungen aus 10.4.9 oh-
ne Anderungen auch im Komplexen giiltig sind. Fiir eine quadratische Matrix
A € M(n x n;C) mit komplexen Eintrigen haben also die differenzierbaren
Funktionen ¢ : R — C”, die die Differentialgleichung ¢’ = Ag losen, die Form
g(t) = (exptA)g(0) wo wir den Anfangswert g(0) € C" frei wihlen diirfen.
Insbesondere definiert die Abbildung g — ¢(0) einen Isomorphismus vom Lo-
sungsraum der Differentialgleichung ¢’ = Ag mit dem C™. Jetzt beachten wir,
daB die Vorschrift f +— g = (f, f', f",..., f"~)7 eine Bijektion induziert zwi-
schen der Menge aller n-mal differenzierbaren Funktionen f : R — C, die die
Differentialgleichung aus dem Satz erfiillen, und der Menge aller differenzierba-
ren Funktionen g : R — C”, die das System von Differentialgleichungen

9 = 0
93 = 02

Gho1 = Qn_1Gn—1+...01G1 + GoQo

16sen, wo wir etwas ungewohnlich g = (go, - . ., g,—1) indiziert haben der besse-
ren Ubersichtlichkeit halber. Damit ist auch Teil 2 bewiesen.

3. Motiviert durch unsere Erkenntnisse bei der Losung von 2.1.6 beginnen wir mit
dem Ansatz f(t) = e fiir A\ € C. Mogliche \ sind dann genau die Nullstellen
des Polynoms X" + a,,_; X" ' 4 ... 4+ a; X + aop. Ist X eine Nullstelle der Viel-
fachheit r, so sind sogar, wieder in Verallgemeinerung unserer Erkenntnisse bei
der Losung von 2.1.6, auch te*, ... ¢t"~! e’ noch Losungen unserer Gleichung.
Um das einzusehen, betrachten wir den Vektorraum C>°(RR) aller beliebig oft dif-
ferenzierbaren Funktionen R — C und fassen das Ableiten auf als eine lineare
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Abbildung
D :C*(R) — C*(R)

Zerfillt unser Polynom in Linearfaktoren
X" ta, 1 X" rag= (X = A)" (X =)

so konnen wir den Operator D™ + a,,_ D" ' + ... 4+ ap : C*(R) — C®(R)
auch schreiben als Verkniipfung der Operatoren (D — \;)™, und es reicht folglich
(D — \)t"~! e* = 0 nachzuweisen. Nun gilt aber offensichtlich

(D — Nt eM = mt™teM

und die Behauptung folgt per Induktion. Um zu zeigen, daB die ¢/ e fiir 0 <
j < n; eine Basis des Losungsraums bilden, reicht es die lineare Unabhiéngigkeit
nachzuweisen. Beherrscht man die zugehorige lineare Algebra, so erkennt man
leicht, daB die t™ e jeweils zum Hauptraum Hau(D; \) gehoren und muB wegen
?? nur noch die lineare Unabhingigkeit der t™ e fiir festes \ und variables m
zeigen, die hinwiederum sofort aus der linearen Unabhiéngigkeit der Funktionen
t™ folgt. Man vergleiche auch ??.

Beherrscht man die zugehorige lineare Algebra noch nicht, so muf3 man mehr
arbeiten. Man setzt dann etwa eine Linearkombination Y ¢;;#/ e*' = 0 an und
mul zeigen, daB alle c;; verschwinden. Sonst konnten wir aber nach eventueller
Umnummerierung der Nullstellen ein £ finden mit ¢, # 0 aber ¢j; = 0 fiir j > k.
Wenden wir dann auf unsere Summe den Differentialoperator (D — \;)*(D —
Ao)N.. (D — \.)Y an fiir hinreichend grosses N, so ergibt sich ¢ e = 0 im
Widerspruch zu unserer Annahme ¢y # 0. ]

Erginzende Ubung 2.2.4. Man bestimme eine Basis des komplexen sowie des
reellen Losungsraums der Differentialgleichung f” = f.

2.3 Gekoppelte Schwingungen

Beispiel 2.3.1. An gegeniiberliegenden Wénden eines Zimmers ist jeweils ein Wi-
gelchen mit einer Feder befestigt und die beiden Wigelchen sind auch untereinan-
der durch eine Feder verbunden. Bezeichnen x(¢) bzw. y(t) die Position des ersten
bzw. zweiten Wigelchens auf einer Skala, auf der x+ = y = 0 den Gleichgewichts-
zustand bedeuten und groflere x bzw. y einen groleren Abstand eines Wigelchens
von “seiner” Wand, so geniigt unser System einer Differentialgleichung

i = —axr—blx+y)
j = —ey—d(y+z)
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fiir Konstanten a,b,c,d > 0, in die die Stirke der Federn und die Massen der
Wiigelchen eingehen. Erkldren wir v : R — Rt — o(t) = (x(t),y(t)) und

betrachten die Matrix
~(—(a+D) —b
A= ( —d —(c+4d)

so konnen wir unser System schreiben als
i(t) = Av(t)

Der Leser mag als Ubung zeigen, daB der Lésungsraum vierdimensional sein muf.
Unsere Matrix A hat, wie man dem charakteristischen Polynom ansieht, negative
reelle Eigenwerte )\, \o. Also hat bereits der R? eine Basis v;, vy aus Eigenvek-
toren von A. Dann sind die vier Funktionen

t— exp((£v/ X))y, miti=1,2

offensichtlich Losungen, und dhnliche Argumente wie im vorhergehenden Bei-
spiel zeigen, dal sie sogar eine Basis Losungsraums bilden. Setzen wir w; =
v/=\;, so erhalten wir eine alternative Basis des Losungsraums durch die vier
Funktionen

cos(tw;)v; und  sin(tw;)v; miti =1,2.

Ist noch spezieller unsere Situation symmetrisch unter der Vertauschung der bei-
den Wigelchen, haben sie also dieselbe Masse und sind durch dieselben Federn
mit den Winden verbunden, so folgt b = d und @ = ¢ und wir erhalten v; = (1, 1)
mit \; = —a — 2b sowie vo = (1, —1) mit Ay = —a. Diese Eigenvektoren entspre-
chen den zwei Eigenschwingungen des Systems, bei denen beide Wigelchen zu
allen Zeiten in derselben bzw. in entgegengesetzten Richtungen fahren. Die Be-
wegung der einzelnen Wigelchen x(t) = x,(¢) und y(¢t) = x_(t) wird dann
beschrieben durch

Re (Cl eiw1t :l:CQ eiwgt) — Re (ei(wl—wg)t/Q (Cl ei(w1+w2)t/2 j:CQ e~ i(w1+w2)t/2))

mit komplexen c¢;. Nimmt man hier zum Beispiel ¢; = c; = 1, so ergibt sich die
Losung

z(t) = 2cos((w; —wy)t/2) cos((wy + wo)t/2)

y(t) = 2sin((w; — we)t/2) sin((wy + ws)t/2)
Ist die verbindende Feder schwach im Verhiltnis zu den Federn gegen die Wiin-
de, in Formeln a > b, so liegen die beiden Eigenwerte A\, Ao und damit auch
die Winkelgeschwindigkeiten wy , wo verhéltnisméBig nah beieinander. Im Versuch

kann man in diesem Fall schon sehen, wie die beiden Wigelchen mit der Winkel-
geschwindigkeit (w; — wy)/2 ihre Energie untereinander austauschen.
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2.3.2. Im Ubrigen ist es auch a priori klar, daB in der symmetrischen Situation
die zweielementige Symmetriegruppe unserer Gleichung, die der Vertauschung
der beiden Wigelchen entspricht, auf dem Lésungsraum operieren mul3, dal wir
also uns schon von Anfang an hitten darauf beschrinken diirfen, nur die symme-
trischen und die antisymmetrischen Losungen zu bestimmen und die allgemeine
Losung als Linearkombination solcher speziellen Losungen zu erhalten.

2.4 Angeregte Schwingungen

2.4.1. Ist wieder A eine komplexe (n x n)-Matrix und ist zusitzlich eine stetige
Funktion f : R — C" vorgegeben und man sucht alle differenzierbaren v : R —
C™, die das “inhomogene” System von Differentialgleichungen

Y(t) = Ay(t) + f (1)

16sen, so rit einem die Methode der Variation der Konstanten zum Ansatz

v(t) = exp(tA)g(t)

Man erkennt leicht, dall dieser Ansatz eine Losung liefert, wenn g : R — C”
differenzierbar ist und die Gleichung f(t) = exp(tA)g(t) erfiillt, als da heifit fiir

o(t) = / exp(—7A) f(7) dr

wobei g(t) als unbestimmes Integral natiirlich nur bis auf eine additive Konstante
aus dem C" wohldefiniert ist. Dal wir mit diesem Verfahren tatsichlich auch alle
Losungen (%) unseres inhomogenen Systems von Differentialgleichungen erhal-
ten ergibt sich daraus, dal ja ganz offensichtlich die Differenz von je zwei Lo-
sungen unserer inhomogenen Gleichung eine Losung der homogenen Gleichung
4 = A~(t) sein muB. In der Sprache der linearen Algebra bilden die Losungen der
inhomogenen Gleichung also einen affinen Teilraum des Raums aller Funktionen,
dessen Raum von Richtungsvektoren der Losungsraum der homogenen Gleichung
1st.

Beispiel 2.4.2 (Angeregte Schwingungen). Eine Lampe ist mit einer Feder an
einer vibrierenden Decke aufgehingt. Sei h(t) die Auslenkung der Decke zur Zeit
t und x(t) die Hohe der Lampe zur Zeit ¢, beide gemessen auf einer gegen den
Boden festen Skala, auf der A = x = 0 einen Zustand beschreibt, in dem sich die
Federkraft, die die Lampe zur Decke zieht, und die Schwerkraft der Lampe die
Waage halten. So geniigt x(t) einer Differentialgleichung der Gestalt

B(t) = —a(x(t) — h(t))
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wobei a positiv ist und von der Masse der Lampe und der Federkonstante abhéngt.
Wie im Beweis von 2.2.2 schreiben wir das um zu einem System erster Ordnung

Yo = M
Y1 = —avyy+ah

oder in Matrixschreibweise

SOBR

Das charakteristische Polynom unserer Matrix A ist X2 + a, die Eigenwerte er-
geben sich zu +in fir n = /a und als zugehorige Eigenvektoren finden wir
(1,41in)". Nehmen wir diese Eigenvektoren als Spalten einer Matrix

P= (o)
—1n 17

so haben wir offensichtlich AP = PB mit B = diag(—in,in) einer Diagonal-
matrix und ¢ = P~!'~ erfiillt die Differentialgleichung ¢(t) = Bp(t) + f(t)

mit
fe =r (aho(t>> - 557 (12 _11) (ah0<t>) ~Sin (_11)

Ich betrachte von nun an diese Differentialgleichung, da es mit iibersichtlicher
scheint, mit exp¢B anstelle von exptA = P(exptB)P~! zu hantieren. Nach
unseren Uberlegungen 2.4.1 lautet die allgemeine Losung dieser Differentialglei-
chung

o(t) = exp(tB)g(t) mit g(t) = / exp(—7B) f(r) dr

Nehmen wir zum Beispiel an, unsere Decke vibriere mit h(t) = ksin(wt) fiir
w > 0, so ergibt sich die erste Komponente ¢, (¢) von g(t) zu

t iTw _ p—iTw
a(t) = 5 e () dr
= Z—th eiT(n'H’J) dT — ’Z_f‘)ft ei"—(n_w) dT

{ Ty @) falls n # w;

’Z—Zt falls n=w.

= konst —1—#&@ eltntw)

Ahnlich berechnen wir g2(t) und erkennen, dal in dem Fall, da3 die Eigenfre-
quenz der Lampe nahe an der Frequenz der Decke ist, d.h. fiir | — w| klein, die
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Schwingung sehr grofl werden kann und im Fall 7 = w die Auslenkung eventuell
sogar gegen Unendlich strebt. In der Physik spricht man in diesen Féllen von Re-
sonanz bzw. von einer Resonanzkatastrophe. Seien die Eigenschwingung unse-
res Systems ¢ — ¢'*7 und die Anregung ¢ — h(t) oder gleichbedeutend ¢ — f(t)
periodisch mit derselben Periode p im Sinne der gleich folgenden Definition 3.1.1.
Nehmen wir der Einfachkeit halber p = 27 an, so finden wir € Z, und entwi-
ckeln wir f in eine Fourierreihe im Sinne von 3.1.3, so zeigt unsere obige Formel
g(t) = [*exp(—7B) f(7) dr, daB nur die Summanden c.., ¢*'* fiir die Resonanz
verantwortlich sind in dem Sinne, daf} alle anderen Summanden der Fourierreihe
nur periodische Beitridge zu g(t) liefern. Spiter in ?? folgende werden Sie lernen,
daB g (¢) im allgmeinen bis auf eine Konstante auch interpretiert werden kann als
der “Wert bei —n der Fouriertransformierten des Produkts von f; mit der charak-
teristischen Funktion des Intervalls [0, ¢]”.
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3 Grundlegendes zu Fourierreihen

3.1 Eindeutigkeit der Fourierreihe

Definition 3.1.1. Sei M eine Menge und p > 0 eine positive reelle Zahl. Wir
sagen, eine Abbildung f : R — M habe die Periode p genau dann, wenn gilt
f(x+p)=f(x) VzreR

Satz 3.1.2 (Entwicklung in eine Fourier-Reihe, reelle Form). Sei f : R —
R eine stetig differenzierbare Funktion mit der Periode 2m. So gibt es eindeutig
bestimmte a,,b,,c € R derart, daf gilt

flz)=c+ Z a, sin(vz) + b, cos(vw)

v=1

in dem Sinne, daf3 die Folge der Partialsummen gleichmdflig gegen unsere Funk-
tion f konvergiert.

Satz 3.1.3 (Entwicklung in eine Fourier-Reihe, komplexe Form). Sei f : R —
C eine stetig differenzierbare Funktion mit der Periode 2. So gibt es eindeutig
bestimmte c, € C derart, daf3 im Sinne der gleichmdfligen Konvergenz gilt

rv=n

f(z) = lim Z c,e”

v=—n

3.1.4. Natiirlich konnen wir in der ersten Formulierung 3.1.2 unseres Satzes auch
komplexwertige Funktionen erlauben, wenn wir a,, b,, ¢ € C zulassen. Die bei-
den Sétze sind dann dquivalent, da ja nach der Euler’schen Formel gilt

etvt = cosvx +isinve
e '""T = cosvx —isinvz

Gegeben eine Darstellung wie in Satz 3.1.3 erhalten wir also eine Darstellung wie
in Satz 3.1.2 mitc = ¢y, b, = ¢, +c_,, a, =ic, —ic_,, und diese Gleichungen
sind erfiillt genau dann, wenn gilt

1 1
co=2¢, C = §(b” —ia,), undc_, = 5(1),, +ia,).

Beweis. Wir zeigen vorerst nur die Eindeutigkeit, der Beweis der Existenz wird
in 3.3.7 nachgeholt. Aus 1.5.18 oder auch aus der Euler’schen Formel folgt, dafl
die Ableitung von f(z) = e'¥® = cos vz + isin vx gegeben wird durch f’(z) =
—vsinve +ivcosve =ive' . Mit 1.1.12 und der vektorwertigen Variante des

ive
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Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung 1.3.7 erhalten wir f027r el dy =
Lelvw 127 = 0 fiir v € Z\0, und fiir v = 0 ergibt sich [ 1 dz = 2. Wir folgern

S 27 v =
el,ufE e 1T dx — )
0 0  sonst.

Indem wir die gleichmifBige Konvergenz mit dem Integral vertauschen und uns
iiberlegen, da3 das auch fiir komplexwertige Funktionen erlaubt ist, erhalten wir

2m
/ f(z)e """ da = 27¢c,
0

Das zeigt die Eindeutigkeit der c,. Der Beweis der Existenz wird in 3.3.7 nachge-
holt. O

Satz 3.1.5 (Variante zur Fourier-Reihe). Ist f : R — C eine stetig differenzier-
bare Funktion mit der Periode 27, so gibt es eindeutig bestimmte c, € C derart,
daf3 beziiglich der Norm der gleichmdpfligen Konvergenz auf Ensb(]R, C) im Sinne

von 10.5.11 gilt
ZCV el — f(ZE)

VEZ

3.1.6. Natiirlich miissen hier die ¢, dieselben sein wie in der schwicheren aber
einfacher zu formulierenden Version 3.1.3. Der Beweis ihrer Existenz wird in
3.3.7 gegeben. Ich habe etwas gezogert, auf der rechten Seite f(z) zu schreiben,
wo doch schlicht die Funktion f gemeint ist, aber auf der linken Seite steht ja auch
e!¥? fiir die Funktion = — e!"* .

Erginzung 3.1.7. Diese Aussage iiber die Fourierentwicklung ist nur der Beginn
einer ganzen Theorie: Insbesondere ergibt sich offensichtlich die Frage, welche
Abbildungen Z — C denn nun verschiedenen Klassen von Funktionen entspre-
chen. Diese Frage erweist sich als recht delikat. In ?? fiihren wir den Raum der
“quadratintegrierbaren Funktionen” ein und zeigen, dafl diese genau den Abbil-
dungen Z — C entsprechen, bei denen die Summe der Betragsquadrate endlich
ist.

3.2 Der Satz von Stone-Weierstraf

3.2.1. Unter einem kompakten Raum darf man in diesem Abschnitt je nach Wis-
sensstand einen kompakten metrischen oder allgemeiner einen kompakten topo-
logischen Raum verstehen.
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3.2.2. Im folgenden verwenden wir eine Begrifflichkeit, wie sie in ?? ausfiihlicher
eingfiihrt wird. Ich bespreche hier nur das Notigste. Gegeben ein Korper & be-
zeichnet man einen k-Vektorraum A mit einer bilinearen Verkniipfung Ax A — A
ganz allgemein als eine k-Algebra. Ist die Verkniipfung assoziativ, so spricht man
folgerichtig von einer assoziativen Algebra. Gibt es fiir unsere Verkniipfung ein
neutrales Element, so spricht man von einer unitiren Algebra und nennt das
fragliche Element das Eins-Element. Eine Algebra ist also genau dann assoziativ
und unitédr, wenn die zugrundeliegende Menge mit der Vektorraum-Addition als
Addition und der bilinearen Verkniipfung als Multiplikation im Sinne von ?? ein
Ring ist. Ich schlage deshalb vor, derartige Algebren Ringalgebren zu nennen.
Gegeben eine beliebige Menge X ist etwa der k-Vektorraum Ens(X, k) aller k-
wertigen Funkionen auf X mit der punktweisen Multiplikation als Verkniipfung
eine Ringalgebra mit der konstanten Funktion Eins als Eins-Element. Wir sagen,
eine Teilmenge A C Ens(X, k) trenne die Punkte von X genau dann, wenn es
firalle x,y € X mitx # y eina € A gibt mit a(z) # a(y).

3.2.3. Gegeben ein Korper k und eine k-Algebra A versteht man unter einer Un-
teralgebra B C A einen unter der Verkniipfung unserer Algebra stabilen Unter-
vektorraum. Gegeben ein Korper & und eine k-Ringalgebra A verstehen wir unter
einer Unterringalgebra B C A einen unter der Verkniipfung unserer Ringalgebra
stabilen Untervektorraum, der dariiber hinaus das Einselement der Ringalgebra A
enthilt. In anderen Worten ist eine Unterringalgebra also eine Unteralgebra, die
gleichzeitig im Sinne von ?? ein Teilring ist.

3.2.4. Man beachte, da} wir bereits nach 9.5.33 wissen, daf} die stetigen reellen
Funktionen auf einem topologischen Raum X in der R-Ringalgebra aller reellen
Funktionen eine R-Unterringalgebra

C(X,R) C Ens(X,R)

bilden. Des weiteren wissen wir nach 9.6.4, daf diese Unterringalgebra stabil ist
unter dem Bilden gleichmiBiger Grenzwerte. Gegeben ein kompakter Raum X
bezeichne im folgenden C(X, R) den reellen Vektorraum aller stetigen reellwerti-
gen Funktionen auf X mit seiner Supremumsnorm.

Definition 3.2.5. Eine Teilmenge eines metrischen oder auch eines topologischen
Raums heil3t dicht genau dann, wenn ihr Abschluf3 der ganze Raum ist.

Satz 3.2.6 (Stone-Weierstral}). In der Ringalgebra aller stetigen reellwertigen
Funktionen auf einem kompakten Raum liegt jede Unterringalgebra, die die Punk-
te unseres Raums trennt, bereits dicht in Bezug auf die Metrik der gleichmdfligen
Konvergenz.
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Erginzung 3.2.7. Ich erwidhne noch eine Variante dieses Satzes, die man oft in
der Literatur findet, die jedoch im weiteren Verlauf dieser Vorlesung nicht von
Belang ist. Statt von unserer Unteralgebra A zu fordern, daf} sie die konstante
Funktion Eins enthilt, brauchten wir nur vorauszusetzen, daf es fiir jedes x € X
eina € A gibt mit a(z) # 0. Man sagt dann, A habe “keine simultane Nullstelle”.
Unser Beweis funktioniert im wesentlichen auch unter diesen Voraussetzungen,
man muf} nur Lemma 3.2.10 verfeinern zur Aussage, dal p. sogar ohne konstanten
Term gefunden werden kann, und muf in Schritt 3 etwas feiner argumentieren.

Korollar 3.2.8 (Approximationssatz von WeierstraB}). Ist X C R" eine kom-
pakte Teilmenge und f : X — R eine stetige Funktion, so gibt es fiir jedes ¢ > 0
eine Polynomfunktion p € R[xy, ..., x,] mit

Ip(x) — flx)|<e VreX

Beweis. Das folgt sofort aus dem Satz von Stone-Weierstral3 3.2.6. U

Beweis des Satzes von Stone-Weierstrafs. Sei X unser kompakter Raum und A C
C(X,R) unsere Unterringalgebra. Wir ziehen uns zunichst auf den Fall zuriick,
da A in C(X,R) abgeschlossen ist, und zeigen dazu:

Lemma 3.2.9. Ist X kompakt und A C C (X, R) eine Unteralgebra, so ist auch
der Abschlufs A von A eine Unteralgebra.

Beweis. Nach 9.4.11 ist A genau die Menge aller stetigen Funktionen a : X — R
derart, da3 es eine Folge a,, aus A gibt, die gleichmiBig gegen a konvergiert. Sei
b ein anderes Element von A und b, eine Folge aus A, die gleichmiBig gegen
b konvergiert. Wir behaupten, da3 dann auch a,, + b,, gleichmifBig gegen a + b
konvergiert und a,b, gleichmidBig gegen ab. Die erste Aussage iiberlassen wir
dem Leser. Fiir die zweite benutze man die Abschétzung

lab = anball < la = an|| - [|bn]| + lla]| - |[b = ba
< e(llol] + 1+ [lal])

falls gilt ||a — a,|| <&, ||b—0by]| <eunde < 1. O

Erfiillt also eine Unterringalgebra A C C(X,R) die Bedingungen im Satz, so ist
auch ihr AbschluB A eine Unterringalgebra und trennt a forteriori die Punkte von
X. Um den Satz von Stone-Weierstrall zu beweisen reicht es demnach aus, wenn
wir unter der zusitzlichen Annahme A abgeschlossen zeigen A = C(X,R). Um
weiterzukommen, zeigen wir zundchst einen Spezialfall des Approximationssat-
zes von Weierstra3 durch ein direktes Argument.

Lemma 3.2.10. Fiir beliebiges ¢ > 0 gibt es stets ein Polynom p = p. mit |\/x —
p(z)| <e Vzel0,1].
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Erster Beweis. Seic > 0 gegeben. Da /x gleichmiRig stetig ist auf [0, 2], finden
wirn € (0,1) mit

Wz — vz +n <e/2 Vxel0,1]

Da die Taylorreihe von /2 um den Entwicklungspunkt 1 nach 8.1.19 auf dem In-
tervall [, 1+7)| gleichmiBig gegen /= konvergiert, finden wir weiter ein Polynom
P mit

Wz +n—p(x)] <e/2 Vxe|0,1] O

Zweiter Beweis. Bei der folgenden Alternative muf3 man etwas mehr denken, aber
nichts wissen iiber die Konvergenz von Taylorreihen. Wir konstruieren induktiv
eine Folge von Polynomen durch py(z) = 0, ppy1(7) = pu(x)+(1/2)(x—pn(z)?)
und behaupten, daB diese Folge auf [0, 1] gleichmiBig gegen /x konvergiert. In
der Tat gilt ja

Dn+1 = Pn + (\/_ - pn)(\/E + pn)/2

und dieser Gleichung sehen wir an, daf fiir z € [0, 1] gilt

po<p <...<Vx

denn es folgt induktiv (/= — p,) > 0 und (/x + p,)/2 < 1. Andererseits folgt
aus unserer Gleichung auch

(VT = pny1) (VT —pn)(2 = VT —pn)/2

< (VT2 D)2

und somit konvergiert unsere Folge p,, auf jedem Intervall [a, 1] mit 0 < a < 1
gleichmiissig gegen /. Dann muB mit etwas Nachdenken unsere Folge aber auf
ganz [0, 1] gleichmissig gegen /= konvergieren. O

Nun zeigen wir den Satz von Stone-Weierstral} 3.2.6 fiir eine abgeschlossene Un-
terringalgebra A in fiinf Schritten.

l.a € A= |a| € A. Um das zu zeigen, schreiben wir a = A\b mit A € (0, co) und
|6]| < 1 und erhalten |a| = Av/b2. Nach Lemma 3.2.10 gibt es eine Folge p,, von
Polynomen, die auf [0, 1] gleichmiBig gegen +/x strebt, und dann strebt Ap,, (b?)
auf X gleichmiBig gegen |a|. Da A eine Unteralgebra ist, liegen alle Ap,, (b*) auch
in A, und da A abgeschlossen ist unter gleichmiBiger Konvergenz, folgt |a| € A.

2.a,b € A= sup(a,b) € A, inf(a,b) € A. In der Tat gilt

sup(a,b) = 1/2(a+b+[a—b])
inf(a,b) = 1/2(a+b—|a—1b|)
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3. Fiir x # y zwei verschiedene Punkte aus X und o, § € R gibt es a € A mit
a(x) = «, a(y) = (. In der Tat betrachte man die R-lineare Abbildung

A — R?
a — (a(z),a(y))

Da A Punkte trennt, gibt es a € A mit a(x) # a(y). Da die Konstanten zu A
gehoren, liegt jedoch auch (1, 1) im Bild unserer linearen Abbildung. Damit ent-
hilt das Bild unserer linearen Abbildung zwei linear unabhingige Vektoren und
ist folglich ganz R?.

4. Fur beliebige f € C(X,R),x € X unde > 0 gibtes a, € Amita,(z) = f(z)
und
az(y) < fly) +e Yye X

In der Tat, fiir alle y € X finden wir a,, € A mit a, () = f(x) und a,,(y)
f(y). Auf einer geeigneten offenen Umgebung U, von y gilt dann a, (%)
f(2) + ¢ Vz € U,. Da X kompakt ist, gibt es nun £ C X endlich mit X

U, e Uy- Dann nehmen wir a, = inf,cp a, , und haben unser a, gefunden.

A

5. Fiir beliebiges f € C(X,R)und e > 0 gibtes a € Amit ||a— f|| < . Sei in der
Tat fiir jedes x € X ein a, wie eben gewihlt. Dann hat jeder Punkt x € X eine
offene Umgebung V,, mit f(z) —e < a,(2) < f(2)+¢e Vz € V, wobei die zweite
Ungleichung sogar gilt fiir alle z € X. Da X kompakt ist, gibt es wieder F' C X
endlich mit X = (J,p V5. Ist X nicht leer, so nehmen wir nun @ = sup,¢p a,
und haben unser a gefunden. Der Fall X = () ist eh unproblematisch. 0

Definition 3.2.11. Gegeben ein Kompaktum X betrachten wir nun die C-Ring-
algebra C(X) aller stetigen komplexwertigen Funktionen auf X mit der Supre-
mumsnorm.

Korollar 3.2.12 (Komplexer Stone-WeierstraB}). Sei X kompakt und B C C(X)
eine komplexe Unterringalgebra, die die Punkte von X trennt. Ist B zusdtzlich
stabil unter Konjugation, in Formeln b € B = b € B, so liegt B dicht in C(X).

Beweis. Man wendet den Satz von Stone-Weierstra3 3.2.6 an auf A = B N
C(X,R). Aus b € B folgt Rebund Imb € A, denn es gilt Reb = (b + b)/2 und
Imb = (b —b)/2i. Also trennt auch unser A die Punkte von X. Fiir f € C(X)
finden wir u,v € Amit |Re f(x) —u(z)| < e/2und |Im f(z) —v(z)| < €/2 fur
alle r € X, setzen b = u + iv und folgern || f — || < e. O

Definition 3.2.13. Eine Funktion f : R — C der Gestalt ¢ — Y ._" d, e'”" mit
d, € C heifit ein trigonometrisches Polynom.
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Zum Beweis von 3.2.6, Schritt 4
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Satz 3.2.14 (Dichtheit trigonometrischer Polynome). Gegeben eine stetige Funk-
tion f : [0,27] — C mit f(0) = f(2m) gibt es fiir beliebiges ¢ > 0 ein trigono-
metrisches Polynom g = g. mit

|f(z) —g(x)| <e Vxel0,2n]

Beweis. Sei S' = {z € C | |z| = 1} der Einheitskreis in der komplexen Ebene.
Wir betrachten die Abbildung E : [0, 27] — S, t — e!?, die anschaulich gespro-
chen “unser Intervall zu einer Kreislinie zusammenbiegt”. Das Vorschalten von £
liefert eine Bijektion

(0 E): C(S") = {f €c([o,2a]) | f(0) = f(2m)}

wie man unschwer direkt einsehen und auch formal aus dem anschlieenden Lem-
ma 3.2.15 folgern kann. Unter unserer Bijektion entsprechen nun aber die trigo-
nometrischen Polynome auf [0, 2] genau den Funktionen der Form ' d, 2"
auf der Kreislinie S. Da gilt 7 = 2! fiir alle z € S*, diirfen wir den Satz von
Stone-Weierstral} fiir komplexwertige Funktionen 3.2.12 anwenden und folgern,

daB das C-Erzeugnis der 2" dicht liegt in C(S'). Der Satz folgt. O

Lemma 3.2.15. Ist f : X — Y eine stetige Surjektion von kompakten metrischen
Rdumen, so ist eine Abbildung g : Y — Z in einen weiteren metrischen Raum Z
stetig genau dann, wenn g o f stetig ist.

3.2.16. Das gilt auch allgemeiner und mit fast demselben Beweis, wenn wir statt
metrischen Rdumen topologische Rdume betrachten und zusitzlich Y Hausdorff
annehmen, vergleiche etwa ??.

Beweis. Das Problem ist hier, die Stetigkeit von g aus der Stetigkeit von g o f zu
folgern. Da f surjektiv ist, gilt fiir jede Teilmenge A C Z offensichtlich

g (A) = f(ge /)™ (4)

Ist A abgeschlossen in Z, so ist (g o f)~'(A) abgeschlossen in X wegen der Ste-
tigkeit von g o f, also kompakt nach 9.7.3. Dann ist f((g o f)*(A)) kompakt
nach 9.7.10 als Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung, mit-
hin abgeschlossen nach 9.7.3. Zusammenfassend haben wir also gezeigt, dall das
Urbild g~!(A) einer abgeschlossenen Teilmenge A C Z abgeschlossen ist in Y,
und daraus folgt mit 9.5.30 die Stetigkeit von g. [

3.3 Konvergenz der Fourierreihe

3.3.1. Wir verwenden im folgenden die Begrifflichkeit der Skalarprodukte, wie
sie etwa in ?? eingefiihrt wird.
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Definition 3.3.2. Wir versehen den komplexen Vektorraum V' = C(][0, 27]) aller
stetigen Funktionen f : [0, 27r] — C mit dem Skalarprodukt

2w

1 B
<f> g> - % 0 fg
Die zugehorige Norm notiert man in diesem Fall mit /(f, f) = || f|2-

3.3.3. Unsere Formeln aus dem Beweis von 3.1.3 besagen genau, daB die ¢! mit
v € Z in diesem Raum ein Orthonormalsystem im Sinne von ?? bilden,

el vr e1 Hx — ?
e, ) 0 sonst.
Die Fourier-Koeffizienten schreiben sich nun kiirzer ¢, = (e'**, f) und wir erhal-

ten eine Abbildung
C([0,27]) — Ens(Z,C)

f = f
indem wir allgemeiner jeder stetigen Funktion f : [0,27] — C die Familie ihrer
“Fourierkoeffizienten” zuordnen, in Formeln f"(v) = (e'**, f). In ?? werden

wir diese Abbildung erweitern zu einer Bijektion zwischen geeigneten Rdumen
quadratintegrierbarer Funktionen.

Satz 3.3.4 (iiber die quadratische Konvergenz der Fouriereihe). sz f : [0, 27] —
C eine stetige Funktion und sind c,, = (e'", f) ihre Fourierkoeffizienten, so gilt

n
f_ Z c, etv?

v=—n

=0
2

lim
n—oo

3.3.5. Gegeben eine Folge f, stetiger Funktionen von einem kompakten Inter-
vall [a, b] nach C und eine weitere stetige Funktion f sagt man, die Folge der f,
konvergiere im quadratischen Mittel gegen f genau dann, wenn gilt

b
lim [ |f— ful? =0

Unser Satz sagt also in dieser Terminologie, dal die Fourierreihe einer stetigen
Funktion im quadratischen Mittel gegen besagte Funktion konvergiert. Wir wer-
den den vorhergehenden Satz in ?? verallgemeinern von stetigen auf alle “qua-
dratintegrierbaren” Funktionen. Mit der Terminologie aus 10.5.11 konnen wir im
normierten Vektorraum C([0, 27]) aus 3.3.2 die Aussage des Satzes auch schrei-
ben in der Gestalt

f _ Z c, ei vz

VEZL
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Beweis. Fir alle n konnen wir f nach ?? zerlegen in seine Projektion auf den von
allen ¢! mit —n < v < n aufgespannten Teilraum von C([0, 27]) und einen auf
diesem Teilraum senkrechten Anteil,

f= Z Cyeiux+<f_ Z Cyeil/CC>

v=—n v=—n

Wir nehmen nun zunéchst zusitzlich f(0) = f(27) an. Fiir alle € > 0 finden wir
dann nach dem Korollar 3.2.14 des Satzes von Stone-Weierstraf} ein trigonometri-
sches Polynom g = > d, e’ mit

v=-—n

[f(z) —g(z)l <& Vz

Es folgt sofort || f — g||2 < £. Da in einem euklidischen Vektorraum nach ?? die
orthogonale Projektion eines Vektors auf einen endlichdimensionalen Teilraum
stets die bestmogliche Approximation durch Vektoren dieses Teilraums ist, folgt
fiir alle m > n erst recht

<e€

m
Hf_ Z c, e’r
2

Das zeigt die Behauptung im Fall f(0) = f(27). Im Fall f(0) # f(27) miis-
sen wir noch eine extra Verrenkung machen und zunichst eine stetige Funktion f
finden mit f(0) = f(2r) sowie ||f — f|l2 < e. Dann gibt es wieder ein trigono-
metrisches Polynom g mit || f — g||» < &, also ||f — g||» < 2¢, und der Beweis
kann wie zuvor zu Ende gefiihrt werden. U

Korollar 3.3.6. Sei f : [0,2n] — C stetig und seien c,, = (¢'"*, ) die Fourierko-
effizienten. So gilt | |13 = > 00 ||

Beweis. Die Differenz || f||3 — >."'__ |c,|* ist das Quadrat des Ausdrucks, von
dem wir gerade gezeigt haben, da} er gegen Null strebt. 0

Satz 3.3.7 (iiber die gleichmiiBige Konvergenz der Fourierreihe). Ist f : R —
C stetig differenzierbar mit der Periode 21, so konvergiert die Fourierreihe von f

gleichmdiffig gegen f.

3.3.8. Der Satz gilt mit fast demselben Beweis auch noch, wenn unsere Funktion
nur stiickweise stetig differenzierbar ist in dem Sinne, da3 es Punkte 0 = ¢ <
ap < ... < ap = 27 gibt derart, da} die Einschrinkung von f auf jedes der
Intervalle [a;, a;, 1] stetig differenzierbar ist. Die Details mag der Leser zur Ubung
ausarbeiten.
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Beweis. Die Fourier-Koeffizienten ¢, = (e!”®, f) von f ergeben sich fiir v # 0
aus den Fourier-Koeffizienten ¢/, = (e'®, f’) von f’ durch partielles Integrieren

zu

1 27 )
v =5 i flz)e " de = —

Jetzt gilt jedoch 2|aS| < (|a|? + |B]?) fiir beliebige v, 3 € C und es folgt

1
Z|CV| < |CO|+Z (ﬁ+|0:j|2> < o0

v v#0

L[ f’(z)e*i”xd —id,
: T =

2 Jo —1v v

n

Also konvergiert die Funktionenfolge Y ¢, '“” gleichmiBig gegen eine ste-
tige Funktion g. Natiirlich konvergiert unsere Reihe erst recht auf jedem kompak-
ten Intervall im quadratischen Mittel gegen diese Funktion g, aus 3.3.4 folgt also
g = [ und wir sind fertig. O

3.3.9. Fassen wir eine stetig differenzierbare 27-periodische Funktion f auf als
eine Funktion auf dem Einheitskreis und nehmen sie reellwertig an, so gilt fiir
ihre Fourier-Koeffizienten offensichtlich c¢_,, = ¢,. Sie konnen zum Beispiel in ??
lernen, warum die Formel

P(z) =co+ Z 2"+ e,z

v=1

dann die eindeutig bestimmte “stabile Warmeverteilung mit Randverteilung f auf
der Einheitskreisscheibe” beschreibt. In diesem Zusammenhang hat Fourier, von
dem erzihlt wird, da} er hdufig frostelte, urspriinglich die heute nach ihm benann-
ten Reihenentwicklungen gefunden und in seinem Werk “Théorie analytique de
la chaleur” veroffentlicht.
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4 Ableitungen in mehreren Veranderlichen

4.1 Partielle Ableitungen und Gradient

Definition 4.1.1. Sei A @ R” eine offene Teilmenge, f : A — R eine Funk-
tion und p = (p1,...,p,) € A ein Punkt. Wir nennen f partiell differen-
zierbar bei p nach der i-ten Variablen genau dann, wenn die Funktion x +—
f(p1,.. . pic1, T, Dix1, - - -, pn) differenzierbar ist bei x = p;. Die Ableitung die-
ser Funktion heifit dann die i-te partielle Ableitung von f und wird notiert

ﬂ( ) := lim fprs--spithy oo ipn) = f(P1, -, Dis -+, Pn)
ox; h—0 3

(Di f)(p) =

4.1.2. Diese partiellen Ableitungen sind, soweit sie existieren, wieder reellwertige
Funktionen auf A. Um zu berechnen muf3 man sich nur vorstellen, alle z; mit

J # 1 seien Konstanten Zurn Beispiel berechnen wir die partiellen Ableitungen
von f(z,y) = xsin(zy) und erhalten

9 = sin(zy) + zy cos(zy)
(8)_5 = 2% cos(zy)

Dieses Beispiel zeigt auch die Vorteile der Notation a% gegeniiber der etwas exak-
teren Notation D;, bei der man stets eine Reihenfolge der Variablen festlegen muf3
und schneller in Indizes ertrinkt. Im Fall, dal weder die Variablen noch die Funk-
tion selbst bereits Indizes tragen, benutzt man auch die sehr konzise Schreibweise

af

Ox
Erginzung 4.1.3. Allgemeiner definiert man ebenso auch partielle Ableitungen
fiir Abbildungen f von einer offenen Teilmenge A @ R" in einen beliebigen nor-
mierten Vektorraum Diese partiellen Ableitungen sind dann, soweit sie existieren,
Abblldungen - von A in denselben normierten Vektorraum.

= fu

4.1.4. Ich will an einem Beispiel erldutern, aus Welchem Grund man im Fall meh-
rerer Verdnderlichen unsere bisherige Notation dd AV abandert Denken wir uns
einen Wanderer bei einer Wanderung durch die Alpen bei der schlechtes Wetter
aufkommt. Der Luftdruck D = D(¢, h) hingt dann sowohl von der Zeit als auch
von der Hohe ab. Macht unser Wanderer zum Zeitpunkt ¢ = ¢, in der Hohe h = hy
eine Pause, so dndert sich der Luftdruck, den sein Barometer mif3t, mit der Rate
%—?(to, ho). Geht er jedoch zum Zeitpunkt ¢ = t, bergab oder bergauf und gibt
die Funktion h(t) seine Hohe zum Zeitpunkt t an, so dndert sich der Luftdruck,
den sein Barometer miBt, mit der Rate - 1ty (D(t, h(t))). Wir werden zeigen,
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X

Veranschaulichen wir uns eine reellwertige Funktion von zwei reellen
Verinderlichen durch ihren Graphen, eine “hiigelige Landschaft”, im Bild etwa
f(z,y) = topsin((1 — y)z), so mag man sich die partielle Ableitung % an einer
Stelle denken als die Steigung an besagter Stelle einer Stralle, die besagte
hiigeliger Landschaft in Richtung der z-Achse durchquert. Zum Beispiel wire
diese partielle Ableitung an der Stelle (0, 1/2) in unserem Fall die Steigung der
gestrichelt eingezeichneten Strafle an ihrem Beginn auf der y-Achse.
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daB sich diese Rate auch ausdriicken 148t in der Gestalt 2| 1y, (D, (1)) =
9D (to, h(to)) + ' (to) 22 (o, h(to)). In Kurzschreibweise gilt also

dD oD dh 0D

a ot T at on
Der Zweck der Variation unserer Notation liegt nun eben darin, dal mit ihr solche
Verkiirzungen noch verstiandlich bleiben. Um die behauptete Formel zu bewei-
sen, fithren wir den Begriff des Differentials ein, studieren seinen Zusammenhang
mit den partiellen Ableitungen und erhalten unsere Formel als Korollar 4.5.4 der
Kettenregel fiir Differentiale.

Definition 4.1.5. Ist A @ R" eine offene Teilmenge und f : A — R eine auf ganz
A nach jeder der n Variablen partiell differenzierbare Funktion, so definieren wir
den Gradienten von f als die Abbildung

gradf: A — R”
-
v (Z@),. @)

4.1.6. Man beachte, daB} in dieser Definition das Symbol z fiir ein Element des R"
steht und nicht wie zuvor fiir eine reelle Zahl. Ich stelle mir grad f meist vor als
ein Vektorfeld, das also jedem Punkt aus A einen Vektor aus dem R™ zuordnet.
Das ist auch der Grund dafiir, daB3 ich in obiger Definition den Zeilenvektor in
einen Spaltenvektor transponiert habe. Denken wir uns im Fall n = 2 den Graphen
von f als eine Hiigellandschaft, so zeigt grad f stets in die Richtung, in der es am
steilsten den Berg hinaufgeht, und ist desto linger, je steiler es hinaufgeht. Diese
Anschauung wird durch Bemerkung 4.5.6 formalisiert.

4.1.7. Der Begriff des Gradienten ist nur fiir reellwertige Funktionen auf dem
R™ sinnvoll. Bereits reellwertigen Funktionen auf abstrakten endlichdimensiona-
len reellen Vektorraumen kann nicht mehr sinnvoll ein Gradient in Gestalt eines
Vektorfeldes werden. Ich vermeide deshalb im folgenden nach Moglichkeit den
Gradientenbegriff und arbeite stattdessen mit den sogenannten “Differentialen”,
die in sehr viel groBerer Allgemeinheit sinnvoll sind, und deren Beziehung zum
Gradienten in 4.2.6 und 6.2.6 besprochen werden wird.

Ubung 4.1.8. Sei R(z,y) = >, ; c;jx'y’ ein Polynom in zwei Variablen mit reel-
len Koeffizienten ¢;; € R. Gibt es eine nichtleere offene Teilmenge A @ R? der-
art, daB gilt R(p) = 0 Vp € A, soist R das Nullpolynom, in Formeln ¢;; = 0 Vi, j.

4.2 Das Differential

4.2.1. Wir werden es vorerst nur mit endlichdimensionalen normierten Vektor-
rdumen zu tun haben. Ich arbeite dennoch hier und im folgenden mit beliebigen

48



Einige Niveaulinien und das Gradientenfeld eines Hiigels, hier moglicherweise
der Funktion %\/1 — 12 — 42 auf der Kreisscheibe 2% + y? < %
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normierten Vektorraumen, weil das zum Ersten in keiner Weise schwieriger ist,
welil es zum Zweiten einen groBeren Abstand zum uniibersichtlichen Gestriipp der
Koordinaten schafft, und weil es zum Dritten bei unserer Behandlung von Diffe-
rentialgleichungen 8.5.2 auch fiir unendlichdimensionale Rdume gebraucht wird.
Noch natiirlicher wire es, mit Abbildungen zwischen affinen Riumen X, Y im
Sinne von 9.8.2 zu arbeiten, deren Richtungsrdume X , Y jeweils mit einer Norm
versehen sind, und das Differential als eine lineare Abbildung zwischen diesen
Richtungsrdumen zu erklédren. Ich werde diesen Gesichtspunkt im folgenden nur
andeuten, indem ich schlicht von “normierten Rdumen” rede und Symbole oh-
ne Pfeil schreibe, wenn man ebensogut affine Rdume mit normiertem Richtungs-
raum betrachten konnte, und Symbole mit Pfeil schreibe, wenn der zugehorige
Richtungsraum gemeint ist.

Definition 4.2.2. Seien X, Y normierte reelle Riaume, A @ X eine offene Teil-
menge, f : A — Y eine Abbildung und p € A ein Punkt. Genau dann heif3t die
Abbildung f differenzierbar oder genauer Fréchet-differenzierbar bei p, wenn
es eine stetige lineare Abbildung L : XY gibt derart, daB} gilt

f(p+h) = f(p) + Lh+ [|h]le(R)
fiir eine Y -wertige Abbildung & mit lim,_o £(h) = 0.

4.2.3. Hier ist implizit mit zu verstehen, dafl die Abbildung ¢ definiert sein soll
auf der Menge aller h € X mit p+ h € A. Weil wir in der Definition fordern, dal3
L stetig sein soll, ist jede bei p differenzierbare Abbildung bei p auch stetig. Die
Stetigkeit von L ist im iibrigen auch notwendig fiir die Giiltigkeit der Kettenregel
4.3.1. Die lineare Abbildung L ist eindeutig bestimmt wenn sie existiert, da man
fiir beliebiges v € X durch Einsetzen von h = tv zur Formel

Lo — lim d P 10) = [(p)

t—0 t

gelangt. Diesen Grenzwert in Y hinwiederum nennt man, wann immer er exis-
tiert, die Richtungsableitung von f bei p in Richtung v und kiirzt ihn ab mit
(D, f)(p). Das D steht hier fiir englisch directional derivative. Anschaulich mif3t
diese Richtungsableitung im Fall Y = R, wie schnell unsere Funktion wichst
bzw. abnimmt, wenn wir von p aus in der Richtung v gehen. Es gilt allerdings
zu beachten, dal unsere Richtungsableitung keineswegs nur von der Richtung des
Vektors v abhingt, sondern durchaus auch von seiner Linge. Die lineare Abbil-
dung L selbst heif3it das Differential von f bei p und wird bezeichnet mit

L=d,f
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Es mag dem Verstindnis helfen, statt 4 das Symbol dp zu verwenden. Dann liest
sich unsere Definition des Differentials

f(p+6p) = f(p) + (dpf)(6p) + [|0pl[e(dp)

Beispiel 4.2.4. Fir f : R* — R oder allgemeiner f : R® — R™ differenzierbar
existieren insbesondere unsere partiellen Ableitungen und sind gerade die Rich-
tungsableitungen in Richtung der Einheitsvektoren e;, in Formeln

of
al’i

Dasselbe gilt auch, wenn f nur auf einer offenen Teilmenge von R™ definiert ist.
Umgekehrt werden wir in 4.5.1 zeigen, wie man aus der Existenz und Stetigkeit
der partiellen Ableitungen die Existenz des Differentials folgern kann.

(p) = (De,f)(p)

4.2.5. Wenn das Differential d, f existiert, so existieren insbesondere auch alle
Richtungsableitungen und es gilt

(Do f)(p) = (dpf)(v)

fiir alle v € X. Nennen wir eine Abbildung einfach nur differenzierbar, so ist
die Differenzierbarkeit an jeder Stelle gemeint. Die Ableitung oder genauer das
Differential einer differenzierbaren Abbildung f : U — R™ fiir U @ R" ist aber
nun eine Abbildung U — Hom(R",R™), p +— d,f. Fiir jede fest vorgegebene
Stelle p € U ist weiter die darstellende Matrix des Differentials d,f : R" —
R™ nach ?? die Matrix mit den Spaltenvektoren (d,f)(€;) = g—gﬁ:(p). Hat unsere
Abbildung also die Gestalt f = (fi, ..., f,,) mit Funktionen f; : U — R, so hat
die darstellende Matrix der linearen Abbildung d,, f die Gestalt

L) . ()
[dpf] = : :
G(p) - g (p)
Diese Matrix heif3t die Jacobi-Matrix unserer Abbildung. Wir denken uns in die-
sem Zusammenhang Vektoren stets als Spaltenvektoren und hitten etwas pedan-

tisch wohl auch besser f = (f1,..., fm)' schreiben sollen, um das nocheinmal
zu betonen. Fiir die Jacobi-Matrix findet man héufig auch die Notation

a(fl; < 7fm)

8(3:1, Ce ,[L’n)

In der Literatur werden unsere differenzierbaren Abbildungen vielfach total dif-
ferenzierbar genannt, um sie abzugrenzen von den partiell differenzierbaren
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Dies Bild soll die Bedeutung des Differentials in der Anschauung einer
Abbildung “als Abbildung” verdeutlichen. Wir betrachten die
Polarkoordinatenabbildung

f:Rogx (0,27) = R (r,9) — (rcosd,rsind)

wobei verwirrender Weise die Klammern ( , ) einmal ein offenes Intervall und
dann wieder Elemente kartesischer Produkte andeuten. Ihr Differential wird
beschrieben durch die Jacobi-Matrix

df] = (cosﬁ —rsim?)

sind  rcosd

Insbesondere wird das Differential an der Stelle a = (1%, %) beschrieben durch
die Matrix

W= (" F)

Die Pfeile im Bild sollen zeigen, daf} das in der Tat diejenige lineare Abbildung
L ist, fiir die fiir kleines h die Abbildung p + h — f(p) + Lh unsere Abbildung
p+ h+— f(p+ h)besonders gut approximiert.
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Abbildungen, bei denen nur die Existenz aller partiellen Ableitungen gefordert
wird. Unser Differential heiflt in manchen Quellen auch das totale Differential.
Wenn Thnen die Identifikation von Matrizen mit linearen Abbildungen R — R"
aus ?? und ?? einmal richtig in Fleisch und Blut iibergegangen ist, werden Sie
sich auch nicht daran stéren, wenn wir einmal mit d,, f sowohl das Differential als
auch die Jacobi-Matrix bezeichnen sollten, was leicht einmal vorkommen kann.

4.2.6. Im Spezialfall einer reellwertigen Abbildung f : U — R, die auf einer offe-
nen Teilmenge U @ R" definiert ist, ist die Jacobi-Matrix also eine Zeilenmatrix

Wi = (2w gt 0)

und kann auch als die “Transponierte des Gradienten” verstanden werden, der
ja als Vektor in unseren Konventionen a priori als eine Spaltenmatrix aufzufas-
sen ist. Im Fall des R" kann eben der Dualraum in natiirlicher Weise mit dem
Raum selber identifiziert werden, so da3 wir die Linearform d, f auch als einen
Vektor auffassen konnen und die Zuordnung p — d, f auch als das Vektorfeld,
das wir bereits in 4.1.6 als Gradientenfeld kennengelernt haben. Im Fall eines
abstrakten endlichdimensionalen reellen Vektorraums V' und einer reellwertigen
Abbildung f : U — R, die auf einer offenen Teilmenge U @ V definiert ist, geht
das jedoch nicht mehr. Die Zuordnung p ~— d,f ist dann zwar, unter den ent-
sprechenden Differenzierbarkeitsannahmen, immer noch eine sinnvoll definierte
Abbildung U — V* von U in den Dualraum von V, eben das Differential unserer
Abbildung f. Diese Abbildung kann aber nicht mehr in natiirlicher Weise mit ei-
nem Vektorfeld alias einer Abbildung U — V identifiziert werden. Abbildungen
U — V* fir U @ V heiBen im iibrigen “Kovektorfelder auf U und werden in
6.1.4 folgende noch ausfiihrlich besprochen werden.

Erginzung 4.2.7]. Unser Differenzierbarkeitsbegriff dndert sich nicht, wenn wir
die Normen auf X und Y durch dquivalente Normen ersetzen. Das kann man sich
ohne grofle Miihe direkt iiberlegen, es wird aber auch formal aus der Kettenregel
4.3.1 folgen. Sind insbesondere X und Y endlichdimensional, so ist unser Diffe-
renzierbarkeitsbegriff unabhingig von der Wahl der Normen.

4.2.8. Die der Definition zugrundeliegende Eindeutigkeit des Differentials von f
bei p gilt nach 9.9.12 auch dann noch, wenn wir vom Definitionsbereich A von f
nur fordern, daf es eine nichtleere offene Teilmenge C' @ X gibt mit p+[0, 1]C C
A, wenn es also anschaulich gesprochen ein kleines Kegelchen mit Spitze in p
gibt, das ganz in A liegt. Gibt es solch ein Kegelchen fiir alle p € A, so nennen
wir A eine halboffene Teilmenge von X. Dieser Begriff kommt in der Literatur
sonst nicht vor, er scheint mir jedoch niitzlich, da er hilft, Verkrampfungen bei
der Definition der Differenzierbarkeit auf abgeschlossenen Halbrdaumen und der-
gleichen zu vermeiden. Diese Allgemeinheit hinwiederum bendtigen wir bei der
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Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung auf ho-
here Dimensionen in 10.8.1.

Ergdnzung 4.2.9. Ist A C R” eine halboffene Teilmenge und f : A — R diffe-
renzierbar, so setzen wir
of

S (®) = (@, )(e)

auch dann, wenn gewisse partielle Ableitungen bei p recht eigentlich gar nicht ge-
bildet werden konnen, etwa weil die entsprechenden Geraden durch p die Menge
A nur in p treffen.

Beispiel 4.2.10. Das Differential einer stetigen affinen Abbildung ist an jeder Stel-
le ihr linearer Anteil. Ist also in Formeln f : X — Y gegeben durch f(v + h) =
Lh+w mit einer stetigen linearen Abbildung L : X ->Yundv e X, w €Y fest,
so haben wir d,, f = L fiir alle p € X. Insbesondere verschwindet das Differential
einer konstanten Abbildung an jedem Punkt und das Differential einer stetigen
linearen Abbildung ist an jedem Punkt die lineare Abbildung selbst.

Beispiel 4.2.11. Im allgemeinen kann man sich d,, f vorstellen als “den linearen
Anteil der affinen Abbildung, die unsere Funktion in der Nihe der vorgegebenen
Stelle bestmoglich approximiert” oder in anderen Worten als “diejenige lineare
Abbildung L, fiir die x — f(p) + L(x — p) unsere Funktion x — f(x) in der
Néhe von p am besten approximiert”. Veranschaulichen wir uns zum Beispiel ei-
ne Funktion f : R? — R durch ihren Graphen, eine hiigelige Landschaft, so
ist die “Tangentialebene” an unsere hiigelige Landschaft im Punkt (p, f(p)) im
verschobenen Koordinatensystem mit Ursprung (p, f(p)) gerade der Graph des
Differentials d,, f : R? — R.

Beispiel 4.2.12. Fiir v : R — Y eine Abbildung von R in einen normierten Raum
Y wird unser d,y : R — Y gegeben durch Multiplikation mit dem Vektor ~/(p)
aus 10.2.1, wir haben also in Formeln

v (p) = (dpy)(1)

Spiter werden wir derlei Feinheiten aber auch oft ignorieren, die durch das Aus-
werten bei 1 gegebene kanonische Identifikation Hom(R, 17') Z Y nicht mehr
explizit machen und schlicht 7/(p) = d,y schreiben. Bereits bei reellwertigen
Funktionen f einer reellen Verdnderlichen hitten wir die Differenzierbarkeit bei
p mit Ableitung b auch dadurch charakterisieren konnen, daB gilt f(p + h) =
f(p) + bh + |h|e(h) fiir eine Funktion &, die stetig ist bei Null und die dort den
Wert Null annimmt. Dort konnten wir die Betragstriche um A noch ohne Schaden
weglassen. Ist jedoch h ein Vektor wie in unserer allgemeinen Situation, so sind
die Betragstriche als da heilit das Bilden der Norm unumgénglich, schon allein,
da wir ja im allgemeinen gar kein Produkt von Vektoren zur Verfiigung haben.
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Ein Kegelchen der Gestalt p + [0, 1]C in der Papierebene, fiir C' die Menge aller
Richtungsvektoren, die von p ins Innere der ellipsenformigen Menge zeigen.
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Anschauliche Bedeutung des Differentials einer reellwertigen Funktion von zwei
reellen Variablen in der Veranschaulichung der Funktion durch ihren Graphen
nach 4.2.11. Der Graph des Differentials ist bis auf eine Verschiebung gerade die
Tangentialebene. Der Wert des Differentials auf dem Vektor £ ist etwa der im
Bild durch eine geschweifte Klammer angedeutete Abstand oder noch genauer
die zugehorige positive reelle Zahl.
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Beispiel 42.13. Ist X ein eindimensionaler reeller Raum, z : X = R ein Iso-
morphismus affiner Raume, f : X — Y eine differenzierbare Abbildung in einen
normierten Raum Y und p € X ein Punkt, so erkldren wir den Differentialquoti-
ent bei p durch die Vorschrift

af| )
dr =dpf o (dp) !

T=p

Hier meint (d,z)~! : R = X die Umkehrabbildung zu d,z : X = R und un-
ser Differentialquotient ist mithin eine lineare Abbildung R — 17', die wir meist
vermittels der durch das Auswerten bei Eins gegebenen Identifikation schlicht als
einen Vektor aus Y auffassen. Ist z die Identitit auf X = R, so ist unser Diffe-
rentialquotient nur eine andere Schreibweise fiir die Ableitung zum Zeitpunkt p.
Die allgemeinere Definition zeigt jedoch, wie gut unsere neue Notation d f fiir das
Differential vertrdglich ist mit unserer alten Notation % fiir die Ableitung.

Erginzung 4.2.14. Ist insbesondere T unsere Zeitachse aus ?? und E unser An-
schauungsraum aus ?? und v : T — [E die mathematische Beschreibung der
Flugbahn einer unsterblichen Fliege, eine differenzierbare Abbildung zwischen
besagten reellen affinen Rdumen, so ist das Differential dieser Abbildung zu ei-
nem festen Zeitpunkt ¢ € T eine lineare Abbildung d;v : T — E die man
als Element von Hom(T7 E) auffassen kann oder mit ?? auch als Element von
E® ’]f*, das man dann die vektorielle Geschwindigkeit nennt. An dieser Stelle
mochte ich Sie am liebsten wieder einmal davon iiberzeugen, dall das Abstrakte
das eigentlich Konkrete ist.

4.2.15. Fiir das Differential, das wir hier mit d,, f bezeichnen, findet man in der Li-
teratur auch die Notationen (D f)(p) und f’(p). Das vorstehenden Beispiel 4.2.13
erklirt, warum ich die Notation d, f vorziehe. Einen zusitzlichen Grund findet
man in 6.3.2: Dort wird erklért, in welchem Sinne das Symbol dx, das wir bis-
her beim Integrieren nur benutzt haben, um die Integrationsvariable auszuzeich-
nen und die Substitutionsregel leichter zu erinnern, eigentlich das Differential der
Funktion R — R, x — x bedeutet.

Ergiinzende Ubung 4.2.16. Das Differential bei der Nullmatrix der Exponential-
abbildung exp : M(n x n;C) — M(n x n;C) ist die Identitit, in Formeln gilt
also dgexp = id : M(n x n;C) — M(n x n;C). Man zeige das und zeige es
allgemeiner auch fiir die Exponentialabbildung auf dem Raum der stetigen Endo-
morphismen eines beliebigen Banachraums, vergleiche 10.5.23.

Ergiinzende Ubung 4.2.17. Eine Abbildung f : C — C ist komplex differenzier-
bar bei p € C im Sinne von 1.5.1 mit Ableitung f’(p) € C genau dann, wenn so
f bei p differenzierbar ist im Sinne von 4.2.2 und sein Differential d,,f : C — C
eine komplexlineare Abbildung. In diesem Fall ist das Differential von f gerade
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die Multiplikation mit seiner komplexen Ableitung f’(p) aus 1.5.1, in Formeln
d,f = (f'(p)) : C — C. Analoges gilt, wenn f nur auf einer halboffenen Teil-
menge von C definiert ist.

4.3 Die Kettenregel

Satz 4.3.1 (Kettenregel). Seien A, B, C' halboffene Teilmengen normierter reeller
Raume XY, Z. Seien f : A — Bund g : B — C Abbildungen und p € A ein
Punkt derart, daf3 f differenzierbar ist bei p und g differenzierbar bei f(p). So ist
auch g o f differenzierbar bei p und es gilt

dp(go f) = (ds@)9) o (dpf)

4.3.2. Es ist anschaulich klar, daf} die bestmogliche affine Approximation an die
Verkniipfung g o f zweier Abbildungen f und g bei einer vorgegebenen Stelle p
gerade die Verkniipfung der bestmoglichen affinen Approximation an f bei p mit
der bestmoglichen affinen Approximation an g bei f(p) sein muB. Die Kettenre-
gel formalisiert diese Anschauung fiir die linearen Anteile unserer bestmoglichen
affinen Approximationen.

4.3.3. Sind unsere drei normierten Riume R”, R R, so bedeutet die Kettenregel
die Identitdt der Jacobi-Matrizen

[dy(g© F)] = [dyg] 0 [dp f]

oder ausgeschrieben die Identitét

NI = ()

"Dy L e
G (f®) - H(f) L) - S
F(fP) - G (f(p) =) . g

Beweis. Zur Vereinfachung setzen wir ¢ = f(p), L = d,f und M = d,g und
haben

flo+h) = fp)+Lh  +[|h]e(h)

gla+j) = 9(@+Mj +[jlnG)
fiir Abbildungen € und 7, die stetig sind bei Null und die dort verschwinden. Wir
schreiben

flo+h)=q+jh)
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mit j(h) = Lh + ||h||e(h) und erhalten durch Einsetzen

(gof)lp+h) = glg+jh))
= g(q) + Mj(h)+ [l7(M)]In(i(h))
= (go f)(p) + MLh+ M|h[le(h) +[5(R)|In(j(h))

Wir sind fertig, sobald wir zeigen

. B N VGOl e
}1112% Me(h) =0 und ]1112% Wn(j(h)) =0

Der erste Grenzwert ergibt sich miihelos, h — Me(h) ist eben auch stetig bei
h = 0 und nimmt dort den Wert Null an. Um den zweiten Grenzwert zu berechnen,
schitzen wir erst ab [|j(h)|| < ||||(||L]] + |le(h)||) und dann

H{y%’%” InGEDN < (VL] + eR)DInG (k)]

Die rechte Seite ist wieder stetig bei &~ = 0 und nimmt dort den Wert Null an,
gleichbedeutend strebt sie also fiir ~ — 0 gegen Null, und nach dem Quetschlem-
ma 9.6.13 strebt dann die linke Seite erst recht gegen Null. [

4.3.4. Speziell liefert die Kettenregel fiir stetiges lineares M = ¢ die Formel
dp(M o f) = M o (d,f), noch spezieller folgt d,(Af) = A(d, f) fir A € R.

Ubung 4.3.5. Seien X,Y normierte reelle Riume. Sei A C X halboffen und
f A — Y differenzierbar. Liegt fiir zwei Punkte p, ¢ € A das ganze verbindende
Geradensegment [p, ¢] in A und ist die Operatornorm des Differentials von f auf
[p, q] beschrinkt durch eine Konstante K, in Formeln || d,. f|| < K Vz € A, so
gilt || f(p) — f(q)|| < K||p — ¢l|. Hinweis: 10.2.11.

4.4 Weitere Ableitungsregeln

Proposition 4.4.1 (Komponentenregel). Seien X, Y, Y, normierte Riume, A C
X eine halboffene Teilmenge und f = (f1, f2) : A — Y X Y3 eine Abbildung.
Genau dann ist f differenzierbar bei p € A, wenn f| und fs es sind, und dann gilt
fiir die Differentiale die Formel

dpf = (dpf1,dpfs) - X — Y, X Yy

4.4.2. Man beachte, da (d, f1, d,f2) in Matrixschreibweise unter unseren Kon-
ventionen ??, anders als die Schreibweise suggerieren mag, als Spaltenmatrix von
Homomorphismen aufzufassen wire.
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Beweis. Die Projektionen pr; : X — Y; sind stetig und linear. Ist f differenzier-
bar bei p, so sind damit nach der Kettenregel auch die f; = pr; o f differenzierbar
bei p und die Kettenregel liefert zusétzlich d,, f; = d () pr; od, f = pr; od, f, also
d,f = (d, f1,d, f2). Sind umgekehrt f; und f, differenzierbar bei p mit Differen-
tialen L; und Lo, so konnen wir nach Definition schreiben

filp +h) = filp) + Lih + || h][ei(h)

fiir geeignete Abbildungen ¢;, die stetig sind bei Null und die dort den Wert
£;(0) = 0 annehmen. Setzen wir L. = (L;,Ly) und ¢ = (eg1,¢e2), so ist L ist
stetig linear und ¢ stetig bei 0 mit Funktionswert £(0) = 0 und es gilt

f(p+h)=f(p)+ Lh+||h|e(h)

Das bedeutet aber genau, daB f differenzierbar ist bei p mit Differential d,f =
L. O

4.4.3. Mit Induktion folgt die analoge Aussage fiir eine Abbildung f : A —
Y1 x...xY,, inein lingeres kartesisches Produkt normierter Riume. Insbesondere
ist eine Abbildung f = (f1,..., fm) : A — R™ differenzierbar bei p € A genau
dann, wenn alle f; es sind, und in diesem Fall gilt fiir die Differentiale die Formel

dof = (dpfi, ... dpfm) : X = R™

Wieder ist hier (d,fi,...,d,f,) gemiB unseren Konventionen, anders als die
Schreibweise suggerieren mag, als Spaltenmatrix von Homomorphismen aufzu-
fassen.

Korollar 4.4.4 (Summenregel). Seien X ein normierter Raum, Y ein normierter
Vektorraum und A @ X eine halboffene Teilmenge. Sind f,g : A — Y diffe-
renzierbar bei p € A, so ist auch f + g : A — Y differenzierbar bei p und es
gilt

dp(f +9) = dpf +dpg

Beweis. Die Addition + : Y x Y — Y, (w,w') — w + w' ist linear und stetig,
und wir kénnen f + g schreiben als die Verkniipfung f + g = + o (f,g). Das
Differential von f + ¢ an der Stelle p ergibt sich also mit der Kettenregel zu

dp(f +g) =+ o (dpf,dpg) = dpf + dpg. O

Proposition 4.4.5 (Differential bilinearer Abbildungen). Seien X,Y,Z nor-
mierte Vektorrdume und sei ¢ : X xY — Z, (v,w) +— @(v,w) eine stetige
bilineare Abbildung. So ist ¢ differenzierbar und das Differential von p im Punkt
(p, q) ist die lineare Abbildung



Beweis. Wir rechnen

o(p+h,q+k) =90 q) +eh q +olp, k) +oh k)

und miissen nur noch lim, x)—o @(h, k)/||(h, k)|| = 0 zeigen. Das folgt aber mit
9.9.25 aus der Stetigkeit von . ]

Ergiinzende Ubung 4.4.6. Man zeige, da auch im Kontext normierter Vektorriu-
me stetige multilineare Abbildungen stets differenzierbar sind, und gebe ein zur
Produktregel 4.4.5 analoge Formel fiir deren Differential. Hinweis: 9.9.18.

Beispiel 4.4.7. Die Leibnizregel 7.2.1 konnen wir aus der Kettenregel fiir Diffe-
rentiale herleiten wie folgt: Gegeben f,g : R — R schreiben wir das Produkt
fg als die Verkniipfung fg = mult o(f, g) der Funktion (f,g) : R — R? mit der
Multiplikation mult : R? — R. Sind f und g differenzierbar bei t € R, so nach der
Komponentenregel auch ihre Zusammenfassung (f, g), und deren Jacobi-Matrix
ist die Spaltenmatrix [d;(f, g)] = (f'(t), ¢'(t))". Andererseits ist die Multiplikati-
on differenzierbar als stetige bilineare Abbildung oder auch nach 4.5.1 wegen der
Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen und ihr Differential bei (z, y)
hat als Jacobi-Matrix die Zeilenmatrix [d, ) mult] = (y, z). Mit der Kettenregel
in mehreren Verinderlichen folgt dann

(f9)'(t) = [de(fog)]
= [dy@.gw) mult] o [di(f, 9)]
= (g), f() o (f'(t),g'(1)"
= g®)f'(t)+ f)g'(t)

Korollar 4.4.8. Seien A : R — M(nxm;R) und B : R — M(m x k; R) differen-
zierbare matrixwertige Funktionen. So ist auch das Produkt AB : t — A(t)B(t)
differenzierbar und die Geschwindigkeit (AB)' der Produktfunktion AB : R —
M(n x k;R) wird gegeben durch die Formel

(AB) = A'B + AB'

4.4.9. Das sollten Sie zur Ubung schon in Koordinaten nachgerechnet haben. Der
hier gegebene Beweis ist komplizierter und dient in erster Linie nicht der Herlei-
tung des Resultats, sondern vielmehr der Illustration unserer allgemeinen Regeln
durch ein iibersichtliches Beispiel. Man beachte jedoch auch, wie uniibersichtlich
dieses Beispiel wird, sobald wir versuchen, statt mit abstrakten Differentialen mit
Jacobi-Matrizen zu arbeiten.

Beweis. Die Matrixmultiplikation ist eine stetige bilineare Abbildung

Mult : M(n x m;R) x M(m x k;R) — M(n x k;R)
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und wir konnen AB schreiben als die Verkniipfung AB = Mult o(A, B). Mit der
Kettenregel und der Komponentenregel ergibt sich

dt(AB) = (d(A(t),B(t)) Mult) o (th, dtB)

Wenden wir diese lineare Abbildung R — M(n x k;R) an auf 1 € R, so erhalten
wir mit 4.4.5 wie gewiinscht

(AB)(t) = di(AB)(1)

= (da@),B@e) Mult)(A'(t), B'(t))
= A'(t)B(t)+ A(t)B'(t) O

Ubung 4.4.10. Sei inv : GL(n; R) — M(n x n;R) das Invertieren von Matrizen,
inv(X) = X!, Man zeige fiir das Differential des Invertierens bei der Einheits-
matrix [ die Formel d;inv : H — — H. Man zeige allgemeiner, dal das Differen-
tial dieser Abbildung am Punkt P in Verallgemeinerung der Ableitungsregel fiir
x +— 1/x gegeben wird durch

dpinv: M(n xn;R) — M(n x n;R)
H — —PlHP!

Hinweis: Man zeige erst, dafl inv differenzierbar ist. Dann nehme man in der
Gleichung inv(X)X = I auf beiden Seiten das Differential an der Stelle P.

Ubung 4.4.11. Gegeben ein Banachraum V bilden die invertierbaren Elemente
von B(V') eine offene Teilmenge und das Invertieren ist darauf differenzierbar
mit Differential dpinv : H — —P~'H P~'. Hinweis: Man beachte, daB fiir alle
Endomorphismen von V' der Norm < 1 gilt

(I-H)({I+H+H+H..)=1

wobei 10.5.9 und 10.5.11 die Konvergenz sicherstellen. Diese Ubung verallgemei-
nert die vorhergehende Ubung 4.4.10. Wir werden dies Resultat noch in 8.4.8 im
Zusammenhang mit Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen brauchen.

Ergiinzende Ubung 4.4.12. Sei B € M(n x n;R) fest. Das Differential der Ab-
bildung ¢ : GL(n;R) — M(n x n;R) gegeben durch A — ABA™! bei der
Einheitsmatrix ist die lineare Abbildung H — HB — BH.

Erginzende Ubung 4.4.13. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum
V und W C EndV ein Untervektorraum seines Endomorphismenraums, der aus
paarweise kommutierenden Abbildungen besteht, zeige man fiir das Differential
vonexp : W — EndV bei A € W die Formel dgexp = (-expA) : W —
End V. Idem fiir V' ein Banachraum und B(V) statt End V. Eine allgemeine For-
mel fiir das Differential von exp : End V' — End V wird in 5.1.15 diskutiert.
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Ergiinzende Ubung 4.4.14. Sei V ein Banachraum und A € B(V/) ein stetiger En-
domorphismus von V' der Norm ||A|| < 1. Man zeige, daf8 das formale Einsetzen
von A in die Taylorreihe von log(1 + z), als da heifit, die Reihe

gegen einen Endomorphismus B € B(V') konvergiert mit der Eigenschaft exp(B) =
I + A. Hinweis: Man berechne unter Verwendung von 4.4.13 die Ableitung der
Abbildung f : t + exp (tA — B2 4 42 ) und die Ableitung der Abbil-
dung t — f(t)(I +tA)~" und zeige, daB letztere Funktion konstant ist. Ein besser

verallgemeinerbares Argument findet man in ??.

4.5 Differenzierbarkeit iiber partielle Ableitungen

Proposition 4.5.1. Sei U @ R" eine offene Teilmenge und f : U — Y eine Abbil-
dung von U in einen normierten Raum Y. Existieren alle partiellen Ableitungen
und sind stetig als Abbildungen % :U — Y, so ist die Abbildung f differenzier-
bar.

Ergdnzung 4.5.2. Seien X, Y normierte reelle Rdume, A C X eine halboffene
Teilmenge und f : A — Y eine Abbildung. Genau dann heilit f stetig differen-
zierbar, wenn f differenzierbar ist und wenn zusitzlich die Abbildung p — d,, f
von A in den Raum der stetigen linearen Abbildungen B()Z' , }7) mit seiner Opera-
tornorm aus 9.9.27 stetig ist. Aus den Voraussetzungen der Proposition folgt mit
demselben Beweis unmittelbar, daf} f sogar stetig differenzierbar ist.

Erginzende Ubung 4.5.3. Eine stetige Funktion f : R? — R, deren simtliche
Richtungsableitungen iiberall existieren, die jedoch im Ursprung nicht total diffe-
renzierbar ist, kann man wie folgt erhalten: Man wihlt eine 27-periodische stetig
differenzierbare Funktion ¢ : R — R mit der Eigenschaft g(z + 7) = —g(x),
die nicht identisch Null ist, und setzt f(rcosf,rsinf) = rg(f) fir r > 0 und
f£(0,0) = 0. Dann hingen insbesondere die Richtungsableitungen am Ursprung
gar nicht linear vom Richtungsvektor ab.

Beweis. Es gilt, an jeder Stelle p € U die totale Differenzierbarkeit zu zeigen.
Indem wir zu f eine geeignete Konstante sowie eine geeignete lineare Abbildung
addieren, diirfen wir ohne Beschridnkung der Allgemeinheit annehmen, daf} gilt
f(p) = 0und g—i(p) = 0 Vi. Unter diesen zusitzlichen Annahmen miissen wir
nun zeigen, dal f total differenzierbar ist bei p mit Differential Null. Indem wir
vor f eine geeignete Verschiebung davorschalten, diirfen wir zusétzlich auch ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit p = 0 annehmen. Gegeben eine offene konvexe
Umgebung C' @ Y des Nullvektors von Y finden wir nun sicher § > 0 derart, daB
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ox;
daf dieser Ball ganz in U enthalten ist. Aus dem Schrankensatz 10.2.11 folgt fiir
|h| < ¢ schon f(hl,...,hi_l,hi,(),...,()) — f(hl,...7hi_1,0,0,...70) e h;C

und insgesamt

alle partiellen Ableitungen 2L auf dem Ball B(0; §) nur Werte in C' annehmen und

f(h) = f(h) = f(0) € (b + ...+ hn)C

und fiir A # 0 also f(h)/|h| € nC. Damit ergibt sich lim;_.o f(h)/|h| = 0 wie
gewiinscht. [

Korollar 4.5.4. Seien x4, ...,x, : R — R differenzierbare Abbildungen und sei

F : R™ — R stetig partiell differenzierbar. So ist die Abbildung t — F(x(t),...,z,(t))
differenzierbar und ihre Ableitung an der Stelle t = a wird unter Verwendung der
Abkiirzung x(t) = (z1(t), ..., z,(t)) gegeben durch die Formel

d oF dzq oF dz,
@ F(z(t) = a—xl(l’(a))g(a) ot o (2(a)) (@)

4.5.5. Natiirlich gilt die Aussage auch dann noch, wenn unsere Funktionen x; auf
einem echten Intervall / C R definiert sind und £ auf einer offenen Teilmenge
von R™, solange nur xz(t) stets im Definitionsbereich von F' liegt. Man schreibt
diese Formel meist etwas salopp in der Form

dFf  OF dwy - oF dz,
dt Oz dt 7 Oz, dt
Beweis. Wir betrachten x als eine Abbildung z : R — R". Nach Definition ist

4 }t:a F(x1(t),...,2,(t)) = (do(F ox))(1) der einzige Eintrag in der Matrix der
linearen Abbildung d,(F o x) : R — R. Mit der Kettenregel finden wir nun

do(Foz) = dyeF oder
= (%@(G))a---,&—i(x(a))) (%(a)),...,%(a)f
= 2(x(a)%(a) + ... + 2 (2(a)) % (a)

wobei in der vorletzten Zeile das Produkt einer Zeilenmatrix mit einer Spaltenma-
trix zu verstehen ist, wie der obere Index T andeutet. O

4.5.6. Fiir die Richtungsableitung (D, f)(p) einer differenzierbaren reellwertigen
Funktion f : R®™ — R am Punkt p in Richtung v erhalten wir speziell

(Do f)(p) = (dpf)(v) = ((grad f)(p), v)

Insbesondere wird die Richtungsableitung bei p in Richtung eines Vektors v der
Liange Eins maximal genau dann, wenn der Gradient von f ein nichtnegatives
Vielfaches von v ist.
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Ergiinzende Ubung 4.5.7. Man zeige, daB die komplexe Exponentialfunktion exp :
C — C differenzierbar ist mit Differential

d,exp=(expz)-:C—C

Ergiinzende Ubung 4.5.8. Man zeige, daB det : M(n x n; R) — R differenzierbar
ist, und daB das Differential der Abbildung det an der Einheitsmatrix I die Spur
tr ist, in Formeln

drdet = tr: M(n x n;R) = R

Fiir das Differential von det an einer beliebigen Stelle P zeige man die Formel
(dpdet)(H) = tr((det P)P~'H). Hier meint (det P)P~' den Wert bei P der
stetigen Fortsetzung der Abbildung P +— (det P)P~! vom Raum der invertierba-
ren Matrizen auf den Raum aller Matrizen alias die “adjungierte Matrix” P* aus
??. Hinweis: Man mag mit 4.4.6 arbeiten, oder auch mit partiellen Ableitungen.
Erinnerung: Die Spur einer Matrix ist die Summe der Eintréige auf der Diagonalen.

Ergiinzende Ubung 4.5.9. Jede stetig differenzierbare reellwertige Funktion auf
einer offenen Teilmenge der Hyperebene 0 x R"™ oder einer offenen Teilmenge
des Halbraums R<, x R"™ 148t sich zu einer stetig differenzierbaren Funktion auf
einer offenen Teilmenge des R™*! fortsetzen.

Ergiinzende Ubung 4.5.10 (Differential iiber partielle Ableitungen). Seien XY, Z
normierte Raume, U @ X sowie V' @ Y offene Teilmengenund f : U x V — Z
eine Abbildung. Wir betrachten fiir alle x € U die Einbettung j, : V — U x V
y +— (x,y) und fiir alle y € V die Einbettung i, : U — U x V, z — (x,y).
Existieren fiir alle p = (2,y) € U x V die Differentiale d,(f 0 i,) : X — Z
und d,(f o j,) : Y — Z und sind stetig als Funktionen U x V — B()Z', Z) bzw.
U xV — B(Y,Z), so ist die Abbildung f differenzierbar mit Differential

dpf = (0, w) = (da(f ©2y))(v) + (dy(f 0 5)) (w)

Hinweis: Man kopiere mutatis mutandis den Beweis von 4.5.1. Mutige mogen
umgekehrt 4.5.1 aus dem Ergebnis dieser Ubung ableiten durch vollstindige In-
duktion iiber n.

Erginzung 4.5.11. Oft werden auch partielle Ableitungen in grof3erer Allgemein-
heit verwendet als in unserer Definition 4.1.1. Sind genauer X1, ..., X, eindimen-

sionale reelle Rdume und ist £ ein normierter reeller Raumund U @ X;x...x X,
eine offene Teilmenge und f : U — E eine Abbildung, so bezeichnet

of
3@

auch das “Differential der Restriktion auf X; bei festen anderen Variablen”, eine
Abbildung g—i : U — Hom(X;, E). Unter der Identifikation des Richtungsraums

64



unseres Produkts X; x ... x X, mit dem Produkt der Richtungsrdume und des
Raums Homomorphismen von dort nach ~ mit dem Produkt der Homomorphis-

menrdaume haben wir dann
([ of of
= (_ axn)

(9x 1
Im Fall £ = R™ erhalten wir speziell wieder unsere Jacobi-Matrix als eine Zei-
lenmatrix von Spaltenvektoren.
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S Mehrfache Integrale und Ableitungen

Da es mir leichter fillt, die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge anschau-
lich zu begriinden als die Vertauschbarkeit von partiellen Ableitungen, bespreche
ich nun einige Grundtatsachen zur Integration von Funktionen mehrerer Verin-
derlicher.

5.1 Integration iiber kompakte Quader

Definition 5.1.1. Ein Produkt von n Intervallen in R™ nennen wir einen Quader.
Ist Q = [a1,b1] X ... X [a,,b,] C R™ ein nichtleerer kompakter Quader und
f @ — R stetig, so definieren wir das Integral von f iiber (), eine reelle Zahl
Jo [ € R, durch die Formel

/f:/Qf:/ajn (( :lf(:zcl,...,xn)dwl)...)dxn

5.1.2. Proposition 9.11.1 zeigt, da} in dieser Definition alle Integranden stetig
vom Integrationsparameter abhiingen, so daf alle unsere Integrale definiert sind.
Aus den Eigenschaften des Integrals von Funktionen einer reellen Verdnderlichen
folgt sofort [(f+g)=[f+[g, [(Af)=A[ffirAeRund f<g= [f<
| g, insbesondere auch | [ f| < [|f|. Bezeichnet volQ = (b — a1) ... (b, — ay)
das Volumen des Quaders (), so erhalten wir fiir eine konstante Funktion ¢ das
Integral fQ c=cvolQ.

5.1.3. Fiir n = 2 bedeutet | f anschaulich den Rauminhalt zwischen dem Gra-
phen der Funktion f und der xy-Ebene, wobei Rauminhalte unterhalb der zy-
Ebene negativ zu zédhlen sind. Diese Anschauung wird im folgenden formal ge-
rechtfertigt.

Erginzung 5.1.4. In derselben Weise erkldren wir von 1.3.3 und 1.3.9 ausgehend
auch das Integral einer stetigen Abbildung von einem kompakten Quader in einen
Banachraum. Es ist dann ein Vektor aus besagtem Banachraum, und die im Rest
dieses Abschnitts erkldrten Regeln gelten in diesem Fall entsprechend. Der Be-
weis der Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge muf allerdings umgeschrie-
ben werden, das mag eine gute Ubung abgeben.

Definition 5.1.5. Sei Q = [a,b] X [c,d] C R? ein nichtleerer kompakter zweidi-
mensionaler Quader alias ein Rechteck und f : () — R eine stetige Funktion.
Bezeichne vol @) = (b — a)(d — ¢) die Fldche von Q. Fiir r > 1 definieren wir
die r-te Riemannsumme S”(f) von f wie folgt: Wir betrachten die dquidistanten
Unterteilungen

a=aq <o <...<q,=0b
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c=c<c¢<...<c¢ =d

der Kanten unseres Rechtecks, erhalten eine Unterteilung unseres Rechtecks in 72
kleine Rechtecke Q; ; = [a;, a;+1] X [¢;, ¢;+1] mit Flicheninhalt (vol Q)/r?, und
setzen

r—1 ] r—1
S™(f) = Z f(%cj)w;—QQ =vol @ Z f(ai, cj)
4,j=0 4,j=0

Proposition 5.1.6. It Q C R? ein Rechteck und f : Q — R eine stetige Funkti-
on, so ist das Integral von f iiber () der Grenzwert unserer Riemannsummen, in

Formeln
/ f = lim S"(f)

Beweis. Wir definieren Unter- und Obersummen durch

r—1 r—1

S = Y Q) 52w 5 = Y s 1(Qu) 52

1,7=0 4,7=0

Bei den Untersummen lassen wir etwa auf unseren kleinen Quadern ); ; Tiirm-
chen hochwachsen, bis sie am Graphen unserer Funktion anstof3en, und bilden die
Summe der Volumina aller dieser Tiirmchen, und bei der Obersumme nehmen wir
entsprechend die kleinstmoglichen Tiirmchen, aus denen unsere Funktion nicht
mehr oben herausguckt. Nun behaupten wir die Ungleichungen

S'(f) < 5(f) < 5(f)

/f<ST

Die Ungleichungen der ersten Zeile sind offensichtlich. Um die Ungleichungen
der zweiten Zeile einzusehen, benutzen wir zunéchst die Regeln fiir Integrale einer
Verinderlichen und erkennen

vol Q vol Q

inf f(Q; ;) f < sup f(Qiy)

Qz]

Aus unseren Regeln fiir Integrale einer Verdnderlichen folgt zusitzlich auch noch
fQ f=2>1 0., /- Summieren wir dann alle unsere Ungleichungen fiir 0 <
1,7 < r—1, soergibt sich die zweite Zeile oben. Fiir alle ¢ > 0 gibt es nun wegen
der gleichmiBigen Stetigkeit unserer Funktion auf unserem kompakten Rechteck
ein ) = 0, > 0 mit

((,9) = (@y) <6 = [fle,m) = flzy)] <e
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Ist R = R. so groB, da} alle Kantenldngen unserer kleinen Rechtecke @); ; bei
dquidistanter Unterteilung in R Stiicke unter 4 sinken, so folgt aus » > R also
1S™(f) — S"(f)| < (vol Q)e und mit unseren beiden Zeilen von Ungleichungen
ergibt sich | [, f — S"(f)| < (vol@)e. Das zeigt [, f = lim, . S"(f) wie im
Satz behauptet. [

Korollar 5.1.7 (Vertauschen von partiellen Integrationen). Ist Q = [a,b] X
[c,d] C R? ein Rechteck und f : QQ — R stetig, so gilt

/cd (/abf(x’y) dx) dy = /ab (/Cdf(fﬂ,y) dy) da

Beweis. Beide Seiten sind der Grenzwert lim,._, S™(f) derselben Folge von Rie-
mannsummen. L

5.1.8. Den gemeinsamen Wert dieses Integrals notieren wir dann kiirzer auch
i) o /(. y) d(z, y) und benutzen analoge Notationen im Fall von noch mehr Ver-

dnderlichen. Steht dahingegen x fiir eine Verinderliche des R*, so benutzen wir
die Notation [ f(z)d*z.

5.1.9. Da das Differenzieren so in etwa der inverse Prozess zum Integrieren ist,
miissen mit den partiellen Integralen auch die partiellen Ableitungen sowie parti-
elle Ableitung und partielles Integral vertauschen. Diese Idee wird im Folgenden
ausgefiihrt.

Korollar 5.1.10 (Vertauschen von partiellen Ableitungen). Sei A @ R? eine
offene Teilmenge und f : A — R eine Funktion. Existiert die gemischte parti-
of

elle Ableitung a% (&) auf A und ist dort stetig und existiert dariiber hinaus die

partielle Ableifung g—i auf A, so existiert auch die umgekehrte gemischte partielle
Ableitung 6%(3—5) auf A und es gilt

o (0f\ 0 (0f

Oz (59) Oy (5w>
5.1.11. Eine mogliche anschauliche Interpretation dieses Korollars wird der Satz
iiber die Taylorentwicklung 5.2.1 geben: Geeignet differenzierbare reelle Funk-
tionen von zwei Variablen besitzen eben lokal an jeder Stelle eine “beste” Appro-
ximation durch ein Polynom vom Grad hochstens zwei, also durch eine Funktion
der Form a+ bx + cy + dx? + ey® + hay, und die gemischte partielle Ableitung un-

serer Funktion an besagter Stelle ist dann genau der Koeffizient i des “gemischten
Terms”.

69



Beispiel 5.1.12. Die Funktion f(x,y) = zy(z* — y*)/(2* + y?) kann durch
f(0,0) = 0 stetig auf ganz R? fortgesetzt werden und ist iiberall zweimal par-
tiell differenzierbar, aber ihre beiden gemischten partiellen Ableitungen stimmen
im Ursprung nicht tiberein. Das zeigt, dall unsere Forderung der Stetigkeit an eine
gemischte partielle Ableitung im vorhergehenden Korollar 5.1.10 auch notwendig
1st.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei A ein offenes Rechteck. Wir
verwenden fiir die partiellen Ableitungen nach der ersten bzw. zweiten Variablen
die Abkiirzungen f, und f, und schreiben f,, = (f,), fiir die gemischte partielle
Ableitung “erst nach x, dann nach y”. Gegeben (a, ¢) € A beliebig aber fest finden
wir

faxfcyfwy(57t)dtd5 = faxfx(S,y)—fm(s,c)ds
= f(:lf,y) _.f(x?C) —f(aay)—i-f(am)

Ich bin nicht gliicklich, dal die Symbole x und y hier sowohl als Integrationsgren-
zen als auch als Anzeiger fiir zu bildende partielle Ableitungen vorkommen, aber
ich fiirchte, eine alternative Notation wie etwa f1, fa, fi2, fo1 statt fo, fy, fay, fya
wire wieder in anderer Weise verwirrend. Jetzt vertauschen wir vorne die Integra-
tionsreihenfolge, bringen hinten die drei letzten Summanden auf die andere Seite
und erhalten

(/Cy /: fay(s,1) dsdt) + fz,¢) + fa,y) — fla,¢) = f(z,y)

Die linke Seite ist hier ganz offensichtlich partiell differenzierbar erst nach y und
dann nach x und ihre gemischte partielle Ableitung ergibt sich zu f,, wie ge-
wiinscht. O

Korollar 5.1.13 (Differenzieren unter dem Integral). Sei [a,b] C R ein kom-
paktes Intervall, I C R halboffen und f : J[a,b] x I — R,
(x,y) — f(x,y) stetig mit stetiger partieller Ableitung nach der zweiten Va-
riablen. So ist die Funktion y — fj f(z,y) dz differenzierbar und man darf die
Integration iiber die erste Variable mit der partiellen Ableitung nach der zweiten
Variablen vertauschen, in Formeln

d—j (/abf(x,y)dﬂﬂ) Z/ab%(f’f’y) dz

5.1.14. Einen allgemeineren Satz zum Differenzieren unter dem Integral werden
sie im Rahmen der Lebesgue’schen Integrationstheorie in Ubung 9.5.14 herleiten.
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei / ein echtes Intervall. Wir
wihlen ¢ € [ beliebig und finden

/ab/cyfy(x,t)dtdm = /abf(m,y) — f(z,c)dz

Vertauschen wir vorne die Integrationsreihenfolge und bringen den letzten Sum-
manden auf die andere Seite, so ergibt sich

/cy/abfy(x,t)dxdt—/abf(ﬂfac)dx:/abf(x’wdx

Die linke Seite ist aber offensichtlich partiell differenzierbar nach y mit Ableitung
b
[ fy(z,t) da. O

Ergiinzende Ubung 5.1.15. Gegeben ein Vektorraum V und A € End V erklirt
man die lineare Abbildung ad A : End V' — End V durch die Vorschrift ad A :
B +— (AB — BA). Man zeige, daf fiir V' endlichdimensional und reell das Dif-
ferential von exp : EndV — EndV bei A € EndV gegeben wird durch die

Formel
exp(ad A) — 1
ad A
Beim letzten Faktor ist gemeint, daB ad A in die Potenzreihe ) ., 2"/(v+1)! der

Funktion (exp(z) — 1)/ eingesetzt werden soll. Hinweis: Man wende 9°/0s0t =
0% /0tds an auf exp(s(A + tB)) exp(—sA), setze t = 0 und integriere iiber s.

daexp = (-expA)o (

5.2 Taylorentwicklung in mehreren Verinderlichen

Satz 5.2.1 (Taylorentwicklung in zwei Verinderlichen). Sei A G R? eine offene
Teilmenge, die den Nullpunkt enthdilt, und sei f : A — R eine d-mal stetig partiell
differenzierbare Funktion. So gibt es genau ein Polynom in zwei Verdnderlichen
P(x,y) = 3 i1 j<q Cijt'y’ vom Grad < d derart, dafs gilt

_p
(@,5)—(0,0) (2, y)]

=0

und die Koeffizienten c; ; dieses Polynoms P werden gegeben durch die Formel

1oy (0,0)
T By
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5.2.2. Ist f(z,y) = 3, aia'y’ selbst eine Polynomfunktion, so erkennt man
leicht, daf gilt
1 ai-l—jf
=L (0,0
%5 = i riag )
In diesem Fall liefert unsere Formel also P(z,y) = > |
sofort, daf} dieses P die geforderte Eigenschaft hat.

i+j<d %"y’ und man sieht
5.2.3. Um unseren Satz auch in mehr als zwei Veridnderlichen tibersichtlich for-

mulieren zu konnen, fithren wir neue Notationen ein. Gegeben ein Multiindex
a=(o,...,q,) € N* definieren wir

la] = o +...+a,
ol = aql.. .,

« I aq Qp
x = .l
vf = oly

Pa 041 P «@
Oz, "...0xp"

wobei wir fiir die letzte Notation annehmen, dal f eine |«|-mal stetig partiell
differenzierbare Funktion von A @ R™ nach R ist, so da} es insbesondere beim
partiellen Ableiten nicht auf die Reihenfolge ankommt.

5.2.4. Unter einem Polynom in mehreren Verinderlichen x, zo, ..., x, mit re-
ellen Koeffizienten versteht man eine “endliche formale Summe” der Gestalt

E Cor® = E Cortay? L anm

« «

wobei die Summe iiber alle Multiindizes o € N" laufen soll und alle Koeffizienten
co reelle Zahlen sind, die dariiber hinaus fast alle verschwinden miissen, da wir ja
salopp gesprochen nur endliche formale Summen zulassen wollen. Mit dem Grad
oder genauer dem Totalgrad eines Polynoms in mehreren Verdnderlichen meint
man sup{|a| | ¢, # 0}. Das Nullpolynom hat also den Grad —oo, konstante
Polynome haben den Grad Null und

2hP — Py + 32202
ist ein Polynom in den drei Veridnderlichen x,y, 2 vom Grad 7. Wir werden in
5.2.7 zeigen, dal} verschiedene polynomiale Ausdriicke auch verschiedene Funk-
tionen liefern, so da} wir im Fall reeller Koeffizienten nicht so genau zu hinterfra-
gen brauchen, was wir unter solch einem “formalen Ausdruck™ eigentlich genau
verstehen wollen. Den Fall beliebiger Koeffizienten diskutieren wir in ?? im Fall
einer Variablen und in ?? im allgemeinen.
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Satz 5.2.5 (Taylorentwicklung). Sei A G R" offen, f : A — R eine d-mal stetig
partiell differenzierbare Funktion, und p € A ein Punkt. So gibt es genau ein
Polynom P vom Grad <d mit

f(p+h) = P(h) +[h]|"e(h)

fiir eine Funktion € mit lim,_oe(h) = 0, und dieses Polynom wird gegeben durch
die Formel oo
P(h) _ Z ( f) (p) X

al
|| <d

5.2.6. Dieser Satz ist deutlich schwécher als unsere verschiedenen Versionen im
Fall einer Variablen in 8.2.2 folgende. Ich denke jedoch, daf} an dieser Stelle gro-
Bere Allgemeinheit den Aufwand nicht wert ist, den ich auch in einer Variablen
nur getrieben habe, um den Aspekt der “Verallgemeinerung der Ableitung durch
die Taylorentwicklung” herauszuarbeiten. In 8.4.12 deuten wir an, wie der vor-
hergehende Satz koordinatenfrei formuliert werden konnte.

Beweis. Wir beginnen mit dem Nachweis der Eindeutigkeit und zeigen dazu das
folgende

Lemma 5.2.7. Sei R ein Polynom in n Verdinderlichen mit reellen Koeffizienten
vom Grad < d. Gilt limy,_o R(h)/|h|? = 0, so folgt R = 0.

Beweis. Wir zeigen das durch Widerspruch. Wire R # 0, so géibe es v # 0 mit
R(v) # 0,und t — R(tv) wire ein von Null verschiedenes Polynom in einer
Verinderlichen ¢ € R vom Grad < d mit lim; .o R(tv)/|t|* = 0. Wir wissen aber
schon nach 6.3.23, daf} es solch ein Polynom in einer Variablen nicht gibt. [

Aus unserem Lemma folgt sofort die Eindeutigkeit von P, denn ist P ein anderes
mogliches Approximationspolynom, so konnen wir das Lemma auf R = P — P
anwenden. Um die Existenz der Taylorentwicklung nachzuweisen, nehmen wir
ein h € R™, das so klein ist, daB sogar das ganze Geradensegment [p,p + h| =
{p+th |t e€]|0,1]} in A enthalten ist, und betrachten die Taylorentwicklung der
Funktion g = ¢ : [0,1] — R, ¢t — f(p + th). Wir behaupten zunichst, daB die
hoheren Ableitungen von g gegeben werden durch

|
W) (1) — Yoo «
g () =>" = (0% ) +th) h
|a|=v
In der Tat gilt nach der Kettenregel in mehreren Verinderlichen 4.5.4 schon mal

=2 A .
g(t)—axl(erth) h1+...+axn(p+th) B
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und wir folgern induktiv

o' f
() = E ’ - J s .
g (t) A 8%1 o 8$il, (p + th) hu T hw

1500y Ty

wobei die Summe iiber alle moglichen v-Tupel aus {1, ...,n} laufen soll. Nach
dem anschlieBenden Lemma 5.2.8 gibt es aber genau v!/a! Moglichkeiten, ein
v-Tupel (iy,...,1,) € {1,...,n}” so zu wihlen, daB unter den 4, ...,1, jedes
J genau oj;-mal vorkommt. Fassen wir also gleiche Summanden zusammen, so
ergibt sich die behauptete Formel fiir die v-te Ableitung ¢*) von g. Jetzt schreiben
wir zur Funktion ¢(t) die Taylorreihe mit der Lagrange’schen Form des Restglieds
8.2.5 um den Entwicklungspunkt ¢ = 0 hin und erhalten an der Stelle { = 1 mit
einer kleinen Umformulierung die Gleichung

*f)(P) , 9*f)(p+ &h) — (0°F) (), o
joj<d " jal=d '
fiir geeignetes &, € (0,1). Es reicht also, wenn wir fiir |a| = d zeigen, daf} gilt
limy, o (0*f)(p+&nh) — (0° f)(p) = 0, und das folgt sofort aus der Stetigkeit der
partiellen Ableitungen. 0

Lemma 5.2.8. Seien o, ...,a, € N gegeben und sei v = oy + ... + «, ihre
Summe. So gibt es genau v!/oy! ... «,! Abbildungen von einer Menge X mit v
Elementen nach {1,...,n} derart, daf$ der Wert j jeweils genau oj-mal ange-
nommen wird.

Beispiel 5.2.9. Wollen wir 10 nummerierte Bille so anmalen, dafl 5 Bille blau,
3 Bille rot und 2 Bille gelb werden, so gibt es dafiir also 10!/(5!312!) = 2520
Moglichkeiten.

Beweis. Es gibt genau v! Moglichkeiten, unsere Menge X anzuordnen. Jede die-
ser Moglichkeiten liefert eine Abbildung ¢ wie folgt: Wir bilden die ersten oy
Zahlen auf 1 ab, die nichsten o, Zahlen auf 2, und so weiter, bis wir zum Schluf}
die letzten «y,, Zahlen auf n abbilden. So erhalten wir nur Abbildungen der ge-
wiinschten Form, genauer erhalten wir so jede der gewiinschten Abbildungen ge-
nau (! - -+ ay,!)-mal. Das Lemma ist bewiesen. O

5.3 Rechnen mit Approximationen

Definition 5.3.1. Eine Abbildung P : R" — R™ heiit polynomial oder auch
regulir genau dann, wenn sie die Gestalt P = (P, ..., P,,) hat, fiir geeignete
Polynome P, ..., P, in n Verinderlichen. Haben alle unsere P; Grad < d, so
sagen wir auch, die polynomiale Abbildung P habe Grad < d.
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Definition 5.3.2. Seien f,g : D — R™ zwei auf einer Teilmenge D C R”
definierte Abbildungen. Sei p € D ein Punkt und d € N eine natiirliche Zahl.
Wir sagen, f und g stimmen bei p iiberein bis zur Ordnung d und schreiben

f~tyg

genau dann, wenn gilt f(p + h) — g(p + h) = |h|%(h) fiir eine Funktion ¢, die
stetig ist bei h = 0 mit Funktionswert £(0) = 0.

5.3.3. Ist p € D ein Haufungspunkt von D, so kdnnen wir das umschreiben zur
Forderung, daf gilt f(p) = g(p) und

1o 1) — g(@)
2 Jo = pl

=0

5.3.4. Natiirlich stimmen zwei R™-wertige Funktionen bis zu einer gewissen Ord-
nung iiberein genau dann, wenn alle ihre Komponenten bis zu der entsprechen-
den Ordnung iibereinstimmen. Schreiben wir also f = (fi,..., fn) und g =
(g1, -+, 9m), so gilt
Fsg = (i~ 95 Vi)

Offensichtlich folgt auch aus f ~¢ g und g ~% h schon f ~¢ h. Sind weiter
P,Q : R" — R™ polynomiale Abbildungen vom Grad < d und ist D @ R”
offen, so folgt aus P Ng () schon P = ().

5.3.5. Der Satz iiber die Taylorentwicklung 5.2.5 liefert uns fiir d-mal stetig par-
tiell differenzierbares f die eindeutig bestimmte polynomiale Abbildung PP vom
Grad < d mit P Ng f- Genauer besagt unser Satz, daf diese polynomiale Abbil-
dung P = (P4, ..., P,,) charakterisiert wird dadurch, daf} die partiellen Ableitun-
gen der Polynome P; bis zur Ordnung d bei p denselben Wert annehmen wie die
entsprechenden partiellen Ableitungen der Funktionen f;.

Satz 5.3.6 (Rechnen mit Approximationen). Seien D C R", E C R™ Teilmen-
genund f : D — R™, g : E — R! Abbildungen mit f(D) C E. Gegebenp € D
und polynomiale Abbildungen P, () mit f Ng Pund g Nfc(p) Q folgt

gof Ni QoP

5.3.7. Im Fall d = 0 bedeutet das schlicht die Stetigkeit der Verkniipfung. Im
Fall d = 1 ist die Aussage des Satzes dquivalent zur Kettenregel in mehreren
Verinderlichen.

Beweis. Wir beginnen mit einem Lemma.
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Lemma 5.3.8. Seien D C R" eine Teilmenge und fi, fo : D — R Funktionen.
Gegeben p € D und Polynome P, P, mit f; Ng P; folgt

f1+f2N§P1+P2 und f1f2NZP1P2

5.3.9. Dies Lemma besteht in der Tat aus zwei Spezialfillen des Satzes, man kann
nimlich die Addition (+) : R* — R betrachten und rechnen f; + fo = (+) o
(f1, f2) ~% (+) o (P1,P,) = Py + P, und ihnlich fiir die Multiplikation. Wir
brauchen jedoch einen unabhingigen Beweis, damit wir das Lemma beim Beweis

des Satzes verwenden dirfen.

Beweis. Dem Leser iiberlassen. Statt F; polynomial reicht es auch, P; stetig bei p
anzunehmen. U

Wir zeigen nun zunichst g o f Ng (o funddann Qo f Ng Q) o P. Fiir die erste
Ausage schreiben wir g(y) = Q(y) + |y — f(p)|?e(y — f(p)) und erhalten durch
Einsetzen von y = f(x) und Erweitern des rechtesten Terms

(95 F)&) = (@0 f)(x) + |z — p|? [(M) (/@) - f(p))]

[z — p|

fiir alle x # p. Falls d > 1 stimmt f bei p bis mindestens zur Ordnung 1 iiberein
mit der polynomialen Abbildung P, folglich ist f differenzierbar bei p, die vordere
Klammer in den eckigen Klammern bleibt beschrinkt fiir fiir + — p und der
Ausdruck in eckigen Klammern strebt fiir x — p gegen Null. Falls d = 0 stimmt
f bei p bis zur Ordnung 0 iiberein mit dem Polynom P, also ist f zumindest stetig
bei p und der Ausdruck in eckigen Klammern strebt fiir + — p wieder gegen Null.
Wir miissen also nur noch fiir jede polynomiale Abbildung () zeigen

Qof~yQoP

Es reicht sicher, das im Fall [ = 1 zu zeigen, also fiir () ein Polynom, und in
diesem Fall folgt die Aussage sofort aus dem vorhergehenden Lemma 5.3.8. [

Beispiel 5.3.10. Wollen wir fiir die Funktion f(x,y) = sin(ze¥) die partielle

Ableitung % im Nullpunkt bestimmen, so benutzen wir unseren Satz 5.3.6

und rechnen ,
: _ t
sint = —§+
2
(— zy~
re! = vH+ry+ 45+ ...

2 3
, B o?
sin(we’) = z+ay+ - -5+ ..

und die gesuchte partielle Ableitung bei z = y = 0 ergibt sich mit der Taylorreihe
zu 1.
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Ubung 5.3.11. Eine Potenzreihe in mehreren Verinderlichen, die an allen Stel-
len einer offenen Menge punktweise absolut konvergiert, stellt auf dieser offenen
Menge eine beliebig oft partiell differenzierbare Funktion dar.

5.4 Maxima und Minima in mehreren Verinderlichen

Definition 5.4.1. Sei A ein metrischer Raum, f : A — Reine Funktionundp € A
ein Punkt. Wir sagen, f hat bei p ein lokales Minimum (bzw. Maximum) genau
dann, wenn gilt f(x) > f(p) (bzw. f(z) < f(p)) fir alle z in einer hinreichend
kleinen Umgebung von p. Wir sagen, f hat bei p ein isoliertes lokales Minimum
(bzw. Maximum) genau dann, wenn gilt f(z) > f(p) (bzw. f(z) < f(p)) fir alle
von p verschiedenen z in einer hinreichend kleinen Umgebung von p.

Proposition 5.4.2. Sei A @ R"” offen, f : A — R differenzierbar und p € A ein
Punkt. Besitzt | bei p ein lokales Minimum oder Maximum, so gilt %(p) = 0 fiir
alle 1.

5.4.3. Die Bedingung, A sei offen, ist in diesem Zusammenhang wesentlich, wie
wir bereits im Fall einer Verdnderlichen in 7.3.3 diskutiert haben.

Beweis. Fiir beliebiges ¢ und hinreichend kleines € > 0 betrachten wir das para-
metrisierte Geradensegment g : (—&,¢) — A, t — p + te; . Natiirlich muf auch
fog:(—e,¢e) — Rein lokales Minimum oder Maximum bei ¢ = 0 haben, also
gilt (f 0 9)'(0) = 3£ (p) = 0. m
Definition 5.4.4. Sei A @ R" eine offene Teilmenge und f : A — R eine reell-
wertige Funktion. Verschwinden alle ersten partiellen Ableitungen unserer Funk-
tion an einer Stelle p € A, so sagt man, die Funktion habe bei p eine Kritische
Stelle. Ist allgemeiner A eine halboffene Teilmenge eines normierten reellen Vek-
torraums und f : A — R eine reellwertige Funktion und verschwindet ihr Dif-
ferential an einem Punkt p € A, in Formeln d,f = 0, so sagt man auch, die
Funktion habe bei p eine kritische Stelle.

Ubung 5.4.5. Sei V ein normierter Raum, A @ V offen, f : A — R differenzier-
bar und p € A ein Punkt. Besitzt f bei p ein lokales Minimum oder Maximum, so
folgt d, f = 0.

Beispiel 5.4.6. Gegeben drei Punkte p, ¢, € R? suchen wir die Punkte z € R?,
fiir die die Summe der Abstinde
S(@) = |z —pll + [z —qll + |l — ||

kleinstmoglich wird. Sicher gilt limjj,| . S(2) = oo, folglich existiert ein Kom-
paktum K C R? mit
inf S(z) = inf S(z)

r€R2 zeK
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Die Summe der Abstinde zu drei vorgegebenen Punkten, die nicht auf einer
Gerade liegen und ein Dreieck bilden, in dem kein Winkel grosergleich 120° ist,
wird minimal an der Stelle, an der die Halbgeraden zu den Ecken jeweils den
Winkel 120° einschlieBen. Ist dahingegen ein Winkel grosergleich 120°, so liegt
das Minimum bei der fraglichen Ecke selbst.

78



und damit nimmt unsere Funktion nach 9.7.11 ihr Infimum auch wirklich als
Funktionswert an. Unsere Funktion ist auf R?\{p, ¢, r} stetig differenzierbar und
ihr Gradient bei x ergibt sich nach kurzer Rechnung zu

xr—q x—r

xr—p
grad S)(z) =
(Erad $)@) = =l " e =all T Te =1

Fiir das Minimum kommen nach unseren Erkenntnissen nur unsere drei Punkte
p, ¢, sowie die Nullstellen des Gradienten in Frage. Die weiteren Uberlegungen
fiihren wir nicht mehr in formaler Strenge durch, da das von unseren formalen
Kenntnissen ausgehend einen unangemessenen Aufwand bedeuten wiirde. An-
schaulich scheint es mir klar, daf3 unser Gradient nur dann verschwinden kann,
wenn nicht alle drei Punkte p, ¢, r auf einer Geraden liegen und = im Inneren der
zugehorigen Dreiecksflache alias ihrer konvexen Hiille liegt und wenn die drei
Vektoren x — p, + — q und = — r jeweils einen Winkel von 120° alias 27 /3 ein-
schlieBen. Das ist fiir einen Punkt im Innern der Dreiecksfliche jedoch nur dann
moglich, wenn jeder der Winkel unseres Ausgangsdreiecks kleiner ist als 120°.
Nur unter den Voraussetzungen, da3 unsere drei Punkte p, ¢, 7 nicht auf einer Ge-
raden liegen und jeder der Winkel des Dreiecks mit den Ecken p, ¢, r kleiner ist als
120°, kann also das Minimum auBerhalb der drei Punkte {p, ¢,r} angenommen
werden. Sind sie erfiillt, so kann das Minimum hinwiederum nicht an einem die-
ser Punkte angenommen werden, da der Wert von S(x) dann abnimmt, wenn wir
auf einer Winkelhalbierenden ins Dreieck hineinlaufen, wie man etwa an unserer
Beschreibung des Gradienten sehen kann. Folglich muf3 dann das Minimum bei
der kritischen Stelle angenommen werden, die eben dadurch charakterisiert ist,
daf die Vektoren x — p, x — q und = — r jeweils einen Winkel von 120° = 27/3
einschliefen.

5.4.7. Um eine hinreichende Bedingung fiir ein lokales Minimum oder Maximum
zu erhalten, miissen wir wie im Fall einer Verédnderlichen die zweiten Ableitungen
untersuchen. Am Beispiel der Funktionen (z,y) — 22 + y* bzw. 2% bzw. 2? — 1/°
kann man sehen, was lokal um (0, 0) € R? so alles passieren kann. Wir betrachten
nun allgemeiner eine beliebige quadratische Form ¢(z1,...,x,) = > a;jx;z;
mit a;; € R wie in 2?.

Definition 5.4.8. Eine quadratische Form ¢ : R” — R heif3t

positiv definit genau dann, wenn gilt ¢(z) >0 Vz # 0;
positiv semidefinit genau dann, wenn gilt ¢(z) >0 Vu;
negativ definit genau dann, wenn gilt ¢(z) <0 Vz #0;
positiv semidefinit genau dann, wenn gilt ¢(z) <0 Va;
indefinit genau dann, wenn gilt es gi bt z,y € R™" mit
q(z) >0, q(y) <0.
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5.4.9. Wir werden nachher erkldren, wie man fiir eine gegebene quadratische
Form entscheiden kann, welche Definitheitseigenschaften sie hat. Zunéchst dis-
kutieren wir jedoch, inwieweit diese Eigenschaften fiir den quadratischen Ap-
proximationsterm das lokale Verhalten einer Funktion an einer kritischen Stelle
bestimmen.

Satz 5.4.10 (Maxima und Minima in mehreren Verinderlichen). Sei A ¢ R"
offen, f : A — R zweimal stetig partiell differenzierbar und p € A eine kritische
Stelle. Wir bilden zu unserer Funktion die quadratische Form

die also gerade aus den quadratischen Termen der Taylorreihe besteht.

1. Ist unsere quadratische Form q positiv definit, so hat | bei p ein isoliertes
lokales Minimum.

2. Ist unsere quadratische Form q negativ definit, so hat f bei p ein isoliertes
lokales Maximum.

3. Ist unsere quadratische Form q indefinit, so hat f bei p weder ein lokales
Minimum noch ein lokales Maximum.

5.4.11. Der Faktor 1/2 stand in der Taylorformel nur vor den reinen und nicht
vor den gemischten doppelten partiellen Ableitungen. In der im Satz gegebenen
Darstellung erstreckt sich die Summe dafiir {iber alle 7, j und nicht nur iiber ¢+ < j.
Man beachte, dafl der Satz keine Aussage fiir die semidefiniten Félle macht, in
Verallgemeinerung der Tatsache, da3 man auch fiir Funktionen einer Verédnderli-
chen bei Verschwinden der ersten und zweiten Ableitung an einer vorgegebenen
Stelle ohne weitere Informationen noch nichts iiber Maxima oder Minima aussa-
gen kann.

Beweis. Aus unseren Annahmen folgt mit der Taylor-Formel

fp+h) = f(p)+q(h) +e(h)|h|?

fiir eine Funktion € mit lim;,_,oe(h) = 0. Wir behandeln nun als erstes den Fall
q positiv definit. Sei a das Minimum nach 9.7.11 von ¢ auf der Oberfliche des
Einheitswiirfels, a = inf{q(h) | |h| = 1}. Aus unserer Annahme folgt a > 0.
Offensichtlich gilt ¢(h) > a|h|? fiir alle h € R™. Wegen lim, .o e(h) = 0 finden
wir § > 0 derart, daB aus |h| < ¢ folgt |e(h)| < a/2. Damit ergibt sich fiir |h| < ¢
aber

fp+h) = f(p) + (a/2)|n]*
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und f hat in der Tat ein isoliertes lokales Minimum. Ist ¢ negativ definit, so ar-
gumentieren wir entsprechend. Ist ¢ indefinit, so finden wir zwei Geraden durch
Null derart, da3 die Einschrinkung von ¢ auf diese Geraden auBBerhalb des Null-
punkts positiv bzw. negativ ist. Dann muf} aber die Restriktion von f auf die erste
Gerade ein isoliertes lokales Minimum haben bei p, und auf der zweiten Geraden
ein isoliertes lokales Maximum. Folglich hat f bei p weder ein lokales Maximum
noch ein lokales Minimum. ]

Ubung 5.4.12. Man zeige in der Situation des Satzes: Ist ¢ positiv semidefinit und
verschieden von Null, so kann f bei p kein lokales Maximum haben.

5.4.13. Jeder quadratischen Form q(z1,...,x,) = > /;_, aj;v;x; ordnen wir die
symmetrische Matrix M (¢) zu mit Eintrdgen (a;; +a;;)/2. Nach den Definitionen
hat die quadratische Form ¢ eine gewisse Definitheit im Sinne unserer Definition
5.4.8 genau dann, wenn ihre Matrix die entsprechende Definitheit hat im Sinne
der linearen Algebra.

Definition 5.4.14. Die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen, die zum Dop-
pelten der quadratischen Form ¢ aus unserem Satz gehort, heilit die Hesse-Matrix

H(f) von f,in Formeln
0? "
H(J) = (81’3];)

ij=1

Korollar 5.4.15 (Maxima, Minima und Hesse-Matrix). Sei A G R" offen, f :
A — R zweimal stetig partiell differenzierbar und p € A ein kritischer Punkt.

1. Ist die Hesse-Matrix von f bei p positiv definit, so hat | bei p ein isoliertes
lokales Minimum.

2. Ist die Hesse-Matrix von f bei p negativ definit, ein isoliertes lokales Maxi-
mum.

3. Ist die Hesse-Matrix von f bei p indefinit, so hat f bei p weder ein lokales
Minimum noch ein lokales Maximum.

Beweis. Das ist nur eine Umformulierung von Satz 5.4.10. [

5.4.16. Um die Definitheitseigenschaften einer symmetrischen quadratischen Ma-
trix zu bestimmen, bringt man sie am einfachsten durch Basiswechsel in Diago-
nalgestalt, wie im Beweis von ?? erklirt. Bei kleineren Matrizen kann auch das
Hurwitz-Kriterium ?? ein guter Trick sein: Danach ist eine symmetrische (n X n)-
Matrix positiv definit genau dann, wenn fiir alle £ < n die quadratische Unterma-
trix, die man erhélt durch Wegstreichen der letzten k& Spalten und der untersten &
Zeilen, eine positive Determinante hat.
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6 Wegintegrale

6.1 Vektorfelder und Kovektorfelder

6.1.1. Unter einem reellen Raum verstehen wir wie in 9.9.1 einen affinen Raum
tiber dem Korper der reellen Zahlen. Zu jedem reellen Vektorraum V' bilden wir,
wie in der linearen Algebra in ?? folgende ausfiihrlich diskutiert und erliutert,
seinen Dualraum V* = Homg(V, R).

Definition 6.1.2. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X eine
halboffene Teilmenge. Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung

P

A: U

—
p'—)

N

P

von U in den Richtungsraum X von X. Wir schreiben im Zusammenhang mit
Differentialgleichungen statt A, auch A(p). Die Notation A, dahingegen ist prak-
tisch, wenn wir unsere Vektorfelder wie in 6.1.13 auf Funktionen anwenden wol-
len. In der physikalischen Terminologie heilen Vektorfelder kontravariant aus
Griinden, die in 6.1.15 noch diskutiert werden.

Erginzung 6.1.3. Sicherlich konnte man diese Definition auch allgemeiner fiir
beliebige Teilmengen U vereinbaren. Das fiihrt jedoch auf die Schwierigkeit, dafl
wir etwa ein Vektorfeld auf einer Kreislinie spéter werden verstehen wollen als ei-
ne Abbildung, die jedem Punkt der Kreislinie in der Ebene einen Tangentialvektor
an besagte Kreislinie an besagtem Punkt zuordnet und nicht einfach irgendeinen
Richtungsvektor der Ebene. Da3 wir uns an dieser Stelle auf halboffene Teilmen-
gen U beschrinken, dient einzig und allein dem Zweck, derartige begriffliche In-
konsistenzen zu vermeiden.

Definition 6.1.4. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X eine
halboffene Teilmenge. Ein Kovektorfeld auf U ist eine Abbildung

w: U — X~

p — (,dp

von U in den Dualraum X* des Richtungsraums von X. Wir schreiben hier w,
statt w(p), damit w,(v) € R den Wert der Linearform w, auf einem Vektor v € X
bezeichnen kann. Ein Kovektorfeld nennt man auch eine Pfaff’sche Form oder
eine Differentialform erster Ordnung oder eine 1-Form. In der physikalischen
Terminologie heilen Kovektorfelder kovariant aus Griinden, die in 6.1.15 noch
diskutiert werden.
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Graphische Darstellung eines Vektorfelds auf der Papierebene, das in geeigneten
Koordinaten in der Notation von 6.1.14 durch die Formel

(96/\/9'32 + yQ) 0 + (y/\/fﬂz + 92) Oy
gegeben wiirde. Hier haben wir zu ausgewihlten Punkten den ihnen

zugeordneten Richtungsvektor als Pfeil von besagtem Punkt zu dem um diesen
Richtungsvektor verschobenen Punkt dargestellt.
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Versuch der graphischen Darstellung eines Kovektorfelds auf der Papierebene,
das in geeigneten Koordinaten in der Notation 6.1.10 durch die Formel

rdy

gegeben wiirde. Hier haben wir zu ausgewdhlten fett eingezeichneten Punkten
den ihnen zugeordneten Kovektor dargestellt durch eine gestrichelte Linie, die
jeweils einen Teil der Geraden zeigt, deren Punkte vom jeweiligen fetten Punkt
durch einen Richtungsvektor erreicht werden konnen, auf dem der dem jeweilige
Kovektor den Wert 1 annimmt. Die eingezeichneten Faden deuten an, welche
gestrichelte Linie jeweils zu welchem fetten Punkt gehort. Je weiter die
gestrichelte Linie von ihrem fetten Punkt entfernt ist, desto kleiner ist also unser
Kovektor, zum Beispiel bedeutet der doppelte Abstand den halben Kovektor.
Fette Punkte ganz ohne gestrichelte Linie stehen fiir den Wert Null unseres
Kovektorfelds an besagter Stelle. DaB3 eine gestrichelte Linie durch “ihren” fetten
Punkt geht, ist nicht zuldssig. Man mag versuchen, in diesem Bild auch noch das
Vektorfeld (x,y) — (1, z) oder in der Notation aus 6.1.14 geschrieben 0, + x0,
einzuzeichnen und anschaulich zu verstehen, daf3 as Einsetzen im Sinne von
6.1.7 dieses Vektorfelds in unser Kovektorfeld auch tatsdchlich die Funktion
(x,y) — z? liefert.
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Beispiel 6.1.5. Ein Kovektorfeld auf der Zeitachse T aus ?? konnen wir uns in
der in ?? noch genauer erklidrten Weise denken als eine Vorschrift, die jedem
Zeitpunkt eine Frequenz oder, vielleicht noch besser, eine Drehgeschwindigkeit
zuordnet.

6.1.6. Wir addieren Vektorfelder und auch Kovektorfelder punktweise, die Sum-
me w + 7 zweier Kovektorfelder ist also erklért durch (w + ), = w, + 1,, wobei
letzteres Summenzeichen die Addition in X* meint. Wir multiplizieren Vektor-
felder und auch Kovektorfelder mit Funktionen f : U — R, indem wir setzen
(fA)p = f(p)Ap bzw. (fw), = f(p)wp.

6.1.7. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X eine halboffene
Teilmenge. Ist A : U — X ein Vektorfeld und w : U — X* ein Kovektor-
feld, so konnen wir auch das Vektorfeld A in das Kovektorfeld w einsetzen oder,
vielleicht besser gesagt, das Kovektorfeld w auf dem Vektorfeld A auswerten oder,
ganz ausgewogen und immer noch gleichbedeutend, das Kovektorfeld w mit dem
Vektorfeld A paaren. Wir erhalten dann eine Funktion

wl) =(wA): U — R
P wp(Ay)

6.1.8. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X eine halboffe-
ne Teilmenge. Im Sinne von 2.2.27 konnen wir ein Kovektorfeld w : U — X+
auch auffassen als eine Abbildung U X X — R oder sogar als eine Abbildung
X — Ens(U, R). Es gehort etwas Ubung dazu, alle diese verschiedenen Aspek-
te gleichzeitig prasent zu haben. Wir konnen also ein Kovektorfeld einerseits an
einem Punkt p € U auswerten und so eine Linearform w), : X — R auf dem Rich-
tungsraum erhalten, wir konnen es aber andererseits auch auf einem Richtungs-
vektor v € X auswerten und so eine reellwertige Funktion U — R, p — w,(v)
erhalten. Wir konnen es sogar etwas allgemeiner, wie in 6.1.7 besprochen, auf ei-
nem Vektorfeld p — v, auswerten und auch so eine reellwertige Funktion U — R,
p — wy(v,) erhalten. Man beachte, dafl beim Auswerten von Kovektorfeldern auf
Vektorfeldern keinerlei Differentiation stattfindet, sondern ausschlieBlich lineare
Algebra, nur eben “in Abhingigkeit vom Punkt p”.

Definition 6.1.9. Sei X ein reeller endlichdimensionaler Raum und U C X eine
halboffene Teilmenge. Ist f : U — R differenzierbar, so ist das Differential von
f bei p eine lineare Abbildung d,,f : X — R. Unter dem Differential df von f
verstehen wir das Kovektorfeld auf U, das gegeben wird durch die Vorschrift

df:U—>X'*
p'_>dpf
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6.1.10. Fiir das Differential von einem Produkt gilt nach 4.4.5 die Produktregel
d(fg) = fdg + gdf und fiir das Differential einer Summe haben wir d(f +
g) = df + dg. Ist speziell X = R™ und U C R" halboffen und bezeichnet
x; : U — R die Restriktion der i-ten Koordinate auf U, so ist dz; : U — (R")*
konstant die die ¢-te Koordinate selber. Die Koordinaten bilden nun eine Basis des
Dualraums von R", folglich 148t sich jedes Kovektorfeld auf U schreiben in der
Gestalt > a; dz; mit eindeutig bestimmten a; : U — R. Fiir eine differenzierbare
Funktion f : U — R auf einer halboffenen Menge U C R" haben wir dann

df=>_ o, da;
=1

Man priift das leicht durch Auswerten beider Seiten an einer Stelle p € U und An-
wenden der so entstehenden Linearformen auf alle Vektoren der Standard-Basis
des R™. Speziell haben wir fiir f : R — Ralso df = f’'(z) dz. Ist U nicht offen,
sondern nur halboffen, so sind die partiellen Ableitungen oben im Sinne unserer
Notation 4.2.9 zu verstehen.

6.1.11. Anschaulich gesprochen beschreibt diese Gleichung, wie sich der Funkti-
onswert der Funktion f in erster Ndherung dndert, wenn wir an den Koordinaten
x; wackeln: Genauer gilt bei festen zq, ..., z, fir dx1,...,0x, € R so nah bei
Null, daB} alles definiert ist, eben

N

flxy 4+ 6x1, ... 20 +02p) — f(T1,. .., T0) = 2 o,

dx; + R(0xy,...,0x,)

mit einem Rest R, der auch nach dem Teilen durch das Maximum der Betrige
aller dx; noch gegen Null strebt, wenn alle dx; gegen Null streben. Hierbei ist
zu verstehen, daf} die fraglichen partiellen Ableitungen an unserer festen Stel-
le (x1,...,x,) ausgewertet werden sollen, und um die partiellen Ableitungen zu
bilden, miissen die z; natiirlich noch als variabel gedacht werden. Vielleicht wire
es hier konsistenter gewesen, die partiellen Ableitungen 0; f zu notieren oder so-
gar (0;f)(x1,...,x,) um anzudeuten, daB sie ja an der festen Stelle (z1,...,z,)
auszuwerten sind, aber es kommt bei komplizierteren Formeln auch nicht selten
vor, daB3 groBere Prézision insbesondere fiir fortgeschrittene Leser nicht zu bes-
serer Verstindlichkeit fiihrt. Die Notation dx; konnten wir zu ¢§; abkiirzen, aber
dann wirkt die Formel weniger suggestiv. Kiirzen wir auch noch die linke Seite
zu §f ab, so konnen wir unsere Identitdt mit der in 5.3.2 eingefiihrten Notati-
on auch schreiben als die Ubereinstimmung erster Ordnung von Funktionen der
“Verriickungen” dx; der Gestalt
n
5f ~g ﬁda:i

i=1 z;
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Beispiel 6.1.12. Die Funktion f : R3\0 — R, v — 1/||v|| hat mit der Konvention
v = (z,y, ) das Differential df = —(z dx + ydy + 2 dz)/||v|>.

Definition 6.1.13. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X, eine halb-
offene Teilmenge U C X, ein Vektorfeld A : U — X und eine differenzierbare
Funktion f : U — R erkldren wir eine Funktion (Af) : U — R durch die
Vorschrift

(Af)(p) = (dpf)(Ap)

Ist U eine Umgebung von p, so ist nach 4.2.5 also (Af)(p) die Richtungsablei-
tung von f bei p in der Richtung A,. Wir sagen deshalb auch, die Funktion A f
entstehe aus f durch Ableiten in Richtung des Vektorfelds A. In anderen Wor-
ten entsteht diese Funktion durch das Paaren des Vektorfelds A mit der das durch
das Differential der Funktion f gegebene Kovektorfeld d f. Mit unserer Notation
6.1.7 kann diese Funktion auch (df, A) geschrieben werden.

6.1.14. Meist werden Vektorfelder identifiziert mit den zugehorigen Differential-
operatoren. So bezeichnet man etwa das konstante Vektorfeld mit Wert e; auf R"
oft als “das Vektorfeld (%” oder “das Vektorfeld 9;”” und im Fall nicht nummerier-
ter Koordinaten wie etwa x, 3/, z auf R? schreiben wir fiir die fraglichen Vektorfel-
der auch 0,, 9,, 0, oder dergleichen. Sicher 148t sich jedes Vektorfeld auf U C R"
halboffen schreiben in der Gestalt

Z cﬁi

mit eindeutig bestimmten ¢; : U — R. Paaren wir etwa das Vektorfeld > _ ¢;0; auf
R™ mit dem Kovektorfeld ) _ a; dz;, so ergibt sich die Funktion ) _ a,c;. In unserer
Notation 6.1.7 und mit dem Kroneckerdelta haben wir ndmlich in der Tat

<dl’i, 8J> = 51

6.1.15. Zumindest unter linearen Koordinatentransformationen verhalten sich Ko-
vektorfelder “so wie Koordinaten™. Ist etwa x4, . .., , ein System linearer Koor-
dinaten auf X im Sinne eines Systems von Abbildungen z; : X — R, die zusam-
men einen [somorphismus von affinen Rdumen X — R" liefern, undistyy, ..., y,
ein anderes System linearer Koordinaten, und haben wir etwa y; = >, a;;z;
fiir eine Matrix von reellen Zahlen a;;, so gilt die Identitit von Kovektorfeldern
dy; = >° ; @i dz;. Fiir die durch unsere Koordinatensysteme bestimmten Vektor-
felder haben wir dahingegen umgekehrt

0 0
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Ganz links ist zuerst ein Vektorfeld auf der Ebene abgebildet, das unter der
orthogonalen Projektion auf die x-Achse verwandt ist zu einem ebenfalls
eingezeichneten konstanten Vektorfeld auf der z-Achse. In der Mitte dann ein
Vektorfeld auf der Ebene, das unter dieser Projektion zu keinem Vektorfeld auf
der x-Achse verwandt ist. SchlieBlich ganz rechts die konstante Abbildung der
y-Achse auf einen Punkt der z-Achse und ein Vektorfeld auf der x-Achse, das
darunter zu keinem Vektorfeld auf der y-Achse verwandt ist.
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und bendtigen die inverse Matrix, um 22- durch die 57~ auszudriicken. In diesem
Sinne “transformieren sich Kovektorfelder wie Koordmaten und heillen deshalb
auch “kovariant”, wohingegen Vektorfelder sich “vermittels der inversen transpo-
nierten Matrix transformieren” und deshalb “kontravariant” heif3en.

Definition 6.1.16. Sei ¢ : U — V eine differenzierbare Abbildung zwischen
halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reeller Riume X und Y.

1. Zwei Vektorfelder A : U — X und B : V — Y heiBen ¢-verwandt und
wir schreiben ¢ : A ~» B genau dann, wenn fiir alle z € U gilt

(dx(b) (A:r) = B¢(93)

2. Zwei Kovektorfelder n : U — X*und w : V — Y* heiBen ¢-verwandt
und wir schreiben ¢ : 17 ~ w genau dann, wenn fiir alle x € U gilt n, =
Wy (z) © dz¢ oder gleichbedeutend mit der transponierten Abbildung aus ??

notiert
e = (det) " (Wo(a))

3. Zwei reelle Funktionen g : U — Rund f : V — R heiflen ¢-verwandt
und wir schreiben ¢ : g ~» f genau dann, wenn gilt g = f o ¢, als da heif3t,
wenn fiir alle z € U gilt

6.1.17. Unter einer differenzierbaren Bijektion mit differenzierbarer Umkehrab-
bildung haben alle Vektorfelder, Kovektorfelder und Funktionen jeweils genau
einen Verwandten, und unter der Identitit sind sie jeweils selbst dieser einzige
Verwandte. Ist allgemeiner ¢ : U — V differenzierbar aber sonst beliebig, so hat
jedes Kovektorfeld w auf V' immer noch genau einen “Riickwirtsverwandten” auf
U, der eben gegeben wird durch die Formel 7, = (d,¢) ' (ws(,)) und der notiert
wird als
n=¢"(w)

Er heifit das mit ¢ zuriickgezogene oder zuriickgeholte Kovektorfeld. Ebenso
hat jede Funktion f auf V' genau einen “Riickwirtsverwandten”, eben die Funkti-
on f o, die man auch die mit ¢ zuriickgezogene Funktion nennt und manchmal
¢*(f) notiert. Bei Vektorfeldern liegen die Verhéltnisse nicht so einfach, aber ist
¢ surjektiv, so hat jedes Vektorfeld auf U zumindest nicht mehr als einen ‘““Vor-
wirtsverwandten” auf V.

6.1.18. Verwandtschaft ist transitiv. Sei genauer zusitzlich zu den obigen Daten
Z ein endlichdimensionaler reeller Raum und W' C Z eine halboffene Teilmenge
und ¢ : V' — W eine stetig differenzierbare Abbildung. Ist ein Vektorfeld C' auf
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Dieses Bild soll den Effekt der Scherung ¢ : R? = R?, (z,y) — (z + v, y) auf
dem Kovektorfeld dy und dem Vektorfeld 0, darstellen. Bei der bildlichen
Darstellung unseres Kovektorfelds folgen wir den auf Seite 84 im Anschluf an
6.1.2 eingefiihrten Konventionen. Man erkennt, da3 dy unter dieser Scherung
verwandt ist zu sich selber, in Formeln ¢ : dy ~ dy, wohingegen 0, verwandt ist
zu 0, + 0y, in Formeln ¢ : 0, ~ 0, + 0,. Alternativ und im Wesentlichen
gleichbedeutend mag man sich auch auf den Standpunkt stellen, daf} wir auf dem
Wertebereich von ¢ ein “verschertes Koordinatensystem” (u, v) eingefiihrt haben
mit « und v den Komponenten der zu ¢ inversen Abbildung, also u(x,y) =z —y
und v(z, y) = y. Dann erhalten wir statt der obigen Verwandtschaften die
Formeln dv = dy sowie 0, = 0,, + 0,,.
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W unter 1) verwandt zu B, so ist auch A unter ) o ¢ verwandt zu C, in Formeln
implizieren ¢ : A~ Bundvy : B~ Calsoy o ¢ : A~ C. Analoges gilt fiir
Funktionen und Kovektorfelder und 146t sich in den beiden letzteren Fillen auch
schreiben als (¢ o ¢)* = ¢* 0 ¢*, so daB etwa fiir jedes Kovektorfeld « auf C' gilt

(¥ 0 @) (r) = ¢"(¢*(k))

Aus Griinden der formalen Vollstiandigkeit ergéinze ich noch, dafl unter der Identi-
tit natiirlich jedes Vektorfeld und jedes Kovektorfeld und jede Funktion verwandt
ist zu sich selber und nur zu sich selber.

6.1.19. Verwandte Funktionen haben verwandte Differentiale, in Formeln impli-
ziert ¢ : g ~ f also ¢ : dg ~ df, und gleichbedeutend haben wir fiir alle f die
Identitit ¢*(df) = d(¢*(f)) = d(f o ¢). In der Tat gilt fiir jeden Punkt y nach
der Definition der Verwandtschaft und der Kettenregel

(¢"(df))y = (dg(y)f) 0 dy¢ = dy(f © @)

6.1.20. Wenden wir verwandte Vektorfelder auf verwandte differenzierbare Funk-
tionen an, so erhalten wir wieder verwandte Funktionen, in Formeln folgt aus
¢ : A~ Bund ¢ : g ~ f also ¢ : Ag ~ Bf oder anders geschrieben
(Bf)o¢ = A(f o ¢). Das folgt direkt aus der Kettenregel in mehreren Veridnder-
lichen. Letzteres ist sogar eine hinreichende Bedingung: Gilt (Af)o¢ = B(fo¢)
fiir alle differenzierbaren Funktionen f, so folgt ¢ : A ~ B.

Beispiel 6.1.21. Fir X = R” mit Koordinaten x,...,z, und Y = R™ mit Ko-
ordinaten yi, ...,y und ¢ = (¢1,...,d,) eine differenzierbare Abbildung von
einer halboffenen Teilmenge von R™ in eine halboffene Teilmenge von R" er-
gibt sich ¢*(dz;) = d(¢*z;) = do; = >, gf? dy, unter Verwendung von 6.1.19
und 6.1.10. Folglich kann das Zuriickholen von Kovektorfeldern in Koordinaten
beschrieben werden durch die Formel

¢* (Z a; dxz’) = Z(ai 0 ¢)g—j; dy;

i’j

Ubung 6.1.22. Verwandschaft ist vertriglich mit dem Bilden von Produkten von
Funktionen. Verwandschaft ist vertriglich mit dem Bilden des Produkts von Funk-
tionen und Vektorfeldern, in Formeln folgt aus Verwandschaften ¢ : g ~» f und
¢ : A~ Balso ¢ : gA ~ fB oder anders geschrieben folgt aus ¢ : A ~ B
bereits ¢ : (fo¢p)A ~» fB. Verwandschaft ist vertrdglich mit dem Bilden des Pro-
dukts von Funktionen und Kovektorfeldern, in Formeln folgt aus ¢ : g ~» f und
¢ :n~ walso ¢ : gn ~ fw oder anders geschrieben gilt ¢*(fw) = (f o ¢)P*w.
SchlieBlich ist Verwandschaft auch vertriglich mit dem Auswerten von Kovek-
torfeldern auf Vektorfeldern, in Formeln folgt aus ¢ : n ~ wund ¢ : A ~ B
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also ¢ : (n,A) ~ (w, B) alias aus ¢ : A ~ B folgt (¢*w, A) = (w, B) o ¢.
Das ist sogar eine hinreichende Bedingung: Gilt (¢*w, A) = (w, B) o ¢ fiir alle
Kovektorfelder w, so folgt ¢ : A ~ B.

Beispiel 6.1.23. Wir betrachten die Polarkoordinatenabbildung

P: R — R?
(r,d) — (rcosd,rsind)

und benutzen die iiblichen Koordinaten x,y auf dem Wertebereich. Unter die-
ser Abbildung ist etwa das Kovektorfeld dz rechts verwandt zum Kovektorfeld
d(r cos ) = (cos ) dr — (rsin ) do) links. Ebenso ist das Kovektorfeld dy rechts
verwandt zum Kovektorfeld d(r sin ) = (sin)) dr+ (r cos ) ddJ links. Um einen
Verwandten fiir 0y zu suchen, wenn dieses Vektorfeld denn einen Verwandten ha-
ben sollte, machen wir den Ansatz 0y ~ ad, + b0, mit unbestimmten Funktionen
a,b und finden durch Paaren mit dx leicht —(rsind) ~» a und durch Paaren
mit dy ebenso (r cos ) ~ b, womit wir fiir das Vektorfeld 0y links als einzigen
Verwandten das Vektorfeld —y0, + x0, rechts finden. Das Vektorfeld O, links
hat keinen Verwandten rechts, denn derselbe Ansatz 0, ~ a0, + b0, fiihrt zu
P :sind ~ aund P : cos? ~ b, und derartige Funktionen a, b gibt es nicht.
Schrinken wir jedoch unsere Polarkoordinatenabbildung ein zu einer Abbildung
P :{(r,9) | r >0} — R?\ 0, so gibt es derartige Funktionen doch und unser
Vektorfeld 0, hat unter dieser Einschrinkung den einzigen Verwandten

(o /T ) 00+ (3 FT) 0,

Meist wird man mit diesen Begriffen etwas groflziigiger umgehen, zwischen ver-
wandte Objekte schlicht ein Gleichheitszeichen schreiben und es auch mit den
Definitionsbereichen nicht so genau nehmen, so da} wir etwa schreiben wiirden

0, = (cos?)0, + (sin?)0, = (x/\/xQ + yQ) Oy + (y/\/x2 + y2) d,
Oy = —(rsind)d, + (rcos)dy, = —yd, + x0,

O, = (cos?)0, — (7"’1 sin 19) Oy
= (sin¥)0, + (r~"' cos?) Oy

(
dz = (cosd)dr — (rsind)dv
dy = (sind)dr+ (rcosv)dd

)
W = (—y/(@®+y*)de+ (z/(z* + %)) dy

dr = (x/\/m) do + <y/m) dy
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Man kann die unteren Formeln auch so verstehen, dafl eben dr das Differential
der Funktion r : (R?\0) — R, (z,y) — r(z,y) meint. Bei dv wird es schon kriti-
scher, da ja eigentlich ¢ nur auf geschlitzten Ebenen definiert werden kann. Aller-
dings unterscheiden sich die auf verschiedenen geschlitzten Ebenen definierten o
dann wieder nur um additive Konstanten, so dal} sie alle dasselbe Differential ha-
ben und wir doch ein wohldefiniertes Kovektorfeld di auf R?\0 erhalten. Das ist
auch der tiefere Grund dafiir, daf3 alle unsere Standardvektorfelder in diesem Fall
wohldefinierte Verwandte haben und wir mit unseren Gleichheitszeichen nicht in
Teufels Kiiche kommen. Bei komplizierteren Vektorfeldern sidhe das anders aus:
So hat etwa das Vektorfeld 190y gar keinen Verwandten, es sei denn, wir schrinken
unsere Polarkoordinatenabbildung noch weiter ein.

6.1.24. Gegeben ein endlichdimensionaler affiner Raum X und eine offene Teil-
menge U @ X und ein Diffeomorphismus alias ein System lokaler Koordinaten
(z1,...,7,) : U = V @ R"™ bezeichnet man gerne mit 3 oder auch mit 0,
dlejemgen Vektorfelder auf U, die unter diesem lefeomorphlsmus zu den eben
eingefiihrten Vektorfeldern auf R™ verwandt sind. Man beachte jedoch, daB fiir
eine einzelne Funktion z : U — R nicht sinnvoll ein Vektorfeld a% auf U erklirt
werden kann: Selbst wenn sich unsere Funktion zu einem Koordinatensystem er-
ginzen lassen sollte, wird doch das durch diese Ergénzung erklirte Vektorfeld a%
wesentlich von der Wahl der anderen Koordinaten abhéngen. All das steht im Ge-
gensatz zum Differential dx einer Funktion x, das durchaus auch fiir eine einzelne
Funktion sinnvoll definiert ist.

Ubung 6.1.25. Unter der Inversion am Einheitskreis R*\0 = R?\0, (z,y) +—
(u,v) = (22 + y?)}(z, y) zeige man die Verwandtschaft von Vektorfeldern

Oy ~ (v —u?)d, — 2uvd,
0y ~ (u? =00, — 2uvd,

6.2 Gradienten in krummlinigen Koordinaten*

6.2.1. Gegeben eine offene Teilmenge U @ R" und eine hinreichend differenzier-
bare Funktion f : U — R definiert man wie in 4.1.5 ihren Gradienten als das

Vektorfeld of o
grad f = e 181 +...+ o, On

auf U. Ich will im Folgenden diskutieren, welche Form dieses Konstrukt in krumm-
linigen Koordinaten annimmt. Formal ist damit folgendes gemeint: Man betrachte
zusiitzlich V' @ R” und einen Diffeomorphismus ¢ : V' = U und berechne aus
(f o ¢) das unter ¢ zu (grad f) verwandte Vektorfeld auf V. In der Notation
wird vielfach ¢ einfach weggelassen und nur die Bezeichnungen der Koordina-
ten deuten das Gemeinte an. Ist etwa ¢ = P : Rog x R — R?\0 wie in 6.1.23
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Einige Werte des Vektorfelds 0, als durchgezogene Pfeile und des Vektorfeld 0y
als gepunktelte Pfeile, gezeichnet in der xy-Ebene.
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die Polarkoordinatenabbildung, so erhalten wir mit den Formeln aus 6.1.23 sofort
fo =cos? f, —r~tsind fyund f, = sin? f. +r'cos? fy und nach kurzer
Rechnung die Verwandtschaft von Vektorfeldern

1
gradf = fxax+fyay = fr@r_f'ﬁfﬁaﬂ

Man nennt sie die Darstellung des Gradienten in Polarkoordinaten. Hier ha-
ben wir die Notation f, = % fiir die entsprechende partielle Ableitung aus 4.1.1
und die Abkiirzung 9, = a% aus 6.1.14 fiir den besagten Differentialoperator alias
besagtes Vektorfeld verwendet. Bereits bei der Transformation des Gradienten in
Kugelkoordinaten wird die Rechnung jedoch recht aufwendig. Ich will im folgen-
den erkldren, mit welchen Kunstgriffen man sie strukturieren und iibersichtlicher

gestalten kann.

6.2.2. Gegeben ein Vektorraum V' iiber einem Korper £k notieren wir
Bil(V) = Bilg(V)

den Vektorraum aller bilinearen Abbildungen V' x V' — k. Gegeben Linearformen
A,n V. — k notieren wir (A ® n) € Bil(V') die bilineare Abbildung (v, w) —
A(v)n(w). Sicher ist (A, n) — A ® n selbst eine bilineare Abbildung V* x V* —
Bil(V). Statt n ® 1 schreibt man meist kiirzer n°2. Das Symbol ® wird in ?? noch
mit mehr Bedeutung aufgeladen. Hier darf und soll es ausschlielich als bequeme
Notation verstanden werden.

Definition 6.2.3. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U @ X eine
offene Teilmenge. Ein 2-Tensor auf U ist eine Abbildung

—

g:U — Bil(X)

von U in den Raum Bil(X) aller bilinearen Abbildungen X x X — R. Eine
Riemann’sche Metrik auf U ist ein 2-Tensor g, der jedem Punkt p € U ein
Skalarprodukt g, auf X zuordnet.

Beispiel 6.2.4. Das Standardskalarprodukt auf R" liefert eine Riemann’sche Me-
trik auf R™ und auf jeder offenen Teilmenge U @ R". Gegeben Kovektorfelder w
und 7 auf einer offenen Teilmenge U eines endlichdimensionalen reellen Raums
X konnen wir den 2-Tensor

—

wen: U — Bi(X)
P W@

betrachten. Weiter konnen wir 2-Tensoren punktweise addieren und mit Funk-
tionen multiplizieren. Die iibliche Riemann’sche Metrik auf R" kann in diesen
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Konventionen geschrieben werden als s = dz$* + ... + do®2. Eine beliebige
Riemann’sche Metrik g auf einer offenen Teilmenge U @ R™ hat in diesen Nota-

tionen die Gestalt .

Z Gij CL'L'@ ® dz j

ij=1
fiir Funktionen g;; : U — R, die an jedem Punkt p € U eine positiv definite
symmetrische Matrix bilden.

6.2.5. Gegeben ein Vektorraum V' iiber einem Korper £ liefert jede Bilinearform
g € Bil(V) eine Abbildung

cang: V. — v
v o= (w— g(v,w))

von unserem Vektorraum in seinen Dualraum, die jedem Vektor v die Linearform
“Paare mit v” zuordnet. Zum Beispiel hitten wir canyg, (v) = A(v)n. Gleichbe-
rechtigt konnten wir auch die Abbildung can? : v — (w — g(w,v)) betrachten
und miiten dann, um dieser Gleichberechtigung Ausdruck zu verleihen, eigent-
lich genauer can, = canél7 schreiben. Das wiirde jedoch die Notation schwerfil-
liger machen, und ich denke, diese zusitzliche Schwere wiegt den Gewinn an
Klarheit nicht auf. An dieser Stelle mdchte ich auch allen Leserinnen versichern,
daf sie ganz genauso gemeint sind, wenn einmal von “dem Leser” die Rede ist.
Ich denke auch in diesem Zusammenhang, da3 die zusitzliche Schwere der ge-
schlechtsneutralen Formulierungen den Gewinn an Klarheit nicht aufwiegt. Ist
speziell g nichtausgeartet und V' endlichdimensional, so ist can, ein Isomorphis-
mus can, : V' = V* und wir kénnen auch sein Inverses can,' : V* = V
betrachten.

6.2.6. Gegeben ein Vektorfeld A und ein 2-Tensor g konnen wir ebenso ein Ko-
vektorfeld can,(A) bilden durch das Einsetzen von A in die erste Stelle von g.
Ist unser 2-Tensor g an keiner Stelle ausgeartet, insbesondere also im Fall einer
Riemann’schen Metrik, so ist diese Abbildung eine Bijektion

can, : {Vektorfelder} — {Kovektorfelder}

Bezeichnet speziell s das Standardskalarprodukt auf dem R", so haben wir cang(a0;) =
a dz; fiir jede Funktion a und fiir unseren Gradienten aus 4.1.5 gilt folglich

grad f = can_ ' (df)

Im allgemeinen verwendet man die Notation grad, f := can;l(d f) und nennt
dieses Vektorfeld den Gradienten von f in Bezug auf die Riemann’sche Metrik
g oder allgemeiner in Bezug auf den nichtausgearteten 2-Tensor g.
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Definition 6.2.7. Seien U ¢ X,V & Y offene Teilmengen endlichdimensionaler
reeller Rdume und ¢ : U — V stetig differenzierbar. Vorgegebene 2-Tensoren s
auf U und g auf V" heien ¢-verwandt und wir schreiben ¢ : s ~» g genau dann,
wenn fiir alle z € U und v, w € X gilt

Sx(”a w) = Jo(x) ((dxgb)(v)’ (dxgb)(w))

6.2.8. Wieder ist Verwandschaft vertrdglich mit allen natiirlichen Operationen,
etwa mit dem Einsetzen von Vektorfeldern, dem Multiplizieren mit Funktionen,
unserer Konstruktion ® etc. Insbesondere haben verwandte Funktionen unter ver-
wandten Riemann’schen Metriken verwandte Gradienten, in Formeln impliziert
¢ : s~ galso

¢ : grad,(f o ¢) ~ grad, f

Offensichtlich hat jeder 2-Tensor g auf V' genau einen Verwandten auf U, den wir
mit ¢* g bezeichnen und den zuriickgeholten 2-Tensor nennen. Gegeben eine pa-
rametrisierte Flache im Raum oder allgemeiner eine differenzierbare Abbildung
¢ : U — R®mit U @ R? bezeichnet man den symmetrischen 2-Tensor auf R?,
der durch das Zuriickholen der Standardmetrik entsteht, auch als die erste Fun-
damentalform unserer parametrisierten Fliche.

Beispiel 6.2.9. Unter der Polarkoordinatenabbildung P aus 6.1.23 ist die Stan-
dardmetrik s = dz®? + dy®? auf der xy-Ebene verwandt zum 2-Tensor

g = (cosddr —rsinddd) ® (cosddr — rsind do)
+(sin? dr + rcos ¥ dv) @ (sind dr 4 r cos ¥ dv))

= dr®? 4+ r?qu®?

auf der 7J-Ebene, der auf dem Komplement der Nullstellenmenge von 7 auch wie-
der eine Riemann’sche Metrik ist. DaB hier keine gemischten Tensoren dr @ dv
auftreten, hat den Grund, daf3 die Vektorfelder 0, und 0y auch in der xy-Ebene an
jedem Punkt aufeinander senkrecht stehen. Die Koeffizienten 1 und 7? bedeuten
gerade die quadrierten Langen s(0,, 0,.) und s(0y, Oy) der Vektoren dieser Vektor-
felder. Fiir eine Funktion f = f(x,y) muB schlieBlich d f unter P verwandt sein
zu d(f o P), und dann muB auch grad f = grad, f = can;'(df) verwandt sein
zu

1
grad,(f o P) = can, ' d(f o P) = can, ' (f, dr + fydv) = f,0, + T—Qfﬁag

Damit haben wir die Darstellung des Gradienten in Polarkoordinaten ein weiteres
Mal hergeleitet.
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Dies Bild soll die Verwandtschaft von Riemann’schen Metriken
[ dr®? 4+ r2dy®? ~ da®? + dy®? verdeutlichen, mit f = P der
Polarkoordinatenabbildung. Das Differential an der Stelle (r,9) = (13, Z) ist
dargestellt durch seinen Effekt auf der Standardbasis, die wir auch (9, 0y)
notieren konnten. Die Standardbasis geht an jeder Stelle {iber in eine
Orthogonalbasis und das Bild des ersten Basisvektors hat auch wieder die Linge
Eins, das Bild des zweiten Basisvektors jedoch im allgemeinen die Lange r und
in unserem Fall die Linge 1%. Die Standardmetrik auf der zy-Ebene entspricht
folglich einer Metrik auf der rJ-Ebene, bei der 0, und 0y aufeinander senkrecht
stehen und 0, die Linge Eins hat, wohingegen 0y die Linge 7 hat. Diese
Eigenschaften aber charakterisieren genau unsere Metrik dr®? + r2 dy®2.
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Ergdnzung 6.2.10. Ingenieure arbeiten gerne mit einer anderen Darstellung von
Vektorfeldern und betrachten etwa auf dem R? die auf euklidische Linge Eins nor-
mierten Vektorfelder e, = 0, und ey = r~'dy. Natiirlich kann jedes Vektorfeld v
auf dem Komplement des Ursprungs auch als v = ae, + bey geschrieben werden
mit geeigneten reellwertigen Funktionen a, b. In Formelsammlungen findet man
hiufig Formeln fiir Gradienten und dergleichen in dieser Darstellung, zum Bei-
spiel hitten wir grad f = (0, f)e, + r~1(0y f)ey. Meist heiBen die Koeffizienten
eines Vektorfelds v = ae, + bey dann auch noch a = v,, b = vy. Das verbie-
tet sich fiir uns jedoch, da wir die Indexnotation bereits als Kiirzel fiir partielle
Ableitungen verwenden.

Beispiel 6.2.11. Die Kugelkoordinaten im Raum werden beschrieben durch eine
geeignete Einschrinkung der Abbildung
K: R3 — R3
(r,9,¢) +— (rcospsind, rsingsind, rcos )

deren anschauliche Bedeutung in nebenstehendem Bild erldutert wird.

Ubung 6.2.12. Man zeige, daB die Standardmetrik im zyz-Raum unter Kugelko-
ordinaten, wie sie 6.2.11 eingefiihrt werden, verwandt ist zur Metrik

g = dr®? + 1> d9®? + (rsin¥)* dp®?

Ubung 6.2.13. Man zeige, daB der Gradient in Kugelkoordinaten, wie sie 6.2.11
eingefithrt werden, ausgedriickt wird durch die Formel

grad f = f,0, + 1772 f305 + (rsind)2f,0,

Ergdnzung 6.2.14. Ein 2-Tensor heifit symmetrisch bzw. antisymmetrisch genau
dann, wenn er an jedem Punkt als Wert eine symmetrische bzw. antisymmetrische
Bilinearfom auf X annimmt. Antisymmetrische 2-Tensoren werden wir spéter als
sogenannte 2-Formen wiedertreffen. Eine Riemann’sche Metrik ist per definitio-
nem ein symmetrischer 2-Tensor mit der zusitzlichen Eigenschaft, positiv definit
zu sein.

6.3 Wegintegrale

Definition 6.3.1. Gegeben 7 : [a, b] — A ein stetig differenzierbarer Weg in einer
halboffenen Teilmenge A eines endlichdimensionalen reellen Raums X und ein
stetiges Kovektorfeld w : A — X* auf A definieren wir eine reelle Zahl f7 w, das
Integral des Kovektorfelds w lings des Weges v, durch die Vorschrift

[o=] " (3 (8)) d
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Die Kugelkoordinatenabbildung hat die folgende anschauliche Bedeutung:
Stellen wir uns ein Teleskop vor, das im Ursprung eines kartesischen
Koordinatensystems auf einem waagerechten, d.h. in der xy-Ebene liegenden
Drehteller steht und senkrecht nach oben zeigt. Um einen Stern zu betrachten,
schwenken wir zunichst das Teleskop nach unten in Richtung der positiven
x-Achse um einen Winkel ¥ € [0, ] und drehen dann den Drehteller um einen
geeigneten Winkel, sagen wir um den Winkel ¢ € [0, 27) gegen den
Uhrzeigersinn. Ist schlieBlich  die Entfernung unseres Sterns, so gibt K (r, ¥, )
seine kartesischen Koordinaten an. Natiirlich ist im Fall eines senkrecht iiber
oder unter dem Teleskop befindlichen Sterns ¢ nicht eindeutig, und befindet sich
das Teleskop bereits im Stern, so sind beide Winkel nicht eindeutig. Die
Einschrinkung unserer Abbildung auf r > 0, ¢ € (0, 7) und ¢ € [0, 27)
hinwiederum ist zwar injektiv, aber nicht surjektiv. Oft findet man auch eine
Variante, bei der wir uns das Teleskop zu Beginn horizontal in Richtung der
positiven x-Achse ausgerichtet denken und wo die zweite Koordinate
6 € [—m/2,7/2] den Winkel bezeichnet, um den das Teleskop nach oben bzw.
bei negativem Winkel nach unten geschwenkt werden muf3. Die Formeln lauten
dann abweichend (7, 6, p) — (r cos ¢ cos @, rsin p cosf, rsinf).
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In der physikalisch motivierten Terminologie nach 10.2.2 gilt es also, zu jedem
Zeitpunkt ¢ den Kovektor w.,; auf dem Geschwindigkeitsvektor 7/(Z) auszuwer-
ten und die so entstehende reellwertige Funktion zu integrieren.

6.3.2 (Wegintegrale iiber Geradensegmente). Gegeben ein stetiges Kovektor-
feld w : A — X* auf einer halboffenen Teilmenge A eines endlichdimensionalen
reellen Raums X und Punkte p, ¢ € A, bei denen das ganze verbindende Geraden-
segment [p, ¢| in A liegt, vereinbaren wir fiir das Integral unseres Kovektorfelds
iiber den geraden Weg v : [0,1] — A, ¢t — p+t(q — p) von p nach ¢ die Notation

[l

Fiir ein stetiges Kovektorfeld w = f(t) d¢ auf einem reellen Intervall A C R und
p,q € A erhalten wir dann insbesondere

/pqw—/olf(pﬂ(q—p)) (=) dt—/qu(t)dt

so daf} unsere neue Notation links sich als eine Verallgemeinerung unserer schon
vor langem eingefiihrten Notation rechts erweist. Weiter erkennen wir, daB3 in die-
sem Kalkiil das Differential d¢ der Identitit ¢ auf R in einem ideellen Sinn dasselbe
bedeutet wie das dt, das wir bisher bei Integralen oft hinzugefiigt hatten, um klar
zu machen, iiber welche Variable integriert werden soll. Ist A C R ein halbof-
fenes Intervall und f : A — R eine stetig differenzierbare Funktion, so erhalten
wir mit unserer Formel df = f’(¢)d¢ und dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung fiir beliebige a, b € A insbesondere

/a g = / Cpd= £(6) — fla)

Beispiel 6.3.3. Fiir einen beliebigen stetig differenzierbaren Weg ~ und ein be-
liebiges Kovektorfeld w hat nun das mit dem Weg zuriickgeholte Kovektorfeld
gerade die Gestalt v*w = w,q) (7/(t)) dt, so daB wir mit unserer Notation aus
6.3.2 die Definition des Wegintegrals umschreiben konnen zur Identitét

b
/w:/v*w
o a

Diese Darstellung ist fiir explizite Rechnungen besonders praktisch. Integrieren
wir etwa das Kovektorfeld w = zdx + 2*dy auf dem R? iiber den Weg 7 :
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[1,2] — R? gegeben durch v(t) = (v/,logt), so erhalten wir
fww = fvxdx—ir:c“dy
= [IVEdWE) + (VB d(logt)
= [V dt+ 2 de
= G +t dt =2

Lemma 6.3.4 (Anschauung fiir das Wegintegral). Sei 7y : [a,b] — A ein stetig
differenzierbarer Weg in einer halboffenen Teilmenge A eines endlichdimensiona-
len reellen Raums X und sei w : A — X* ein stetiges relatives Kovektorfeld auf
A. Betrachtet man in der Situation der Definition des Wegintegrals 6.3.1 fiir alle
r > 1 die dquidistanten Unterteilungen a = ay < a1 < ... < a, = b und bildet
die Riemannsummen

Zwm a;) —y(a; 1))

so ist unser Wegintegral der Grenzwert der Folge von Riemannsummen

/w = Tlirlgo S (w)
o

Beweis. Sei || || eine Norm auf dem Richtungsraum X und bezeichne || || auch
die zugehorige Operatornorm auf X *. Nach 6.5.5 ist unser Integral der Grenzwert
der Folge von Riemannsummen

ZW’Y ) - (ti —tio1)

Gegeben ¢ > 0 finden wir wegen der gleichméBigen Stetigkeit von 7/ ein § >
0 derart, daB8 gilt [s — t| < 0 = ||7/(s) — ' (¢)|| < e. Ist r so groB, daf} die
Liange der Intervalle ¢; —¢;_; unter ¢ sinkt, so folgt mit dem Mittelwertsatz 10.2.11
in mehreren Verédnderlichen (t;) — v(t;—1) € (t; — ti—1) B(y/(t:);€), was wir
umschreiben kénnen zu

1y (i) =y (ti) = (6 — tio)Y ()| < (L — tica)e

Das hinwiederum liefert fiir  oberhalb einer geeigneten Schranke die Abschiit-
zung

|55 (w) = 5" < Z\Iww It = timr)e < (supgepay llosoll) (0 — a)e

Diese Differenz strebt also gegen Null fiir 7 — oo, folglich strebt die Folge S (w)
gegen denselben Grenzwert wie die Folge S™.

102



Beispiel 6.3.5. Ein Kovektorfeld auf der Zeitachse kann, wie in 6.1.5 erklért, nach
der Wahl eines ausgezeichneten Drehsinns als eine Vorschrift aufgefallit werden,
die jedem Zeitpunkt eine Drehgeschwindigkeit zuordnet. Das Integral eines der-
artigen Kovektorfelds iiber einen Weg in der Zeitachse liefert dann anschaulich
gesprochen die Zahl der Umdrehungen in Richtung des ausgezeichneten Dreh-
sinns zwischen Anfangszeitpunkt und Endzeitpunkt. Liegt der Endzeitpunkt hier
vor dem Anfangszeitpunkt, so ist entsprechend das Negative zu nehmen.

Erganzung 6.3.6 (Wegintegrale von Vektorfeldern). Redet man fiir X = R”
vom Integral eines Vektorfelds v : A — R” ldngs eines Weges oder von der Zir-
kulation eines Vektorfelds in einem Weg, so ist das Integral des Kovektorfelds
w = (v, ) gemeint, das in Formeln gegeben wird durch w = vy do1+. ..+ v, dz,,.
In der Physik wird das Standardskalarprodukt auf dem R™ meist v - w notiert und
unser Wegintegral iiber einen Weg ~ : [a, b] — A wiirde geschrieben als

/Wv-dxz/abv-dvz/:wwt))-v(t)dt

Die Bedeutung der Terme des rechtesten Integrals sollte hier klar sein. In der
Mitte ist zu verstehen dy = dyy = 4(¢) dt. Ganz links meint dx ein “kleines
vektorielles Kurvenelement” und das x ist fett gedruckt um anzudeuten, daf3 ein
Vektor gemeint ist. Ich mag diese Notation nicht besonders, die fette Schreibweise
ist auch an der Tafel schlecht umzusetzen. Allgemeiner kann man Wegintegrale
von Vektorfeldern v bilden, wann immer ein Skalarprodukt oder allgemeiner ein
ausgezeichneter 2-Tensor g zur Verfiigung steht, indem wir eben zu unserem Vek-
torfeld das Kovektorfeld w = canj(v) oder auch w = can(v) bilden und diese
Kovektorfelder dann integrieren wie in 6.3.1 erklért. Ohne einen ausgezeichneten
2-Tensor gelingt es eben nicht, zwei Vektoren in natiirlicher Weise zu paaren: Das
gelingt ohne zusétzliche Wahlen in natiirlicher Weise nur fiir einen Vektor und
einen Kovektor.

Ergiinzung 6.3.7. Redet man fiir X = R? vom FluB eines Vektorfelds v =
(v1,v2) : A — R? durch einen Weg, so ist das Integral iiber das Kovektorfeld
w = v; dy — vy do gemeint. Dies Kovektorfeld kann alternativ auch beschrieben
werden durch die Formel w,(u) = det(v(p)|u), in der unsere Vektoren v(p) und
u als Spaltenvektoren aufzufassen sind.

6.3.8. In der Literatur scheint mir eine gewisse Verwirrung zu herrschen was die
Begriffe “Wegintegral” und “Kurvenintegral” angeht. Die hier gewihlte Termino-
logie soll zum Ausdruck bringen, daB fiir einen injektiven stetig differenzierbaren
Weg 7 : [a,b] — R™ unser Kurvenintegral nur von der Bildmenge ~y([a, b]) C R"
abhingt, die wir im Sinne unserer Definition 10.7.2 eine “Kurve” werden nen-
nen diirfen. Unser Wegintegral dahingegen hingt auch von der “durch den Weg
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Vv

Der FluB des Vektorfelds 0, = (x/r)0, + (y/r)d, durch den Weg
v :10,27] — R? ¢t — (3 cost,3sint) ergibt sich nach kurzer Rechnung zu 6.
Die Zirkulation desselben Vektorfeldes in demselben Weg ist dahingegen Null.
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~ gegebenen Richtung auf unserer Kurve” ab und dndert sein Vorzeichen, wenn
wir die Kurve “in der umgekehrten Richtung durchlaufen”. Andererseits bleibt das
Wegintegral unverédndert selbst bei nicht notwendig monotoner ‘“Neuparametrisie-
rung”’, wenn diese nur den Anfang bzw. das Ende des neuen Parameterintervalls
auf den Anfang bzw. das Ende des Alten wirft, siehe 6.3.11. Das Kurvenintegral
dahingegen dndert sich bei derartigen Neuparametrisierungen im allgemeinen sehr
wohl.

Satz 6.3.9 (Transformation von Wegintegralen). Seien X und Y endlichdimen-
sionale reelle Raume, A bzw. B darin halboffene Teilmengen und ¢ : A — B
stetig differenzierbar. Ist 7y : [a,b] — A ein stetig differenzierbarer Weg in A und
w ein stetiges Kovektorfeld auf B, so gilt

frem ]

6.3.10. Zwei Wege v : I — A und k : J — B heiflien ¢-verwandt und wir
schreiben ¢ : v ~» k genau dann, wenn gilt K = ¢ o v, als da heiflt, wenn sie
denselben Definitionsbereich I = .J haben und fiir alle £ € [ gilt

Sicher hat jeder Weg v in A genau einen Verwandten, nimlich den Weg ¢ o 7.
Der Inhalt des Satzes 148t sich mit diesen Begriffsbildungen dahingehend zusam-
menfassen, dal das Wegintegral Verwandschaft respektiert. Genauer folgt aus der
Verwandschaft von Wegen ¢ : v ~ x und der Verwandschaft von Kovektorfel-
dern ¢ : 7 ~» w die Gleichheit der Wegintegrale f7 n=[ w.

Beweis. Wir rechnen [ ¢*w = [Pyrorw = [P(pory)w= J g w5 WO Wir 6.3.3,
6.1.18 und nochmals 6.3.3 angewandt haben. [

Proposition 6.3.11 (Unabhiingigkeit von der Parametrisierung). Sei vy : [a, b] —
X ein stetig differenzierbarer Weg in einem endlichdimensionalen reellen Raum
X und w ein stetiges relatives Kovektorfeld auf einer halboffenen Teilmenge, die
sein Bild umfaft. Ist u : [c,d] — [a,b] stetig differenzierbar mit u(c) = a und

u(d) = b, so gilt
/ /
you Yy

6.3.12. Der folgende Beweis zeigt auch, dal3 bei einer richtungsumkehrenden
Umparametrisierung, also fiir v mit u(c) = b und u(d) = a das Wegintegral
tiber den umparametrisierten Weg das Negative des Wegintegrals iiber den ur-
spriinglichen Weg ist. In 10.5.3 werden wir allgemeiner das Integral von k-Formen
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iber k-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeiten einfiihren und speziell im Fall
k = 1 ein Integral von Kovektorfeldern iiber orientierte Kurven erhalten, das nach
10.5.12 im wesentlichen die in der Proposition enthaltene Unabhéngigkeit des
Wegintegrals von der Parametrisierung zu einer Definition umgieft.

Beweis. Wir schreiben unsere Behauptung um zu fcd u(y'w) = fab v*w. Fiir
n = f(t) dt ein beliebiges stetiges Kovektorfeld auf [a, b], insbesondere auch fiir
n = vy*w gilt jedoch u*n = f(u(7))u'(7) d7 und damit fcd utn = fabn nach der
Substitutionsregel 7.6.1. [

6.3.13. Wir konnen nun auch den in 1.4.8 erklérten Trick zur Berechnung der Inte-
grale von rationalen Ausdriicken in (z, v/2? + 1) geometrisch verstehen. Gegeben
solch ein rationaler Ausdruck R(z,y) betrachten wir dazu auf einer geeigneten
Teilmenge des R? die Differentialform R(z,y) dz und den Weg 7y : [a,b] — R?
mit y(t) = (t, ViZ + 1) und fassen unser Integral auf als Wegintegral

/:R(t,ﬁ) dt:/R(x,y)dx

Solch ein Wegintegral ist nach 6.3.11 unabhéngig von der Parametrisierung. Un-
ser Weg durchliuft ein Stiick der Hyperbel > — 22 = 1, genauer ein Stiick des
Hyperbelastes mit y > 0. Diesen Ast konnen wir nach 7.7.6 auch parametrisieren
durch ¢ : (—=1,1) — R? mit

(r) = 27 1+ 72
A=\ 1172
und bei dieser Parametrisierung fiihrt uns unser Wegintegral ganz offensichtlich

auf das Integral einer rationalen Funktion in 7, das wir nach 1.4 im Prinzip durch
bekannte Funktionen ausdriicken konnen.

Satz 6.3.14 (Wegintegral iiber ein Differential). Ist X ein endlichdimensionaler
reeller Raum, A C X eine halboffene Teilmenge, f : A — R eine stetig differen-
zierbare Funktion und ~y : [a,b] — A ein stetig differenzierbarer Weg in A, so
gilt
[ ar=166) - s6t)
.

Beweis. Es gilt [ df = [/+*(df) = [/ d(fo7) = f(4(b)) — f(v(a)) nach
6.3.3,6.1.19 und 6.3.2. O

6.3.15. Wir interessieren uns nun fiir die Frage, unter welchen Bedingungen ein
stetiges Kovektorfeld das Differential einer Funktion ist, und inwieweit diese Funk-
tion eindeutig bestimmt ist. Diese Fragen werden nach einigen Vorbereitungen
durch 6.6.1 und 6.4.6 beantwortet.

106



Ergdnzung 6.3.16. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum, IV ein end-
lichdimensionaler reeller Vektorraum und A C X eine halboffene Teilmenge. Ein
W -wertiges Kovektorfeld auf A ist eine Abbildung

w: A — Homg (X, W)

Sie ordnet also jedem Punkt p € A eine lineare Abbildung des Richtungsraums
in den Raum W zu. Ist etwa Y ein weiterer endlichdimensionaler reeller Raum
und A halboffen und f : A — Y differenzierbar, so ist d f oder genauer p — d, f
ein ?—Wertiges Kovektorfeld auf A. Ist nun ¢ : [a,b] — A ein stetig differenzier-
barer Weg in einer halboffenen Teilmenge A eines endlichdimensionalen reellen
Raums X und w : A — Homg (X, W) ein stetiges Kovektorfeld auf A mit Wer-
ten in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum W, so definieren wir in
Verallgemeinerung des Falls reellwertiger Kovektorfelder aus 6.3 einen Vektor
( fw w) € W, das Integral des |V -wertigen Kovektorfelds w lings des Weges ¢,

durch die Vorschrift ,
[o= [ e te®rar
7] a

Auf der rechten Seite ist also fiir jeden Zeitpunkt ¢ der Homomorphismus wy) :
X — W auszuwerten auf dem Geschwindigkeitsvektor ¢’ (t) € X, und die so
entstehende stetige Abbildung [a, b] — W ist als vektorwertige Funktion zu inte-
grieren im Sinne von 1.3.3.

Ergiinzendes Beispiel 6.3.17. In der Physik begegnen einem insbesondere oft Ko-
vektorfelder mit Werten in eindimensionalen reellen Vektorrdumen. Zum Beispiel
wird man sich ein Kraftfeld auf dem Anschauungsraum [E aus ?? a priori wie in
?? erklart als ein “Vektorfeld mit Einheiten” denken, genauer als Abbildung

F:E—E® (g/s)

Da es sich jedoch mit Kovektorfeldern bei Koordinatenwechseln sehr viel besser
rechnen 14t als mlt Vektorfeldern ist es oft giinstiger, die durch das kanomsche
Skalarprodukt s . E xE — L% aus ?? gegebene Identifikation can, L E S
Hompg (I@, L%?%) nachzuschalten und unser Kraftfeld stattdessen als eine Abblldung

F : E — Homg(E, (g m?/s?))
aufzufassen. Die Elemente des eindimensionalen Vektorraums
(gm?/s?) = M ® L®2 @ (T*)®*

heiBlen in der Physik auch Energien. In diesem Sinne kénnen wir ein Kraftfeld
dann also auch als ein Energie-wertiges Kovektorfeld auffassen. Das Weginte-
gral iiber dieses Kovektorfeld hei3t die bei Durchlaufen des Weges in besagtem
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Kraftfeld freiwerdende Energie, und ihr Negatives die zu verrichtende Arbeit. An-
schaulich und etwas vage gesprochen ordnet das Negative dieses Kovektorfelds
ndmlich gerade “jeder kleinen Verriickung die Arbeit zu, die bei dieser kleinen
Verriickung gegen das Kraftfeld zu leisten wiére”. Eine energiewertige Abbildung
V :E — ((gm?/s?) mit dV = —F heiBt in der Physik ein Potential unseres
Kraftfelds.

Ergdnzendes Beispiel 6.3.18. Zentral in der sogenannten “Funktionentheorie” ??
sind die Wegintegrale komplexwertiger Kovektorfelder, die auf offenen Teilmen-
gen der komplexen Zahlenebene definiert sind. Ublicherweise bezeichnet in die-
sem Kontext z : C — C die Identitit und dz ihr Differential, ein komplexwertiges
Kovektorfeld auf C. Mit f(z) dz bezeichnet man dann das Produkt dieses Kovek-
torfelds mit einer komplexwertigen Funktion z +— f(z). Das Integral derartiger
Kovektorfelder iiber Integrationswege liefert in diesem Fall entsprechend komple-
xe Zahlen.

6.4 Wegzusammenhingende Riume

Definition 6.4.1. Ist X ein topologischer Raum und sind 2,y € X Punkte, so
nennen wir eine stetige Abbildung 7 : [a,b] — X mit y(a) = z und v(b) = y
einen Weg von z nach y. Ein topologischer Raum X heillt wegweise zusammen-
hiingend oder auch kurz wegzusammenhingend genau dann, wenn er nicht leer
ist und es fiir je zwei Punkte unseres Raums einen Weg vom einen zum anderen
gibt.

Ubung 6.4.2. Auf jedem topologischen Raum X definiert man die Relation der
“Wegverbindbarkeit” durch die Vorschrift Wy genau dann, wenn es in X einen
Weg von x nach y gibt. Man zeige, daB das eine Aquivalenzrelation ist. Hinweis:
Die Transitivitét ergibt sich durch das “Aneinanderhingen von Wegen” und die
Stetigkeit der so entstehenden Wege folgt mit 9.5.32. Die Aquivalenzklassen fiir
diese Relation heiflen die Wegzusammenhangskomponenten unseres Raums.
Man zeige, daB} die Wegzusammenhangskomponenten eines topologischen Raums
offen sind genau dann, wenn jeder Punkt eine wegzusammenhingende Umgebung
besitzt.

Definition 6.4.3. Unter einem stiickweise linearen Weg oder auch Polygonzug
in einem normierten reellen Raum verstehen wir einen Weg, der aus endlich vielen
Geradensegmenten zusammengesetzt ist.

6.4.4. Im Sinne unserer Definitionen mii3ten wir eigentlich von einem “stiickwei-
se affinen Weg” reden, aber das tut kein Mensch.
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Lemma 6.4.5. In einer wegzusammenhdngenden offenen Teilmenge eines nor-
mierten reellen Raums lassen sich je zwei Punkte auch durch einen stiickweise
linearen Weg verbinden.

Beweis. Sei A @ V unsere Teilmenge und seien x,y € A gegeben. Nach Annah-
me gibt es einen Weg v : [a,b] — A von z nach y. Ohne Beschriankung der All-
gemeinheit diirfen wir A # V' annehmen. Dann ist der Abstand zum Komplement
von A nach 9.2.22 eine stetige Funktion dy 4 : V' — R ohne Nullstelle auf A und
dy\a oy hat nach 6.4.3 auf [a, b] ein Minimum ¢ > 0, als da heilt, es gibt ¢ > 0
derart, daB alle Punkte aus 7([a, b]) mindestens den Abstand ¢ zum Komplement
von A haben. Andererseits ist v gleichmé@Big stetig, wir finden also eine Untertei-
lung a = ap < a3 < ... < a, = bunseres Intervalls mit ||y(a;) — v(a;—1)|| < e
fir 1 < i < n. Ein zwischen den Eckpunkten = = ~y(ao),v(a1),...,7v(a,) =y
jeweils linear verlaufender Weg bleibt also ganz in A. Damit ist gezeigt, daf3 sich
je zwei Punkte aus A auch durch einen stiickweise linearen Weg in A verbinden
lassen. U

Lemma 6.4.6. Auf einer offenen wegzusammenhdiingenden Teilmenge eines end-
lichdimensionalen reellen Raums ist jede differenzierbare reellwertige Funktion
mit verschwindendem Differential konstant.

Beweis. Eine differenzierbare Funktion mit verschwindendem Differential muf3
nach 6.3.14 am Anfang und Ende jedes stetig differenzierbaren Weges und dann
auch am Anfang und Ende jedes stiickweise linearen Weges denselben Wert an-
nehmen. Das Lemma folgt damit aus 6.4.5. U

Definition 6.4.7. Eine Teilmenge eines topologischen Raums nennen wir dis-
kret genau dann, wenn jeder ihrer Punkte eine Umgebung besitzt, in der kein
anderer Punkt besagter Teilmenge liegt. Zum Beispiel ist die Menge aller Briiche
{1,1/2,1/3,...} mit einer Eins im Zihler eine diskrete Teilmenge der reellen
Zahlengeraden.

6.4.8. In anderen Worten nennen wir also eine Teilmenge eines topologischen
Raums diskret genau dann, wenn sie mit der Spurtopologie im Sinne von 9.5.9
ein diskreter topologischer Raum im Sinne von 9.5.20 wird. Andere Autoren ver-
stehen unter einer diskreten Teilmenge eines topologischen Raums abweichend
eine Teilmenge derart, dal jeder Punkt des gesamten Raums eine Umgebung be-
sitzt, in der hochstens ein Punkt besagter Teilmenge liegt. In unserer Terminologie
sind das genau die diskreten abgeschlossenen Teilmengen.

Ubung 6.4.9. Das Komplement einer abgeschlossenen diskreten Teilmenge in ei-
ner wegzusammenhingenden offenen Teilmenge eines R™ ist fiir n > 1 weg-
zusammenhingend. Dasselbe gilt im Ubrigen auch ohne die Bedingung “abge-
schlossen”, ist dann aber schwerer zu zeigen.
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Ubung 6.4.10. Ist U @ R" offen und wegzusammenhingend und A C R" ein affi-
ner Teilraum einer Dimension dim A < n— 2 alias einer Kodimension mindestens
Zwei, so ist auch U\ A wegzusammenhingend. Fiir Teilrdiume A der Kodimension
Eins alias affine Hyperebenen A gilt das natiirlich nicht!

Definition 6.4.11. Eine Funktion auf einer Teilmenge des R", die um jeden Punkt
ihres Definitionsbereichs in einer Umgebung durch ihre Taylorreihe dargestellt
werden kann, heiflt analytisch.

6.4.12. Wir werden in ?? zeigen, dall Potenzreihen in einer Veridnderlichen analy-
tische Funktionen liefern. Analog kann man es auch fiir Potenzreihen in mehreren
Verinderlichen zeigen.

Ubung 6.4.13. Stimmen zwei auf derselben wegzusammenhiingenden offenen
Teilmenge des R™ definierte analytische Funktionen auf einer Umgebung eines
Punktes iiberein, so sind sie gleich. Hinweis: Man ziehe sich mithilfe stiickweise
linearer Wege auf den Fall n = 1 zuriick.

Ergiinzende Ubung 6.4.14. Man zeige: Die Gruppe SO(n) aller orthogonalen
(n x n)-Matrizen mit Determinante Eins ist wegzusammenhzngend. Hinweis: ??.
Die Gruppe GL(n;R)* aller invertierbaren reellen (n x n)-Matrizen mit positi-
ver Determinante ist wegzusammenhingend. Hinweis: ??. Die vorgeschlagenen
Losungsansitze laufen auf eine Flickschusterei hinaus. Einen konzeptionelleren
Beweis werden wir in ?? kennenlernen.

Ergiinzende Ubung 6.4.15. Das Bild eines wegzusammenhiingenden Raums unter
einer stetigen Abbildung ist stets wieder wegzusammenhingend. Die wegzusam-
menhéngenden Teilmengen von R sind gerade die nichtleeren Intervalle.

Ubung 6.4.16. Gegeben ein wegzusammenhiingender topologischer Raum ist jede
Teilmenge, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist, entweder leer oder bereits
der ganze Raum. Hinweis: Man wihle sonst einen Weg von einem Punkt unserer
Teilmenge in ihr Komplement und konstruiere einen Widerspruch.

Ergdnzung 6.4.17. In ?? wird ganz allgemein ein “zusammenhéngender topolo-
gischer Raum” definiert durch die Eigenschaft, daf} er nicht leer ist und daf3 jede
Teilmenge, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist, entweder leer oder be-
reits der ganze Raum sein muf}. Dort bespreche ich auch noch ausfiihrlicher die
Beziehungen dieses Begriffs zum hier eingefiihrten Wegzusammenhang. Die vor-
hergehende Ubung 6.4.16 besagt in dieser Terminologie insbesondere, daB jeder
wegzusammenhingende Raum auch zusammenhingend ist.

6.5 Homotopie von Wegen

6.5.1. Einen durch das Einheitsintervall parametrisierten Weg v : [0,1] — X
in einem topologischen Raum X nennen wir im Folgenden einen normierten

111



Weg. Zu jedem Weg v : [a,b] — X bilden wir in offensichtlicher Weise den
zugehorigen normierten Weg 4 : ¢t — v((1 — t)a + tb).

Definition 6.5.2. Seien x, y Punkte eines topologischen Raums X. Zwei normier-
te Wege o, 5 von x nach y heilen homotop oder priziser homotop in X oder
auch homotop mit festen Endpunkten und wir schreiben o ~ /3 genau dann,
wenn es eine stetige Abbildung

h:[0,1]2—>X

des Einheitsquadrats in unseren Raum gibt, die auf der Unter- bzw. Oberkante
unseres Quadrats mit o bzw. 3 iibereinstimmt und die auf der Vorder- und der
Hinterkante konstant ist. In Formeln ausgedriickt fordern wir also h(t,0) = «(t)
und h(t,1) = [(t) fur alle t € [0, 1] sowie h(0,7) = x und h(1,7) = y fiir alle
7 € [0,1]. Wir sagen dann auch, h sei eine Homotopie zwischen « und /5 und
schreiben h : o ~ 3. Zwei beliebige Wege von = nach y nennen wir homotop
genau dann, wenn die zugehorigen normierten Wege homotop sind.

6.5.3. Vielleicht anschaulicher kann man Homotopie auch dahingehend interpre-
tieren, daf es eine durch 7 € [0, 1] parametrisierte Familie von normierten Wegen
h. von x nach y geben soll derart, daB gilt by = o, h; = [ und dal} unsere Familie
stetig von 7 abhéingt in dem Sinne, daB die Abbildung [0, 1] — X, (¢,7) — h, (1)
stetig ist.

Beispiel 6.5.4. Fiir eine konvexe Teilmenge X eines endlichdimensionalen reellen
Raums und zwei beliebige Punkte =,y € X sind je zwei Wege «, 3 von x nach y
homotop in X. Sind unsere Wege normiert, so kann man eine Homotopie explizit
angeben vermittels h(t,7) = (1 — 7)a(t) + 76(t).

6.5.5. Bilder homotoper Wege sind homotop. Ist genauer eine Abbildung f :
X — Y stetig, so folgt aus h : @« >~ B schon foh : foa ~ fof. Speziell
ist ein Weg homotop zu allen seinen Umparametrisierungen, denn nach 6.5.4 sind
je zwei Wege in [0, 1] von 0 nach 1 homotop und damit gilt dasselbe fiir ihre Bilder
unter einem beliebigen stetigen 7 : [0, 1] — Y.

Ubung 6.5.6. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Wege
zwischen zwei fest vorgegebenen Punkten. Hinweis: 9.5.32.

Definition 6.5.7. Ein Weg in einem topologischen Raum heifit ein geschlosse-
ner Weg genau dann, wenn sein Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen. Ein
Weg heifit zusammenziehbar genau dann, wenn er homotop ist zu einem kon-
stanten Weg. Per definitionem ist also jeder zusammenziehbare Weg geschlos-
sen. Ein topologischer Raum heifit wegweise einfach zusammenhiingend genau
dann, wenn er wegzusammenhéngend ist und wenn dariiber hinaus jeder geschlos-
sene Weg in unserem Raum zusammenziehbar ist.
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e = W —— e - —

Eine Homotopie zwischen zwei Wegen, in diesem Fall zwischen den beiden
Randwegen unserer Banane.

Ein zusammenziehbarer und ein nicht zusammenziehbarer
geschlossener Weg in Komplement des durch ein Kreuzchen markierten Punktes
in der Papierebene
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6.5.8. In ?? werden wir auch “einfach zusammenhédngende” topologische Rau-
me kennenlernen, die in etwas anderer Weise definiert werden. Fiir halboffene
Teilmengen normierter Rdume wird sich dieser Begriff jedoch als zu “wegweise
einfach zusammenhéngend” gleichbedeutend herausstellen, weshalb wir in diesen
Fillen auch jetzt schon das “wegweise” meist weglassen.

Ubung 6.5.9. Ein Raum ist wegweise einfach zusammenhingend genau dann,
wenn er wegzusammenhingend ist und je zwei Wege mit demselben Anfangs-
und demselben Endpunkt darin homotop sind.

Ergdnzung 6.5.10. Ist U @ R" offen und einfach zusammenhéngend und ist A C
R™ ein affiner Teilraum einer Kodimension > 3, so ist auch U\ A einfach zusam-
menhéngend. Fiir einen Beweis dieses Analogons zu 6.4.10 verweise ich auf die
Topologie, siehe etwa ??.

Ergiinzende Ubung 6.5.11. Jeder Weg in einer offenen Teilmenge eines endlich-
dimensionalen reellen Vektorraums ist dort homotop zu einem Polygonzug. Hin-
weis: 6.4.5.

6.6 Rotation und Potential

Proposition 6.6.1 (Wegintegrale und Potential). Sei X ein endlichdimensiona-
ler reeller Raum, A @ X eine offene Teilmenge und w ein stetiges Kovektorfeld
auf A. So sind gleichbedeutend:

1. Unser Kovektorfeld ist das Differential einer differenzierbaren Funktion.

2. Das Integral unseres Kovektorfelds iiber beliebige stetig differenzierbare
Wege in A hingt nur vom Anfangs- und Endpunkt ab.

3. Das Integral unseres Kovektorfelds iiber jeden geschlossenen stetig diffe-
renzierbaren Weg in A verschwindet.

6.6.2. In physikalischer Terminologie 6.3.17 hat also ein Kraftfeld oder genauer
das zugehorige energiewertige Kovektorfeld ein Potential genau dann, wenn die
langs beliebiger Wege geleistete Arbeit nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt.

Beweis. Es ist im folgenden bequem, fiir etwas allgemeinere Wege den Begriff
des Wegintegrals zur Verfiigung zu haben.

Definition 6.6.3. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Ein Weg ~ :
[a,b] — X heiBt stiickweise stetig differenzierbar genau dann, wenn es eine
Zerlegung a = ap < a1 < ... < a, = b unseres Intervalls gibt derart, daf3
die Restriktionen 7|(,, , 4, stetig differenzierbar sind fiir alle i. Wir bezeichnen
stiickweise stetig differenzierbare Wege abkiirzend als Integrationswege.
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6.6.4. Ist v : [a,b] — X ein Integrationsweg in einem endlichdimensionalen
reellen Raum X und w ein auf dem Bild von v definiertes stetiges Kovektorfeld,

SO setzen wir
/w:/ w+/ w+...+/ w
v Mia,aq] ol ol

ar_1,b]
fir a; < ... < a,_; die Stellen in (a,b), an denen ~y nicht differenzierbar ist.
Sicher gilt dann [ w = [ + f'vl[t,b] w fiir alle t € (a, b).

a,aq ay,ag]

|[a,t] w
Wir behaupten nun zunichst, daf3 die Aussagen 2 bzw. 3 der Proposition jeweils
gleichbedeutend sind zu

2'. Das Integral von w {iiber beliebige Integrationswege in A hidngt nur vom
Anfangs- und Endpunkt ab.

3. Das Integral von w iiber jeden geschlossenen Integrationsweg in A ver-
schwindet.

Hier ist 2 = 2 offensichtlich. Andererseits konnen wir aber jeden Integrations-
weg so umparametrisieren, daf er stetig differenzierbar wird. Das Integral dndert
sich dabei nicht, und so folgt auch die andere Richtung 2 = 2’. Ebenso zeigt
man 3 < 3'. Nach diesen Vorarbeiten beginnen wir nun mit dem eigentlichen
Beweis der Proposition. Die Folgerungen 1 = 2 = 3 sind offensichtlich. Wir
zeigen als nichstes 3’ = 2 durch Widerspruch: Gébe es zwei Integrationswege
mit demselben Anfangs- und Endpunkt aber verschiedenen Integralen, so konn-
ten wir den einen dieser Wege umdrehen und an den anderen anhéngen und so
einen geschlossenen Integrationsweg erhalten, iiber den das Integral von w nicht
Null wire. Damit ist 3' = 2 gezeigt. Zeigen wir nun noch 2’ = 1, so haben
wir schon einmal die Aquivalenzen 1 < 2 < 3 nachgewiesen. Nach 6.4.2 und
6.4.5 diirfen wir annehmen, dal A nicht leer ist und sich je zwei Punkte aus A
durch einen Integrationsweg verbinden lassen. Dann wihlen wir p € A fest und
definieren eine Funktion f : A — R durch die Vorschrift

fiir einen und nach 2’ dann auch jeden Integrationsweg ~ von p nach x. Ist nun v
ein stetig differenzierbarer Weg in A von x nach y, so behaupten wir

/w w=fly) - f()

In der Tat kdnnen wir ja ¢ am + anhingen und so einen Integrationsweg von p
nach y erhalten, so daB also gilt [ w + [, w = f(y). Mit dieser Erkenntnis 18t
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X+a

/Pv

Ein beliebiger Weg mit angehingtem geraden Stiick aus dem Beweis von 3 = 1.
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sich das Differential von f nun sehr leicht berechnen. Gegeben x € Asei B @ X
ein offener Ball um Null mit z + B C A. Gegeben v € B erhalten wir mit unserer
Notation 6.3.2 sofort

flx+v)—f(z) = /:H)w = /Olwﬁw (v) dt = w, (v)+/01(wx+tv—wx)(v) dt

Das letzte Integral 148t sich aber schreiben als ||v|| mal eine Funktion, die be-
schrénkt ist fir v € B durch sup{||wz4w — we| | [Jw|| < |Jv||} und die folglich
mit v gegen Null strebt. Das zeigt d, f = w, wie gewiinscht. O]

Definition 6.6.5. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A @ X eine
offene Teilmenge. Ein stetig differenzierbares Kovektorfeld w : A — X* auf
A heil3t _geschlossen genau dann, wenn an jeder Stelle p € A sein Differential
dpw : X — X* eine symmetrische Bilinearform auf X liefert im Sinne einer
Gleichheit von reellen Zahlen

(dpw)()(@) = (dp) (@) (7) Vo, 0 € X

Diese Terminologie geht vermutlich auf den gleich folgenden Satz 6.6.10 zuriick,
nach dem ein stetig differenzierbares Kovektorfeld geschlossen ist genau dann,
wenn seine Wegintegrale iiber alle geschlossenen und im Definitionsbereich zu-
sammenziehbaren Wege verschwinden.

Beispiel 6.6.6. Ein stetig differenzierbares Kovektorfeld w = > u; dz; auf einer
offenen Teilmenge eines R" ist geschlossen genau dann, wenn gilt
3ui . 8’1,Lj
a.’Ej N 0;151

Vi, g

Ergdnzung 6.6.7. Spiter werden wir in 10.6.3 ganz allgemein die “duflere Ablei-
tung von Differentialformen” einfiihren. In dieser Terminologie sind dann unse-
re geschlossenen Kovektorfelder aus der vorhergehenden Definition 6.6.5 genau
diejenigen stetig differenzierbaren Kovektorfelder, deren d@uBlere Ableitung ver-
schwindet.

Ubung 6.6.8. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum, A @ X eine offene
Teilmenge, p € A ein Punktund w : A — X* ein stetig differenzierbares Ko-
vektorfeld. So gilt in den Notationen der vorhergehenden Definition 6.6.5 fiir alle
7, € X die Identitit
N o 1
(dpw) (0) () — (dpw) () (7) = lim = w

=0 ¢ ¥(p i )
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Der Weg (p, t7, t) aus Ubung 6.6.8. Mit t — 0 wird er natiirlich immer
kleiner.
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mit der Notation (p, t¥, tw) fiir den Weg, der einmal das Parallelogramm mit
einer Ecke p und Kantenvektoren ¢v und ¢ umlduft, oder genauer, der stiickweise
linear lduft erst von p nach p+tv, dann weiter nach p+tv+tw, von da nach p+t,
und dann wieder zuriick nach p. Hinweis: Es mag die Rechnung vereinfachen,
wenn man das fragliche Integral zu einer Funktion von zwei Veridnderlichen s, ¢
erweitert.

Ergiinzende Ubung 6.6.9. Man zeige: Gegeben ein geschlossenes stetig differen-
zierbares Kovektorfeld ist auch sein Riickwértsverwandter unter jeder stetig dif-
ferenzierbaren Abbildung geschlossen. Insbesondere ist diese Eigenschaft “un-
abhingig von der Wahl der Koordinaten”. Eine gewisse Anschauung fiir diese
Eigenschaft mag 6.6.8 liefern.

Satz 6.6.10 (Rotation und Potential). Sei X ein endlichdimensionaler reeller
Raum und A G X eine offene Teilmenge. Fiir ein stetig differenzierbares Kovek-
torfeld w auf A sind gleichbedeutend:

1. Unser Kovektorfeld ist geschlossen;

2. Jeder Punkt von A besitzt eine offene Umgebung, auf der unser Kovektorfeld
das Differential einer Funktion ist;

3. Auf jeder einfach zusammenhdngenden offenen Teilmenge von A ist unser
Kovektorfeld das Differential einer Funktion,

4. Sind v und 1 zwei in A zueinander homotope Integrationswege, so gilt

[ ]

6.6.11. Insbesondere verschwindet also das Wegintegral eines stetig differenzier-
baren geschlossenen Kovektorfelds iiber jeden in A zusammenziehbaren Integra-
tionsweg. Einen alternativen und in gewisser Weise glatteren Beweis unter stéirke-
ren Voraussetzungen geben wir in 10.8.25.

6.6.12. Gegeben ein differenzierbares Vektorfeld v = (vq,v3) : R* — R? be-
zeichnet man die Differenz rot v = §%2 — 2% als seine Wirbeldichte oder skala-
re Rotation, und gegeben ein differenzierbares Vektorfeld v : R® — R? definiert
man seine Rotation, ein weiteres Vektorfeld, durch die Vorschrift

(6113 (%2 avl 81}3 61}2 81}1 )
rotv =

8x2 B 8.1‘3 ’ 8x3 B 3x1 ’ 8x1 B 8x2

Um fiir diese Konzepte eine Anschauung zu entwickeln, mag man sich unser Vek-
torfeld /' als ein Kraftfeld vorstellen. LaBt man im ebenen Fall dieses Kraftfeld
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Das ebene Vektorfeld (x,y) — (0, —x) hat konstant die Rotation —1.
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auf den Rand einer kleinen Kreisscheibe wirken, die an einer Stelle unserer Ebene
drehbar befestigt ist, so beginnt sie sich zu drehen. Drehsinn sowie die Stirke der
drehenden Kraft entsprechen Vorzeichen und Betrag der skalaren Rotation. LBt
man im rdumlichen Fall dieses Kraftfeld auf die Oberflidche eines kleinen Balls
wirken, den man an einer Stelle p hineinhilt, so beginnt er sich auch zu drehen.
Die Drehachse ist dann die von der Rotation unseres Vektorfeldes bei p erzeug-
te Gerade, und der Drehsinn sowie die Stirke der drehenden Kraft entsprechen
Richtung und Linge der Rotation. In dieser Terminologie formuliert besagt der
vorstehende Satz in R? und R? insbesondere, daB jedes rotationsfreie Vektorfeld
auf einer einfach zusammenhéngenden offenen Menge der Gradient einer Funkti-
on ist alias in physikalischer Terminologie ausgedriickt ein Potential besitzt.

Beweis. 4 = 3 ergibt sich unmittelbar aus Satz 6.6.1, nach dem jedes stetige
Kovektorfeld das Differential einer Funktion ist, bei dem alle Wegintegrale tiber
geschlossene Integrationswege verschwinden. 3 = 2 ist offensichtlich. Um 2 = 1
zu zeigen, diirfen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit X = R"™ annehmen.
Die Implikation ist dann auch offensichtlich, fiir w = > u; dx; = df gilt in der

Tat
8u2~ an 02f Guj

0xj N 0%890, N 890,(%] n 3xz
Im iibrigen sieht man auch leicht ein, daB die d,(d f) entsprechende symmetrische
Bilinearform gerade das Doppelte des “quadratischen Anteils der Taylorentwick-
lung der Funktion f um p” ist. Wie dem auch sei, bleibt nur 1 = 4 zu zeigen. Wir
diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit weiter X = R" annehmen. Wir be-
ginnen unseren Beweis von 1 = 4, indem wir einen Spezialfall von 1 = 3 als
Proposition formulieren und unabhéngig zeigen.

Lemma 6.6.13. Ist A G R" eine offene Kugel und w darauf ein stetig differen-
zierbares geschlossenes Kovektorfeld, so ist w das Differential einer Funktion

f:A—-R

6.6.14. Ich gebe dafiir zwei Beweise: Erst einen sehr kurzen mehr rechnerischen
Beweis, und im Anschluf} einen etwas lingeren mehr konzeptionellen.

Rechnerischer Beweis. Wir verwenden unsere Notation 6.3.2. Wir diirfen ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit 0 € A annehmen, bezeichnen nun wieder mit x
einen Vektor und betrachten die Funktion f : A — R gegeben durch

f(x):/Oxw:/olwm(x)dt:/oliluj(tx)-xjdt
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Dal ein rotationsfreies Vektorfeld auf einer nicht wegweise einfach
zusammenhingenden offenen Teilmenge eines R™ nicht notwendig ein Potential
besitzt, zeigt das Vektorfeld grad 6 auf R? \ 0, wo 6(z, y) der eben nur bis auf
eine additive Konstante wohlbestimmte Winkel ist, den der Strahl vom Nullpunkt
nach (x, y) mit der horizontalen Koordinatenachse einschlieit. Der Gradient
grad @ ist dann ein wohldefiniertes rotationsfreies Vektorfeld auf dem
Komplement des Ursprungs, hat aber kein global definiertes Potential. Dies
Vektorfeld ist nicht ganz leicht zu zeichnen, da die Lingen seiner Vektoren gegen
den Ursprung hin ins Unendliche wachsen. Auf den ersten Blick mag es absurd
wirken, dieses Feld wirbelfrei zu nennen. Eine aullerhalb des Ursprungs zum
Testen hereingelegte kleine Kreisscheibe wiirde aber in der Tat nicht gedreht, die
stiarkeren Vektoren zerren zwar an der dem Ursprung zugewandten Seite, aber
von diesen Vektoren greifen andererseits auch weniger an. In gewisser Weise
konzentriert sich hier das gesamte Wirbeln im Ursprung, und der gehort nun
eben gerade nicht zu unserem Definitionsbereich. In mathematischer
Sprechweise ist dv ein geschlossenes Kovektorfeld auf der punktierten Ebene,
das jedoch nicht das Differential einer global definierten Funktion ist.
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Ihre partielle Ableitung nach x; ergibt sich zu

) = e (o (1)) ) dt
= [yt 5 (tp)  py + ui(tp) dt
= fo j=1t auvﬁ(m'pj"'“z‘(tp) de
= f t- —(uz(tp))—i-ui(tp) dt

= fo (- (ug(tp)) dt

= t-ui(tp) |0

= u(p)

und wir sehen, daB in der Tat gilt df = w. [

Konzeptioneller Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall n = 2 als eigenstéindi-
ges Lemma.

Lemma 6.6.15. Ist A @ R? eine ebene Kreisscheibe und w darauf ein stetig diffe-

renzierbares geschlossenes Kovektorfeld, so ist w das Differential einer Funktion
f:A—R

Beweis. Um Indizes zu vermeiden schreiben wir bei der Behandlung dieses Spe-
zialfalls (z, y) statt (x1, x2) in der Hoffnung, daB dies Einsparen von Indizes mehr
Klarheit schafft, als die Verwendung der Buchstaben x, y mit verschiedenen Be-
deutungen an Verwirrung erzeugt. Betrachten wir ein Rechteck () = [a,b] X
[c,d] C A und integrieren unser Kovektorfeld einmal im Gegenuhrzeigersinn auf
dem Rand entlang, den wir parametrisieren als Weg p, so erhalten wir

Lw = fbul(x c) dw—i—deQ(b,y)dy—f;ul(x,d)dx—fcdug(my)dy
_ f f <8u2 _ 8“1>d:1:dy

Fiir ein stetig differenzierbares geschlossenes Kovektorfeld verschwindet also das
Wegintegral einmal um den Rand unseres Rechtecks und der “obere” bzw. der
“untere” Weg auf den Kanten des Rechtecks von einem Punkt zum diagonal ge-
geniiberliegenden Punkt liefern dasselbe Wegintegral. Halten wir nun einen Punkt
(p,q) € A fest, so definiert dieses gemeinsame Wegintegral eine Funktion

flz,y) = fpx uy(t, q) dt—l—fqy us(x, s) ds
=[] ua(p,s)ds+ [Tun(t,y)dt

fiir die wegen der ersten Darstellung offensichtlich gilt f, = u, und wegen der
zweiten Darstellung f, = u;. Damit gilt w = d f wie behauptet. ]
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Das Rechteck aus dem Beweis von 4 = 1.
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Jetzt fithren wir unseren konzeptionellen Beweis des Lemmas im Fall allgemeiner
Dimension zu Ende. Wir betrachten dazu alle Wege, die lings der Kanten eines
achsenparallelen Quaders vom Ursprung nach p laufen. Genauer betrachten wir
fir jede Permutation o € S,, den Weg [0] = [o;p] vom Ursprung nach p, der
gerade verlduft zwischen den Eckpunkten

0, Po(1)€o(1)s Po(1)€o(1) T Po(2)€o(2)s ---» P

Ist 7 = (4,7 + 1) eine Transposition benachbarter Zahlen, so unterscheiden sich
[0] und [0 o 7] nur dadurch, daB sie beim i-ten und (i 4+ 1)-ten Geradenstiick
auf verschiedenen Kantenwegen diagonal gegeniiberliegende Punkte eines ebenen
Rechtecks verbinden. Ziehen wir unser Kovektorfeld auf eine geeignete Ebene
zuriick, so landen wir im bereits behandelten Fall und folgern

L= )
[o] [oo7]

fiir jede Transposition 7 der Gestalt 7 = (7,7 + 1). Wissen wir nun bereits nach
??, daB} derartige Transpositionen die symmetrische Gruppe erzeugen, so konnen
wir sofort folgern, da3 f[a] w gar nicht von o € §,, abhéngt. Die durch

f(p) = /[U;p] w

fiir ein und alle o definierte Funktion f hat dann Differential df = w, da ihre
partielle Ableitung nach z; auch aus jeder Darstellung durch ein o mit o(n) = i
berechnet werden kann, fiir die g—i = wu; offensichtlich ist. O
Jetzt konnen wir schlieBlich in unserem Satz 6.6.10 auch noch die Implikation
1 = 4 zeigen. Sei h : [0,1]> — A eine Homotopie zwischen unseren beiden Inte-
grationswegen, die wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit normiert annehmen
diirfen. Analog wie beim Beweis von 6.4.5 zeigen wir mithilfe von 9.2.22 und
9.7.11, daB} es fiir den Abstand von Punkten aus dem Bild unseres Einheitsqua-
drats und Punkten auBerhalb von A eine positive untere Schranke gibt. Da h nach
9.7.14 gleichmiBig stetig ist, finden wir weiter ein » € N, r > 1 derart, daf} bei
Unterteilung des Einheitsquadrats in r? kleine Schachfelder der Kantenlidnge 1/r
die einzelnen Felder unter h jeweils ganz in einen offenen Ball in A abgebildet
werden. Jetzt betrachten wir die Integrale lings der Geradensegmente zwischen
den Bildern in A von benachbarten Ecken unserer Schachfelder

A543 A5
Cij = / w und di,j = / w
h(3:4) h(3)
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[lustration zum Beweis von Satz 6.6.10 iiber die Homotopieinvarianz von
Wegintegralen bei gewissen Kovektorfeldern. Die beiden Wege werden durch
dicke gezackte Linien dargestellt, die Homotopie zwischen ihnen durch feine

gestrichelte Linien. Es gilt, diese Unterteilung so fein zu wihlen, daf} jeder dieser
“Ziegel” ganz in einem im Definitionsbereich unserer geschlossenen
Differentialform enthaltenen Ball liegt.
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Indem wir die fiir konvexe Definitionsbereiche bereits bewiesene Implikation auf
unsere offenen Bille in A anwenden, finden wir ¢; j + d;y1; — d;j — ¢ j41 = 0
und durch Aufsummieren

Z Cz‘,O"‘ Z dﬁj_ Z dO,j_ Z Ciﬂ":O

0<i<r 0<j<r 0<g<r 0<i<r

Indem wir nochmals den bereits bewiesenen Fall auf unsere offenen Bélle anwen-
den sehen wir dann weiter, da3 diese vier Summen jeweils den Wegintegralen
von w iiber die durch die vier Kanten unseres Quadrats gegebenen Wege gleichen.
Zwei von diesen Wegen sind eh konstant und die iibrigen sind eben gerade v und

b 0

Ubung 6.6.16. Man zeige, daB3 gegeben n € Z der geschlossene Weg 7, : [0, 271] —
R?*\0 mit () = (cosnt,sinnt) in R*\0 nur fiir n = 0 zusammenziehbar ist.

Hinweis: Man berechne das Integral des Winkelfeldes iiber diesen Weg und be-

achte 6.6.10. Ich empfinde es allerdings als Umweg, diese Aussage mithilfe von

Wegintegralen nachzuweisen, und ziehe den topologischen Beweis tiber Liftungs-

eigenschaften in ?? folgende vor.

Erginzende Ubung 6.6.17. Man zeige, daf es in 6.6.1 sogar ausreicht, die Diffe-
renzierbarkeit unseres stetigen Kovektorfelds an fast allen Punkten von A voraus-
zusetzen.

Ergiinzende Ubung 6.6.18. Gegeben auf einem Rechteck Q = [a, b] X [c, d] C R?
ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : () — R? stimmt das Integral seiner
Rotation rot v im Sinne von 6.6.12 tiber das Rechteck () iiberein mit seinem We-
gintegral im Sinne von 6.3.6 einmal im Gegenuhrzeigersinn um den Rand des
Rechtecks. In 10.8.15 werden wir diese Aussage als Spezialfall des allgemeinen
Stokes’schen Satzes zu verstehen lernen.

Satz 6.6.19 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe
Polynom besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

6.6.20. Andere Beweise werden in ?? diskutiert.

Beweis. Sei P(z) = 2" +a,_12""'+...+ag unser Polynom. Wir argumentieren
durch Widerspruch und betrachten fiir jeden Radius » > 0 den geschlossenen Weg
v : [0,27] — C, ,.(t) = re'* = rcost + irsint, der einmal auf dem Kreis mit
Radius r umlduft. Nach 6.5.4 ist er in C zusammenziehbar. Hitte unser Polynom
keine Nullstelle, so lieferte es eine stetige Abbildung P : C — C*, und nach
6.5.5 wiren alle P o ~, zusammenziehbar in C*. Fiir hinreichend grofles r gilt
nun jedoch r™ > |a,_1|r"™' + ... + |a1|r + |ag|, und fiir solche r ist der Weg
P o, in C* homotop zum Weg ¢ +— ~,.(¢)", da ndmlich fiir kein ¢ die Strecke von
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P(~,(t)) nach ~,(¢)™ den Nullpunkt trifft. Hitte also P keine Nullstelle, so wire
der Weg [0, 27| — C*, t — ~,(t)"™ zusammenziehbar in C*. Das steht jedoch im
Widerspruch zu 6.6.16. O

128



7 Umkehrsatz und Anwendungen

7.1 Der Satz iiber die Umkehrabbildung

Definition 7.1.1. Eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen halboffenen
Teilmengen normierter reeller Réume nennt man abkiirzend auch eine C'-Abbildung.
Der Buchstabe C steht hier fiir englisch “continous” oder franzosisch “continu”,

zu deutsch stetig, und der obere Index 1 deutet an, daf} nur die Existenz und Ste-
tigkeit der ersten Ableitung gefordert wird. Eine bijektive C*-Abbildung, deren
Umkehrung auch eine C*-Abbildung ist, heift ein C'-Diffeomorphismus.

Satz 7.1.2 (iiber die Umkehrabbildung). Seien X, Y endlichdimensionale reelle
Raume, V @ X offen und f : 'V — Y stetig dzﬁ‘erenzlerbar Ist an einer Stelle
p € V das Differential ein Isomorphismus d,f : X = Y so induziert f einen
C-Diffeomorphismus zwischen einer offenen Umgebung von p in V und einer
offenen Umgebung von f(p) inY.

7.1.3. Wir zeigen den Satz nach einigen Vorbereitungen zu Ende dieses Abschnitts.
Die Kettenregel liefert im Ubrigen fiir das Differential des Inversen eines C!-
Diffeomorphismus sofort die Formel

Ay (f7) = (dpf) ™

7.1.4. Unser Satz gilt auch fiir unendlichdimensionale normierte Rdume XY,
wenn wir zusitzlich annehmen, daf ihre Richtungsrdaume vollstindig sind und
daf} das Inverse des Vektorraumisomorphismus d,, f stetig ist. Der Beweis bleibt
derselbe. Diese Allgemeinheit ist durchaus auch von Interesse, erdffnet sie doch
einen direkten Zugang zum Studium von Losungen gewohnlicher Differentialglei-
chungen, wie in 8.5.2 ausgefiihrt wird. Als erste Priifung fiir unseren Satz iiber die
Umkehrabbildung iiberlege man sich die Giiltigkeit der Behauptung im Spezialfall
X=Y=R

Definition 7.1.5. Ein Punkt, der unter einer Abbildung auf sich selbst abgebildet
wird, heilit ein Fixpunkt besagter Abbildung.

Definition 7.1.6. Eine Abbildung f zwischen zwei metrischen Rdumen heif3t
Lipschitz-stetig genau dann, wenn es eine Konstante A > 0 gibt mit

d(f(z), f(y)) < Ad(z,y)

fiir alle x,y im Ausgangsraum. Wir sagen dann auch, f sei lipschitzstetig zur
Lipschitz-Konstante \. Eine Abbildung f zwischen metrischen Riumen heif3t
kontrahierend genau dann, wenn sie lipschitzstetig ist zu einer Lipschitzkon-
stante A < 1, wenn es also A < 1 gibt mit

d(f(z), f(y)) < Ad(z,y) Va,y
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Eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen zusammenhéngenden
Teilmenge V' @ R nach R mit nirgends verschwindender Ableitung ist
notwendig injektiv. Eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen
zusammenhiingenden Teilmenge V' @ R? in den R? mit iiberall injektivem
Differential ist dahingegen im allgemeinen nur noch “lokal injektiv” in einer
Weise, die der Satz iiber die Umkehrabbildung spezifiziert.
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Beispiel 7.1.7. Natiirlich ist jede lipschitzstetige Abbildung stetig. Eine Abbil-
dung R — R ist lipschitzstetig zu einer Lipschitzkonstante A genau dann, wenn
alle ihre Sekantensteigungen betragsmaBig beschrinkt sind durch A. Es ist hof-
fentlich auch anschaulich klar, dal im Fall A < 1 der Graph einer derart “flachen”
Funktion an genau einer Stelle die Hauptdiagonale alias den Graphen der Iden-
titdt kreuzen muf. Der Cosinus ist als Abbildung R — R keineswegs kontrahie-
rend, das Supremum seiner Sekantensteigungen ist ja Eins. Die Einschriankung
des Cosinus zu einer Abbildung [0, 1] — [0, 1] ist jedoch kontrahierend, und den
im Banach’schen Fixpunktsatz versteckten Algorithmus zur Bestimmung des Fix-
punktes illustriert nebenstehende Abbildung.

Lemma 7.1.8 (Banach’scher Fixpunktsatz). Jede kontrahierende Selbstabbil-
dung eines nichtleeren vollstindigen metrischen Raums besitzt genau einen Fix-
punkt.

Beweis. Sei f : M — M unsere kontrahierende Selbstabbildung und A < 1 eine
Lipschitzkonstante. Wir wéhlen zy € M und betrachten die rekusiv definierte
Folge x,,.1 = f(z,). Mit Induktion folgt d(x,,, x,,+1) < A"d(xg, 1), und mit der
Dreiecksungleichung folgt fiir n < m bereits

1—A
Also ist unsere Folge x,, eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen einen Punkt
lim,, .- x, = p € M. Da nun eine kontrahierende Abbildung notwendig stetig

ist, folgt aus der Vertauschbarkeit nach 9.3.9 von Grenzwerten mit dem Anwenden
stetiger Funktionen

A2y, Typ1) < A"+ A" b XN d (20, 71) < d(zo, 1)

f(p) = lim f(xn) = nhjgo Tpt1 =P

und wir haben schon mal einen Fixpunkt gefunden. Ist ¢ ein zweiter Fixpunkt, so
folgt d(p, q) = d(f(p), f(q)) < Ad(p,q) fiir A < 1 und damit d(p, q) = 0, also
P=q. O
Ergdnzung 7.1.9. Lassen wir in der Ungleichungskette aus obigem Beweis m nach

Unendlich streben, so erhalten wir fiir den Abstand der n-ten Approximation x,,
zum Fixpunkt p zusitzlich die Abschitzung

n

d <
(@n,0) < T

Satz 7.1.10 (Umkehrsatz fiir stetige Abbildungen). Seien X ein vollstindiger

normierter reeller affiner Raum, U G X eine offene Teilmenge und f : U — X
eine Abbildung, deren Differenz zur Identitdit

(f—id): U — X

d(x()a 1/'1)
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Schaltet man den Taschenrechner ein, stellt auf Bogenmal} und driickt wiederholt
die Taste “cos”, so wird man feststellen, dal} sich die Zahl in der Anzeige nach
einer gewissen Zeit iiberhaupt nicht mehr dndert. Um das zu verstehen beachte
man, daB der Cosinus eine kontrahierende Selbstabbildung des Intervalls [0, 1]

liefert, da namlich seine Ableitung dort betragsméBig durch sin(1) € (0,1)
beschrinkt ist. Der Beweis des Fixpunktsatzes 7.1.8 zeigt, dafl unter diesen
Umstédnden das wiederholte Anwenden stets eine Folge liefert, die gegen den
Fixpunkt konvergiert.
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kontrahierend ist, d.h. lipschitzstetig zu einer Lipschitzkonstante A < 1. So ist
unsere Abbildung injektiv mit offenem Bild f(U) @ X und ihre Umkehrabbildung
[~V f(U) — U ist lipschitzstetig zur Lipschitzkonstante 1/(1 — \).

Ubung 7.1.11. Der Leser mag zur Ubung aus den Argumenten des anschlieBenden
Beweises folgern, daf unter den Annahmen des Satzes genauer gilt

B(p;R) CU = B(f(p);(1—-MNR)C f(U)

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, X sei ein
vollstandiger normierter Vektorraum. Die Injektivitidt von f ergibt sich, da aus
unserer Annahme ||(f —id)(z) — (f —id)(y)|| < A||x — y|| sofort folgt ||y — z|| —

1 (x) = fW)Il < Allz — yl| alias
1f(z) = f)ll = (1 =Nz -y

Durch Einsetzen von z = f~!(p) und y = f~!(q) folgt ohne Schwierigkeiten
lp—qll > (1 =N)|f1(p) — f*(¢)|| und damit sogar die Lipschitzstetigkeit der
Umkehrfunktion f~! : f(U) — U. Bis hierher brauchen wir weder U offen noch
X vollstindig anzunehmen, und unsere Aussagen sind wenig mehr als ein Spe-
zialfall der allgemeinen Resultate fiir “nicht abstandsverkleinernde” Abbildungen
metrischer Rdume aus Ubung 9.2.26. Der wesentliche Punkt besteht darin, zu zei-
gen, dal f offenes Bild hat. Dazu betrachten wir fiir alle y € X die Abbildung

ky: U — X
r — x— f(z)+y

Ihre Fixpunkte sind die Urbilder von y unter f und k, ist unter unseren Annahmen
auch kontrahierend. Genauer gilt offensichtlich

[y (z) — Ry ()| < Mlw = 2] Va,ze€U

Gegeben p € U finden wir nun einen Radius R > 0 derart, daf der “abgeschlos-
sene Ball”
Alp R) :=={z e X[ |lp—z| <R}

ganz in U enthalten ist. Fiir y € B(f(p); (1 — A)R) bildet dann k, unseren abge-
schlossenen Ball A(p; R) in sich ab, denn es gilt
lp =zl <R = [lky(p) = k()| <AR
= = ky(2) + (= F) < AR
AR

= o= k(@) = lly = FP)II <
= llp=ky(2)| <R
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Fiir eine Abbildung f von einer offenen Teilmenge U @ R nach R ist (f — id)
kontrahierend mit Kontraktionsfaktor A genau dann, wenn alle ihre
Sekantensteigungen im Intervall [1 — A, 1 + A] liegen. In diesem Fall sollte es
anschaulich klar sein, da3 f injektiv und offen ist und daf3 die
Sekantensteigungen der Umkehrfunktion betragsmiBig beschrinkt sind durch
(1 — A)~! : In diesem Fall liegen alle Sekantensteigungen der Umkehrfunktion
sogar im Intervall [(1 + \)~%, (1 —\)71.
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Wenden wir den Banach’schen Fixpunktsatz 7.1.8 auf die Selbstabbildung &, von
A(p; R) an, das nach 10.5.2 als abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen
metrischen Raums auch vollstindig ist, so finden wir, daf k, einen Fixpunkt in
A(p; R) haben muB. Es folgt f(A(p; R)) D B(f(p); (1—A)R), und das zeigt, daBl
das Bild von f offen sein muB, in Formeln f(U) @ X. O

Beweis des Umkehrsatzes 7.1.2. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien X, Y
Vektorrdume. Sicher reicht es, wenn wir das Lemma fiir (d, f) "o f statt fiir f zei-
gen. Wir diirfen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit X = Y und d, f = id
annehmen. Es folgt d,(f — id) = 0. Wihlen wir eine Norm auf X und beachten,
daBl f stetig differenzierbar angenommen war, so folgt leicht die Existenz eines
offenen Balls B um p mit || d,(f —id)|] < 1/2 Vz € B. Nach 4.3.5 ist dann
jedoch (f —id) : B — X kontrahierend mit Lipschitzkonstante < (1/2). Mit
unserem Umkehrsatz fiir stetige Abbildungen 7.1.10 folgt, dal f eine Injektion
mit offenem Bild f : B — X liefert, deren Umkehrung lipschitzstetig ist zur
Lipschitzkonstante Zwei. Um die Differenzierbarkeit von f~! : f(B) — B an
der Stelle f(p) zu zeigen, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zu-
sdtzlich annehmen, daB gilt p = 0 und f(p) = 0. Da wir f differenzierbar bei p
mit Differential id angenommen hatten, kénnen wir dann schreiben

f(@) =2+ [le]le()

fiir eine geeignete Abbildung ¢ : B — X, die stetig ist bei 0 und die dort den Wert
Null annimmt. Setzen wir hier z = f~!(y) ein mit y € f(B), so ergibt sich

y=f")+ 1 Wl e ()

Nun liefert die Lipschitzstetigkeit der Umkehrfunktion fiir unseren eben gewihl-
ten offenen Ball B nach 7.1.10 auch fiiralle y € f(B) die Abschitzung || f~(y)]| <
2||y||- Damit ergibt sich dann leicht

i W)~y

=0
=0 |y

und das besagt gerade, daB die Umkehrabbildung f~! bei y = 0 differenzier-
bar ist mit Differential id. Verkleinern wir unsere offene Umgebung von p noch
so weit, dall df dort iiberall invertierbar ist, so folgt die Differenzierbarkeit der
Umkehrabbildung an jeder Stelle des Bildes unserer verkleinerten offenen Umge-
bung. Die Stetigkeit des Differentials der Umkehrabbildung folgt dann leicht aus
der Stetigkeit des Differentials der urspriinglichen Abbildung und der Stetigkeit
des Invertierens linearer Abbildungen, vergleiche im Fall von Banachrdaumen etwa
4.4.11. [
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Das Verfahren aus dem Beweis von 7.1.2 ist auch durchaus von praktischer
Bedeutung: Ausgeschrieben besagt es, da3 wir eine Losung « der Gleichung
f(x) = y unter geeigneten Annahmen finden konnen als den Fixpunkt der
kontrahierenden Abbildung

ky: U — X
v = w4+ () (v - f(2))

fiir p mit f(p) hinreichend nah bei y. Es ist dem Newtonverfahren aus 5.3.3 eng
verwandt, stimmt jedoch nicht damit iiberein: Beim Newtonverfahren etwa im
Fall einer Verianderlichen “gehen wir ja immer auf der Tangente bei (z, f(x))
wieder herunter zur x-Achse”, wohingegen wir bei unserer Korrektur k,, aus
besagtem Beweis stattdessen auf der Parallelen durch (z, f(z)) zur Tangente bei
(p, f(p)) heruntergehen, wie im Bild dargestellt.
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Ubung 7.1.12. Eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen Teilmen-
ge eines endlichdimensionalen reellen Raums in einen weiteren endlichdimensio-
nalen reellen Raum hat offenes Bild, wenn ihr Differential in jedem Punkt surjek-
tiv ist. Ist unsere stetig differenzierbare Abbildung zusitzlich injektiv, so liefert
sie einen Diffeomorphismus unserer offenen Teilmenge mit ihrem Bild.

7.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

7.2.1. Gegeben eine differenzierbare Funktion f : R®> — R von drei Verinderli-
chen scheint es mir anschaulich klar, dafl ihre Niveaufliche N durch einen vor-
gegebenen Punkt p € R3 “lokal um p als Graph einer reellwertigen Funktion der
ersten beiden Verdnderlichen dargestellt werden kann”, wenn die Tangentialebene
an unsere Niveaufldche bei p nicht auf der zy-Ebene alias der Nullstellenmen-
ge der dritten Veridnderlichen senkrecht steht, wenn also die partielle Ableitung
unserer Funktion f nach der dritten Verdnderlichen bei p nicht verschwindet. Et-
was formaler sollte es also unter der Bedingung f,(p) # 0 offene Teilmengen
C; @ R*und A; @ R geben derart, daB gilt p € C; x A; und daB N N (C} x A;)
der Graph einer Funktion g : C'; — A; ist. Derartige “implizit definierte Funktio-
nen” werden wir im folgenden in voller Allgemeinheit studieren, allerdings mit
einer anderen Konvention der Bezeichnung der Variablen: Statt (x,y, z) schrei-
ben wir im folgenden (21, 22, x), mit y bezeichnen wir Koordinaten des Raums,
in dem unsere Abbildung f landet, da kommt ndmlich keineswegs nur die reelle
Zahlengerade in Betracht, und dabei fassen wir f bei vorgegebenem y auf als eine
Gleichung in z, die von zwei Parametern z;, 2o abhédngt.

7.2.2. Gegeben allgemeiner nicht nur eine einzige Gleichung in mehreren Ver-
dnderlichen, sondern ein ganzes Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als
Unbekannten, sagen wir mit nur m Gleichungen fiir m + n Unbekannte, wird
man im allgemeinen erwarten, da3 sich die Losungsmenge in der folgenden Wei-
se beschreiben 146t: Wir diirfen n Unbekannte frei wihlen und kdnnen die tibrigen
m Unbekannten dann aus unseren m Gleichungen als Funktionen der bereits ge-
wihlten n Unbekannten bestimmen. Mir hilft es beim Denken und Reden, n der
Unbekannten als “Parameter” zu bezeichnen und unser System als ein System
von m Gleichungen in m Unbekannten anzusehen, bei dem unsere m Gleichun-
gen noch von insgesamt n Parametern abhingen. Besteht unser Gleichungsystem
etwa aus m nicht notwendig homogenen linearen Gleichungen in m Unbekann-
ten, wobei diese m Gleichungen noch stetig von n Parametern abhédngen, und ist
die (m x m)-Matrix der Koeffizienten fiir eine Wahl der Parameter invertierbar, so
wird sie auch fiir benachbarte Parameter invertierbar bleiben, und wir konnen die
eindeutig bestimmten Losungen fiir benachbarte Parameter als Funktionen der Pa-
rameter schreiben. Sind unsere Gleichungen nicht linear, so gelten entsprechende
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Aussagen. Eine prizise Formulierung gibt der “Satz liber implizite Funktionen”.
Mit den “impliziten” Funktionen sind dabei diejenigen Funktionen gemeint, die
die m Unbekannten als Funktionen der n Parameter ausdriicken: Diese Funktio-
nen sind ndmlich a priori nicht explizit etwa als Polynome oder allgemeiner als
algebraische Ausdriicke in bekannten Funktionen gegeben, sondern nur implizit
als Losungen eines Gleichungssystems.

7.2.3. Ich will den Fall, dal unsere Gleichungen linear sind und sogar linear von
den Parametern abhingen, auch noch koordinatenfrei und etwas priziser formulie-
ren. Seien dazu ganz allgemein X, Y, Z Vektorriume. Die Elemente von Z spie-
len im folgenden die Rolle der “Parameter”. Ist f : Z x X — Y eine lineare
Abbildung, deren Restriktion auf X bijektiv ist, so gibt es genau eine Abbildung
g:Z — X mit f(z,9(z)) = 0 fiir alle z € Z. In der Tat ist unsere Gleichung
wegen der Linearitit von f gleichbedeutend zu f(0, g(2))+ f(z,0) = 0, und nach
Annahme gibt es eben genau ein x € X mit f(0,2) = —f(z,0). Bezeichnet in
Formeln iny die lineare Einbettung = +— (0,z) von X nach Z x X, so haben
wir g(z) = —(f o inx)~*(f(z,0)), und notieren wir auch noch iny die lineare
Einbettung z — (z,0) von Z nach Z x X, so erhalten wir

g = —(f o) inx)il e} (f @) inz)

Der Satz iiber implizite Funktionen besagt, dal dhnliche Aussagen “lokal” auch
allgemeiner fiir beliebige stetig differenzierbare Abbildungen gelten.

Satz 7.2.4 (iiber implizite Funktionen). Seien Z, XY endlichdimensionale re-
elle Riume, C @ Z und A @ X offenund f : C' x A — Y stetig differenzierbar.
Induziert an einer Stelle (c,a) € C x A die Restriktion des Differentials von f
eine Bijektion
(d(c,a)f) @) in)z : )? = }7

so existieren Paare (C, Ay) bestehend aus einer offenen Umgebung C; @ C' von ¢
und einer offenen Umgebung A, @ Avon a derart, dafy die Niveaumenge {(z, x) €
C1 x Ay | f(z,2) = f(c,a)} der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion
g : Cy — Ay ist. Diese implizite Funktion g hat dann bei z € C das Differential

. —1 .
d.9 = = (g foing) o (degefoing)

7.2.5. Wir sagen unter diesen Umstdnden, die Funktion ¢ sei implizit definiert
durch die Bedingung f(z,¢g(z)) = b fir b = f(c,a). Es kann durchaus ver-
schiedene Paare (C, A1) und (C7, A}) geben, fiir die die Bedingungen des Satzes
erfiillt sind. Im Fall von nicht zusammenhéngendem C'; kann die implizite Funk-
tion auch durchaus von der Wahl von A; abhingen: Zwei Paare (C, A;) und
(Cy, A}) mit demselben C; konnen also durchaus verschiedene implizite Funktio-
nen C; — A liefern, wie nebenstehendes Bild illustriert.
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Der Schnitt der Niveaufliche {(z, ) | f(z,2) = 2* — z = 0} mit einem
geeigneten Rechteck C'; x A; ist der Graph einer Funktion, eben der
entsprechenden impliziten Funktion, hier der Funktion g(z) = +/z. Dieses
Beispiel zeigt auch, dal im Fall von nicht zusammenhédngendem C die implizite
Funktion durchaus von der Wahl von A; abhingen kann: Zwei Paare (C, A;)
und (C}, A}) mit demselben C} kénnen verschiedene implizite Funktionen
() — A liefern! Die Tangente an den Graphen unserer impliziten Funktion g
schlieBlich steht in (¢, a) senkrecht auf dem Gradienten (f,(c, a), f.(c, a)), so
daB auch die Formel fiir die Tangentensteigung ¢'(c¢) = — f.(c,a)/ f.(c, a)
anschaulich unmittelbar einleuchtet.
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7.2.6. Die Kettenregel zeigt, daB die lineare Abbildung (d.q)f) o ing auch als
das Differential bei a der Abbildung = — f(c, z) verstanden werden kann. Wenn
also dies Differential invertierbar ist fiir einen Parameter ¢, so kann “jedes kleine
Verwackeln von ¢ zu z eindeutig durch ein kleines Verwackeln von a zu x in dem
Sinne ausgeglichen werden, daf unter diesem simultanen Wackeln der Wert von
f konstant bleibt”.

Ergdnzung 7.2.7. Wir werden zusétzlich zeigen, da3 wir im Satz eine offene Um-
gebung C; @ C von c sogar so wihlen konnen, daf es (1) fiir jede darin enthal-
tene zusammenhingende offene Umgebung U von ¢ genau eine stetige Funktion
g:U — Agibtmit g(c) = aund f(z,9(z)) = f(c,a) fur alle z € U und daB (2)
diese Funktionen g stets stetig differenzierbar sind.

7.2.8. Wieder gilt der Satz mit demselben Beweis auch fiir vollstindige normierte
Riume, wenn man zusitzlich zur Bijektivitit auch noch die Stetigkeit der inversen
Abbildung von (di.q)f) o ing : X 5 Y fordert und “stetig differenzierbar”
im Sinne von 4.5.2 interpretiert. Diese Allgemeinheit wird sich bei der Losung
gewohnlicher Differentialgleichungen 8.5.2 als niitzlich erweisen.

Beispiel 7.2.9. Wir betrachten f(z,z) = z® + z2? — 3 als eine Schar von Poly-
nomen in z mit Parameter z. Fiir z = 2 ist z = 1 eine Nullstelle, f(2,1) = 0.
Wir wollen nun untersuchen, wie diese Nullstelle “mit dem Parameter z wackelt”,
und wenden dazu den Satz iiber implizite Funktionen an. Die partielle Ablei-
tung nach z ist f, = 3z% + 2zx, insbesondere haben wir f,(2,1) = 7 # 0
und nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es folglich ¢ > O und 6 > 0
derart, daf fiir alle z € (2 — ¢,2 + ¢) das Polynom f(z, ) genau eine Nullstelle
r =g(z) € (1 — 0,1+ 0) hat. Diese Funktion g ist zwar schwer explizit anzuge-
ben, aber der Satz sagt uns, daf sie in einer Umgebung von z = 2 differenzierbar
ist, und ihre Ableitung bei z = 2 kennen wir auch: Wir haben nidmlich f., = 22,
f-(2,1) = 1 und folglich

g/(2) = _fx(27 1)_1fz(27 1) = _%
Betrachten wir stattdessen h(z,z) = 2 — 2, so ist fiir z = 0 natiirlich z = 0
eine Nullstelle, aber Entsprechendes gilt keineswegs: Schieben wir z etwas ins
Negative, so hat h(z, ) tiberhaupt keine reelle Nullstelle mehr, schieben wir 2z
dahingegen etwas ins Positive, so werden aus unserer Nullstelle plotzlich zwei
Nullstellen, wie das nebenstehende Bild illustriert. Das zeigt, dal die Bedingung
an die Ableitung auch wirklich notwendig ist.

7.2.10. Ich will den Satz iiber implizite Funktionen auch noch in Koordinaten
angeben. Seien dazu C' @ R" und A @ R™ offen, f : C' x A — R™ stetig diffe-
renzierbar und 24, ..., 2,, 1, . .., T, unsere “‘Parameter” und “Unbekannten”. So
gilt:
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Die Graphen von h(0, ), h(—1/2, ) und h(1/2, ) fir die Funktion
h(z,x) = z* — z vom Ende des Beispiels 7.2.9. Hier haben wir anders als sonst
2 in horizontaler Richtung aufgetragen und denken an Nullstellen der
veridnderten Gleichung statt an Schnitte der Niveaulinie A(z, z) = 2% — 2z = ( mit
verschiedenen horizontalen Geraden. Dies Bild interpretiert also diesselbe
Formeln wie das vorhergehende Bild auf Seite 139, nur eben in der alternativen
Anschauung der “Abhéngigkeit der Nullstellen von den Parametern” und in
einem entsprechend an der Hauptdiagonale gespiegeltem Koordinatensystem.
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1. Ist die Matrix

(7).
Ox; ij=1

nicht ausgeartet an einer Stelle (¢, a) € C'x A, so existieren Tripel (C1, A1, g)
bestehend aus einer offenen Umgebung C'; @ C' von c, einer offenen Um-
gebung A; @ A von a und einer stetig differenzierbaren Funktion g : C; —
A; derart, daB an jeder Stelle z € C der Wert g(z) das einzige x € A; ist

mit f(z,x) = f(c,a).

2. Die partiellen Ableitungen der Komponenten von g werden dann gegeben

durch die Matrix-Gleichung
~1
02 . 075 |z 902 02k (2 g(2))
In dieser Sprache ausgedriickt kann also ein System von m Gleichungen in m +n
Unbekannten im allgemeinen “lokal” in der Weise aufgeldst werden, da3 wir n

der Unbekannten frei wihlen und die restlichen m Unbekannten dadurch dann im
Wesentlichen eindeutig festgelegt werden.

Beispiel 7.2.11. Wir betrachten f : R x R — R, f(z,2) = 22+ 2% und (c,a) =
(0,1). Da % nicht verschwindet bei (0, 1), sind die Voraussetzungen des Sat-
zes erfiillt. Ein mogliches Tripel bestiinde aus C; = (—1,1), A; = (0,00) und
g(z) = v/1 — 22. Unsere implizite Funktion sucht sich in diesem Fall fiir jedes
z € (—1,1) dasjenige positive z = g¢(z) aus, fiir das der Punkt (z,z) auf dem
Einheitskreis liegt. Die Ableitung dieser impliziten Funktion ergibt sich mit unse-
rer Regel richtig zu

dg  (Of\T[(Of\ _ 20 =z
v (o) (3)-5-w=

Beispiel 7.2.12. Wir betrachten f : R2 x R — R, f(z,w,z) = 2% + w? + 2?
und (¢,a) = (0,0,1). Um Indizes zu vermeiden, haben wir hier die Parameter
mit (z,w) statt mit (z1, zo) bezeichnet. Da % nicht verschwindet bei (0,0, 1),
sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Ein mogliches Tripel bestiinde aus C
der offenen Einheitskreisscheibe in der zw-Ebene, A; = (0,00) und g(z,w) =
V1 — 22 — w?. Anschaulich wihlt unsere implizite Funktion fiir jedes Paar (z, w)
aus der offenen Einheitskreisscheibe das positive z aus, fiir das der Punkt (z, w, x)
auf der Einheitssphire liegt.

Beispiel 7.2.13. Wir betrachten das Gleichungssystem

(E+u—&u® =1
Cu* +3Cu—uwv = 3
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Es ist etwa erfiillt fiir (¢, £, u,v) = (1,1,1,1). Wenn man nun ¢ und ¢ ein biichen
dndert, kann man dann stets « und v so anpassen, da3 unser Gleichungssystem
erfiillt bleibt? Der Satz iiber implizite Funktionen liefert genau diese Aussage,
man muf} dazu nur priifen, daf die (2 x 2)-Matrix der partiellen Ableitungen der
beiden Gleichungen unseres Systems nach « und v bei (1, 1, 1, 1) invertierbar ist.
Genauer erhilt man hier die Matrix

-2 1

5 )

und damit implizite Funktionen u((, &) und v((, €), die in einer Umgebung von
(1,1) definiert sind und die dort jeweils den Wert 1 annehmen. Man beachte je-
doch die Verschiebung der Notation: Unser (¢, £) hier entspricht im Satz iiber im-
plizite Funktionen dem z und unser (u, v) hier hiel dort z. Wie finden wir nun die
partiellen Ableitungen von w und v bei (¢,£) = (1, 1) ? Sicher kénnen wir unsere
abstrakte Formel anwenden, aber dabei verheddert man sich leicht. Ich ziehe es
vor, den Beweis im Spezialfall zu wiederholen und die definierenden Gleichungen
partiell abzuleiten. Wir erhalten so fiir die partiellen Ableitungen nach ( etwa
§+ v+ Cue — 28uug = 0
u® + 3Cutue + 3u + 3Cue —ucv —uve = 0
und nach Auswerten bei (¢, &) = (1, 1) ergibt sich fiir die Werte unserer partiellen
Ableitungen dort das lineare Gleichungssystem
24+ V¢ — QUC =0
4+5uc—ve = 0

dessen Losung keine Probleme mehr aufwerfen sollte.

Beweis des Satzes 7.2.4 iiber implizite Funktionen. Wir setzen f(c,a) = b und
betrachten die Abbildung

F: CxA — Z XY
(z,2) — (2 f(z,2))

Thr Differential bei (¢, a) hat im Sinne von ?? Block-Gestalt
id 0

d(c’a)f o iHZ d(qa)f O in)?
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und ist insbesondere invertierbar. Nach dem Umkehrsatz gibt es also offene Um-
gebungen '} C C'voncund A; C Avonaund P, @ Z x Y von (¢,b) = F(c,a)
derart, daB F einen C'-Diffeomorphismus

F101XA1:>P1

liefert. Die Umkehrabbildung G = F~! : P, = () x A; hat dann offensichtlich
die Gestalt (z,y) — (z, g(z,y)) fir geeignetes g : P, — X. Nunist f(z,z) = b
gleichbedeutend zu F'(z,z) = (z,b), und unter den Zusatzannahmen (z,x) €
Cy x Ay und (z,b) € P, ist das weiter gleichbedeutend zu (z,x) = G(z,b) alias
r = g(z,b). Verkleinern wir falls n6tig C; noch weiter derart, da8 zusitzlich
gilt C; x {b} C P;, dann gibt es zu jedem z € C) genau ein x = ¢g(z) €
Ay mit f(z,2) = b, ndmlich ¢g(z) = §(z,b). Die so definierte Funktion ¢ ist
stetig differenzierbar nach dem Umkehrsatz. Thre Ableitung bei z € (] ergibt
sich leicht, wenn man die Definitionsgleichung f(z,¢(z)) = b als Abbildung
C; — Y auffalit und auf beiden Seiten das Differential an der Stelle 2z nimmt: Mit
der Kettenregel folgt ndmlich

id
dizg(2)) f © (dz g) =0

und zerlegen wir darin d(. 4. f = (d(z () f 0 inz, d(z g f 0 ing) als Zeilen-
Blockmatrix im Sinne von ??, so ergibt sich sofort die behauptete Formel fiir das
Differential. 0

Ergdnzung 7.2.14. Wir zeigen noch unsere Behauptung 7.2.5 und zeigen genau-
er, daB fiir C'; wie im vorhergehenden Beweis und U @ (' eine wegzusammen-
hiangende Umgebung von ¢ die Einschriankung der bisher betrachteten Funktion
g : C1 — Aj auch die einzige stetige Funktion g : U — A ist mit g(¢) = a und
f(z,9(2)) = bfiralle z € U. Sei in der Tat solch ein ¢ gegeben. Die Menge der
Punkte z € U mit §(z) = g(z) ist nicht leer, da sie c enthilt. Sie ist abgeschlossen
in U wegen der Stetigkeit beider Funktionen. Wenn wir auch noch ihre Offenheit
zeigen, sind wir fertig mit der Beschreibung ??, ?? des Zusammenhangs. Wegen
der Stetigkeit nimmt ¢ in einer Umgebung von ¢ nur Werte aus A; an, in die-
ser Umgebung von ¢ muf also ¢ mit g iibereinstimmen. Dieselbe Argumentation
greift nun aber fiir jeden Punkt z € U mit §g(z) = g(z), denn alles bereits Gesagte
gilt genauso fiir (z, g(2)) wie fiir (¢, a).

Ubung 7.2.15. Gegeben eine einfache Nullstelle eines reellen oder komplexen Po-
lynoms wird bei hinreichend kleinem Wackeln an den Koeffizienten des Polynoms
sich auch unsere Nullstelle nur ein bilchen bewegen und differenzierbar, im kom-
plexen Fall sogar komplex differenzierbar von besagten Koeffizienten abhingen.
Man formuliere diese Aussage prizise und beweise sie.
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Die Funktion f : R3\(e3) — R auf dem Komplement der 2-Achse gegeben
durch (7 cos ¥, rsind, z) — sin(z — 9) fir r > 0 und 9 beliebig hat als
Niveaumenge zum Niveau Null eine Wendeltreppe, die sich um die z-Achse (e3)
windet. Eingezeichnet sind zusammenhingende offene Umgebungen C; und C]
eines Punkte ¢ € R?, die sich durchaus zu “erlaubten” Paaren (C, A;) und
(C1, A!) erginzen lassen, bei denen die zugehorigen impliziten Funktionen
jedoch auf C; N C] nicht iibereinstimmen.
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7.3 Untermannigfaltigkeiten reeller Riume

7.3.1. Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir Formeln herleiten fiir die
Oberfliche einer Kugel oder eines Ellipsoids oder eines Torus alias Schwimm-
rings im R? und allgemeiner Maxima und Minima von Funktionen auf derartigen
Gebilden untersuchen. Spiter werden wir dariiber hinaus Funktionen iiber derar-
tige Gebilde integrieren. Um alle diese Formeln in angemessener Allgemeinheit
diskutieren zu konnen, fithren wir hier den Begriff der Untermannigfaltigkeit ei-
ner endlichdimensionalen reellen Raums ein und erklidren, wie man mit diesem
Begriff umgeht. AnschlieBend diskutieren wir dann Extremwertaufgaben.

Definition 7.3.2. Sei X ein reeller Raum endlicher Dimension und k£ > 0 eine na-
tiirliche Zahl. Eine Teilmenge M C X heiBt eine k-dimensionale C!-Untermannig-
faltigkeit oder kurz Untermannigfaltigkeit von X genau dann, wenn es fiir jeden
Punkt p € M ein Paar (U, g) gibt bestehend aus einer offenen Umgebung U @ X
von p und einem C!-Diffeomorphismus g : U = ¢(U) von U auf eine offene
Teilmenge g(U) @ R™ derart, daf gilt:

gUNM)={2€9(U)| zg41=... =2, =0}

Ein derartiges Paar (U, ¢g) heifit eine Pldttung von A/ um p. Natiirlich gilt hier
notwendig n = dimg X. Auf der rechten Seite unserer Gleichung hitte ich auch
kiirzer g(U) N (R* x 0) schreiben kdnnen, wobei die 0 fiir die einelementige
Menge {0} C R"* steht. In vergleichbaren Situationen werde ich von nun an
diese abgekiirzte Darstellung bevorzugen. Im Grenzfall £ = n = dimg X ist
insbesondere eine Untermannigfaltigkeit dasselbe wie eine offene Teilmenge.

7.3.3. Manche Autoren fordern von Mannigfaltigkeiten zusitzlich, dal} sie zu-
sammenhingend sein sollen. Andere Autoren, zum Beispiel Frank Warner [?],
verwenden den Begriff einer Untermannigfaltigkeit in einer anderen Bedeutung:
Unsere Untermannigfaltigkeiten im Sinne der vorhergehenden Definition wiirden
diese Autoren als “eingebettete Untermannigfaltigkeiten” bezeichnen.

7.3.4. Sei X ein reeller Raum endlicher Dimension. Einen C!-Diffeomorphismus
g von einer offenen Umgebung U eines Punktes p € X auf eine offene Teilmenge
g(U) eines R™ nennt man auch ein lokales Koordinatensystem um den Punkt p
und die Komponenten g, ..., g, von g heilen die Koordinaten g; : U — R un-
seres Koordinatensystems. Ein typisches Beispiel sind etwa die Polarkoordinaten
auf offenen Teilmengen von X = R? bei denen man statt (g, g») meist (r,?)
schreibt. In dieser Terminologie kann etwa eine Untermannigfaltigkeit von X der
Dimension Eins beschrieben werden als eine Teilmenge M C X derart, da3 es
um jeden Punkt p € M ein lokales Koordinatensystem von X gibt, unter dem M
einer Koordinatenachse entspricht.
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Der Einheitskreis ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit der Ebene
M C R2. Eine Plittung um beliebige Punkte aus der oberen Halbebene U wird
etwa gegeben durch g(z,y) = (z, /22 + y? — 1). In diesem Fall besteht ¢g(U)

aus allen Punkten oberhalb des Graphen der Funktion z — |z| — 1.
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Beispiele 7.3.5. Jeder affine Teilraum Y C X ist eine Untermannigfaltigkeit der
Dimension dim Y. Der Graph jeder C!-Funktion f : R? — R ist eine zweidimen-
sionale Untermannigfaltigkeit des R?, als Plittung mag man g : R3 = R?® mit
g(x,y,2) = (z,y,z— f(x,y)) nehmen. Der Einheitskreis ist eine eindimensiona-
le Untermannigfaltigkeit des R?. Eine Untermannigfaltigkeit der Dimension Null
ist dasselbe wie eine diskrete Teilmenge im Sinne von 6.4.7.

Ubung 7.3.6 (Jede Untermanngifaltigkeit ist lokal ein Graph). Gegeben eine k-
dimensionale Untermanngifaltigkeit A/ C R"™ gibt es fiir jeden Punkt p € M eine
offene Umgebung U @ R" und eine Permutation o € S,, derart, dal M N U unter
der entsprechenden Permutation der Koordinaten dem Graph einer C!-Abbildung
V' — R"* entspricht, die auf einer offenen Teilmenge V' @ R¥ definiert ist.
Zum Beispiel ist jede eindimensionale Untermannigfaltigkeit der Ebene R? lo-
kal entweder Graph einer reellwertigen C!-Funktion der x-Koordinate oder der
an der Hauptdiagonalen gespiegelte Graph einer reellwertigen C!-Funktion der
y-Koordinate.

Ergdnzung 7.3.7. Eine kompakte Untermannigfaltigkeit der Dimension Eins in
R? heift eine Verschlingung und, wenn sie wegzusammenhingend ist, ein Kno-
ten. Zwei Verschlingungen heiBen isotop genau dann, wenn sie durch einen C!-
Diffeomorphismus R? = R? mit iiberall positiver Funktionaldeterminante inein-
ander iiberfiihrt werden konnen. Die “Knotentheorie” versucht, Kriterien dafiir zu
entwickeln, wann zwei gegebene Verschlingungen isotop sind.

7.3.8. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Spitestens mit 7.3.21 wird
klar, daB fiir k£, [ € N eine Teilmenge M C X nur dann sowohl eine k-dimensionale
als auch eine /-dimensionale Untermannigfaltigkeit sein kann, wenn entweder gilt
k =l oder aber M = (). Jede nichtleere Untermannigfaltigkeit hat also eine wohl-
bestimmte Dimension.

7.3.9. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Eine Untermannigfaltigkeit
der Dimension Eins von X heilit eine Kurve in X und eine Untermannigfaltig-
keit der Dimension Zwei eine Fliache. Gegeben £ < dim X versteht man unter
einer Untermannigfaltigkeit der Kodimension & eine Untermannigfaltigkeit der
Dimension (dim X ') — k. Eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension Eins heif3t
eine Hyperfliche. Jede offene Teilmenge einer Untermannigfaltigkeit ist selbst
eine Untermannigfaltigkeit derselben Dimension.

Proposition 7.3.10 (Untermannigfaltigkeiten als Urbilder). Seien X und Y
endlichdimensionale reelle Raume, U @ X eine offene Teilmengeund f : U — Y
eine stetig differenzierbare Abbildung mit iiberall surjektivem Differential. So ist
fiir alle ¢ € Y das Urbild M = [~'(c) eine Untermannigfaltigkeit von X der
Dimension dim X — dim Y.
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Die links abgebildete Verschlingung ist besonders bemerkenswert dadurch, dal3
je zwei der Ringe getrennt werden konnten, wenn eben der Dritte nicht wire. Sie
heift die Verschlingung der Borroméischen Ringe nach einer italienischen
Familie, die diese Ringe in ihrem Wappen fiihrte. Rechts ein Beispiel fiir einen
Knoten.

Illustration zum Beweis des Satzes 7.3.10 iiber Mannigfaltigkeiten als Urbilder.
Dick gezackelt eine Niveaulinie einer Funktion f : U — R mit U @ R2. Liegt p
auf dieser Niveaulinie und ist d,, f surjektiv alias nicht null, so ldBt sich f durch
eine lineare Abbildung, im Bild die Abbildung y, zu einem lokalen
Koordinatensystem ergénzen, und der Umkekrsatz 7.1.2 liefert dann die gesuchte
lokale Plittung unserer Niveaulinie.
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir X = R" und ¥ =
R™ annehmen und haben dann f = (f1,..., f;,). Fir jedes p € M finden wir
sicher lineare Abbildungen [,,.1,...,{, : X — R derart, da das Differential
von g = (f1,. -, fm,lm+1,-- -, 1ly) in p bijektiv ist. Nach dem Umkehrsatz 7.1.2
gibt es dann U’ @ U mit p € U’ derart, daB g einen C!-Diffeomorphismus U’ =
g(U") @ R™ induziert, und nach Konstruktion gilt g(U’' " M) = g(U’") N ({c} x
R™="™). Damit erhilt man dann leicht die gesuchte Plittung von M um p. [

Beispiel 7.3.11. Die Sphiren S" = {z € R"*" | 2] + ...+ 22,, = 1} sind
n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten in R"!, denn das Differential von z +—
x}+ ...+ x} ., verschwindet nirgends auf der Sphire S™.

Ubung 7.3.12. In der Situation von 7.3.10 ist allgemeiner auch fiir jede Unter-
mannigfaltigkeit C' C Y ihr Urbild M = f~1(C) eine Untermannigfaltigkeit von
X der Dimension dim X — dimY + dim C.

Proposition 7.3.13 (Untermannigfaltigkeiten als Bilder). Seien ein endlichdi-
mensionaler reeller Raum X der Dimension dimg X = n und k > 0 gegeben.
Eine Teilmenge M C X ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit genau
dann, wenn es fiir jeden Punkt p € M eine stetig differenzierbare Abbildung
@ : W — X von einer offenen Teilmenge W @ R* nach X gibt derart, daf3 gilt:

1. (W) ist enthalten in M und offen in M und enthidlt p;
2. dpp ist injektiv fiir alle x € W;

3. o ist injektiv und o' 1 (W) — W ist stetig.

7.3.14. Ein Paar (W, ) wie in der Proposition nenne ich eine Karte der Unter-
mannigfaltigkeit M. Eine Karte der Stadt Freiburg kann als eine Variante dieses
Begriffs verstanden werden, bei der IV ein Rechteck aus Papier ist und das Bild
einiger Punkte des Papiers unter der Abbildung ¢ in das wirkliche Freiburg durch
bildliche Symbole angezeigt wird.

7.3.15. Im Fall k£ = O stellt bereits die erste Bedingung sicher, daf jeder Punkt
von M offen ist in M, so dal M in der Tat eine nulldimensionale Untermannig-
faltigkeit von X ist.

Beweis. Ist M C X eine Untermannigfaltigkeit der Dimension & und (U, g) eine
Plittung von M, so liefert die Einschrinkung von g~! auf W = ¢(U) N (R* x
0) eine Karte von M. Folglich hat eine Untermannigfaltigkeit um jeden Punkt
mindestens eine Karte. Ist andererseits ¢ : W — M C X eine Karte von M um
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Ein Beispiel einer Teilmenge M der Papierebene, die keine
Untermannigfaltigkeit ist und fiir die die Bedingung aus 7.3.13 erfiillt wire,
wenn wir von unseren Karten nicht auch noch fordern wiirden, daf} ihre
Umkehrabbildungen stetig sind.

151



p mit W @ R*, so konnen wir Vektoren vy, ..., v, ) € X finden derart, daf} das
Differential von
QO W x R+
(w,tl, RN ,tn,k)

— X
— gD('w) + tlvl + ...+ tnfkvnfk
im Punkt (o~!(p), 0) bijektiv ist. Nach dem Umkehrsatz 7.1.2 induziert ¢ dann
einen C!-Diffeomorphismus von einer offenen Umgebung G @ W x R"* von
(¢='(p),0) auf eine offene Umgebung U @ X von p. Kiirzen wir in etwas ge-
wagter Notation

{fweW|(w,0)eG=WnG

ab, so ist W N G offen in W und damit p(W N G) offen in ¢(W) und damit in
M. Also gibtes U; @ X mit (W NG) = M NU;. Dann setzen wir U = U N U,
und g = ¢~ : U — R ist die gesuchte Plittung von M um p. [

Ubung 7.3.16. Man zeige: Gegeben eine Karte (W, ) einer Untermannigfaltig-
keit M C X und ein Punkt p € W gibt es stets ein Paar (U, g) bestehend aus einer
offenen Umgebung U @ X von ¢(p) und einer C'-Abbildung g : U — W derart,
daB gilt g(¢(y)) = y firalle y € = 1(U).

Ubung 7.3.17. Der Doppelkegel {(z,y, z) | 2 + y? = 2?} ist keine Untermann-
gigfaltigkeit des R3. Auch die Teilmenge aller seiner Punkte mit nichtnegativer
z-Koordinate ist keine Untermanngigfaltigkeit des R*. Entfernen wir aus dem

Doppelkegel jedoch den Ursprung, so erhalten wir eine Untermanngigfaltigkeit
des R3.

7.3.18. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und M C X eine Un-
termannigfaltigkeit. Die Umkehrabbildung ¢! : (W) — R* zu einer Karte
¢ : W — M von M nennen wir in Verallgemeinerung von 7.3.4 ein lokales
Koordinatensystem von ) und seine Komponenten pr; oo~ : (W) — R fiir
1 <4 < k nennen wir lokale Koordinaten auf ). Viele Autoren verwenden al-
lerdings auch eine andere Terminologie und verstehen unter einer Karte das, was
wir ein Koordinatensystem genannt haben. Lokale Koordinaten um einen Punkt
der Erdoberfliche, der nicht gerade auf dem sogenannten ‘“Nullmeridian” liegt,
sind etwa die Langen- und Breitengrade. Bilden Funktionen z1, ...,z : U — R
ein System von lokalen Koordinaten auf einer offenen Teilmenge U @ M einer
Mannigfaltigkeit, und ist f : U — R eine Funktion, so bezeichnen wir mit 3 f

auch die Funktion U — R, die unter der zugehorigen Karte o : W = U verwandt
ist zu (f ?) , wenndenn f o part1e11 differenzierbar ist nach der i-ten Variablen.

Auch hler gilt es zu beachten, daB von der Wahl aller Koordinaten abhingt,
und keineswegs nur von der ¢-ten Koordlnate
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Ein Bild zum Beweis von 7.3.13imFalln =k =1
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Ubung 7.3.19. Seien X C Y ein endlichdimensionaler reeller Raum mit einem
affinen Teilraum. So ist eine Teilmenge M C X als Teilmenge von Y eine Unter-
mannigfaltigkeit genau dann, wenn M als Teilmenge von X eine Untermannig-
faltigkeit ist.

Definition 7.3.20. Sind (W,,, ¢, ) und (W3, pg) zwei Karten einer Untermannig-
faltigkeit M, so setzen wir W5 = ¢_'(¢3(Wj3)) und nennen die Abbildung

Ppa = gpgl 0 Yot Wag — W,
den Kartenwechsel zwischen unseren beiden Karten.
Proposition 7.3.21. Kartenwechsel sind stets C*-Diffeomorphismen.

Beweis. Nach dem Beweis von 7.3.13 kann man fiir (W, ¢) eine Karte und p €
(W) einen Punkt aus ihrem Bild stets eine offene Umgebung U von p in X
finden derart, daB ¢~ : U N (W) — W die Restriktion einer Pléttung g : U —
R"™ unserer Mannigfaltigkeit ist. [

Satz 7.3.22 (Extrema unter Nebenbedingungen). Sei X ein endlichdimensio-
naler reeller Raum, U G X offen, f : U — R stetig differenzierbar, und p € U
ein Punkt mit d,, f surjektiv, so daf3 der Schnitt der Menge

M={qeUl]| f(q) = fp)}

mit einer hinreichend kleinen offenen Umgebung von p eine Mannigfaltigkeit ist.
Besitzt dann fiir eine differenzierbare Funktion h : U — R ihre Einschrinkung
h|ar ein lokales Extremum bei p, so gibt es Ay, ..., A\, € R mit

dph = M dpfi + o+ Andy i

7.3.23. Mit der Notation f(p) = ¢ mag man in dieser Situation ein lokales Extre-
mum der Restriktion h|;; auch ein lokales Extremum von 7 unter den Neben-
bedingungen f,(q) = c1,..., fm(q) = c¢n. Die A; heiBen die Lagrange’schen
Multiplikatoren. Im Fall X = R” kann man unsere Bedingung dahingehend
interpretieren, daf3 “der Gradient der Funktion h in p auf M senkrecht stehen
muf3” oder auch, dafl “der Gradient der Funktion A in p eine Linearkombination
der Gradienten der Nebenbedingungen sein muf3”. Die Bedingung “d,, f surjektiv”
hinwiederum kann man dahingehend interpretieren, dafl die Gradienten der f; bei
p linear unabhiéngig sein sollen.

Beweis. Indem wir U verkleinern, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit annehmen, da3 d,f surjektiv ist fiir alle ¢ € U. Nach 7.3.10 ist dann M C
X eine Untermannigfaltigkeit. Ist ¢ : W — M eine Karte von M um p mit
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Dies Bild soll den Satz iiber Extrema mit Nebenbedingungen veranschaulichen
fiir den Fall einer Funktion A auf der Papierebene, hier angedeutet durch einige
gestrichelt engezeichnete Niveaulinien, die maximiert werden soll unter einer
Nebenbedingung f, hier angedeutet durch die fett eingezeichnete Kurve M der
Punkte, bei denen sie erfiillt ist. Es scheint mir anschaulich recht offensichtlich,
daB Extrema von h auf M nur an Stellen p € M zu erwarten sind, an denen der
Gradient von h senkrecht steht auf M, also ein Vielfaches des Gradienten von f
ist. Im Bild hiitten wir etwa grob geschiitzt (grad h)(p) = —%(grad f)(p).
Allerdings ist es fiir reellwertige Funktionen auf der Papierebene streng
genommen erst nach der Wahl eines Maf3stabs sinnvoll, von Gradienten zu reden,
und in allgemeineren Féllen erst nach Wahl eines Skalarprodukts auf dem
Richtungsraum, weshalb ich im Satz die koordinatenfreie Formulierung mit
Differentialen vorgezogen habe.
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p = (w), so hat h|yny ein lokales Extremum bei p genau dann, wenn h o ¢
ein lokales Extremum bei w hat. Nach 5.4.5 ist eine notwendige Bedingung dafiir
dy(h o) = 0, als da heiBt d,h o d,,0 = 0. Wir haben aber eh f o ¢ = 0, also
d,f ody,p = 0, und aus Dimensionsgriinden bilden die d,, f; fiir 1 < ¢ < m sogar
eine Basis fiir den Untervektorraum von X * aller Linearformen, die auf dem Bild
von d,,¢ verschwinden. Verschwindet auch d,/ auf diesem Teilraum, so mul} es
folglich als Linearkombination der d,, f; geschrieben werden konnen. [

Beispiel 7.3.24. Wir suchen lokale Extrema der Funktion A : (z,y) — « + y auf
dem Einheitskreis M = S*, d.h. unter der Nebenbedingung 22 + y? = 1. Diese
Nebenbedingung bedeutet, daB die Funktion f : (z,y) — 2?2 + y? den Wert 1
annehmen muf}. Lokale Extrema konnen nach unserem Satz nur an Stellen p € M
mit d,h = Ad,f angenommen werden, also an Stellen p = (z,y) € S’ mit
(1,1) = A(2z, 2y). Damit kommen nur die beiden Stellen (—1/v/2, —1/+/2) und
(1/ V2,1 / \/5) in Frage. Hier ist offensichtlich die erste ein lokales Minimum und
die zweite ein lokales Maximum.

Beispiel 7.3.25. Wir suchen lokale Extrema der Funktion A : (z,y,2) — az +
by + cz auf dem Einheitskreis M/ = S' x 0 in der zy-Ebene, d.h. unter den
beiden Nebenbedingungen fi(z,y,2) = 2 + y*> = 1und fo(x,y,2) = z = 0.
Lokale Extrema konnen nach unserem Satz nur an Stellen p € M angenommen
werden, fiir die es A\, Ay € R gibt mit d,h = Ay d, f1 + A2 d, f2, also an Stellen
(x,y,2) € M mit

(a,b,c) = A\ (22,2y,0) + X2(0,0,1)

Daraus folgt jedoch schnell A\ = ¢, und unter der zusétzlichen Voraussetzung
(a,b) # (0,0) es kommen nur die beiden Stellen &(a? + b*)~!(a, b, 0) in Frage.
Wieder ist hier offensichtlich die eine ein lokales Minimum und die andere ein
lokales Maximum.

7.4 Die Transformationsformel

Definition 7.4.1. Sei X ein topologischer Raum und f : X — V eine Abbildung
in einen Vektorraum oder allgemeiner eine abelsche Gruppe. Der Trager supp f
von f (fiir englisch und franzosisch support) ist die kleinste abgeschlossene Teil-
menge von X, aulerhalb derer die Funktion verschwindet, in Formeln

supp f = f~1(V\0)

Den Vektorraum aller stetigen Funktionen f : X — R mit kompaktem Triger
bezeichnen wir mit C.(X, R).
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7.4.2. Diese Definition muf kleinlich genau genommen werden. Ist zum Beispiel
X = (0,1) ein offenes Intervall und f die konstante Funktion 1, so hat f nicht
kompakten Trédger, denn supp f = X ist nicht kompakt.

Definition 7.4.3. Ist U @ R" eine offene Teilmenge und f € C.(U, R) eine stetige
Funktion auf U mit kompaktem Tréger, so definieren wir eine reelle Zahl

/Uf:/Ufm,...,xn)dxl...dxn:/Uf(x)d"a:,

das Integral von f iiber U, indem wir f durch Null zu einer stetigen Funktion mit
kompaktem Triger auf R" ausdehnen und diese Ausdehnung im Sinne von 5.1.1
integrieren iiber irgendeinen kompakten Quader, der den Triger umfaf3t. Im Spe-
zialfall n = 0 vereinbaren wir, daB das Integral einfach der einzige Funktionswert
der zu integrierenden Funktion sein moge.

7.4.4. Man iiberlege sich als Ubung, daB es hierbei nicht auf die Wahl des kom-
pakten Quaders ankommt. Das so definierte Integral ist offensichtlich linear, [ f+
g=[f+ [gund [Af = X[ ffir X € R, und monoton, als da heiBt f < g =
| f < [ g. Insbesondere folgt wie im Fall einer Verinderlichen | [ f| < [ |f].

Ergdnzung 7.4.5. In derselben Weise erkldart man auch den Trager fiir vektorwerti-
ge Funktionen oder, noch allgemeiner, fiir Funktionen mit Werten in einer beliebi-
gen Gruppe, und in Fortfithrung von 5.1.4 erklirt man fiir jede stetige Abbildung
mit kompaktem Tridger von R" in einen endlichdimensionalen reellen Vektorraum
ihr Integral, einen Vektor aus besagtem Vektorraum. Auch die folgende Transfor-
mationsformel iibertrdgt sich unmittelbar auf den Fall vektorwertiger Funktionen.

Satz 7.4.6 (Transformationsformel). Seien U,V @ R" offene Teilmengen und
¢ : U = V ein C'-Diffeomorphismus. Bezeichne |det d¢| die Abbildung U — R,
p — |det d,¢|. So gilt fiir jede stetige Funktion f : V — R mit kompaktem Triiger

[ 1= [ o0 et

Beispiele 7.4.7. Ist ¢ : R™ — R" eine abstandserhaltende Abbildung, also nach
?? die Verkniipfung einer orthogonalen Abbildung mit einer Translation, so liefert
die Transformationsformel fiir jede stetige Funktion mit kompaktem Triger f :
R™ — R die Identitit [ f = [ f o ¢. Ist ¢ : R? — R? die Streckung um den
Faktor 2, so liefert die Transformationsformel die Identitit [ f =4 [ f o ¢. Beide
Aussagen sollten auch anschaulich unmittelbar einleuchten.
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[ustration zur Definition des Integrals stetiger Funktionen mit kompaktem
Trédger 7.4.3. Man priift ohne Schwierigkeiten, dal die Wahl des kompakten
Quaders hier keine Rolle spielt, solange er nur den Trager unserer Funktion
umfafBt. Im Bild kommen unter vielen anderen etwa die beiden Quader () und @’
in Frage.
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[lustration zur Transformationsformel, insbesondere zu Beispiel 7.4.8. Das
Integral einer Funktion f iiber das linke Kuchenstiick kann angenihert werden,
indem wir die angedeutete Unterteilung des Integrationsbereichs betrachten, in

jedem der unterteilenden Stiicke den Funktionswert an einer Stelle mit der

Fldache des entsprechenden Stiicks multiplizieren, und diese Produkte
aufsummieren. Unter der Polarkoordinatenabbildung P entspricht nun die
Unterteilung unseres Kuchenstiicks einer Unterteilung unseres Quadrats, und die
Fliache des Bildes eines Unterquadrats ist in etwa der Betrag der
Funktionaldeterminante | det P| an einer Stelle unseres Unterquadrats
multipliziert mit der Flache besagten Unterquadrats. So wire etwa die Fliche des
schraffierten Teils im Kuchenstiick rechts etwas weniger als halb so grof3 wie die
Fliche des schraffierten Unterquadrats links, und | det P| = r nimmt auf
unserem Unterquadrat Werte zwischen 1/4 und 1/2 an. Es wir also in etwa
dasselbe herauskommen, wenn wir von der Funktion (f o P)| det P| auf unserem
Quadrat in jedem der Unterquadrate den Funktionswert an einer Stelle mit der
Fliche des entsprechenden Unterquadrats multiplizieren, und diese Produkte
aufsummieren. Im Grenziibergang fiir immer feinere Unterteilungen kommt dann
sogar nicht nur in etwa, sondern ganz genau dasselbe heraus, und das ist die
anschauliche Bedeutung der Transformationsformel.
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Beispiel 7.4.8. Wir betrachten die Polarkoordinatenabbildung

P: Rygx (—mm) = R?\(abgeschlossene negative z-Achse)
(r, 9)" —  (rcosd,rsind)’

wobei verwirrender Weise die Klammern ( , ) einmal ein offenes Intervall und
dann wieder Elemente kartesischer Produkte andeuten, die wir anschlieBend noch
zu Spaltenvektoren transponieren. Das Differential der Polarkoordinatenabbildung
wird gegeben durch die Jacobi-Matrix

4P — (00519 —TSlHﬁ)

sind  rcosd

mit der Determinante det dP = r. Beim Bilden des Betrags dndert sich Nichts,
und wir erhalten

/f(:c,y)dxdy—/ f(P(r,9)) rdrdy
4 P-1(V)

fiir stetige Funktionen auf R? mit kompaktem Triiger, der dariiber hinaus nicht die
abgeschlossene negative x-Achse treffen darf. Oft schreibt man kurz f(r, ) statt
f(P(r,d)) in der Erwartung, daB schon aus der bloBen Bezeichnung der Variablen
klar wird, was gemeint ist. So ergibt sich dann eine Formel fiir die Transformation
eines Integrals auf Polarkoordinaten, die man als

drdy = rdrdvd

abkiirzen mag. Leider erhalten wir besagte Formel vorerst nur fiir sehr spezielle
Funktionen. In der Praxis ist deshalb unser Satz kaum anwendbar und wir bauen
im néchsten Kapitel erst einmal die Integrationstheorie aus, um die auch in der
Praxis anwendbare Verallgemeinerung 9.8.1 formulieren und beweisen zu kon-
nen.

7.4.9. Man nennt det d¢ die Funktionaldeterminante von ¢. Wir verallgemei-
nern die Transformationsformel in 9.8.1 auf beliebige “integrierbare” Funktionen
f, sie 146t sich auch erst in dieser Allgemeinheit gut anwenden. Bevor wir die hier
gegebene Version beweisen, wollen wir versuchen, sie mit Anschauung zu fiillen.
Wir beschrinken uns dazu auf den Fall n = 2. Zunichst ist hoffentlich anschau-
lich klar, daB es fiir jede lineare Abbildung L : R? — R? eine reelle Konstante
c(L) > 0 gibt derart, da} “das Bild unter L eines Flichenstiicks U der Fliche
vol(U) die Fliche vol(LU) = ¢(L)vol(U) hat”. Unsere Transformationsformel
enthélt nun, wenn man sie ohne Riicksicht auf die Bedingungen des Satzes mutig
auf die konstante Funktion f = 1 auf U anwendet und ¢ = L linear annimmt, die
Erkenntnis
c(L) = |det L]
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Das sieht man auch anschaulich leicht ein: Zunichst sollte anschaulich klar sein,
daB “eine Scherung die Fliche nicht dndert” und “die Streckung einer Achse die
Fldache genau durch Multiplikation mit dem Betrag des Streckfaktors dndert”, so
daf} also unsere Erkenntnis anschaulich klar ist fiir lineare Abbildungen L mit
Matrizen der Gestalt

(o8) (07) (o) (a7)

Anschaulich klar ist weiter ¢(L o M) = ¢(L)c(M) und nach der Multiplikati-
onsformel fiir Determinanten haben wir auch |det L o M| = |det L| |det M|. So
rechtfertigen wir dann unsere Erkenntnis ¢(L) = |det L| im allgemeinen. Mehr
dazu mag man in ?? nachlesen. Das Integral von f erhalten wir nun im Grenz-
wert, wenn wir V' in lauter kleine Flichenstiicke V; zerlegen und die Produkte der
Flichen dieser Flachenstiicke mit einem Funktionswert an einem Punkt y; € V;
des jeweiligen Flichenstiick aufsummieren, in Formeln

[ 123 s walvy)

Wir betrachten nun die Urbilder z; = ¢~!(y;) unserer Punkte y; und die Zer-
legung von U durch die Urbilder U; = ¢~!(V;) unserer kleinen Flichenstiicke
Vi. Bei x; wird ¢ bis auf Verschiebung gut approximiert durch d,, ¢, deshalb ha-
ben die Bilder ¢(U;) = V; dieser Flichenstiicke U; in etwa die Fliche vol(V;) ~
|det d, ¢| vol(U;) und wir folgern

[ 123 1) vol(v) = 3 (foo)(w:) ldetdn gl vol(05) = [ (f00) det do

Das beendet unsere anschauliche aber doch recht vage Argumentation und wir
kommen nach einem Beispiel zum eigentlichen Beweis.

Beweis. Wir zeigen den Satz durch vollstdndige Induktion iiber n. Der Fall n = 0
ist unproblematisch und wir behandeln gleich den Fall n = 1. In diesem Fall kann
U nach 5.1.3 als disjunkte Vereinigung von offenen Intervallen U; geschrieben
werden, und deren Bilder in V' sind wieder Intervalle nach dem Zwischenwert-
satz und offen etwa nach 7.1.12.Unsere Funktion f verschwindet auflerhalb von
endlich vielen der ¢(U;) nach 9.10.3 und wir kénnen folglich ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, da3 U und V' bereits offene Intervalle sind. Wir fin-
den dann sicher ein echtes kompaktes Intervall [c,d] C V, das den Trdger von f
umfaflt. Die Substitutionsregel 7.6.1 liefert nun

d b
/ fly)dy = / F(6(@) (@) da
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fiir die a,b € U mit ¢(a) = ¢ bzw. ¢(b) = d. Da ¢ ein C'-Diffeomorphismus
sein soll, ist ¢’ stetig mit ¢’ # 0 auf U und wir folgern, da auf U entweder gilt
¢’ > 0 oder aber ¢’ < 0. Im ersten Fall haben wir a < b und unsere Transfor-
mationsformel steht bereits da. Im zweiten Fall haben wir a > b und |¢'| = —¢'
und

[ oo iaetas = [ i@l = [ fow)e )

und sind wieder fertig. Damit ist der Fall n = 1 erledigt. Nehmen wir nun also an,
wir hitten n > 2 und der Satz sei fiir Integration im R™~! schon bewiesen. Wir
gehen dann in mehreren Schritten vor.

1. LaBt ¢ die erste Koordinate unverindert, in Formeln ¢ (z1,...,x,) = x1, SO
folgt unsere Transformationsformel aus der Induktionsvoraussetzung. In der Tat,
betrachten wir die Schnitte U, = U N {z; = ¢} und V., = V N {x; = ¢} unserer
offenen Mengen mit der Hyperebene x; = ¢, so induziert unsere Abbildung ¢ fiir
jedes feste ¢ Diffeomorphismen ¢, : U, — V, und es gilt

‘ det d(mz ,,,,, wn)¢c’ = | det d(c,xg ..... xn)¢|

Fir f. : V. — R gegeben durch f.(z3,...,2,) = f(c,22,...,x,) erhalten wir
also nach der Induktionsvoraussetzung

ffc = f(fco(bC) ‘detd(bc,
= [(food)(c,xa,...,x,) |det d(cs,. 2P

Integrieren wir diese Gleichung iiber alle c, so ergibt sich die Transformationsfor-
mel fiir die Koordinatentransformation ¢.

2.Sind W % U %V zwei C L_Diffeomorphismen zwischen offenen Teilmengen
des R™, und gilt unsere Transformationsformel fiir ¢ und v, so gilt sie auch fiir
¢ o 1. In der Tat erhalten wir

Jf = J(foo)l|detdg|
= [(fogor)(detde|o) |det dy]
= [(fogou)|detd(dov)]

Hier gilt die erste Zeile nach der Transformationsformel fiir ¢ angewandt auf die
Funktion f, die zweite nach der Transformationsformel fiir {) angewandt auf die
Funktion (f o ¢)| det d¢|, und die dritte nach der Kettenregel

dp(¢ 0 p) = dyp)¢ o dpp
fiir p € W und der Multiplikationsformel fiir Determinanten det(AB) = (det A)(det B).
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[lustration zum Beweis der Transformationsformel.
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3. Fiir ¢ eine Vertauschung der Koordinaten gilt unsere Formel. In der Tat ist so
ein ¢ ja linear mit |det d¢| = 1, und wir wissen schon nach 5.1.7, daB es bei
Mehrfachintegralen nicht auf die Reihenfolge ankommt.

4. Ist eine Komponente von ¢ eine Koordinate auf U, haben wir also in Formeln
¢i(x1, ..., x,) = x; fiir geeignete ¢ und j, so gilt unsere Formel. In der Tat finden
wir eine Darstellung ¢ = ¢ o ¢ o 1 derart, daB ¢ die erste Koordinate unveriindert
1aBt und 1), v Koordinatenvertauschungen sind. Fiir é gilt dann unser Satz nach
Schritt 1, fiir ¢ und ¢ nach Schritt 3, und dann gilt er auch fiir ¢ nach Schritt 2.

5. Jeder Punkt p € U besitzt eine offene Umgebung U, derart, dal unsere Trans-
formationsformel gilt fiir die Restriktion von ¢ auf U,,. In der Tat finden wir zu-
nichst ein ¢ derart, da3 gilt g;;’i(p) # 0, und dann gibt es nach dem Umkehrsatz

eine offene Umgebung U, von p derart, dal die Abbildung

Y U — R”
(X1, ..y ) = (Gi(xr, .o Tp), Ty oo Ty)
einen C'-Diffeomorphismus von U, auf eine offene Teilmenge ¢(U,) = W, C R"

induziert. Wir bezeichnen das Bild von U, unter ¢ mit ¢(U,) = V), und erhalten
ein kommutatives Diagramm von C!-Diffeomorphismen

U, ¥ W,
1

N,

wobei die i-te Komponente der Abbildung ¢! gerade die erste Koordinate ist,
in Formeln

(P Y1y s Un) =W

Fiir beide Abbildungen 1) und (¢ ~!) gilt also nach Schritt 4 unsere Transfor-
mationsformel, mithin gilt sie nach Schritt 2 auch fiir ihre Verkniipfung, als da
heiBt fiir die Restriktion ¢ : U, = V}, von ¢ auf U,. Hier ist im iibrigen die Stelle
1im Beweis, die uns daran hindert, unsere Induktion mit dem Trivialfall n = 0 zu
starten: Im Fall n = 1 kénnen wir namlich Schritt 4 auf ) nicht anwenden, da in
diesem Fall keine Komponente von 1) eine Koordinate wire.

6. Wir behandeln nun den allgemeinen Fall. Sei f : V' — R eine stetige Funk-
tion mit kompaktem Triger supp f C V. Fiir p € U wihlen U, wie in Schritt 5
und setzen wieder V,, = ¢(U,). Da supp f kompakt ist, finden wir nach 9.10.3
eine endliche Teilmenge £ C U mit supp f C Upe g Vp- Jetzt benutzen das im
Anschluf3 formulierte und bewiesene technische Lemma 7.4.10, wihlen wir fur
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unsere endliche Uberdeckung von supp f = K durch die V, mit p € F eine
angepalite Teilung der Eins «, und schreiben

fzzapf

peEE

Die Summanden «,, f sind dann stetig mit kompaktem in V), enthaltenem Tréger.
Nach der Wahl der V, haben wir nun [ a,f = [((a,f) o ¢) |detdg] fiir alle
p € E, und addieren wir diese Gleichungen, so ergibt sich wie gewiinscht

/f / o ¢) |detde| O

Lemma 7.4.10 (Teilung der Eins). Ist K C R" kompakt und sind V1, ..., V, @ R"
offen mit K C |JV;, so gibt es stetige Funktionen «; : R™ — [0, 1] mit kompak-
tem, jeweils in V; enthaltenen Trdger derart, daf3 gilt

Zai(x) =1 VeeK

7.4.11. Eine derartige Familie von Funktionen o; heiBt eine an die gegebene Uber-
deckung von K angepalite Teilung der Eins.

Beweis. Wir wihlen fiir jedes x € K ein j = j(z) mit x € V; und eine stetige
Funktion ¢, : R™ — [0, co) mit kompaktem, in V; enthaltenem Tréger, die bei ©
nicht verschwindet, in Formeln ¢,(z) > 0. Die N, := ¢, !(R+) sind natiirlich
offen in R™ und iiberdecken K und wir haben N, C Vi()- Da K kompakt ist,
finden wir E C K endlich mit K C |J__, N,. Dann bilden wir

zeFE

w:Z(Px

zelR

Diese Funktion ist stetig auf ganz R", nimmt auf N = (J,_, IV, positive Werte an,
und verschwindet auferhalb von N. Nun betrachten wir fiir jedes x € E auf der
offenen Menge IV die stetige Funktion ¢, = ¢, /1. Natiirlich gilt }° _.1.(2) =
1 nicht nur fiir alle z € K, sondern sogar fiir alle z € N, und ¢, verschwindet
auBerhalb von N,. Als nichstes konstruieren wir eine stetige Funktion 3 : R" —
[0,1], die auf K konstant Eins ist und deren Triger in IV enthalten ist. Ist zum
Beispiel m das Minimum von 1) auf K, so erhalten wir ein mogliches 3, indem
wir setzen 3 = h o4 fiir h : R — R eine stetige Funktion mit A|p;, ») = 1 und
h](,oqm 21 = 0. Dann bilden wir schlieBlich

= > B
J(x)=i
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Iustration einer Teilung der Eins im Fall einer Uberdeckung eines kompakten
Intervalls K C R durch zwei offene Teilmengen.

[lustration einiger Mengen, die bei unserer Konstruktion einer Teilung der Eins
eine Rolle spielen, im Fall einer Uberdeckung eines kompakten Quaders K C R?
durch zwei offene Teilmengen.
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Diese Funktionen sind zwar a priori nur auf /V definiert, aber da R™ durch N und
das Komplement des Trigers von /3 iiberdeckt wird, lassen sie sich stetig durch
Null auf ganz R" fortsetzen, und diese Fortsetzungen haben dann offensichtlich
die gewiinschten Eigenschaften. [

Ergdnzung 7.4.12 (Glatte Teilung der Eins). Im vorherigen Lemma konnen die
Funktionen «; sogar glatt, als da heiB3t beliebig gemischt partiell differenzierbar
gewihlt werden. Um das zu sehen, sind nur wenige Zusatziiberlegungen von No-
ten. Aus 7.2.11 kennen wir ja eine glatte Funktion f : R — R, die auf der nega-
tiven Halbgeraden verschwindet und auf der echt positiven Halbgeraden positiv
ist. Dann ist das Produkt f(¢)f(1 — t) eine von Null verschiedene nichtnegative
glatte Funktion mit kompaktem Tridger auf R. Man erhilt von Null verschiede-
ne nichtnegative glatte Funktionen mit kompaktem Triger auf R", indem man
von Null verschiedene nichtnegative glatte Funktionen mit kompaktem Tridger in
den einzelnen Koordinaten nimmt und das Produkt bildet. So sehen wir, daf die
. im vorhergehenden Beweis sogar glatt gewihlt werden konnen. Damit sind
dann auch v und die ¢, glatt. Wahlen wir zusitzlich die Funktion h glatt, bis
auf Reskalierung kénnte man fiir h etwa das Integral einer von Null verschiede-
nen nichtnegativen glatten Funktion mit kompaktem Tridger nehmen, so liefert die
Konstruktion aus dem vorhergehenden Beweis sogar eine glatte Teilung der Eins.

Ubung 7.4.13. Man zeige, daf} die Funktionaldeterminante der Kugelkoordinaten-
abbildung K aus 6.2.11 gegeben wird durch det dK = r?sin1). Salopp gespro-
chen transformieren sich also Volumenintegrale in Kugelkoordinaten vermittels
der Regel

dedydz = r?sind drdedy

7.5 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten des R”

Satz 7.5.1 (Integration iiber Untermannigfaltigkeiten). Sei M C R" eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit und C.(M,R) der reelle Vektorraum aller
stetigen Funktionen [ : M — R mit kompaktem Triger. So gibt es genau eine
R-lineare Abbildung

/M:CC(M,R) R

mit der Eigenschaft, daf fiir jede Karte ¢ : W — M und jede Funktion f €
Cc(M,R) mit Triger im Bild der Karte alias supp f C (W) gilt

/M f= /W f((p(.il?))\/det (de) T (dpep) dF
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7.5.2. Dieser Satz ist formal betrachtet noch nicht besonders niitzlich, da fiir das
Losen praktischer Aufgaben meist Funktionen zu integrieren sind, die eben ge-
rade nicht kompakten Triger haben. Dennoch sollte aus dem folgenden ersicht-
lich sein, wie in der Praxis gerechnet werden muf3. Wir verschieben die formale
Rechtfertigung dieser Rechnungen auf den Abschnitt iiber das Lebesgue-Integral,
vergleiche 9.9.1 folgende, in dessen Rahmen sie besonders einfach formuliert und
bewiesen werden konnen. Bevor ich den obigen Satz beweise, will ich erst einmal
versuchen, ihn zu motivieren und den darin erklédrten Integralbegriff mit Anschau-
ung zu fiillen.

Ergdnzung 7.5.3. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum X und
ein Skalarprodukt auf seinem Richtungsraum mit Einheiten im orientierten eindi-
mensionalen Vektorraum L im Sinne von ?? liefern die analogen Definitionen fiir
jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M/ C X ein Integral

/ : Co(M,R) — L®*
M

Wie bereits erwdhnt messen sich also auch in der Mathematik “Léingen in Me-
tern, Flichen in Quadratmetern und Volumen in Kubikmetern”. Betrachten wir
noch allgemeiner Funktionen mit Werten in einem endlichdimensionalen reel-
len Vektorraum V, so wird unser Integral noch allgemeiner eine Abbildung | I
C.M,V)— L= V.

Beispiel 7.5.4. Ist ¢ : [a,b] — R™ eine Kurve derart, daB das Bild des offenen
Intervalls ¢((a, b)) eine 1-Mannigfaltigkeit M ist und ¢ : (a,b) — M eine Karte
von M, so ist das Integral einer stetigen Funktion mit kompaktem Triger f :
M — R iiber M genau das Kurvenintegral der durch Null auf die Endpunkte
fortgesetzen Funktion f lings der Kurve ¢ im Sinne von 10.3.6.

Beispiel 7.5.5 (Oberflache der Einheitskugel). Lassen wir aus der Kugelschale
S? = {(x,y,2) | 2% + y* + 2% = 1} den Aquator weg, also alle Punkte (z,y, 2)
mit 2z = 0, und dazu noch einen halben GroBkreis von Pol zu Pol, sagen wir alle

Punkte (z,y,z) mit y = 0 und z < 0, so ist der Rest die disjunkte Vereinigung
von zwei geschlitzten offenen Hemisphéiren U, UU_ und U ist das Bild der Karte

ot (0,1) X (—=m,m) — S?
(r, ) —  (rcosf,rsinf, £v/1 —r?)

Die Jacobi-Matrix ergibt sich zu

cos 6 —rsin 6
dpy = sin ¢ rcos 6

o VI= 0
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und wir erhalten als Gram’sche Matrix

(dps) ' (depz) = ( 1/<10_r2) p >

r

Die Wurzel aus der Determinante der Gram’schen Matrix ergibt sich damit zu
r/+/1 — 72 und wir folgern fiir jede stetige Funktion f : S? — R mit Tréger in
U, U U_ die Formel

/SQ //fg0+7’9 drd9+//f _(r,0)) drd@

Argumentieren wir nun heuristisch, gehen davon aus, da3 dieses Weglassen el-
nes Lingen- und eines Breitengrades das Integral einer stetigen Funktion ja wohl
kaum dndern kann, und wenden unsere Formel mutig auf die konstante Funktion
Eins an, obwohl unser Satz das gar nicht erlaubt, so erhalten wir heuristisch fiir
die Oberfliche der Einheitskugel das Ergebnis

™ 1 r
1=2 ———drdf =4
/52 /W/O Vl_rZ ' "

Im Rahmen der Lebesgue’schen Integrationstheorie werden wir Sitze kennenler-
nen, mit deren Hilfe sich die obige heuristische Argumentation auch formal recht-
fertigen 146t, verleiche 9.9.6.

7.5.6. Hat M die Dimension k, so ist d, ¢ eine Matrix mit k& Spalten und n Zeilen
und das Produkt (d,¢)" (d,) dieser Matrix mit ihrer Transponierten ist folg-
lich eine (k x k)-Matrix. Diese sogenannte Gram’sche Matrix kann aufgefaf3it
werden als die Matrix aller Skalarprodukte zwischen Spaltenvektoren von d, .
Sie ist nach ?? insbesondere positiv semidefinit und hat damit eine nichtnegative
Determinante. Gegeben eine nicht notwendig quadratische Matrix V' mit Spalten-
vektoren vy, . .., v, € R" definieren wir ganz allgemein eine reelle Zahl

volV = vol(v1|...|vg) == /det(VT V) = y/det((v;,v;))

und nennen sie das k-dimensionale Volumen des von den Vektoren v; aufge-
spannten Parallelpipeds. Die Wurzel aus der Determinante der Gram’schen Matrix
konnen wir mit dieser Notation auch kiirzer schreiben als

V/det ( (datp) = vol(dap)

Im Fall £ = 1 ist das eindimensionale Volumen eines Vektors nach dieser Defini-
tion schlicht seine Lange. Im Fall k£ = 2 bedeutet das zweidimensionale Volumen
eines Paars von Vektoren v, w die Fliche des von ihnen aufgespannten Parallelo-
gramms mit den Ecken 0, v, w und v + w. Um die Bezeichnung “Volumen” fiir
die Zahl vol(v;|. .. |v;) im Allgemeinen zu rechtfertigen, beachten wir:
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1. Es gilt vol(vg|vy|...|vx) = vol(vy|...|vx) falls vy die Lange 1 hat und
senkrecht steht auf allen anderen v;.

2. Im Fall £ = n haben wir vol(vq]...|v,) = |det(vi]...|v,)|. In der Tat,
bezeichnet V' die in diesem Fall quadratische Matrix mit Spalten v;, so gilt
nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten det(V 'V') = (det V).

Mit diesen Bemerkungen kann unsere anschauliche Interpretation der Zahl vol(vq] . . .

heuristisch auf unsere anschauliche Interpretation der Determinante in ?? und
7.4.9 zuriickgefiihrt werden: Die Fldche eines Parallelogramms im Raum sollte
eben das Volumen des Korpers sein, der entsteht, wenn ich mein Parallelogramm
“zu einem Toast des Dicke Eins verdicke”.

Ergdnzung 7.5.77. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und ein
Skalarprodukt s auf seinem Richtungsraum mit Einheiten im orientierten eindi-
mensionalen Vektorraum L im Sinne von ?? liefern die analogen Definitionen fiir
jedes k-Tupel von Vektoren vy, . .., vj ein Element

vol(vy, ..., v) = y/det(s(vi,v;)) € L¥*

Salopp gesprochen messen sich also auch in der Mathematik Lingen in Metern,
Fldchen in Quadratmetern und Volumen in Kubikmetern.

7.5.8. Wir wollen nun auch unsere Definition des Integrals anschaulich rechtferti-
gen. Sei dazu (U, ) eine Karte einer der Einfachkeit der Notation halber zweidi-
mensionalen Untermannigfaltigkeit M/ C R", die das Rechteck @) = [0, a] x [0, ¢]
enthilt, und sei f : M — R stetig mit Triger in ¢(Q). Wir betrachten fiir
r > 1 die dquidistanten Unterteilungen 0 = a9 < a1 < ... < a, = a,
0=1c¢ < ¢ <...<c = cderKanten von (), bezeichnen mit ¢; ; = (a;, ¢;)
die Gitterpunkte im so gegebenen Raster auf () und mit p; ; = ¢(g; ;) die Bilder
dieser Gitterpunkte in unserer Mannigfaltigkeit M. Dann definieren wir die r-te
Riemannsumme S5, (f) durch die Formel

r—1

Sulf) = Z f(pij) vol(pi1j — Pijl Pijy1 — Dij)

1,7=0

Natiirlich héngt diese Summe von der Karte (U, ¢) ab, auch wenn das in der Nota-
tion nicht zum Ausdruck kommt. Die versprochene Anschauung fiir unseren Be-
griff des Integrals einer Funktion iiber eine Mannigfaltigkeit soll das nun folgende
Lemma geben.
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Lemma 7.5.9. Sei M C R" eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit, (U, )
eine Karte von M, () C U ein kompaktes Rechteck und f : M — R eine ste-
tige Funktion mit Triger im Bild des Inneren von (). So gilt mit unseren eben
definierten Riemannsummen

| 1= lim s()

T—00

Beweis. Um Indizes zu vermeiden bezeichnen wir die Koordinaten auf R? mit
x,y und schreiben ¢, ¢, fiir die Spaltenvektoren der Jacobi-Matrix von ¢. Die
linke Seite ist per definitionem das Integral [ (f o ¢) vol(¢.|p,). Dies Integral
konnen wir nach 1.3.3 schreiben als den Grenzwert fiir r — oo gewisser Rie-
mannsummen, die wir Ubersichtlichkeit halber mit Sg? abkiirzen wollen und die
gegeben werden durch

S = 3 Felass)) vol (el (ai) 2

t,j=0

fiir vol Q = ac die Flidche unseres Rechtecks Q und damit (vol Q) /r? die Fliche
der kleinen rechteckigen Felder Q; ; = [a;, ai11] X [¢;, ¢j+1]. Nun ist ¢, gleich-
miBig stetig auf dem Kompaktum @), fiir alle ¢ > 0 gibt es also ein R > 0 derart,
daf gilt

l¢2(P) = wa(q)ll < e

wann immer p und ¢ im selben kleinen rechteckigen Feld fiir eine Unterteilung
mit 7 > R liegen. Mit dem Mittelwertsatz in mehreren Verdnderlichen 10.2.11
folgt fiir die Vektoren ¢; (), die erklért werden durch

a
Pi+1j — Dij = - (%(qz‘,j) + 5@3‘(7“))

unter der Voraussetzung r > R die Abschitzung |/¢; ;(r)|| < . Eine analoge
Abschitzung erhalten wir fiir p; ;1 — p; ;. Jetzt setzen wir diese Darstellungen ein
in S7,(f) und iiberlassen es dem Leser, hieraus zu folgern, daf gilt

lim (S5 — S),) =0

Da aber die Folge 5S¢, gegen / 1 J konvergiert, mul dasselbe auch fiir die Folge
s gelten. ]

Beweis des Satzes zur Integration iiber Untermannigfaltigkeiten. Die Eindeutigkeit
ist nicht schwer zu zeigen: Der Triger K := supp f unserer Funktion f wird nach
9.10.3 als Kompaktum von den Bildern endlich vieler Karten (W71, ¢1), ..., (W, ¢;)

171



Po3

l

-

qfa,o %40 %20 o

Die gepunktelten Pfeile stellen die Vektoren p3 o — pa und ps 1 — pa o dar, die
Flache des durch sie bestimmten Parallelogramms geht in die Riemannsumme
5%, ein. Die durchgezogenen Pfeile stellen die Vektoren ¢, (g20) und ¢, (g2,0)
dar, die Fliche des durch sie bestimmten Parallelogramms geht entsprechend in
die Riemannsumme Sg’z ein. Beim Ubergang zu immer feineren Rastern kommen
wir zum selben Grenzwert, wie im Beweis von 7.5.9 ausgefiihrt wird.
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iiberdeckt. Nach 9.5.12 gibt es Vi,..., V., @ R™ mit ¢;(W;) = V; N M. Nach
7.4.10 existiert eine an die Uberdeckung K C |JV; angepaBte Teilung der Eins
;. Dann gilt f = >, a; f, und da unsere Bedingung breits die Integrale der Sum-
manden festlegt, legt die ebenfalls geforderte Linearitdt dann auch das Integral
von f fest. Es bleibt, die Existenz einer linearen Abbildung | y, it den gefor-
derten Eigenschaften zu zeigen. Zunéchst halten wir dazu unsere Funktion f fest
und betrachten eine weitere Uberdeckung ihres Triigers durch die Bilder endlich
vieler Karten (Uy, 1), . .., (Us, ¥s) und eine zugehdrige Teilung der Eins 3, und
behaupten die Gleichheit

> [ (@i e e volidip) do = 3 [((3i1) 0 v volldss) d's
i J
Sie ist aufgrund der Linearitét aller Integrale dquivalent zur Gleichheit

> [(Gan)opi@ ol do = 3 [((Basf) o vy (@) vol(ds) d's

und folgt, wenn wir die Gleichheit aller Summanden zeigen. Hier haben nun die
Funktionen (3;«; f Trager im Schnitt der Karten ¢, (W;) N1);(U;). Wir kénnen also
die Indizes weglassen und miissen nur fiir eine stetige Funktion mit kompaktem
Triger h : M — R, deren Triger im Bild zweier Karten (W, ¢) und (U, ¢) liegt,
die Identitét

[ bt volldap) i = [ hw(a)) vol(d,w) ds

zeigen. Indem wir unsere Karten notfalls noch etwas verkleinern, diirfen wir dabei
sogar (W) = ¢(U) annehmen, so daB der Kartenwechsel nach 7.3.20 ein C*-
Diffeomorphismus ¢ = ¢t o : W = Uistmitpog = ¢ : U — M.
Es folgt h(p(x)) = h((g(x))) und dy = dgy1) o dyg. Wir erhalten mit der
Multiplikativitit der Determinante also

vol(d) = | det d,g| vol(dy() )

und folgern die behauptete Gleichheit der Integrale aus der Transformationsfor-
mel 7.4.6, angewandt auf die charakteristische Funktion A o 1. Damit haben wir
gezeigt, daB jede Uberdeckung des Triigers unserer Funktion f durch Bilder von
Karten und jede zugehorige Teilung der Eins in der Formel oben dieselbe Summe
liefert, die wir damit als unser | A J erkldren konnen. DaB die so erklirte Ab-
bildung f — [,, f dann auch R-linear ist und die geforderte Eigenschaft fiir
Funktionen mit Triager im Bild einer Karte hat, folgt unmittelbar. O]
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Ubung 7.5.10. Gegeben eine kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C
R" und eine Isometrie A : R” = R" zeige man

o=
M A(M)

Insbesondere und in Worten bleibt also beim Drehen und Verschieben von Fliachen
im Raum die GrofB3e ihrer Oberflache unverandert.

174



8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

8.1.1. Ganz allgemein versteht man unter einer gewohnlichen Differentialglei-
chung eine Gleichung, in der die Ableitungen einer zu bestimmenden Funktion
einer Verdnderlichen zueinander und mit der Veridnderlichen selbst in Beziehung
gesetzt werden, wie zum Beispiel in der Gleichung

(f" @2 (8) +tf(t) =1

an eine zu bestimmende zweimal differenzierbare Funktion f : R — R. Im
Gegensatz dazu stehen zumindest terminologisch die partiellen Differentialglei-
chungen, bei denen die partiellen Ableitungen einer Funktion mehrerer Veridn-
derlichen auftreten, wie zum Beispiel in der Gleichung

2 2
a_f + 8_f =0

ox?  0y?

an eine Funktion f : R*? — R. Auf Englisch benutzt man die Abkiirzungen ODE
fiir ordinary differential equation und PDE fiir partial differential equation.
Wir besprechen in diesem Abschnitt nur gewohnliche Differentialgleichungen.
Rein formal ist dieser Abschnitt unabhingig von der Behandlung linearer ge-
wohlicher Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten in 10.4.9 und 2
folgende. Ich denke jedoch, daB} eine gewisse Vertrautheit mit diesen einfachs-
ten und wichtigsten Spezialfillen es sehr erleichtern kann, auch die nun folgende
allgemeine Theorie zu verstehen.

8.1.2. Die Ordnung der hochsten in einer gewohnlichen Differentialgleichung auf-
tretenden Ableitung heiit die Ordnung unserer Differentialgleichung. Von ei-
ner expliziten Gleichung spricht man, wenn in unserer Gleichung die Ableitung
hochster Ordnung “explizit durch die tieferen Ableitungen ausgedriickt wird”. An-
dernfalls spricht man von einer impliziten Gleichung. Bei unserem obigen Bei-
spiel handelt es sich also um eine implizite Gleichung. Wir werden uns im folgen-
den jedoch nur mit expliziten gewohnlichen Differentialgleichungen beschiftigen.
Eine derartige explizite Gleichung der Ordnung n hat, wenn wir von der Spezifi-
kation allgemeinstmoglicher Definitionsbereiche einmal absehen, die Gestalt

FO) = F(t, £, f1(8), ..., f 0 (1)

mit einer Abbildung F' : R"*! — R. Gesucht sind dann alle Funktionen f : R —
R, die n-mal differenzierbar sind und eben zusammen mit ihren Ableitungen die-
se Gleichung erfiillen. Etwas allgemeiner betrachten wir zugleich auch Systeme
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von gewohnlichen Differentialgleichungen, bei denen vektorwertige Funktio-
nen f = (fi,..., fx) : R — R* gesucht werden derart, daB eine Gleichung der
obigen Gestalt gilt, die nun aber eine vektorwertige Gleichung meint mit einer
vorgegebenen Abbildung F' : R¥+1 — RF,

8.1.3 (Reduktion auf Systeme erster Ordnung). Die Betrachtung von Syste-
men gewohnlicher Differentialgleichungen erlaubt uns zumindest fiir Fragen des
allgemeinen Losungsverhaltens die Beschrinkung auf den Fall erster Ordnung.
Betrachten wir beispielhaft den Fall einer Gleichung dritter Ordnung

FU(E) = F (@t f(@), £, f(8))

Jede Losung f liefert sicher eine Abbildung v : R — R? vermittels der Vorschrift
v(t) = (f(t), f'(t), f’(t)), und natiirlich gilt dann

%) = 1
Ya(t) = s(t)
() = F(t,m(t),(t),v5(t))

Erkldren wir nun also eine neue Abbildung A : R* — R? durch die Vorschrift
A(t, (z,y,2)) = (y,2, F(t,x,y, z)), so ist unser y eine Losung der Differential-
gleichung
(1) = A(t,~(1))

Umgekehrt zeigt man leicht, daB fiir jede Losung v : R — R? dieses Systems von
Differentialgleichungen erster Ordnung die erste Komponente v, (t) = f(¢) ei-
ne Losung unserer urspriinglichen Gleichung dritter Ordnung liefert. In derselben
Weise kann auch im Allgemeinen die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit
der Losungen von Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen hoéherer Ord-
nung auf den Fall von Systemen erster Ordnung zuriickgefiihrt werden. Anschau-
lich mag man sich dann A als ein zeitabhingiges Vektorfeld auf dem R™ denken,
das jedem Ort x € R” zu jedem Zeitpunkt ¢ € R einen Vektor A(¢, ) € R" zu-
ordnet. In dieser Anschauung beschreibt eine Losung v : R — R" die Bewegung
eines Teilchens, das zu jedem Zeitpunkt ¢ die fiir seinen Ort zu diesem Zeitpunkt
durch unser zeitabhingiges Vektorfeld A vorgegebene Geschwindigkeit hat.

8.1.4 (Reduktion auf den zeitunabhingigen Fall). Gegeben A : R"™! — R”»
16st eine differenzierbare Abbildung v : R — R"™ unsere Differentialgleichung

V(1) = At (1))

genau dann, wenn die Abbildung ¢ : R — R""! 4 (¢) = (¢,~(t)) die Differenti-
algleichung

W(t) = B(y(t))
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16st fiir B : R"™ — R™™! gegeben durch B(t,z) = (1, A(t,z)). In diesem Sin-
ne konnen wir uns also stets auf den Fall zeitunabhingiger Felder zuriickziehen.
Allerdings erhilt man fiir zeitabhéngige Felder bei einer eigenstdndigen Betrach-
tung etwas schirfere Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen, weshalb dieser Fall
insbesondere in einigen Ergédnzungen weiter vorkommen wird. Zunichst konzen-
trieren wir uns nun jedoch auf den zeitunabhingigen Fall und besprechen seine
geometrische Bedeutung in einer koordinatenfreien Sprache.

8.1.5. Unter einem Vektorfeld auf einer halboffenen Teilmenge U C X eines
normierten reellen Raums X' verstehen wir wie in 6.1.2 eine Abbildung AvonU
in den Richtungsraum X von X, in Formeln

A U — X
p»—>Ap

Definition 8.1.6. Sei X ein normierter reeller Raum, U @ X eine halboffene Teil-
mengeund A : U — X ein Vektorfeld. Eine Integralkurve unseres Vektorfelds
ist eine differenzierbare Abbildung v : I — U von einem halboffenen reellen
Intervall / C R nach U mit der Eigenschaft, daB “zu jedem Zeitpunkt t € [
die Geschwindigkeit unserer Integralkurve zum Zeitpunkt ¢ genau der durch das
Vektorfeld vorgegebene Vektor an der Stelle () ist”, in Formeln

() =A(y(t) viel

Eine maximale Integralkurve ist eine Integralkurve, die nicht zu einer auf einem
echt groBeren reellen Intervall definierten Integralkurve erweitert werden kann.
Ist p € U gegeben, so verstehen wir unter einer Integralkurve mit Anfangswert
p oder kurz einer Integralkurve zu p eine Integralkurve (v, /) mit 0 € I und

7(0) = p.

8.1.7. Unsere Terminologie ist hier nicht vollstindig konsistent, da mit dieser De-
finition eine Integralkurve keine Kurve im Sinne unserer Definition 7.3.9 ist, son-
dern vielmehr, zumindest im Fall eines offenen Definitionsintervalls und unter ge-
eigneten Injektivititsvoraussetzungen, eine Karte einer Kurve. Die Integralkurven
eines Vektorfelds bilden im Ubrigen eine “durch Einschriinkung” partiell geordne-
te Menge, und unsere maximalen Integralkurven sind darin gerade die maximalen
Elemente.

Beispiel 8.1.8. Ist unser Vektorfeld konstant, so laufen seine Integralkurven auf
den Geraden mit diesem konstanten Vektor als Richtungsvektor und mit der durch
diesen Vektor vorgegebenen konstanten Geschwindigkeit. Ist unser Vektorfeld
auf einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum X = V definiert durch ei-
ne lineare Abbildung, sagen wir durch die lineare Abbildung A € EndV, so
haben wir bereits in 10.4.9 gezeigt, da} seine maximalen Integralkurven genau
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diejenigen Abbildungen R — V sind, die gegeben werden durch die Formeln
v(t) = exp(tA)cmitc € V.

8.1.9 (Zeitverschiebung). Gegeben ein Vektorfeld auf einer halboffenen Teil-
menge eines normierten reellen Raums und eine Integralkurve (v, I) ist fiir alle
¢ € R auch die Abbildung t — ~(t + ¢) eine Integralkurve, die nun eben de-
finiert ist auf dem verschobenen Intervall [ — c. Das gilt im Fall zeitabhingiger
Vektorfelder natiirlich so nicht mehr.

Ubung 8.1.10 (Verhalten unter differenzierbaren Abbildungen). Entsprechen
sich unter einem Diffeomorphismus zwei Vektorfelder, so entsprechen sich auch
deren Integralkurven. Allgemeiner haben offensichtlich im Sinne von 6.1.16 ver-
wandte Vektorfelder auch verwandte Integralkurven. Ist genauer unter einer stetig
differenzierbaren Abbildung ¢ ein Vektorfeld A verwandt zu einem Vektorfeld B,
so ist fiir jede Integralkurve v von A auch ¢ o 7 eine Integralkurve von B. Ist
insbesondere ein Vektorfeld A unter einer stetig differenzierbaren Abbildung ¢
verwandt zum Nullfeld, in Formeln ¢ : A ~» 0, und ist y eine seiner Integralkur-
ven, so ist ¢ oy eine Integralkurve des Nullfelds und mithin konstant, als da heif3t,
die Funktion ¢ ist konstant auf Integralkurven von A. Man nennt die Funktion
¢ dann auch ein erstes Integral unserer Differentialgleichung. In physikalischen
Modellen liefern oft Energie, Impuls und Drehimpuls solche ersten Integrale.

Satz 8.1.11 (Picard-Lindelof). 1. Gegeben ein stetig differenzierbares Vek-
torfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums
gibt es zu jedem Anfangswert genau eine grofite Integralkurve.

2. Diese grofste Integralkurve hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall,
und ist dieses Intervall nach oben beschrdankt, so verldft die fragliche In-
tegralkurve fiir positive Zeiten jedes Kompaktum aus unserer offenen Teil-
menge irgendwann einmal endgiiltig.

8.1.12. Wir zeigen diesen Satz als 1 sogar unter noch etwas schwicheren Vor-
aussetzungen. Der letzte Teil des Satzes besagt salopp formuliert, dal der Grund
dafiir, daB sich eine Integralkurve nicht beliebig weit in Richtung positiver Zeiten
fortsetzen 1d6t, nur darin liegen kann, da} sie bereits in endlicher Zeit “aus dem
Definitionsbereich des Vektorfeldes hinausliduft”. Entsprechendes gilt in Richtung
negativer Zeiten, was man auch formal durch Betrachtung des mit (—1) multi-
plizierten Vektorfelds leicht folgern kann. Von unserer Integralkurve fordern wir
natiirlich nur, daB3 sie in der partiell geordneten Menge aller Integralkurven zu
unserem festen Anfangswert das grofite Element sein soll. Da groBte Elemente
in partiell geordneten Mengen eh eindeutig bestimmt sind, war die Prézisierung
“genau eine” recht eigentlich iiberfliissig und nur dazu bestimmt, eventuellen Mif3-
verstandnissen vorzubeugen. In der Menge aller Integralkurven ist diese Integral-
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kurve nur noch maximal und wird deshalb meist die maximale Integralkurve zu
unserem Anfangswert genannt.

Beispiel 8.1.13 (Ein Fall mit nicht eindeutigen Integralkurven). Bei Vektorfel-
dern, die nicht stetig differenzierbar sind, kann es durchaus vorkommen, daf} zu
einem vorgegebenen Anfangswert keine groflte Integralkurve existiert, weil etwa
mehrere maximale Integralkurven mit ein und demselben Anfangswert existieren,
die auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche nicht iibereinstimmen. Betrachten
wir zum Beispiel auf R? das Vektorfeld A, fiir das simtliche verschobenen Kubi-
ken 7.(t) = (t + ¢, t*) Integralkurven sind. Wir haben 7.(¢) = (1, 3t*) und damit
A(x,y) = (1,3|y|*?). Maximale Integralkurven sind in diesem Fall nicht nur die
verschobenen Kubiken ., sondern auch alle Kurven, die ldngs einer verschobenen
Kubik auf die z-Achse hochsteigen und dann eine Weile auf der z-Achse entlang-
laufen bevor sie auf einer anderen verschobenen Kubik weitersteigen. In diesem
Fall existieren zwar maximale Integralkurven zu jedem Punkt, von Eindeutigkeit
kann aber keine Rede sein.

Beispiel 8.1.14 (Der Fall eindimensionaler Felder ohne Nullstellen). Gegeben
ein stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen auf einer offenen Teilmenge eines ein-
dimensionalen Raums gibt es zu jedem Anfangswert genau eine maximale Inte-
gralkurve. In diesem Fall brauchen wir also von unserem Vektorfeld nicht einmal
stetige Differenzierbarkeit zu fordern. In der Tat sei ohne Beschriankung der All-
gemeinheit U @ R ein Intervall und unser stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen
zeige in Richtung der positiven z-Achse, als da heiflt, es werde gegeben durch
a : U — R.y. Integralkurven sind auf halboffenen Intervallen / @ R definierte
differenzierbare Funktionen ~ : I — U mit

V() =a(y(t) Viel

Aus dieser Gleichung folgt fiir alle s,? € I sofort

N b (G L — Gl(s
== [ o= L, = e0w -6

fir G : U — R eine Stammfunktion von 1/a. Nun wichst G sicher streng mono-
ton und hat folglich als Bild ein offenes Intervall J @ R und fiir unsere Integral-
kurve folgt v(¢t) = G~(¢ + ¢) mit der Konstanten ¢ = G(7(s)) — s. In anderen
Worten ist
Gl IJ5U

bis auf “Zeitverschiebung” die einzige maximale Integralkurve. Zum Beispiel ist
a(r) = x ein stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen auf U = R und G(z) =
log x ist eine Stammfunktion von 1/x und jede maximale Integralkurve ist von
der Gestalt v : R — R, v(t) = exp(t + ¢) mit einer Konstanten ¢ € R.
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Das ebene stetige aber nicht stetig differenzierbare Vektorfeld aus Beispiel 8.1.13
mit einer seiner Integralkurven
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Im Fall eindimensionaler Felder mag man sich die Losung der entsprechenden

Differentialgleichung durch ihren im Bild gestrichelt eingezeichneten Graphen

veranschaulichen und das Vektorfeld als eine Vorschrift, die diesem Graphen in
jeder Hohe x eine Steigung a(z) vorschreibt.
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Ubung 8.1.15 (GroBere Felder haben schnellere Integralkurven). Gegeben
U C R halboffen und a,b : U — R stetig ohne Nullstelle mita < bund I C R
ein halboffenes Intervall und 7, x : I — U differenzierbar mit §(¢) = a(7(¢)) und
k(t) = b(k(t)) fur alle t € I folgt aus y(ty) < k(o) fiir ein ¢y € I bereits dieselbe
Aussage fiir alle t € I mitt > t,.

Beispiel 8.1.16 (Spezielle eindimensionale Felder mit Nullstellen). Gegeben ein
stetiges Vektorfeld mit Nullstellen auf einer offenen Teilmenge eines eindimensio-
nalen Raums liegen die Verhiltnisse komplizierter als in 8.1.14. Wir suchen etwa
fir « € R Integralkurven des Vektorfelds a(x) = 2* auf R, alias auf einem
halboffenen Intervall / C R definierte Funktionen «y : I — R<( mit

() = (@) viel

Unsere allgemeine Theorie aus 8.1.14 sagt uns, daf} das gerade die Umkehrfunkti-
on zu Stammfunktionen von x~¢ sind. Den Fall a = 1 kennen wir zur Geniige, im
Fall o« # 1 erhalten wir als Stammfunktion G(z) = z'7*/(1 — o). Im Fall @« > 1
induziert nun G eine Bijektion G : R.y — R_( und im Fall o < 1 eine Bijektion
G : Rog = Ry, aber die Umkehrfunktion wird jedesmal durch dieselbe Formel
gegeben und wir erhalten die Integralkurven

(1) = ((1 = a))*=™

Im Fall & = 2 etwa ergibt sich v(¢) = —1/t und unsere Integralkurve “lduft in
endlicher Zeit nach +oo, braucht aber, wenn wir die Zeit riickwirts laufen lassen,
unendlich lange bis zum Ursprung”. Dasselbe gilt in allen Fillen mit > 1. Im
Fall « = 0 dahingegen ergibt sich () = ¢ und unsere Integralkurve “lduft fiir
alle positiven Zeiten, braucht aber, wenn wir die Zeit riickwérts laufen lassen, nur
endlich viel Zeit bis zum Ursprung”. Dasselbe gilt in allen Féllen mit o < 1. In
den Fillen mit 0 < « konnen wir unser Vektorfeld stetig auf R fortsetzen durch
die Vorschrift a(z) = |z|* und fiir 0 < « hat diese Fortsetzung eine Nullstelle bei
Null. In den Fillen 0 < o < 1 gibt es nun auch Integralkurven, die in endlicher
Zeit aus dem Negativen nach Null laufen und dort eine Weile stehenbleiben bevor
sie ins Positive weiterlaufen. Erklaren wir etwa auf R ein stetiges Vektorfeld durch
a(z) = Va2, so ist y(t) = t3/27 ein Integralkurve, aber auch die Abbildung
1 : R — R, die gegeben wird durch die Vorschrift

t3/27 t <0;
b(t) = 0 0<t<I;
(t—103/27 1<t

ist eine Integralkurve. Im Riickblick ist unser Beispiel 8.1.13 im wesentlichen das-
selbe, nur in trivialer Weise um eine Dimension erweitert, damit es besser bildlich
dargestellt werden kann.
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Mogliche Losungsfunktionen mit positiven Werten der Differentialgleichung
A(t) = (y(t))™ fur verschiedene Werte von o € R. Alle anderen
Losungsfunktionen mit positiven Werten erhélt man durch horizontales
Verschieben der entsprechenden Graphen. Im Fall o > 1 “lduft unsere Losung in
endlicher Zeit nach Unendlich”, was die gestrichelt eingezeichnete vertikale
Asymptote andeuten soll. Im Fall 1 > « > 0 kann man, wie gestrichelt
angedeutet, die Losung zu einer Losung von §(t) = |v(¢)|* ins Negative
fortsetzen, aber eben auf vielerlei Weisen. Das war im Wesentlichen auch unser
Gegenbeispiel 8.1.13.

182



Beispiel 8.1.17 (Verhalten unter Lingeniinderungen). Andern wir bei einem
Vektorfeld ohne Nullstellen nur die Lingen seiner Vektoren, durchaus auch in
Abhingigkeit vom Ort, so bleiben die Integralkurven offensichtlich bis auf Repa-
rametrisierung dieselben. Ist also in Formeln X ein endlichdimensionaler reeller
Raum, U @ X offen, A : U — X ein Vektorfeld ohne Nullstellen und ¢ : U — R
eine stetige Funktion ohne Nullstellen und ist v : I — U eine Integralkurve von
A, so finden wir mit dem Ansatz ¢)(t) = ~(r(¢)) eine Losung der Differentialglei-
chung

Y(t) = e(p(t) A (1))

In der Tat liefert diese Gleichung némlich fiir die Reparametrisierung r die Glei-

chung

FE)(r(t)) = c(y(r() A(y(r(1)))
und damit 7(t) = (c o y)(r(t)), und diese Gleichung haben wir bereits in 8.1.14
l6sen gelernt.

8.1.18 (Felder mit separierten Variablen). Gegeben endlichdimensionale reel-
le Rdume X, 7 und offene Teilmengen U @ X, V @ Z und Vektorfelder A :
U — X sowie B : V — Z sind die Integralkurven des Vektorfelds (A x B) :
U xV — X x Z genau die Abbildungen (v,%) mity : [ — U einer Integralkur-
ve von Aund v : I — V einer Integralkurve von B. In dieser Situation spricht
man von einer Differentialgleichung mit getrennten Verinderlichen oder lateini-
sierend separierten Variablen. Man beachte die enge Beziehung zu 8.1.10. Die
in 8.1.21 erlduterte Methode der “Separation der Variablen” mag man auffassen
als das Uberfiihren einer Differentialgleichung in eine Gleichung mit separierten
Variablen.

8.1.19 (Geometrische Interpretation im zeitabhingigen Fall). Allgemeiner kon-
nen wir fiir einen endlichdimensionalen reellen Raum X eine Abbildung A :
R x X — X als ein zeitabhingiges Vektorfeld auf X auffassen und uns die
Losungen der Differentialgleichung

Y(t) = At~ (1))

in dieser Weise veranschaulichen. Dasselbe gilt, wenn A nur auf einer Teilmenge
U C R x X definiert ist. Der Fall eines zeitabhingigen Vektorfelds A kann leicht
auf den Fall des zeitunabhingigen Vektorfelds (1, A) : U — R x X zuriickgefiihrt
werden: In der Tat ist -y eine Integralkurve unseres zeitabhingigen Vektorfelds
genau dann, wenn (id, ) eine Integralkurve des zeitunabhingigen Vektorfelds
(1, A) ist, und jede Integralkurve von (1, A) ist etwa nach 8.1.10 bis auf eine
Zeitverschiebung von dieser Gestalt. Allerdings gelingt es im Fall zeitabhidngiger
Felder, die Existenz und Eindeutigkeit der Losung bei einer direkten Betrachtung
in ein bilchen groBerer Allgemeinheit zu zeigen, vergleiche 8.2.9.
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Beispiel 8.1.20 (Eindimensionale zeitabhingige Felder). Gegeben sind etwa
U @ R*und a : U — R und man interessiert sich Losungen der Gleichung

T = a(t,x)

Unter einer “Losung” versteht man hierbei ein Paar (-, I) mit / C R einem halb-
offenen Intervall und v : / — R einer differenzierbaren Funktion, deren Graph in
U enthalten ist und fiir die gilt

V() =alt, () Viel

Ich habe hier Losungen als «y(¢) und nicht als x(¢) geschrieben, wie es die Glei-
chung suggeriert, in der Hoffnung, dal das zum besseren Verstdndnis beitrdgt.
Hingt a(t, x) gar nicht von x ab, also a(¢, x) = a(t), so sind die Losungen unserer
Differentialgleichung natiirlich genau die Stammfunktionen von a. Héngt a(t, x)
dahingegen nicht von ¢ ab, also a(t, z) = a(z), so sind die Losungen unserer Dif-
ferentialgleichung nichts anderes als die Integralkurven des auf einer geeigneten
Teilmenge von R definierten Vektorfelds a(x), die wir bereits in 8.1.14 diskutiert
hatten.

8.1.21. Seien V,IW @ Roffenunda : V — R, b : W — R stetig. Differential-
gleichungen der Gestalt
& = a(z)b(t)

lassen sich oft mit der Methode der Separation der Variablen oder deutsch Va-
riablentrennung l6sen. Ich fiihre zunéchst dieses Verfahren vor und erkldre dann,
inwiefern wir dabei implizit unsere Gleichung in eine Gleichung mit separierten
Variablen im Sinne von 8.1.18 transformieren. Wir nehmen an, a habe keine Null-
stelle und V sei ein Intervall. Gegeben eine Losung v : I — R kann die Gleichung
4(t) = a(~(t))b(t) dann auch geschrieben werden als

Ist nun G eine Stammfunktion von 1/a und B eine Stammfunktion von b, so folgt
fiir alle s,t € I sofort

7 qe toa(r t
Go0) -6t = [ 5= [ ar— [r)ar = BB

(s) a(r) (v(7

Hier ist G sicher streng monoton. Folglich hat es offenes Bild G(V') @ R, und
bilden wir die Umkehrabbildung G~ : G(V') — R, so folgt

Y(t) =G HB@{)+c) Vtel
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Im Fall zeitabhiingiger eindimensionaler Felder mag man sich ein Vektorfeld als
ein “Steigungsfeld” veranschaulichen, bei dem die jeweils vorgeschriebene
Steigung a(t, z) von beiden Koordinaten abhingen darf, und die Losung der

entsprechenden Differentialgleichung durch ihren im Bild gestrichelt
eingezeichneten Graphen, der dann eben an jeder Stelle tangential an das dort
vorgegebene Steigungsfeld sein soll.

In 8.1.19 habe ich ausgefiihrt, wie die Untersuchung der Integralkurven
zeitabhidngiger Felder auf einem Raum X auf die Untersuchung der
Integralkurven zeitunabhingiger Felder auf dem Raum R x X zuriickgefiihrt
werden kann. Dieses Bild zeigt im Spezialfall X = R das zeitunabhiingige

Vektorfeld auf R?, dessen Integralkurven den Integralkurven des durch das Bild
dariiber dargestellten zeitabhiingigen Feldes auf R entsprechen.
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mit der Konstante ¢ = G/(y(s)) — B(s). Umgekehrt priift man auch ohne Schwie-
rigkeiten, daB fiir (s,v) € W x V die obige Formel fiir c = G(v) — B(s) und t €
I+ B~ (G(V)—c) die groBte Losung unserer Differentialgleichung mit v(s) = v
liefert. Um den Zusammenhang mit der Situation separierter Variablen im Sinne
von 8.1.18 herzustellen, interpretieren wir unsere Gleichung wie in 8.1.19 als die
Suche nach Integralkurven des ebenen Vektorfelds (z,2) — (1,a(z)b(z)) und
kommen unter der zusitzlichen Annahme, daB3 auch b keine Nullstelle habe, mit
der in 8.1.17 erlduterten Lingeninderung um c(z,z) = b(z)~! zum Vektorfeld
(z,2) — (b(2)7',a(x)). In dieser Weise landen wir dann bei der Suche nach den
Integralkurven eines Vektorfelds mit separierten Variablen.

8.1.22. Eine Fiille an weiteren Beispielen und Losungsmethoden findet man etwa
in [?].

8.2 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

8.2.1. Wir erinnern daran, daf3 nach 7.1.6 eine Abbildung f zwischen metrischen
Réaumen lipschitzstetig heilit genau dann, wenn es eine Konstante L > 0 gibt
mit d(f(x), f(y)) < Ld(z,y) fir alle x,y im Ausgangsraum. Eine Abbildung
zwischen metrischen Raumen heil3t lokal lipschitzstetig genau dann, wenn je-
der Punkt des Ausgangsraums eine Umgebung besitzt, auf der unsere Funktion
lipschitzstetig ist.

8.2.2. Nach 4.3.5 ist jedes stetig differenzierbare Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge eines normierten Raums lokal lipschitzstetig, deshalb folgt 1 aus der
anschlieBenden etwas technischeren Version 1. Die Hauptlast des Beweises trigt
jedoch das folgende Lemma 8.2.3.

Lemma 8.2.3 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit). Gegeben X ein endlich-
dimensionaler reeller Raum, U @ X offen und A : U — X ein beschrnktes
lipschitzstetiges Vektorfeld existieren zu jedem Anfangswert p € U Integralkurven
von A mit offenem Definitionsbereich, und je zwei Integralkurven ~ : I — U und
¢ : J — U mit demselben Anfangswert stimmen fiir hinreichend kleines ¢ > 0 auf
I'NJnN[—e,¢|iiberein.

Erginzung 8.2.4. Allgemeiner gilt das auch fiir stetige beschrinkte zeitabhingige
Vektorfelder A : (—a,a) x U — X, die nur “partiell lipschitzstetig” sind in
dem Sinne, daB es eine Konstante L gibt mit ||A(¢,z) — A(t,y)|| < L|lz — y||
fir alle ¢ € (—a,a) und z,y € U. Der Beweis ist mutatis mutandis derselbe.
Diese Variante ist insofern stirker, als das Lemma beim Ubergang 8.1.19 von
zeitabhingigen zu zeitunabhiingigen Vektorfeldern dieselbe Folgerung nur liefert
unter der stirkeren Annahme, da A : (—a,a) X U — X nicht nur “partiell”
sondern “auch in Bezug auf die erste Variable” lipschitzstetig ist.
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Die Restriktion auf die negative x-Achse der hier durch ihren Graphen
dargestellten Funktion ist lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 1, da sie an jeder
Stelle den schraffierten verbotenen Bereich der entsprechen verschobenen Figur

vermeidet. Die Begrenzungslinien haben darin als Steigung die
Lipschitzkonstante, in diesem Fall die Steigung 1. Die Restriktion auf die
positive z-Achse ist zwar lipschitzstetig, aber mit einer grofleren
Lipschitzkonstante.
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Erginzung 8.2.5. Das Lemma gilt auch fiir einen beliebigen vollstindigen nor-
mierten reellen Raum X, nur bendtigt in dieser Allgemeinheit unser Beweis die
Integration von Funktionen mit Werten in Banachrdaumen 1.3.3 mitsamt der zuge-
horigen Variante des Haupsatzes der Differential- und Integralrechnung 1.3.6.

Beweis. Wir betrachten fiir ein beliebiges halboffenes kompaktes reelles Intervall
K C Rmit0 € K den affinen Raum

Co(K, X)

aller stetigen Wege v : K — X mit v(0) = p und versehen seinen Richtungs-
raum Co(K, X)) mit der Norm || || der gleichmiiBigen Konvergenz. Nach 10.5.30
erhalten wir so einen vollstindigen normierten Vektorraum. Nun betrachten wir
in unserem affinen Raum die offene Teilmenge C, (K, U) aller in U verlaufenden
Wege und die Abbildung

F: RxCyK,U) — RxC(K,X)
(7, 7) — (1,7 =7 [(Ao®))

wobei [ : C(K,X) — Co(K, X) gegeben sei durch ([¢)(t) = [i ¥(s)ds mit
unserem vektorwertigen Integral aus 1.3.3. Bezeichne ~ den konstanten Weg bei
p. Unter unserer Abbildung geht aufgrund der vektorwertigen Variante 1.3.6 des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (7, v) nach (7, k) genau dann,
wenn v : K — U eine Integralkurve des reskalierten Feldes 7A ist. Insbeson-
dere haben wir (0,x) +— (0,x). Wir wenden nun den Umkehrsatz fiir stetige
Funktionen 7.1.10 an und zeigen genauer, daf fiir » > 0 hinreichend klein und
K C [-1/45,1/4S] mit S > 0 einer oberen Schranke der Normen der Vekto-
ren unseres Vektorfelds A die Restriktion von F' — id auf (—n,n) x C,(K,U)

kontrahierend ist. Dazu rechnen wir
I(F —id)(a,9) — (F — id)(r, )| = a/A¢—¢/Aw

< ol /AwH—Hﬂ]/Aw—Aﬂ
< o —7(S/48) + MLAS) | =l
< o= 7l/A+ [[§ = Y/t

< (W2 -0y -0

falls > 0 so klein ist, daB gilt nL/S < 1. Dann liefert uns der Umkehrsatz fiir
stetige Abbildungen 7.1.10 wegen F' : (0,x) +— (0, k), daB es fir 7 > 0 hin-
reichend klein genau ein Urbild (7,,) von (7, k) unter F gibt, also genau eine
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Integralkurve v, : K — U des reskalierten Vektorfelds 7A. Gehen wir etwa von
K = [, /] aus, so ist ¥(t) := v, (771t) eine auf (—73, 73) definierte Integral-
kurve des Vektorfelds A zu p und die Existenzaussage des Lemmas ist gezeigt.
Seien andererseits v : I — U und ¢ : J — U Integralkurven mit demselben
Anfangswert. Besteht 7 N J nur aus dem Nullpunkt, so ist die Behauptung eh
klar. Sonst gibt es & > 0 mit / N J N [—a, «| halboffen und kompakt und in
[—1/45,1/45] enthalten, und fiir alle 7 € [0, 1] sind die Abbildungen ¢ — ~(7t)
und ¢ — ¢(7t) auf I N J N [—a, o definierte Integralkurven zu p des reskalierten
Vektorfelds 7A. Fiir hinreichend kleines 7 > 0 gibt es aber nach dem, was wir
gezeigt haben, nur eine derartige Integralkurve, und damit folgt auch die zweite
Behauptung des Lemmas. ]

Ergdnzung 8.2.6. Die allgemeinere Aussage 8.2.4 iiber lokale Existenz und Ein-
deutigkeit der Integralkurven fiir partiell lipschitzstetige zeitabhiingige Vektorfel-
der folgt analog mithilfe der Abbildung

Pir) = (ro—r [ Atrsiao)as)

Satz 8.2.7 (Globale Existenz und Eindeutigkeit). [. Gegeben ein lokal lip-
schitzstetiges Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimen-
sionalen reellen Raums gibt es zu jedem Anfangswert genau eine grofite
Integralkurve.

2. Diese grofste Integralkurve hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall,
und ist dieses Intervall nach oben beschrdnkt, so verldft die fragliche In-
tegralkurve fiir positive Zeiten jedes Kompaktum aus unserer offenen Teil-
menge irgendwann einmal endgiiltig.

8.2.8. Oft wir dieser Satz auch als Satz von Picard-Lindel6f zitiert. Beim Beweis
zeigen wir dariiber hinaus: Ist das Definitionsintervall unserer groflten Integral-
kurve nach oben beschrinkt, so kann sie nicht ab irgendeinem Zeitpunkt ganz
innerhalb irgendeiner in unserem affinen Raum abgeschlossenen Teilmenge blei-
ben, die im Definitionsbereich unseres Vektorfelds enthalten ist und auf der unser
Vektorfeld beschrinkt ist.

Ergdnzung 8.2.9. Allgemeiner gilt das auch fiir stetige zeitabhidngige Vektorfelder
A:U — X auf U G R x X, die nur “lokal partiell lipschitzstetig” sind in dem
Sinne, daf} jeder Punkt von U eine offene Umgebung besitzt, in der sie im Sinn
von 8.2.4 partiell lipschitzstetig sind. Der Beweis ist derselbe, man muf sich dafiir
nur auf 8.2.4 stiitzen. Des weiteren reicht es, X vollstindig normiert anzunehmen:
Wir miissen uns dann nur beim Beweis auf 8.2.5 stiitzen.
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Eine maximale Integralkurve, deren Definitionsbereich nach oben beschrénkt ist
und die so jedes Kompaktum wie etwa K oder L irgendwann einmal engiiltig
verlaBt. In diesem Fall wire der Definitionsbereich nach unten unbeschrinkt und
unsere Integralkurve wiirde fiir negative Zeiten gegen eine Nullstelle unseres
Vektorfeldes konvergieren, die im Zentrum der Spirale liegt.
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Beweis. Zunichst zeigen wir, dal} je zwei Integralkurven ~, ¢ mit demselben An-
fangswert p und demselben Definitionsintervall [ iibereinstimmen. Wir zeigen
nur, daB sie auf 7 N [0, co) iibereinstimmen, fiir I N (—oo, 0] argumentiert man
analog. Stimmen aber unsere Wege auf / N [0, co) nicht iiberein, so wire das Su-
premum s iiber alle ¢t € I mit 7|[0, t] = |[0, ¢] nicht das Supremum von /. Wegen
der Stetigkeit der Integralkurven gilte y(s) = 1(s), und nach der Eindeutigkeits-
aussage in Lemma 8.2.3 muB dann auch gelten ~|[0, ¢ + ] = ¢|[0,¢ + n] fiir ein
positives 17, im Widerspruch zur Wahl von s. Folglich stimmen je zwei Integral-
kurven mit Anfangswert p auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche tiberein und
es gibt genau eine grofte Integralkurve mit Anfangswert p, deren Definitionsbe-
reich eben die Vereinigung der Definitionsbereiche aller Integralkurven zu p ist.
Wire dieser Definitionsbereich nicht offen, so enthielte er sein Supremum oder
sein Infimum. Dann konnten wir jedoch um die Bilder dieser Grenzpunkte auch
wieder Integralkurven mit offenem Definitionsbereich finden und “ankleben” und
unsere Integralkurve wire nicht maximal gewesen. Dieser Widerspruch zeigt, daf3
unsere grofite Integralkurve offenen Definitionsbereich hat. Bezeichne schlieSlich
A unser Vektorfeld und U @ X seinen Definitionsbereich. Ist vy : [0,b) — U eine
Integralkurve von A, deren Bild in einem Kompaktum M C U landet, so ist we-
gen (t) = A(y(t)) ihre Geschwindigkeit ||§(¢)|| beschrinkt auf [0, b), mithin ist
7 lipschitzstetig und besitzt nach 10.5.5 eine stetige Fortsetzung 7 : [0,b] — M.
Die Integralform unserer Differentialgleichung zeigt dann sofort, dall auch 7 eine
Integralkurve von A sein muf3. Mithin kann eine Integralkurve mit nach oben be-
schrinktem Definitionsbereich, die ganz in einem Kompaktum M C U verléuft,
schon einmal nicht maximal sein. Wir erkldren nun noch, warum eine maximale
Integralkurve mit nach oben beschrinktem Definitionsbereich ab einem gewis-
sen Zeitpunkt auch nicht mehr in ein vorgegebenes Kompaktum zuriickkehren
darf. Sicher besitzt unser Kompaktum M eine endliche Uberdeckung durch offe-
ne Teilmengen von U, auf denen unser Vektorfeld jeweils lipschitzstetig ist. Mit
9.7.16 finden wir auch ein € > 0 derart, dal die Menge N aller Punkte von X mit
Abstand < ¢ zu einem Punkt von M in der Vereinigung der Mengen dieser end-
lichen Uberdeckung enthalten ist. Da unser Vektorfeld auch auf N lipschitzstetig
ist, hat unsere Integralkurve dann an allen Stellen aus N, die sie durchléuft, eine
gleichméBig beschrinkte Geschwindigkeit. Wann immer unsere maximale Inte-
gralkurve einen Punkt aus M durchliduft, muB sie also noch fiir eine gewisse von
diesem Punkt unabhéngige Zeitspanne innerhalb von N weiterlaufen. Sind wir
niher als diese Zeitspanne am oberen Ende des Definitionsbereichs unserer ma-
ximalen Integralkurve, so kann unsere Integralkurve demnach keine Punkte aus
M mehr durchlaufen, da sie ja wegen 8.2.8 nicht ab einem vorgegebenen Zeit-
punkt in /N bleiben darf, und es sonst nicht mehr schaffen konnte, N noch zu
verlassen. 0

191



8.3 Lineare Differentialgleichungen

Satz 8.3.1 (Homogene lineare Differentialgleichungen). Gegeben ein halbof-
fenes Intervall I C R, ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V und eine
stetig differenzierbare Abbildung M : I — EndV bilden die differenzierbaren
Abbildungen v : I — V mit

V() = M(t)y(t) vtel

einen Untervektorraum £ C Ens(I,V'), den Losungsraum unserer Differential-
gleichung. Weiter ist fiir jedes to € I das Auswerten bei t, ein Isomorphismus
L =V, v+ 7(ty), der Anfangswertisomorphismus.

Ergdnzung 8.3.2. Dieser Satz gilt mit fast demselben Beweis auch unter der schwi-
cheren Voraussetzung M stetig, nur mufl man sich dann beim Beweis auf die
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir Integralkurven lokal partiell lipschitz-
stetiger zeitabhédngiger Vektorfelder stiitzen, die wir nur mit einer Beweisskizze
als Ergénzung 8.2.9 erwiéhnt hatten. Der Satz gilt mit fast demselben Beweis auch
im Fall eines beliebigen vollstindigen normierten reellen Vektorraums V, wenn
man statt dem Raum End V' aller Endomorphismen von V' den normierten Raum
B(V) aller stetigen Endomorphismen von V' betrachtet. Wir miissen dann nur am
SchluB etwas sorgfiltiger argumentieren, etwa in dem Sinne, daB eine auf [0, b)
definierte Integralkurve nach den Abschidtzungen im Beweis gleichmiBig stetig
wire und sich nach 10.5.5 stetig auf [0, b] fortsetzen lieBe. Das Bild dieser steti-
gen Fortsetzung ist dann das gesuchte Kompaktum, das nicht verlassen wird, im
Widerspruch zu 8.2.9.

Beweis. DaB unser Losungsraum £ C Ens(/, V') ein Untervektorraum ist und das
Auswerten bei g linear, scheint mir beides offensichtlich. Es bleibt nur, Injekti-
vitdt und Surjektivitit des Auswertens zu zeigen. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit diirfen wir dazu ¢ty = 0 annehmen. Falls I nicht offen ist, widhlen wir eine
stetig differenzierbare Fortsetzung von M auf ein offenes Intervall J O . Nun
erfillt v : /[ — V nach 8.1.19 unsere Differentialgleichung genau dann, wenn
(id,7) : I — J x V eine Integralkurve des Vektorfelds (z,v) — (1, M(z)v) auf
J x V ist. Dies Vektorfeld ist lokal lipschitzstetig, also besitzt es nach 1 zu jedem
Anfangswert hochstens eine auf I definierte Integralkurve, und das zeigt die In-
jektivitit. Fiir den Beweis der Surjektivitét reicht es zu zeigen, dafl jede maximale
Integralkurve des Vektorfelds (z,v) — (1, M(z)v) mit Anfangswert (0, vy) auf
ganz .J definiert ist. Sicher reicht es zu zeigen, daf} sie bis zum oberen Ende von
J definiert ist. Sonst gibe es aber b € J derart, dafl die Losung nicht in positiver
Richtung iiber [0, b) hinaus fortgesetzt werden kénnte, und mit der letzten Aus-
sage von 1 folgte, daB ~ : [0,b) — V unbeschréinkt wire. Es gibt jedoch L mit
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||M(t)]| < L furalle t € [0,b], daraus folgt

@I = vo+/0 M(r)y(r)dr | < ||vo||+L/0 [y ()] dr

und dann dem Lemma von Gronwall 8.3.3 sofort ||(¢)|| < ||vo|| e* und das wiire
doch beschriinkt, nimlich durch [Jvgl| e . O

Lemma 8.3.3 (Gronwall). Istb € R-q und f : [0,b] — [0, 00) stetig und gibt es
nichtnegative Konstanten L, C' mit

f(t)gL/Otf(T)dTJrC

fiir alle t > 0, so erfiillt f die Abschiitzung f(t) < Celt.

8.3.4. Es scheint mir von der Anschauung her ziemlich klar, dafl eine differen-
zierbare Funktion /' mit der Eigenschaft F/ < F hochstens exponentiell wachsen
kann. Das Lemma von Gronwall prizisiert und verallgemeinert diese Intuition.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir L und C positiv an-
nehmen. Bezeichnet F'(¢) den Wert des obigen Integrals, so folgern wir erst

F(t)
LF(t)+C =1

und dann durch Integrieren von 0 bis ¢ mithilfe der Substitutionsregel weiter
L 'log(LF(t) + C) — L™ 'log C' < ¢ alias log(LF(t) + C) < Lt + log C und
durch Exponentieren und das Erinnern unserer Voraussetzungen schlie3lich

f(t) S LF(t)+C < Ce™ O

Korollar 8.3.5 (Inhomogene lineare Differentialgleichungen). Gegeben ein halb-
offenes Intervall I C R, ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V sowie
stetig differenzierbare Abbildungen M : I — EndV und f : I — V, bilden die
differenzierbaren Abbildungen ~y : [ — V mit

Y(t) = M(t)y(t) + f(t) Vtel

einen affinen Teilraum L; C Ens(I, V') mit dem Losungsraum der zugehorigen li-
nearen Gleichung als Raum von Richtungsvektoren und fiir jedes to € I definiert
das Auswerten bei t, eine Bijektion L; — V, v — v(ty), den Anfangswertiso-
morphismus.
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Erginzung 8.3.6. Dies Korollar gilt wieder mit fast demselben Beweis auch im
Fall,daB M : I — EndV und f : I — V nur stetig sind. Es gilt mit demselben
Beweis auch im Fall eines beliebigen vollstindigen normierten reellen Vektor-
raums V, wenn man statt dem Raum End V' aller Endomorphismen von V' den
normierten Raum B(1/) aller stetigen Endomorphismen von V' betrachtet.

Beweis. Die Differenz von je zwei Losungen der inhomogenen Gleichung ist of-
fensichtlich eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung, und die Summe
einer Losungen der homogenen und einer Losung der inhomogenen Gleichung
ist offensichtlich eine Losung der inhomogenen Gleichung. Damit bleibt nur zu
zeigen, dal die inhomogene Gleichung iiberhaupt eine Losung besitzt. Das folgt
dhnlich wie im homogenen Fall und ohne weitere Schwierigkeiten aus unseren
allgemeinen Prinzipien. Wir geben nun aber sogar eine Losungsmethode an, die
Methode der Variation der Konstanten. Dazu wihlen wir eine Basis 7y, ..., 7,
des Losungsraums der homogenen Gleichung und fassen sie zusammen zu einer
Losung X : [ — V" = Hom(R"™, V') der homogenen linearen Differentialglei-
chung
X(t) = M(t)X(t)

fiir Funktionen / — Hom(R™, V). Da die Werte von 4, ...,7, an jeder Stel-
le eine Basis von V' bilden, ist X () an jeder Stelle ein Vektorraumisomorphis-
mus. Nun machen wir fiir die Losung unserer inhomogenen Gleichung den Ansatz
v(t) = X (t)e(t) mit ¢ : I — R™ differenzierbar alias v(t) = ¢1(¢)y1(t) + ... +
¢n (1), (t) und finden

V() = X(t)e(t) + X(t)e(t
= M®OX0)e(t) + X()ét)
= M(@)y(t) + X (t)c(t)

O

Unser Ansatz fiihrt also zu einer Losung der inhomogenen Gleichung genau dann,
wenn gilt X (¢)¢(t) = f(t) alias ¢(t) = X 1(¢) f(¢). Ein ¢ mit dieser Eigenschaft
existiert aber ganz offensichtlich, eben das Integral der rechten Seite. O]

8.3.7 (Verhalten benachbarter Integralkurven). Sei X ein endlichdimensiona-
ler reeller Raum, U @ X eine offene Teilmenge und A : U — X ein lipschitzste-
tiges Vektorfeld mit Lipschitz-Konstante L. Sind v, v, : [0,b] — U Integralkur-
ven zu Anfangswerten p, ¢ € U, so finden wir fiir alle ¢ € [0, b] die Abschitzung

) =2l = [+ [ atuenar —a- [ Aty ar

t
< lp—all+L / In(7) — 7a()l| dr
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und das Lemma von Gronwall 8.3.3 liefert fiir alle ¢ € [0, b] die Abschitzung

1o (t) = v @l < [lp — qll

Salopp gesprochen besagt diese Abschitzung, dafl zwei Integralkurven in einem
lipschitzstetigen Vektorfeld “hochstens exponentiell auseinanderlaufen konnen”.
Man mag das Argument vom Schlufl des Beweises des Satzes iiber homogene li-
neare Differentialgleichungen 8.3.1 auch etwas vergrobernd dahingehend zusam-
menfassen, daf} sich in diesem Fall eine beliebige Losung hochstens exponentiell
von der Null-Losung entfernt und folglich nicht in endlicher Zeit ins Unendliche
entweichen kann.

8.4 Hohere Ableitungen ohne Koordinaten

8.4.1. Gegeben eine offene Teilmenge U @ R™ heiit eine Abbildung f : U —
R™ glatt oder beliebig differenzierbar oder auch eine C*°-Abbildung genau
dann, wenn zu allen Komponenten f,, von f fir 1 < p < m alle gemischten
hoheren partiellen Ableitungen, in der Multiindexschreibweise aus 5.2.3 also alle
0“ f,, fur beliebige € N", auf ganz U existieren. Existieren sie bis zum Total-
grad || < k und sind stetig, so spricht man von einer C*-Abbildung. Wir wollen
nun diese Bedingungen auf Abbildungen mit halboffenem Definitionsbereich auf
beliebigen normierten reellen Rdumen ausdehnen.

8.4.2. Gegeben Vektorrdume V, W und k£ > 0 bilden wir dazu den Vektorraum
Mult®(V, W) aller multilinearen Abbildungen des Produkts von k Kopien von
V nach W. Im Fall & = 0 verstehen wir Mult”(V, W) = W. Man bemerke die
Isomorphismen Hom(V, Mult"(V, W)) = Mult*'(V, W) durch f + (f) mit
(£ (o, v1, - vk) = (f(vo))(vrs -+ ve).

8.4.3. Die Notation (f) haben wir auch schon an anderer Stelle fiir den “von f
erzeugten Untervektorraum” eingefiihrt. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es aus
dem Kontext zu erschlieen.

8.4.4. Gegeben normierte reelle Vektorrdaume V, W und k£ > 0 bilden wir @hnlich
den normierten Vektorraum B*(V, W) aller stetigen multilinearen Abbildungen
des Produkts von k& Kopien von V' nach W, versehen mit der Norm 9.9.28. Im
Fall k = 0 verstehen wir B°(V, W) = W. Man bemerke die Isomorphismen von
normierten Vektorrdumen B(V, B*(V, W)) = B*1(V, W) durch f — (f).

8.4.5. Sind X, Y normierte reelle Rdume und ist A C X eine halboffene Teilmen-
geund g : A — B*(X,Y) eine differenzierbare Abbildung, so fassen wir dg mit
der Identifikation aus 8.4.4 auf als diejenige Abbildung dg : A — BF1(X,Y),
die gegeben wird durch x — (d,.g).
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Definition 8.4.6. Gegeben X, Y normierte reelle Rdaume und A C X eine halb-

offene Teilmenge und f : A — Y eine Abbildung setzen wir d°f := f und
d'f :=df : z — d,f und definieren induktiv die k-te Ableitung

dif: A — BF(X,Y)

als d*f := d(d*~1f), falls die (k — 1)-te Ableitung existiert und differenzierbar
ist auf A. Existieren alle hoheren Ableitungen von f bis zur Ordung & und sind
stetig, so nennen wir f von der Klasse C* oder auch eine C*-Abbildung. Zum
Beispiel bedeutet C! nichts anderes als stetig differenzierbar und C° nichts anderes
als stetig. Ist f von der Klasse C* fiir alle &, so heiBt die Abbildung f glatt oder
beliebig differenzierbar oder von der Klasse C*> oder eine C*°-Abbildung.

Ubung 8.4.7. Die Exponentialabbildung exp : M(n x n;C) — M(n x n; C) ist
glatt. Hinweis: 5.3.11.

Ubung 8.4.8. Gegeben ein Banachraum V ist das Invertieren eine glatte Abbil-
dung auf der Menge der invertierbaren Elemente von 5(V). Hinweis: 4.4.11.

Ubung 8.4.9. Seien X,Y normierte Riume und A C X halboffen. Eine diffe-
renzierbare Abbildung f : A — Y ist von der Klasse C* genau dann, wenn die
Abbildung A x X — Y x Y, (x,v) — (f(z), (dsf)(v)) von der Klasse C*~! ist.

Ubung 8.4.10. Jede Verkniipfung von C*-Abbildungen ist von der Klasse C*. Jede
Verkniipfung von glatten Abbildungen ist glatt. Hinweis: 4.5.10 und 8.4.9.

Ubung 8.4.11. Eine Abbildung in ein Produkt von endlich vielen normierten re-
ellen Vektorrdumen ist C* genau dann, wenn ihre Komponenten CF sind.

8.4.12. Die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen 148t sich koordinatenfrei
dahingehend formulieren, da3 unsere hoheren Ableitungen d* f in den symme-
trischen multilinearen Abbildungen landen, d.h. in denjenigen multilinearen Ab-
bildungen, die ihren Wert nicht dndern, wenn man ihre Argumente untereinander
vertauscht. Wir gehen darauf nicht ndher ein, empfehlen aber dem Leser zu prii-
fen, daf} sich die hoheren Terme der Taylorentwicklung 5.2.5 koordinatenfrei in
der Form (k!)~1(d*f)(h, ..., h) darstellen lassen.

Definition 8.4.13. Seien X, Y normierte reelle Rdume und A C X, B C Y halb-
offene Teilmengen. Eine Abbildung f : A — B heiBt ein C*-Diffeomorphismus
genau dann, wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch seine Umkehrung f~! :
B — Abeide C*-Abbildungen sind. Sprechen wir ohne nihere Spezifizierung von
einem Diffeomorphismus, so meinen wir einen C*°-Diffeomorphismus.

8.4.14. Seien X und Y vollstindige normierte reelle Raume. Ist U @ X offen
und f : U — Y eine C*-Abbildung fiir 1 < k < oo und ist an einer Stelle
p € U das Differential ein Isomorphismus mit stetigem Inversen, so induziert f
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einen C*-Diffeomorphismus von einer offenen Umgebung von p mit einer offenen
Umgebung von f(p). Das folgt sofort aus 7.1.4 mit den vorhergehenden Ubungen,
insbesondere 8.4.8.

8.5 Losungen als Funktionen ihres Anfangswerts

Definition 8.5.1. Gegeben ein Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U eines
normierten reellen Raums X, das zu jedem Anfangswert ¢ € U eine grofite Inte-
gralkurve v, : I, — U besitzt, erkldren wir seinen Fluf} als die Abbildung

D (t,q) = (1)

von der Menge U = {(t,q) € R x U | t € I,}, dem Definitionsbereich des
Flusses, in den Definitionsbereich U unseres Vektorfelds.

Satz 8.5.2 (Losungen als Funktionen ihres Anfangswerts). Gegeben ein glattes
Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums
hat sein Fluf3 offenen Definitionsbereich und ist ebenfalls glatt.

Ergédnzung 8.5.3. Auch dieser Satz gilt mit fast demselben Beweis allgemeiner fiir
einen vollstindigen normierten und nicht notwendig endlichdimensionalen Raum.
Die zusitzlich benétigten Zutaten sind wie in 8.2.5.

Beweis. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X, eine offene Teilmen-
ge U @ X, ein C*-Vektorfeld A : U — X mit k& > 1 und ein Punkt p € U wih-
len wir zunichst offene Umgebungen V' @ U von p und W @ X von Null mit
V + W C U. Weiter wihlen wir eine Norm auf X. Dann betrachten wir fiir ein
halboffenes kompaktes reelles Intervall / C R mit O € [ den affinen Raum

C,(1,X)

aller stetig differenzierbaren Wege v : I — X mit y(0) = p und versehen seinen
Richtungsraum C¢ (I, X) mit der Norm ||¢]|os + ||¢/||se der gleichmiBigen Kon-
vergenz von Funktion und erster Ableitung. Nach 10.5.31 erhalten wir so einen
vollstindigen normierten Vektorraum. Nun betrachten wir die Abbildung

F: RxVxCUIW) — C(I,X)
(7,49, ) — Y =T7(Ao(q+))

Genau dann wird (7, ¢, ) auf Null abgebildet, wenn ¢t — ~(t) = ¢ + (t) eine
Integralkurve des reskalierten Vektorfelds 7A zum Anfangswert v(0) = ¢ ist.
Nach Summenregel 4.4.4, Produktregel 4.4.5 und dem im Anschlufl bewiesenen
Lemma 8.5.4 ist F' differenzierbar mit Differential

(drgu F)(h,v,0) = o' = h(Ao (g +¢)) = 7((dA) o (¢ + ¢, v + @)
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Insbesondere gilt (d(g,0£)(0,0,0) = ', und da @ +— ¢« eine stetige und
stetig umkehrbare Bijektion Cj (7, X ) = C(I, X ) definiert und F nach unserer
Formel stetig differenzierbar ist, diirfen wir den Satz {iber implizite Funktionen
7.2.8 anwenden. Er liefert uns ein Paar (A;, By) mit (0,p) € A; @ R x V und
0 € By @ CA(I,W) derart, daB es fiir jedes (7, q) € A; genau ein ¢, , € By gibt,
fir das v, , = ¢ + 9, 4 eine auf I definierte Integralkurve des reskalierten Vektor-
felds 7 A mit Anfangswert ¢ ist. Wéhlen wir also etwa I = [—1, 1], so finden wir in
A, eine offene Umgebung von (0, p) der Gestalt (—n, 7) x D, und daselbst ist dann
auch der FluB} definiert. Da Integralkurven unter Zeitverschiebung Integralkurven
bleiben, zeigt das schon mal, dal unser Fluf} einen offenen Definitionsbereich hat.
Weiter ist ' nach obiger Formel fiir sein Differential sogar von der Klasse C*
im Sinne von 8.4.6. Damit zeigt der Satz iiber implizite Funktionen mit den Re-
sultaten und Definitionen von 8.4 aber auch, daf die Zuordnung (7,q) — 7.4
eine C*-Abbildung (—n,n) x D — CY(I,U) ist. Verkniipfen wir diese mit dem
Auswerten an einer festen Stelle ¢ € I\0, einer stetigen affinen Abbildung, und
beachten v, ,(t) = v,(7t), so folgt, daB der FluB selbst eine C*-Abbildung ist. [

Lemma 8.5.4. Seien X,Y normierte Riume, U G X eine offene Teilmenge und
A U — Y stetig differenzierbar. Fiir jedes Kompaktum K ist dann auch die
Abbildung (Ao) : C(K,U) — C(K,Y) differenzierbar und ihr Differential paf3t
in ein kommutatives Diagramm

C(K,U) x C(K, X) 2L (K, V)

]

- (dA)o
C(K,U x X¥)—¢

8.5.5. Hier verstehen wir fiir jeden normierten Raum Z den Abbildungsraum
C(K,Z) mit seiner Norm der gleichméBigen Konvergenz und identifizieren den
Richtungsraum unseres Abbildungsraums in der offensichtlichen Weise mit C (K, 7 ).
In der oberen Horizontalen meinen wir die Abbildung (-, ) — (d,(Ao))(c) und

in der unteren Horizontalen meint d A entsprechend die Abbildung dA : U x X -
X, (z,v) — (dzA)(v).

Beweis. Es reicht, an jeder Stelle v € C(K, U) die Differenzierbarkeit zu unter-
suchen und das Differential d.,(Ao) zu bestimmen. Gegeben ¢ > 0 gibt es fiir alle
x € v(K) ein groBtes n(x) = n.(x) € (0, 1) derart, daB gilt B(z;n(x)) C U und

le =2 <n(z) = [[d.A—d.All <

Man erkennt unschwer, daB n : 7(K) — (0, 1) stetig ist, ja sogar lipschitzstetig
mit Lipschitz-Konstante Zwei. Sei 0 = . > 0 das Minimum von 7 auf unserem
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Kompaktum ~(K). Fiir € v(K) und h € X mit ||h]| < & liefert dann der
Schrankensatz oder vielmehr sein Korollar 4.3.5 die Abschitzung

[A(z + h) = A(z) — (dA)(R)|| < [[h]le
Fiir jedes o : K — X mit ||or]| < 0 gilt also
[Ao(y+a)—Aoy—(dA)o (v, )| < ele
und das war im wesentlichen die Behauptung. [

Satz 8.5.6 (Normalform eines Vektorfelds). Gegeben ein glattes Vektorfeld auf
einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums, das an ei-
ner festen Stelle nicht verschwindet, finden wir fiir diese Stelle stets eine offene
Umgebung mitsamt einem Diffeomorphismus besagter Umgebung auf eine offene
Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums, unter dem unser Feld zu
einem konstanten Feld verwandt ist.

8.5.7. In Koordinaten gesprochen hat also jedes Vektorfeld, dal an einer vorge-
gebenen Stelle nicht verschwindet, in geeigneten lokalen Koordinaten x4, ..., x,
um diese Stelle die Gestalt 8ix1’

Beweis. Sei X unser Raum, U @ X unsere offene Teilmenge, A : U — X un-
ser Vektorfeld und p € U die vorgegebene Stelle. Wir wihlen Y X komple-
mentidr zur Geraden mit Richtungsvektor A, und wihlen einen Isomorphismus
L:R! 3 Y. Gegeben ein glattes Vektorfeld A auf einer offenen Teilmenge
U eines endlichdimensionalen affinen Raums schreiben wir im folgenden A’q fiir
die Stelle A'q € U, an der der Punkt ¢ € U landet, wenn er sich fiir die Zeit-
spanne ¢ mit dem FluB des Vektorfelds A treiben 146t. Man zeigt miihelos, daf3
fiir hinreichend kleines ¢ > 0 und eine hinreichend kleine Umgebung W @ R}
des Ursprungs die Abbildung (—¢,¢) x W — U, (¢, W) — A'(p + L) sinnvoll
definiert und ein Diffeomorphismus der gewiinschten Art ist. 0
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Ilustration zum Beweis von Satz 8.5.6 zur lokalen Normalform eines
Vektorfelds ohne Nullstelle
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9 Mab und Integral

Es mag nahe liegen zu versuchen, jeder Teilmenge des R" ein “Volumen” oder
“Maf” in [0, 00| so zuordnen, daB (1) das Verschieben von Mengen ihr MaB nicht
dndert, daB (2) bei beliebigen disjunkten Vereinigungen das Mal} der Vereinigung
die Summe der Mafe ist, und daB (3) dem Einheitswiirfel [0, 1] das Maf Eins
zugeordnet wird. Kurzes Nachdenken zeigt jedoch, dal das unmdoglich gelingen
kann: Fiir solch ein Volumen miifite ndmlich jeder Punkt Volumen Null haben, da
ja unendlich viele verschiedene Punkte im Einheitswiirfel liegen, und dann miif3-
te auch der ganze Einheitswiirfel Volumen Null haben als disjunkte Vereinigung
einpunktiger Teilmengen. Um diesen Widerspruch zu vermeiden, mag man etwas
schwiicher statt (2) nur noch bei abzdhlbaren disjunkten Vereinigungen fordern
wollen, da} das Mal} der Vereinigung die Summe der MaBe ist, aber auch solch
einen Volumenbegriff kann es fiir beliebige Teilmengen von R™ nicht geben, wie
in 9.1.28 ausgefiihrt wird. Es ist jedoch moglich, gewisse Teilmengen des R”™ als
“mefBbar” auszuzeichnen derart, dall alle “einigermallen verniinftigen” Teilmen-
gen mefbar sind, und jeder dieser mebaren Mengen ein Volumen so zuzuord-
nen, dal Bedingung (1), die abzéhlbare Variante von (2) sowie (3) entsprechend
gelten. Im folgenden fiihren wir das aus und zeigen, wie davon ausgehend auch
eine sehr allgemeine Integrationstheorie entwickelt werden kann, die sich sowohl
in der weiteren Entwicklung der Analysis als auch bei der mathematischen Mo-
dellierung der Wahrscheinlichkeit als aul3erordentlich niitzlich erweisen wird.

9.1 MabBriume und Mafle

9.1.1. Gegeben eine Menge X erinnern wir daran, daf3 wir nach 2.1.11 die Men-
ge aller ihrer Teilmengen bilden diirfen, und da3 diese Menge die Potenzmenge
P(X) von X hieB. Weiter erinnern wir daran, da} wir, gegeben eine Menge X,
aus rein didaktischen Erwigungen heraus Teilmengen der Potenzmenge P(X)
vorzugsweise als “Systeme von Teilmengen von X oder “Mengensysteme” an-
sprechen.

Definition 9.1.2. Ein System von Teilmengen A C P(X) einer Menge X heifit
eine Mengenalgebra genau dann, wenn gilt:

1. 0 e A;
2. AABe A = (AUB) € A,
3. Ac A = (X\A4) e A

In Worten ist ein System von Teilmengen einer Menge X also eine Mengenalgebra
genau dann, wenn es stabil ist unter dem Bilden von endlichen Vereinigungen und
von Komplementen beziiglich X.
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9.1.3. Ich will kurz diskutieren, warum unsere Definition in Formeln zu unserer
Definition in Worten gleichbedeutend sind. Bei der Definition in Worten ist mit-
gemeint, da} eine Mengenalgebra die leere Menge enthalten soll als “die Vereini-
gung iiber iiberhaupt keine Teilmenge von X, vergleiche ??. Bei der Definition
in Formeln folgt umgekehrt die Stabilitit von .4 unter endlichen Vereinigungen
von mehr als zwei Mengen induktiv.

9.1.4. Eine Mengenalgebra ist natiirlich auch stabil unter dem Bilden von endli-
chen Schnitten und von Differenzmengen.

Definition 9.1.5. Eine Mengenalgebra, die sogar stabil ist unter abzihlbaren Ver-
einigungen, heift eine o-Algebra. Ein Paar (X, M) bestehend aus einer Menge
X und einer o-Algebra M C P(X) heiit ein MeBraum. Die Mengen aus M
heiBen dann die meflbaren Mengen von (X, M) oder kurz von X.

9.1.6. In Formeln ist eine o-Algebra also eine Mengenalgebra A C P(X) derart,
daB aus A; € A fiir i = 1,2,... folgt J,.yA4i € A. Gegeben ein Mefiraum
(X, M) ist dann natiirlich auch ganz X meBbar und abzihlbare Schnitte meBbarer
Mengen sind wieder mef3bar.

Beispiel 9.1.7. In jeder Menge bilden die endlichen Teilmengen mitsamt ihren
Komplementen eine Mengenalgebra, die jedoch nur dann eine o-Algebra ist, wenn
wir unsere Konstruktion in einer endlichen Menge durchfiihren. In jeder Menge
bilden die abzihlbaren Teilmengen mitsamt ihren Komplementen eine o-Algebra.

Beispiel 9.1.8. Alle endlichen Vereinigungen von Intervallen bilden eine Men-
genalgebra von Teilmengen von R. Die abzédhlbaren Vereinigungen von Interval-
len bilden keine o-Algebra von Teilmengen von R, da dieses Mengensystem nicht
unter dem Bilden von Komplementen stabil ist: Zum Beispiel ist die Menge der
rationalen Zahlen Q C R eine abzédhlbare Vereinigung von Intervallen, genauer
von einelementigen Intervallen, aber ihr Komplement R\Q ist keine abzéhlbare
Vereinigung von Intervallen mehr.

Definition 9.1.9. Sei X = (X, M) ein MeBraum. Ein MaB oder genauer ein
nichtnegatives MaB auf X ist eine Abbildung i : M — [0, 00| derart, daB fiir je-
de abzdhlbare Familie von paarweise disjunkten me3baren Mengen das Maf3 ihrer
Vereinigung iibereinstimmt mit der Summe der Malle der einzelnen Mengen. Wir
sagen dann auch, die Abbildung y sei o-additiv und nennen das Tripel (X, M, u)
einen Mafraum.

9.1.10. In Formeln fordern wir also fiir jede abzihlbare Familie (A,,),cny von
paarweise disjunkten meBbaren Mengen die Gleichheit

§ (U An) = u(An)

neN neN
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Diese Gleichheit ist in [0, co] zu verstehen. Uber den Fall N = () enthilt unsere
Forderung nach unseren Konventionen 3.1.17 insbesondere die Forderung p(0)) =
0. Fordert man diese Bedingung separat, so braucht man die groe Formel nur
noch fiir Folgen meBbarer Mengen (A, ),en zu fordern.

Ergdnzung 9.1.11. Ein MaBiraum, bei dem die ganze Menge Mal} Eins hat, heif3t
ein Wahrscheinlichkeitsraum. Mit diesem Wort geht allerdings eine vollig ande-
re Motivation, Intuition und Buchstabenwahl einher: Das Ziel ist nun nicht mehr
ein begrifflicher Rahmen zur Berechnung der Volumina einfacher Korper und der-
gleichen, also die explizite Berechnung von Maflen vorgegebener Mengen, son-
dern die mathematische Modellierung des Zufalls. Man notiert Wahrscheinlich-
keitsraume statt (X, M, 1) meist (£2, A, P) und denkt sich dabei €2 als eine vol-
lig unstrukturierte und von der speziell untersuchten Fragestellung unabhingige
Menge “von sich paarweise ausschlieBenden Moglichkeiten”, und P(A) mit P
wie “Probability” als die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten einer Moglichkeit
aus A. Das Interesse konzentriert sich in diesem Zusammenhang auf das Studium
der Beziehungen zwischen sogenannten Zufallsvariablen. Ganz allgemein ver-
steht man unter einer Zufallsvariablen eine Abbildung von {2 in einen weiteren
MeBraum mit der Eigenschaft, daB3 die Urbilder aller meSbaren Mengen meB-
bar sind. So wiirde etwa ein gerechter Wiirfel modelliert durch eine Abbildung
W:Q — {1,...,6} mit W~'(i) meBbar und P(W (7)) = 1/6 fiir 1 < i < 6.
Hier konnte (2 aus eben diesen sechs Elementen bestehen, es konnte jedoch auch
viel groBer sein und etwa aus allen moglichen Ausgiingen eines einmaligen Wiir-
felns mit hundert Wiirfeln bestehen, von denen unser Wiirfel nur einer ist, oder €2
konnte aus allen Paaren in {1,...,6} x {an, aus} bestehen, bei denen der zwei-
te Eintrag erinnert, ob das Licht in dem Raum, in dem gewiirfelt wurde, nun an
oder aus war. Ganz allgemein interessieren in der Wahrscheinlichkeitstheorie im
Wesentlichen nur diejenigen Konstruktionen und Definitionen, die vetriglich sind
mit dem Zuriickholen unter Verfeinerungen, d.h. unter Abbildungen 2" — ) von
einem weiteren Wahrscheinlichkeitsraum (€', A’, P") nach {2 mit der Eigenschaft,
daB Urbilder meBbarer Mengen mef3bar bleiben und dasselbe Mal} behalten wie
die urspriingliche Menge. Die mefbaren Teilmengen von €2 heilen auch Ereig-
nisse. Ist jede einelementige Teilmenge von 2 meBbar, so mag man die Elemente
der Menge (2 auch Elementar-Ereignisse nennen. Man beachte jedoch, dafl bei
Verfeinerungen neue Ereignisse hinzukommen kénnen und Elementar-Ereignisse
im allgemeinen keine Elementar-Ereignisse bleiben werden.

Beispiele 9.1.12. Einfache Beispiele fiir Maf3e sind das Dirac-MaB J, an einem
Punkt z € X, gegeben durch

1 z€eA
0-(4) = { 0 sonst,
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und das ZdahlmaB ((A) = |A| € NU {oo}, das jeder Teilmenge die Zahl ihrer
Elemente zuordnet. Diese beiden MaB3e sind sogar auf der gesamten Potenzmenge
einer beliebigen Menge X definiert. Allgemeiner kann man fiir jede Menge X
und jede Abbildung f : X — [0, co] wieder auf der gesamten Potenzmenge von
X dasMaBB A — )" _, f(x) betrachten, bei dem in gewisser Weise “jeder Punkt
x € X mit dem Faktor f(x) gewichtet wird”. Das vielleicht wichtigste Beispiel
fiir ein MaB ist das “Lebesgue-MalB3” auf den “topologisch mel3baren Mengen”
oder “Borelmengen” des R", dessen Konstruktion noch aussteht.

9.1.13. Sei X eine feste Menge. Sind M, N C P(X) zwei o-Algebren, so ist
auch ihr Schnitt M N A eine o-Algebra. Sogar ein beliebiger Schnitt von o-
Algebren in X ist wieder eine o-Algebra in X.

Definition 9.1.14. Ist A C P(X) irgendein System von Teilmengen einer Menge
X, so betrachten wir den Schnitt aller o-Algebren, die A enthalten. Dieser Schnitt
ist sicher die kleinste o-Algebra auf X, die A enthilt. Er heiit die von .4 erzeugte
o-Algebra und wird o(.A) notiert.

9.1.15. Ich rate davon ab, nach einer expliziteren Beschreibung fiir die von einem
Mengensystem erzeugte o-Algebra zu suchen, und ich rate erst recht davon ab, da-
fiir eine Anschauung entwickeln zu wollen. Es handelt sich hierbei vielmehr um
ein abstraktes logisches Konstrukt, das nur dazu dient, einen begrifflichen Rahmen
fiir unsere weiteren Uberlegungen zu liefern. Um Thnen die Schwierigkeiten einer
“expliziten” Bschreibung zu zeigen, will ich kurz andeuten, wie es nicht geht. Man
konnte versucht sein, unser Mengensystem zunichst einmal zu erginzen durch
Hinzunehmen aller abzihlbaren Vereinigungen. Dann durch Hinzunehmen aller
Komplementmengen. Dann wieder durch Hinzunehmen aller abzdhlbaren Verei-
nigungen, und immer so weiter. Kriegt man so in endlich vielen Schritten jede
Menge der von unserem Mengensystem erzeugten o-Algebra? Eben nicht: Denn
nun muf3 man auch noch die Vereinigungsmengen aller Mengenfolgen dazuneh-
men, bei denen die erste Menge nach einem Schritt erhalten wurde, die zweite
nach zwei Schritten und so weiter. Um die ganze o-Algebra zu beschreiben, muf3
man stattdessen mit transfiniter Induktion arbeiten, wie etwa im Beweis von Lem-
ma ?? ausgefiihrt wird.

Definition 9.1.16. Die von den offenen Mengen eines metrischen oder allgemei-
ner eines topologischen Raums X erzeugte o-Algebra nennen wir die o-Algebra
der topologisch meBbaren Teilmengen oder auch der Borelmengen von X und
notieren sie Borel(X). Unter einem topologischen MaB} verstehen wir ein Maf}
auf der o-Algebra aller topologisch mef3baren Mengen eines topologischen Raums;
unter einem Borelmaf ein topologisches Maf}, das auf allen Kompakta endliche
Werte annimmt. Das ZdhlmaB auf R etwa ist in unserem Sinne ein topologisches
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MaB, aber kein BorelmaB. Fiir den Begriff einer Borelmenge und eines Borelma-
Bes sind jedoch leider auch viele andere Bedeutungen in der Literatur verbreitet.

Erginzung 9.1.17. Auch ohne die Kontinuumshypothese vorauszusetzen kann
man zeigen, dall jede liberabzihlbare Borelmenge bereits in Bijektion zu ganz
R ist. Wie das genau geht, konnen Sie etwa in der Mengenlehre lernen.

Ubung 9.1.18. Man zeige, daB die offenen Intervalle mit rationalen Endpunkten
die o-Algebra aller Borelmengen der reellen Zahlengeraden erzeugen.

9.1.19. Natiirlich sind mit unserer Definition auch alle abgeschlossenen Mengen
topologisch mef3bar, und fiir jede Borelmenge A C R"™ und beliebiges a € R" ist
auch die verschobene Menge a + A eine Borelmenge. Unser nichstes Ziel sind
die beiden folgenden Sitze.

Satz 9.1.20 (Charakterisierung des Lebesguemales). Es gibt genau ein topo-
logisches Maf3 \ auf dem R", das dem Einheitswiirfel das Maf3 Eins zuordnet,
in Formeln \([0,1]") = 1, und das aufierdem translationsinvariant ist, d.h. die
Eigenschaft hat, daf; fiir beliebiges a € R" und jede Borelmenge A C R" gilt

Ma + A) = A(A)

9.1.21. Dieses Mal} A heif3t das Lebesgue-MaB auf dem R". Wenn wir zum Aus-
druck bringen wollen, welches n gemeint ist, notieren wir es auch \". Die ers-
te Bedingung an unser Lebesguemall nennen wir seine Normierung. In dieser
Terminologie konnen wir also das Lebesgue-MaB} charakterisieren als das ein-
deutig bestimmte normierte translationsinvariante Mal} auf den Borelmengen des
R™. Anschaulich ordnet A jeder Borelmenge A C R” ihr Volumen oder Maf}
A(A) € [0,00] zu. Der Nachweis der Eindeutigkeit wird dem Leser als Ubung
9.2.25 und 9.2.26 uiberlassen. Die Existenz zeigen wir fiir n = 1 im folgenden
Abschnitt in Bemerkung 9.2.14 und fiir beliebiges n in 9.6.4.

9.1.22. Viele Autoren verstehen unter dem Lebesguemall auch erst die “Vervoll-
standigung” des hier beschriebenen Maf3es im Sinne von 9.2.32. Priziser sollte
man das im Satz 9.1.20 beschriebene MaB also vielleicht das “Lebesguemall auf
den Borelmengen” oder das Lebesgue-Borel-Maf} nennen.

Satz 9.1.23 (Regularitiit des LebesguemabBes). Fiir das Lebesguemaf3 \ auf dem
R"™ und jede Borelmenge A C R™ gilt

MA) = ian AU)= sup AK)
U ogei in R™ K Ilfognjga_kt

9.1.24. Dieser Satz wird in 9.7.1 gezeigt. Er deutet eine mogliche Konstruktion
des Lebesgue-MalBes A auf dem R™ an: Um das Lebesgue-Mal einer Borelmenge
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A C R” zu bestimmen konnen wir beginnen mit dem Fall endlicher disjunk-
ter Vereinigungen von Produkten von Intervallen. Solche “Quadermengen” haben
noch ein anschauliches Volumen. Dann wird fiir U offen der Wert A\(U) defi-
niert als das Supremum iiber die Volumina aller in U enthaltenen Quadermengen,
und schlieBlich erhélt man das MaB \(A) einer beliebigen Borelmenge A C R”"
als Infimum von A(U) iiber alle offenen U, die A umfassen. Diese Beschreibung
von A(A) dhnelt unserer definitiven Konstruktion des LebesguemaRes. Die we-
sentliche Schwierigkeit ist, zu zeigen, dal} die so konstruierte Abbildung von den
Borelmengen in die um oo erweiterten nichtnegativen reellen Zahlen o-additiv ist.

9.1.25. Wir wollen uns zur besseren Motivation sofort iiberlegen, dall es schon im
Fall n = 1 keinen verniinftigen Volumenbegriff fiir beliebige Teilmengen des R"
geben kann. Wir beginnen mit dem Nachweis einiger Eigenschaften von Mafen,
die wir auch an anderer Stelle noch oft benttigen werden.

9.1.26. Fiir jedes MaB und meBbare A, B gilt A C B = u(A) < u(B), es gilt ja

sogar genauer /1(B) = pu(A) + u(B\A). Ist weiter A = -, A, eine abzihlbare

aufsteigende Vereinigung mef3barer Mengen, also A,, C A, 11 Vn € N, so gilt
n(A) = lim p(Ay)

n—oo

In der Tat, schreiben wir A als die disjunkte Vereinigung der B, = A,\A,_1,
so haben wir u(A,) = u(B,) + ... + u(By) und die Behauptung folgt aus der
Definition. Ist schlieBlich A = [J 7, A, ein beliebige abziihlbare Vereinigung
mefbarer Mengen, so konnen wir A auch als disjunkte Vereinigung der kleineren
Mengen B, = A,\(A,_1 U...U Ap) schreiben und erhalten so die Abschitzung

p(A) <> pu(Ay)

Ubung 9.1.27. Ist A = (,°, A, ein abzihlbarer absteigender Schnitt meBbarer
Mengen, also A,, D A,+1 Vn € N, so folgt u(A) = lim,,_,, 1(A,) erst unter der
zusitzlichen Voraussetzung p(A,) < oo fiir mindestens ein n.

Lemma 9.1.28. Es gibt kein Maf3 \ : P(R) — [0, 00| auf der o-Algebra aller
Teilmengen von R, das translationsinvariant und normiert ist.

Beweis. Wir werden eine Teilmenge A C R und Folgen r,, und ¢, reeller Zahlen
konstruieren derart, daf3 gilt:

1. Die Mengen r,, + A sind paarweise disjunkt und alle in [0, 3] enthalten.

2. Die Mengen ¢,, + A tiberdecken R.
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Fiir unsere Menge A miifite also gleichzeitig gelten

SonoMA) =2 M +A) < A([0,3]) <3M([0,1]) =3
SloMA) =20 AM e+ A) = AR) =30 A(2n+[0,1]) = oo

und dieser Widerspruch zeigt dann das Lemma. Um unsere Menge A zu konstru-
ieren, wihlen wir mithilfe von ?? eine Teilmenge I C R derart, dal {1} U I
eine Q-Basis von R ist, und betrachten den von [ erzeugten Q-Untervektorraum
(I'g C R und die Menge A = (I)g N [0,2]. Fiir jede Folge r,, von paarweise
verschiedenen rationalen Zahlen aus [0, 1] sind dann die r,, + A paarweise dis-
junkt und in [0, 3] enthalten. Andererseits finden wir auch fiir alle n € Z ein
b, € (I)g N [n—1,n],esfolgt (I)o = Jb, + A und dann

R= [J ¢+b.+4 O

q€Q, neZ

9.1.29. Es kommt sogar noch schlimmer: Nach Banach und Tarski ist es mog-
lich, jedenfalls wenn man das Auswahlaxiom akzeptiert, die abgeschlossene Ein-
heitskugel so in sechs paarweise disjunkte Teilmengen zu zerlegen, dal3 sich die-
se Teilmengen geeignet verschoben und im Raum gedreht ohne Uberlappungen
zu zwei Einheitskugeln zusammenfiigen lassen. Das ist das sogenannte Banach-
Tarski-Paradoxon. Die fraglichen sechs Teilmengen sind dann natiirlich nicht
alle meBbar.

Ubung 9.1.30. Sei X eine Menge und M C P(X) eine Mengenalgebra. Man
zeige: (1) Genau dann ist M eine o-Algebra, wenn M stabil ist unter abzdhlbaren
disjunkten Vereinigungen. (2) Genau dann ist M eine o-Algebra, wenn M stabil
ist unter abzdhlbaren aufsteigenden Vereinigungen im Sinne von 9.1.26.

Ubung 9.1.31. In einem metrischen Raum mit einer abzihlbaren dichten Teilmen-
ge erzeugen die offenen Bille bereits die o-Algebra der Borelmengen.

Ubung 9.1.32. Konstruieren Sie in R eine offene dichte Teilmenge von endlichem
Lebesguemal.

Erginzende Ubung 9.1.33. Sei X ein MeBraum und j; eine Folge von endlichen
MafBen derart, daf fiir jedes meBbare A C X die Folge der p;(A) monoton wach-
send und beschrinkt ist. So wird durch die Formel p(A) = lim; .o p;(A) ein
weiteres Mal} auf X erklart.

9.2 Konstruktion des LebesguemaBes auf R

Definition 9.2.1. Ein System von Teilmengen einer gegebenen Menge heift ein
Mengenring genau dann, wenn es stabil ist unter dem Bilden von endlichen Ver-
einigungen und von Differenzmengen. In Formeln ausgedriickt ist ein System von
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Teilmengen A C P(X) einer Menge X also ein Mengenring genau dann, wenn
gilt:

1. 0 e A;
2. A Be A = (AUB) € A;
3. A Be A = (B\A) € A

9.2.2. DaB unsere Definition in Worten und unsere Definition in Formeln gleich-
bedeutend sind, erkennt man wie in 9.1.3. Ein Mengensystem .A C P(X) ist eine
Mengenalgebra genau dann, wenn A ein Mengenring ist und wenn zusétzlich gilt
XeA

Erginzung 9.2.3. Identifiziert man in der offensichtlichen Weise P(.X) mit der
Menge Ens(X, Fy) aller Abbildungen von X in den zweielementigen Korper, so
entsprechen unsere Mengenringe A C P(X) genau den “nicht-unitiren Teilrin-
gen” oder in unserer Terminologie Teilrngen von Ens(X,Fy) unter der punkt-
weisen Addition und Multiplikation und unsere Mengenalgebren den “unitiren
Teilringen”, die wir in unserer Terminologie ?? schlicht Teilringe nennen.

Ubung 9.2.4. Gegeben Mengen X und Y sowie Mengenringe A C P(X) und
B C P(X) ist auch das System aller endlichen Vereinigungen von paarweise
disjunkten Mengen der Gestalt A x B mit A € A und B € B ein Mengenring in
P(X xY).

Definition 9.2.5. Ist X eine Menge und A C P(X) ein Mengenring und . : A —
[0, oo] eine Abbildung, die unsere Bedingung

u (U An) = u(Ay)

neN neN

fiir abzdhlbare Familien (A, ),y paarweise disjunkter Mengen aus A4 erfiillt wann
immer die Vereinigung der A,, wieder zu .4 gehort, so nennen wir die Abbildung p
ein PramaB auf dem Mengenring .4 und sagen wieder, p sei o-additiv. Wieder ist
unsere auch dquivalent zu den beiden Forderungen (0) = 0 und 1 (U, oy 4n) =
> nen H(Ay) fiir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter Mengen aus unserem
Mengenring, bei der die Vereinigung wieder zu unserem Mengenring gehort.

Lemma 9.2.6. Auf dem Mengenring T C P(R) aller endlichen Vereinigungen
von beschrinkten Intervallen gibt es genau ein Prdmaf3 \ derart, daf3 fiir jedes
nichtleere beschrdankte Intervall [ C R gilt

A(I)=supl —inf ]
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Beweis. Gegeben A € 7 betrachten wir die bis auf Reihenfolge eindeutige Dar-
stellung A = J; U ... U J,. von A als disjunkte Vereinigung der maximalen darin
enthaltenen Intervalle und miissen setzen

AA) = M) + .. 4 A,

Das zeigt die Eindeutigkeit. Es gilt damit nur noch zu zeigen, daf fir A = | |, . A,
eine disjunkte Vereinigung mit A, A,, € 7 gilt

A(A) = Z A(An)
neN
Offensichtlich gilt schon einmal A(BUC') = A(B)+ A(C) fiir B, C' € Z disjunkt.
Wir setzen nun B,, = A\(AgU...UA,). Natiirlich sind dann auch die B,, endliche
Vereinigungen beschriinkter Intervalle, es gilt By D B; D ... und () .y B, = 0,
und es reicht, wenn wir zeigen

neN

lim A\(B,) =0

n—oo

Sei € > 0 beliebig. Wir finden fiir jedes n eine kompakte Menge C,, C B,, die
endliche Vereinigungen kompakter Intervalle ist und fiir die gilt

AB\C,) < 27

Jetzt betrachten wir D,, = CyN...NC,. Auchdie D, sind endliche Vereinigungen
kompakter Intervalle, es gilt D,, C C,, C B,, und zusitzlich haben wir Dy D
Dy D D, ... Wir zeigen nun \(B,\D,,) < 2¢ fiir alle n. In der Tat gilt ja

k=0 k=0

und folglich
ABa\Dn) <Y AMB\Cy) <) 27 < 2e
k=0 k=0

Nun folgt aber aus (), D5, = 0 und der Kompaktheit der D,, und 9.7.15 schon
Dy = 0 fiir ein N, und damit ergibt sich \(B,,) < 2¢ fiirn > N. O

Ergdnzung 9.2.7. Ist allgemeiner f : R — R monoton wachsend und linksseitig
stetig, d.h. lim, ~, f(y) = f(z) fiir alle z € R, so zeigt man &hnlich, daf es
auf dem Mengenring aller endlichen Vereinigungen beschrinkter Intervalle der
Gestalt [a, b) genau ein PramaB df gibt mit (df)([a,b)) = f(b) — f(a) fir alle
a,b € R mit a < b. Man muf} dann nur ein wenig feiner argumentieren, C,
aus dem besagten Mengenring wihlen mit C,, C B, und Mpen D = 0 aus
Mpen Cn = 0 folgern.
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Erginzung 9.2.8. Ist noch allgemeiner f : R” — R monoton wachsend und
linksseitig stetig in jeder Variablen, so zeigt man in derselben Weise, dal es auf
dem Mengenring aller endlichen Vereinigungen beschrinkter Quader der Gestalt
[a1,b1) X ... X [an,b,) genau ein Pramal y, gibt derart, daB fiir a;, b, € R mit
a; < b; der Wert fu¢([a1,b1) X ... X [an,b,)) auf dem Quader die “alternieren-
de Summe der Werte von f auf den Ecken” ist. Die Vorzeichen sind hierbei in
der Weise zu wihlen, daf} fiir keine zwei durch eine Kante verbundenen Ecken
dasselbe Vorzeichen gewihlt wird und da3 der Wert an der Ecke (b, . ..,b,) mit
positivem Vorzeichen eingeht.

Definition 9.2.9. Eine Teilmenge eines Raums mit Primal} heif3t o-endlich ge-
nau dann, wenn sie sich durch eine Folge von Mengen endlichen Malles aus dem
entsprechenden Mengenring iiberdecken 146t. Ein Pramal heifit o-endlich genau
dann, wenn der ganze Raum in diesem Sinne o-endlich ist.

Satz 9.2.10 (MaBfortsetzungssatz von Caratheodory). Gegeben eine Menge X,
ein Mengenring A C P(X) und ein o-endliches Primaf} j : A — [0, o] existiert
genau eine Fortsetzung von [ zu einem Maf3 auf der von A erzeugten o-Algebra
a(A).

9.2.11. Sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit von MaBfortsetzungen un-
ter den gegebenen Voraussetzungen sind zentrale Aussagen der Maf3theorie.

Ergdnzung 9.2.12. Ist unser Primal} nicht o-endlich, so besitzt es zwar stets die
gleich in 9.2.13 konstruierte kanonische Fortsetzung zu einem Maf auf o(.A),
aber moglicherweise ist das nicht seine einzige Fortsetzung auf diese o-Algebra.
Als Beispiel betrachte man den Mengenring aller endlichen Teilmengen von R
und darauf das Pramal, das jeder Menge die Null zuordnet. Die von unserem
Mengenring erzeugte o-Algebra besteht aus allen Teilmengen von R, die ent-
weder abzdhlbar sind oder abzidhlbares Komplement haben, und die moglichen
Fortsetzungen unseres Pramalles sind alle die Abbildungen, die allen abzihlbaren
Mengen die Null zuordnen und allen Komplementen abzéhlbarer Mengen ein be-
liebiges aber festes Element von [0, co|. Die kanonische Fortsetzung kann im iibri-
gen auch charakterisiert werden als die eindeutig bestimmte Fortsetzung, die allen
den Mengen von o(.A) das MaBl Unendlich zuordnet, die nicht in einer abzihlba-
ren Vereinigung von Mengen endlichen Mafies aus A enthalten sind, vergleiche
29

Proposition 9.2.13 (Konstruktion von MaBfortsetzungen). Gegeben eine Men-
ge X, ein Mengenring A C P(X) und ein Primafp pn : A — |0, 00] erhdlt man
eine Fortsetzung von (i zu einem Maf3 auf der von A erzeugten o-Algebra o(A),
indem man fiir alle M € o(A) setzt

(M) = inf { Z w(Ay)

(A )nen ist eine Folge in A mit M C U An}
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9.2.14. Ich erinnere hier an unsere Konvention, nach der das Infimum der leeren
Menge als oo zu verstehen ist. Zusammen mit Lemma 9.2.6 folgt aus dem Satz
iiber MaBfortsetzungen 9.2.10 die in 9.1.20 behauptete Existenz eines normier-
ten translationsinvarianten Maf3es auf den topologisch mefbaren Teilmengen der
reellen Zahlengeraden. Den Nachweis der Eindeutigkeit in 9.1.20 iiberlassen wir
dem Leser als Ubung 9.2.25. Der Beweis des MaBfortsetzungssatzes wird nach
einigen Vorbereitungen im Anschluf3 an den Beweis des Zerlegerlemmas 9.2.24
gefiihrt werden.

Ergdnzung 9.2.15. Zusammen mit 9.2.7 zeigt unser Satz iiber MaBfortsetzungen
sogar, daf es fiir jede linksseitig stetige monoton wachsende Funktion f : R — R
genau ein topologisches Mall df auf R gibt mit (df)([a,b)) = f(b) — f(a) fir
beliebige a,b € R mit a < b. Unser Lebesguemal} kann man in dieser Notation
auch schreiben als das MaB dx, mit z als alternativer Bezeichnung fiir die Identitit
idg : R — R, z — x auf R.

Erginzende Ubung 9.2.16. Die Zuordnung f ~— df aus 9.2.15 liefert eine ein-
eindeutige Entsprechung zwischen der Menge aller linksseitig stetigen monoton
wachsenden Funktionen f : R — R mit f(0) = 0 und der Menge aller Borel-
male auf R. Hinweis: Die Umkehrabbildung kann explizit angegeben werden als
p— f,mit f,(x) = pl0,2) falls £ > 0 und f,(z) = pz,0) falls z < 0.
Ergdnzung 9.2.17. Die Zuordnung f — iy aus 9.2.8 zusammen mit dem Satz
iiber MaBfortsetzungen liefert eine eineindeutige Entsprechung zwischen der Men-
ge aller in jeder Variablen monoton wachsenden und linksseitig stetigen Funktio-
nen f : R" — R, die auf allen Koordinatenhyperebenen verschwinden, und der
Menge aller BorelmaBe auf R”.

Ergdnzung 9.2.18. Im Fall von WahrscheinlichkeitsmaBen x auf R mit seiner o-
Algebra der topologisch meBbaren Mengen ist es iiblich, eine Variante der Kon-
struktion aus Ubung 9.2.16 zu betrachten und die Verteilungsfunktion des Wahr-
scheinlichkeitsmaBes 1« zu definieren durch die Vorschrift V,(x) = p(—o0, ) und
allgemeiner V,(x1,...,2,) = p((—00,21) X ... x (=00, x,)) fiir Wahrschein-
lichkeitsmaBle auf R™. Damit erhalten wir dann eine eineindeutige Entsprechung
zwischen der Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf R und der Menge aller
linksseitig stetigen monoton wachsenden Funktionen V' : R — R mit Infimum
Null und Supremum Eins, in Formeln inf(V'(R)) = 0 und sup(V'(R)) = 1, oder
allgemeiner zwischen der Menge aller Wahrscheinlichkeitsma3e auf R™ und der
Menge aller in jeder Variablen linksseitig stetigen monoton wachsenden Funktio-
nen V' : R"” — R mit Infimum Null und Supremum Eins. Andere Quellen erkldren
die Verteilungsfunktion abweichend als F),(x) = pu(—oo,z] und erhalten dann
analog eine eineindeutige Entsprechung zwischen der Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmaBle auf R und der Menge aller rechtsseitig stetigen monoton wachsen-
den Funktionen £’ : R — R mit Infimum Null und Supremum Eins.
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Definition 9.2.19. Sei X eine Menge und ' C P(X) eine o-Algebra. Ein duBe-
res MaB auf V ist eine Abbildung p* : ' — [0, oo] derart, daBl aus Y C Z folgt
p(Y) < p*(Z) und daB fiir jede abzdhlbare Familie (Y},),cy von Mengen aus
unserer o-Algebra N gilt

i (U Yn> <D WY
neN neN

Die letzte Bedingung nennen wir die o-Subadditivitit. Sie spezialisiert fiir N =

() zur Bedingung p* (@) = 0.

Lemma 9.2.20. Gegeben X eine Menge, A C P(X) ein Mengensystem und |1

A — [0, 00] eine Abbildung erhalten wir ein dufleres Mafs auf P(X) durch die

Vorschrift

W (V) = inf { S n(A)

Beweis. Es ist klar, da} p* die erste Eigenschaft eines duleren MaB3es erfiillt. Es
bleibt, die o-Subadditivitit zu zeigen. Sei dazu ¢ > 0 beliebig. Wir finden fiir
jedes n eine Folge A, in AmitY,, C [J;-, A, und

(Ap)nen ist eine Folge in AmitY C U An}

W(Ya) <D n(A) < (Vo) +2/2"

=0

Dann gilt aber | JY,, C Ui,n A! und aus der Definition von p* folgern wir

w (U Yn) < Z u(A;,) < i (Vo) +2¢

Da das nun gilt fiir alle ¢ > 0, erfiillt 4* auch die zweite Bedingung an ein dufleres
MaS8. D

Lemma 9.2.21. Gegeben X eine Menge, A C P(X) ein Mengenring und i :
A — [0, 00| ein Primaf3 stimmt das in 9.2.20 konstruierte duflere Maf3 p* auf A
mit y iiberein, in Formeln 1*(A) = p(A) VA € A.

Beweis. Die Ungleichung p*(A) < u(A) ist offensichtlich. Wir miissen also nur
noch p(A) < p*(A) zeigen. Dazu reicht es, wenn wir zeigen p(A) < p*(A) +
e Ve > 0. Fir jedes € > 0 finden wir aber eine Folge A,, in A mit A C |J A,, und
Yoe o i(Ay) < p*(A)+e, und indem wir A,, verkleinern zu A, \ (A,_1U...UA)
diirfen wir hier sogar die Fogenglieder paarweise disjunkt annehmen. Wegen A =
LJ(AN A,) erhalten wir dann wie gewiinscht

pA) =D (AN A) <D u(An) < p(A) + ¢ O
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9.2.22. Gegeben A C X verwenden wir im folgenden fiir sein Komplement die
Abkiirzung X\ A = A¢

Definition 9.2.23. Sei X eine Menge und p* ein duBieres Mal3 auf P(.X). Eine
Teilmenge A C X heiflit 4*-meBbar oder auch ein Zerleger genau dann, wenn
fiir jede Teilmenge ¥ C X gilt

(V) =p (Y NA) +p (Y NAY)

Lemma 9.2.24 (Zerleger-Lemma). Ist X eine Menge und 11* ein dufleres Maf
auf der Potenzmenge P (X ) von X, so ist das System M C P(X) der p*-mefbaren
Mengen eine o-Algebra und * ist ein Maf3 auf M.

Beweis. Zunichst einmal zeigen wir, dal M eine Mengenalgebra ist. Sicher gilt
) € M, und aus A € M folgt A € M. Wir miissen nur noch zeigen, daB aus
A, B e Mfolgt AN B € M. Seidazu Y C X beliebig. Es gilt, fiir ;4*-meBbare
Aund B zu zeigen

W)= (YNANB)+p (Y N(ANB)°)
Da A und B schon p*-mefBbar sind, finden wir aber in der Tat

prYN(ANB)X) = p(YNANB)NA) +p*(YN(ANB)* N A°)
= WY NB°NA) + (Y N A
= p(YNA) —p(YNANB)+ p* (Y N A
= w(Y)— (Y N (AN B))

Also ist M schon mal eine Mengenalgebra. Sind A, B € M disjunkt, so gilt
p (AU B) = p*(A) + p*(B), ja es gilt sogar

pYN(AUB))=p(YNA) 4+ u(YNB)

fiir beliebiges Y C X, denn unter der Voraussetzung A N B = () konnen wir
schreiben Y NA=Y N(AUB)NAundY NB =Y N(AUB)N A°. Induktiv
folgt fiir Ay, ..., A, € M paarweise disjunkt und Y C X beliebig

pr(YN(AU...UA,)) = iu*(Yr\Ai)

Haben wir also in M eine Folge (A;) von paarweise disjunkten Teilmengen mit
Vereinigung A gegeben, so gilt fiir jede Teilmenge Y C X die Abschitzung

p*(Y) Y N(AU...UA,)) +u (Y N(AU...UA,)°)

> Yiow (Y NA) +pt (Y N A%
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und im Grenzwert n — oo ergibt sich mit der o-Subadditivitit unseres dufleren
Males

WY) 2 (Y N A) (Y 0 A°)
Die andere Ungleichung gilt eh, nach unseren Annahmen an ein duf3eres Maf, also
haben wir Gleichheit, und A ist auch j*-meBbar. Nach Ubung 9.1.30 ist damit M
eine o-Algebra, und fiir eine Folge A, von paarweise disjunkten Teilmengen aus
M mit Vereinigungsmenge A folgt aus

D (A = (U Ak) <pr(A) <D (A

im Grenziibergang n — oo die o-Additivitit von p*. Also ist ¢* in der Tat ein
MafB auf M. O

Beweis der Proposition 9.2.13. Seien A ein Mengenring, p : A — [0, 00| ein
Primal auf A und p* : P(X) — [0, 0] das in 9.2.21 konstruierte dulere MaB.
Um die Proposition aus dem Zerlegerlemma 9.2.24 abzuleiten, miissen wir nur
noch zeigen, daf A aus p*-mefibaren Mengen besteht. Fiir jedes duflere Maf auf
P(X) und beliebige A, Y C X gilt per definitionem

p(Y) < pt (Y NA)+p* (Y NA%

Wir miissen fiir A € A und beliebiges Y C X auch die andere Ungleichung
zeigen. Das ist nur im Fall ¢*(Y') < oo problematisch. Unter dieser Voraussetzung
finden wir aber fiir beliebiges ¢ > 0 eine Folge (B,,) in AmitY C |J, B, und

2 om0 1(Bn)

S o (B MA) + p(B, N A°)
> (Y N A) + pr(Y N A

v

pwY)+e

A%

Da das fiir alle £ > 0 gilt, folgt die andere Ungleichung
w(Y) 2 pt(Y NA) (Y 0 A

und damit die Gleichheit. Also besteht .4 in der Tat aus ;*-mefbaren Mengen und
die Proposition 9.2.13 ist bewiesen. [

Beweis des Mafifortsetzungssatzes. Die Existenz einer Mallfortsetzung haben wir
bereits als Proposition 9.2.13 gezeigt und nur die Eindeutigkeit ist noch zu zeigen.
Sei dazu v eine zweite Fortsetzung. Es gilt zu zeigen p(C) = v(C) fur alle C €
M. Aus der Konstruktion von x in 9.2.13 folgt bereits v(C) < u(C). Da wir
unser Primal} o-endlich angenommen hatten, gibt es jedoch eine aufsteigende
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Folge Ay C Ay C Ay C ...in Amit|JA, D Cund p(4,) < co Vn. Wir
miissen nur fiir alle n die Gleichungen

WCNA)=v(CNA)

zeigen, dann ergibt sich ;1(C') = v(C') im Grenzwert n — 0o. Wie bereits erwihnt
gilt jedoch v(C'N A,,) < u(C N A,) und ganz genauso auch v(C° N A,) <
u(C°N A,), und da die Summe dieser Ungleichungen die Gleichung v(A,) =
1(Ay,) liefert, miissen unsere Ungleichungen beide schon Gleichungen gewesen
sein. U

Ubung 9.2.25. Zeigen Sie, dass es hochstens ein normiertes translationsinvari-
antes topologisches MaB3 A auf R geben kann. Hinweis: Zeigen Sie zuniéchst
A({a}) = 0, fiiralle a € R, und anschlieBend, dass fiir alle n € N gilt: A([0, 1/n]) =
1/n. Erweitern Sie als néchstes die Aussage auf Intervalle mit rationalen End-
punkten und schlieflich auf beliebige Intervalle. Wenden Sie dann den Satz iiber
Mabfortsetzungen an.

Ubung 9.2.26. Zeigen Sie, dass es hochstens ein normiertes translationsinvarian-
tes topologisches MaB3 A\ auf R™ geben kann. Hinweis: 9.2.25.

Ergiinzende Ubung 9.2.27 (Benford’s Gesetz). Zeigen Sie, daB es auf jedem
nichtleeren kompakten Intervall I = [a,b] genau ein topologisches MaB p gibt,
das dem ganzen Intervall das MaB3 Eins zuweist und das “partiell translationsin-
variant” ist in dem Sinne, dal} fiir jede Borelmenge A C [ und jedes a € R mit
a+ A C I gilt u(A) = p(a + A). Zeigen Sie, daB es auf jedem nichtleeren
kompakten Intervall I = [a, 3] C R genau ein topologisches MaB p gibt, das
dem ganzen Intervall das MaB3 Eins zuweist und das “partiell skaleninvariant” ist
in dem Sinne, daB fiir jede Borelmenge A C I und jedes ¢ € Ry mit cA C I gilt
p(A) = p(cA), und daB dieses MaB ein Vielfaches von z~! dx ist. Gegeben ein
derartiges Mal} mit Gesamtmasse Eins und [ so grof3, daB} gilt 7 > 10"« fiirn > 1,
wird dann fiir jede Ziffer ¢ € {1,...,9} das MaB der Menge M; aller x € I, die
als Dezimalbruch mit erster von Null verschiedener Ziffer 7 geschrieben werden
konnen, von (log(i + 1) —log())/log(10) um weniger als 1/(n + 1) abweichen.
Diese Verteilung der Anfangsziffern “zufilliger” Zahlenreihen tritt in der Wirk-
lichkeit hdufig auf und hei3t Benford’s Gesetz. Es wird unter anderem eingesetzt,
um Steuerbetrug zu entlarven, da von Menschen willkiirlich hingeschriebene Zah-
lenreihen typischerweise eine andere Verteilung von Anfangsziffern haben.

Ergiinzende Ubung 9.2.28 (Gleichverteilung im Folgenraum). Man zeige: Auf
dem Raum Ens(N, {W, Z}) aller Folgen in der zweielementigen Menge {1V, Z}
mit der in 9.7.17 erkldrten Metrik gibt es genau ein Borelmal3, das fiir jeden n-
gliedrigen Folgenanfang der Menge aller Folgen mit diesem Anfang das Maf3 27"
zuordnet. Man zeige weiter, da} die durch die dyadische Entwicklung gegebene
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Surjektion Ens(N, {W, Z}) — |0, 1] stetig ist und daB hier das MaB des Urbilds
einer Borelmenge gerade das Lebesguemall der urspriinglichen Menge ist. Hin-
weis: Man mag eine Teilmenge unseres Folgenraums “n-verniinftig” nennen ge-
nau dann, wenn sie mit einer Folge auch alle anderen Folgen enthilt, die sich von
dieser frithestens im n-ten Folgenglied unterscheiden. Man mag eine Teilmenge
unseres Folgenraums “verniinftig” nennen genau dann, wenn sie n-verniinftig ist
fiir mindestens ein n. Man mag von der Erkenntnis ausgehen, daf} die verniinfti-
gen Teilmengen einen Mengenring bilden, und verwenden, daf} alle verniinftigen
Teilmengen sowohl offen als auch abgeschlossen und damit nach 9.7.17 kompakt
sind. Jede Uberdeckung einer verniinftigen Teilmenge durch verniinftige Teilmen-
gen besitzt folglich eine endliche Teiliiberdeckung.

Ergiinzende Ubung 9.2.29. Wir betrachten die Cantor-Menge C, die aus dem
Einheitsintervall C; = [0, 1] entsteht, indem wir das mittlere Drittel (1/3,2/3)
herausnehmen, dann aus den beiden so entstehenden kompakten Intervallen wie-
der jeweils das offene mittlere Drittel und so weiter, und schlieflich als C' den
Schnitt iiber alle Mengen C,, nehmen, die wir in dieser Weise in n Schritten erhal-
ten. Man zeige, daB die Cantor-Menge das Lebesgue-MaB A(C') = 0 Null hat und
iberabzéhlbar ist. Hinweis: Man kann die Cantor-Menge auch beschreiben als die
Menge aller Zahlen, die sich in der Basis Drei mit einer Null vor dem Komma und
ohne die Ziffer Eins ausdriicken lassen, in Formeln

C= {i CLiS—i

=1

a; € {0, 2}}

Ergiinzende Ubung 9.2.30. Die Menge aller reellen Zahlen, die sich darstellen las-
sen durch einen unendlichen Dezimalbruch, in dem die Ziffer 6 nicht vorkommt,
bilden eine abgeschlossene Teilmenge von R vom Lebesgue-Mal3 Null.

Definition 9.2.31. Eine Teilmenge eines Mallraums, die in einer mel3baren Menge
vom Maf Null enthalten ist, heiBt eine Nullmenge. Ein MaBraum X = (X, M, )
hei3t vollstiindig genau dann, wenn jede Nullmenge bereits mefBbar ist, d.h. zu M
gehort.

Proposition 9.2.32 (Vervollstindigung von MaBriumen). Gegeben ein Maf3-
raum (X, M, 1) gibt es genau eine Fortsetzung von i zu einem Maf3 1* auf der
von M und den p-Nullmengen erzeugten o-Algebra M*, und der so entstehende
Mafraum (X, M*, u*) ist vollstéiindig.

Beweis. Erweitern wir p zu einem #dufieren MaB p* auf P(X) wie im Lemma
9.2.21 und wenden auf dieses dullere Mal} das Zerleger-Lemma 9.2.24 an, so folgt,
daB alle p-Nullmengen bereits p*-mefB3bar sind und da3 mithin p* ein MaB ist auf
M. Das zeigt die Existenz von p*. Fiir die Eindeutigkeit priift man, da AM*
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genau aus allen Teilmengen £ C X besteht derart, daB3 es A, B € M gibt mit
A C E C Bund pu(B\A) = 0. In der Tat bilden nidmlich alle diese £ eine
o-Algebra. Jedes erweiterte MaB3 ;1 nimmt aber auf einer solchen Teilmenge £
notwendig den Wert p*(E) = p(A) an. N

Ubung 9.2.33. Man arbeite den SchluB des vorhergehenden Beweises aus und
zeige, dal gegeben ein Mafraum (X, M, 1) das Mengensystem aller £ C X
derart, daB es A, B € M gibtmit A C £ C Bund u(B\A) = 0, eine o-Algebra
ist.

9.2.34. Der MaBraum (X, M*, u*) heiBt die Vervollstindigung des MaBraums
(X, M, u). Die beziiglich der Vervollstindigung des Lebesgue-MaBes mefibaren
Teilmengen von R bzw. R" nennt man die Lebesgue-mefBlbaren Teilmengen oder
kurz Lebesgue-Mengen. Es ist nicht ganz einfach, eine Lebesgue-Menge in R
explizit anzugeben, die nicht topologisch meBbar ist. Genauer gesagt wiifite ich
selber nicht, wie ich das machen sollte, und mii3te einen Logiker um Hilfe bitten.
Man kann jedoch zeigen, dal es im Sinne der Mengenlehre “mehr” Lebesgue-
Mengen in R gibt als topologisch meBbare Teilmengen, vergleiche etwa ??.

Ubung 9.2.35. Eine Teilmenge der reellen Zahlengeraden ist eine Nullmenge in
Bezug auf das Lebesgue-Mal} genau dann, wenn sie sich fiir jedes ¢ > 0 durch
eine Folge von kompakten Intervallen [a,, b,] tiberdecken 1dBt mit >~ (b, —
a,) < €. Hinweis: 9.2.10 und 9.2.13.

9.3 MeBbare Abbildungen

9.3.1. Bis jetzt haben wir uns nur mit dem Messen von Mengen beschiftigt. Wir
haben gesehen, da3 das Messen ganz beliebiger Teilmengen der reellen Zahlenge-
rade problematisch ist, konnten jedoch gewisse Mengen als mefbar auszeichnen
und solchen Mengen sinnvoll ein Mafl zuordnen. Nun wollen wir reellwertigen
Funktionen auf MaBriumen ein Integral zuordnen. Wieder ist das fiir ganz belie-
bige Funktionen problematisch, aber wieder konnen wir gewisse Funktionen als
“mefbar” auszeichnen und zumindest allen nichtnegativen mef3baren Funktionen
sinnvoll ein Integral zuordnen. In einem zweiten Schritt geben wir dann auch eine
Definition fiir das Integral beliebiger meBbarer reellwertiger Funktionen mit der
Eigenschaft, daB3 ihr Betrag ein endliches Integral hat.

Definition 9.3.2. Seien (X, M) und (Y, ') MeBrdume. Eine Abbildung f : X —
Y heiflt meBbar genau dann, wenn das Urbild jeder mefSbaren Menge meBbar ist,
in Formeln V e N = f~1(V) € M.

9.3.3. Die folgende Ubung zeigt, daB nicht alle Abbildungen R — R meBbar
sind. Ganz im Gegenteil sind die wenigsten Abbildungen R — R meBbar, ob-
wohl es nicht ganz leicht ist, Beispiele anzugeben. Die Lage ist @hnlich wie bei
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den transzendenten Zahlen: Obwohl alle reellen Zahlen bis auf abzidhlbar viele
Ausnahmen transzendent sind, ist es doch vergleichsweise schwierig, explizite
Beispiele fiir transzendente Zahlen anzugeben.

Ubung 9.3.4. Man gebe eine Abbildung R — R an, die nicht meBbar ist in Bezug
auf die Borel’schen o-Algebren. Hinweis: Man beachte 9.1.28 und seinen Beweis.

Erginzung 9.3.5. Eine mefbare Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum
in einen MeBraum heifit auch eine Zufallsvariable auf unserem Wahrscheinlich-
keitsraum mit Werten in besagtem MefBraum oder auch ein zufilliges Element
von besagtem Mefraum.

Lemma 9.3.6. Jede Verkniipfung mefsbarer Abbildungen ist mefsbar.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Definition mit demselben Argument wie
wir es in 9.5.18 fiir die Stetigkeit der Verkniipfung gesehen hatten. O

9.3.7. Wenn nichts anderes gesagt ist, denken wir uns einen metrischen oder allge-
meiner topologischen Raum stets mit der durch die Borel’sche o-Algebra gegebe-
ne Struktur eines MeBraums versehen. Im Fall des topologischen Raums R kann
die Borel’sche o-Algebra auch beschrieben werden als die von allen Intervallen
erzeugte o-Algebra, und wer mag, kann im folgenden auch diese Beschreibung
als Definition nehmen.

Proposition 9.3.8. Alle stetigen Abbildungen sind mef3bar.

Beweis. Da die Urbilder offener Mengen unter stetigen Abbildungen nach 9.5.17
stets offen sind, folgt das unmittelbar aus dem anschlieBenden Lemma 9.3.9. []

Lemma 9.3.9. Seien (X, M) und (Y, N') zwei Mefirciume und sei die o-Algebra
N erzeugt von einem Teilsystem S C N. Genau dann ist f : X — Y mefbar,
wenn gilt

VeS=fiV)eM

Beweis. Es reicht zu zeigen, daB} fiir eine beliebige Abbildung f : X — Y die
Menge f.M ={V CY | f~1(V) € M} eine o-Algebra ist. Das ist jedoch klar.
Im Ubrigen heift die o-Algebra f, M das Bild unter f der o-Algebra M. ]

Ubung 9.3.10. Alle monotonen Abbildungen R — R sind meBbar.

9.3.11. Gegeben ein MeBraum (X, M) betrachten wir auf jeder Teilmenge A C
X die induzierte o-Algebra M| 4, die gerade aus allen Schnitten mit A von meB-
baren Mengen in X besteht, M|4 = {Z N A | Z € M}. Wir machen unsere er-
weiterten reellen Zahlen R = [—o0, 0o] zu einem MeBraum, indem wir darauf die
von allen Intervallen erzeugte o-Algebra betrachten. Fiir die natiirliche Topologie
auf R im Sinne von 9.5.8 ist das genau die o-Algebra der topologisch meBbaren
Mengen.
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Ergiinzende Ubung 9.3.12. Gegeben eine Abbildung f : X — Y und eine o-
Algebra N/ C P(Y) erhalten wir eine o-Algebra f*N C P(X) durch die Vor-
schrift f~*N = {f~'(N) | N € N}. Wir nennen sie das Urbild unter f der
o-Algebra /. Zum Beispiel ist unsere induzierte o-Algebra aus 9.3.11 das Urbild
der urspriinglichen o-Algebra unter der Einbettung.

Ergdnzung 9.3.13. Ein topologischer Raum heif3t separabel oder gleichbedeutend
zweitabzahlbar genau dann, wenn es darin ein abzdhlbares System von offenen
Teilmengen gibt derart, daf} jede offene Menge als Vereinigung eines Teilsystems
dieses abzdhlbaren Systems geschrieben werden kann. Ein metrischer Raum ist
separabel in diesem Sinne genau dann, wenn er eine abzihlbare dichte Teilmenge
besitzt. In der Tat kdnnen wir aus einem abzidhlbaren System von offenen Teil-
mengen wie eben leicht eine abzihlbare dichte Teilmenge erhalten, indem wir aus
jeder nichtleeren Teilmenge unseres Systems einen Punkt auswihlen. Umgekehrt
erhalten wir aus einer abzéhlbaren dichten Teilmenge ein abzihlbares System of-
fener Mengen mit der gewiinschten Eigenschaft als das System aller offenen Bille
mit rationalen Radien um besagte Punkte.

Ergdanzung 9.3.14. Manche Autoren, so etwa Jameson oder Rudin, verwenden
eine andere Terminologie, die auf Fréchet zuriickzugehen scheint und nach der
ein topologischer Raum “separabel” heillit genau dann, wenn er eine abzéhlbare
dichte Teilmenge besitzt. Bourbaki fiihrt diesen Begriff nur fiir metrische Riume
ein. In der Bedeutung dieses Textes wird der Begriff “separabel” auch im Buch
von Halmos zur Maftheorie verwendet.

Ergiinzende Ubung 9.3.15. Jeder kompakte metrische Raum ist separabel.

Proposition 9.3.16 (Komponentenregel). Seien (X, M) ein Mefsraum, Y, Z se-
parable metrische Riume und f : X — Y und g : X — Z Abbildungen. So ist
(f,9) : X =Y X Z mefbar genau dann, wenn f und g mefibar sind.

Erginzung 9.3.17. Leser, denen die Produkt-Topologie vertraut ist, werden un-
schwer erkennen, daf3 der Satz mit fast demselben Beweis allgemeiner fiir belie-
bige separable topologische Riume Y und Z gilt.

Beweis. Mit (f, g) sind natiirlich auch f = pr, o(f, g) und g = pr, o(f, g) meB-
bar. Sind andererseits f und g meBbar, so gilt f~! B(y;d) € Mund g B(z;4) €
Mfiralley € Y, z € Z, 0 > 0, und daraus folgt

(f,9) ' B((y,2);6) = f'B(y;6) Ng~ ' B(z;6) e M

Mit 9.1.31 folgt aber, daB die offenen Bille B((y, z);0) in Y x Z schon die o-
Algebra der topologisch mefbaren Mengen in Y X Z erzeugen. Damit folgt die
Proposition aus 9.3.9. ]
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Korollar 9.3.18. Die Summe und das Produkt reellwertiger mef3barer Funktionen
sind wieder mef3bar.

Beweis. Sei X ein MeBraum und seien f, g : X — R meBbare Funktionen. Nach
Proposition 9.3.16 ist dann (f, g) : X — R? meBbar, und damit auch die Verkniip-
fung von ( f, g) mit der stetigen und daher mefbaren Addition bzw. Multiplikation
R? — R. O

Satz 9.3.19 (MeBbarkeit von Grenzwerten von Funktionenfolgen). Sei (X, M)
ein Mefraum.

1. Eine Funktion f : X — R ist genau dann mefbar, wenn fiir jedes a € R
die Menge {z | f(z) > a} = f~!(a, 0] mefbar ist in X.

2. Fiir jede Folge mefibarer Funktionen f, : X — R sind auch das Supremum
und das Infimum s,i : X — R, s(x) = sup f,(z) bzw. i(x) = inf f,(x)
mefbar.

3. Konvergiert eine Folge mefibarer Funktionen f, : X — R punktweise ge-
gen f: X — R, soist auch f mef3bar.

Beweis. 1. Die Intervalle der Form (a, 0o] erzeugen die o-Algebra der Borel-
Mengen in R.

2.Esgilt s~ (a, 00] = U, f ' (a, oo] und ganz analog haben wir auch i ~*[—o0, a) =
Unzo fa ' [=00.a).

3. Nach 2 sind auch die Funktionen sy(x) = sup,,-y fn(z) meBbar, und dann
auch die Funktion g : X — R, g(z) = infy s N(.:z:)._Diese Funktion bezeichnet
man auch mit ¢ = limsup f,,. Falls die f,, punktweise gegen eine Grenzfunkti-

on f konvergieren, so gilt insbesondere f = lim sup f,,, mithin ist dann auch f
mefbar. 0

Lemma 9.3.20. Ist X ein Mefsraum und Y ein metrischer Raum und konvergiert
eine Folge mef3barer Funktionen f, : X — Y punktweise gegen eine Grenzfunk-
tion f : X — Y, so ist auch die Grenzfunktion [ mef3bar.

9.3.21. Wir konnen den dritten Teil von Satz 9.3.19 auch als Spezialfall dieses
Lemmas erhalten, wenn wir etwa beachten, daB unsere Topologie auf R auch als
eine metrische Topologie erhalten werden kann. Das Lemma gilt im {ibrigen mit
demselben Beweis fiir einen beliebigen Hausdorffraum mit der Eigenschaft, dafl
jede seiner abgeschlossenen Mengen als der Schnitt einer abzédhlbaren Familie
offener Mengen geschrieben werden kann.
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Beweis. Nach 9.3.9 reicht es, fiir alle abgeschlossenen Teilmengen A @Y zu
zeigen, daB} ihr Urbild unter f meBbar ist. Nun gibt es jedoch eine absteigende
Folge offener Mengen Uy D U; D ... mit Schnitt A. Dann ist f(x) € A gleich-
bedeutend dazu, daB es fiir jedes i € N ein N = N(x,i) gibt mit f,(z) € U;
fiir n > N(z,4). Damit konnen wir f~!(A) wie folgt beschreiben: Wir bilden
zunéchst fiir jedes ¢ die Menge

Vii={z€X|3Nmitn >N = f,(x) U} = | [ £, " (U)

N>0n>N

und erhalten dann f~!(A4) = i>0 Vi- Diese Darstellung zeigt jedoch, da mit den
f-Y(U;) auch f~1(A) meBbar sein muB. O

Ubung 9.3.22. Gegeben eine meBbare Abbildung ¢ : X — Y von MeBriumen
und ein Mal} i auf X erkldrt man das BildmaB ¢, auf Y dadurch, dal man fiir
jede meBbare Menge A C Y setzt

(6up)(A) = u(¢™" A)

Man zeige, daB3 diese Vorschrift in der Tat ein Maf} auf Y liefert. Man zeige auch
fiir eine weitere mefbare Abbildung ) : ¥ — Z von MeBriaumen die Formel
Vo (dept) = (¢ 0 @), p und fiir die Identitit auf X die Formel id, p = p.

Erginzung 9.3.23. Ist (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so heiflt das Bildmaf
des WahrscheinlichkeitsmaBles unter einer Zufallsvariable X : () — Y die Ver-
teilung der Zufallsvariable und wird P notiert. Im Fall einer reellwertigen Zu-
fallsvariable Y = R ist dann PX ein WahrscheinlichkeitsmaB auf R, und seine
Verteilungsfunktion im Sinne von 9.2.18 heifit die Verteilungsfunktion oder pri-
ziser die kumulative Verteilungsfunktion unserer Zufallsvariablen. Das Bildmaf}
des Dirac-MaBes auf einer einpunktigen Menge unter einer Abbildung in einen
MefBraum ist das Dirac-Mal} am Bildpunkt.

9.3.24. Manchmal scheint mir die dquivalente Terminologie der ‘“Verwandtschaft”
transparenter, die ich nun einfiihre. Gegeben eine mefbare Abbildung ¢ : X — Y
von Mefrdumen und ein MaBl p auf X und ein Mal} v auf Y heiflen die beiden
MaBe ¢-verwandt und wir schreiben

O~ v

genau dann, wenn gilt v(A) = p(¢~'A) fiir jede meBbare Teilmenge A C Y.
Gleichbedeutend ist per definitionem v = ¢,u. Jedes Mal} hat also unter jeder
mefBbaren Abbildung genau einen “Vorwirtsverwandten”. Das mag den konzep-
tionellen Unterschied zwischen Mallen und Funktionen deutlich machen, die im
Gegensatz dazu stets genau einen “Riickwirtsverwandten” haben.
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Ergdnzung 9.3.25. Eine Funktion auf einem MaBraum (X, M, i), die meBbar
ist auf dem in Bezug auf das MaB o vervollstindigten Mafraum, nennen wir p-
meBbar. Insbesondere heifit eine Abbildung R — R Lebesgue-meBbar genau
dann, wenn sie A-meBbar ist fiir A das Lebesgue-Mall. Wir werden nach Mog-
lichkeit versuchen, ohne diese Begrifflichkeit auszukommen. Die Beziehung die-
ses Begriffs zur MeBbarkeit klért 9.4.22.

9.4 Das Integral von nichtnegativen Funktionen

Definition 9.4.1. Eine Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt, nenne ich
eine Stufenfunktion.

9.4.2. Ist X eine Menge und A C X eine Teilmenge, so ist zum Beispiel die
charakteristische Funktion x4 = [A4] : X — {0,1} von A, definiert durch die

Vorschrift
1 z€ A

0 ={ g 254

eine Stufenfunktion. Ist (X, M) ein MeBraum, so ist jede reellwertige mefbare
Stufenfunktion s : X — R von der Form

n

s = Z il Al

=1

fiir eine Zerlegung X = | |, A; von X in endlich viele paarweise disjunkte meB-
bare Mengen und geeignete ¢; € R, und die reellwertigen mefbaren Stufenfunk-
tionen bilden einen Untervektorraum im Raum aller reellwertigen Funktionen auf
X.

Definition 9.4.3 (Integral nichtnegativer reeller Stufenfunktionen). Gegeben
ein MaBraum (X, M, ) und eine nichtnegative meBbare reellwertige Stufenfunk-
tion s : X — [0, 00) erklidrt man das Integral [ s = [, s = [, sy € [0,00] von
s tiber X durch die Formel

[on= 3 et

ces(X)\0

9.4.4. Ich haben in dieser Formel den Summanden fiir ¢ = 0 weggelassen, um den
Ausdruck 0 - oo zu vermeiden. Im folgenden erweist es sich jedoch als bequemer,
diesen Summanden zuzulassen und mit der Konvention 0 - co = 0 zu arbeiten.
Weiter habe ich nur ¢ € s(X) statt ¢ € R geschrieben, um eine endliche Summe
zu erhalten. Da aber die Summanden fiir ¢ ¢ s(.X') eh Null sind, hitten wir ohne
etwas am Resultat zu dndern auch iiber alle ¢ € R summieren kdnnen.
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9.4.5. Natiirlich gilt [as = a [s, Va € (0,00), und ist ¢ : X — [0, 00) eine
zweite mefbare Stufenfunktion, so gilt f s+t = f s —+ f t und mithin auch
s <t = [s < [t Inder Tat, schreiben wir X,, = s~'(a) Nt~'(b), so ergibt
sich mit der Additivitit des Males unmittelbar

[s+t =X cn (Uc:a+b Xa,b) = Za,b(a +0) - 1(Xap)
[s =2 a-uU, Xap) =Y ap @ 1 Xap)
Jt =20 u(U, Xap) =Y ap b i(Xap)

Fir s = > " | ¢;[A;] mit ¢; € [0, 00) wird also das Integral gegeben durch die
Formel [ s =", c;u(A;).

Definition 9.4.6 (Integral nichtnegativer Funktionen). Gegeben ein MaBlraum
X = (X, M, u) und eine meBbare Abbildung f : X — [0, co] definieren wir ein
Element [ f1 aus [0, cc], das Integral von f iiber X als

[ su=sup [

wobei das Supremum gebildet wird iiber alle reellwertigen nichtnegativen mef3-
baren Stufenfunktionen s : X — [0,00) mit s(x) < f(z) fir alle z € X. Ist
f bereits selbst eine reelle Stufenfunktion, so wird das fragliche Supremum bei
s = f angenommen und wir erhalten unser Integral von Stufenfunktionen 9.4.3
fiir s = f.

9.4.7. Wir verwenden fiir dies Integral auch die Notationen

|- /X fi = /X F(@)l)

Die eckigen Klammern sollen andeuten, dafl mit x(x) nicht der Wert einer etwai-
gen Funktion p an einer Stelle = gemeint ist. Vielmehr wird dieser Ausdruck erst
in Verbindung mit dem Integralzeichen sinnvoll. In der Literatur findet man meist
die Notation [ + J du. Diese leider allgemein tibliche Notation scheint mir jedoch
im Lichte der urspriinglichen Bedeutung des Symbols dunter dem Integralzeichen
vollig abwegig, um nicht zu sagen irrefithrend: Das Differential d macht aus einer
Funktion ein MaB, wie etwa in 9.2.7 erklirt, aber wo bereits ein Mal steht, hat es
nichts mehr zu suchen.

9.4.8. Unsere Definition des Integrals 9.4.6 ist sogar sinnvoll fiir nicht notwendig
meBbare Funktionen f : X — [0, 0o]. Das Supremum heifit dann das Unterinte-
gral von f. Der Beweis des folgenden Satzes iiber monotone Konvergenz zeigt,
welche Rolle die MeBbarkeit von f spielt, und der Beweis des gleich anschlie-
Benden Satzes 9.4.11 zeigt dann weiter, wie die MeBbarkeit in den Beweis der
Formel [ f+ g = [ f+ [ g eingeht, die fiir nicht mefbare Funktionen f und g
im Allgemeinen nicht mehr richtig ist.
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Satz 9.4.9 (iiber monotone Konvergenz). Ist (X, M, ) ein Mafsraum und ( f,)
eine monoton wachsende Folge mefibarer Funktionen f, : X — [0,00], d.h.
0 < fo < fi <...,s0istauch der punktweise Grenzwert f : X — [0, 00],
f(x) =lim, . fn(x) der f, mefibar und es gilt

L/fuzhm Jutt
X n—oo Jx

9.4.10. Das Bild zu 8.1.14 zeigt eine Folge stetiger Funktionen, die punktweise
gegen die Nullfunktion konvergieren, ohne daf} ihre Integrale deshalb gegen Null
streben. Die Annahme der Monotonie unserer Folge ist also wesentlich.

Beweis. Die MeBbarkeit von f folgt aus 9.3.19. Die Abschitzung > ist evident.
Es gilt, < zu zeigen. Dafiir reicht es, wenn wir fiir jede Stufenfunktion s mit s < f
und jedes 1 € (0, 1) die Abschitzung

n/sglim fn

n—o0

zeigen. Nun haben wir ja s = > ._ ¢;[A;] fiir geeignete paarweise disjunkte meB-
bare A; und ¢; € (0,00). Setzen wir A? = {x € A; | fu(z) > nc;}, so sind auch
die A" meBbar und es gilt A? C A} C A? C ... sowie |JA? = A;, nach 9.1.26
also

lim (A7) = pi(A)

n—oo

Betrachten wir die Stufenfunktionen s,, = > . n¢;[A?], so gilt mithin

lim/sn:n/s

Andererseits haben wir aber auch nach Konstruktion s,, < f,, und folglich f Sy <
f fn- Bilden wir nun auf beiden Seiten den Grenzwert fiir n — o0, so ergibt sich
damit 7 [ s < lim, .o [ f, wie gewiinscht. O

Satz 9.4.11. Gegeben f, g nichtnegative mef3bare Funktionen mit Werten in [0, 00|
auf einem Mafiraum gilt

L f<g=[f<[g
2. [ef=c[f Vee (0,00);
3 [f+g=[Ff+]g

Beweis. Nur der dritte Punkt braucht einen Beweis. Sind f und g reelle Stufen-
funktionen, so haben wir die Behauptung schon in 9.4.5 gezeigt. Um den allge-
meinen Fall daraus abzuleiten, brauchen wir folgendes
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Lemma 9.4.12. Sei (X, M) ein Mefiraum und f : X — [0, 00| eine mef3bare
Funktion. So gibt es eine monotone Folge von mef3baren Stufenfunktionen 0 <
wo < p1 < ... mit Werten in [0, 00), die punktweise gegen f konvergiert.

Beweis. Wir konstruieren ¢,, zum Beispiel wie folgt: Sei 0 = aqp < a1 < ... <
a, = n die dquidistante Einteilung von [0,n] in Stiicke der Linge 27", also
r = n2" und a; = i27". Wir setzen A; = f~'[a;,a;4;) fir 0 < i < r sowie
A, = f7'n,o0] und bilden ¢, = > ,a;[A;]. Es ist offensichtlich, daB wir
so eine monotone Folge von Stufenfunktionen erhalten, die punktweise gegen f
konvergiert. 0

Jetzt schreiben wir f und ¢ als punktweise Grenzwerte von monotonen Folgen
meBbarer Stufenfunktionen, 0 < ¢y < p; < ...und 0 < Yy < Y3 < ..., und
folgern mit dem Satz 9.4.9 tiber monotone Konvergenz

/f+g=Mn/wwm%zhm/¢W+mn/¢W:/f+/g 0

Ubung 9.4.13. Sei (X, M*, i*) ein MaBraum, M C M?* eine o-Unteralgebra und
p = p*| pm das darauf induzierte Mal. Man zeige: Fiir jede beziiglich M mefbare
Funktion f : X — [0,00] gilt [ fu= [ fu*.

Ubung 9.4.14. Sei (X, M) ein MeBraum. Man zeige: Die Summe zweier MaBe
w, v auf M ist wieder ein MaBl i + v auf M und fiir jede meBbare Funktion
[:X — 0,00 gilt [ f(u+v)=[fu+ [ fr

9.4.15 (Restriktion von MaBen). Ist (X, M, u) ein Mafiraum und A C X ei-
ne mefBbare Teilmenge, so erhalten wir in offensichtlicher Weise einen weiteren
Mafraum (A, M|, pt|4). Meist kiirzen wir die Restriktion 1| 4 von unserem Maf3
auf die induzierte o-Algebra M|4 = {B € M | B C A} mit p ab. Integrale in
Bezug auf diesen Maraum notieren wir [ 1 foder auch / WS Istf 2 X — [0, 00]
mefbar, so haben wir offensichtlich

AszMM

wobei links das Integral der Restriktion von f auf A gemeint ist und rechts das
Integral des Produkts von f mit der charakteristischen Funktion von A, gebildet
mit der Konvention 0 - oo = 0.

Ergdnzung 9.4.16. Ich habe nicht durchdacht, ob fiir j : A — X eine injektive
meBbare Abbildung von Mefrdaumen mit der Eigenschaft, daf3 die Bilder mef3barer
Mengen wieder meBbar sind, die Notation ;' fiir das vermittels j eingeschriinkte
Ma8 sinnvoll sein konnte. Es ist ja schon so, da3 derartige Abbildungen das mef3-
bare Analogon von étalen Abbildungen sind, und in kartesischen Diagrammen in
der Kategorie der MeBriaume gilt durchaus 1,2yt = ', .
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Die ersten Glieder unserer monotonen Folge von nichtnegativen
Stufenfunktionen, die punktweise gegen eine gegebene nichtnegative Funktion
konvergieren.
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Ubung 9.4.17. Gegeben eine mefBbare nichtnegative Funktion g auf einem MaB-
raum (X, M, p) mit [, gy < oo gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein & = . > 0 derart,
daB fiir alle A € M gilt

A <a = /g,u<5
A

Hinweis: Es gibt sicher eine mefbare Stufenfunktion /& : X — [0,00) mith < g
und [ gu < [hp +¢/2.

Ubung 9.4.18. Gegeben eine meBbare nichtnegative Funktion ¢ auf einem MaB-
raum (X, M, ) mit [, gu < oo gibt es fiir jedes € > 0 ein 3 = 5. > 0 mit

/inf(g,ﬁ)u <e

Hinweis: Es gibt sicher eine mefibare Stufenfunktion 4 : X — [0,00) mith < g
und [gp < [hp +¢/2.

Ubung 9.4.19. Man zeige: Gegeben ein MaBraum X und eine Folge ( f,,) nichtne-
gativer meBbarer Funktionen f,, : X — [0, oo] ist auch ihre Summe ) f,, meBbar

und es gilt
[X6n=%n

Ubung 9.4.20 (Produkte von MaBen mit Funktionen). Ist (X, 1) ein MaBraum
und g : X — [0, 00] meBbar, so erhalten wir ein neues Mall gy auf X durch die
Vorschrift (gu)(A) = [, gp und fiir jede weitere mefbare Funktion f : X —
[0, 00] gilt mit der Konvention 0 - co = 0 = oo - 0 die Identitdt von Malen
f(gu) = (fg)p. Ist dhnlich f : X — R gegeben, so ist f integrierbar in Bezug
auf (gu) genau dann, wenn unter der Konvention 0 - oo = 0 die Funktion fg
integrierbar ist in Bezug auf x4, und unter diesen Voraussetzungen gilt

/(fg) o= /f (g91t)

Ubung 9.4.21. Ist (X, i) ein o-endlicher MaBraum und sind f,g : X — [0, oq]
meBbar, so gilt die Gleichheit von MaBlen fu = gu genau dann, wenn f und
g auBlerhalb einer me3baren Menge vom Mal} Null {ibereinstimmen. Man gebe
auch ein Gegenbeispiel im Fall nicht o-endlicher MaBrdume. Hinweis: Man ziehe
sich auf den Fall p(X) < oo zuriick und betrachte dann zunichst die Mengen

{z|n> f(x) >g(x)+1/n}.
Ergdnzung 9.4.22. Sei (X, M, 1) ein Malraum. Fiir jede y-meBbare Funktion
f + X — R im Sinne von 9.3.25 gibt es eine meBbare Funktion f : X — R, die
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auBerhalb einer y-Nullmenge mit f iibereinstimmt. In der Tat konnen wir f nach
9.4.12 schreiben als punktweisen Grenzwert einer Folge von p-meBBbaren Stufen-
funktionen f(z) = lim s,,(z). Dann verkleinern wir die Grundflichen aller Stufen
von von Null verschiedener Hohe zu meBBbaren Mengen so, dal} sich das Maf} der
Stufen nicht dndert, und erhalten eine Folge von meBbaren Stufenfunktionen s,,,
die auflerhalb einer mefbaren Nullmenge A punktweise gegen f konvergiert, und
betrachten den punktweisen Grenzwert f () = lim,, .o [A]()3,(z).

9.5 Integrierbare Funktionen und ihr Integral

Definition 9.5.1 (Integral einer integrierbaren Funktion). Gegeben ein Mal3-
raum X = (X, M, p) heiBt eine Funktion f : X — R integrierbar oder genauer
mebBbar und integrierbar genau dann, wenn sie mef3bar ist und wenn zusétzlich
gilt [ |f] < oo im Sinne des in 9.4.6 erklérten Integrals nichtnegativer Funktionen.
Wir definieren das Integral [ f € R einer integrierbaren Funktion f : X — R

durch die Vorschrift
Jr=]r-]r

wobei T, f7 : X — [0, 00) den positiven bzw. negativen Anteil von f bezeich-
nen, der gegeben wird durch f*(x) = sup(+f(x),0). Die Menge aller integrier-
baren Funktionen f : X — R notieren wir je nach der gewiinschten Prizision
Li(X) = Lp(X;5 1) = LR(X; M, p).

9.5.2. Wir haben nun genau genommen zwei Integrale definiert: Erst ein Integral
fiir meBbare nichtnegative Funktionen mit Werten in [0, co], das Werte in [0, oo]
annimmt, und dann ein Integral fiir integrierbare reellwertige Funktionen, das reel-
le Werte annimmt. Offensichtlich stimmen im Fall einer nichtnegativen reellwerti-
gen integrierbaren Funktion diese beiden Integrale iiberein. Auf dem Schnitt ihrer
Definitionsbereiche liefern unsere beiden Varianten des Integralbegriffs in ande-
ren Worten dasselbe. Es ist deshalb sinnvoll, fiir beide Konzepte dasselbe Symbol
zu verwenden. Es gilt jedoch zu beachten, dal man einer beliebigen me3baren
reellwertigen Funktion im Allgemeinen nicht mehr sinnvoll ein Integral zuordnen
kann: Das gelingt nur bei mebaren Funktionen mit nichtnegativen Werten und
wenn man oo als Wert des Integrals zuld3t. Wie wir gesehen haben, gelingt dann
ja das Integrieren sogar allgemeiner fiir alle meBbaren Funktionen mit Werten in
[0, oc]. Man kann hier sogar noch ein wenig mehr herauskratzen und analog wie
oben auch mefibaren Funktionen mit Werten in [—oo, co| sinnvoll ein Integral in
(—o00, 00| zuordnen, wenn nur ihr Negativteil f_ integrierbar ist, aber in dieser
Allgemeinheit werde ich das Integral nie verwenden.

9.5.3. Allgemeiner mag man auch solche Funktionen f : X — R noch “inte-
grierbar” nennen wollen, die im Sinne der vorhergehenden Definition mefbar und
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integrierbar sind in Bezug auf den vervollstindigten MaBSraum. Diese Termino-
logie entspricht vielleicht noch besser dem Sprachempfinden, fiihrt jedoch leicht
zu technischen Verkrampfungen. In den Fillen, in denen die Integrierbarkeit in
Bezug auf den vervollstindigten MaBraum gemeint ist, werde ich stets gesondert
darauf hinweisen.

Ubung 9.5.4. Auf einem topologischen Raum mit einem BorelmaB ist jede stetige
reellwertige Funktion mit kompaktem Trédger integrierbar.

Ergdnzung 9.5.5. Gegeben eine reellwertige integrierbare Zufallsvariable X auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (§2, P) heifit ihr Integral auch der Erwartungs-
wert der Zufallsvariable und wird E(X) := [, X (w)P{w) notiert.

Beispiel 9.5.6 (Integrierbarkeit und absolute Konvergenz). Ist / eine abzihl-
bare Menge, so ist eine Funktion f : I — R integrierbar fiir das Zdhlmaf} ge-
nau dann, wenn fiir eine oder gleichbedeutend jede “Abzédhlung” von I die Reihe
> icr f(i) absolut konvergiert. Das Integral unserer Funktion ist in diesem Fall
genau der Grenzwert der Reihe. Ist I eine beliebige Menge, so ist eine Funktion
f : I — Rintegrierbar fiir das ZahlmaB genau dann, wenn die Familie der f(7)
summierbar ist im Sinne von 5.5.24, was ja nach 5.5.26 auch im Wesentlichen
absolute Konvergenz bedeutet.

Ubung 9.5.7. Man zeige, daB fiir jede integrierbare Funktion die Menge der Punk-
te, auf denen sie nicht den Wert Null annimmt, o-endlich sein muf3. Losung: ??.

9.5.8. Aus der Definition erhalten wir fiir f, g integrierbar sofort | [ f| < [|f]
ud f<g= [f<[g.
Satz 9.5.9 (Linearitiit des Integrals). Sei (X, M, ) ein Mafiraum. Der Raum

LL(X) aller integrierbaren Funktionen ist ein Untervekiorraum im Raum aller
Funktionen X — R, und das Integral ist eine lineare Abbildung

/:%(X)—AR

Beweis. Wir iiberlassen den Nachweis der ersten Aussage dem Leser und zeigen
nur die Linearitét des Integrals. Zunéchst zeigen wir die Additivitét

Jres=fse s

Seien f = ft— f~, g=¢"—¢g und f +¢g = h = ht — h™ die Zerlegungen in
den positiven und negativen Anteil. Wir folgern durch Einsetzen f™ + gt +h™ =
f~+g +hTund mit9.4.11 ergibtsich [ fT+ [gt+ [h™ = [ f~+[g +[hT,
woraus mit der Definition dann wieder [ f+ [ g = [ f + ¢ folgt. Nun zeigen wir
noch die Vertriglichkeit mit der Multiplikation mit Skalaren

frmf
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Fiir c = —1 folgt das aus den Definitionen, fiir ¢ > 0 folgt es aus 9.4.11, und der
allgemeine Fall ergibt sich aus diesen beiden Spezialfillen. [

Satz 9.5.10 (iiber dominierte Konvergenz). Sei (X, M, 1) ein Mafraum und
fn : X — Reine Folge mef3barer Funktionen, die punktweise gegen eine Funktion
f + X — R konvergiert. Gibt es eine integrierbare Funktion g : X — R mit
\ful < g fiir alle n, so sind alle f,, und auch f integrierbar und es gilt

fr-mm

Ergdnzung 9.5.11. Verschirfungen dieses Satzes zeigen wir in ??, dort fordern
wir statt punktweiser Konvergenz nur “stochastische Konvergenz”, und noch wei-
tergehend in ??, dort fordern wir auBBerdem statt der Dominiertheit nur noch die
“gleichgradige Integrierbarkeit”.

Ergédnzung 9.5.12. Eine eher unwesentliche Verallgemeinerung erhilt man, wenn
man allgemeiner nur eine Domination der Konvergenz durch eine meB3bare Funk-
tion g : X — [0,00] mit [ g < oo voraussetzt: Aus dieser Annahme folgt nim-
lich, daB3 g auBerhalb einer Nullmenge doch wieder reelle Werte annehmen mu8,
und schwupps finden wir uns im bereits behandelten Fall wieder.

Beweis. Aus unseren Annahmen folgt [ |f,| < [g¢ < oo, also sind die f, in-
tegrierbar. Weiter ist f auch meBbar als punktweiser Grenzwert meB3barer Funk-
tionen und dann ist mit demselben Argument auch f integrierbar. Um die Ver-
tauschbarkeit des Grenzwerts mit dem Integral zu zeigen, betrachten wir nun die
Funktionenfolgen

in(x) = inf{fol@), fara(2), ...}
sn(z) = sup{fu(z), fat1(2),.. .}

Sie bestehen aus meBbaren Funktionen, beide Folgen konvergieren punktweise
gegen f, und es gilt
—g<ip<in<..<f<..<s<s5<g

Mit dem Satz iiber monotone Konvergenz erhalten wir also lim,, f g+, =
Jg+ fundlim, .o [g—s,= [g— [, also

lim/in:/leim Sy,

Da aber nach Definition gilt ¢,, < f, < s,, folgt die Behauptung aus dem
Quetschlemma 5.1.31. ]
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Eine Folge integrierbarer Funktionen auf der reellen Zahlengeraden, die zwar
punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert, deren Integrale jedoch keine
Nullfolge bilden. In diesem Fall konnen wir auch offensichtlich keine alle
Funktionen unserer Folge dominierende integrierbare Funktion g finden.
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Korollar 9.5.13. Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten reel-
len Intervall ist integrierbar im Sinne der vorhergehenden Definition und ihr
Riemann-Integral stimmt mit ihrem Lebesgue-Integral iiberein.

Beweis. Jede stetige reellwertige Funktion f auf einem kompakten reellen Inter-
vall [a, b] ist meBbar und beschriinkt. Aus |f| < M folgt dann sofort [|f] <
M(b — a) < oo und damit die Integrierbarkeit von f. Bilden wir Stufenfunk-
tionen f,, indem wir [a,b| dquidistant unterteilen durch Zwischenpunkte a =
ag < a3 < ... < a, = bund f, auf [a;_1, a;) konstant den Wert f(a;) geben
und bei b den Wert f(b), so konvergieren die f, wegen der gleichmiBigen Ste-
tigkeit von f punktweise gegen f. Andererseits sind ihre Integrale offensichtlich
genau unsere Riemannsummen S”( f) aus 6.5.5, in Formeln S”(f) = [ f,, und fiir
r — oo strebt die linke Seite nach 6.5.5 gegen das Riemannintegral und die Rech-
te nach dem Satz tiber dominierte Konvergenz 9.5.10 gegen das Lebesgueintegral
von f. O

Ubung 9.5.14 (Vertauschen von Integration und Ableitung). Sei (X, ) ein
MaBraum und / C R halboffen und f : X x I — R eine Abbildung derart, daf3
x +— f(x,t) integrierbar ist fir alle ¢ € I und ¢t — f(x,t) differenzierbar fiir alle
x € X. Existiert eine integrierbare Abbildung ¢ : X — R mit g(x) > |0, f(x,1)]
fiir alle x und ¢, so ist x — O, f(z, t) integrierbar fiir alle ¢ und es gilt

0 [ ) uta) = [ 0ufe.t)

Hinweis: Dominierte Konvergenz 9.5.10 und Mittelwertsatz.

Ubung 9.5.15 (Integrale unter BildmaBen). Man zeige, daB das Integrieren Ver-
wandschaft respektiert. Sind genauer ¢ : X — Y eine meB3bare Abbildung von
MeBraumen, pu, v verwandte MaBe, in Formeln ¢ : y ~ v, und g, f verwandte
meBbare Funktionen nach [0, 0], in Formeln ¢ : g ~ f, so gilt

Ammmwzﬁﬂwmw

Wir konnen dieselbe Aussage auch wie folgt formulieren: Gegeben Mefrdume
X, Y, eine meBbare Abbildung ¢ : X — Y, eine meBbare Abbildung f : ¥V —
[0, 00] und ein MaB p auf X gilt

AﬂWMM@=Lﬂw@M@>

Weiter ist eine reellwertige me3bare Funktion f : ¥ — R integrierbar in Bezug
auf ¢, genau dann, wenn f o ¢ integrierbar ist in Bezug auf x4, und unter dieser
Voraussetzung gilt dieselbe Gleichung in R.
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Ubung 9.5.16 (Satz von Beppo Levi). Sei f,, eine monoton wachsende Folge in-
tegrierbarer Funktionen. Ist die Folge ihrer Integrale beschrinkt, so ist die Menge
N aller z € X mit lim,, ., f,(z) = oo meBbar vom Mafl Null und die Funktion
f=1lim, . fn : (X\N) — Rist integrierbar mit Integral [ f = lim, . [ f5.

Ubung 9.5.17. Sei Q = [a, b] x [c, d] C R? ein nichtleerer kompakter zweidimen-
sionaler Quader und f : R? — R eine stetige Funktion mit Triiger in ). Sei weiter
1 ein Borelmal} auf R2. Fiir r > 1 definieren wir dann die 7-te Riemannsumme
S”(f; ) von f wie folgt: Wir betrachten die dquidistanten Unterteilungen

a=a<a;<...<aq,=0b

c=c<c¢<...<c¢ =d

der Kanten unseres Rechtecks, erhalten 72 klitzekleine halboffene Rechtecke Q;’ ;=
[a;,a;+1) X [cj, cj+1) und setzen

r—1

S'(fim) = flaic)m@y;)

1,j=0

Man zeige, dall unter unseren Annahmen diese Riemannsummen gegen das Inte-
gral streben, in Formeln

/ fr= T S7(f; )
Q

Ubung 9.5.18. Ist (X, ;1) ein MaBraum und g : X — [0, oo] meBbar und gy das in
9.4.20 konstruierte Maf3, so zeige man fiir f : X — R meBbar, daf} f integrierbar
ist in Bezug auf (gu) genau dann, wenn unter der Konvention 0 - co = 0 die
Funktion f g integrierbar ist in Bezug auf y, und daf3 unter diesen Voraussetzungen

gilt
/(fg) = /f (g911)

9.6 Integration auf Produktriumen

Satz 9.6.1 (ProduktmaB). Gegeben o-endliche Mafriume (X, M, p) und (Y, N, v)
gibt es auf der von allen Produkten A x B mit A € M und B € N erzeugten
Produkt-o-Algebra M XN C P(X x Y) genau ein Maf3 ;X v derart, daf3 fiir
alle A € Mund B € N gilt

(B v)(Ax B) = u(A)v(B)
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9.6.2. Hier verwenden wir unsere Konvention 0-0o = 00-0 = 0. Sind unsere Ma@-
rdume nicht o-endlich, so wird das Produktmal} durch die angegebene Bedingung
noch nicht eindeutig festgelegt. Eine mogliche Definition in dieser Allgemeinheit
geben wir in ??. In der Literatur wird fiir die Produkt-o-Algebra und Produktmalie
meist das Symbol ® verwendet, aber mir gefillt das Symbol X hier besser, da es
sich beim Produkt von Mallen eher um eine Art “externes Produkt” und jedenfalls
nicht um ein Tensorprodukt handelt.

Ubung 9.6.3. Gegeben metrische Riume X, Y mit abzihlbaren dichten Teilmen-
gen fillt das Produkt der o-Algebren der jeweils topologisch me3baren Mengen
zusammen mit der o-Algebra der topologisch me3baren Mengen des Produkts, in
Formeln

Borel(X) X Borel(Y') = Borel(X x Y)

Fiir den Beweis mag man sich an 9.3.16 orientieren, das vom logischen Aufbau
der Theorie her eigentlich besser als Korollar der in der vorstehenden Formel ent-
haltenen Aussage bewiesen worden wire. Genauer zeigt man O wie dort und ver-
wendet fiir C die Borel-MeBbarkeit der Projektionen. Leser mit Kenntnissen in
Topologie werden unschwer erkennen, daf diese Formel auch allgemeiner fiir be-
liebige separable topologische Riume X und Y gilt.

Beweis. Die Gesamtheit aller endlichen disjunkten Vereinigungen von Quadern
A x Bmit A € Mund B € N bildet sicher einen Mengenring £, und in 9.2.4
haben Sie das sich auch zur Ubung bereits iiberlegt. Wir zeigen zunichst, da es
auf € ein PramaB p x v gibt mit (1 X v)(A x B) = u(A)v(B). Es ist jedoch Klar,
daB fir C' € £ und beliebiges y € Y die Abbildung x — [C](x,y) eine mefBbare
Stufenfunktion X — {0, 1} ist und daB wir weiter mit y — [, [C](x, y)p(x) eine
meBbare Stufenfunktion Y — [0, oo] erhalten. Wir konnen also definieren

wx)(© = [ ([ e nuta)) vin

und die o-Additivitdt von p X v folgt dann aus der Additivitét der Integrale 9.4.11
zusammen mit dem Satz iiber monotone Konvergenz 9.4.9. Unser Satz zum Pro-
duktmaB folgt damit aus dem MalBfortsetzungssatz 9.2.10. [

9.6.4. Mit diesem Satz konnen wir durch Induktion iiber n das Lebesgue-Mal} auf
dem R" aus dem Lebesgue-Mal} auf R konstruieren und so die Existenz in 9.1.20
im allgemeinen zeigen.

Ubung 9.6.5. Gegeben meBbare Abbildungen f : X — X'undg : Y — Y’
ist auch ihr Produkt f x ¢ : X X Y — X’ x Y’ meBbar. Sind zusitzlich x ein
o-endliches Mal} auf X und v ein o-endliches Mal} auf Y mit o-endlichen Bild-
malen, so ist das BildmaB ihres Produkts das Produkt der Bildmafe, in Formeln

(f x 9)(u™v) = (fip) X (g.v)
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[ QIR —

[lustration der Tatsache, daf die Vereinigung zweier Quader auch als die
disjunkte Vereinigung von sieben Quadern geschrieben werden kann.
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Ubung 9.6.6. Man prizisiere und zeige die “Assoziativitit von Produkten” bei
MaBrdumen.

Ergiinzende Ubung 9.6.7. Gegeben ein endlichdimensionaler Raum X induziert
das Bilden des Produkts mit dem Lebesguemal eine Bijektion zwischen der Men-
ge aller Borelmalle auf X und der Menge aller Borelmal3e auf X x R, die invariant
sind unter Translation in der zweiten Komponente. Hinweis: Gegeben ein in die-
ser Weise translationsinvariantes Borelmall p auf X x R beachte man, daf} fiir
A C X mit kompaktem Abschluss die Vorschrift B — u(A x B) ein translati-
onsinvariantes Borelma$ auf R definiert.

Satz 9.6.8 (positiver Fubini). Gegeben o-endliche Mafsriume (X, 1) und (Y, v)
sowie eine mefbare Funktion f : X xY — [0, 00| ist x +— f(x,y) fiiralley € Y
eine mefSbare Funktion X — [0, 0] und das partielle Integral y — [ f(z,y)u(z)
ist eine mefSbare Funktion' Y — [0, co| und es gilt

o) o) = [ ([ st ) v

XxY

9.6.9. Unser Satz impliziert insbesondere, da} unter den gegebenen Vorausset-
zungen die partiellen Integrale vertauscht werden diirfen. Bezeichnet in der Tat
7: X xY — Y x X das Vertauschen, so haben wir die offensichtliche Verwand-
schaft von MaBien 7 : uXv ~» vXpu und die ebenso offensichtliche Verwandschaft
von Funktionen 7 : f ~» f mit f(y,x) = f(z,y) und damit unmittelbar und for-
mal nach 9.5.15 die Gleichheit

fla,y) (WRv){z,y) = fly,z) (v R p)(y, )

XxY Y xX

9.6.10. Dieser Satz und verschiedene seiner Varianten werden auch oft als Satz
von Tonelli zitiert. Daf} die partiellen Integrale bei nicht notwendig o-endlichen
MafBrdumen im allgemeinen nicht mehr vertauscht werden diirfen, zeigt das fol-
gende Beispiel: Sei X =Y = |0, 1] versehen mit der o-Algebra B der topologisch
melBbaren Mengen und dem Lebesgue-Mal} A beziehungsweise dem Zdhlmal (.
Die Diagonale A ist dann meBbar, fiir ihre charakteristische Funktion [A] gilt je-
doch

/Y</X[A](:c,y>A<x>) (ly) =0#1= /X (/Y[A](x,y)qy)) Az)

Beweis. Fir jedes y € Y ist die y-Horizontale X — X x Y, z — (x,y) meBbar
nach Lemma 9.3.9, da die Urbilder von Erzeugern der o-Algebra der me3baren
Mengen des Produkts meBbar sind. Also ist auch  +— f(z,y) meBbar auf X
als die Verkniipfung von f mit der y-Horizontalen. Um die anderen Aussagen
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des Satzes zu zeigen, miissen wir weiter ausholen. Zunéchst einmal diirfen wir
annehmen, dafl X und Y endliches Maf3 haben: Sonst schreiben wir X bzw. Y als
aufsteigende Vereinigungen von Teilmengen X, bzw. Y,, endlichen Mafes und
erhalten die MeBbarkeit des partiellen Integrals tiber X,, und

/Xxy fz,y) (R v){(z,y) = / ( . f(x,y),u(x>> v(y)

Im Grenzwert n — oo ergibt sich dann auf der linken Seite nach dem Satz 9.4.9
iiber monotone Konvergenz [, f(z,y) (#Xv)(z,y), und auf der rechten stre-
ben die meBbaren Funktionen y — [ ., f(x,y)pu(z) punktweise monoton gegen
y — [y f(z,y)p(x). Mithin ist diese Funktion auch meBbar und hat das Integral

/Ym (/X f(x,y)u<x>) v(y) = lim . ( . f(x,y),u(x)) v {y)

Bilden wir dann schlielich den Grenzwert fiir m — oo, so folgt wie gewliinscht
Jx.v [ = [y [x f- Wir diirfen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit vor-
aussetzen, dal X und Y endliches Mal} haben. Wir zeigen nun den Satz zunéchst
fiir Funktionen der Gestalt f = [C] mit C € M X N. Dazu brauchen wir einen
neuen Begriff.

Definition 9.6.11. Sei Z eine Menge. Ein System .4 C P(Z) von Teilmengen
von Z heif3t monoton genau dann, wenn die beiden folgenden Aussagen gelten:

1. Liegen Ay C A; C Ay C ...allein A, so auch | Ay;
2. Liegen By D By D By D ... allein A, so auch () B,,.

Lemma 9.6.12. Ist 7 eine Menge und R C P(Z) eine Mengenalgebra, so kann
die von R erzeugte o-Algebra o(R) auch beschrieben werden als das kleinste
monotone System A C P(Z), das R umfafst, alias als der Schnitt aller monotonen
Systeme, die R umfassen.

Beweis. Offensichtlich gilt R C A C o(R). Wir miissen also nur zeigen, daf A
eine o-Algebra ist. Dazu reicht es nach 9.1.30 zu zeigen, daB .4 eine Mengenalge-
bra ist. Zunichst zeigen wir, dal A stabil ist unter dem Bilden von Komplemen-
ten. Mit A ist jedoch auch A° := {A € A | A° € A} ein monotones System und
wegen R C A folgt A° = A aus der Minimalitit von A. Ahnlich ist fiir jede
Teilmenge Y C Z mit A auch Ay := {A € A| ANY € A} ein monotones
System. Fiir Y € R gilt natiirlich R C Ay und daraus folgt mit der Minimalitit
von A sofort A = Ay-. Damit haben wir gezeigt:

Ac AundY e R=ANY e A
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Mit dieser Erkenntnis lassen wir nun dasselbe Argument nocheinmal laufen: Fiir
X € A wissen wir damit namlich, daB gilt R C Ay, und daraus folgt A C Ay,
also A = Ax. Damit haben wir gezeigt

AcAund X e A=ANnXc A

Also ist A eine Mengenalgebra, und da es auch stabil ist unter abzédhlbaren aufstei-
genden Vereinigungen, ist es dann wie bereits erwihnt sogar eine o-Algebra. [

Mit diesem Lemma konnen wir nun den Satz im Fall f = [C] zeigen: Da wir uns
namlich bereits auf den Fall (X)) < oo, v(Y) < oo zuriickgezogen haben, ist die
konstante Funktion 1 integrierbar auf X x Y, und natiirlich dominiert diese Funk-
tion die charakteristischen Funktionen aller Teilmengen von X x Y. Aus dem Satz
iiber dominierte Konvergenz 9.5.10 folgt also, daB das System aller C € M XN,
fiir deren charakteristische Funktion der Satz gilt, ein monotones System ist. Dies
monotone System enthilt aber offensichtlich alle C' € M x N, mithin besteht es
nach dem Lemma aus allen meBbaren Mengen C' € M X N. Damit ist der Satz
nun auch fiir meBbare Stufenfunktion f : X x Y — [0, c0) klar. Fiir beliebiges
meBbares f folgert man die Aussage dann, indem man f mithilfe von 9.4.12 als
punktweisen Grenzwert einer monoton wachsenden Folge mef3barer Stufenfunk-
tionen schreibt und beachtet, da3 nach dem Satz iiber monotone Konvergenz 9.4.9
auf beiden Seiten Integral und Grenzwert vertauscht werden diirfen. [

9.6.13. Nimmt man im vorherigen Satz fiir f die charakteristische Funktion einer
o-endlichen meBbaren Menge C' C M X N/ so ergibt sich, daB fiir C,, = i 1(C)
das Urbild von C unter der z-Vertikalen i, : ¥ — X x Y, y — (z,y) die
Abbildung X — [0, o0], x +— p(C,) meBbar ist und daB gilt

WB)(C) = [ vCuta)

X

Kippen wir das in unserer Vorstellung, so folgt insbesondere das Prinzip von Ca-
valieri, nach dem zwei meBbare Mengen C, D C R? dasselbe Volumen haben,
wenn ihre horizontalen Schnitte in jeder Hohe dieselbe Fldche haben. Weiter kon-
nen wir so beweisen, dafl das Integral einer nichtnegativen mefbaren Funktion
auf R tatsdchlich die zwischen ihrem Graphen und der z-Achse eingeschlossene
Fléche ist, wie im folgenden Korollar ausgefiihrt wird.

Korollar 9.6.14. Sei (X, 1) ein o-endlicher Maf3raum und f : X — [0, o0] eine
mefibare Funktion. So ist auch die Menge F' C X x R gegeben als F' = {(z,y) |

0 <y < f(x)} mepbar und es gilt (n X N)(F) = [, fu.

Beweis. Um zu zeigen, dal F' meBbar ist, schreiben wir [’ als abzihlbare Ver-
einigung von Quadraten ' = J o_, f~'([g,o0]) X [0, ¢) . Die Formel fiir das
Volumen von F' folgt sofort aus 9.6.13. [
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Bemerkung 9.6.15. Man findet bei Lebesgue und auch in vielen Texten die Be-
merkung, das Lebesgue-Integral unterscheide sich vom Riemannintegral dadurch,
daf} die Fliche unter dem Graphen der Funktion in horizontale statt in vertikale
Streifen aufgeschnitten werde, deren Flichen man dann addiert. Ich kann das nur
bedingt nachvollziehen, nach Cavalieri liefert ja beides dasselbe Integral. Der we-
sentliche Schritt ist meines Erachtens vielmehr der Ubergang vom Messen reeller
Intervalle zum Messen beliebiger “mefbarer Mengen”. Ich gebe aber zu, daf} die
horizontalen Streifen im Gegensatz zu den vertikalen Streifen eben keine Inter-
valle und dadurch niher an allgemeinen mef3baren Mengen sind.

Beispiel 9.6.16. Es folgt sofort, daB fiir & < n die Teilmenge R* C R" eine Null-
menge ist. Es folgt weiter mit 10.6.10, daB3 das Lebesgue-Mal einer Kreisscheibe
D vom Radius r in der Tat gegeben wird durch A\*(D) = 7r?. Ist schlieBlich
I C R ein Intervall oder allgemeiner eine meBbare Teilmenge und f : I — [0, o]
stetig oder allgemeiner meBbar, so folgt fiir das Volumen des Rotationskorpers
R={(z,y,2) eR® |z € I, 22 +1* < f(2)?} die Formel

N (R) = 7r/lf(z)2 dz

Ubung 9.6.17. Man zeige, daB die Einheitskugel das Volumen 47 /3 hat.

Satz 9.6.18 (Fubini). Gegeben o-endliche Mafsrdume (X, j1) und (Y, v) und eine
integrierbare Funktion f : X XY — R ist die Menge N aller y € Y, fiir die
x v+ f(x,y) nicht integrierbar ist, mefibar vom Maf3 v(N) = 0, und die Funktion
Y\N = R,y — [ f(x,y)u(x) ist integrierbar mit Integral

/Y\N (/X f(wjy)u@f)) v(y) = - Flz,y) (R v)z,y)

9.6.19. Will man diesen Satz in der Praxis anwenden, so wird man in der Regel
zuerst den positiven Fubini 9.6.8 benutzen, um die Integrierbarkeit von f nachzu-
weisen.

Beispiel 9.6.20. Die Funktion f : R? — R, die auBerhalb der x-Achse verschwin-
det und auf der z-Achse bei (z, 0) jeweils den Wert 2 annimmt, ist integrierbar auf
R2. Jedoch ist z — f(x,y) nur integrierbar fiir y # 0.

Beispiel 9.6.21. Unser Satz sagt insbesondere, da3 wir unter gewissen Umstidnden
“die Integrationsreihenfolge vertauschen diirfen”. Das folgende Beispiel zeigt,
welche Probleme beim Vertauschen der Integrationsreihenfolge im allgemeinen
auftreten konnen. Sei ¢ das ZahlmaB3 auf N. Wir finden induktiv eine Funktion f :
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)?/8 -8
T
3¢ | -4

Yo |-z

A N e A -

Eine meBbare Funktion auf R? wie in 9.6.21 derart, daB die partiellen Integrale
existieren und selbst wieder integrierbar sind, das Endresultat jedoch von der
Integrationsreihenfolge abhéngt. Der “positive Fubini” greift hier nicht, da
unsere Funktion auch negative Werte annimmt, der “Fubini” greift auch nicht, da
unsere Funktion nicht integrierbar ist.
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N x N — R mit Tréger in der “treppenformigen” Menge {(i,7) |0 <i—j <1}
mit £(0,0) = 1/2 und

fn,n)  +  f(n+1ln) =0
— 9=

fin+1,n) + f(n+1,n+1) (n+2)

fiir alle n > 0. Die beiden partiellen Integrale von f existieren und sind integrier-
bar. Ihre Integrale sind jedoch verschieden, genauer gilt

J (] ) cm =0 # 1= [( [ snmicem ) co

Indem wir unsere Funktion etwas “verschmieren” erhalten wir auch eine stetige
Funktion auf R? mit entsprechenden Eigenschaften, und durch geeignete Trans-
formation sogar eine stetige reellwertige Funktion auf dem offenen Einheitsqua-
drat derart, daB3 die partiellen Integrale existieren und selbst wieder integrierbar
sind, das Endresultat jedoch von der Integrationsreihenfolge abhingt.

Beweis von Satz 9.6.18. Ist f nichtnegativ, so folgt die Behauptung aus dem posi-
tiven Fubini 9.6.8, denn aus [, ([, f(z,y)u(z)) v{y) < oo folgt, daB die Menge
N allery € Y mit [, f(z,y)p{x) = co MaB Null hat. Im allgemeinen folgt die
Behauptung dann mit der Zerlegung f = f+ — f~. ]

Beispiel 9.6.22. Wir integrieren die Funktion y liber die durch eine Parabel und
die Gerade y = 0 begrenzte Fliche P = {(z,y) | 0 <y < 1 — 2} und erhalten

oo L[ ) 27

2

/11 2+£L'4d T a:3+x51 ) +1 8
= — — X _ xrT = — — — _ = —_ _ = —
12 2 2 3 10]_, 3 15
Teilen wir noch durch die Gesamtflache
1 3! 2 4
/1:/(1—x2)dx:x—x— =2—=—==
P 1 31 3 3

so ergibt sich die Hohe des Schwerpunkts unserer abgeschnittenen Parabelfldche
zZu % Hier haben wir den Satz von Fubini, und zwar die positive Variante, an-
gewandt auf das Produkt der Funktion y mit der charakteristischen Funktion [P]
unserer Fliche P. Die Funktion y ist meBbar, weil sie stetig ist, die Funktion [P] ist
mefBbar als charakteristische Funktion einer meBbaren da abgeschlossenen Men-
ge, und das Produkt dieser beiden mef3baren Funktionen ist damit auch mefbar
nach 9.3.18.
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Illustration zur Anwendung des Satzes von Fubini in 9.6.22.
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Ubung 9.6.23. Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten Quader
im R" ist integrierbar und ihr Riemann-Integral nach 5.1.1 stimmt mit ihrem
Lebesgue-Integral iiberein. Hinweis: 9.5.13.

Ubung 9.6.24. Zeige: Die Menge {r € R" | 0 < z; < ... < x,, < 1} hat das
Volumen (n!)~!,

Ubung 9.6.25. Man diskutiere den Zusammenhang zwischen dem Satz von Fubini
und dem Satz iiber das Produkt von Reihen 5.6.11.

Proposition 9.6.26 (Partielle Integration). Gegeben reelle Zahlen a < b und
integrierbare Funktionen f, g : [a,b] — R mit “Stammfunktionen” F,G : [a,b] —
R gegeben durch F(y) = [? f(x) dz und G(z) = [T g(y) dy gilt

b b
/Fg:FG|Z—/ fG

Dieselbe Formel gilt auch allgemeiner, wenn wir F' oder G jeweils noch um eine
additive Konstante abdndern.

Beweis. Die zweite Aussage folgt leicht aus der ersten. Um die erste Aussage
zu zeigen, berechnen wir das Integral der Funktion f(z)g(y) iiber das Quadrat
[a,b)? und finden mit Fubini F'(b)G(b). Andererseits konnen wir dies Integral
auch schreiben als das Integral iiber das dreieckige Gebiet unterhalb der Diagona-
len plus das Integral iiber das dreieckige Gebiet oberhalb der Diagonalen. Diese
Integrale ergeben sich aber wieder mit Fubini leicht zu f: Fgund fab fG. [l

9.7 Regularitit von Borelmalien

Satz 9.7.1 (Regularitiit von BorelmaBien auf R"). Gegeben ein Borelmaf; \ auf
dem R" gelten fiir jede Borelmenge A C R" die Formeln

AA) = it AU)= sup A(K)
U ogei in R™ K [lfogni)lakt

9.7.2. Das “umgekehrte” Approximieren durch Kompakta von auBBen oder offene
Mengen von innen ist nicht moglich, wie zum Beispiel die Fille der Mengen A
aller rationalen bzw. aller irrationalen Punkte in [0, 1] zeigen.

Ubung 9.7.3. Analoges gilt auch fiir BorelmaBe auf beliebigen offenen Teilmen-
gen W @ R" und wird in der Allgemeinheit in ?? benétigt. Um es zu zeigen, mag
man etwa IV als Vereinigung einer Folge offener Quader W,, schreiben und A als
disjunkte Vereinigung topologisch mefbarer Teilmengen A,, C W, und die ana-
loge Aussage fiir alle A,, C W,, verwenden. Diese Aussage folgt ndmlich direkt
aus 9.7.1, da jeder offene Quader in einer die Topologien respektierenden Weise
mit dem R" identifiziert werden kann.
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Ergdnzung 9.7.4. Ein topologischer Raum heif3t lokal kompakt genau dann, wenn
sich fiir jeden Punkt jede Umgebung zu einer kompakten Umgebung desselben
Punktes verkleinern 14Bt. Diese Terminologie ist nicht unumstritten. Viele Au-
toren schreiben auch lokalkompakt zusammen und definieren diesen Begriff als
das, was wir “lokal kompakt und Hausdorff” nennen. In Ubung ?? zeigen Sie
die Aussage des Satzes ganz allgemein fiir jedes Borelmal} auf einem beliebigen
separablen lokal kompakten Hausdorffraum.

Beweis. Fiir beschriankte Intervalle I4,...,I, C R betrachten wir den Quader
I x ... x I, C R" Die Gesamtheit aller endlichen Vereinigungen derartiger
beschrinkter Quader ist ein Mengenring @ C P(R™), der die o-Algebra der to-
pologisch me3baren Mengen erzeugt. Wir konnen also die Proposition iiber die
Konstruktion von MaBfortsetzungen 9.2.13 in Verbindung mit der Eindeutigkeits-
aussage aus dem Satz von Caratheodory 9.2.10 anwenden und folgern fiir jede
topologisch meB3bare Teilmenge A C R™ die Gleichung

A(A) = inf (i A(Q,,))

wobei das Infimum gebildet wird tiber alle Folgen (), in Q mit A C |, @,. Fiir
jedes € > 0 finden wir demnach eine Folge (), von beschrinkten Quadern wie
oben mit

AA) < SOMQ) < AA) + ¢

Nun finden wir fiir jeden dieser Quader (), einen offenen Quader B, D (), mit
AMQ,) < A(By) < NQ,)+27 "¢, dandmlich jeder unserer Quader der Schnitt ei-
ner absteigenden Folge offener beschrinkter Quader ist, und fiir die offene Menge
U =, B, folgt dann

NA) S AU) < SOAB) < SAQ) +2 % < AA)+ 32

Da das fiir alle ¢ > 0 gilt, ist das Mal} von A in der Tat das Infimum iiber die Mal3e
aller offenen Mengen, die A umfassen. Um die zweite Behauptung zu zeigen,
wihlen wir eine Folge Ly C Ly C L, C ... kompakter Teilmengen des R"
mit | J L, = R". Natiirlich gilt A(A) = lim; . A(A N L;) und es reicht folglich,
die zweite Gleichung fiir alle A N L; zu zeigen. In anderen Worten diirfen wir
annehmen, daB es ein Kompaktum L gibt mit A C L. Nach dem schon bewiesenen
Teil gilt natiirlich erst recht
AMLNA) = inf NUNL)

UDL\A
U offen
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Jetzt beachten wir die Gleichungen \(L\A) = A(L) — AM(A) und N\(U N L) =
A(L) — AM(L\U) und erhalten

AMA) = sup A(L\U)

UDL\A

U offen
Aber es gilt ja {L\U | U D (L\A), U offen} = {K C A | K kompakt}, und
damit ist auch die zweite Behauptung bewiesen. 0

Ubung 9.7.5. Eine Teilmenge eines R" ist eine Nullmenge in Bezug auf das
Lebesgue-Mall genau dann, wenn sie sich fiir jedes € > 0 durch eine Folge von
kompakten Quadern (), iiberdecken 18t mit >~ vol @, < €.

9.8 Rechnen mit dem Lebesgue-Integral

Satz 9.8.1 (Transformationsformel). Sind U,V @ R" offene Teilmengen und ist
¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus, so gilt fiir jede mefbare Funktion f : V —
[0, 00] in [0, 00| die Gleichheit

/Vf=/U<fo¢> det dg|

Ist alternativ f : V — R eine integrierbare Funktion, so ist auch die Funktion
(f o) |detde| : U — R integrierbar und dieselbe Formel gilt in R.

9.8.2. Steht z fiir eine Verinderliche des R*, so benutzen wir die Notation [ f(z) dFz
auch fiir Integrale beziiglich des Lebesguemalies. In diesem Zusammenhang hat
also d*z dieselbe Bedeutung wie \*(z). Wir konnen die Aussage des Satzes mit
dieser Notation auch interpretieren als die Verwandtschaft von MaBlen

¢ : |det dg| d¥z ~» d¥y

9.8.3. Wir kennen unsere Formel aus 7.4.6 bereits fiir stetige Funktionen f mit
kompaktem Tréiger. Dem eigentlichen Beweis schicken wir ein Lemma voraus.

Lemma 9.8.4. Ist A G R"” eine offene Teilmenge, so gibt es eine monoton wach-
sende Folge von stetigen, ja sogar von glatten nichtnegativen Funktionen mit
kompaktem, in A enthaltenem Trdger, die punktweise gegen die charakteristische
Funktion [A] von A strebt.

Beweis. Man schreibe A als Vereinigung einer Folge offener Quader (), mit kom-
paktem AbschluB}, wihle etwa mithilfe von 7.2.11 fiir jedes () eine glatte Funk-
tion g, auf R”, die auf (), positiv ist und auBBerhalb von (), verschwindet, und
betrachte die Folge der Funktionen f; = g; + ... + gi. Des weiteren wihle man
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eine Folge von monoton wachsenden glatten Funktionen hj, : R — R derart, daf
hy, unterhalb von 1/(k + 1) verschwindet und oberhalb von 1/k konstant den Wert
1 annimmt. Die hj, o f; bilden dann eine Folge von Funktionen der gewiinschten
Art. ]

Beweis von 9.8.1. Wir zeigen nun zunichst die erste Behauptung. Mit Lemma
9.8.4 folgt unsere Formel fiir die charakteristischen Funktionen f = [O] von of-
fenen Teilmengen O @ V, indem wir [O] als punktweisen monotonen Grenzwert
einer Folge f,, aus C.(V) schreiben und den Satz iiber monotone Konvergenz 9.4.9
verwenden und erinnern, dal wir die Transformationsformel fiir stetige Funktio-
nen mit kompaktem Tréager bereits als 7.4.6 gezeigt haen. Dann folgt sie fiir die
charakteristischen Funktionen f = [K] von kompakten Teilmengen K C V,
indem wir eine offene Menge O endlichen Malles finden mit XK € O C V
und [K] = [O] — [O\K] schreiben. Dann folgt sie fiir die charakteristischen
Funktionen f = [A] von meBbaren Teilmengen A C V, indem wir mithilfe
von 9.7.1 eine absteigende Folge offener Mengen und eine aufsteigende Fol-
ge kompakter Mengen finden mit Oy D O; D ...A... D K; D Ky und
lim,, o A(O,,) = AM(A) = lim,,_, o A(K,). Dann folgt sie fiir meBbare reellwerti-
ge Stufenfunktionen aus der Additivitit des Integrals 9.4.11. SchlieBlich folgt sie
fiir beliebige meBbare Funktionen f : V' — [0, co] mit dem Satz iiber monotone
Konvergenz, indem wir f mit 9.4.12 als punktweisen monotonen Grenzwert mef3-
barer Stufenfunktionen schreiben. Der Fall integrierbarer Funktionen folgt ohne
Miihe aus dem Fall meBbarer Funktionen mit Werten in [0, co. ]

Ubung 9.8.5. Liefern zwei BorelmaBe auf dem R" dasselbe Integral fiir alle glat-
ten Funktionen mit kompaktem Triger, so stimmen sie iiberein. Hinweis: 9.8.4
und 9.7.1. Verwendet man 9.7.3, so folgt dieselbe Aussage sogar fiir Borelmalie
auf beliebigen offenen Teilmengen eines R".

Proposition 9.8.6 (Niitzliche Nullmengen). Ist U @ R” offen, k < n und ¢ :
U — R" stetig differenzierbar, so ist p(U) eine Nullmenge in R".

Ergdnzung 9.8.7. Der Satz von Sard besagt, da} auch fiir £ > n und ¢ mindes-
tens (k—n+1)-mal stetig partiell differenzierbar auf U das Bild unter ¢ der Menge
aller Stellen p € U, an denen d,¢ nicht surjektiv ist, eine Lebesgue-Nullmenge
sein mufl. Wir werden das nicht zeigen.

Beweis. Nach dem technischen Lemma 9.8.8, das wir im Anschlufl beweisen,
konnen wir U schreiben als abzédhlbare Vereinigung iiber eine Folge von offenen
Quadern ), mit ), kompakt und @, C U. Folglich diirfen wir ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit voraussetzen, daB U selbst ein kompakter Quader ist und
daf |dy| beschrinkt ist auf U. Nach einer affinen Koordinatentransformation diir-
fen wir zusitzlich sogar annehmen U = (0, 1)*¥. Wir arbeiten wie immer mit der
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Maximumsnorm auf R" und R¥, die Bille B(z,d) sind also offene Wiirfel und
ihre Abschliisse B(x; §) abgeschlossene Wiirfel. Ist C' eine Schranke fiir [d¢]|, so
gilt nach dem Schrankensatz (U N B(x;6)) C B(p(z); CH) fiir alle z € U. Fiir
r € N, 7 > 1 finden wir nun eine Uberdeckung von (0, 1)* durch 7* abgeschlosse-
ne Wiirfelchen der Gestalt B(x; 1/7), also finden wir eine Uberdeckung von ¢ (U)
durch 7% abgeschlossene Wiirfelchen der Gestalt B(y; C'/r) mit Gesamtvolumen
rk(2C/r)". Dies Gesamtvolumen strebt aber gegen Null fiir r — oo, mithin ist
©(U) eine Nullmenge. O

Lemma 9.8.8. Jede offene Uberdeckung einer Teilmenge des R™ besitzt eine ab-
Zdhlbare Teiliiberdeckung.

Beweis. Wir betrachten in R" alle offenen Bille mit rationalem Radius und ra-
tionalem Mittelpunkt. Diese offenen Bille lassen sich abzihlen und bilden dann
eine Folge Uy, Uy, ... von Teilmengen des R™. Ist IV @ R" offen und p € V ein
Punkt, so finden wir stets ein v mit p € U,, C V. In der Tat gibt es £ > 0 rational
mit B(p;e) C V und einen Punkt mit rationalen Koordinaten in B(p;e/2) und
dann gilt p € B(¢;¢/2) C V. Istnun A C R” iiberdeckt durch eine Familie V;
von offenen Teilmengen des R", so betrachten wir in der Folge der U, die Teil-

folge U,(0), Uu(1), ... aller U,, die in einem der V; liegen, und wihlen fiir jedes
r € Nein i(r) mit V) O U,y. Die Vj(,y bilden dann die gesuchte abzihlbare
Teiliiberdeckung. 0

Ubung 9.8.9. Jede diskrete Teilmenge eines R™ ist abzihlbar.

Ubung 9.8.10. Man zeige: Gegeben eine meBbare Teilmenge A C R" und ¢ € R
gilt \(cA) = |c|"A(A). Zum Beispiel hat eine Kugel vom doppelten Radius das
achtfache Volumen.

Beispiel 9.8.11. Wir berechnen die Hohe des Schwerpunkts der massiven Halbku-
gel H={(z,y,2) € R®| 2 + y? + 22 < 1 und z > 0}. Per definitionem ist das
diejenige Zahl h € R, fiir die gilt [,,(z — h) = 0, so daB wir unter Zuhilfenahme

von 9.6.17 erhalten
h— _h / - /

Durch Ubergang zu Kugelkoordinaten nach 7.4.13 folgt

w/2 27 1
/z = / / /(rcosﬂ)rQSin(ﬁ)drdﬁdgp
H

= ( / r dr)( cos(d sm(q?)dﬁ)
— or. (1) %/Oﬂ/zsm m  —cos(20)

T 2

w/2

0 4
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womit sich die Hohe des Schwerpunkts ergibt zu h = 3/8.

Beispiel 9.8.12. Wir berechnen das Integral der Funktion x2+1? iiber die Einheits-
kugel K = {(z,y, 2) | 2% + y* + 2* < 1}. Physikalisch Gebildete erkennen, daf
wir eigentlich das Trigheitsmoment der Einheitskugel um die z-Achse suchen,
aber das spielt in unserer Rechnung keine Rolle. Durch Ubergang zu Kugelkoor-
dinaten 7.4.13 und mit 1.1.5 erhalten wir

/a: + 9 —/ / /r sin® drdﬁdcp—?g

Proposition 9.8.13 (Fliche unter der Gaufy’schen Glockenkurve). Fiir die Fld-
che unter der Gauf3’schen Glockenkurve gilt die Formel | fooo exp(—x?)dr = /7.

9.8.14. Die Gauss’sche Glockenkurve spielt eine zentrale Rolle in der Wahrschein-
lichkeitstheorie, wie in ?? ausgefiihrt wird.

Beweis. Wir rechnen das Integral iiber die Ebene der nichtnegativen Funktion
exp(—(z? + y?)) auf zwei Weisen aus, einmal direkt mit Fubini und ein zwei-
tes Mal, indem wir mithilfe von 9.8.6 die Ebene lings der negativen z-Achse
aufschneiden und mit 9.8.1 zu Polarkoordinaten tibergehen. Ein Vergleich der Re-
sultate liefert die Behauptung. Genauer rechnen wir

ngeXp(—(x2+y2)) = f]RfReXp ?) exp(—y?) dz dy
= (ffooo exp(—1?) dx>2

fR2 exp(— (2 +9%) = fRQ\{(x,0)|x§o} exp(—(z* +y?)) dz dy
f(o o) x(— )exp(—r2) rdrdf

= [ " exp(—r?) rdrdd

= —mexp(—r?)[§°

= T 0
Beispiel 9.8.15. Es sollte wohl irgendwann einmal gezeigt werden, dafl mit der in

?? definierten Interpolation I' : R>; — R der Zuordnung n +— (n — 1)! und der
Konvention z! :=I'(z + 1) gilt

7.(.n/2

(n/2)!

Ubung 9.8.16. Gegeben ein von Null verschiedenes Polynom P € Rz, ..., 1,]
hat seine Nullstellenmenge P~!(0) C R" Lebesgue-MaB Null. Hinweis: Indukti-
on iiber den Grad des Polynoms. AuBerhalb der kritischen Stellen ist P~'(0) eine
Untermannigfaltigkeit.

(Volumen der Einheitskugel im R") =
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Skizze der GauB’schen Glockenkurve alias dem Graphen von z +— exp(—=z?) mit
zusitzlich eingezeichnetem Kloppel.
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9.9 Flachenmal

Satz 9.9.1. Auf jeder Untermannigfaltigkeit M C R" gibt es genau ein topologi-
sches Maf3 o = o derart, dafs fiir jede Karte p : W — M und jede topologisch
mefSbare Menge A C (W) gilt

- / Vaet{do) (dyp) dha
p~1(A)

mit dem Lebesgue-Integral iiber o~ (A) C W @ R* auf der rechten Seite. Dieses
Map heifit das Flachenmal} von M. Es ist ein Borelmafs. Jede in M enthaltene
Mannigfaltigkeit N echt kleinerer Dimension ist fiir das Fldchenmaf3 von M eine
Nullmenge.

9.9.2. Die hinter diesen Definitionen stehende Anschauung wurde bereits in 7.5.1
diskutiert. Man sieht leicht ein, daf3 das dort fiir stetige Funktionen mit kompaktem
Tréger erklirte Integral mit ihrem Integral in Bezug auf das hier erklirte Flachen-
mal tibereinstimmen mufl. Der Buchstabe o steht fiir englisch und franzosisch
“surface”. Die Bezeichnung suggeriert zwar die Vorstellung zweidimensionaler
Mannigfaltigkeiten, aber wir benutzen sie auch im allgemeinen. Gegeben eine
integrierbare Funktion f : M — R notieren wir ihr Integral beziiglich des Fla-

chenmalfies
| 1= so=] t@ o)

In der Literatur ist es iiblich, do hinter das Integral zu schreiben, und man findet
auch die Notationen dS und in der deutschen Literatur dw oder dO mit w oder O
wie “Oberflache”.

Erginzung 9.9.3. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum X und
ein Skalarprodukt auf seinem Richtungsraum mit Einheiten in einem orientierten
eindimensionalen Vektorraum L im Sinne von ?? liefern die analogen Definitio-
nen auf jeder k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit das Flichenmalf} in Gestalt
eines topologischen MaBes mit Werten in L®*. Unter einem MaB mit Werten in
einem eindimensionalen orientierten Vektorraum 7' verstehen wir dabei eine
o-additive Abbildung von einer o-Algebra nach 7%, LI {co}. Wie bereits erwihnt
messen sich also auch in der Mathematik Langen in Metern, Fldchen in Quadrat-
metern und Volumen in Kubikmetern.

9.9.4. Gegeben eine Karte ¢ : W — M ist die Einschrinkung des Oberflachen-
mabBes auf ihr Bild ¢ (1) also genau das Bild unter go des Produkts des Lebesgue-
MaBes auf W mit der Funktion vol(d,¢) = +/det ( (dz¢) in der Notation
aus 7.5.6. Gegeben eine mef3bare Funktlon f:M— [0 oo] die auBerhalb von
(W) verschwindet, haben wir nach 9.5.15 in [0, co] die Identitt

/ / () vol(dy ) d*z
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Ist dhnlich eine Funktion f : M — R gegeben, die auBerhalb von (W) ver-
schwindet, so ist f integrierbar iiber M genau dann, wenn die Funktion unter dem
Integral auf der rechten Seite unserer Gleichung integrierbar ist tiber IV, und dann
gilt unsere Formel ganz genauso in R.

Beispiel 9.9.5. Ist ¢ : [a,b] — R" eine Kurve derart, da8 das Bild des offenen
Intervalls ¢((a, b)) eine 1-Mannigfaltigkeit M ist und ¢ : (a,b) — M eine Karte
von M, so ist das Integral einer stetigen Funktion f : ¢([a,b]) — R iiber M genau
das Kurvenintegral im Sinne von 10.3.6 der Funktion f ldngs der Kurve ¢.

Beweis von Satz 9.9.1. Nach 9.8.8 konnen wir eine Folge von Karten (W,,, ¢,,)
finden, deren Bilder unsere Mannigfaltigkeit iiberdecken. Gegeben eine solche
Folge zerlegen wir jede topologisch mebare Menge A C M in die disjunkte
Vereinigung gewisser Teilmengen A,,, die jeweils aus allen Punkten im Bereich
der n-ten Karte bestehen sollen, die nicht bereits im Bereich von Karten mit klei-
nerem Index liegen. In Formeln bilden wir also M,, = |J,.,, ¥, (WV,) und setzen
A, = (A\M,,_1) N o, (W,). Dann erkldren wir ein MaB o auf M durch die Vor-
schrift

o)

o(4) =3 / vol(dy,) dba

n=0 90’; ! (An)

und iiberlassen dem Leser den Nachweis, da3 diese Vorschrift auch wirklich ein
MaB auf M definiert. Nun miissen wir fiir (I, ) eine weitere Karte von M und
A C (W) meBbar zeigen

o(A) :/ vol(d,p) dFx
©~1(A)

Sicher reicht es aus, das fiir alle die eben zu A gebildeten A,, zu zeigen. Wir zeigen
gleich allgemeiner fiir jede im Bild zweier Karten (W, ) und (V1) enthaltene
topologisch meBbare Menge B C (W) N1 (V') die Formel

/ vol(d,y) d*y = / vol(d,p) d¥x
v=1(B) v=1(B)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir hierfiir (') = ¢ (V') anneh-
men. Der Kartenwechsel g = ¢~ o ¢ : W = V ist dann ein Diffeomorphismus
mit ¢ o g = ¢, also gilt dy(,)1 0 d,g = d, . Wir erhalten mit der Multiplikativitit
der Determinante also

vol(d, ) = | det d,g| vol(dg()¥)

und folgern die behauptete Gleichheit der Integrale aus der Transformationsfor-
mel 9.8.1 angewandt auf die Funktion f(y) = vol(d,v)[¢ "' (B)](y) mit dem
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transformierenden C!-Diffeomorphismus ¢ = ¢ : W = V alias der Substituti-
on y = g(z). DaB es kein anderes MaB mit der geforderten Eigenschaft geben
kann, ist eh klar. Da8} jede in M enthaltene Untermannigfaltigkeit echt kleinerer
Dimension fiir unser Oberflichenmal} eine Nullmenge ist, folgt leicht aus 9.8.6.
Um zu zeigen, daB} unser Flachenmal endlich ist auf Kompakta X' C M, wihlen
wir zunichst mithilfe von 9.10.3 eine endliche Uberdeckung von K durch offene
Mengen Vi, ..., V., @ R", in denen M jeweils plittbar ist, so da} insbesondere
gilt (M NV;) @V, firi = 1,...,r. Dann betrachten wir eine Teilung der Eins
nach 7.4.10 und finden also «; : R® — [0, 1] stetig mit kompaktem in V; ent-
haltenem Tréiger und ), , «;(z) = 1 fiir alle z € K. Es reicht also zu zeigen
Joy @i(@)o(x) < oo fiir alle i. Ist aber ¢ : W — M N'V; die zu einer entsprechen-
den Plittung gehorige Karte, so haben wir

/M a;(x)o(x) = /W(ai o p)(z) vol(d,p) d*z < oo

da ja (supp a;) N M N V; und damit auch supp(«; o ) kompakt ist. O

Beispiel 9.9.6 (Oberfliche der Einheitskugel). Wir machen nun unsere heuristi-
sche Argumentation aus 7.5.5 prézise und zeigen fiir die Oberfliche der Einheits-

kugel die Formel
/ o=A4r
S2

Lassen wir aus der Kugelschale S? den Aquator weg, also alle Punkte (z,, 2)
mit 2z = 0, und dazu noch einen halben GrofBkreis von Pol zu Pol, sagen wir alle
Punkte (z,y, z) mit y = 0 und = < 0, so dndert sich nach 9.9.1 das Integral nicht.
Der Rest ist die disjunkte Vereinigung von zwei geschlitzten offenen Hemisphéren
U, UU_ und U und unsere Rechnung aus 7.5.5 zeigt bereits fUi o =2m.

Ubung 9.9.7 (Oberfliiche eines Rotationskorpers). Sei / C R ein offenes In-
tervall und f : I — (0, 00) stetig differenzierbar. So ist die Mantelfliche M/ =
{(x,y,2) € R® | 2* + y* = (f(2))?} eine zweidimensionale Untermannigfaltig-
keit des R? mit der Oberfléiche

| o= [ FVIF TGP

Allgemeiner zeige man fiir das BildmaB3 des OberflichenmaBes unter der ortho-
gonalen Projektion p : M — [ unserer Mantelfliche auf die z2-Achse die Formel

peo = 2mf(2)y/1+ (f'(2))?dz. Ist speziell M die Einheitskugel, so zeige man
p.0 = 27 dz und berechne nochmals die Oberfliche der Einheitskugel.
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9.9.8. Die anschauliche Bedeutung unserer Formel fiir die Oberfliche eines Ro-
tationskorpers erkennt man, wenn man unsere Rotationsfliche durch eine Ver-
einigung von diinnen Béndern der Gestalt “unten abgeschnittenener Eiswaffeln”
approximiert.

Ubung 9.9.9 (Zwiebelformel). Ist S"! = {x € R" | ||z|| = 1} die Ein-
heitssphédre mit ihrem Flichenmall o, so ist unter der Multiplikationsabbildung
mult : Roox 5"t = R™\0 das ProduktmaB r"~! drXo verwandt zum Lebesgue-
MaB auf R™\0, in Formeln

mult : 7"t dr Ko~ \?

Hinweis: Man rechne mit einer beliebigen Karte von S™~! und erweitere sie zu ei-
ner Karte von R\ 0. Man beachte, da8 fiir eine differenzierbare Kurve, die ganz in
der Einheitssphire verlduft, der Geschwindigkeitsvektor stets auf dem Ortsvektor
senkrecht steht.

Ubung 9.9.10. Genau dann ist die Funktion R — [0, 00], z + ||z||* fiir gege-
benes o € R integrierbar auf dem Komplement eines und jedes offenen Balls um
den Ursprung, wenn gilt « < (—n). Hinweis: Zwiebelformel 9.9.9.

Ubung 9.9.11. Sei ' C R" ein Gitter, d.h. das Gruppenerzeugnis einer Basis
von R" als R-Vektorraum. Genau dann konvergiert o [|w[|*, wenn gilt o <
(—n). Hinweis: 9.9.10.

Ubung 9.9.12. Berechnen Sie das Integral der Funktion (xyz)? tiber die Einheits-
sphire in R3.
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10 Der Satz von Stokes

Im vorigen Abschnitt haben wir unser Kurvenintegral aus 10.3.6 verallgemeinert
zum Integral einer Funktion iiber eine Unterannigfaltigkeit eines R"™. In diesem
Abschnitt werden wir unser Wegintegral aus 6.3, d.h. das Integral eines Kovek-
torfelds auf einem endlichdimensionalen reellen Raum lidngs eines Weges verall-
gemeinern zum Integral einer “k-Form” auf einem endlichdimensionalen reellen
Raum iiber eine “orientierte” k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Als Spezi-
alfille enthilt diese Konstruktion inbesondere die Definition des “Flusses eines
Vektorfelds in R? durch eine orientierte Fliche in R3”. Unser eigentliches Ziel ist
dann der sogenannte “allgemeine Satz von Stokes” 10.8.1, der den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung 7.5.1 auf hohere Dimensionen verallgemeinert.

10.1 Multilineare Algebra und Dachprodukt

Definition 10.1.1. Sei % ein Korper. Gegeben ein k-Vektorraum V' und eine natiir-
liche Zahl p € Z bilden wir den Raum der alternierenden p-Multilinearformen
oder kurz p-Formen

APV :i={w:V x ... x V — k | w ist multilinear und alternierend }

Hier meint alternierend, daB w(vy, ..., v,) verschwindet, wenn es ¢ # j gibt mit
v; = v;. Hat unser Korper nicht die Charakteristik 2, so ist es gleichbedeutend
zu fordern, daB w(vy,...,v,) sein Vorzeichen dndert wenn man zwei Eintrige
v; und v; vertauscht, daher die Bezeichnung “alternierend”. Unter Nullformen
verstehen wir Skalare, in Formeln setzen wir also Alt" V' = k. Einsformen sind
Elemente des Dualraums, wir haben also Alt' V = V. Gegeben fi,..., f, € V'
definieren wir ein Element alt(fi, ..., f,) € Alt”? V durch die Vorschrift

alt(fi,..., fp)(v1,...,v,) = det(f;(v)))

Sind Linearformen fi,...,f, € V' gegeben und ist I C {1,...,n} eine Teil-
menge mit p Elementen, so setzen wir

f] = alt(fl-l, ... 7fz’p) e AltPV

fir iy < ... < i, die der GroBe nach gereihten Elemente von I. Fiir I = )
vereinbaren wir fp = 1.

Ergdnzung 10.1.2. Im Rahmen unserer Diskussion des Tensorprodukts werden
die Begriffsbildungen dieses Abschnitts auch noch unter einem anderen Gesichts-
punkt besprochen. Genauer konstruieren wir in ?? einen kanonischen Isomorphis-
mus zwischen dem hier definierten Raum Alt” V' der alternierenden Multilinear-
formen auf V und dem Dualraum (A” V) ' seiner dort definierten p-ten duBeren
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Potenz /\" V. Zusitzlich erkldren wir in ?? fiir V' von endlicher Dimension ka-
. . T ~ . N
nonische Isomorphismen (A’ V) = AP(V") zwischen den Dualriumen der
duBeren Potenzen und den duBeren Potenzen des Dualraums und erhalten so zu-
sammen einen kanonischen Isomorphismus
p

APV S AW

Proposition 10.1.3. Ist V ein Vektorraum und fi, ..., f, eine Basis von V', so
bilden die fr mit |I| = p eine Basis von Alt" V.

Beweis. Ist vy, ..., v, die duale Basis von V und ist auch J = {j1,...,5,} C
{1,...,n} gegeben mit j; < ... < j,, so gilt offensichtlich

1 I=J;
0 sonst.

ff<vj17 C. ,Ujp) = {

Das zeigt die lineare Unabhéngigkeit der f;. Andererseits ist klar, da3 eine alter-
nierende Multilinearform schon festgelegt wird durch ihre Werte auf den p-Tupeln
(Vjy,---,v5,) mit j; < ... < j,. Das zeigt, daB die f; auch Alt” V erzeugen. [J

Proposition 10.1.4. Sei V' ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und seien p,q >
0. So gibt es genau eine bilineare Abbildung, das Dachprodukt

APV x AItYV  — AlPHIV
(w , n = wAn

derart, daf3 fiir alle fy,. .., fprqy € V' gilt

alt(fr, .-, fp) ANalt(fprrs o, forg) = A6(f1, o fps forts - forg)
10.1.5. Mit 10.1.3 folgern wir unmittelbar die Assoziativitit des Dachprodukts

(WA AE=wA(AE)

Damit brauchen wir auch bei lingeren Dachprodukten keine Klammern zu setzen
und unsere Notation “alt” wird schon wieder obsolet, denn offensichtlich folgt
aus der Proposition auch

alt(fl,...,fp):fl/\.../\fp

Ein natiirlichere Konstruktion des Dachprodukts besprechen wir im Rahmen der
multilinearen Algebra in ??. Sie mogen zur Ubung zeigen, daB unter unserem
Isomorphismus 10.1.2 das Dachprodukt aus ?? genau unserem Dachprodukt aus
10.1.4 entspricht, vergleiche auch ??. In der Tat reicht es angesichts der Assozia-
tivitdt beider Dachprodukte, diese Behauptung im Fall des Dachprodukts zweier
Linearformen zu priifen, und in diesem Fall ist sie schnell nachgerechnet.
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus 10.1.3 und nur die Existenz ist noch
zu zeigen. Wir betrachten dazu die Menge S, , C S, aller Permutationen, die
die Reihenfolge der ersten p Eintridge und die der letzten ¢ Eintrdge unverindert
lassen. Stellen wir uns unsere Permutationen als Mischvorschriften fiir ein Spiel
von p—+ q Karten vor, so heben wir also p Karten ab und schieben die beiden so ge-
bildeten Stapel von p bzw. ¢ Karten irgendwie ineinander. Solche Permutationen
heiBen auch (p, ¢)-Shuffles, in Formeln haben wir

Spy={0€S8S,]o(l)<...<o(p)undo(p+1)<...<o(p+q)}

Weiter betrachten wir in S, die Untergruppe S, x S, aller Permutationen, die
die ersten p Eintrdge unter sich vertauschen und die letzten ¢ Eintrige ebenso. Die
Verkniipfung von Permutationen liefert dann offensichtlich eine Bijektion

Spq X (Sp x &) = pt+q

Jetzt definieren wir fiir w und 1 wie oben eine Multilinearform w A 7 durch die
Vorschrift

(wWAN) (V1. Vpig) = Z sgn(0) W(Vo(1), - - > Vo(p)) N(Vo(ps1)s - - - » Vo(ptq))

0ESp q

Betrachten wir andererseits unsere Definition

alt(fla .- '7fn>(vla e 7Un) = Z Sgn(T)f1<U7—(1)) c fn(vT(”))

TESn

fiir n = p, g und setzen in die Definition von A ein, so ergibt sich mithilfe unserer
Zerlegung S, , X (S, X S,) = S,+, wie gewiinscht

alt(f1, ..., fp) ANalt(fos1, oy forg) = al6(f1o ooy for fotts ooy forq)

Die Bilinearitidt von A zeigt dann weiter, dal die Multilinearform w A 7 auch im
allgemeinen alternierend ist, so da3 unsere Formel fiir A in der Tat eine Abbildung
APV x Alt?V — AltP*?V mit den geforderten Eigenschaften liefert. O]

Lemma 10.1.6 (Graduierte Kommutativitit des Dachprodukts). Sei V' ein
endlichdimensionaler Vektorraum. Fiir beliebige w € Alt’V und n € AtV
gilt w Anp = (=1)Pn A w. Bezeichnet |w| den Grad von w, also |w| = p fiir
w € Alt?, so konnen wir diese Regel auch schreiben in der Gestalt
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Ein (3, 4)-Shuffle
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Beweis. Aus 10.1.4 folgt sofort f,1y A ... A fomy = (sgno)fi A... A f, fiir jede
Permutation o € S,, und alle fi, ..., f,, € V. Die Permutation 0 € S, die die
ersten p Eintrage an den Schluf} schiebt und die letzten ¢ Eintrdge an den Anfang,
hat aber nach ?? das Signum sgn(o) = (—1)??. Das Lemma folgt so zunéchst fiir
w, n iterierte Dachprodukte und dann auch im Allgemeinen. [

Definition 10.1.7. Zu jeder linearen Abbildung L : V' — W bilden wir ihre
transponierte Abbildung L' : W' — V', f + f o L und allgemeiner auch die
linearen Abbildungen LT : Alt’ W — AIt?V, w — wo (L x ... x L).

10.1.8. Aus den Definitionen folgen leicht die Formeln id" = id und (Lo M) =
MT o LT fiir die transponierten Abbildungen sowie die Vertriglichkeit mit dem
Dachprodukt

L' (wAn) = (L'w)A(L"n)

Lemma 10.1.9 (Dachprodukt und Determinante). Gegeben ein n-dimensionaler
Vektorraum V und eine lineare Abbildung L : V — V gilt

LT = (detL) : Alt"V — Alt"V

Beweis. Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum, so ist Alt" V' eindimensional. Fiir
L:V — V linear muB also L' : Alt"V — Alt" V die Multiplikation mit einem
Skalar aus dem Grundkorper sein. Ist vy, ..., v, eine Basis von V und f1,..., f,
die duale Basis von V', soist fi A...A f, eine Basis von Alt” V und das Lemma
folgt mit expliziter Rechnung, fiir (det L) die Determinante der Matrix von L in
der gewihlten Basis. Dal} die fragliche Determinante von der Wahl der Basis gar
nicht abhingt und deshalb in der Tat (det L) notiert werden darf, erhilt man als
Konsequenz. 0

10.1.10. Nehmen wir 10.1.8 und 10.1.9 zusammen, so ergibt sich unmittelbar die
Multiplikationsformel fiir Determinanten 2?.

10.1.11. Gegeben endlichdimensionale Vektorrdaume V, W und Formenw € Alt? V/
und 17 € Alt? W kiirzen wir die (p + ¢)-Form (pr] w) A (prg 1) auf V' x W auch
gerne mit w A 7 ab und hoffen, dafl der Leser aus dem Kontext erschlieBen kann,
wann A dieses “duBlere Dachprodukt” meint und wann das “innere Dachprodukt”
aus 10.1.4.

10.1.12. Fiir einen Vektorraum V' der Dimension dim V' = n liefert das Dachpro-
dukt VT x Alt"'V — Alt" V eine nichtausgeartete Paarung, als da heiBt, jeder
Isomorphismus Alt" V' = R liefert vermittels unserer Paarung einen Isomorphis-
mus Alt" 'V = V.
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10.2 Differentialformen hoheren Grades

Definition 10.2.1. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U C X eine
Teilmenge. Eine relative p-Form auf U ist eine Abbildung

w: U — Alt*X

T — Wy

die also ausgeschrieben jedem Punkt = € U eine alternierende p-Multilinear-
form w, : X x ... x X — R zuordnet. Den Raum aller relativen p-Formen auf
U notieren wir Q’;((U ). Wenn wir hoffen, dal die genaue Bedeutung aus dem
Kontext hervorgeht, sprechen wir auch oft abkiirzend schlicht von p-Formen.

10.2.2. Spidter werden wir ganz allgemein Differentialformen auf Mannigfaltig-
keiten erkldren als Zuordnungen, die jedem Punkt eine alternierende Multilinear-
form auf dem Tangentialraum am entsprechenden Punkt zuordnen. Im Fall einer
eingebetteten Mannigfaltigkeit U C X positiver Kodimension ist das natiirlich
etwas anderes, als jedem Punkt eine alternierende Multilinearform auf dem Rich-
tungsraum des umgebenden affinen Raums zuzuordnen. Das ist der Grund, aus
dem ich das hier eingefiihrte Konzept eine ‘“relative Differentialform” genannt
habe.

10.2.3. Ungliicklicherweise kann mit der bis hierher eingefiihrten Terminologie
eine “p-Form auf U” zwei sehr verschiedene Dinge bedeuten: Entweder ist U ein
k-Vektorraum und unsere p-Form ist ein Element von Alt?(U), also eine alternie-
rende multilineare Abbildung w : U X ... x U — k, oder aber U ist Teilmenge
eines endlichdimensionalen reellen Raums X und unsere p-Form ist eine Abbil-
dung w : U — Alt?(X) mit 2 — w,. Eigentlich schiene es mir natiirlicher, letzte-
re Objekte als Felder von p-Formen oder p-Formenfelder anzusprechen, da sie
ja zu alternierenden p-Multilinearformen in derselben Beziehung stehen wie Vek-
torfelder zu Vektoren. Von Formenfeldern aber redet kein Mensch, deshalb will
ich auch nicht damit anfangen, und der Leser muf} aus dem Kontext erschlie3en,
welche Bedeutung im Einzelfall gemeint ist.

Beispiel 10.2.4. Eine 0-Form auf U ist eine Funktion f : U — R und eine 1-
Form auf einer halboffenen Teilmenge U ein Kovektorfeld im Sinne von 6.1.4.
Ist U C X eine halboffene Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums,
so schreiben wir statt Q% (U) meist Q7(U), da in diesem Fall unsere relativen
Differentialformen mit den tiblichen Differentialformen auf abstrakten Mannig-
faltigkeiten libereinstimmen, wie wir sie in ?? kennenlernen werden.

Beispiel 10.2.5. Ein magnetisches Feld ist formal betrachtet bis auf skalare Ein-
heiten eine 2-Form auf dem Anschauungsraum. In der Tat kann man ein Magnet-
feld etwa messen, indem man ein Halbleiterplidttchen hineinhilt, zwischen zwei
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gegeniiberliegenden Kanten einen Strom flieen 146t, und zwischen den zwei ver-
bleibenden Kanten die Spannung mif3t. So erhélt man fiir jedes “orientierte Fla-
chenelement” eine Zahl, und solch eine Zuordnung ist eben gerade eine 2-Form.
Sicher kann man eine 2-Form auf dem Anschauungsraum auch als Vektorfeld an-
sehen, genauer erhilt man eine Identifikation von Vektorfeldern mit 2-Formen,
indem man jedem Vektor u die 2-Form (v, w) + vol(u,v,w) zuordnet, mit
vol(u, v, w) dem “Volumen” des Parallelogramms mit Kanten u, v, w und einem
Vorzeichen, das von der “Orientierung” unseres Tripels abhiingt, oder noch genau-
er die 2-Form (v, w) — (u,v,w) m~> gegeben durch das Spatprodukt aus ?? und
eine willkiirlich gewihlte Lingeneinheit m € L. Diese Identifikation scheint
mir jedoch eher kiinstlich, insbesondere hingt sie von der Wahl einer “Orientie-
rung” des Anschauungsraums und der Wahl einer Lingeneinheit ab.

Definition 10.2.6. Fiir zwei Differentialformen w € P und n € ()¢ definieren
wir ihr Dachprodukt w A 1 € QP19 als punktweises Dachprodukt im Sinne von
10.1.4, in Formeln (w A 1), = w, A n,. Fir f € QY eine Funktion schreiben wir
meist fn statt f A 7.

10.2.7. Ist speziell X = R" und sind x; : R” — R die Koordinatenfunktionen, so
148t sich nach 10.1.3 jede p-Form w € Q% (U) eindeutig schreiben in der Gestalt

w = Za;dxl

|I|=p

Hier lduft die Summe wie angedeutet iiber alle p-elementigen Teilmengen I C
{1,...,n}, die Koeffizienten a, sind reelle Funktionen auf U, und dz; ist &hnlich
wie in 10.1.1 eine Abkiirzung fiir dz; = dx;; A ... Adwg, miti; < ... < 4,
den der GroBle nach geordneten Elementen von /. Diese Notation ist allerdings
mit Vorsicht zu genieB3en, denn natiirlich ist dx; in keinster Weise das Differential
einer wie auch immer gearteten Funktion z;. Das Dachprodukt zweier in dieser
Standarddarstellung gegebenen Formen ergibt sich dann leicht mittels der Regeln
dz; Adx; = 0und dz; A dz; = —da; A da;.

Definition 10.2.8. Gegeben endlichdimensionale reelle Rdume X,Y und eine
stetig differenzierbare Abbildung ¢ : A — Y auf einer halboffenen Teilmenge
A C X definieren wir das Zuriickholen von Differentialformen, eine R-lineare
Abbildung ¢* : Q) (¢(A)) — QP(A), durch die Vorschrift

(P*w)z = (dx(b)T(wqﬁ(I))

Hier bezeichnet (d,¢)" : Alt? Y — Alt? X die vom Differential d,¢ : X — Y
von ¢ an der Stelle z € A induzierte Abbildung. Alternativ konnten wir auch
schreiben (¢*w), = wy(z) © (dgd X ... x dy¢) mit p Faktoren ganz rechts.
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10.2.9. Das Zuriickholen von Funktionen alias Nullformen mit einer Abbildung
ist schlicht das “Vorschalten” von besagter Abbildung, in Formeln ¢*(g) = g o f
fiir eine Funktion g : B — R. Das Zuriickholen von 1-Formen haben wir bereits
in 6.1.17 diskutiert. Wir verallgemeinern die dort eingefiihrte Terminologie auf
den vorliegenden Fall und nennen Differentialformen 7 und w verwandt unter ¢
und schreiben ¢ : 7 ~ w genau dann, wenn gilt ¢*(w) = 7.

Lemma 10.2.10. Fiir das Zuriickholen von Differentialformen gilt die Kettenre-
gel, d.h. wir haben stets id* = id und

PH(¢'w) = (o) (w)

Beweis. Das folgt mit der iiblichen Kettenregel 4.3.1 sofort aus den Definitionen.
Wir konnen die Aussage des Lemmas auch im Sinne von 6.1.18 dahingehend
verstehen, dafl Verwandtschaft transitiv ist. L]

Lemma 10.2.11. Verwandschaft alias das Zuriickholen ¢* von Differentialformen
ist vertrdglich mit dem Dachprodukt, in Formeln gilt also

¢ (wAn) =¢"(w) A (n)
Beweis. Dem Leser iiberlassen. O]

Beispiel 10.2.12. Wir erinnern 6.1.21. Fiir X = R" mit Koordinaten x1, ..., z,
und Y = R™ mit Koordinaten y;,...,y,, und @ = (¢1,...,¢,) eine differen-
zierbare Abbildung von einer halboffenen Teilmenge von R™ in eine halboffene
Teilmenge von R" ergibt sich ¢*(dz;) = d(¢*z;) = d¢ = ), gZ’? dy;. Folglich
kann das Zuriickholen von 1-Formen in Koordinaten beschrieben werden durch

die Formel

i ij 8%

Beispiel 10.2.13. Ist ¢ die Polarkoordinatenabbildung

6: R2 — R?
(r,9) +—  (rcosd,rsind)

und haben wir auf R? die 1-Form y dz gegeben, so wird sie zuriickgeholt zu

¢*(ydr) = ¢*(y)¢o*(dx)
rsind d(rcosd)
= rsindcosd dr — r2sin® 9 d¢
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und fiir die 2-Form dz A dy erhalten wir

¢*(dr Ady) = ¢"(dz) A7 (dy)
= d(rcosv?) Ad(rsin?)
(cos® dr —rsind dv) A (sind dr 4 rcos?d do)
= rdrAdv

Lemma 10.2.14. Fiir A halboffen in R" und ¢ : A — R" stetig differenzierbar
gilt stets
¢*(dxy A ... Adxy,) = (detde)day A ... Aday,

Beweis. Fiir jeden Endomorphismus L eines n-dimensionalen Vektorraums V' ist
die induzierte Abbildung L : Alt" V — Alt"™ V nach 10.1.9 gerade die Multipli-
kation mit det L. O

10.3 Das MaB einer Differentialform

Proposition 10.3.1 (Das MaB einer Differentialform). Gegeben eine k-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeit M eines endlichdimensionalen reellen Raums und
eine mef3bare k-Form w auf M gibt es genau ein topologisches Maf} |w| auf M
mit der Eigenschaft, daf; fiir jede Karte (W, @) von M und jede Borelmenge A C

o(W) gilt
L= [ e e

Jede in M enthaltene Mannigfaltigkeit echt kleinerer Dimension ist fiir dieses
Map eine Nullmenge und jede stetige k-Form liefert ein Borelmays.

10.3.2. Die Notation |w| hatten wir eigentlich bereits vereinbart fiir den Grad ei-
ner Differentialform, also |w| = p im Fall einer p-Form. Es ist also a priori un-
geschickt, dieselbe Notation noch fiir ein vollig anderes Konzept zu verwenden.
Andererseits sind beide Notationen iiblich, und welche Bedeutung im Einzelfall
gemeint ist, kann der Leser leicht aus dem Kontext erschlieen: Im Wesentlichen
tritt |w| in der Bedeutung als Grad fast nur im Exponenten von (—1) auf, und |w|
in der Bedeutung als Maf3 nie im Exponenten von was auch immer.

10.3.3. Auf der rechten Seite meint e, . . . , e;, die Standardbasis des R*, auf der
also unsere k-Form ¢*w an jeder Stelle ausgewertet werden soll. Fiir die 2-Form
n = y*sinz dx A dy auf dem R? etwa wiire 7)(ey, e5) die Funktion 32 sin z. Das
Integral auf der rechten Seite ist als Integral in Bezug auf das Lebesgue-Mal3
der mefbaren reellwertigen Funktion p — |(p*w),(e1, ..., e;)| iiber die meBbare
Menge o 1(A) C W C R* zu verstehen. Mit einer k-Form meinen wir vorerst
noch eine relative k-Form. Sobald wir die wirklichen k-Formen auf Mannigfaltig-
keiten kennenlernen, wird dieselbe Definition jedoch auch fiir diese sinnvoll und
richtig werden.
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10.3.4. Ich will einen wesentlichen Unterschied zum in 9.9.1 eingefiihrten Fla-
chenmal hervorheben: Das Mal} zu einer Differentialform kdnnen wir auf Unter-
mannigfaltigkeiten beliebiger endlichdimensionaler Rdume einfiihren, wohinge-
gen wir das FlichenmaB3 nur auf Untermannigfaltigkeiten des R" erklédrt haben
und bestenfalls auf Untermannigfaltigkeiten endlichdimensionaler euklidischer
Rédume hitten erkldren konnen.

Beispiel 10.3.5. Das Lebesgue-MaB auf R” ist das MaB zu dz; A ... A dxy, in
Formeln d*z = |daz; A ... A day|. Speziell ist |dx| das Lebesgue-MaB auf R. In
diesem Fall erlauben wir uns aus den bereits in 9.2.15 dargelegten Griinden auch
die Notation dz. Allgemeiner erhalten wir fiir f : R" — R mefBbar die Gleichheit
von MaBen |f dz; A ... Aday| = | f|d*z.

Beispiel 10.3.6. Ist M eine 0-Mannigfaltigkeit, als da heiBt eine diskrete Teil-
menge eines endlichdimensionalen Raums, und w eine relative 0-Form alias eine
reellwertige Funktion f auf M, so ist |w| das MaB, das jedem Punkt p € M als
MaB den Betrag des Funktionswerts |w,| = | f(p)| zuordnet.

Beispiel 10.3.7. Wir betrachten als Differentialform die 1-Form w = dx auf R?
und als Untermannigfaltigkeit die Kreislinie S* = {(x,y) | 2> + y> = 1}. In
diesem Fall stimmt das MaB |dz| auf S* iiberein mit der Summe der BildmaRe
i+ des Lebesgue-MaBes auf dem Intervall [—1, 1] unter seinen vertikalen Projek-
tionen auf den oberen bzw. auf den unteren Halbkreis. Insbesondere hitten wir
also |dz|(S') = 4. In der Tat, betrachten wir etwa die Karte ¢ : (—1,1) — S*,
t — (t,v/1—t?) und eine Borelmenge A in ihrem Bild, dem offenen oberen
Halbkreis, so ergibt sich mit unseren Definitionen

W)= [ e = [ ae)l= [ 1=ae)

fiir A\ das Lebesguemal auf [—1, 1].

10.3.8. Etwas vage mag man sich im Fall einer 2-Mannigfaltigkeit alias Fliche
im Anschauungsraum vorstellen, da3 wir unsere Flache lokal durch “parallelo-
grammformige Schuppen” approximieren, denen wir mithilfe unserer 2-Form je-
weils ein Mal} zuordnen konnen, indem wir an jeder Stelle die beiden Kanten-
vektoren unserer parallelogrammférmigen Schuppen in die der besagten Stelle
zugeordnete alternierende bilineare Abbildung einsetzen und vom Resultat den
Betrag nehmen. Dann gilt es, mit immer feineren Schuppen in geeigneter Wei-
se zum Grenzwert iiberzugehen. Konkreter erklidre ich nun eine Interpretation
durch Riemannsummen. Sei dazu (W, ¢) eine orientierte Karte einer der Einfach-
keit der Notation halber zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit M/ C X, sei
Q = [a,b] x [e,d] € W ein Rechteck und P = ¢(Q) C M sein Bild. Sei
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In diesem Bild soll angedeutet werden, welches Mal3 auf der Kreislinie eine
Einsform auf der Papierebene liefert. Denken wir uns etwa die Einform y dz. Fiir
eine mefBbaren Menge wie dem eingezeichneten A diirfen wir uns das Mal3 so
vorstellen: Wir approximieren durch einen Polygonzug und summieren die
Betrige der Werte unserer Differentialform auf den Kantenvektoren. Eine
Approximation von |y dz|(A) wire also etwa
|asvi| + bpwy = [1-0[ + [(=1) - (=1)] = 1.
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o3

i Fy3 %31

e
q’ 0,0 q-n,o qu/’ 43,0

Die gepunktelten Pfeile stellen die Vektoren ps g — p2 o und pa 1 — p2 dar, der
Betrag des Werts von wy, , auf diesem Paar von Vekoren geht in die
Riemannsumme S?, ein.
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weiter w : M — Alt?(X) eine stetige relative 2-Form auf M. Wir betrachten
fiir » > 1 die dquidistanten Unterteilungen ¢ = a9 < a1 < ... < a, = b,
c=cy<c <...<c =dderKanten von () in jeweils r Segmente, bezeich-
nen mit ¢; ; = (a;, ¢;) die Gitterpunkte im so gegebenen Raster auf (), und mit
pi.j = ¢(qi;) die Bilder dieser Gitterpunkte in P C A/. Dann definieren wir die
r-te Riemannsumme S}|w| durch die Formel

r—1

Splw| = Z |Wpiy (Pit1,j = Digs Pigr1 — Pij)|
i,j=0

Natiirlich hingt diese Summe von der Karte (1, ) ab, auch wenn das in der No-
tation nicht zum Ausdruck kommt. Wir kénnen nun das Maf |w|(P) interpretieren
als den Grenzwert

w|(P) = lm Splu

Den Beweis dieser Tatsache entlang der Grundlinie des Beweises von 7.5.9 {iber-
lassen wir dem Leser zur Ubung.

Beweis von 10.3.1. Der Beweis von 9.9.1 kann fast Wort fiir Wort wiederholt wer-
den, wobei wir nur fiir jede Karte (W, ) auf W statt der Funktionen vol(d, ) die
Betrage der Funktionen w,, mit w,(z) = (¢*w)s(e1,...,e;) einsetzen miissen.
Der entscheidende Schritt besteht dann wieder darin, fiir je zwei Karten (W, ¢)
und (V) mit (W) = (V) und Kartenwechsel g = ¢y o p : W = V die
Formel

|we ()] = | det dpg] |wy ()]

zu zeigen. Per definitionem haben wir jedoch p*w = w, dx; A. . .Adx;, und ebenso
P*w = wydeg AL .. Adzy und wegen ¢ o g = o gilt g*(Y*w) = p*w. Mit 10.2.14
folgt dann sofort (det d,g)wy(g(z)) = wy(z) fir alle x € W, und nehmen wir
hier auf beiden Seiten Betrige, so steht unsere Behauptung auch schon da. 0

Ubung 10.3.9. Wir betrachten auf R? die Funktionen f(z,y) = sin(zy) und
g(z,y) = 2%y + y und die 2-Form w = df A dg. Man schreibe das MaB |w|
auf R? als Vielfaches des Lebesgue-MafRes.

Ubung 10.3.10. Seien U,V offene Teilmengen n-dimensionaler reeller Riume
und sei ¢ : U = V ein C!-Diffeomorphismus. Gegeben eine meBbare n-Form
w auf V' zeige man die Verwandtschaft von MaBien ¢ : |¢p*w| ~ |w|. In anderen
Worten folgt also aus der Verwandtschaft von mefbaren n-Formen ¢ : n ~ w die
Verwandtschaft von MaBen ¢ : |n| ~ |w|. Hinweis: Das ist bei rechtem Lichte
besehen nur eine Umformulierung der Transformationsformel 9.8.1.

267



Ubung 10.3.11. Die Kovektorfelder d) und dr auf R? zu unseren Polarkoordi-
naten aus 6.1.23 liefern MaBe auf dem Kreis K C R? mit Radius 4 und auf der
Parallelen G C R? zur y-Achse durch den Punkt (1,0). Man finde stetige Funk-
tionen auf diesen Mannigfaltigkeiten derart, daf ihre Produkte mit den jeweiligen
FlachenmaBen die Maf3e zu unseren Differentialformen liefern.

10.4 Orientierung von Mannigfaltigkeiten

Definition 10.4.1. Gegeben eine Untermannigfaltigkeit A/ C X eines endlichdi-
mensionalen reellen Raums und ein Punkt p € M definieren wir den Tangential-
raum an ) in p als den Vektorraum

T,M :=im(d,p) C X

fiir eine und jede Karte ¢ : U — M mit p(u) = p. Wir haben also dim T,/ =
dim M, und p + T, M ist der affine Teilraum von X, der anschaulich gesprochen
“M am besten approximiert bei p”.

Ubung 10.4.2. Man zeige: Gegeben eine Untermannigfaltigkeit M C X eines
endlichdimensionalen reellen Raums und ein Punkt p € M kann der Tangential-
raum T, M auch beschrieben werden als die Menge aller moglichen Geschwin-
digkeitsvektoren bei p von in M verlaufenden und bei p differenzierbaren Wegen.

Ergdnzung 10.4.3. Man will sich meist die verschiedenen Tangentialrdume als
paarweise disjunkt denken, dndert die obige Definition deshalb ab und setzt formal

T,M = {p} x im(d,e) C {p}xX
So kann man dann das Tangentialbiindel von ) definieren als

T™™ = |JT,M ¢ MxX

peEM

Unter geeigneten zusitzlichen Differenzierbarkeitsannahmen an unsere Unterman-
nigfaltigkeit A/ kann man zeigen, dal TM C X x X eine Untermannigfaltigkeit
der Dimension 2(dim M) ist, vergleiche ??. Die einzelnen Tangentialraume erhélt
man als die Fasern der Projektion m : TM — M des Tangentialbiindels auf die
Mannigfaltigkeit, in Formeln T,M = 7~!(p).

10.4.4. Wir erinnern daran, dal nach ?? eine Orientierung eines endlichdimen-
sionalen Vektorraums V' iiber einem angeordneten Korper eine Vorschrift ¢ ist,
die jeder angeordneten Basis B unseres Vektorraums ein Vorzeichen £(B) €
{+1, =1} zuordnet und zwar so, daB fiir je zwei angeordnete Basen B, B’ die
Determinante der Basiswechselmatrix das Vorzeichen ¢(B)s(B’) hat. In ?? wer-
den auch noch weitere Begriffsbildungen in diesem Zusammenhang formal ein-
gefiihrt, deren Bedeutung Sie aber auch leicht selbst werden erraten kdnnen.
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In diesem Bild habe ich zu einer eindimensionalen Untermannigfaltigkeit der
Ebene zwei affine Rdume eingezeichnet, deren Richtungsrdume ihre
Tangentialraume an den beiden fett eingezeichneten Punkten wiren. Diese
affinen Rdaume schneiden sich natiirlich und ihre Richtungsrdume schneiden sich
desgleichen. Im bildlich dargestellten Fall besteht dieser Schnitt der
Richtungsrdume aus dem Nullvektor, aber im allgemeinen kann er auch groer
sein. Ich habe die beiden Geraden dennoch als nicht-schneidend gemalt, um
bildlich anzudeuten, daf} alle diese Uberschneidungen von uns bei der Definition
des Tangentialbiindels sozusagen wegdefiniert werden.
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Definition 10.4.5. Eine Orientierung einer k-Mannigfaltigkeit M ist eine Vor-
schrift, die jedem Punkt p € M eine Orientierung im Sinne von ?? des Tangential-
raums T, M zuordnet und zwar so, daf es um jeden Punkt eine Karte ¢ : W — M
gibt mit der Eigenschaft, daB die Differentiale d,p : R¥ = Ty, M firz € W
entweder alle orientierungserhaltend oder alle orientierungsumkehrend sind.

10.4.6. Eine Orientierung einer nulldimensionalen Mannigfaltigkeit M/ anzuge-
ben bedeutet schlicht, eine Abbildung € : M — {+1, —1} anzugeben, deren Wert
bei p € M eben das Vorzeichen der angeordneten Basis () des Tangentialraums
T, M ist.

Definition 10.4.7. Unter einer orientierten Mannigfaltigkeit versteht man ein
Paar bestehend aus einer Mannigfaltigkeit M und einer Orientierung auf M. Ich
notiere orientierte Mannigfaltigkeiten oft mit einem Pfeil, etwa als M , aber das ist
nicht allgemein iiblich. Eine Mannigfaltigkeit, die mindestens eine Orientierung
zuldft, nennt man eine orientierbar. Das “Mdbiusband” ist ein Beispiel fiir eine
nicht orientierbare 2-Mannigfaltigkeit in R3.

10.4.8. Den Pfeil iiber einem Symbol benutze ich auch bei affinen Rdumen als
Notation fiir den zugehorigen Raum von Richtungsvektoren, vergleiche ??. Was
im Einzelfall gemeint ist, muf} der Leser aus dem Kontext erschlieen.

Definition 10.4.9. Wir sagen, eine Karte (W, ) einer orientierten Mannigfaltig-
keit habe die Orientierung ¢ fiir ¢ € {41, —1} genau dann, wenn fiir jeden
Punkt 2 € W das Bild der Standardbasis unter dem Isomorphismus d,p : R =
T, M die Orientierung ¢ hat. Nur die leere Karte kann beide Orientierungen
haben. Karten, die nicht zusammenhingend sind, besitzen im allgemeinen weder
die Orientierung +1 noch die Orientierung —1. Eine nichtleere Karte der Orien-
tierung +1 nennen wir eine positiv orientierte Karte.

Ubung 10.4.10. Jede orientierbare zusammenhiingende Mannigfaltigkeit M be-
sitzt genau zwei Orientierungen. Hinweis: Gegeben zwei Orientierungen ist die
Menge aller Punkte p, an denen sie dieselbe Orientierung von T, M liefern, eben-
so offen wie die Menge aller Punkte p, an denen sie verschiedene Orientierungen
von T, M liefern. Nun verwende man 6.4.16.

Ergiinzende Ubung 10.4.11. Seien X und Y endlichdimensionale reelle Riu-
me, U @ X eine offene Teilmenge und f : U — Y eine stetig differenzierba-
re Abbildung mit iiberall surjektivem Differential. So ist fiir alle ¢ € Y nach
7.3.10 das Urbild M = f~1(c) eine Untermannigfaltigkeit von X der Dimension
dim X — dim Y. Man zeige fiir alle p € M die Formel T,M = kerd, f.
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10.5 Integration von Differentialformen

Definition 10.5.1. Sei M eine k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit
eines endlichdimensionalen reellen Raums. Wir nennen eine mef3bare k-Form w

auf M nichtnegativ genau dann, wenn fiir alle Punkte p € M und jede angeordne-

te Basis vy, . . ., v der Orientierung ¢ des Tangentialraums T, M giltew, (vy, ..., vg) >
0.

Definition 10.5.2. Wir nennen eine k-Form w auf einer k-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit M eines endlichdimensionalen reellen Raums integrierbar iiber
M genau dann, wenn sie mefbar ist und wenn fiir das nach 10.3.1 zugehorige Mal3
lw| gilt |w|(M) < oo.

Satz 10.5.3 (Integration von Differentialformen). Sei M eine k-dimensionale
orientierte Untermannigfaltigkeit eines endlichdimensionalen reellen Raums. So
bilden die iiber M integrierbaren k-Formen einen Untervektorraum im Raum al-
ler k-Formen auf M, und es gibt auf diesem Untervektorraum genau eine Linear-
formw — | i w derart, dap3 fiir alle nichtnegativen k-Formen w gilt

[ o =lelon)

Beweis. Dal} die integrierbaren k-Formen einen Untervektorraum bilden, scheint
mir offensichtlich. Um die Eindeutigkeit der fraglichen Linearform zu zeigen, be-
trachten wir fiir eine beliebige meBbare k-Form w auf M die meBbare Teilmenge

Es gilt w,(vy, ..., v) > 0 fuir eine
M™ = { p € M| und jede orientierte angeordnete
Basis vy, ..., v, von T, M

Unsere meBbare k-Form w kénnen wir nun schreiben als die Differenz w = w —
w™ zweier nichtnegativer Formen, indem wir etwa w* erkldren durch w/ = w,
firp € M und wl‘f = 0 sonst. Wir miissen also setzen

| w=lt0n - o jan)

M

und es bleibt nur zu zeigen, dall diese Vorschrift auch tatsidchlich eine Linear-
form liefert. Hierbei ist nur die Additivitit problematisch. Fiir je zwei integrierba-
re nichtnegative Formen w und 7 gilt jedoch offensichtlich

/w+n:/w+/n
M M M
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Im allgemeinen schreiben wirnunw = wt —w™, n=n"—p undw+n=p =
p™ — p~ und folgern durch Einsetzen w™ +n"+p~ = w™ +n~ + pT. Wenden wir
darauf die Additivitit des Integrals fiir nichtnegative Formen an, so folgt sofort
die Additivitit des Integrals fiir beliebige integrierbare Formen. [

Proposition 10.5.4 (Integration in lokalen Koordinaten). Sei M eine k-dimen-
sionale orientierte Untermannigfaltigkeit eines endlichdimensionalen reellen Raums,
¢ : W — M eine Karte der Orientierung ¢ und w eine mefsbare k-Form auf M,
die aufierhalb von (W) verschwindet. So ist w integrierbar genau dann, wenn
die reellwertige Funktion (p*w)(eq, . .., ey) integrierbar ist auf W, und in diesem

Fall gilt
/ﬁw = 5/ (p*w)(er, ..., ex)
M w

Beweis. Fiir nichtnegative Formen w ist das im Wesentlichen die Definition, fiir
beliebige Formen folgt es mithilfe unserer Zerlegung w = w™ — w™ aus dem
vorhergehenden Beweis. [

10.5.5. Unter den Annahmen und Notationen von 10.5.4 und wenn wir W mit der
von R¥ induzierten Orientierung versehen, gilt fiir unsere integrierbare k-Form w

auch
/wze/ YW
M w

In der Tat folgt das unmittelbar aus den Definitionen, wenn wir das Differential-
formenintegral auf der rechten Seite vermittels der Karte id : W/ = W berechnen.
Ebenso folgt, daB w integrierbar ist genau dann, wenn ¢*w integrierbar ist.

Beispiel 10.5.6 (Funktionenintegral als Differentialformenintegral). Eine n-
Form n auf einer offenen Teilmenge W @ R™ hatdie Gestaltn = f dx; A. .. Adx,
fiir eine wohlbestimmte reellwertige Funktion f : W — R, eben der Funktion f
gegeben durch f(z) = n(eq,...,e,). Geben wir unserer offenen Teilmenge die
von der Standardorientierung des R" induzierte Orientierung, so ist unsere n-Form
7 integrierbar iiber W genau dann, wenn die Funktion f integrierbar ist tiber W
in Bezug auf das Lebesgue-MaBl \", und in diesem Fall gilt unter Verwendung
unserer ganzen verschiedenen Notationen

/an/wfdxm.../\dg;n:/Wf(x)dnx:/wf/\n

Beispiel 10.5.7. Wir berechnen das Integral der 2-Form 22 dx A dy iiber die obere
Hemisphire H = {(z,y,2) | * + y* + 22 = 1, z > 0} mit der Orientierung,
fiir die die beiden ersten Vektoren e, e; der Standardbasis des R? in dieser Rei-
henfolge eine orientierte Basis des Tangentialraums am Pol T' o 1) bilden. Wir
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betrachten das offene Rechteck R = (0, 7) x (0,7) C R? und die orientierte Kar-
tep: R — H, (¥,p) — (cost,cospsind, sin g sin ), anschaulich gesprochen
eine “liegende Version” unserer Kugelkoordinaten aus 6.2.11, und erhalten

Ja*deAndy = [zcos®d(cos?) A d(cospsind)
= [zcos®I(—sind di) A (cos ¢ cos ¥ di) — sin ¢ sin ) dyp)
= [7cos?Isin® I sinpdd A dg
= [, cos?¥sin® I sin p dd dp
= foﬂ foﬂ cos? ¥ sin? ¥ sin ¢ dv dy

- ifOW sin®(20) o) foTr sinpdp = % OW% - 605,2_419 dd =7

Um diese Rechnung zu rechtfertigen, miissen wir sie von hinten nach vorne lesen:
Der Ubergang zum Doppelintegral ist erlaubt, da der Integrand nichtnegativ ist
und so der positive Fubini greift, der dann hinwiederum erst recht eigentlich die
Integrierbarkeit unserer Funktion auf dem Rechteck R und damit die Integrier-
barkeit unserer Differentialform auf der Hemisphire H zeigt. Bei der Rechnung
selber ist der erste Schritt Ubung 10.5.5 mitsamt dem Vertauschen vom Zuriick-
holen mit Dachprodukt und Differential 6.1.19, der zweite die Formel 6.1.10 fiir
das Differential einer Funktion, der dritte beruht auf dem Alternieren und der Bi-
linearitit des Dachprodukts, und der vierte auf Proposition 10.5.4. Man hiitte auch
mit 10.5.4 und einer Nebenrechnung direkt die vierte Gleichung erhalten konnen,
aber das schien es mir weniger tibersichtlich.

10.5.8. Um die Integration von Differentialformen anschaulich zu machen, erkla-
re ich ihre Interpretation durch Riemannsummen. Sei dazu (W, ) eine orientierte
Karte einer der Einfachkeit der Notation halber zweidimensionalen orientierten
Untermannigfaltigkeit M eines reellen Raums X, sei Q = [a,b] x [¢,d] € W
ein Rechteck und sei w : M — Altz(f ) eine stetige relative 2-Form auf M mit
(suppw) N M C ¢(Q), wobei der Pfeil iiber dem X den zugehorigen Rich-
tungsraum meint, der Pfeil iiber dem A/ dahingegen eine feste gewdhlte Ori-
entierung andeutet. Wir betrachten fiir » > 1 die dquidistanten Unterteilungen
a=a < a < ...<a=b,c=c <c <...<c = dderKanten von
(@ in jeweils r Segmente, bezeichnen mit ¢; ; = (a;, ¢;) die Gitterpunkte im so
gegebenen Raster auf (), und mit p; ; = ¢(g; ;) die Bilder dieser Gitterpunkte in
M. Dann definieren wir die r-te Riemannsumme 57 (w) durch die Formel

r—1
Sii(w) =" wy, (Piv1j — Pigs Pijr — Pij)
i,j=0

Natiirlich hidngt diese Summe von der Karte (W, ¢) ab, auch wenn das in der
Notation nicht zum Ausdruck kommt. Wir kdnnen nun das Integral von w tiber M
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i Fy3 %31

i
q‘ 0,0 q-n,o qu/’ 43,0

Die gepunktelten Pfeile stellen die Vektoren ps g — p2 o und pa 1 — p2 dar, der
Wert von w,, , auf diesem Paar von Vektoren, genommen in einer durch die
Orientierung gegebenen Reihenfolge, geht in die Riemannsumme S 22 ein.
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interpretieren als den Grenzwert

/ﬁ w= Tli_}rg) St (w)
M
Den Beweis dieser Tatsache entlang der Grundlinie des Beweises von 7.5.9 iiber-
lassen wir dem Leser zur Ubung.

10.5.9. Unter der Voraussetzung einer quadratischen Karte, in Formeln b — a =
d — ¢, betrachten wir nun die Spiegelung 7 an der Hauptdiagonalen und die neue
Karte po7. Sie ist negativ orientiert und ihre Riemannsummen sind dieselben wie
die Riemannsummen von eben, wenn man nur in jedem Summanden den ersten
und den zweiten Eintrag der bilinearen Abbildung w vertauscht und das von der
negativen Orientierung der Karte herrithrende Vorzeichen beriicksichtigt. Ist also
w alternierend, so liefert unsere neue Karte dieselben Riemannsummen und das-
selbe Integral. Das soll die in unserem Satz enthaltene Aussage veranschaulichen,
daf} das Integral einer alternierenden Form unabhiéngig ist von den zur Berech-
nung gewihlten Karten.

10.5.10. Die Integrale von Differentialformen iiber orientierte Untermannigfal-
tigkeiten eines R" der Dimensionen O oder 1 bzw. der Kodimensionen 0 oder 1
werden von den Anwendern oft in anderer Weise interpretiert. Besonders wichtig
sind in diesem Zusammenhang die Fille mit n < 3.

Beispiel 10.5.11 (Summation als Differentialformenintegral). Im Fall einer kom-
pakten nulldimensionalen Mannigfaltigkeit alias einer endlichen Menge ist das
Integral einer Nullform alias Funktion schlicht die Summe der Funktionswerte
multipliziert mit den jeweils durch die Orientierung gegebenen Vorzeichen, in
Formeln

=) sen(p)f(p)

M pEM
Im nichtkompakten Fall ist unsere Nullform alias Funktion integrierbar genau
dann, wenn die Summe ihrer Werte absolut konvergiert, und dann gilt die obi-
ge Formel entsprechend.

Beispiel 10.5.12 (Wegintegral als Differentialformenintegral). Eine 1-Form w
auf dem R” hat die Gestalt w = w; dz; + ... + w,, dz,,. Gegeben eine orientierte
I-Mannigfaltigkeit K verstehen wir ganz allgemein unter einer orientierten Pa-
rametrisierung von K eine orientierte Karte ¢ : W — K mit dichtem Bild, bei
der W @ R ein offenes Intervall ist. Ist M/ C R" eine orientierte eindimensionale
Untermannigfaltigkeit und ¢ : [a,b] — R" ein stetig differenzierbarer Weg, des-
sen Einschrinkung auf das offene Intervall (a, b) eine orientierte Parametrisierung
von K ist, so fillt das Integral unserer 1-Form w iiber unsere eindimensionale ori-
entierte Mannigfaltigkeit X zusammen mit dem Integral der 1-Form w iiber den

275



Weg ¢ und wird von Anwendern meist geschrieben als das Wegintegral des Vek-
torfelds v = (wy, . .. ,wn)T langs ¢, in Formeln

Oy Sy

Beispiel 10.5.13. Der Fall der Integration von Differentialformen tiber Hyperfld-
chen bendtigt von den hier explizit behandelten Fillen den groften begrifflichen
Aufwand und wird uns bis zum Ende dieses Abschnitts beschiftigen.

Definition 10.5.14. Ist M C R"*! eine Hyperfliiche, so gibt es zu jedem Punkt
p € M genau zwei Vektoren der Linge Eins in R"!, die auf dem Tangentialraum
T, M senkrecht stehen. Ist M dariiber hinaus orientiert, so hat genau ein Vektor

N, von diesen beiden die Eigenschaft, daf fiir jede angeordnete Basis vy, ..., v,
von T, M der Orientierung ¢ die Standardorientierung der angeordneten Basis
Ny, vi,..., v, des R™*1 auch ¢ ist. Wir erhalten so eine stetige Abbildung

N: M — Rl
p — N,

Man nennt sie das orientierte Normalenfeld.

10.5.15. Wir nummerieren nun die Koordinaten auf dem R"*! etwas uniiblich
%0, 1, .., T, und ordnen jedem Vektor I € R"*! eine alternierende Multiline-
arform wr € Alt"(R"™) zu durch die Vorschrift

wp(vy, ..., v,) = det(Flog] ... |vy)

wo rechts die Matrix mit den entsprechenden Spaltenvektoren zu verstehen ist.
In derselben Weise ordnen wir auch jedem Vektorfeld £ auf R™™! eine n-Form
wp zu und erkennen durch das Auswerten an Tupeln der Standardbasis, dal sie
geschrieben werden kann in der Gestalt

n

1=0

Im R? entspricht speziell einem Vektorfeld F = (F,, F,, F,) die 2-Form
wp=F,dyANdz+ F,dz Adx + F,dx A dy

wobei die unteren Indizes nicht als partielle Ableitungen miflverstanden werden
diirfen, sondern vielmehr die Komponenten unseres Vektorfelds meinen, die wir
auch hitten F}, F,, F3 notieren konnen. Mit diesen ganzen Begriffsbildungen kon-
nen wir nun formulieren:
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Proposition 10.5.16 (FluB} als Differentialformenintegral). Sei M C R"*! ei-
ne orientierte Hyperfliiche und F' ein mefibares relatives Vektorfeld auf M. So
ist die zu unserem Vektorfeld I' gehorige n-Form w = wp integrierbar iiber M
genau dann, wenn das Skalarprodukt von F' mit dem orientierten Normalenfeld
integrierbar ist iiber M, und in diesem Fall gilt

/MWF:/M<F,N>O':/MF-NU

10.5.17. Die Mitte und die rechte Seite unterscheiden sich hier nur in der Notati-
on fiir das Skalarprodukt. Das Integral des Skalarprodukts unseres Vektorfelds F
mit dem orientierten Normalenfeld N heiflit der FluBl des Vektorfelds F' durch
die orientierte Hyperfliche }/. Dies Oberflichenintegral mag der Anschauung
besser zugénglich sein als unser Integral iiber eine Differentialform. Fiir das expli-
zite Rechnen ist jedoch die Darstellung als Integral einer Differentialform meist
giinstiger, wie etwa Beispiel 10.5.7 illustriert.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf es eine
positiv orientierte bijektive Karte ¢ : W = M gibt. Der Ubersichtlichkeit halber
schreiben wir unser Vektorfeld ' in der Form p — F},, wo der Index ungliickli-
cherweise eine vollig andere Bedeutung hat als in 10.5.15. Wir zerlegen nun unser
Vektorfeld /' an jedem Punkt p € M in einen orthogonalen und einen tangentialen
Anteil als F}, = (F},, N,) N, + R, mit R, € T, M und finden fiir alle x € W

('w)aler, .- ) = wep(dapler), .-, dugplen))
= det(Fy@)| datp)
= (Fo) No(@)) det(Np()| dop)
= (Fi@)s No(x)) vol(daep)
wo in der zweiten Zeile die quadratische Matrix gemeint ist, die aus der Jacobi-

Matrix zu d, entsteht durch Anfiigen von F,,, als erster Spalte. Die Gleichheit
der beiden Integrale folgt nun aus den Definitionen. 0

Beispiel 10.5.18. Anschaulich kann man unser Integral aus 10.5.7 also auch als
den FluB durch die obere Hemisphiire des senkrechten Vektorfelds z% e3 verstehen,
wie wir in 10.5.16 im allgemeinen zeigen werden. In der Notation von dort hitten

wir etwa
/ZL‘2dZL‘/\dy:/(CC2€3-N)O'
H H

Hier meint o das Oberflichenmal3 der Einheitssphére und N das “nach auBBen wei-
sende Normalenfeld”, das in unserem Fall auch das “orientierte Normalenfeld”
nach 10.5.14 ist. Zur Probe rechne ich hier die rechte Seite auch noch direkt aus.
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Auf der Einheitssphire stimmen ja der Ortsvektor und der nach auflen weisen-
de Normalenvektor iiberein, so daB der Riickzug der Funktion 22 e3 - N beziiglich
unserer Karte ¢ : R — H die Funktion cos? ¥ sin ¢ sin ¢J ist. Um nach dem Ober-
flachenmal zu integrieren, gilt es die Gram’sche Matrix zu berechnen. In unserem
Fall haben wir
—sinp 0
dp = |cospcost —sinpsind
sinpcosty  cospsind

und die Matrix der Skalarprodukte der Spaltenvektoren ergibt sich zu

(dg)T dg = (1 ; )

0 sin?yp

und die Wurzel aus deren Determinante zu sin ¢/, so dall wir bei demselben Dop-
pelintegral iiber cos? 1) sin® ¥ sin ¢ landen wie in 10.5.7.

Ubung 10.5.19. Berechnen Sie den FluB des Vektorfelds F : (z,vy, 2) — (z,0,0)
durch die Einheitssphére, die Sie dazu mit einer Orientierung ihrer Wahl versehen
mogen.

10.6 AuBere Ableitung von Differentialformen

10.6.1. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum, so definieren wir fir alle & >
0 eine lineare Abbildung

alt : Hom(V, Alt" V') — AltFH v

Leser mit den entsprechenden Kenntnissen in multilinearer Algebra kdnnen sie
unter den in ?? gegebenen Identifikationen A\"(V*) = Alt* V verstehen als die
Komposition Hom(V, Alt* V) 5 V* @ A*(V*) & A" (V*) des Inversen zum
Standardisomorphismus V* @ W = Hom(V, W) aus ?? mit dem Dachprodukt.
Weniger Gebildete definieren diese Abbildung explizit, indem sie dhnlich wie bei

der Konstruktion des Dach-Produkts setzen

k

(alt f)(vo, vy, ..., vx) == Z(—l)i(f(vi))(vo, ey Uy ey UE)

1=0

Hier soll die “Tarnkappe” iiber v; wie tiblich bedeuten, dafl dieser Eintrag beim
entsprechenden Summanden auszulassen ist.

Definition 10.6.2. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A C X
halboffen. Eine Differentialform w € QF(A) heift differenzierbar bzw. stetig
differenzierbar genau dann, wenn sie als Abbildung w : A — Alt* X von der
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halboffenen Teilmenge A des endlichdimensionalen reellen Raums X in den end-
lichdimensionalen reellen Vektorraum Alt* X differenzierbar ist im Sinne von
4.2.2 bzw. stetig differenzierbar im Sinne von 4.5.2, wenn also ihr Differential
auch stetig ist als Abbildung A — Hom (X, Alt* X) gegeben durch z — d,w.

Definition 10.6.3. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A C X
halboffen. Gegeben w € QF(A) eine differenzierbare k-Form erkliren wir eine
(k + 1)-Form dw € QF+1(A) durch die Vorschrift

(dw), = alt(d,w)

wod,w:V — Alt* X das Differential im Sinne von 4.2.2 unserer Form w : A —
Alt* X an einer Stelle z € A meint. Wir nennen dw die diuere Ableitung von w.
Den Unterschied zwischen dw und dw bringen wir nur durch die Wahl der Schrift-
art zum Ausdruck. Eine Differentialform, deren duflere Ableitung verschwindet,
hei3t geschlossen.

10.6.4. Um uns die dulere Ableitung dw zu veranschaulichen, erinnern wir zu-
nichst an den Fall einer Nullform alias Funktion, die wir dann statt w lieber f
nennen. Deren duflere Ableitung (df ), ist schlicht das Differential d, f bei x und
kann dadurch beschrieben werden, daf3 es jedem Richtungsvektor ¢ € X die Zahl

(d)o(7) = lim = (o + 17) — f(2)

zuordnet. Im Fall einer Einsform alias eines Kovektorfelds w kann seine dufere
Ableitung (dw), bei = analog dadurch beschrieben werden, daf sie jedem geord-
neten Paar von Richtungsvektoren (¥, @) € X? die Zahl

Lo g
(dw) (7, @) irg L ) ¢
zuordnet mit der Notation ~y(z, v, twf) fiur den Weg, der einmal das Parallelo-
gramm mit einer Ecke x und Kantenvektoren ¢v' und tw umléuft, oder genauer,
der stiickweise linear lauft erst von x nach = + tv/, dann weiter nach = + {0 + ¢,
von da nach x + tw, und dann wieder zuriick nach x. Moglicherweise haben Sie
das bereits als Ubung 6.6.8 gezeigt. Im allgemeinen Fall einer k-Form w schlief-

lich haben wir

(dw)s(To, . . ., Ty) = lim “
Eg ’ ’ t—0 tk+1 F($,t770 ..... t’ljk)

wobei wir uns F, zumindest fiir v, . . . , Uy linear unabhéngig, als die in geeigneter
Weise orientierte Oberfliache eines Parallelpipeds mit Ecke x und Kantenvektoren
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Der Weg «(p, t7, tf) aus Ubung 10.6.4. Mit ¢t — 0 wird er natiirlich immer
kleiner.
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tv; denken diirfen, iiber die wir dann unsere k-Form integrieren konnen, wenn wir
etwas Mut beweisen und beim Integrieren von den Kanten einmal absehen. Es
mag eine gute Ubung sein, etwa fiir die zweite Aussage auch einmal einen Beweis
auszuschreiben.

Beispiel 10.6.5. Offensichtlich ist die Zuordnung w +— dw linear und fiir Null-
formen alias Funktionen f gilt df = d f Ist X ein endlichdimensionaler reeller
Raum, A C X halboffen, w, € Alt* X eine konstante k-Form und f:A—=R
differenzierbar, so behaupten wir die Formel

d(fw,) =df ANws

Leser mit entsprechenden Kenntnissen in multilinearer Algebra erkennen das auf
einen Blick, die anderen miissen dumpf rechnen, konnen dann aber die Formel
zumindest verifizieren. Im Fall X = R" wird fiir eine Differentialform der Ge-
stalt w = > aydz; insbesondere ihre dufiere Ableitung dw gegeben durch die
Vorschrift

dw =" "da; Adz;

Das folgt auch formal aus den allgemeineren Aussagen, die in den drei anschlie-
Benden Lemmata formuliert werden.

Lemma 10.6.6. Sind w und n differenzierbare Differentialformen auf einer halb-
offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums, so gilt fiir ihr Pro-
dukt die Leibniz-Regel

d(w An) = (dw) A+ (=D)¥lw A dn

Lemma 10.6.7. Sei w eine Differentialform auf einer halboffenen Teilmenge ei-
nes endlichdimensionalen reellen Raums. Ist w stetig differenzierbar und dw auch
stetig differenzierbar, so gilt

d(dw) =0

Lemma 10.6.8. C?-verwandte Differentialformen haben verwandte diuf3ere Ab-
leitungen. Ist genauer und in Formeln ¢ : A — B eine C*-Abbildung zwischen
halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reeller Ridume und w eine differen-
zierbare Differentialform auf B, so gilt

d(¢*w) = ¢7(dw)

10.6.9. Wie Sie noch sehen werden, erlauben diese Formeln ein auf3erordent-
lich elegantes Rechnen mit Differentialformen. Der hier gegebene Formalismus
geht auf Elie Cartan’s Arbeiten zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts zuriick.
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Die Vertraglichkeit des dufleren Differentials mit Verwandtschaft macht die Um-
rechnung zwischen verschiedenen Koordinatensystemen so einfach, dafl es auch
bei anderen Umrechnungen oft der bequemste Weg ist, sie auf diesen Formalis-
mus zuriickzufiihren. Als Beispiel bespreche ich die Umrechnung des Laplace-
Operators in krummlinige Koordinaten in 10.9.15 folgende.

10.6.10. Man kann diese drei Lemmata durch explizite Rechnung in Koordinaten
der Reihe nach beweisen. Mir schien jedoch ein anderes Vorgehen iibersichtlicher,
bei dem im Anschluf} an einen Beweis des ersten Lemmas die beiden anderen in
einer Art Kaminkletterei abwechselnd in wachsender Allgemeinheit gezeigt wer-
den. Die letzte Regel 10.6.8 konnen wir auch ¢ : n ~ w = ¢ : dn ~ dw
schreiben. Der Leser sei ermutigt, sich das im Lichte unserer Anschauung 10.6.4
bildlich klarzumachen. Die Regel ddw = 0 ist zumindest fiir Nullformen im Lich-
te unserer Anschauung 10.6.4 leicht einzusehen, da das Integral des Differentials
einer Funktion iiber jeden geschlossenen Integrationsweg verschwindet. Fiir Ko-
vektorfelder sollte die Identitit ddw = 0 zumindest aus dem Stokes’schen Satz
mit Ecken 10.8.22 heraus klar werden: Er besagt, dal das Integral von dw iiber
eine Fliche unseres Parallelpipeds auch als Integral von w iiber dessen Rand ge-
schrieben werden kann, und die Summe aller Randintegrale iiber die sechs Fli-
chen unseres Parallelpipeds ist offensichtlich wieder Null.

Beweis von 10.6.6. Wir konnen w und 7 schreiben als Summen von Formen der
Gestalt aw,, bn, mit w,, 1, konstant und a, b differenzierbaren Funktionen. Es
reicht also, die Behauptung fiir w = aw,, 7 = b1, zu priifen. Im Fall von Funk-
tionen liefert die Produktregel, wie bereits in 6.1.10 erwihnt, unmittelbar d(ab) =
(da)b+ a(db). Dann gilt nach 10.6.5 aber dw = da A w,, dn = db A 1, und damit
d(w An) = ((da)b + a(db))ws A 1. Da zusiitzlich gilt db A w, = (—1)“lw, A db,
folgt die Leibniz-Regel. 0

Beweis von 10.6.7 im Fall X = R". Fiir eine Nullform alias eine Funktionw = a
auf einer offenen Teilmenge eines R™ konnen wir ganz explizit rechnen

da = >0, 2oy,

i=1 Ox;
_ n d%a ) )
dda = ', T o Ay A d;
_ 9%a_ 9%a ) )
- ZZ<] <8$J8$7, 81’28$J> dx] /\ d'xz
=0

wo wir die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen 5.1.10 verwendet haben,
die hinwiederum aus der Annahme der Stetigkeit der zweiten Ableitungen folgt.
Fiir eine k-Form w auf einer offenen Teilmenge des R", sagen wir w = Z‘ Ij=k @ dxy,
erhalten wir damit sofort d(dw) = > d(das) A dx; = 0. Fiir eine k-Form w auf
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2 :

Versuch einer anschaulichen Interpretation der Vertriaglichkeit zwischen der
duBeren Ableitung und dem Zuriickholen von Kovektorfeldern. Gegeben ist ein
Kovektorfeld w rechts und ein Punkt p mit zwei Richtungsvektoren ¥/, w0 links.
Das Wegintegral von ¢*w iiber den kleinen Parallelogrammweg links
approximiert (d(¢*w)), (¥, w). Es stimmt nach 6.3.9 iiberein mit dem
Wegintegral des Kovektorfelds w iiber seinen Bildweg rechts, eingezeichnet als
durchgezogener Rundweg aus vier krummen Stiicken. Dahingegen approximiert
das Wegintegral iiber den kleinen gestrichelten Parallelogrammweg rechts
(dw) ¢(p) (dpo(V), dp@p(0)). Die Anschauung soll uns nun sagen, dal im
Grenzwert t — 0 wie in 10.6.4 die entsprechenden beiden Wegintegrale rechts
nach Teilen durch ¢ gegen denselben Wert streben. In der Tat werden ja nicht
nur die beiden Rundwegsintegrale klein von zweiter Ordnung, sondern die
beiden Wege werden sich bei ¢ — 0 auch sehr dhnlich, und das sorgt dafiir, daf3
die Differenz ihrer Rundwegsintegrale fiir ¢ — 0 sogar von dritter Ordnung
verschwindet.
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einer halboffenen Teilmenge des R™ folgt unsere Behauptung dann aus der Ste-
tigkeit von d(dw). O

Beweis von 10.6.8 fiir ¢ affin. Gilt unsere Formel fiir w und 7, so nach der Pro-
duktregel auch fiir w A 7). Es reicht also, unsere Formel fiir Funktionen alias Null-
formen und fiir konstante 1-Formen zu zeigen. Der Fall von Funktionen ist 6.1.19.
Fiir eine konstante 1-Form w, und ¢ affin ist natiirlich ¢*w, auch eine konstante
1-Form, mithin gilt wie gewiinscht d(¢*w,) = 0 = ¢*(dw,). N

Beweis von 10.6.7 im Allgemeinen. Ist ¢ : R* = X ein Isomorphismus von affi-
nen Rdumen, so folgt ¢*(ddw) = dd(¢*w) = 0 und mithin ddw = 0. O

Beweis von 10.6.8 im Allgemeinen. Gilt unsere Formel fiir w und 7, so nach der
Produktregel auch fiir w A 7). Es reicht also, unsere Formel fiir Funktionen alias
Nullformen und fiir konstante 1-Formen zu zeigen. Der Fall von Funktionen ist
6.1.19. Fiir eine konstante 1-Form w, und ¢ beliebig haben wir hinwiederum w, =
da fiir eine geeignete Funktion a, genauer fiir jede affine Abbildung a von unserem
affinen Raum nach R mit linearem Anteil @ = w,, und damit ergibt sich d¢*w, =
d¢*da = dd¢*a = 0 = ¢*0 = ¢*dw,, wo wir im mittleren Schritt verwenden, da3
uns die Regel ¢*da = d¢*a fiir Funktionen « ja bereits aus 6.1.19 zur Verfligung
steht. [

Ubung 10.6.11. Priifen Sie fiir die Differentialform z%dx A dy — 4¢Ydx A dz,
daf erst die duflere Ableitung bilden und dann auf Kugelkoordinaten tibergehen
dasselbe Resultat liefert wie erst auf Kugelkoordinaten iibergehen und dann die
duBere Ableitung bilden.

Ubung 10.6.12. Zeigen Sie, daB fiir eine stetig differenzierbare k-Form w auf dem
R3 mit k > 1 die Bedingung dw = 0 gleichbedeutend ist zur Bedingung, daB es
eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form 7 auf dem R? gibt mit w = dn.

Ergiinzende Ubung 10.6.13. Bezeichnen wir die Koordinaten des R* mit z, v, z, ¢
und betrachten auf dem R* eine allgemeine glatte 2-Form
F = E'z Adt+ E*dy Adt + E3dz A dt
+B'dy A dz + B*dz N dx + Bdx A dy

So ist die Gleichung dF' = 0 dquivalent zu den beiden Gleichungen

B
divB =0 und rot I = —8—
ot
fiir rot der Rotation wie in 6.6.12 und div B der “Divergenz” alias der Summe der
partiellen Ableitungen nach z,y und z wie in 10.8.11. Leser mit physikalischer

Vorbildung erkennen fiir / = ¢B die beiden ersten Maxwell’schen Gleichungen
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im Vakuum. Der Formalismus der Verwandtschaft von Differentialformen sagt
uns dann, in welcher Weise solch ein elektromagnetisches Feld /' in anderen Ko-
ordinaten geschrieben werden muf3, und da3 zumindest die beiden ersten Max-
well’schen Gleichungen nicht von der Wahl der Koordinaten abhiingen. Wie man
sogar alle vier Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum #hnlich elegant formulie-
ren kann, wird in ?? erklart.

10.7 Berandete Untermannigfaltigkeiten

10.7.1. Wir werden im folgenden Gebilde betrachten wollen wie etwa die Halbku-
gelschale mit Aquator {(,y, z) € R | 22+y?+22 = 1, 2 > 0}. Dasistim Sinne
unserer Definition 7.3.2 keine Untermannigfaltigkeit des R?, da wir um Punkte auf
dem Aquator keine Plittung im dort erklirten Sinne finden konnen. Derartige Ge-
bilde sind aber gerade besonders wichtig fiir die Formulierung hoherdimensiona-
ler Verallgemeinerungen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung,
weshalb wir sie nun auch in unseren allgemeinen begrifflichen Rahmen aufneh-
men und dazu den Begriff einer “berandeten Untermannigfaltigkeit” einfiihren.
Im selben Schritt diskutieren wir auch die in diesem Zusammenhang benétigten
stiarkeren Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an Mannigfaltigkeiten.

Definition 10.7.2. Sei X ein reeller Raum endlicher Dimension und seien k£ > 1
und 1 <[ < oo gegeben. Eine Teilmenge M C X heif3t eine k-dimensionale be-
randete C'-Untermannigfaltigkeit oder kurz berandete Untermannigfaltigkeit
von X genau dann, wenn es fiir jeden Punkt p € M ein Paar (U, g) gibt aus einer
offenen Umgebung U @ X von p und einem C!-Diffeomorphismus g : U — g(U)
von U auf eine offene Teilmenge ¢(U) @ R" derart, daf gilt:

gUNM) = g(U)N (Rey x RF! x 0)

Ein derartiges Paar (U, g) nenne ich eine Plittung als berandete C'-Unterman-
nigfaltigkeit oder kurz Randplittung von M um p. Im Fall £ = 0 vereinbaren
wir, dall eine berandete Untermannigfaltigkeit der Dimension Null dasselbe sein
soll wie eine diskrete Teilmenge. Statt C*> sagt man auch oft glatt. Sprechen wir
ohne nihere Spezifizierung von berandeten Untermannigfaltigkeiten, so sind im
Zweifelsfall stets glatte berandete Untermannigfaltigkeiten gemeint.

10.7.3. Eine Randplittung darf natiirlich auch in Ry x R”"! landen und ist dann
sogar eine Pldttung als Untermannigfaltigkeit im Sinne unserer Definition 7.3.2.
Jede C!-Untermannigfaltigkeit im Sinne unserer Definition 7.3.2 ist insbesonde-
re auch eine berandete C'-Untermannigfaltigkeit im Sinne von 10.7.2: Haben wir
in der Tat im Fall £ > 1 eine Plittung (U, g) als C'-Untermannigfaltigkeit um
einen Punkt p, so finden wir durch Verschieben auch eine Plittung als Unterman-
nigfaltigkeit (U, h), unter der p auf einen Punkt mit negativer erster Koordinate
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W

Eine zweidimensionale berandete Untermannigfaltigkeit der Papierebene mit
Pliattungen um zwei ausgewdihlte Punkte.
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abgebildet wird, und verkleinern wir dann U zu V' = h™'(Ro x R"1); so ist
(V, h) eine Randplittung um p. Ich finde die Terminologie insofern unbefriedi-
gend, als der Zusatz “berandet” den Begriff einer Untermannigfaltigkeit erwei-
tert, anstatt ihn einzuschrinken. Wir werden in 10.7.7 den “Rand” von berandeten
Untermannigfaltigkeiten definieren und aus 10.7.10 wird folgen, dafl berandete
C!-Untermannigfaltigkeiten mit leerem Rand in der Tat dasselbe sind wie unse-
re C!'-Untermannigfaltigkeiten im Sinne von 7.3.2. Wenn wir besonders betonen
wollen, dal wir Untermannigfaltigkeiten im Sinne von 7.3.2 meinen, sprechen wir
folgerichtig von Untermannigfaltigkeiten ohne Rand.

10.7.4. Statt mit (R<ox R¥~1 x0) arbeiten viele Autoren mit (R¥~1 xR>(x0). Das
liefert natiirlich eine dquivalente Definition, die sich jedoch im weiteren Verlauf
deshalb als weniger geeignet erweist, da sie zu mehr Vorzeichen fiihrt.

10.7.5. Eine berandete C'-Untermannigfaltigkeit der Kodimension Null in einem
endlichdimensionalen reellen Raum heiBt auch eine C'-berandete Teilmenge.
Unser Bild von eben stellt zum Beispiel eine glatt berandete Teilmenge der Pa-
pierebene dar.

Beispiele 10.7.6. Alle echten Intervalle in R sind glatt berandete Teilmengen. Die
abgeschlossene Vollkugel {(z,y, z) | % + y? + 2% < 1} ist eine glatt berandete
Teilmenge des R3.

Definition 10.7.7. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Ein Punkt einer
berandeten Untermannigfaltigkeit M/ C X positiver Dimension £ > 1, der unter
mindestens einer Randplittung nach 0 x R¥~! x 0 abgebildet wird, heiBt ein Rand-
punkt unserer berandeten Untermannigfaltigkeit. Die Menge aller Randpunkte
von M notieren wir M und nennen sie den Rand von M. Fiir Untermannigfal-
tigkeiten M der Dimension k& = 0 vereinbaren wir OM = ().

10.7.8. Das Symbol 0 ist ein griechisches d. Die Notation M fiir den Rand ist
wohl darauf zuriickzufiihren, daf} sich das Bilden des Randes nach dem Satz von
Stokes 10.8.1 als eine in gewisser Weise “duale Operation” zum Differenzieren
auffassen 146t und in jedem Falle dazu eng verwandt ist. Dieser Begriff von Rand
fillt etwa im Fall von glatt berandeten Teilmengen mit dem in der Topologie ver-
wendeten Begriff von Rand ?? zusammen, ist im allgemeinen aber davon ver-
schieden.

10.7.9. Das folgende Lemma 10.7.10 zeigt, da ein Randpunkt unter jeder Rand-
plittung nach 0 x R¥~1 x 0 abgebildet wird, daB es also um einen Randpunkt
keine Plittung im Sinne von 7.3.2 geben kann. Insbesondere sind unsere C!-
Untermannigfaltigkeiten im Sinne von 7.3.2 genau unsere berandeten C!-Unter-
mannigfaltigkeiten im Sinne von 10.7.2 mit leerem Rand im Sinne der vorherge-
henden Definition 10.7.7.
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Lemma 10.7.10 (Randmannigfaltigkeit). Ist M eine berandete Untermannigfal-
tigkeit positiver Dimension k > 1 in einem endlichdimensionalen reellen Raum
und (U, g) eine Randplittung von M, so gilt stets g(U N OM) = g(U) N (0 x
R*~1 % 0). Insbesondere ist der Rand OM einer berandeten Untermannigfaltigkeit
der Dimension k > 1 stets eine Untermannigfaltigkeit ohne Rand der Dimension

(k —1).

Beweis. Gegeben ein Randpunkt p € UNJM gibt es per definitionem eine Rand-
plittung (V, h) von M um p mit h(p) € 0 x R¥~1 x 0. Ohne Beschriinkung der
Allgemeinheit diirfen wir U = V annehmen. Dann ist also h o g~! ein Diffeo-
morphismus zwischen offenen Teilmengen g(U), h(U) des R™, der die jeweiligen
Schnitte G, H besagter Teilmengen mit (R<y x R*~! x 0) miteinander identi-
fiziert. Mithin definiert ¢ = h™! o g eine stetig differenzierbare Abbildung mit
stetig differenzierbarer Umkehrung zwischen diesen Schnitten ¢ : H = G, die ja
halboffen sind in R* x 0. Die Komplemente H°, G° von (0 x R¥"1 x 0)in H,G
sind dann die groBten in R* x 0 offenen Teilmengen von H, G und aus dem Satz
iiber die Umkehrabbildung 7.1.2 folgt ¢(H°) = G°. Also muB} unsere Abbildung
auch die Schnitte beider Mengen mit (0 x R¥~! x () identifizieren. O

Beispiele 10.7.11. Der einzige Randpunkt der glatt berandeten Teilmenge [a, b) C
R ist a. Die abgeschlossene Einheitskreisscheibe in der Ebene ist auch als Teil-
menge des Raums aufgefalit eine zweidimensionale berandete Untermannigfaltig-
keit mit dem Einheitskreis als Rand.

10.7.12. Eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums ist in der Zu-
sammenschau der vorhergehenden Definitionen also eine C!-Untermannigfaltig-
keit ohne Rand oder kurz C!-Untermannigfaltigkeit fiir 1 < [ < oo genau dann,
wenn es um jeden Punkt unserer Teilmenge eine Plédttung im Sinne von 7.3.2 gibt,
die sogar ein C'-Diffeomorphismus ist. Eine C>°-Untermannigfaltigkeit nennen
wir auch eine glatte Untermannigfaltigkeit. Die Beschreibungen 7.3.10 und
7.3.13 von Untermannigfaltigkeiten als Urbilder bzw. als Bilder gelten analog,
wenn man an den entsprechenden Stellen die Bedingung “stetig differenzierbar”
zur Bedingung “von der Klasse C” verstirkt. Sprechen wir ohne nihere Spezifi-
zierung von Untermannigfaltigkeiten, so sind im Zweifelsfall stets glatte Unter-
mannigfaltigkeiten ohne Rand gemeint.

Ubung 10.7.13. Seien X und Y endlichdimensionale reelle Riume, U @ X ei-
ne offene Teilmenge und f : U — Y eine stetig differenzierbare Abbildung mit
iberall surjektivem Differential. So ist fiir jede berandete Untermannigfaltigkeit
C C Y ihr Urbild M = f~!(C) eine berandete Untermannigfaltigkeit von X der
Dimension dim X — dim Y + dim C' mit Rand 9M = f~!(9C). Man erkennt so
zum Beispiel, daf} alle Vollkugeln berandete Untermannigfaltigkeiten sind. Hin-
weis: 7.3.10 und 7.3.12.
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Proposition 10.7.14 (Berandete Untermannigfaltigkeiten als Bilder). Sei X
ein endlichdimensionaler reeller Raum der Dimension dimgp X = n und sei k >
1. Eine Teilmenge M C X ist eine k-dimensionale berandete C'-Untermannigfaltig-
keit genau dann, wenn es fiir jeden Punkt p € M eine C'-Abbildung ¢ - W — X
von einer offenen Teilmenge W @ (R<o x R¥™1) nach X gibt derart, daf3 gilt:

1. (W) ist offen in M und enthdilt p;
2. d,p ist injektiv fiir alle x € W;
3. st injektiv und o= : (W) — W ist stetig.

10.7.15. Ein Paar (W, ) wie in der Proposition nenne ich eine Randkarte der
berandeten Untermannigfaltigkeit M/, obwohl ¢ (W) den Rand von M keineswegs
treffen muB.

Beweis. Mutatis mutandis derselbe Beweis wie im randlosen Fall, den wir in
7.3.13 behandelt haben. Ubung 4.5.9 mag auch helfen. [

Definition 10.7.16. Sind (W, ¢, ) und (Wj, ¢3) zwei Randkarten einer berande-
ten Untermannigfaltigkeit M, so setzen wir W3 = ¢, ' (¢3(W5)) und nennen die
Abbildung

spﬂa - Spgl o 5004 . Waﬁ - Wﬂoc
den Kartenwechsel zwischen unseren beiden Randkarten.

Lemma 10.7.17. Kartenwechsel zwischen Randkarten sind stets Diffeomorphis-
men. Ist (W, o) eine Randkarte einer berandeten Untermannigfaltigkeit M posi-
tiver Dimension k > 1, so gilt stets o= (OM) = W N (0 x R*1).

Beweis. Mutatis mutandis derselbe wie der Beweis von 7.3.21. O]

10.7.18. Genau wie in 9.9.1 erkldrt man auch das Flichenmall einer berandeten
Untermannigfaltigkeit eines R™ und zeigt, dall es ein BorelmaB ist, fiir das Un-
termannigfaltigkeiten kleinerer Dimension Nullmengen sind. Das kann insofern
niitzlich sein, als man so Endlichkeitsaussagen erhilt: Ist zum Beispiel M eine
kompakte berandete Mannigfaltigkeit, so hat M und damit dann auch M\oM
endliches FlichenmalB. Genau wie in 10.3.1 erklidrt man weiter fiir eine mefba-
re relative k-Form w auf einer berandeten Untermannigfaltigkeit eines endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraums das zugehorige MaB |w|, zeigt, daB Unterman-
nigfaltigkeiten kleinerer Dimension Nullmengen sind, und daB fiir stetiges w das
zugehorige MaB |w| ein Borelmal ist. Vollstindig analog wie im randlosen Fall
erkldart man auch, was eine Orientierung einer berandeten Mannigfaltigkeit sein
soll und wie k-Formen iiber berandete orientierte Mannigfaltigkeiten zu integrie-
ren sind. Das ist aber fast tiberfliissig, da beim Integrieren der Rand eh nichts zum
Integral beitrdgt und hochstens beim Nachweis der Integrierbarkeit helfen kann.
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Beispiel 10.7.19. Sei ¢ : [a,b] — R" eine C'-Injektion mit nirgends verschwin-
dendem Differential, die einen Homdomorphismus auf ihr Bild induziert. Aus
10.7.14 folgt leicht, daB dann das Bild von ¢ eine eindimensionale berandete C'-
Mannigfaltigkeit M ist, und diese 1-Mannigfaltigkeit besitzt genau eine Orientie-
rung, fiir die |, eine orientierte Karte ist. Unsere Begriffe sind nun gerade so
erklért, daB} in diesem Fall fiir jede stetige relative 1-Form w auf M ihr Integral
iiber M tibereinstimmt mit ihrem Wegintegral {iber ¢, in Formeln

-

Ergiinzende Ubung 10.7.20. Jede Orientierung des Komplements des Randes in
einer Mannigfaltigkeit a6t sich eindeutig zu einer Orientierung der ganzen Man-
nigfaltigkeit fortsetzen.

Definition 10.7.21. Gegeben eine Randkarte (W, ) einer berandeten (k + 1)-
Mannigfaltigkeit M definieren wir die induzierte Karte (17, ¢) des Randes M
durch die Vorschrift

(W, @) = (' (W),¢01i)
mit i : R¥ — Ry x R* der Einbettung z — (0, z).

Lemma 10.7.22. Gegeben eine orientierte berandete (k + 1)-Mannigfaltigkeit M
gibt es genau eine Orientierung ihres Randes OM derart, daf fiir jede Randkarte
der Orientierung € auch die induzierte Karte des Randes die Orientierung € hat.
Wir nennen sie die induzierte Orientierung des Randes.

Beweis. Seien (W,, ¢, ) und (W3, pg) zwei Randkarten von M. Der Kartenwech-
sel pgo @ Was — Wp, identifiziert W,z N (0 x R¥) mit Wy, N (0 x R*) und
kann dort durch den Kartenwechsel ¢3, der auf dem Rand induzierten Karten
ausgedriickt werden als idy X Ps,. Gegeben y € W,, N W hat die Jacobi-Matrix
d(0,y)¥8,« des Kartenwechsels die Gestalt

d(O,y)‘Pﬁa = axl ‘
O dy@ﬂa

und ihr Eintrag oben links alias die partielle Ableitung in (0, y) der ersten Kom-
ponente des Kartenwechsels nach der ersten Variablen ist offensichtlich nicht ne-
gativ. Mithin hat in jedem Randpunkt die Funktionaldeterminante eines Karten-
wechsels zweier Randkarten von M dasselbe Vorzeichen wie die Funktionalde-
terminante des Kartenwechsels der auf dem Rand induzierten Karten. [
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Eine orientierte berandete zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit der
induzierten Orientierung auf ihrem Rand und einer Randkarte
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Beispiel 10.7.23. Im Fall der in 10.7.19 besprochenen berandeten orientierten 1-
Mannigfaltigkeit M besteht der Rand aus den beiden Punkten M = {p(a), ¢(b)}
und die induzierte Orientierung gibt dem Ersten dieser Punkte eine negatives Vor-
zeichen und dem Zweiten ein positives. Im hoherdimensionalen Fall bedeutet un-
sere Definition anschaulich, daf die orientierten Basen der Tangentialraume des
Randes diejenigen angeordneten Basen sind, die orientierte Basen der Tangenti-
alrdume der Mannigfaltigkeit liefern, wenn man noch einen Vektor davorschreibt,
der tangential an die Mannigfaltigkeit ist und an unserem Randpunkt “aus der
Mannigfaltigkeit heraus zeigt”. Ist speziell M = 0K der Rand einer glatt beran-
deten Teilmenge /K mit der von einer Orientierung des umgebendem Raums indu-
zierten Orientierung, so nennt man das orientierte Normalenfeld auch das duBere
Normalenfeld, da dann anschaulich gesprochen N, stets “aus K heraus zeigt”.

10.8 Der Satz von Stokes

Satz 10.8.1 (Stokes’scher Integralsatz). Sei M eine kompakte orientierte be-
randete glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension (k + 1) in einem endlichdi-
mensionalen reellen Raum und sei w eine stetig differenzierbare k-Form auf einer
offenen Teilmenge unseres Raums, die M umfaf3t. Versehen wir den Rand O M von
M mit der induzierten Orientierung, so gilt

/dw:/ w
M oM

10.8.2. Der Beweis wird zeigen, dafl wir statt der Kompaktheit unserer Mannig-
faltigkeit schwécher nur vorauszusetzen brauchen, daf} der Triger der Differenti-
alform unsere Mannigfaltigkeit in einem Kompaktum trifft. Weiter reicht es an-
zunehmen, daf} unsere Differentialform auf einer halboffenen Menge definiert ist,
die unsere Mannigfaltigkeit umfaft, und statt der Bedingung C*° an unsere Man-
nigfaltigkeit M reicht auch die Bedingung C2.

10.8.3. Konkrete Spezialfille des vorhergehenden Satzes werden ab 10.8.10 dis-
kutiert. Bereits hier sei bemerkt, daf fiir eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne
Rand alias mit leerem Rand das Integral auf der linken Seite verschwinden muf3,
in Formeln M =0 = [;dw =0.

Erginzung 10.8.4. Spiter werden wir lernen, was eine “abstrakte Mannigfaltig-
keit” und eine “Differentialform auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit” ist und wie
man solche Differentialformen ableitet und k-Formen {iber orientierte k-Mannig-
faltigkeiten integriert. In dieser Allgemeinheit gilt dann dieselbe Formel fiir eine
beliebige stetig differenzierbare £-Form w mit kompaktem Tréiger auf einer belie-
bigen orientierten (k + 1)-Mannigfaltigkeit M.
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[lustration zum Stokes’schen Satz. Gegeben ein Kovektorfeld w erinnern wir uns
dazu daran, dal nach 10.6.4 seine duBere Ableitung (dw), (7, W) ausgewertet auf
Richtungsvektoren v, 1/ eine Approximation des Wegintegrals von w iiber den
Rundweg von p erst nach p + v, dann weiter nach p + ¢ + «, von dort nach
p + w und zuriick nach p ist. Es sollte nun anschaulich klar sein, da} die Summe
iber viele derartige kleine Rundwegsintegrale das Randintegral iiber den ganzen
Bereich approximiert. Der Satz von Stokes formalisiert diese Anschauung.
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Beispiel 10.8.5. Jedes echte kompakte reelle Intervall M = [a, b] ist eine eindi-
mensionale berandete Untermannigfaltigkeit von R und erbt von R eine Orien-
tierung. Sein Rand ist die nulldimensionale Mannigfaltigkeit M = {a, b} und
die induzierte Orientierung darauf gibt dem Punkt a das Vorzeichen —1 und dem
Punkt b das Vorzeichen +1. Eine Nullform w auf M ist schlicht eine Funktion f,
ihr Differential ist dw = df = f’(x)dx, und wir erkennen, da} unser Satz von
Stokes 10.8.1 in diesem Fall zum Hauptsatz der Integral- und Differentialrech-
nung 7.5.3 spezialisiert.

Beispiel 10.8.6. Wir kommen nochmal auf unser Integral iiber die obere Hemi-
sphiire H der 2-Form 2 dz Ady aus 10.5.7 zuriick, wobei unsere Orientierung der
oberen Hemisphire unter der Projektion auf die Ebene die iibliche Orientierung
des R? entsprach. Sicher kénnen wir auch 22 dz A dy = —d(x?y dx) schreiben.
Der Rand von H ist dann der im Gegenuhrzeigersinn orientierte Einheitskreis in
der zy-Ebene S = {(z,y,2) | 2> + y> = 1, 2 = 0} und aus dem Satz von Stokes

folgt
/ ?dz Ady = / —2?ydx
H g

Zur Sicherheit machen wir noch die Probe und landen mit

2 2
ﬁ —z?yde = / — cos”® psin ¢ d(cos p) = / cos® psin? o de
S 0 0

im wesentlichen bei demselben Integral wie dem, das wir bereits in 10.5.7 berech-
net hatten. Genauer wird der fehlende Faktor 2 von fow sin ¢ d¢p in der Rechnung
dort hier dadurch ausgeglichen, daf} das Integral bis 27 l4uft.

Beweis. Gilt die Aussage fiir w und w’, so auch fiir w + w’. Wir konnen also
nach 9.10.3 und 7.4.10 ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dal} es
eine zusammenhingende Randkarte (W, ) von M gibt, die eine Orientierung
hat und derart, da gilt (suppw N M) C @(W). Ist € die Orientierung unserer
Randkarte, so gilt per definitionem und da die duflere Ableitung vertauscht mit

dem Zuriickholen
/ dw28/ 0" (dw) :a‘/ d(p*w)
M w w

Bezeichnet (W, @) wie in 10.7.21 die induzierte Karte des Randes und i : R¥ —
Rep x R* 2+ (0, 7) die offensichtliche Einbettung, so gilt wegen ¢ = ¢ o4 und

W =i~'(W) auch
/ wzs/ go*wzs/ i" (¢ w)
oM w i—lW
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Bezeichnen wir mit 7 die Fortsetzung durch Null von ¢*w auf den ganzen Halb-
raum, so reduziert sich der Satz auf einen Spezialfall, den wir im Anschluss als
eigenstdndiges Lemma formulieren und beweisen. O

Lemma 10.8.7. Bezeichne i : R¥ — Ry x R* wie zuvor die offensichtliche
Einbettung und sei ) eine stetig differenzierbare k-Form mit kompaktem Trdger

R* R<0 XRk

Beweis. Wir nennen unsere Koordinaten hier ausnahmsweise xg, x1, . .., x; und
konnen schreiben

k
n=> mydrgA... Adz, A... Adxy
v=0

fiir stetig differenzierbare Funktionen 7, mit kompaktem Tréiger. Es ergibt sich
1*n = no dxy A ... A dxy, die linke Seite ist also schlicht ka 1. Auf der rechten

Seite erhalten wir i

oy
dn = Z(—l)”az dxo N\ ... Ndxy

v=0
und fiir alle v # 0 verschwindet beim entsprechenden Summanden das v-te parti-
elle Integral, da die Stammfunktion 7, kompakten Triager hat und von —oo bis co
integriert wird. Nur der erste Summand liefert also einen Beitrag, und der ist

0
L )= Lo .
RF —c0 00 RF

10.8.8. Lassen wir den Beweis des Stokes’schen Satzes nocheinmal Revue passie-
ren, so fallt auf, daB er ziemlich kurz ist. Das liegt daran, dafl seine Formulierung
in der Sprache der Differentialformen so gut mit Koordinatenwechseln vertraglich
ist, da} wir uns sofort auf einen sehr einfachen Spezialfall zuriickziehen konnen.
In gewisser Weise haben wir also mit der Entwicklung der Sprache der Differen-
tialformen die Hauptarbeit bereits geleistet. Als wesentliche nichttriviale Aussage
mochte ich dabei insbesondere die Vertriglichkeit der dueren Ableitung mit Ko-
ordinatenwechseln hervorheben, die sich auch in anderen Zusammenhéngen noch
als starkes Hilfsmittel erweisen wird.

10.8.9. Ich formuliere nun einige Spezialfille des allgemeinen Stokes’schen Sat-
zes 10.8.1 in klassischer Notation, um die Lektiire dlterer Texte zu erleichtern. Ich
hoffe jedoch, daB sich der fiir explizite Rechnungen und theoretische Uberlegun-
gen gleichermalen bestens geeignete Formalismus der Differentialformen mit der
Zeit auch bei den Anwendern durchsetzen wird.
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Beispiel 10.8.10 (Wegintegral iiber ein Gradientenfeld). Sei ¢ : [a,b] — R”"
eine stetig differenzierbare Injektion mit nirgends verschwindendem Differenti-
al, die einen Homdomorphismus auf ihr Bild induziert. Aus 10.7.14 folgt leicht,
dafl dann das Bild von ¢ eine berandete 1-Mannigfaltigkeit M ist, und diese 1-
Mannigfaltigkeit besitzt genau eine Orientierung, fiir die ¢|(, ;) eine orientierte
Karte ist. Gegeben eine Nullform alias Funktion f auf einer offenen Umgebung
von M haben wir df = (grad f, ) = (grad f)- und der Satz von Stokes erhilt
nach 10.7.19 und 10.7.23 und 10.5.11 die Gestalt

[ e .d0) = [ (erad 1) - de = 60) - fleta)

In Worten stimmt also das Wegintegral des Gradientenfelds einer Funktion iiber-
ein mit der Differenz zwischen den Werten besagter Funktion am Anfangs- und
Endpunkt des Integrationsweges.

Beispiel 10.8.11 (Satz von Gauss). Gegeben eine kompakte glatt berandete Teil-
menge K C R" und ein im Sinne von 4.5.2 stetig differenzierbares Vektorfeld F'
auf K bilden wir wie in 10.5.15 die zugehdrige (n — 1)-Form w = wp und finden

dw = (div F) dzy A ... Ndzy,

fir (divF) : K — R die sogenannte Quelldichte oder auch Divergenz unse-
res Vektorfeldes, die auf dem “Inneren” K'\OK von K gegeben wird durch die

Vorschrift OF OF
divF = =L+ ... n
v 81’1 + + 8a:n

Damit spezialisiert der allgemeine Satz von Stokes zum Satz von Gauss

/divF:/ F-N
K K

fir N : 0K — R" das dussere Normalenfeld. In Worten ist also der Fluf} ei-
nes Vektorfelds durch den Rand eines glatt berandeten Kompaktums im R™ gleich
dem Integral seiner Quelldichte iiber besagtes Kompaktum. Anschaulich mag man
sich im Fall n = 2 die Oberfliche K eines ebenen Moores denken, in dem Wasser
nach oben dringt und iiber das Moor an den Rand des Moores fliet. Nehmen wir
das Geschwindigkeitsfeld dieses Flusses als unser Vektorfeld, so wire die Diver-
genz eben die Quelldichte in unserem Moor, das Randintegral mift die Wasser-
menge, die pro Zeiteinheit am Rand unseres Moores herauslduft, und unser Satz
besagt, daf sie gleich der Wassermenge sein muB}, die pro Zeiteinheit im Inneren
emporquillt.
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Beispiel 10.8.12. Ein homogener, als da heift iiberall gleich dichter schwerer Kor-
per K wird an einem Seil ins Wasser gelassen. Wir wollen uns iiberlegen, daf3 auch
im Wasser der Schwerpunkt unseres Korpers in der Vertikalen unter dem Aufhén-
gepunkt bleibt. Fiir inhomogene Korper gilt das im allgemeinen natiirlich nicht!
Wir denken uns unseren Korper als kompakte glatt berandete Teilmenge K C R3
mit Schwerpunkt auf der z-Achse, also [,z = [,y = 0. Die Wasseroberfliche
moge die Ebene z = 0 sein. Der Wasserdruck steigt linear mit der Tiefe, auf ein
Oberflachenelement der Fliche o (p) um p € 0K wirkt also die Kraft z(p) N,o (p)
mit NV, dem orientierten Normalenvektor bei p. Befindet sich der Aufhingepunkt
etwa in der Hohe h < 0, so wird das Drehmoment um diesen Aufhingepunkt das
Oberflachenintegral

/a )N, (p-+ hea)olp)

Die Komponenten dieses Vektors bei p = (z,y, z) mit N, = (N1, N2, N3) sind
2(No(z+h)— N3zy), 2(N3x — Ni(z+h)) und z( Ny — Noz) und kénnen auch dar-
gestellt werden als die Skalarprodukte von N, mit den Vektorfeldern vy (z, y, x) =
(0,224 hz, —zy), va(z,y,2) = (—2% — hz,0, 2x) und v3(z, y, 2) = (2y, —zz,0),
so daB es gilt [,..(N - v;)0 = 0 zu zeigen. Mit dem Satz von Gauss konnen wir
diese Integrale verwandeln in die Integrale | r divo; und wegen dive; = —y,
div v9 = x und div v3 = 0 verschwinden sie in der Tat alle drei.

Beispiel 10.8.13 (Klassischer Satz von Stokes). Sei M C R? eine kompakte ori-
entierte berandete Fliche und ¢ : [a,b] — OM eine orientierte Parametrisierung
ihres Randes. Sei F' : U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer
offenen Teilmenge U @ R3, die M umfaBt, und bezeichne n = (F, ) die zugehd-
rige 1-Form. So finden wir dn) = wp in der Notation von 10.5.15 fiir R : U — R3
dasjenige Vektorfeld rot /' auf U, das definiert wird durch die Vorschrift

p_ (9B _OF, OR _OF, 0F, OF,
N 8x2 81’3 ’ 8x3 8x1 ’ 81'1 (%2

Dies Vektorfeld ist die Rotation unseres Vektorfelds F, wie wir sie in 6.6.12 ein-

gefiihrt haben. Unser allgemeiner Satz von Stokes 10.8.1 spezialisiert in dieser
Situation zum klassischen Satz von Stokes

b
/N~(r0tF)o—/ F-dy
M a

Hier bedeutet N : M — R3 wieder das durch die Orientierung von M festgelegte
Normalenfeld. In Worten ist also das Wegintegral eines Vektorfeldes iiber den
Rand einer Fldache gleich dem FluB3 der Rotation des Vektorfelds durch besagte
Fléche.
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10.8.14. Bei Anwendern, die hauptsichlich im R? arbeiten, ist eine andere sym-
bolische Schreibweise fiir grad, rot und div sehr beliebt: Sie betrachten den soge-
nannten Nabla-Operator V, den man sich denkt als den “Vektor von Symbolen”

(Z, a%» £, und schreiben

Vf =grad f, zu verstehen als symbolisches Produkt des Nabla-Vektors mit ei-
ner skalaren Funktion;

V - F =div f, zu verstehen als symbolisches Skalarprodukt des Nabla-Vektors
mit einer vektorwertigen Funktion; das Skalarprodukt wird von diesen An-
wendern meist v - w notiert statt wie bei uns (v, w);

V x F'=rot F, zu verstehen als symbolisches Vektorprodukt des Nabla-Vektors
mit einer vektorwertigen Funktion, wo eben das Vektorprodukt v X w =
(vaws — v3wa, V3w — V1 — W3, Viwy — vewy ) aus der Geometrie des Raums
?? zugrundegelegt wird.

In dieser Notation wird dann unsere Formel ddw = 0 fiir w eine Funktion bzw.
eine 1-Form auf dem R? verstanden als formal-symbolische Konsequenz der For-
meln v X v = 0bzw. v - (v X w) = 0 aus der Geometrie des Raums.

Beispiel 10.8.15 (Green’sche Formel). Sei G C R? eine kompakte glatt berande-
te Teilmenge und ¢ : [a,b] — R? eine orientierte Parametrisierung ihres Randes,
anschaulich “ein im Gegenuhrzeigersinn auf dem Rand umlaufender geschlosse-
ner Weg”. Gegeben ein stetig differenzierbares Vektorfeld v = (vq,vy) auf einer
offenen Umgebung von G betrachten wir die 1-Form (v, ) = n = vy dz; + vy das
mit ihrem Differential dn = (rot v) dzy A dz, fiir

t 81}2 8’01
rotv = — — —
81’1 8352
die in 6.6.12 erklarte skalare Rotation eines Vektorfelds in der Ebene, und der
allgemeine Satz von Stokes 10.8.1 spezialisiert zur Green’schen Formel

b
/rotz;:/ v-de
G a

10.8.16. Dieselbe Formel hatten wir in 6.6.18 schon fiir G ein Rechteck kennen-
gelernt, nur ist ein Rechteck natiirlich nicht glatt berandet. In 10.8.22 werden wir
jedoch einen “Satz von Stokes mit Ecken” kennenlernen, der dann auch diese For-
mel fiir Rechtecke als Spezialfall enthilt.

Beispiel 10.8.17 (Fliche eines ebenen Gebiets). Sei G C R? wie in 10.8.15 eine
kompakte glatt berandete Teilmenge und ¢ : [a,b] — R? eine orientierte Para-
metrisierung ihres Randes. Betrachten wir die 2-Form w = x dy mit Differential

298



dw = dx A dy und p*w = 1 (t)ph(t) dt, so spezialisiert der allgemeine Satz von
Stokes 10.8.1 zu einer Formel fiir die Flidche des Gebietes GG, genauer zu der Regel

/G 1= / o (g0 d

10.8.18. Ich selber finde die alternative Interpretation dieser Formel mithilfe des
Gauss’schen Integralsatzes besonders anschaulich: Quillt in einem Moor iiberall
gleichviel Wasser hoch, so konnen wir seine Fldache bestimmen, indem wir mes-
sen, wieviel Wasser in einem Graben um unser Moor abliduft. Wie genau das Was-
ser auf unserem Moor zum Randgraben lduft, ist dabei vollig unerheblich. Statt
mit w = = dy konnten wir also irdendein beliebiges w mit dw = dx A dy nehmen
und so weitere Formeln fiir die Flidche eines ebenen Gebiets erhalten.

Definition 10.8.19. Sei X ein reeller Raum endlicher Dimension und seien k €
Nund 1 < [ < oo. Eine Teilmenge M C X heilit eine k-dimensionale Cl-
Untermannigfaltigkeit mit Ecken oder kurz Untermannigfaltigkeit mit Ecken
von X genau dann, wenn es fiir jeden Punkt p € M ein Paar (U, g) gibt aus einer
offenen Umgebung U @ X von p und einem C!-Diffeomorphismus g : U = g(U)
von U auf eine offene Teilmenge g(U) @ R™ derart, daf gilt:

9(UNM) = g(U) N ((R<o)* x 0)

Ein derartiges Paar (U, g) nenne ich eine Pliittung als C'-Untermannigfaltigkeit
mit Ecken oder kurz Eckenpléattung von M um p.

Beispiele 10.8.20. Eine nulldimensionale Untermannigfaltigkeit mit Ecken ist das-
selbe wie eine diskrete Teilmenge. Eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit
mit Ecken ist dasselbe wie eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand.
Erst in hoheren Dimensionen erhalten wir etwas Neues: So wire zum Beispiel
das “Innere eines ebenen Vielecks zusammen mit seinem Rand” eine zweidimen-
sionale Untermannigfaltigkeit mit Ecken der Ebene, aber keine zweidimensionale
berandete Untermannigfaltigkeit der Ebene.

10.8.21. Alle Punkte einer Untermannigfaltigkeit M mit Ecken, um die es eine
Randplittung gibt, bilden eine berandete Untermannigfaltigkeit M, unseres end-
lichdimensionalen reellen Raums, die wir den reguléiren Teil von )M/ nennen.

Satz 10.8.22 (Stokes’scher Integralsatz mit Ecken). Sei M eine kompakte glatte
Untermannigfaltigkeit mit Ecken der Dimension (k + 1) in einem endlichdimen-
sionalen reellen Raum. Sei der reguldire Teil M, von M orientiert und sei w eine
stetig differenzierbare k-Form auf einer halboffenen Teilmenge unseres Raums,
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Eine kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit A/ mit Ecken der
Papierebene mitsamt einer Eckenplittung in die dafiir in geeigneter Weise mit R?
zu identifizierende Papierebene.
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die M umfafst. So existieren die Integrale von w iiber OM, und von dw iiber M,

und es gilt
/ dw = / w
M, OM;

10.8.23. Im allgemeinen gilt der Satz von Stokes keineswegs fiir nichtkompakte
berandete Mannigfaltigkeiten wie etwa unser M,.. Ist zum Beispiel () ein Quadrat
in der Ebene ohne die Ecken, so konnen wir auf einer offenen Menge, die unser
eckenloses Quadrat umfal3t, ein Vektorfeld konstruieren, das den Fluf} eines ex-
pandierenden Gases beschreibt, das “durch die Locher in den Ecken entweicht”
aber dessen Fluf3 durch die Randkanten des Quadrats verschwindet. In dieser All-
gemeinheit gélte der Satz von Stokes also nicht. Allerdings miiite unser Gas “mit
unendlicher Geschwindigkeit durch die Ecken pfeifen” und sein Geschwindig-
keitsfeld konnte nicht stetig auf besagte Ecken fortgesetzt werden, weshalb auch
die Voraussetzungen fiir unseren Satz von Stokes mit Ecken in diesem Fall nicht
erfiillt wéren. Es gibt noch sehr viel allgemeinere Versionen des Stokes’schen
Satzes mit Ecken, vergleiche etwa [?], mit denen sich zum Beispiel auch der Fluf}
durch die Oberflache eines Ikosaeders direkt diskutieren liee. Der hier bespro-
chene Fall scheint mir jedoch fiir die meisten Anwendungen ausreichend und hat
den Vorteil, da3 sowohl seine Formulierung als auch sein Beweis nur wenig be-
grifflichen Aufwand bendtigen. Den Fall eines Ikosaeders kann man daraus im
ibrigen auch noch erhalten, etwa indem man ihn etwa in Dreieckspyramiden mit
einer Ecke im Ursprung zerlegt.

Beispiel 10.8.24. Ich will noch einmal auf das schon in 10.8.6 besprochene Bei-
spiel 10.5.7 zuriickommen, in dem wir den FluB des Vektorfelds 22 e5 durch die
obere Hemisphire H alias das Integral der 2-Form z%dx A dy iiber eben die-
se Hemisphire berechnet hatten. Die Linge der Vektoren unseres Vektorfeldes
22 e5 hiingt von der Hohe z gar nicht ab. Es scheint mir deshalb offensichtlich,
daB} sein FluB} durch die obere Hemisphiare H derselbe ist wie durch die Ein-
heitskreisscheibe in der zy-Ebene D = {(z,y) | z = 0,2% + y* < 1}. For-
mal konnen wir das wegen d(z?dx A dy) = 0 auch aus dem Satz von Sto-
kes mit Ecken 10.8.22 folgern, indem wir ihn auf die massive obere Halbkugel
M = {(z,y,2) | z* + y* + 2*> < 1, z > 0} anwenden. Deren regulirer Teil M,
besteht aus dem Komplemtent der Kreislinie {(z,y,2) | 2> + y* = 1, z = 0},
und der Rand des regulédren Teils OM,. ist die Vereinigung der oberen Hemisphiére
H aus 10.5.7 mit der offenen Einheitskreisscheibe in der xy-Ebene D. Versehen
wir unsere massive Halbkugel mit der von R? induzierten Orientierung, so erbt die
obere Hemisphire /1 die bereits in 10.5.7 beschriebene Orientierung, die Einheits-
kreisscheibe D jedoch die nicht von der Einbettung in R? induzierte Orientierung.
Schreiben wir D fiir D mit der von der Einbettung in R? induzierten Orientierung,
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Ein expandierendes Gas, das durch die Ecken entweicht, als Beispiel dafiir, daf3
die Kompaktheitsbedingung beim Satz von Stokes notwendig ist.
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so erhalten wir fiir w = 22dx A dy wegen dw = 0 folglich nach Stokes in der Tat

O:/ dw:/ wz/xde/\dy—/dex/\dy
M, oM, H D

Beweis. Ganz genau wie beim Beweis des Stokes’schen Satzes 10.8.1 ziehen wir
uns zuriick auf den Fall einer stetig differenzierbaren k-Form 7 auf (R<, )" mit
kompaktem Trager. Wieder nennen wir unsere Koordinaten xg, 1, ..., xy, be-
trachten nun aber fiir 0 < v < k die Einbettungen

iy : (Reo)® — (Rep)™!

die durch Einfiigen einer Null an der v-ten Stelle entstehen. Der Stokes’sche Inte-
gralsatz mit Ecken reduziert sich dann auf die Behauptung

k
S [ =
=0 (R<o)® (Reg)k+t

und das kann wie beim Beweis von 10.8.7 explizit nachgerechnet werden. 0

10.8.25. Wir konnen nun auch einen besonders kurzen Beweis fiir die Homoto-
pieinvarianz von Wegintegralen in geschlossenen Kovektorfeldern 6.6.10 geben
unter der stirkeren Voraussetzung, dafl es zwischen unseren beiden stetig diffe-
renzierbaren Wegen v, : [0,1] — A sogar eine zweimal stetig differenzierbare
Homotopie h : [0,1]> — A gibt. Wir nehmen genauer A offen in einem reellen
Raum X anund w : A — X* ein stetig differenzierbares Kovektorfeld. Die Be-
hauptung in 6.6.10 besagt ja gerade, dafl aus dw = 0 folgt fv w = fw w. Aber nun
finden wir

/w—/w:/ h*w:/ d(h*w):/ h*(dw) =0
gl P 9([0,1]?) [0,1]2 [0,1]2

nach der Definition einer Homotopie, dem Satz von Stokes mit Ecken, der Ver-
triaglichkeit des Zuriickholens von Formen mit dem duferen Differential 10.6.8
und unserer Annahme dw = 0.

10.9 Divergenz und Laplace in krummen Koordinaten*

10.9.1. Die folgenden Argumente bauen nicht auf dem Stokes’schen Integralsatz

auf, vielmehr geht es um Anwendungen des Kalkiils der Differentialformen aus
10.6.
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Die Formel 10.8.17 fiir die Fldche eines ebenen Gebiets gilt nun natiirlich ebenso
fiir “Gebiete mit Ecken”. Diese Formel kann etwa angewandt werden, um ein
GPS-Gerit so zu programmieren, dal es einem die Fldache des Gebiets berechnet,
das man bei einem Rundweg umrundet hat. Im Spezialfall eines Gebiets, das von
einem den Kanten eines Rechenpapiers folgenden Weg im Uhrzeigersinn
umrundet wird, ergibt sich, wenn wir Stokes auf die Form y dx anwenden, die
Flache als die Hohe des Schwerpunkts der Menge der horizontalen Kanten, wenn
wir jede Kante nach rechts mit ihrer Hohe gewichten und jede Kante nach links
mit dem Negativen ihrer Hohe. Fiir die Fldche des obigen Gebiets ergibt sich so

Ix44+2—-2%x1-2-3=7
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10.9.2. Gegeben ein orientierter n-dimensionaler reeller Vektorraum V' mit ei-
nem Skalarprodukt oder allgemeiner einer nichtausgearteten symmetrischen Bi-
linearform ¢ kann man im eindimensionalen Raum Alt"(V") aller sogenannten
Volumenformen auf V' ein von Null verschiedenes Element w, die kanonische
Volumenform, auszeichnen durch die Bedingung, daf} gilt

w(vr, ..., v,) =1

fiir jede orientierte Orthonormalbasis im positiv definiten Fall bzw. jede orientier-
te Basis vy, ..., v, mit [t(v;,v;)| = J;; im allgemeinen Fall. In der Tat erfiillt die
Basiswechselmatrix A zwischen zwei derartigen Basen eine Gleichung der Ge-
stalt ATJA = J' mit J = J’ = I der Einheitsmatrix im Fall eines Skalarprodukts
und det J = det J’ # 0 im allgemeinen, so da} der Multiplikationssatz fiir Deter-
minanten det A = +1 liefert, und die Orientiertheit beider Basen zeigt dann sogar
det A = 1. Damit aber folgt

w1, Uy) = w(wy, ..., wy)

fiir jede n-Form w und je zwei Basen wie oben, etwa indem wir 10.1.9 auf den
Automorphismus von V' mit v; — w; anwenden.

Definition 10.9.3. Gegeben ein orientierter n-dimensionaler reeller Vektorraum
V' mit einer nichtausgearteten symmetrischen Bilinearform ¢ erkldrt man fiir jede
Zerlegung n = p + q den Hodge-*-Operator, einen [somorphismus

« =% APV 5 ATV

wie folgt: Man geht aus von der durch das Dachprodukt gegebenen nichtausgear-
teten Paarung
APV x Alt?V — Alt"V

und verkniipft sie mit dem Isomorphismus Alt" V' = R, der die kanonische Volu-
menform w auf die Eins wirft. Die so erhaltene Paarung kann als ein Isomorphis-
mus

APV S (A2 V)*

interpretiert werden, und der kanonische Isomorphismus (Alt? V)* = Alt?(V*)
aus ?? zusammen mit dem von can; : V = V* induzierten Isomorphismus
Alt?(V*) = AltY(V) liefert dann in der Verkniipfung schlieBlich unseren Hodge-
Operator.

10.9.4. Gegeben ein Isomorphismus ¢ : V' = W von endlichdimensionalen ori-
entierten reellen Vektorraumen und nichtausgartete symmetrische Bilinearformen
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t auf V und s auf W und eine Zerlegung n = p + ¢ der Dimension n unserer
beiden Vektorraume kommutiert offensichtlich das Diagramm

ARPW 2% AYW
! !
APV 2% ATV

10.9.5. Die in der obigen Definition 10.9.3 versteckten und in gewisser Weise zu-
fdlligen Wahlen von Vorzeichen werden wie auch hier iiblicherweise so getroffen,
dafl im Fall eines Skalarproduktes ¢ fiir alle o gilt

aN*a € Rygw

Wir werden das gleich explizit sehen. Es wire auch nicht besser oder schlechter,
die Vorzeichen so zu wihlen, dal das “umgekehrte Dach-Produkt” in diesem Sin-
ne “positiv definit” wire, aber an dieser Stelle muf3 man sich eben nun einmal auf
eine Konvention einigen.

10.9.6 (Explizite Formeln fiir den Hodge-x«-Operator). Sei zunichst ¢ ein Ska-
larprodukt, vy, . . ., v, eine orientierte Orthonormalbasis von V und f, ..., f, die
duale Basis von V*. Wir folgern w = f; A ... A f, und gegeben I, J mit |[I| = p
und |.J| = ¢ haben wir

foew TUJ=A{1,...,n};
fI/\fJ{ 0 sonst,

wobei ¢; das Vorzeichen der Permutation meint, die alle Elemente von / an den
Anfang schiebt, ihre Reihenfolge untereinander aber ebenso wie die Reihenfolge
der Elemente ihres Komplements unverindert 1d6t. Unsere Abbildung

APV — (Al V)*

macht also die Basisvektoren f; bis auf Vorzeichen zu den Vektoren der dua-
len Basis, genauer haben wir f; +— e f7 fiir I das Komplement von I. Unter
(Alt?V)* = Alt?(V*) entspricht dieser Vektor dann £;v; und unter can; wieder-
um £; f7, woraus wir folgern

xfr =erfr furl ={1,...,n}\I.

Insbesondere gilt also im Fall eines Skalarprodukts und der dualen Basis zu ei-
ner Orthonormalbasis die Formel f; A *f; = w, die in diesem Fall auch sofort
x(xa) = (—1)PMa fir alle « € AltP(V) liefert. Ist allgemeiner im symmetrischen
nicht ausgearteten Fall vy, . .., v, orientiert und orthogonal, aber haben wir etwa
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t(vi,v;) = m; = £1, so miissen wir nur ganz am Schlu} noch ein Vorzeichen
ergidnzen und erhalten mit der Notation n; = [ | jerNj die Formel

*thZEInI_fI_ fur[_:{Lan}\I

Sei nun noch allgemeiner ¢ symmetrisch nicht ausgeartet, vy, ..., v, eine orien-
tierte Orthogonalbasis von V mit ¢(v;,v;) = n;¢? mit ¢; > O und fi, ..., f, die
duale Basis von V*. Gegeben I, [ mit |I| = p erhalten wir dann mit der Notation
cr =] ;g Ci durch Reskalierung die Formel

sofr= T p e [ = {1, n\[.
Cr

Definition 10.9.7. Gegeben eine offene Teilmenge U @ X eines endlichdimen-
sionalen reellen Raums X und eine Riemann’sche Metrik ¢ auf U und ein differen-
zierbares Vektorfeld v : U — X definieren wir die Divergenz unseres Vektorfelds
als die Funktion

div(v) = (k¢ o d 0 *; 0 cany)(v)

Obwohl der *-Operator von einer zu wihlenden Orientierung abhéngt, ist die Di-
vergenz wegen des doppelten Auftretens unseres x-Operators davon unabhiingig.

Ergiinzende Ubung 10.9.8. Man zeige, daB die Divergenz eines stetig differen-
zierbaren Vektorfelds auf R™ genau die “lokale Volumenéinderung unter dem Fluf3
des besagten Vektorfelds” beschreibt, dal genauer fiir jede stetige Funktion mit
kompaktem Tréger f gilt

Eto/foxt:—/fdiv)(

dt

Hier ist zu beachten, dafl auf jedem Kompaktum der Fluf} fiir eine positive Zeit-
spanne existiert. Hinweis: Man schrinke sich auf den Fall von glattem f ein, ziehe
die zeitliche Ableitung unter das Integral, und beachte, dal das Integral iiber ganz
R™ jeder partiellen Ableitung einer stetig differenzierbaren Funktion mit kompak-
tem Trédger verschwindet.

Beispiel 10.9.9. Sei X = R? mit der Standardorientierung und dem Standardska-
larprodukt ¢ = s versehen. Gegeben ein differenzierbares Vektorfeld der Gestalt
v = ady + bd, + cd, mit differenzierbaren Funktionen a, b, ¢ : R* — R finden wir
die iibliche Formel divv = a, + b, + c,, indem wir rechnen

= a0, + b0y, + 0,
= adr + bdy + cdz

Cans(v)

v)) = adyANdz—bdx ANdz+ cdx N\ dy
)
)

k¢ (cang(v)
d(s(cany(v))
#5(d(*5(cans (v)))

= azdex Ndy Ndz — bydy Ndx Ndz + c,dz N dz N\ dy
= a; +b,+c,
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Hier wire es zwar in der Tat sehr viel einfacher gewesen, schlicht diese letzte For-
mel hinzuschreiben. Unsere neue Interpretation vertrigt sich jedoch besser mit
der Verwandtschaft, insbesondere da die duflere Ableitung d sich so gut mit Ver-
wandtschaft vertrigt, und ermdglicht so eine tibersichtliche Darstellung in ande-
ren orthogonalen Koordinaten. Um etwa die Divergenz in Polarkoordinaten zu
bestimmen, erinnern wir uns daran, daf3 nach 6.2.9 unter der Polarkoordinatenab-
bildung P die Standardmetrik s = dz®? + dy®? auf der zy-Ebene verwandt ist
zum 2-Tensor g = dr®? + r? d9¥®? und rechnen

= a&n + b(%
can, (v ) = adr + br*dd
*g(cang(v)) = ardd — brdr
d(*4(cang(v))) = (a,r + a)dr AdY + byrdr A\ dV
#q(d(x4(cany(v)))) = a,+by+rta

Ubung 10.9.10. Wir betrachten wieder Kugelkoordinaten wie in 6.2.11. Man zei-
ge, daB fiir das zum Vektorfeld a0, +bdy+cd,, verwandte Feld auf dem zyz-Raum
die Divergenz verwandt ist zur Funktion a, + by + ¢, + 2r~ta + beot ¥.

Definition 10.9.11. Gegeben U @ R" und eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f : U — R setzen wir
02 o°f 0*f

A =5 Tt o

und nennen A den Laplaceoperator.

10.9.12 (Anschauung fiir den Laplaceoperator). Der Wert von Af an einer
Stelle x mi3t die Abweichung des Funktionswerts von f bei x vom Durchschnitt
der Funktionswerte in einer kleinen Umgebung von z. In einer Verdnderlichen gilt
zum Beispiel fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion

2 (f<w+€);f(w—€) . f@)

wie der Leser mithilfe der Taylorentwicklung leicht nachpriifen kann. In mehreren
Verinderlichen gilt in derselben Weise fiir jede zweimal stetig differenzierbare
Funktion mit der Notation e; fiir die Vektoren der Standardbasis

(Af) () = lim % (21 (Z fla+ee)+ fla- >) - f(rv)>
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Ubung 10.9.13 (Mehr Anschauung fiir den Laplaceoperator). Man zeige, daB
der Laplaceoperator invariant ist unter Drehungen. Ist genauer A € O(n) eine
orthogonale Matrix und bezeichnet A : R” — R" die zugehorige lineare Abbil-
dung, so zeige man fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R" — R
die Formel A(f o A) = (Af) o A. Man folgere die Formel

(Aﬂ@»=Mn§<ﬁ“mgﬂwU@>—ﬂw)

Jiy=al= W)

auf deren rechter Seite nach dem Faktor 2" /e? bis auf ein Vorzeichen die Diffe-
renz zwischen dem Funktionswert f(x) und dem Durchschnitt der Funktionswerte
auf einer Kugelschale mit Zentrum in z und Radius ¢ steht. Hinweis: Man mittle
10.9.12. Die Taylorentwicklung oben liefert in einer Verdnderlichen sogar préiziser
die Darstellung

g(ﬂx+@+fu—@

g2 2

—ﬂ@):cw@ﬂ+f%f»m

mitét € (z,x +e)und ™ € (v —€,x).
Ergiinzende Ubung 10.9.14. Die polynomialen Funktionen D € C[X1,..., X,]

auf dem R", die invariant sind unter allen Drehungen A € SO(n), sind genau alle
Polynome im quadrierten Abstand vom Nullpunkt, in Formeln

C[X1,..., X300 = C[(X? + ... + X?)]

Die Differentialoperatoren D € Cl0,, ..., 0,] mit konstanten Koeffizienten auf
dem R™, die invariant sind unter allen Drehungen A € SO(n), sind genau alle
Polynome im Laplace-Operator, in Formeln

Cdy,. .., 8,30 = C[A]

10.9.15 (Laplace-Operator in anderen Koordinaten). Um den Laplaceoperator
A in anderen Koordinaten auszudriicken, kann man von der Darstellung

Af = x4d x4 df

ausgehen, mit s der iiblichen Riemann’schen Metrik auf R" und *¢; dem zu dieser
Metrik und der Standard-Orientierung gehorenden Hodge-+-Operator. Gegeben
ein endlichdimensionaler reeller Raum X und eine offene Teilmenge V' @ X und
ein differenzierbare Abbildung ¢ : V' — U mit bijektivem Differential an jeder
Stelle und eine zur Standard-Metrik ¢-verwandte Riemann’sche Metrik ¢ auf V'
haben wir dann Verwandschaft von Af = x, d %, df und %, d *, d(f o ¢). Ist
speziell etwa ¢ die Polarkoordinaten- oder die Kugelkoordinatenabbildung, so 146t
sich das auch sehr konkret und explizit berechnen.
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Beispiel 10.9.16. Wir berechnen den Laplace-Operator auf einer Funktion f in
Polarkoordinaten und finden dhnlich wie in 10.9.9 der Reihe nach

df = frdr+ fod?
*,(df) = frrdd — ! fodr
d(x,(df)) = (forr + fr + 77" fo0)dr A dO
*g(d(xg(df))) = frr+r7 o 1200

Ubung 10.9.17. Man zeige, daB der Laplace-Operator auf einer Funktion f in den
Kugelkoordinaten aus 6.2.11 gegeben wird durch die Formel

Af = fr + 27“_1]} + 7"_2f1919 + r_2f19 cot ¥ + (rsin 19)_2fw

Hinweis: Statt das direkt zu rechnen, kann man auch von 6.2.13 und 10.9.10 aus-
gehen.
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x 4 charakteristische Funktion, 223 analytisch
(f) bei multilinearen Abbildungen, 195 auf R, 111
i, _A Restriktion eines Maf3es226 Anfangswert
& von Integralkurve, 177
Notation fiir Bilinearform, 95 Anfangswertisomorphismus, 29, 192, 193
A bei reeller Schwingungsgleichung,
duBeres Dachprodukt, 259 25
Dachprodukt, 256 bei Schwingungsgleichung, 27
~» verwandt antisymmetrisch, 99
2-Tensoren, 97 Arbeit
Differentialformen, 262 gegen Kraftfeld, 108
Funktionen, 89 auswerten
Mafe, 222 Kovektorfeld auf Vektorfeld, 85
Vektorfelder, 89 )
Wege, 105 Banach’scher Fixpunktsatz, 131
” Banach-Tarski-Paradoxon, 207

Benford’s Gesetz, 215

Hodge-*-Operator, 305 )
Beppo Levi, 234

Ableitung Bil Bilinearformen, 95
hohere, koordinatenfrei, 196 Bild
komplexe, 20 von o-Algebra, 219
nach Vektorfeld, 87 Bildma8, 222
partielle, 46, 65 Borel(X) Borelmengen von X, 204
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von bilinearer Abbildung, 59
differential equation
ordinary, 175
partial, 175
Differentialform
erster Ordnung, 82
relative, 260
Differentialgleichung
gewohnliche, 175
partielle, 175
Differentialquotient, 56
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Hyperfliche, 148
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in einer Verdnderlichen
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in mehreren Veridnderlichen, 57
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im R", 308
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fiir Differentialformen, 281
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Lipschitz-stetig, 129
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einer linearen Differentialgleichung
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108 komplexer, 22
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Untermannigfaltigkeit mit Ecken von
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Untermannigfaltigkeit von affinem

Raum, 146
Mantelflache, 253
Mal, 202

einer Differentialform, 263
mit Werten in einem orientierter Ge-
rade, 251
nichtnegatives, 202
topologisches, 204
MaBraum, 202
maximal
Integralkurve, 177
Maximum
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Mengenring, 207 orientierte, 275
mefbar partiell

Ableitung, 46, 65

p-meBbar, Funktion, 223
differenzierbar, 46
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Abblldung, 218 Integration, 244
Menge, 202 PDE partial differential equation, 175
mefbar und integrierbar, 229 Periode, 35
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Differentialform, 271 positiv definit, 79
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Normierung, 205 Prinzip von Cavalieri, 239
Nullmenge, 216 Produkt-o-Algebra, 234
Produktma8l, 234
® Produktregel, 21
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ODE ordinary differential equation, 175 Quader, 66
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chung, 175 Quotientenregel
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Riemann

Riemann’sche Metrik, 95
Riemannsumme
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fiir Funktion auf Rechteck, 66
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fiir Integral nach MaB, 234
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o-additiv, 202, 208
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Stokes, mit Ecken, 299
Stone-Weierstraf3, 37
Stufenfunktion, 223
Summenregel, 21, 59
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symmetrisch, 99
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im eingebetteten Fall, 268
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im eingebetteten Fall, 268
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in mehreren Veridnderlichen, 71
Teilung der Eins, 165
Tensor

2-Tensor, 95
Tonelli, Satz von, 237
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Mal, 204

mefbar, 204
Totalgrad
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einer Funktion, 156
Transformationsformel
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fiir das Lebesgue-Integral, 246
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Treppenfunktion, 13
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von affinem Raum, 146
Unterringalgebra, 37
Urbild

von o-Algebra, 220

Variablentrennung, 184
Variation der Konstanten, 32, 194
Vektorfeld, 82, 177
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Kovektorfeld, 107
Verfeinerung
von Wahrscheinlichkeitsraum, 203
Verschlingung, 148
Vertauschen
von partiellen Ableitungen, 69
von partiellen Integrationen, 69
Verteilung
einer Zufallsvariable, 222
Verteilungsfunktion
eines Wahrscheinlichkeitsmafes, 211
von Zufallsvariable, 222
Vervollstindigung
von Maf3raum, 218
verwandt
2-Tensoren, 97
Differentialformen, 262
Funktionen, 89
Kovektorfelder, 89
Malfle, 222
Vektorfelder, 89
Wege, 105
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Mafraum, 216
Volumen, 169
Volumenform, 305
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Weg
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stiickweise linear, 108

zusammenziehbar, 112
Wegintegral, 99

fiir Kovektorfeld, 99

fiir Vektorfeld, 103

vektorwertiges, 107
wegweise einfach zusammenhéngend, 112
Wegzusammenhang, 108
Wegzusammenhangskomponente, 108
Weierstral3’scher Approximationssatz, 38
Winkelgeschwindigkeit, 27
Wirbeldichte, 119

X
Produkt-o-Algebra, 234
Produktmal, 234

&
Produkt-o-Algebra, 235

Zihlmaf}, 204
Zerleger, in der Mafitheorie, 213
Zirkulation, 103
zufilliges Element, 219
Zufallsvariable, 203, 219
zusammenhéngend
einfach, 114
wegweise, 108
wegweise einfach, 112
zusammenziehbar
geschlossener Weg, 112
Zweig des Logarithmus, 22
zweitabzahlbar
topologischer Raum, 220
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