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Übung A.1: Seien (M,>) ein Monoid und e sein neutrales Element. Man
zeige:
Unser Monoid ist genau dann eine Gruppe, wenn es für jedes a ∈ M ein
ā ∈ M gibt mit ā>a = e, und dies Element ā ist dann notwendig das
Inverse von a in M .
Man zeige stärker: Ist A eine Menge mit assoziativer Verknüpfung > und
existiert ein e ∈ A mit e>a = a ∀a ∈ A sowie für jedes a ∈ M ein ā ∈ M
mit ā>a = e, so ist M eine Gruppe.
Hinweis: Man zeige, daß ā> bijektiv ist.

Übung A.2: Eine Abbildung ϕ : G → H von Gruppen ist genau dann ein
Gruppenhomomorphismus, wenn ihr Graph Γ(ϕ) ⊂ G×H eine Untergruppe
des Produkts ist.

Übung A.3: Man zeige, daß in der symmetrischen Gruppe S4 die Doppel-
transpositionen zusammen mit dem neutralen Element einen Normalteiler
D ⊂ S4 bilden, und konstruiere einen Isomorphismus S4/D

∼→ S3.

Übung A.4: Man zeige: Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zy-
klisch. Genauer haben wir für beliebiges m ∈ N eine Bijektion

{Teiler d ∈ N von m} ∼→ {Untergruppen von Z/mZ}
d 7→ dZ/mZ

Man folgere, daß jede echte, als da heißt von der ganzen Gruppe verschiedene
Untergruppe einer zyklischen Gruppe von Primzahlpotenzordnung Z/prZ in
der Untergruppe pZ/prZ ⊂ Z/prZ enthalten sein muß.

Übung A.5: Man zeige: Jede endlich erzeugte Untergruppe von Q ist zy-
klisch.
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