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Aufgabe 4 ((Nichtdegenerierte kritische Punkte) (4 Punkte)

Sei 2 C R™. Ein kritischer Punkt z € Q der Funktion f € C?*(Q) heifit nichtde-
generiert, wenn die Hessematrix D?f(z) invertierbar ist. Zeigen Sie, dass z dann
ein isolierter kritischer Punkt ist: es gibt eine offene Umgebung B.(z), in der keine
weiteren kritischen Punkte von f liegen.

Idee des Beweises. Angenommen, es eine folge yr, — x (yx # ) derart gibt, dass yx

kritischer Punkte von f sind. Setze hy = |y — x| und vy = i(yk — ). Da |v| = 1,

oBdA konnen wir annehmen, dass vy — v € S!. Wir behaupten dass 9,0, f(z) = 0

fiir alle e;, ©+ = 1, -, n. Die Behauptung widerspricht die Voraussetzung.

Die Behauptung folgt von: Da y; und x kritischer Punkte von f sind, gilt 0., f(x) =

O, f(yr) = 0. Betrachte
0 — Oec; f(yr)—0e; f ()

Oc; f(z+hivg)—0e, f(x)

lyx —| b,
8€if( +h )_6€if( ) 8€if( +h )_8€if( +h' )
= i = T S 5 9,0, f(2),  als k — oo

Denn f € C?.

Bemerkung (Lemma von Morse.) Fiir nichtdegenerierter kritischer Punkte o,
existiert eine Umgebung U von x und eine Transformation ¢ : U’ — U mit 0 € U’
und ¢(0) = z, so dass

k n
fodly)=flzo) =Y yi+ > v, WU,
=1

i=k+1

wobei k der Index von zq ist.



