
Woche 1

Halbring: Ein Mengensystem P ⊂ 2X heißt eißt Halbring über X, wenn gilt: ... (Def. 1.2)
Inhalt: Sei P ein Halbring über X. Eine Funktion λ : P → [0,∞) mit λ(∅) = 0 heißt Inhalt,
wenn gilt: ... (Def. 1.3)
Ring: Ein Mengensystem R ⊂ 2X heißt Ring über X, falls gilt: ..... (Def. 1.4)
erzeugter Ring. Der von E ⊂ X erzeugte Ring ρ(E) ist ..... (Def. 1.5)
Bemerkung: ρ(E) ist der kleinste Ring, der E enthält.

Satz. Sei P ein Halbring. der von P erzeugte Ring ist das System aller endlichen, disjunkten
Vereinigungen

F = ∪ki=1Pi

von Mengen Pi = P . (Satz 1.3)

Satz (Fortsetzung auf den erzeugten Ring) Sei λ ein Inhalt auf dem Halbring P und F der
von P erzeugte Ring. Dann gibt es genau eine Fortsetzung λ̄ : F → [0,∞) von λ. (Satz 1.4)

1. Das System der Quader ist ein Halbring. (Satz 1.1)
2. Für das System der Quader, wir definieren

λn(Q) = Πn
j=1(bj − aj),

wobei Q = Πn
j=1Ij und aj , bj die Intervallgrenzen von Jj sind. λn ist ein Inhalt. (Satz 1.2)

Wir nennen λn den Elementarinhalt.
3. Der von dem System der Quader erzeugte Ring heißt das System der Figuren. Wir bezeichen
den mit Fn.
4. Nach Satz 1.4 setzet der Elementarinhalt λn auf Fn fort.
5. Weiter erweitern wir die Definition des Inhaltes mit folgender Idee:

i) definiere außeren bzw. inneren Jordanschen Inhalt von E ∈ Rn durch

vol
n
(E) = inf{λn(F )|F Figur mit F ⊃ E}

voln(E) = sup{λn(F )|F Figur mit F ⊂ E}

ii) betrachte das System Qn aller Mengen E ⊂ Rn mit vol
n
(E) = voln(E) = voln(E).

Solche Mengen heißen quadrierbar.

iii) zeige, dass voln : Qn → [0,∞) ein Inhalt ist. voln heißt Jordaninhalt von E. Es ist klar
λn(F ) = voln(F ) für jede Figur F . (Satz 1.5)

6. Beispiele der nicht quadrierbaren Mengen. Die Menge E = Q∩R ist nicht quadrierbar. (Bsp
1.1) Diese Beispiel impliziert: Das System der quadrierbaren Mengen ist zwar unter endlichen
Vereinigungen abgeschlossen, nicht jedoch unter abzählbar unendlichen Vereinigungen. Denn
Ein einzelner Punkt {x} ⊂ R ist offensichtlich quadrierbar mit vol1({x}) = 0, aber die
abzählbar unendlichen Vereinigungen E = Q ∩ R nicht.

• Wichtige Eigenschaften von Inhalt: Monotonie und Subadditivität. (Folgerung 1.2)

• Charakterisierung der quadrierbaren Mengen. (Lemma 1.1)

1


