
Woche 2

• Beispiele der nicht quadrierbaren Mengen.

Beispiel 1.1. Die Menge E = Q ∩ [0, 1] ⊂ R ist nicht quadrierbar.
Diese Beispiel bedeutet: Das System der quadrierbaren Mengen ist zwar unter endlichen Ver-
einigungen abgeschlossen, nicht jedoch unter abzählbar unendlichen Vereinigungen. Denn Ein
einzelner Punkt {x} ⊂ R ist offensichtlich quadrierbar mit vol1({x}) = 0, aber die abzählbar
unendlichen Vereinigungen E = Q ∩ [0, 1] nicht.

Beispiel 1.2. Es existiert eine offene Menge, die nicht quadrierbar ist. Wähle dazu eine
Abzählung Q ∩ (0, 1) = {q1, q2, · · · } und setze für ε ∈ (0, 1/2)

U = ∪∞k=1Uk mit Uk = (qk − 2−kε, qk + 2−kε).

Approximation durch Gitterfiguren. Jede Teilmenge kann durch Gitterfiguren von innen und
von außen “gut” approximieren lässt. (Lemma1.2)

Satz 1.6 (Quadrierbarkeitskriterium) Für eine beschränkte Menge E ⊂ Rn gilt:

E quadrierbar ⇔ vol
n
(∂E) = 0.

In Beispiel 1.1, gilt ∂E = E ∩ (R\E) = [0, 1]. In Beispiel 1.2, was ist ∂E? ∂U = U\intEU =

E\U ⊃ [0, 1]\U, da U offen ist. Man zeige wie im Skript vol
1
(∂E) ≥ 1− 2ε.

Der Ring und der Inhalt sind abgeschlossen unter endlichener Mengenoperation. Nun betrach-
ten wir das System der messbaren Mengen und das Maß, die unter abzählbar unendlichener
Mengenoperation abgeschlossen sind.

Sei X eine Menge. Eine Funktion µ : X → [0,∞] mit µ(∅) = 0 heißt äußeres Maß auf X,
falls gilt:

A ⊂ ∪∞i=1Ai ⇒ µ(A) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai).

Diese Bedingung (2.1) ist äquivalent zu dier Monotonie (2.3) und σ-Subadditivität (2.3).
Sei µ äußeres Maß auf X. Die Menge A ⊂ X heißt µ- messbar, falls gilt

µ(S) ≥ µ(S ∩A) + µ(S\A) für alle S ⊂ X.

Für ein äußeres Maß µ ist diese äquivalent zu

µ(S) = µ(S ∩A) + µ(S\A) für alle S ⊂ X.

Beispiele ..
Wichtige Beispiele sind die Bildmaß f(µ) und die Einschränkung eines äußren Masses auf
einer Teilmenge µxM .
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