Woche 2
e Beispiele der nicht quadrierbaren Mengen.

Beispiel 1.1. Die Menge E = QN [0,1] C R ist nicht quadrierbar.

Diese Beispiel bedeutet: Das System der quadrierbaren Mengen ist zwar unter endlichen Ver-
etnigungen abgeschlossen, nicht jedoch unter abzihlbar unendlichen Vereinigungen. Denn Fin
einzelner Punkt {x} C R ist offensichtlich quadrierbar mit vol'({z}) = 0, aber die abzihlbar
unendlichen Vereinigungen E = QN [0, 1] nicht.

Beispiel 1.2. Es existiert eine offene Menge, die nicht quadrierbar ist. Wihle dazu eine
Abzéhlung QN (0,1) = {q1,q2, - - - } und setze fiir € € (0,1/2)

U=UZ,Up mit Uy = (qx — 2 %, qp +27%).

Approximation durch Gitterfiguren. Jede Teilmenge kann durch Gitterfiguren von innen und
von auflen “gut” approximieren lisst. (Lemmal.2)

Satz 1.6 (Quadrierbarkeitskriterium) Fiir eine beschrinkte Menge E C R™ gilt:

E quadrierbar < vol (9E) = 0.

In Beispiel 1.1, gilt 9E = EN (R\E) = [0, 1]. In Beispiel 1.2, was ist 0E? 0U = U\int EU =
E\U D [0,1]\U, da U offen ist. Man zeige wie im Skript @1(81@) >1—2e.

Der Ring und der Inhalt sind abgeschlossen unter endlichener Mengenoperation. Nun betrach-
ten wir das System der messbaren Mengen und das MaB, die unter abzdihlbar unendlichener
Mengenoperation abgeschlossen sind.

Sei X eine Menge. Eine Funktion p : X — [0, 00] mit u(0) = 0 heifit dufleres Mafi auf X,
falls gilt:

ACURZ A = p(A) < u(Ay).
=1

Diese Bedingung (2.1) ist dquivalent zu dier Monotonie (2.3) und o-Subadditivitét (2.3).
Sei p duBeres Mafl auf X. Die Menge A C X heifit u- messbar, falls gilt

n(S) > pu(SNA)+ p(S\A) fiir alle S C X.
Fiir ein duleres Maf} p ist diese dquivalent zu
w(S) =u(SNA)+u(S\A) firalle S C X.

Beispiele ..
Wichtige Beispiele sind die Bildmaf f(u) und die Einschrinkung eines duffren Masses auf
etner Teilmenge p M.



