Woche 4

Definitionen: erzeugte o-Algebra. (Definition 3.3), Regularitit des Mafles (Definition
3.4) o einliches Pramass und Maf3 (Definition 3.5 und 3.6) und Vollstandigkeit:
Sei A ein maf auf A. X heifit vollstindig, falls gilt

N C A fir ein Ae Amit \(A)=0= N € A.

Satz 3.1 (Caratheodory-Fortsetzung). Sei A : P — [0, 0] ein Primaf auf dem Halbring
P C 2X. Definiere p : 2% — [0, 00] durch

u(E) = inf{i NP;):PeP,ECPF}.

Dann ist p eine Fortsetzung von A. Man bezeichnet p als das durch A induzierte, auflere
Maf oder als Caratheodory-Fortsetzung von .

Lemma 3.2. Sei A : P — [0,00] ein Primafs. Ist das duflere Maf fi eine Fortsetzung von
A, so ist jede Menge A € o(P) [i-messbar.

Proposition 3.1 (Regularitit der Caratheodory-Fortsetzung) Die Caratheodory-Fortsetzung
st requldr.

Satz 3.2 (Messbarkeit bzgl. Caratheodory-Fortsetzung) Sei A : P — [0,00| ein
Primaf auf X mit Caratheodory-Fortsetzung p. Eine Menge D C X ist genau dann pu-
messbar, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen gilt:

e (i) Es gibt ein E € o(P) mit E D D und u(E\D) = 0.
e (ii) Es gibt ein C € o(P) mit C C D und u(D\C) = 0.

Zusatz: Im Fall p(D) < oo kann E = N2, EY gewdhlt werden, wobei EY = U°_, PY paar-

I/iil

weise disjunkte Vereinigung von Mengen PY € P mit E1 D E? D -+ und p(E') < .
Lemma 3.4 (Maximalitit der Caratheodory-Fortsetzung)

Satz 3.3 (Eindeutigkeit der Maf3fortsetzung) Sei A ein o-endliches Primafl auf einem
X Halbring P iiber X. Isty : 2% — [0, 00| die Caratheodory-Fortsetzung von \ und fi beliebige
Fortsetzung, so gilt

E  p-messbar = E  [i-messbar und i(E) = p(E).

Satz 3.4 (dufere Mafle vs. Mafse) Die durch Finschrinkung bzw. Fortsetzung gegebe- nen
Abbildungen zwischen den o-endlichen, requliren dusseren MafSen und den o-endlichen, vollst
dndigen Mafen auf X sind zueinander invers und insbesondere bijektiv.



