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• Auf dem Halbring Pn der (achsenparallelen) Quader im Rn ist der elementargeometrische
Inhalt λn : Pn → [0,∞) ein Prämass. Deswegen knnen wir seine Caratheodory-Fortsetzung
betrachten

Definition 4.1 (Lebesguemaß) Das Lebesguemaß ist die Caratheodory-Fortsetzung der
elementargeometrische Inhalt λn : Pn → [0,∞). d.h. ∀E ⊂ Rn,

Ln(E) = inf{
∞∑
i=1

λn(Pi) : Pi Quader, E ⊂ ∪∞i=1Pi}.

Definitionen: Borelmenge, Borelmaß, translationsinvariantes Borelmaß.

• σ(Pn) = Bn die Borelalgebra. Lebesguemaß ist regulär und σ-endlich.

Lemma 4.3 (Approximationslemma) Für eine beliebige Menge E ⊂ Rn gilt:

• (i) Ln(E) = inf{Ln(U) : U offen, U ⊃ E},

• (ii) Ln(E) = inf{Ln(K) : U kompakt, U ⊂ E}.

Lemma 4.4 Ist µ translationsinvariantes Borelmaß auf Rn, so ist jede Koordinatenhyper-
ebene H = x ∈ Rn : xi = c eine µ-Nullmenge. Nach Satz 4.6 unten, ist jede Hyperebene eine
µ-Nullmenge.

Lemma 4.5 Sei U ⊂ Rn offen und f : U → Rn Lipschitzstetig, mit Konstante Λ bzgl. der
Maximumsnorm ‖ · ‖. Dann gilt

Ln(f(E)) ≤ ΛnLn(E) für alle E ⊂ U.

Satz 4.2 (Messbarkeit bzgl. Ln) Eine Menge D ⊂ Rn ist genau dann Ln-messbar, wenn
eine der beiden (äquivalenten) Bedingungen gilt:

• (i) Es gibt eine Borelmenge E ⊃ D mit Ln(E\D) = 0.

• Es gibt eine Borelmenge C ⊂ D mit Ln(D\C) = 0.

Es kann E = ∩∞i=11Ui mit Ui offen, C = ∪∞i=1Ai mit Ai abgeschlossen gewählt werden.

Satz 4.4 (Charakterisierung durch Translationsinvarianz). Sei µ ein translationsin-
variantes Borelmaß auf Rn. Dann gilt

µ(E)(E) = θLn(E) für alle Ln −messbaren E ⊂ Rn, wobei θ = µ(([0, 1]n).

Satz 4.5 (Ln-Messbarkeit von Bildmengen) Ist U ⊂ Rn offen und f : U → Rn lokal
Lipschitzstetig, zum Beispiel f ∈ C1(U,Rn), so gilt:
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• N ⊂ U Nullmenge ⇒ f(N) Nullmenge.

• E ⊂ U Ln-messbar ⇒ f(E) Ln-messbar.

Satz 4.6 (Bewegungsinvarianz von Ln ) Für S ∈ O(Rn) und a ∈ Rn gilt

Ln(S(E) + a) = Ln(E) für alle E ⊂ Rn.

Satz 4.7 (Lineare Transformationsformel) Für eine lineare Abbildung S ∈ Rn×n gilt

Ln(S(E)) = |det(S)|Ln(E) für alle E ⊂ Rn.

Eine Beispiel von einer nicht L1-messbaren Menge in R.
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