Woche 6

messbare Funktion A-messbare oder pu-messbare Funktionen. A-Treppenfunktion

Satz 5.1 (Grenzwerte messbarer Funktionen) Im Prinzip besagt Satz 5.1: Die messbar-
keit der Funktionen {ibertragt sich unter punkterweiser Konvergenz auf den Grenzwert.

Satz 5.2 (Messbarkeit und Rechenoperationen)

Satz 5.3 (Approximation durch Treppenfunktionen) Zu jeder A-messbaren Funktion
f X —[0,00] gibt es eine Folge fi, € T mit

fo<fi<--- und klirilofk(x):f(x) fiir alle z € X.

Fiir jede Treppenfunktion ¢ € 7+ (u) definieren wir ein Integral I(p) auf elementare Weise:
seien {s1,---,s;} C [0,00) die endlich vielen Werte von ¢, dann ist

!
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Lemma 5.2 (Eigenschaften des Integrals auf 7 (u))

Definition 5.3 (Lebesgueintegral) Sei v ein Maf auf X und f eine u-messbare Funktion.
Ist f: X — [0,00], so setzen wir

/ fdp = sup{I(p) : p € TH()y o < f}.

In diesem Zusammenhang heifst ¢ Unterfunktion von f. Ist f : X — [00,00] und sind die
Integrale von f* nicht beide unendlich, so setzen wir weiter

[ tin= [ rrau= [ due .0

Definition 5.4 (Integrierbarkeit)Fine Funktion f : X — R heif$t integrierbar bzgl. u,
wenn sie p-messbar ist und wenn gilt:

/fdu € R oder dquivalent /f+d,u, —i—/f_du < 00.

Satz 5.4 (Monotonie des Integrals)
Lemma 5.3 (Tschebyscheff-Ungleichung)
Satz 5.5 (Satz iiber monotone Konvergenz von B. Levi) Sei p ein Maff auf X

und fr, : X — [0,00] eine Folge von p-messbaren Funktionen mit f1 < fo < ---. Definiere
f:X —[0,00] durch f(z) = limg_eo fx(z). Dann gilt
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