Woche 7

Satz 5.5 (Satz iiber monotone Konvergenz von B. Levi) Sei pu ein Maff auf X
und fr : X — [0,00] eine Folge von p-messbaren Funktionen mit f1 < fo < ---. Definiere
f:X —[0,00] durch f(z) = limg_0o fr(x). Dann gilt

[ in =t [ pdn

Satz 5.6 (Linearitit des Integrals)

Definition 5.5 (Integration ber Teilmengen) Sei p ein Maf§ auf X und £ C X sei
p-messbar. Dann setzen wir, wenn das rechte Integral existiert,

/Efdu—/fXEdu-

f heiBt auf E integrierbar, wenn die Funktion fy g integrierbar ist.

Beispiel 5.4 (wichtige Beispiele) Betrachte fiir « € R die Funktion f : R™ — R, f(z) = |z|~*.
Es gilt:

/ fdﬁ”<oo<:>a>n,und/ fdL" < 0 & a < n,
R™\B1(0) B1(0)

Satz 5.7 (Majorantenkriterium) Sei f : X — R p-messbar.
e (i) f integrierbar < |f| integrierbar.
e (ii) Es gilt | [ fdu| < [|f|dp, wenn das Integral von f existiert.

e (iii) Ist g : X — [0, 00] p-messbar mit |f| < g p-fast-iiberall und integrierbar.

Wir betrchten nun die Konvergenz von
[ fin =t [ fdn
k—o0
fiir die Folge fi, die punktweise fast iiberall geben f = limy_,o, fr konvergiert.

Zu n#chste brachten wir ein Gegenbeispiel: die Funktionen f. : R — R, f = ix[,e,e], die

gegen
ro={ o 278

00, z=0

Es ist leicht nachzupriifen, dass

/fd£1 =0<1= lim [ frdch.
k—o0



Satz 6.2 (Lemma von Fatou) Sei fi : X — [0, o0] eine Folge von p-messbaren Funktionen.
Fir f: X —- R, f(x) = liminfg_, fr(z) gilt dann

/fdu < /liminffkdu.
k—o0

Satz 6.3 (Satz iiber dominierte Konvergenz von Lebesgue) Sei fi, fa,c... eine Folge
von p-messbaren Funktionen, und f(z) = limg_ oo fx(x) fir p-fast-alle v € X. Es gebe eine
integrierbare Funktion g : X — [0,00] mit supy, |fix(z)| < g(z) fiir p-fast dberall. Dann ist f

integrierbar bzgl. , und es gilt
[ fdn< [ i g
k—o00
Es gilt sogar || f felli == [ |f feldw — 0, vgl. Definition 6.1.

Anwendungen der Konvergenzsitze: Satz 6.1 Maf3 mit Dichtefunktion und

Satz 6.4 (Riemannintegrierbarkeit) Sei f : I — R eine beschrankte Funktion auf dem
kompakten Intervall I = [a,b]. Dann gilt:

f Riemannintegrierbar < L' ({x € I : fist nicht stetig in x}) = 0.

In diesem Full ist f auch Lebesgueintegrierbar, und die Integrale stimmen tiberein.



