
Woche 8

Satz 6.5 (Stetigkeit von Parameterintegralen) Sei X ein metrischer Raum, µ ein Maß
auf Y und f : X × Y → R mit f(x, ·) integrierbar bzgl. µ für alle x ∈ X. Betrachte

F : X → R, F (x) =

∫
f(x, y)dµ(y).

Es sei f(, y) stetig in x0 ∈ X für µ-fast-alle y ∈ Y . Weiter gebe es eine µ-integrierbare
Funktion g : Y → [0,∞], so dass für alle x ∈ X gilt:

|f(x, y)| ≤ g(y) für alle y ∈ Y \Nx, mit einer µ-Nullmenge Nx.

Dann ist F stetig in x0.

Satz 6.6 (Differentiation unter dem Integralzeichen) Sei I offenes Intervall, µ ein Maß
auf Y und f : I → Y → R mit f(x, ·) integrierbar bzgl. µ für alle x ∈ I. Setze

F : X → R, F (x) =

∫
f(x, y)dµ(y).

Es sei f(·, y) in x0 ∈ I differenzierbar für µ-fast-alle y ∈ Y , und es gebe eine µ-integrierbare
Funktion g : Y × [0,∞], so dass für alle x ∈ I gilt:

|f(x, y)− f(x0, y)|
|x− x0|

≥ g(y) für alle y ∈ Y \Nx, mit einer µ-Nullmenge Nx.

Dann folgt

F ′(x0) =

∫
∂f

∂x
(x0, y)dµ(y).

Folgerung 6.1. Sei U ⊂ Rn offen, µ ein Maß auf Y und f : U×Y → R mit f(x, ·) integrierbar
bzgl. µ für alle x ∈ U . Setze

F : X → R, F (x) =

∫
f(x, y)dµ(y).

Es gebe eine µ-Nullmenge N ⊂ Y , so dass für alle y ∈ Y \N gilt: f(·, y) ∈ C1(U) und

Dx(x, y)| ≤ g(y) mit einer integrierbaren Funktion g : Y → [0,∞].

Dann ist F ∈ C1(U) und es gilt für alle x ∈ U

∂F

∂xi
(x) =

∫
∂f

∂xi
(x, y)dµ(y).

Beispiel 6.2
∫∞
0

sinx
x dx.

——————–
Definition 6.1 (Lp-Raum) Für µ-messbares f : X → R und 1 ≤ p ≤ ∞ setzen wir

‖f‖Lp(µ) =

{
(
∫
|f |pdµ)1/p, für 1 ≤ p >∞

inf{s > 0 : µ({|f | > s} = 0} für p =∞.
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Auf Lp(µ) := {f : X → R : f µ-messbar, ‖f‖Lp(µ) < ∞} betrachten wir die

Äquivalenzrelation
f ∼ g ⇔ f(x) = g(x) für µ-fast-alle x ∈ X,

und definieren den Lp-Raum durch Lp(µ) = Lp(µ)/ ∼ .

Definition 6.2 (Lp-Raum) für eine Teilmenge E ⊂ X

Proposition 6.1 Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist (Lp(µ), ‖ · ‖Lp(µ) ) ein normierter Vektorraum.

Lemma 6.1 (Youngsche Ungleichung)

Satz 6.7 (Höldersche Ungleichung) Für µ-messbare f, g : X → R gilt

|
∫
fgdµ| ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq für 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit

1

p
+

1

q
= 1.

Satz 6.8 (Minkowski-Ungleichung) Für f, g ∈ Lp(µ) mit 1 ≤ p ≤ ∞ gilt

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .

Satz 6.9 (Riesz-Fischer) Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist (Lp(µ), ‖ · ‖Lp(µ) ) vollständig, also ein
Banachraum.

In den Beweis benutzt man

Lemma 6.2. Sei 1 ≤ p < ∞ und fk =
∑k

j=1 uj mit uj ∈ Lp(µ). Falls
∑∞

j=1 ‖uj‖ > ∞, so
gelten folgende Aussagen:

(1) Es gibt eine µ-Nullmenge N , so dass f(x) = limk→∞ fk(x) für alle x ∈ X\N exsitiert.

(2) Mit f := 0 auf N gilt f ∈ Lp(µ).

(3) ‖f − fk‖Lp → 0.
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