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Satz 7.2 (Fubini) Seien o und /5 o-endliche duere Mafle auf X bzw. Y und f: X xY — R
sel o X B-messbar. Ist das Integral [ fd(a x ) definiert, so gilt:

(1) fiir f-fast-alle y € Y ist f(,y) a-messbar, und [y f(x,y)dB(x) existiert,
(2) y— [y f(z,y)do(x) ist f-messbar und [y [ f(z,y)da(z)dB(y) existiert,

®
[ stexn= [ | s aios)

Der Satz gilt auch mit vertauschter Reihenfolge der Integrationen, also folgt

[, o= [ [ s

Zusatz: Fiir a x S-messbares f ist die Voraussetzung erfiillt, wenn f > 0 oder wenn z.B.

/y/X / |f(z,y)|da(z)dB(y) < oo

Satz 7.3 (Partielle Integration) Sind fiir f,g € C'(Rn) die Funktionen (9;f)g, f(9;9)

und fg integrierbar, so folgt
| @n19== [ 109
Q Q

Folgerung 7.1 (Partielle Integration) Sei Fiir f € C}(Q) und g € CY(Q) gilt

| @n19== [ 10,9
Q Q
Ist X € CY(Q,R") so gilt auBerdem

/<gradf, X)dr = —/ f(div X)dz.
Q Q

Beispiel 8.1 (Polarkoordinaten im R? ) Betrachte die glatte Abbildung

¢:(0,00) x (0,2m) =U — V =R*\{(z,0): x>0},
o(ryp) = (rcosy,rsing).

¢ ist ein C'-Diffeomorphismus.

Satz 8.1 (Transformationsformel) Seien U,V C R"™ offen und ¢ : U — V ein C'-
Diffeomorphismus. Ist A C U L™-messbar, so ist auch ¢(A) £"-messbar und es gilt

£(p(4) = [ [det Do(a)de
Weiter gilt fiir jede £"-messbar Funktion f:V — R

[ v = [ 56l ae Do(w)az.
Vv U

falls eines der Integrale definiert ist.



