
Woche 11

Lemma 8.1. Sei U ⊂ Rn offen, x0 ∈ U und ϕ : U → Rn mit Dϕ(x0) ∈ Gln(R). Gegeben sei
eine Folge Qj = Q(xj) ⊂ U mit j → 0 und x0 ∈ Qj für alle j. Dann gilt

lim sup
j→∞

Ln(φ(Qj))

Ln(Qj)
≤ |detDφ(x0)|.

Satz 8.1 (Transformationsformel) Seien U, V ∈ Rn offen und ϕ : U → V ein C1-
Diffeomorphismus. Ist A ⊂ U Ln-messbar, so ist auch φ(A) Ln-messbar und es gilt

Ln(φ(A)) =

∫
A
|detDφ(x)|dx.

Weiter gilt für jede Ln-messbare Funktion f : V → R∫
V
f(y)dy =

∫
f(φ(x))|detDφ(x)|dx,

falls eines der Integrale definiert ist.

Beispiel 8.4 (Polarkoordinaten im R2 und R3 ) Betrachte im R3 Polarkoordinaten

φ(r, θ, ϕ) = (r sin θ cos , r sin θ sinϕ, r cos θ).

Fur einen Ck-Diffeomorphismus φ : U → V zwischen offenen Mengen U, V ⊂ Rn ist die
Gramsche Matrix g ∈ Ck1(U,Rn×n), g = (gij), definiert durch

g(x) = Dφ(x)TDφ(x) bzw gij(x) = 〈 ∂φ
∂xi

,
∂φ

∂xj
〉.

(gij) ist die inverse Matrix von (gij).

Satz 8.2 (Umrechnung von Differentialoperatoren) Sei φ ∈ C1(U, V ) ein Diffeomor-
phismus zwischen den offenen Mengen U, V ⊂ Rn mit Gramscher Matrix (gij).
(1) Für v ∈ C1(V ) gilt mit u = v ◦ φ

(grad v) ◦ φ = Dφ · gradg u, wobei gradg u :=

n∑
i,j=1

gij
∂u

∂xi
ej

(2) Für Y ∈ C1(V,Rn) gilt mit Y ◦ φ = Dφ ·X

(div Y ) ◦ φ = divgX :=
1√

det g

n∑
j=1

∂

∂xj
Xj .

(3) Ist φ ∈ C2 (U, V ) und v ∈ C2(V ), so folgt wieder mit u = v ◦ φ

(∆v) ◦ φ = divg gradg u =
1√

det g

n∑
i,j=1

∂

∂xi
(
√

det ggij
∂u

∂xj
).
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