2 Implizite Funktionen

Wir betrachten jetzt den Fall eines unterbestimmten Systems, wenn es also weniger Glei-
chungen gibt als Unbekannte. Wir kénnen die Funktion dann wie folgt schreiben, indem wir
die Variablen in zwei Gruppen einteilen:

f:Q—=RF  f=f(z,y), wobei (z,y) € QCR™x RF=R"

Gegeben sei eine Losung (xo, yo) der Gleichung f(x,y) = zo. Wir interessieren uns dafiir, wie
die Losungsmenge dieser Gleichung nahe bei (xq,yg) aussieht. Kénnen wir nach y auflosen,
d.h. die Losungsmenge als Graph einer Funktion y = g(z) darstellen?

Beispiel 2.1 Betrachte die Gleichung
fla,y) =22 +y2 =1 fir (z,y) € R x R = R

Sei eine Losung (z9,y0) € R? gegeben, also ein Punkt auf dem Einheitskreis. Ist yo > 0, so
ist die Losungsmenge nahe bei (zg, yo) Graph der Funktion y = v/1 — z2. Analog haben wir
im Fall yy < 0 die lokale Graphendarstellung y = —v/'1 — 22. Dagegen ist die Losungsmenge
in keiner Umgebung von (1,0) (und ebenso in keiner Umgebung von (—1,0)) als Graph iiber
der z-Achse darstellbar, denn es gibt die zwei Losungen y = £v/1 — 22.

Es kann auch vorkommen, dass (z, yo) der einzige Punkt mit f(xg,yo) = 2o ist, z.B. 16st nur
der Nullpunkt die Gleichung 22 + 32 = 0 in R2.

Beispiel 2.2 Sei f : R™ x R¥ — RF linear. Wir unterteilen die k x (m + k)-Matriz von f in
eine k x m-Matriz A und eine k X k-Matriz B, d. h.

f(z,y) = Az + By mit A€ L(R™,R*), B < LR RF).

Die Gleichung Ax+ By = zg hat zu festem x € R™ eine eindeutige Auflosung nach y dann und
nur dann, wenn B invertierbar ist. Ist das der Fall, so lautet die Auflésung y = B~ (2o — Ax).

Allgemein schreiben wir die Jacobimatrix von f = f(x,y) in der Form
Df(x,y) = (Dsf, Dyf) € (R¥™, REXE),

Wenn wir nach y = g¢g(z) auflésen wollen, so sollte nach Beispiel 2.2 die Ableitung
Dy f(wo,y0) € R¥** invertierbar sein. In den Anwendungen ist die Einteilung in die beiden
Variablengruppen nicht immer vorgegeben, das heifit es konnte nach verschiedenen Gruppen
von je k Variablen aufgelost werden. So kann der Einheitskreis in einer Umgebung von (1,0)
zwar nicht als Graph y = g(x) geschrieben werden, wohl aber als Graph x = g(y), und aufler
in den vier Punkten 4e;, €5 kénnte sowohl nach x als auch nach y aufgelést werden.

Merkregel. Die Ableitung nach den Variablen, nach denen aufgelost werden soll, muss
invertierbar sein. Im Spezialfall £k = 1 bedeutet das g—ch(xo, yo) # 0.

Satz 2.1 (iiber implizite Funktionen) Sei Q C R™ x R¥ offen und f € CY(Q,R¥). Ist
f(xo,y0) = 20 und Dy f(xo,y0) € L(RF,RF) invertierbar, so gibt es offene Umgebungen U
von xg bzw. V wvon yg sowie eine Funktion g € CY(U,V) mit

(2.12) {(z,y) €U XV : f(x,y) = 20} = { (2, 9(x)) : x € U},
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insbesondere ist g(xo) = yo. Die Funktion g hat die Ableitung

~1
(2.13) Dg(xo) = —(Dyf(w0,y0))  Daf(xo,y0)
Zusatz. Fiir jedes r € NU {oo} gilt die Implikation
feC"(QRY = geC"(UR").

BEWEIS: Wir verwenden einen Trick, um den Satz tiber inverse Funktionen anwenden zu
konnen, und zwar betrachten wir F': Q — R™ x RF, F(x,y) = (m, f(x,y)) Es gilt

- Em 0 RMxm Rmxk
DF = < Dxf Dyf > S ( kam kak >
Es folgt det DF(x0,y0) = det Dy f(xo,y0) # 0 nach Voraussetzung. Nach dem Umkehrsatz
existieren offene Umgebungen Uy x V' von (g, yo) sowie W von (zg, 2p), so dass F': Uy xV —

W diffeomorph ist. Wir bezeichnen die zugehérige Umkehrabbildung mit G € CH(W, Uy x V).
Ist (z,2) € W, also (z,2) = (z, f(z,y)) mit (x,y) € Uy x V nach Konstruktion, so folgt

Gz, 2) = G(z, f(z,y) = G(F(z,y)) = (x,9).

Also ist G von der Form G(z,z) = (z,go(z, 2)) mit gg € CY(W,RF). Sei nun U = {x € Uy :
(z,20) € W}. Da W offen in R™ x R* ist U offen in R™ und fiir (x,y) € U x V gilt

f(x,y) =20 < F(xay) = (1’,20)
g ('Iay) = G(xaz()) (da (x’ZO) € W)
& y = golx,20).

Also gilt die Aussage des Satzes mit g(z) = g(z, 29). Die Formel fiir die Ableitung folgt aus
der Kettenregel:

flz,9(x)) =20 = Dgyf(x0,90) + Dyf(20,y0) Dg(x0) = 0.
O

Beispiel 2.3 Wir wollen als triviales Beispiel untersuchen, wie die Nullstelle eines quadra-
tischen Polynoms von seinen Koeffizienten abhéngt. Sei

FiREXR =R, f(p,g,\) =X +2p A +g=(A+p)?—(»*—q).

Die Menge N = {(p,q,\) € RZ xR : f(p,q,\) = 0} ist die Vereinigung der beiden disjunkten
Graphen G = {(p,q, A (p,q)) : p*> > q}, wobei A\*(p,q) = —p + /p? — ¢, mit der Menge
G NG = {(p,q,\) : p*> = q, \ = —p}. Im Fall

of ( o) = 2(A 0 2 0

7y (P0,90,20) =2(X0 +p0) 0 & pp— a0 >

liegt (po, o, Ao) in einem der beiden Graphen GT oder G—, und N ist in einer Umgebung
U x V als Graph von AT oder A\~ darstellbar. Ist dagegen

of

Sy (20,90, 20) =2(% +po) =0 & pj—gq0 =0,

so macht der implizite Funktionensatz keine Aussage. Tatséchlich ldsst sich die Menge N in
keiner Umgebung von (pg, qo, Ao) als Graph A = A(p, ¢) darstellen: fiir p? < ¢ hat die Gleichung
iiberhaupt keine Losung, fiir p?> = ¢ genau eine und fiir p? > ¢ die zwei verschiedenen Losungen

M (p, q).
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Beispiel 2.4 Betrachte jetzt f: R" x R — R, f(b,\) = A" +b, 1 A" "L+ ...+by. Sei \g eine
einfache Nullstelle von f(a, \) fiir a € R™ fest, das heifit es gilt

fla,A\) = (A= Xg)g(A) fiir ein Polynom ¢(\) mit g(\g) # 0.

Es folgt %(a, Xo) = q(Ag) # 0. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert eine
Umgebung U x V von (a, ), so dass zu jedem b € U genau eine Nullstelle A(b) € V' von
f(b, -) existiert. Diese héngt unendlich oft differenzierbar von b ab, und es gilt fiir 0 <i < n-—1

) of 2
2 (a) == (L, 20) Za,00) = - .
7@ =33 2) M) = T e e

Wir kommen nun zu einer geometrischen Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen.
Ist f € C'(R?) und z € R, so kann im allgemeinen die Niveaumenge

M:{(Cﬂ,y) ER2Zf(CC,y) :ZO}

Punkte enthalten, in denen M nicht lokal wie eine Linie aussieht, z.B. Kreuzungspunkte
von Linien oder isolierte Punkte. Ist aber Df(x,y) # 0 fir alle (x,y) € M, so ist M nach
dem impliziten Funktionensatz in der Nihe jedes Punkts als C'-Graph iiber der z-Achse
oder der y-Achse darstellbar und damit wirklich eine Hohenlinie im strengen Sinn des Worts.
Teilmengen des R"™, die lokal aussehen wie ein Unterraum, heilen Untermannigfaltigkeiten;
vergleiche hierzu auch die Diskussion des Tangentialraums von differenzierbaren Graphen
mittels Blowup, sieche Kapitel 6 Abschnitt 3.

Definition 2.1 Sei 1 <m < n. Eine Menge M C R" heisst m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des R™ der Klasse C", wobei r € NU {00}, falls gilt: zu jedem p € M gibt es eine
offene Umgebung Q C R™ und einen C"-Diffeomorphismus ¢ : Q@ — () mit

P(M N Q) = (R™ x {0}) N o(2).

Wir nennen den Diffeomorphismus ¢ eine (lokale) Pliattung von M. Im Einzelfall kann der
Nachweis, dass eine gegebene Menge M C R”™ eine Untermannigfaltigkeit ist, anhand der
Definition miihevoll sein. Fiir Mengen, die als Niveaumengen einer Funktion gegeben sind,
liefert jedoch der Satz iiber implizite Funktionen folgendes Kriterium.

Satz 2.2 (Untermannigfaltigkeitskriterien) Sei M C R"™ und m + k = n. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) M ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C".

(2) Niveaumengenkriterium: Zu p € M gibt es eine offene Umgebung Q@ C R™ und eine
Funktion f € C"(,RF), so dass M NQ = f~1(0) und rang Df = k auf Q.

(3) Graphenkriterium: Zu p € M gibt es eine offene Umgebung U x V' C R™ x RF und
g€ C"(U,V), so dass nach geeigneter Permutation der Koordinaten gilt:

MNOUxV)={(z,9(x)) : x € U}.
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BEWEIS: Wir zeigen (1) = (2) = (3) = (1). Es gelte (1), das heifit zu jedem p € M gibt
es eine lokale Plittung ¢ : Q — ¢(Q) der Klasse C” mit p € Q. Sei 71 : R™ x R¥ — R* die
Projektion auf den zweiten Faktor. Dann folgt mit f = 7+ o ¢ fiir ¢ € Q

flg=0 < 9@ eR"x{0} < qec¢ ' (R™"x{0}))=MnNQ.

Auflerdem gilt rang D f = rang (7+ o D¢) = k und f € C"(Q,R*).

Ist (2) erfiillt, so ist nach evtl. Permutation der Koordinaten D, f(p) invertierbar, wo-
bei (z,y) € R® = R™ x R¥, und (3) folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen.

Fir (3) = (1) konnen wir annehmen, dass die Graphendarstellung ohne Permuation
der Koordinaten gilt. Wir setzen 2 = U x V und

¢: Q= d(Q), d(z,y) = (z,y — g(x)).
Dann ist ¢ € C"(Q,R") injektiv und es gilt

Dé(z,y) = < _5;”(3:) E?k ) = detD¢(x,y) =1 fur alle (z,y) € Q.

Also ist ¢ : Q — ¢(Q) ein Diffeomorphismus der Klasse C" nach dem Umkehrsatz. Da
(z,y) € M NQ genau wenn y = g(z), also ¢(x,y) € R¥ x {0}, ist die in (1) verlangte lokale
Plattung gefunden. O

Beispiel 2.5 Die Sphiire S™ = {z € R™*! : |z| = 1} ist eine m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit im R™*! der Klasse C™. Denn es gilt

S = £7H(0) fir f:RTTN0} > R, f(2) = |o* 1,
und Df(x) # 0 fiir alle z € R™*1\{0}. Die Behauptung folgt also aus Satz 2.2.

Definition 2.2 Fin Vektor v € R™ heisst Tangentialvektor von M C R™ m Punkt p € M,
falls es eine Abbildung v : (—e,e) — M gibt mit v(0) = p, 7v/(0) = v. Die Menge der
Tangentialvektoren von M im Punkt p wird mit T,M bezeichnet.

Folgerung 2.1 Sei M C R" eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit, und n = m+k.
Istpe M NQ= f~Y0) fir eine Funktion f € C1(Q,R*) mit rang Df = k auf Q, so gilt

T,M =ker Df(p).
Insbesondere ist T, M ein m-dimensionaler Unterraum des R™.

BEWEIS: Fiir v : (—¢,&) = M mit y(0) = p und 7/(0) = w gilt

0= %f('Y(t))‘t:O =Df(4(0)'(0) =Df(p)w = T,M Cker Df(p).

Nach Satz 2.2 gibt es andererseits, nach eventueller Permutation der Koordinaten, offene
Mengen U C R™, V C R* mit p € U x V, sowie g € C1(U, V) mit

MNOUxV)={(z,9(x)) : x € U}.
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Die Graphenabbildung G' € C1(U,R"), G(x) = (z,g(z)), bildet nach M ab. Schreiben wir
p = (0, g(x0)) fiir geeignetes zp € U, so folgt fiir alle v € R™

d
DG(zg)v = aG(CEQ +tv)|t=0 € T,M = Bild DG(zg) C T, M.
Zusammenfassend ist Bild DG(xz¢) C T,M C ker Df(p). Aber DG(zy) ist injektiv, denn
DG(zo)v = (v, Dg(zp)v), und wegen rang D f(p) = k folgt mit der Dimensionsformel

dim Bild DG(z¢) = m = n —rang D f(p) = dimker D f(p).

Also gilt Bild DG(x) = ker Df(p) = T, M. O

Die Folgerung zeigt, dass der Tangentialraum einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
tatsichlich ein m-dimensionaler Vektorraum ist. Dies zeigt, dass die Dimension einer C'-
Untermannigfaltigkeit wohldefiniert ist, das heifit es kann nicht Pldttungen mit verschiedenen
Dimensionen von M geben. Auf die Idee wire vermutlich auch kaum jemand gekommen. Wir
kommen nun zur sogenannten Lagrange-Multiplikatorenregel.

Folgerung 2.2 (Extrema mit Nebenbedingungen) Sei Q C R” offen, f € C'(Q,RF)
und o € CH(Q). Gilt dann fiir ein p € f~1(0)

(1) ¢(q) = ¢(p) fir alle g € Q mit f(q) =0,
(2) rang Df(p) =k,
s0 gibt es A1, ..., \p € R mit grad p(p) = % As grad fi(p).

BEWwEIS: Nach eventueller Verkleinerung von Q ist rang Df = k auf Q und M := f~1(0)
ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wobei m = n — k. Ist v : (—¢,&) — M mit
~(0) = p und 7/(0) = v, so hat hat ¢ oy in ¢t = 0 ein lokales Minimum und folglich

0= 2 o(3(1)lizo = {arad p(p), v)

das heiit gradp(p) € (T,M)*. Da fjl; = 0, gilt analog grad f;(p) € (T,M)* fiir 1 <
j < k. Aber dim (T,M)* = k nach Folgerung 2.1, und die Vektoren grad fj(p) sind die
Zeilenvektoren der Matrix D f(p) mit Rang k. Wegen der Gleichheit von Zeilenrang und
Spaltenrang ist {grad f;(p) : 1 < j < k} eine Basis von (T, M)+, und die Behauptung folgt.

([l

Beispiel 2.6 Fiir eine symmetrische Matrix B € R™*" betrachten wir hier nochmals das
Problem, die quadratische Form ¢(z) = (Bxz,z) zu minimieren unter der Nebenbedingung
f(x) = |z|> =1 =0. Da S"! = f71(0) kompakt und ¢ stetig, wird das Infimum in einem
Punkt 2o € S*~! angenommen. Nach Folgerung 2.2 gibt es dann ein A € R mit grad ¢(z) =
Agrad f(zp), also Bxg = Azg. Somit hat jede symmetrische Matrix B mindestens einen
Eigenvektor, vergleiche Kapitel 7, Satz 2.3.

Wir haben die Sétze iiber inverse und implizite Funktionen im Endlichdimensionalen for-
muliert, damit das Wesentliche nicht durch zuviel Abstraktion verdeckt wird. An der Ver-
allgemeinerung auf Abbildungen zwischen Banachrdumen besteht aber grofles Interesse: in
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den Anwendungen ist die Gleichung f(z) = y zum Beispiel eine Differential- oder Integral-
gleichung, die durch eine gesuchte Funktion z in einem geeigneten Funktionenraum X geldst
werden soll. Eine Inspektion des Beweises des Umkehrsatzes ergibt, dass die Konstruktion der
inversen Abbildung einschlieBlich ihrer Differenzierbarkeit ohne wesentliche Anderungen auch
dann richtig ist, wenn f eine offene Teilmenge des Banachraums X in den Banachraum Y ab-
bildet. Dabei muss die euklidische Norm von A durch die Operatornorm [|Al| = supjg=1 [|Az||
ersetzt werden, und der Raum L(R"™,R™) muss ersetzt werden durch

L(X,)Y)={A: X — Y| A linear , ||A]| < oo}.

Es ist leicht zu sehen, dass die Bedingung ||A|| < oo dquivalent dazu ist, dass die lineare
Abbildung A stetig ist. Dies ist eine conditio sine qua non, darum nehmen wir sie in die
Definition von L(X,Y) auf. Insbesondere wird in der Definition der Differenzierbarkeit
verlangt, dass D f(zg) € L(X,Y).

Expliziten Gebrauch von den Koordinaten des R™ haben wir nur gemacht, um die

hohere Differenzierbarkeit der Inversen g zu etablieren. Im Unendlichdimenensionalen wird
dazu alternativ die sogenannte Neumannsche Reihe benutzt.
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