Kapitel 10

GewoOhnliche
Differentialgleichungen

1 Existenz und Eindeutigkeit fiir das Anfangswertproblem

Aus Zeitgriinden miissen wir uns hier auf einen zentralen Aspekt aus der Theorie der
gewOhnlichen Differentialgleichungen beschrianken, nédmlich die Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen von Anfangswertaufgaben. Als Einstieg betrachten wir das Problem, die
zeitliche Entwicklung einer Population (Bakterien, Bevolkerung, Kontostand, Atome, ...)
vorherzusagen oder riickwirtig zu bestimmen. Wir interessieren uns also fiir die Groe z(t)
der Population innerhalb eines gewissen Zeitintervalls I. Dabei ist zur Zeit ty € I ein Wert
x(tg) = xo gegeben. Wir sprechen von einem Anfangswertproblem, auch wenn ty nicht der
linke Endpunkt von I ist. Je nach Kontext sind viele verschiedene Wachstumsgesetze denkbar:

Beim natiirlichen Wachstum (Kontostand, radioaktiver Zerfall) ist die Wachstums-
oder Zerfallsgeschwindigkeit proportional zur vorhandenen Menge, mit fester Zuwachs- bzw.
Zerfallsrate o € R:

¥ = ax.

Losung des zugehorigen Anfangswertproblems ist z(t) = zoe®=1)  Dabei ergibt sich die
Eindeutigkeit wie folgt: ist « : I — R beliebige Losung der Differentialgleichung, so gilt

d

% (e*atx(t)) =e " (2(t) — az(t)) =0,

also z(t) = ce™ fiir ein ¢ € R. Aus der Anfangsbedingung folgt weiter g = ce®® wie
behauptet. Das sogenannte logistische Wachstum ist das Vermehrungsgesetz

¥ = (a—fr)r=azr—Fz° mita,[>0.

Als Motivation fiir den Zusatzterm —pfz kann das Beispiel einer Schafherde dienen, fiir die
nur eine feste Weidefldche zur Verfiigung steht. Ab einem gewissen Schwellenwert sollte die
Zahl der Tiere dann wieder abnehmen. Im Fall g = z(tg) > 0 ist eine Losung fiir ¢ > tg
durch folgende Formel gegeben, wobei die Eindeutigkeit schon weniger offensichtlich ist:
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Fiir t — oo konvergiert die Losung gegen «/f. Das sogenannte Réuber-Beute Modell von
Volterra und Lotka betrachtet zwei Populationen z(t) = und y(¢), zum Beispiel Génse und
Fiichse. Bei zuviel Fiichsen wird die Vermehrungsrate der Génse negativ, bei zuwenig Génsen
ist die Vermehrungsrate der Fiichse negativ (a, 8,7, ¢ sind positive Konstanten):

W= (o= By

y = (=7v+dz)y.

Es ergeben sich also zwei gekoppelte Gleichungen, deren Losung nicht ohne weiteres ermittelt
werden kann. Soll das Modell aufierdem die jahreszeitliche Anderung der Futtersituation
berticksichtigen, so miissen die Koeffizienten durch zeitabhéingige Funktionen ersetzt werden.
Allgemein interessieren wir uns fiir folgende Situation.

Definition 1.1 Sei G offen in R x R" und f € C°(G,R"), f = f(t,x). Eine Funktion
x € CYI,R"), I C R Intervall, heifit Losung der Differentialgleichung x' = f(-,x), falls

(1.1) 2/ (t) = f(t,z(t)) fir allet € I (insbesondere (t,z(t)) € G).
Gilt auflerdem

(1.2) x(to) = xo fiir gegebenes (tg,zo) € G,

so heifit x Lisung des zugehorigen Anfangswertproblems.

Die Differentialgleichung heiffit autonom, wenn das Vektorfeld f nicht von der Zeit abhéingt.
Wir kénnen uns x(t) dann als Bahn eines Teilchens vorstellen, dass zur Zeit ¢y in z( startet
und durch Vorgabe der Momentangeschwindigkeit ’(t) = f(x(t)) zur Zeit t gesteuert wird.
Im nichtautonomen Fall ist die Steuerung zusétzlich zeitabhingig. Es stellen sich folgende
Fragen:

1. Ist eine Losung des Anfangswertproblems eindeutig bestimmt?
2. Existiert eine Losung des Anfangswertproblems?

3. Wie hingt die Losung vom Anfangswert xg und dem Vektorfeld f ab?

In der Vorlesung werden aus Zeitgrinden nur die ersten beiden Fragen befriedigend beant-
wortet, wobei wir mit der Eindeutigkeit beginnen.

Beispiel 1.1 Sei G =R x R und f(¢,2) = 24/|z|. Dann hat das Anfangswertproblem
¥ =f(,x) z(0)=0
unendlich viele verschiedene Lisungen in CI(R), und zwar fiir —-co < a <0< <>

—(t—a)? firt<a
Tap(t) = 0 fira<t<p
(t—B)? fiir t > f.

Fiir die Eindeutigkeit ist die Stetigkeit des Vektorfeldes f demnach nicht ausreichend.
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Satz 1.1 (Eindeutigkeit der Losung) Sei G C R x R” offen. Ist f € C°(G) mit D, f €
C%(@), so hat das Anfangswertproblem

¥ = f(-,x), x(ty) = o
héchstens eine Losung x € CH(I,R™).

Fiir den Beweis brauchen wir die nachstehende Folgerung aus dem Schrankensatz, vgl. Satz
1.2 und Folgerung 1.1 in Kapitel 7.

Lemma 1.1 Sei f € C%(G,R"), f = f(t,x), mit Dof € CO%(G,R™™). Dann ist f lokal
Lipschitzstetig bzgl. x: zu (to, o) € G gibt es eine Umgebung U (tg, zo) := {(t,x) : |t — to] <
g, | —xo| < e} C G und eine Konstante L € [0,00) mit

|f(t,x1) — f(t,z2)| < L|xy —xo|  fiir alle (t,x1), (t, 22) € U:(to, zo)-

BEWEIS VON SATZ 1.1 Seien x1,z9 € C'(I,R™) zwei Losungen des Anfangswertproblems.
Wir zeigen erst x1 = xg auf (tg — d,tg + 0) fiir ein geeignetes § > 0. Seien dazu ¢ > 0, L < o0
wie in Lemma 1.1. Wihle § > 0 mit (¢,21(t)), (¢,22(t)) € Ue(to,xo) fiir [t — to| < §. Fiir
u(t) = |r1(t) — 22(¢)|? berechnen wir

1= 2z — w2, ) — )]

= 2l @1 — 2, f(-,21) = f(+,22))]
2|z — x| |f(+,21) — f(+,22)] (Cauchy-Schwarz)
2 Lu.

|u

IN A

Daraus folgen fiir ¢ € (ty — d,t9 + d) die Ungleichungen

%(e_%tu(t)) <0 und %(ezuu(t)) > 0.
Durch Integration ergibt sich u(t) < u(to)e?Xlt =%l und wegen wu(ty) = |z1(to) — z2(tg)[> = 0
nach Voraussetzung ist u(t) = 0 bzw. z1(t) = z2(t) fur alle t € (tg — 6,t0 + 9).

Jetzt zeigen wir x1 = 9 auf ganz I. Die Menge M = {t € I : x1(t) = z2(t)} ist
nichtleer, da ty € M nach Voraussetzung, und ist abgeschlossen in I, da x1,xo stetig sind.
Nach Schritt 1 gibt es zu t € M aber ein § > 0 mit (¢t — J,t + ) C M, d. h. M ist offen.
Daraus folgt M = I. O

Wir kommen nun zur Frage der Existenz. Das folgende Beispiel zeigt, dass wir im allgemeinen
nur eine zeitlich lokale Losung erwarten kénnen.

Beispiel 1.2 Betrachte f € C®(R x R), f(t,z) = 2%. Das zugehorige Anfangswertproblem

hat die Losung x : (—o0,1) — R, 2(t) = 1/(1—t). Die Losung ist nach rechts nicht fortsetzbar,
denn es gilt lim; ~ 2(t) = oo.

In Satz 1.3, Kapitel 5, wurde gezeigt, dass die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen
bei gleichméfiger Konvergenz stetig ist. Die folgende Konsequenz ist fiir uns jetzt wichtig.
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Satz 1.2 (Vollstéindigkeit von C°(I,R")) Sei I C R ein Intervall. Dann ist C°(I,R"),
versehen mit der Supremumsnorm, ein Banachraum.

BEWEIS: Sei 2, € C°(I,R") eine Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm, das heifit
|xr — x1||7 < e fiir k,1 > N. Dann folgt

lzp(t) —x(t)| <e firalletel, k1> N.
Da R™ vollsténdig ist, existiert x(t) = limg_, oo z(t). Mit I — oo folgt
lzp(t) —z(t)| <e firalletel, k> N,

bzw. ||xx — z||; < e fiir k > N. Somit konvergiert xj beziiglich der Supremumsnorm, d.h.
gleichmiBig, gegen z, und es gilt 2 € C°(I) nach Lemma 1.3 in Kapitel 5, Analysis 1. O

Eine entscheidende Beobachtung zur Konstruktion der lokalen Losung ist, dass das Anfangs-
wertproblem als Integralgleichung geschrieben werden kann.

Lemma 1.2 Sei f € CY(G,R") und (tg,x0) € G. Fiir x : I — R™ mit {(t,z(t)) :t €I} C G
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) x € CH(I,R") ist Losung des Anfangswertproblems

o' (t) = f(t,a(t) firaletel, x(ty) = xo.

(b) = € C°(I,R™) erfiillt die Gleichung
t
x(t) = x0 + / f(s,z(s))ds fir allet € I.

to

BEWEIS: (b) folgt aus (a) durch Integration von ¢y bis ¢, mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung. Umgekehrt folgt aus (b) die Stetigkeit der Funktion t — f(t,z(t)),
und hieraus wieder mit dem Hauptsatz 2/ (¢t) = f(¢,2(t)) durch Differentiation. O

Satz 1.3 (Kurzzeitexistenzsatz von Picard-Lindelsf) Sei f € C°(G,R"™), mit D, f €
C°G,R™ ™), und (tg,w0) € G. Dann gibt es ein § > 0, so dass das Anfangswertproblem

o' = f(-,x) auf I = [to—d,t0 + 9], x(to) = o,
eine Losung x € C1(I,R™) besitzt.

BEWEIS: Als erstes formulieren wir das Problem um in eine Fixpunktgleichung. Zu (tg, o) €
G seien € > 0 und L < oo wie in Lemma 1.1 gewéhlt, und § € (0,e] zunéchst beliebig.
Betrachte im Banachraum X = C°(I,R") mit Norm || - ||; die abgeschlossene Teilmenge

A={zr e X :|z(t) —xo| <efiurallet € I},

sowie die Abbildung

F:A—- X, [F(z)t) :xo—i—/ f(s,2(s)) ds.

to

Nach Lemma 1.2 ist ein Fixpunkt von F', also F(x) = x, eine Losung des Anfangswertpro-
blems. Wir zeigen nun fiir § > 0 hinreichend klein folgende Aussagen:
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(1) F(A)c A  (Selbstabbildung)
(2) [|[F(z) = F(y)llr < 3 |lz—ylls fiir alle 2,y € A (Kontraktion).

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz, Satz 1.1 in Kapitel 8, folgt dann die Existenz eines
Fixpunkts = € A, also der gewiinschten Losung der Anfangswertproblems. Da f : G — R"
stetig, ist M = sup{|f(t,z)| : |t —to| < e,z —z0| < e} < o0, und fiir z € A folgt

|[F(z)](t) — x| = ‘/t f(s,x(s)) ds| < M [t —to] < M.

Also gilt (1) fiir 6 < e/M. Weiter erhalten wir fiir z,y € A aus der Lipschitzbedingung

[F(2)](t) = [F(y)lt)] = ‘/t (f(s,2(s)) — f(s,y(s))) ds
<t —to sup | f(s,2(s)) — f(s,y(s))]

< Lo supz(s) — y(s)]-
sel

Fiir § = min (¢/M, 1/(2L)) folgt also auch Bedingung (2), und der Satz ist bewiesen. O

Beispiel 1.3 Im Satz von Banach wird der Fixpunkt bekanntlich durch Iteration der Ab-
bildung F' mit einem geeigneten Startwert bestimmt. Wir wollen das fiir folgendes triviale
Beispiel explizit durchrechnen:

¥ =az, z(0)=1.

Hier ist G = R x R, f(t,z) = ax und ¢y = 0. Die Iterationsvorschrift lautet

[F(x)](t) =1 —i—/o azx(s)ds.

Wihlen wir als Startfunktion z((t) = 1, so sind die ersten Iterationsschritte

t
z1(t) = 1+/ads:1+at,
0
! a?t?
xo(t) = 1+/0a(1+as)ds:1+at+—2 ;
t 2.2 242 343
a“s a“t a’t
x3(t) = 1+/0a(1+ocs+T)ds:1+at+T+T.

Durch Induktion sieht man ohne Miihe

k j
.%'k(t) = Z (at) .

4!

Insbesondere konvergiert das Verfahren fiir & — oo gegen die Losung z(t) = e, und zwar
lokal gleichméflig auf ganz R.



Fiir D C R" offen betrachten wir nun Vektorfelder f : G = (a, ) x D — R™ mit f, D, f
stetig, wobei —oo < o < 0 < 8 < 00. Zu gegebenen Anfangsdaten z(0) = zo € D liefert der
Satz von Picard-Lindelof eine C'-Losung z : (—6,8) — D, und wir fragen uns: unter welchen
Vorausetzungen kann das Anfangswertproblem auf dem ganzen Intervall («, 3) gelost werden?
Oder anders:

Was muss passieren, damit die Losung vorzeitig ihren Geist aufgibt?

Sei ¢t das Supremum aller ¢ > 0, so dass das Anfangswertproblem auf [0,¢) l6sbar ist. Dann
ist t* > 0, und das Anfangswertproblem ist auch auf [0,¢") noch lésbar: wihle dazu eine
Folge t; /' t* mit zugehorigen Losungen z € C1([0,t), D), und definiere

z:[0,t%) = D, zfjg4,) = k-

Fiir t < t; gilt xp = 2y auf [0,¢;) wegen der eindeutigen Losbarkeit, Satz 1.1. Damit ist
x wohldefinierte Losung des Anfangswertproblems. Nach Definition des Supremums ist das
Anfangswertproblem auf keinem Intervall [0,¢) mit ¢ > ¢ lésbar; wir nennen t* € (0, o0]
die maximale Lebensdauer der Losung (Englisch: lifespan). Analog bestimmen wir das ma-
ximale Alter t~ < 0, und erhalten insgesamt ein maximales Intervall (t~,¢"), auf dem das
Anfangswertproblem eine Losung hat.

Lemma 1.3 (Divergenz der Lésung) Sei f : (o,3) x D — R™ mit f, D, f stetig, wobei
D C R"™ offen und —o0o < a < 0 < 3 < oco. Gilt fiir die mazimale Losung x € C*((t~,t1), D)
des Anfangswertproblems t™ < B, so verlisst x(t) fiirt /'t jedes Kompaktum, das heifit fiir
jede kompakte Menge K C D gilt x(t) ¢ K fiir t hinreichend nahe bei t*. Entsprechendes gilt
im Fall t— > a.

Bemerkung. Im Fall D = R™ bedeutet das

tt < B = lim |2(t)] =c0, bzw. t >a = lim |z(t)| = cc.
t /et Nt

BEWEIS: Sei t7 < f und K C D kompakt. Angenommen es gibt ein 7 < ¢+ mit x(¢) € K fiir
alle t € (1,t1). Da f stetig, ist M = sup{|f(t,z)| : t € [0,tT], z € K} < oo und es folgt

to
l2(ts) — x(t1)| = / [f(t,x(t)|dt < Mty —t;| fiir alle 15 € [0, ).

t1

Somit existiert + = lim, e+ x(t) € K. Nach Satz 1.3 gibt es nun auf einem Intervall I =
(tt — 7,t% + 7) eine Losung y des Anfangswertproblems

v = f(,y)auf I, y(th)=2at.

Nach dem Eindeutigkeitssatz stimmen z und y links von tT iiberein, also ergibt Zusam-
mensetzen eine Losung 7 der Differentialgleichung auf [0,¢T + 7) mit #(0) = x, im Wi-
derspruch zur Maximalitéit von ¢T. Der Satz ist damit nicht ganz gezeigt, denn die obige
indirekte Annahme schliefft nicht ein oszillierendes Verhalten aus, bei dem die Losung fiir
t /tt immer wieder nach K zuriickkommt. Aber angenommen es gibt eine Folge t;, ~ tT
mit z(t;) € K. Aus Kompaktheitsgriinden gilt K = {x € R™ : dist(z, K) < o} C D fiir
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o > 0 klein, sowie M = sup{|f(t,z)| : t € [0,t7], z € K} < oo. Wie oben gezeigt ist
ty = sup{t >t} : x(t) € K} < tT, und es folgt

o <la(b) — o) = | [ ritat®)at] < MGG~ 1)

Fiir ¢, hinreichend nahe bei ¢t ist dies ein Widerspruch, und der Beweis ist komplett. O
Wir wollen nun im Fall f : (o, f) x R™ — R™ Wachstumsabschétzungen fiir die Losung her-
leiten, um unter geeigneten Annahmen die Divergenz auszuschlieflen. Das folgende Argument
verallgemeinert die Abschitzung aus dem Eindeutigkeitssatz.

Lemma 1.4 (Gronwall) Sei u € C%([to,t1]), und es gelte

u(t) < B(t) + /t a(s)u(s)ds  fir alle t € [to, 1],

to

wobei a € CY([to,t1]), a > 0, und B € C([ty,t1]). Dann folgt mit A(t) = ft

4 () ds

t
u(t) < e <B(t0) +/ e A B! (s) ds> fir alle t € [to, t1].
to

BeEwers: Wir setzen g(t) = ft

1, @(s)u(s)ds, also u(t) < B(t) + g(t), und berechnen

d d —A —Apn/

Integration von ¢y bis t liefert wegen g(tg) = 0 und A(tg) =0

(e*Ag) =e 4a (u—g) < e 4aB=—

t
AOg0) < Blto) e MOBE) + [ OB ) ds.

to

Multiplikation mit eA®) und Einsetzen in u(t) < B(t) + g(t) ergibt die Ungleichung. a

Satz 1.4 (Langzeitexistenz bei linearem Wachstum) Sei f : (a,5) x R" — R" mit
f, Dof stetig und —o0o < a < 0 < B < o0o. Es gebe a,b € CO((a, B)) mit a >0, so dass gilt:

|f(t, )| <a(t)|z|+0() fir alet € (a,5), x € R™.

Dann ist das Anfangswertproblem x' = f(-,x), x(0) = zo € R", auf ganz («, B) losbar, und
mit A(t) = fg a(s)ds gilt die Abschitzung

(1.3) |z (t)] < e (]mo\ + /Ot e~ AG)p(s) ds> fiir alle t € (a, B).
BEWEIS: Fiir ¢t € [0,¢1) gilt die Abschétzung
0] < ool + [ 1 a(6D)lds <l + [ (a(s)1r5)] +06)) s,
das heifit es ist |z(t)| < B(t) + f(f a(s)ds mit B(t) = |xg| + fg b(s)ds. Aus dem Lemma von

Gronwall folgt die gewiinschte Abschiitzung auf [0,¢1). Wire tT < 3, so gilt |z(t)] — oo mit
t /t* nach Lemma 1.3, im Widerspruch zur Abschiitzung. O
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2 Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten hier das Anfangswertproblem
(2.1) 2(t) = At)z(t) + o) fir t € I = (o, B), x(to) = wo.

Dabei ist A : I — R™ ™ b : I — R" sowie z : I — R™. Allerdings ist es niitzlich, auch
komplexwertige Koeffizienten und Losungen zuzulassen. Durch Aufspaltung in Real- und
Imaginérteil ist ein komplexes n x n System dquivalent zu einem reellen (2n) x (2n) System,
das heifit unsere Existenz- und Eindeutigkeitstheorie ist voll anwendbar. Wir betrachten erst
das sogenannte homogene Problem, das heiit den Fall b(t) = 0.

Satz 2.1 (Anfangswertisomorphismus) Sei A € C°(I,K"*") fiir K = R oder K = C.
Dann ist die Menge Ly = {x € CYI,K") : 2/ = Az auf I} ein n-dimensionaler K-
Vektorraum, genauer ist fiir jedes to € I die Abbildung

5t0 Ly — Kn, 5,50(.%') = x(to)
ein Vektorraumisomorphismus.

BEWEIS: Mit z,y € L4 ist auch Az + py € L4 fir A\, p € K, denn
Az +py) =X’ +py = XAz + p Ay = Az + py).

Also ist L4 ein Untervektorraum von Cl(I ,K™"), und die Abbildung &;, : La — K" ist
wohldefiniert und linear. Da |A(t)x| < |A(t)]|z|, gibt es nach Satz 1.4 zu jedem zy € K" eine
Losung von 2/ = Az auf ganz I mit Anfangswert z(tg) = z, das heifit die Abbildung dy, ist
surjektiv. Aus der Eindeutigkeit der Losung nach Satz 1.1 folgt, dass dy, auch injektiv ist. O

Eine Basis von L4 bezeichnet man als Fundamentalsystem der Gleichung =’ = Ax. Explizit
erhélt man ein solches Fundamentalsystem, indem man die Gleichung zu linear unabhéngigen
Anfangsdaten 16st, etwa z;(tg) = e, wobei ey, ..., e, die Standardbasis ist.

Fiir beliebige n Losungen z; : I — K" der Differentialgleichung impliziert der Satz
folgende Alternative: entweder bilden die Vektoren x;(t),...,x,(t) eine Basis des K" fir je-
des t € I, oder es gibt Zahlen Aq,...,\, € K| nicht alle Null, mit Adjz1(¢) +... + Az (t) =0
fiir alle ¢ € I. Wir kénnen n Funktionen z1,...,z, : I — K" zu einer matrixwertigen
Funktion X : I — K"*" zusammenfassen, so dass x; die j-te Spalte von X ist. Es gilt dann

o = Azj fir j=1,....,n & X' =AX.

Dabei steht rechts die Matrixmultiplikation. Die Aquivalenz folgt aus der Tatsache, dass die
Ableitung von X spaltenweise berechnet werden kann, und dass die j-te Spalte von AX gleich
Az; ist. Die Tatsache, dass die Vektoren x1(t),...,z,(t) fiir Losungen des Systems 2’ = Az
entweder fiir alle ¢ € I oder fiir kein ¢ € I linear abhéingig sind, ergibt sich alternativ auch
aus folgender Formel.

Satz 2.2 (Formel von Liouville) Sei X € C1(I,K"*") eine Lisung von X' = AX auf I,
wobei A € CO(I,K™™). Dann gilt fiir beliebiges to € I

t
det X (t) = det X (tg) - exp (/ tr A(s) ds> fir alle t € 1.

to
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BEWEIS: Ist det X (t9) = 0, so gilt det X (¢) = 0 fiir alle ¢t € I nach Satz 2.1, und die Formel
trifft zu. Andernfalls ist det X (¢) # 0 fiir alle ¢ € I, und es gilt die allgemeine Formel

(det X)'(t) = det X (¢) - tr (X (1)1 X'(1)).
Setzen wir X’ = A(t)X (t) ein und beachten tr (X 'AX) = tr (XX 1 A) = tr (A), so folgt
(det X)'(t) = det X (¢) - tr (A(?)).

Damit gilt weiter

d ot

—<6 ffo tr A(s) ds detX(t)> —0,

dt
und durch Integration folgt die Behauptung. O
Fiir die konkrete Berechnung eines Fundamentalsystems gibt es keine allgemeinen Rezepte.
Eine Ausnahme bilden die Gleichungen mit konstanten Koeffizienten, fiir die ein Fundamen-
talsystem durch Ubergang zu einer Basis bestimmt werden kann, in der die Gleichungen
entweder ganz entkoppeln oder auf sehr spezielle Weise gekoppelt sind, genauer ist die Ko-
effizientenmatrix entweder diagonal oder hat Jordansche Normalform. Dies ist (vielleicht)
in der Linearen Algebra behandelt worden, darum will ich hier etwas anders vorgehen: die
Matrix-Exponentialfunktion ist definiert durch

exp : K™ — K™ exp(A) = R
k=0

Fiir |[A| < R gilt |[AF| < |A]F < R*. Wegen Y72, }g—f = ef! < 0o konvergiert die Reihe nach
dem Majorantenkriterium, und die Konvergenz ist gleichméBig fiir |A| < R. Insbesondere ist
die exp stetig auf K™*™,

Satz 2.3 (Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten) Fir A € K"*" ist
X R = K" X(t) =exp(tA),

die Lisung des Anfangswertproblems X' = AX, X(0) = E,. Die Spaltenvektoren x;(t),
Jj=1,...,n, bilden ein Fundamentalsystem fir ' = Az zu den Anfangswerten z;(0) = e;.

Bewers: Fiir [t < T und k£ > 1 gilt

d ‘ ‘ th—1 gk ‘ |A| (T|A|)k 1
dt k" - - (k—1)!
Wegen Y 72, T‘Al) = 714l < oo konvergiert die formal differenzierte Reihe absolut und

gleichméafig fiir ]t] < T. Es folgt durch gliedweise Differentiation, vgl. Satz 3.2 in Kapitel 5,

0 k-1 4k o0
X't =Y ! A‘ :AZ%(tA)k = AX(1).

Hier haben wir benutzt, dass die Multiplikation von links mit A eine stetige Abbildung auf
K™*" ist. Weiter gilt X (0) = A° = E,, per Definition, und somit ist X (¢) ein Fundamental-
system nach Satz 2.1. O
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Folgerung 2.1 Die Matriz-Exponentialabbildung hat folgende Eigenschaften:
(a) exp: K" — GI,(K) und exp(0) = E,,.

(b) det (exp(A)) = exp (tr (A)) .
(c) exp(SAS™1) = Sexp(A)S~! fiir alle A € K", S € Gl,(K).

(d) exp(A+ B) = exp(A)exp(B), falls [A,B] = AB— BA=0.

BeEwEIS: Die Invertierbarkeit von e4 = et4|,—; folgt aus Satz 2.3 sowie Satz 2.1, und ® = E,,

gilt nach Definition. Gleichung (b) wurde bereits in Satz 2.2 gezeigt. Fiir (c) argumentieren
wir mit dem Eindeutigkeitssatz: die Funktionen ¢ — 549 ' sowie t — Set4S~1 1osen beide
die Differentialgleichung X’ = (SAS~!)X zum Anfangswert X(0) = E, und sind damit
gleich; fiir ¢ = 1 folgt (c). Bei (d) gehen wir &hnlich vor, aber in zwei Schritten: zunéchst
sind sowohl ¢t — €' B als auch t — Be!* Losungen des Anfangswertproblems X’ = AX mit
X (0) = B, wobei fiir die zweite Funktion die Voraussetzung [A, B] = 0 eingeht:

9 (Be) = BAC = A(Be).

Also gilt eAB = BeA. Jetzt berechnen wir fiirr X (t) = et4etB
X'(t) = Aete!P + e Bett = (A4 B)e!e!® = (A+ B)X(1).

Es folgt X (t) = eA+B) insbesondere eAef = eA+B, |
Die Eigenschaften (c¢) und (d) konnen alternativ auch aus der Definition der Matrix-
Exponentialfunktion als Reihe hergeleitet werden. Fiir (d) ist dabei wesentlich, dass e?e®
mit dem Cauchyprodukt fiir Reihen berechnet werden kann, wenn [A, B] = 0. Nach (c)
reicht es zur Berechnung von e? den Fall zu behandeln, wenn A Jordansche Normalform
hat. Wir wollen das nicht allgemein durchfiihren, auch wenn es nicht schwer ist, sondern uns
auf folgendes Beispiel beschrénken.

Die Auslenkung eines schwingungsfihigen Systems (Oszillators) mit Eigenfrequenz wy > 0
und Reibungskoeffizient 8 > 0 wird beschrieben durch die Differentialgleichung

x"—i—?ﬂx/—i—ng =0.

Wir schreiben die Gleichung dquivalent in ein System erster Ordnung um:

()= (2 =) 0)

Das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix A ist
paN) = N2+ 28A+wd = (A +8)2 +wi - 52

Fiir 8 # wo hat A zwei verschiedene, eventuell komplexe Eigenwerte A\* = —5 4 /52 — wi €
C, mit zugehérigen Eigenvektoren v* = (1, A\*). Es gilt dann
d

—€

+ + +
= Moty = \EMtyE 4 (X E),
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Die Vektoren e)‘itvi\t:o = v* sind als Eigenvektoren zu v erschiedenen Eigenvektoren linear
unabhéngig, also bilden die Funktioenn Nty ein Fundamentalsystem iiber C. Ist § > wg,
so folgt AT € [~24,0) und die resultierenden Losungen x%(t) = et fallen streng monoton
und exponentiell (Kriechfall). Ist 8 < wp, so erhalten wir durch Linearkombination das reelle
Fundamentalsystem

z1(t) = e Pcos\/wi— B2t  aa(t) = e Ptsin/wi— B2
n(t) = 24() ya(t) = ay(t)

Fall 3 0= 3% — w}
In diesem Fall hat das Polynom die eine reelle Nullstelle —3. Ein Fundamentalsystem lautet

() = e P ro(t) = te Pt
nit) = —e P ypt) = e P —pte

An der Stelle t =0
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3 Separation der Variablen
Als Ausgangspunkt betrachten wir nochmals die Euler-Lagrange-Gleichungen.

Satz 3.1 (Energieerhaltungssatz) Sei Q C R" offen und f € C*(Q x R"), f = f(x,v)
(also f unabhingig von t). Ist x € C?(I,Q) eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen, so
gilt der ,Energieerhaltungssatz®

d
E[(va($,$/),$,> - f(x’x,)] =0.
BEWEIS:
AN~ Of N~ dof o Of ol
dt =~ avj(xax)xj f(x’x) _jzl dt auj(x’x) 8.%'j($,x) xj_o

Beispiel 3.1 Sei f(z,v) = Z[v|> — V(z) die Lagrangefunktion eines Teilchens der Masse
m > 0 im Potential V. Dann gilt

(Duf(@,a’),a) = f@,2) = (mal,a) = (5 o' = V()
= D2+ V().
2
Es folgt der Energieerhaltungssatz
m P2+ V(z)=FE (= Konstante).
2

Bei Systemen mit einem Freiheitsgrad (n = 1) lautet der Energieerhaltungssatz

x = i,/%(E—V(x)).

Anfangswertprobleme dieses Typs konnen nun ,explizit® gelost werden mit dem nachstehen-
dem Verfahren.

Satz 3.2 (Separation der Variablen) Seien f € C°(I), g € C°(J) fiir Intervalle I,J C
R, und g(x) # 0 fir x € J. Betrachte das Anfangswertproblem

(3.1) T (t) = firtel, x(ty) = xo.

Definiere F € CY(I), G € C*(J) durch

F(O) = [ f(s)ds. Gla) = / " () dy.

0

Ist I so klein gewdihlt dass F(I) C G(J), so folgt:
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a) Es gibt genau ein x € C*(I) mit G(z(t)) = F(t) fir allet € I.
b) Diese Funktion ist die eindeutig bestimmte Liosung des Anfangswertproblems (3.1).

BEWEIS: Nach Analysis 1 ist J* = G(J) ein offenes Intervall und es existiert die Umkehr-
funktion H € C*(J*) von G. Fiir x € C1(I) mit x(I) C J gilt:

x ist Losung von (3.1)

& % G(z(t)) = % F(t) und z(ty) = xo
& G(z(t)) = F(t) (beachte G(z¢) = F(ty) =0)
& x(t) = H(F(t)).

Insbesondere ist eine Losung von (3.1) eindeutig bestimmt. Definieren wir x = H o F, so ist
z € C'(I) mit z(I) = H(F(I)) C H(G(J)) = J nach Voraussetzung und z ist Losung von
(3.1). a

Loésungsrezept.

dr _ f(t) _
.E_m —  g(x)dx = f(t)dt

e Integration von ty bis ¢t und xzg bis x:

Gz) = / " gly) dy = [t = P

0
e Auflgsung nach = ergibt x = z(t) oder Auflésung nach ¢ ergibt ¢ = t(x).

Beispiel 3.2 (Homogene, lineare Gleichung) Betrachte fiira € C°(I) das Anfangswert-
problem

2'(t) = a(t)z(t), xz(ty) = xo.
Nach dem Lésungsrezept ergibt sich (unter welchen Voraussetzungen?)

dx
— =q(t)dt
° . a(t)

o Integration von tg bist bzw. xg bis x:

o z(t) = xg exp ftl; a(s) ds.

Beispiel 3.3 (Rotationsminimalflichen) Wird der Graph einer Funktion r : I — (0,00),
r =r(x), um die x-Achse rotiert, so hat die entstehende Fliche (wie man zeigen kann) den

Flicheninhalt
A(r) = 271'/7‘(56)\/ 1+ 7 (x)?dx.
I
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Falls r diesen Flicheninhalt relativ zu allen Graphen u : I — (0,00)) mit u|or = r|sr mini-
miert, so ist r Losung der zugehorigen Fuler-Lagrange-Gleichung. Aus Satz 3.1 folgt

/
N2 — 1)2 _ 1
= 0= (G

Wir lésen mit Separation unter der Annahme r' > 0:

e JEye (@f_glﬂmzw

Integration von ro bis v, xo bis x liefert Arcosh 7 — Arcosh " =z — xq beziehungweise

r—XT

. 7o
r(x) = a cosh mit x1 = xg — Arcosh —.
a

4 Lineare Differentialgleichungen

Fiir lineare Differentialgleichungen erhélt man eine sehr prézise Theorie. Wir betrachten hier
allgemein ein System

(4.1) 2'(t) = A(t)z(t) + b(t), =z(to) = 0.

Dabei sind A : I — R™" ~ L(R",R") und b € I — R" stetig und xzp € R. Gesucht ist
eine Losung x € CH(I,R") von (4.1). Es erweist sich aber als niitzlich, im Folgenden auch
komplexwertige Funktionen zuzulassen, also

A(t)y e C™™ b(t)eC", x9€C" undx(t) € C".

Tatsache. Das lineare Anfangwertproblem (4.1) ist auf ganz I (und nicht nur lokal) 16sbar.
Dies ergibt sich durch eine genauere Analyse des Satzes von Picard-Lindelof, siehe Skript
Analysis 11, SS "97.

Satz 4.1 Sei A € CO(I,K™") mit K = R oder K = C. Dann ist die Losungsmenge des
homogenen Systems
Li={zecC'I,K"): 2 = Az auf I}

ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Und zwar ist fiir jedes tog € 1 die Abbildung
5t0 Lg— Kn, 5t0 (1‘) = .%'(to)
ein Vektorraumisomorphismus.

BEWEIS: Mit x,y € L4 ist auch Ax+py € L4 fiir A\, u € R. Deshalb ist L4 ein Untervektor-
raum von C'(I,K"). Die Abbildung &, ist surjektiv, weil das Anfangswertproblem zu jedem
o € K" eine Losung auf ganz I hat, siche obige Tatsache. d, ist injektiv, weil die Losung
des Anfangswertproblems nach Satz 3.1 eindeutig bestimmt ist. O

Definition 4.1 Fine Basis von La heifit (Losungs-)Fundamentalsystem auf I.
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Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung zweiter Ordnung (Schwingung mit Rei-
bung)
2+ 282 —i—w%x =0 (Bo,wo >0).

Wir kénnen die Gleichung dquivalent in ein System erster Ordnung umschreiben:

/
X = vy
/

y = —wir— 2Py
Ein Fundamentalsystem ergibt sich aus dem Ansatz z(t) = eM mit A € C, also
0=eMA2+28N+wd).

Fall 1 0 < % — w3 =: w? (wobei w > 0)
Dann hat das Polynom die beiden reellen Nullstellen A+ = —3 +w < 0. Die beiden Lésungen

za(t)\ [ et
Y+ (t) N At e+t
bilden ein Fundamentalsystem, denn

det <x+(0) x(0)> = det ( b1 > =A== —2w<0.

y+(0)  y-(0) Ar A
Fall 2 0> %2 — w2 =: (iw)? (wobei w > 0). Dann hat das Polynom die beiden nichtreellen
Nullstellen A = —fB+iw. Analog zu oben erhalten wir nun ein komplexes Fundamentalsystem

x4 (t) B e+t
ye(t))  \Aperst)
Uber R erhalten wir durch Linearkombination

r1(t) = e Plcoswt a9(t) = e Psinwt
n(t) = =) ya(t) = 5(t)

Fall 3 0=p3%—w?
In diesem Fall hat das Polynom die eine reelle Nullstelle — /3. Ein Fundamentalsystem lautet

= te Pt

ni(t) = e P ()
nit) = —e P () = e pre

An der Stelle t =0
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