2 Partielle Ableitungen

Wir kommen nun zur Differentiation von Funktionen im R™. Um fiir diese Ableitungen zu
definieren, ist die einfachste und vielfach beste Idee, alle Variablen bis auf x; als konstant
aufzufassen und die resultierende Funktion der einen Variablen z; wie {iblich zu differenzieren.
Auf diese Weise ergeben sich fiir j = 1,...,n die n partiellen Ableitungen der Funktion. Im
Folgenden bezeichnet ey, ..., e, die Standardbasis des R", also e; = (0,...,1,...,0) mit der
1 an der j-ten Stelle.

Definition 2.1 Sei 0 C R" offen und f : Q — R™. Die partielle Ableitung von f nach x;
an der Stelle x € Q ist der Grenzwert (falls existent)

0, (@) — tiy LEH100) = @)

t—0 t

0
Andere Bezeichnungen sind %(w) und Dj f(x).
J

Die partielle Ableitung 0; f(x) ist einfach die Ableitung der reellen Funktion (—6,d) — R™,
t — f(x +tej), an der Stelle t = 0, oder alternativ die Ableitung der reellen Funktion

(mj — 5,1‘j +0) = R™  ye— fxy,... s L1 Y5 Tjtly e - , X))

an der Stelle y = x;. Der folgende Satz formuliert in diesem Zusammenhang wohlbekannte
Ergebnisse der eindimensionalen Analysis.

Satz 2.1 (Ableitungsregeln) Sei Q C R™ offen und © € Q. Die Existenz der partiellen
Ableitungen 0; f(x) und 0jg(x) sei vorausgesetzt. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Linearitét: fir f,g: Q@ — R™ und o, 5 € R gilt
di(af + Bg)(x) = ad;f(x) + B 0jg(x).

(b) Komponentenweise Differentiation: fiir f : Q — R™ gilt, wenn eine der Seiten existiert,
m
0;f(x) =) _0;fi(x)ei
i=1

(¢) Produktregel: fir f: Q — R™ und g : Q@ — R gilt
9;(f9)(x) = (0, f)(x)g(x) + f(2)(0;9)(x).
(d) Quotientenregel: fir f: Q — R™ und g : Q@ — R mit g(z) # 0 gilt

(£ () = @i @)g(@) = f(2)(959)(x)
o <g>( ) g(x)? '

(e) Kettenregel: ist f: Q — I CR und ¢ : I — R differenzierbar in f(x), so folgt

(g o (x) = ¢'(f(2))0; f (x)-
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Beispiel 2.1 Wir betrachten die Euklidische Abstandsfunktionen vom Nullpunkt

r:R" >R, r(z) = |z|=/22+ ... +22.

In = # 0 existieren die partiellen Ableitungen, und zwar gilt mit der Kettenregel

2 . .
ojr(z) = > 2 = = % fir r = r(x) = |x|.
2¢/x{ + ...+ xF r

Im Nullpunkt sind die partiellen Ableitungen dagegen nicht definiert, denn r(0+te;) = |¢| ist
in ¢t = 0 nicht differenzierbar. Die Funktion 0;r ist in x # 0 ihrerseits partiell differenzierbar,
und wir erhalten die zweiten partiellen Ableitungen

Ojxi)r —x;0r 1 T T
(0 () = DB BOT L (5, Ty,

r2

Ist ¢ : (0,00) — R zweimal differenzierbar, so berechnen wir weiter fiir f = por:R” - R
0if(z) = ¢(r)ojr=¢(r)==,

0:(0;f)(x) = ¢"(r)0rdjr+ ¢ (r)0;(9;r) = @'/(r)xixj + P'(r) (5ij _ xixj) .

72 r r2

Der Operator A = Y% 0? heifit Laplaceoperator, die Losungen der Gleichung Af = 0

=11
heiflen harmonische Funktionen. Wir kénnen jetzt die rotationssymmetrischen harmonischen
Funktionen ausrechnen, und zwar erhalten wir

02 A1) = ¢+ ) =T ()

Diese Gleichung hat die Losungen, mit Integrationskonstanten a,b € R,

T2fn

a +b firn>3

p(r)=9q 2-n
alogr+b fiirn=2.

Fiir n = 3 ist f das Newtonsche Gravitationspotential.

Im vorangegangenen Beispiel traten zweite partielle Ableitungen auf. Ist fiir f : Q@ — R™
die Ableitungsfunktion 9;f : €2 — R™ definiert und ihrerseits in x € € nach z; partiell
differenzierbar, so setzen wir

o f
Sz, )

(2.1) 0;0; f(x) := 0;(0; f)(x) (alternative Notation D%f(x) oder

Entsprechend fiir Ableitungen beliebiger Ordnung: ist fiir iq,...,4 € {1,...,n} die Ablei-
tungsfunktion 9;, ... 0;, f : Q@ — R" definiert und in = € € nach z; partiell differenzierbar, so
setzen wir induktiv

Die folgenden Klassen von Funktionen spielen in der Analysis eine wichtige Rolle. Wir werden
sehen, dass die Eigenschaft der Stetigkeit der partiellen Ableitungen in vielen Anwendungen
wesentlich ist.
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Definition 2.2 (C*-R#ume) Sei Q C R™ offen und k € No U {oo}. Wir bezeichnen mit
C*(Q,R™) die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf Q mit Werten im
R™, das heift alle partiellen Ableitungen 0;, ...0;, f der Ordnung j < k (bzw. j < oo im
Fall k = o0) sind definiert und stetig auf Q. Im reellwertigen Fall, also m = 1, setzen wir

CH(Q,R) = C*(Q).

Wir wollen nun zeigen, dass die Operatoren 9; und 8; auf C*-Funktionen vertauschen. Aus
der Existenz der partiellen Ableitungen 0;0; f und 0;0; f allein folgt das nicht, wie das Beispiel

2 -y
(2.3) Fla,y) =V 142 fiir (z,y) # (0,0)

0 fiir (z,y) = (0,0)

zeigt. Man kann berechnen

z?—y? day? .
onflx,y) = {yﬂﬂ/? + a2y i (z,y) # (0,0)

2.2 2 .
$§2+ZQ + xy (mgliny)z fiir (:C, y) 7& (0’ 0)

0 fir (,4) = (0,0)
und 0102 f(0,0) = 1, aber 920, f(0,0) = —1.

a2f(x’y) = {

Satz 2.2 (Symmetrie der 2. Ableitung, H. A. Schwarz) Sei Q@ C R" offen. Ist f €
C%(2), so vertauschen fir 1 <i,j <n die Ableitungen nach x; und x;:

0;0;f = 0;0;f  auf L.
BeEwEIS: Nach Definition ist 0; f(x) Grenzwert der Differenzenquotienten

Alf(z) = f(Hte;)_f(x) fiir ¢ — 0.

Fiir A3(ALf)(z) = g(Ag o+ se) — A f(m)) folgt
tim (lim AY(ALf)(2)) = 0:(9,)(@).

Das Problem besteht darin, die beiden Grenzwerte zu vertauschen. Der Differenzenquotient
vertauscht immerhin mit der partiellen Ableitung:

0N 1)) = 3 (B0 + tey) — Bif () = A (@1 1))

Wir verwenden nun den Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Ist g nach x; partiell diffe-
renzierbar, so gilt fiir ein « € [0, 1]:
9(z + se;) — g(z)

Ajg(r) = p = 0ig(x + ase;).

Wir wenden das an auf g = A;f und auf g = 9;f, wobei «, 5 € [0,1] von s,¢ abhéngen:

A (AL f) (@) = 0(ALf) ( + ases) = AL(O; f)(x + ase;) = 9;(0; f ) (x + ase; + Btey).
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Da nach Voraussetzung 0;0; f stetig in x ist, folgt die Behauptung, indem wir erst ¢ — 0 und
dann s — 0 gehen lassen. O

Bemerkung. Tatsdchlich haben wir gezeigt: existieren 0; f, 9;f, 0;0;f und ist 0;0;f stetig
in x, so existiert auch 0;0; f(x) und es gilt 0,0, f(x) = 0;0; f (x).

Folgerung 2.1 Fiir eine Funktion f € C*(Q,R™) vertauschen die partiellen Ableitungen bis
zur Ordnung k, das heif$t fiir jede Permutation o € Sy gilt

aiv:r(l) te aig(k)f = al'l . alkf

BEWEIS: Nach Satz 2.2 kénnen benachbarte Operatoren 0;,0; vertauscht werden. Die sym-
metrische Gruppe wird durch Vertauschungen erzeugt (siehe Lineare Algebra). O

Der Begriff der partiellen Ableitung allein ist nicht geeignet, um die mehrdimensionale Dif-
ferentialrechnung zu entwickeln. Ein entscheidender Mangel ist, dass aus der Existenz der
partiellen Ableitungen 01 f,...,d,f in z € ) nicht die Stetigkeit von f im Punkt x folgt.

Beispiel 2.2 Sei 2 = R? und

f(z,y) = xQLny () 70
0 (z,y) = (0,0).

Dann gilt f(x,0) =0 = f(0,y), insbesondere 01 f(0,0) = 0 = 02f(0,0). Aber fiir c(t) = (¢,t)
gilt f(c(t)) = 1/2 fiir alle t # 0, das heifit f ist nicht stetig im Nullpunkt.

Insbesondere kénnen wir im allgemeinen keine Kettenregel fiir foc formulieren, da die Funkti-
on foc nicht einmal stetig sein muss. Die Definition der partiellen Ableitungen macht explizit
von den Koordinaten auf R™ Gebrauch. Es wire denkbar, dass sich ein besserer Ableitungs-
begriff ergibt, wenn alle Richtungen gleichberechtigt betrachtet werden. Dies fithrt auf den
Begriff der Richtungsableitung.

Definition 2.3 (Richtungsableitung) Sei Q C R" offen und f : Q — R™. Fir x € Q und
v € R™ heifst der Grenzwert (falls existent)

00 (2) — tig L 1)~ S @)

t—0 t

Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v. Dies ist die gewdhnliche Ableitung
der Funktion t — f(z + tv) an der Stelle t = 0.

Beispiel 2.3 Die Richtungsableitung von r(z) = |z| in € R”\{0} in Richtung v € R™ ist

d T
Opr(z) = E\/|x|2 + 2t(z,v) + |v|? |t=0= <m,v> )

Leider reicht aber selbst die Existenz aller Richtungsableitungen von f in €  nicht aus,
damit f auch stetig im Punkt x ist.
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Beispiel 2.4 Betrachte jetzt auf Q = R? die Funktion

2zy?

f(z,y) = q 22 +y?
0 (z,y) = (0,0).

Dann existieren im Punkt (0,0) alle Richtungsableitungen, denn fiir v = (a,b) # (0,0) ist

2ab [ 20*/a  fir a #0
o fiir a = 0.

Dennoch ist f im Nullpunkt unstetig, denn fiir c¢(t) = (¢2,¢) gilt f(c(t)) = 1 fiir alle ¢ # 0.
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