3 Die Ableitung

In Analysis 1 hatten wir gesehen, dass die Differenzierbarkeit einer Funktion f im Punkt zq
gleichbedeutend mit der Existenz einer affinlinearen Funktion ist, die in xg mit f in erster
Ordnung iibereinstimmt. Dieser Ableitungsbegriff hat sich fiir Funktionen mehrerer Variabler
als der richtige durchgesetzt.

Definition 3.1 (Ableitung) Sei Q@ C R™ offen und f : Q@ — R™. Die lineare Abbildung
A € L(R™,R™) heifst Ableitung von f im Punkt xq, falls gilt:

(3.1) i @) = (f(@o) + Alz — z0))

T—T0 |Qj‘ — ,I(]|

=0.

f heifst dann differenzierbar in xo mit Ableitung D f(xo) = A.

Mit der Substitution h = & — zg erhalten wir die dquivalente Fassung

(3:2) o f@oth) = (fwo) + Ah)

=0.
h—0 |h|

Satz 3.1 (Berechnung der Ableitung) Die Funktion f :Q — R™ seiin x9 € Q differen-
zierbar. Dann besitzt f in xg die Richtungsableitungen

(3.3) of(x0) = Df(xo)v  fiir alle v € R™,

und D f(xo) hat beziiglich der Standardbasen die Matrizdarstellung (Jacobimatriz)
O fi(zo) ... ... Onfi(wo)

(34) (0; fi(x0)) = e R™*",
Oufmle) o Oufnlso)

Insbesondere ist die Ableitung durch (3.1) eindeutig bestimmdt.

BeEwEIS: Fiir v = 0 sind beide Seiten von (3.3) nach Definition gleich Null. Fiir v # 0 setzen
wir D f(xo) = A, und erhalten fiir ¢ — 0 aus (3.1)

flo +tv) — f(zo) Av‘ _ o+ tv) — (f (o) + A(tv)) |
t g
_ fo+tv) - |§£|(x0) + A(t)) | o] = 0.

Setzen wir v = e; und berechnen die partielle Ableitung komponentenweise, siche Satz 2.1,
so ergibt sich

Df(wo)e; = 05 f(z0) = > _ d; filwo)ei.
i=1

O

Im allgemeinen ist der Nachweis der Differenzierbarkeit direkt anhand der Definition 3.1 nicht
so einfach. Hier ein paar Beispiele.
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Beispiel 3.1 Die Funktion f : I = (a,b) — R™ habe in 2y € I die Ableitung f’'(z9) € R™
im Sinne von Analysis 1. Dann ist f differenzierbar in zy im Sinne von Definition 3.1 mit

Df(zo) : R = R™,  Df(xo)h = f'(x0)h.
Denn es gilt fiir h # 0

| f(zo +h) — ({éro) + [ (@o)h)| | flwo+ h})b — flxo) _ F(z0)| = 0 mit h — 0.

Beispiel 3.2 Sei QO C R” offen und A € L(R",R™). Dann ist die Einschrinkung
f:Q—=R™ f(zr)=Az fiir alle z € Q,
in allen xg € Q differenzierbar mit Ableitung D f(x() = A. Dies folgt sofort wegen f(xo+h) =

Beispiel 3.3 Fiir eine symmetrische Bilinearform b : R® x R®™ — R betrachten wir die
zugehorige quadratische Form f: R™ — R, f(x) = b(x, z). Wir behaupten, dass f in zy € R"
differenzierbar ist mit Ableitung

Df(xo) : R" = R, Df(zp)v =2b(v,z9) fiir alle v € R™.
Die rechte Seite definiert eine lineare Abbildung von R™ nach R. Wir berechnen

f(@o +h) =b(zo + h,x0 + h) = f(x0) + 2b(h, z0) + b(h, h).
Nun gilt die Abschitzung

[b(h, )] < D7 [bles,ej)] [hil [h5] < IR mit €= > |b(ese;)],
i,j=1 i,j=1

und es folgt

Flao +h) - (f|§1:c|o> +2b(h, 7o) _ b%m ~ 0 mit h—0,

was zu zeigen war.

Definition 3.2 (Gradient) Sei Q C R"™ offen und f : Q@ — R differenzierbar in x € Q. Der
Gradient von f im Punkt x ist der Vektor

n o f(z)
grad f(x) = Z(?jf(:v)ej = : e R".
=t Onf(x)
Der Gradient ist der eindeutig bestimmte Vektor mit der Eigenschaft
(3.5) (grad f(z),v) = Df(x)v fiir alle v € R™.

Dabei ist (-,-) das Standardskalarprodukt. Ist grad f(x) = 0, so heiit = kritischer Punkt von
f. Ist x nicht kritisch, so ist die Richtung von grad f(z) diejenige, in der f am stérksten
ansteigt. Denn fiir v € R™ mit |v] = 1 folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

grad f(z)

(3.6) Opf(z) = (grad f(x),v) < |grad f(x)|, Gleichheit genau wenn v = Terad (2]’
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Beispiel 3.4 Der Gradient der Funktion f(x) = ¢(r) mit r(z) = |z| ist nach Beispiel 2.1
grad f(x) = go'(r)E fiir x # 0.
r

Beispiel 3.5 Sei b: R"™ x R” — R eine symmetrische Bilinearform, und B € L(R™ R") der
zugehorige Endomorphismus bzgl. des Standardskalarprodukts, genauer

b(xz,y) = (x,By) fiir alle z,y € R™.
Beziiglich der Standardbasis gilt B;; = b(e;, e;). Fiir f : R = R, f(z) = b(z, ), folgt
grad f(x) = 2Bz fiir alle z € R".
Denn nach Beispiel 3.3 gilt fiir alle v € R”

(grad f(z),v) = Df(x)v = 2b(v,x) = 2(v, Bx).

Man kann sich eine reellwertige Funktion f auf 2 C R stets als Hohenfunktion einer Land-
schaft iiber der Grundfléiche €2 vorstellen. Dazu betrachtet man ihren Graph

G={(y,fly):yeQ} Cc QxR c R*

Aus der Differenzierbarkeit von f im Punkt z folgt, dass der Graph im Punkt p = (z, f(x))
eine Tangentialebene besitzt. Um dies zu sehen, betrachten wir fiir A > 0 die Mengen
Gp = %(G — p), das heifit G wird um —p verschoben — dabei landet p im Nullpunkt —
und dann mit dem Faktor % gestreckt. Wir erwarten, dass die G » fiir A — 0 gegen die
Tangentialhyperebene konvergieren. Da G Graph iiber € ist, ist G, » Graph iiber der Menge
Q) = (2 — 2), und zwar gilt

G = { (L2 IW Iy e ) - { (IO DI g,

Fir z € R” ist  + Az €  und folglich z € Q, ) fiir A > 0 hinreichend klein. Aus (3.3) folgt
nun fiir die Graphenfunktionen der G, »

i £+ 22) = (@)
AN0 A

= Df(x)z.

Es ist damit gerechtfertigt, die Menge T,,G = {(z, Df(z)z) : z € R"} als Tangentialraum des
Graphen im Punkt (z, f(z)) zu definieren. Als Bild der linearen Abbildung z — (z, D f(z)z)
ist T,G ein linearer Unterraum mit der Basis (e1, 01 f(x)),..., (én, Onf(z)). Es ist leicht zu
sehen, dass der Vektor
 (ceradf(2),1)
VIt Ead )P

senkrecht auf den Tangentialraum steht und Léange Eins hat.

Im Beweis der Differentiationsregeln brauchen wir folgende Abschitzung fiir lineare
Abbildungen A € L(R™,R™), vgl. Beispiel 1.13 in Kapitel 3:

(3.7) |A(x)] <|A||z| fur alle z € R™.
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Zum Beweis verwenden wir die Matrixdarstellung beziiglich der Standardbasen

x) = ijA(ej) mit A(e;) Za,jel
j=1

Aus der Dreiecksungleichung in R und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt

A < (X lel14e)) < (Zijw?) (Eij [A(e)?) = AP [z

J=

Hier wurde » 7, |A(e;) > = D1 i Z] = |A|? benutzt. Als Folgerung ergibt sich, dass
jede lineare Abbildung A : R™ — R™ Lipschitzstetig ist, genauer

[A(z) = A(y)| = |A(z —y)| < [A[|z - y].

Wir bemerken, dass in Abschitzung (3.7) die Euklidische Norm |A| durch die im allgemeinen
kleinere Operatornorm |[[Al| = supjy—; |A(z)| ersetzt werden kann; das ist offenbar die
optimale Konstante in (3.7). Da die Operatornorm schwieriger auszurechnen ist, arbeiten
wir jedoch in der Regel mit der Euklidischen Norm.

Die Abschétzung (3.7) ist im allgemeinen nicht giiltig, wenn R™ durch einen unend-
lichdimenionalen normierten Raum ersetzt wird, und lineare Abbildungen sind dann nicht
automatisch stetig.

Satz 3.2 (Differenzierbarkeit = Stetigkeit) Sei ) C R". Ist f : Q — R™ differenzierbar
mn xg, so ist f stetig in xq.

BEWEIS: Wie soeben besprochen, sind affinlineare Funktionen stetig auf R™. Es reicht daher
zu zeigen, dass die Funktion ¢(z) = f(z) — (f(zo) + D f(zo)(x — x0)) stetig in z ist. Aber
©(xg) = 0, und nach Definition der Differenzierbarkeit gilt

p(z)

% — o]

w(x):\x—on — 0  mit z — xo.

Wir miissen jetzt die Differentiationsregeln erarbeiten.

Satz 3.3 (Kettenregel) Seien f : U — R™ und g : V — RP mit U C R, V. C R™
offen und f(U) C V. Sind f in xy und g in f(xo) differenzierbar, so ist auch go f in xg
differenzierbar und es gilt die Kettenregel

D(go f)(zo) = Dg(f(x0))Df (o).

Fiir die zugehdérigen Jacobimatrizen bedeutet das mit yo = f(xo)

d(go fi 892 . .
<1 < < k <n.
&’Ck E ay] :UO) firl<i<p 1<k<n
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BEWEIS: Sei yo = f(x0), Df(x0) = A, Dg(yo) = B. Wir definieren fiir hinreichend kleine
¢ € R"\{0}, n € R™\{0} die Funktionen

f(xo+ &) — (f(wo) + A€)
[3

Mit £4(0) = 0 und £4(0) = 0 sind beide Funktionen nach Voraussetzung im Nullpunkt stetig.
Offensichtliche Kandidatin fiir die Ableitung von g o f in xg ist BA, also berechnen wir

(g0 f)(xo+€) — ((go f)(xo) + BAE)

_ 9(yo+m) — (9(yo) + Bn)

er(§) = und - g4(n) = o

€]

9w+ AL+ [€ler () — (9(wo) + BAS)
€l

_ 9(o) + Bn +[nleg(n) — (9(yo) + BAS) wobei 7 = A€ + I¢]5(6)
€l

- Bef<s>+%eg<n>.

Wegen |Be¢ (&) < |Bllef(€)] und |n| < (JA| + [e£(§)])€] < C[€] konvergiert die rechte Seite
wie gewiinscht gegen Null. O

Beispiel 3.6 Spezialfall ist die Verkettung f o ¢ einer Kurve ¢ : (a,b) — Q C R™ und einer
Funktion f:Q — R. Ist ¢ differenzierbar in ¢ € (a,b) und f differenzierbar in ¢(t), so folgt

d(foc),,. _x~0f de;
beziehungsweise in vektorieller Form

(foc)(t) = Df(z) (t) = (grad f(z),d (t)) wobei z = c(t).

Ist f o ¢ konstant, so folgt grad f(z) L ¢/(t). Anschaulich bedeutet das, der Gradient von f
steht senkrecht auf die Niveaumengen {z €  : f(z) = const.}. Im zweidimensionalen Fall
kann man sich die Niveaumengen als Héhenlinien vorstellen.

Weitere Regeln fiir den Umgang mit der Ableitung sind die folgenden.

Satz 3.4 (Ableitungsregeln) Sei Q C R" offen und x € Q. Die Ezistenz der Ableitungen
Df(x) und Dg(z) sei jeweils vorausgesetzt. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Linearitéit: fiir f,g: Q — R™ und a, 8 € R gilt

D(af + Bg)(x) = aDf(z) + BDg(x).
(b) Produktregel: fiir f: Q — R™ und g: Q0 — R gilt

D(fg)(x) = Df(x)g(x) + f(x)Dg(x).
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(¢) Quotientenregel: fir f : Q — R™ und g : Q@ — R mit g(z) # 0 gilt

f _ Df(x)g(x) — f(z)Dg(x)
P (a) () = 9@ |

Beweis: Wir setzen D f(z) = A, Dg(x) = B sowie fir h # 0

Ef(h):f(wrh) —V(L’f(x)+Ah) nd 8g(h):g(ac+h) —“(L‘g(x)—i—Bh)

Nach Voraussetzung gilt ef(h) — 0, g4(h) — 0 mit h — 0. Mit der jeweils behaupteten
Ableitung ist nun fir h — 0 der Grenzwert in (3.2) nachzupriifen. Fiir (a) gilt

(af + Bg)(x +h) — ((af + Bg)(x) + (0A + BB)h)
|h|

=aeg(h) + Peg(h) — 0.

Fiir (b) berechnen wir mit etwas mehr Miihe
(f9)(@ +h) — ((f9)(x) + (Ag(=) + f(x)B) h)
Id
(f(a:) + Ah + €f(h)|h|) (g(:c) + Bh + €g(h)|h|) — (f(:c)g(:c) + g(z)Ah + f(x)Bh)
|l
(AR)(Bh) +¢5(h) (9(x) + Bh +eg(h)|h]) +eq([P])(f(x) + Ah).

1
Id
Wie in (3.7) bemerkt gilt |Ah| < |A||h| sowie |Bh| < |B]|h|, also geht die rechte Seite mit

h — 0 gegen Null. In (¢) kénnen wir m = 1 und f = 1 annehmen, denn sonst schreiben wir
f/g = f(1/g) und verwenden (b). Es gilt

1 1 1 Bh
|| <g(x +h) <g(w) - g(x)2)>
1 1

= T 9@+ h) (g(w) — (g(x) + Bh+e4(h)|h]) +

B 1 (x+h) Bh
= et h) <(g R ‘eg(h)>'

Wegen g(x) # 0 und g(x + h) — g(x) mit h — 0 nach Satz 3.2 geht die rechte Seite wieder
gegen Null mit A — 0. O

gz +h)

9(z) Bh)

Die koordinatenfreie Notation ermoglicht oft ein gutes geometrisches Verstindnis fiir die
Ableitung als lineare Abbildung. Allerdings ist beim Umgang mit Zeilen- und Spaltenvektoren
Vorsicht geboten, zum Beispiel kann bei der Produktregel Verwirrung entstehen, wenn eine
der beteiligten Funktionen vektorwertig sind. Erst recht wird die Notation kompliziert, wenn
zweite oder hohere Ableitungen zu bilden sind. Im Zweifelsfall sollte man auf die partiellen
Ableitungen zuriickgreifen.

Satz 3.5 (komponentenweise Differentiation) f : Q — R™ ist genau dann in z¢ € Q

differenzierbar, wenn alle Komponenten f; : Q — R, i =1,...,m, in xg differenzierbar sind.
Ist P; : R™ — R Projektion auf die i-te Koordinate, so gilt D f;i(xo) = P; D f(x).
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BEWEIS: Es gilt nach Definition

=0.

Df(zo)=A & lim f@) = (f(zo) + Az — x0))

T—T0 |,I — 3;‘0|

Die Konvergenz im R" ist gleichbedeutend mit der Konvergenz aller Komponenten. Durch
Anwendung von P; ergibt sich daher weiter die dquivalente Formulierung
(3.8) lim fi(x) = (fi(zo) + PiA(z — x0))
T—x0 |z — 20|
Aus Df(xzg) = A folgt somit D f;(zg) = P;A. Ist umgekehrt D f;(zg) = A; fir i = 1,...,m,
so definieren wir A € L(R",R™) durch A(z) = Y ", Ai(x)e;. Dann ist P;A = A;, also gilt
(3.8) und somit D f(xg) = A. O
Wie besprochen kann aus der Existenz der partiellen Ableitungen nicht auf die Differen-
zierbarkeit geschlossen werden, ja nicht einmal auf die Stetigkeit. Das ist schade, denn die
partiellen Ableitungen sind so schén einfach auszurechnen, wihrend der Nachweis der Diffe-
renzierbarkeit anhand der Definition 3.1 etwas Aufwand erfordert. Der folgende Satz liefert
ein zentrales, hinreichendes Kriterium fiir die Differenzierbarkeit einer Funktion.

=0 flrallei=1,...,m.

Satz 3.6 (stetig partiell differenzierbar = differenzierbar) Sei Q@ C R" offen. Die
Funktion f : Q@ — R™ sei in allen x € Q nach x1,...,x, partiell differenzierbar. Sind die
Ableitungen 0; f : Q@ — R™ in x¢ € Q) stetig, so ist f in xg differenzierbar.

BEWEIS: Wegen Satz 3.5 konnen wir m = 1 annehmen. Mit Satz 3.1 kennen wir bereits die
einzig mogliche Kandidatin fiir die Ableitung, und zwar

A:R" =R, Ah=> 0pf(xo)h.
k=1
Zu € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit Bs(xg) C 2, so dass
|0k f(x) — Ok f(xo)| < e fur alle x € Bs(xo).

Fiir |h| < ¢ betrachten wir die Punkte z; = x¢ + Zle h;e; mit 1 < k < n, und erhalten aus
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

(k) = f(wp—1) = f(wp—1 + hrex) — f(@k—1) = O f(T—1 + skhier) b
fiir geeignete sy € [0, 1]. Es folgt, da |xg_1 + sphrer — xo| < || < 4,

ot ) Ll L ADL — L IS (o~ Slanen) = s o)
k=1

= ﬁ ‘ i (ka(ﬂckﬂ + sphrer) — 3kf(350)> hk‘
k=1

IN

> ‘3kf($k—1 + sphiey) — akf(xo)‘ < ne.
k=1

O

Fiir das Rechnen mit C*-Funktionen gelten die folgenden Regeln. Besonders angenehm ist
der Raum C*°(2), der sogar unter Differentiation abgeschlossen ist.

24



Folgerung 3.1 Sei k € Ny U {oc0}.
(a) Mit f,g € C*(Q,R™) gilt af + Bg € CF(Q,R™) fiir o, B € R.
(b) Aus f,g € C*(Q) folgt fg € C¥(Q), sowie f/g € CK(Q) falls g # 0 auf Q.

(c) Sind f € CF(U,R™), g € C*(V,RP) mit U C R™, V. .C R™ offen und f(U) C V, so ist
go f € CFU,RP).

BeEwers: Im Fall £ = 0 sind die Aussagen wohlbekannt. Die Behauptungen (a) und
(b) folgen nun aus den Rechenregeln fiir die partielle Ableitung, siehe Satz 2.1, mit
Induktion iiber k. Sind zum Beispiel f,g € CKF(Q) fiir ein k& > 1, so gilt induktiv

0;(f9) = (9;/)g + f(9;g) € C*~1(Q), also fg € CH(Q).

Fir £ > 1 sind die Abbildungen f und ¢ aus (c) differenzierbar nach Satz 3.6. Dann
ist g o f ebenfalls differenzierbar wegen der Kettenregel, Satz 3.3, mit partiellen Ableitungen
Ik(gof)i=32721(959i)0 f Opf;. Nun ist (0jg;)0 f € C*=1(U) nach Induktionsannahme sowie
Orfj € Ck~1(U) nach Voraussetzung, also ist Ox(g o f); € C¥~1(U) mit der Produktregel aus
(b) und folglich g o f von der Klasse C*. O
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Kapitel 7

Anwendungen der
Differentialrechnung

1 Schrankensatz

Ein Grundproblem in der Analysis ist es, Informationen iiber die Ableitung in Eigenschaften
der Funktion zu iibersetzen. Fiir Funktionen einer Variablen, also f : [a,b] — R, stehen uns
dazu zwei Argumente zur Verfiigung:

a) der Mittelwertsatz (siche Kapitel 4.2):
f(b) — f(a) = f'(r)(b—a) fiir ein 7 € (a,b);

b) der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (siehe Kapitel 5.2):
b
£0) - s = [ foan

Im Vergleich ist der Mittelwertsatz insofern stérker, als er mit minimalen Voraussetzungen
auskommt — f muss differenzierbar in (a,b) und stetig in den Endpunkten a,b sein. Dagegen
verlangt unsere Version des Hauptsatzes, dass f stetig differenzierbar auf [a, b] ist. Taséchlich
reicht es, wenn f stetig auf [a,b] und stiickweise C' ist, das heifit es gibt eine Zerlegung
a =1y < ...<ty =Db, sodass f |[tk_1,tk} stetig differenzierbar ist fiir k = 1,..., N. Wir
konnen dann nédmlich den Hauptsatz auf jedem Teilintervall anwenden und erhalten

N

N b
0= $@ =Y (fe) ~ ft) =3 [ Fodi= [ Fo
k=1 a

k=1 te—1

wobei f’ in jedem der Punkte t; einen links- und rechtsseitigen Grenzwert hat, die nicht not-
wendig gleich sind. Ein Nachteil des Mittelwertsatzes ist, dass er fiir vektorwertige Funktionen
in der Regel nicht gilt, zum Beispiel ist fiir f(¢) = %

f(2m) — f(0) =0 aber f'(1) =ie'™ # 0 fiir alle 7 € (0,27).

Der Mittelwertsatz kann natiirlich auf jede Komponente einzeln angewandt werden, aber die
Zwischenstellen werden in der Regel verschieden sein, und dass ist unpraktisch. Im Folgenden
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arbeiten wir deshalb mit dem Hauptsatz, und nehmen die stirkere Voraussetzung C! oder
stiickweise C! in Kauf. Es stellt sich heraus, dass die C'-Bedingung fiir die Anwendungen
richtig ist.

Wie konnen diese eindimensionalen Werkzeuge nun fiir Funktionen mehrerer Variabler
f:Q —= Rmit Q C R" eingesetzt werden? Die einfache Antwort heifit: indem f lings Kurven
v : la,b] = Q, v = v(t), ausgewertet wird.

Lemma 1.1 Seiy: I = [a,b] — Q stetig und stiickweise C*. Dann gilt fir f € C1(,R™)

b
(1.1) £08) - 76(@) = [ DI @) dr

BeEwEIS: Nach Folgerung 3.1 ist die Funktion f o v stiickweise C!, und es folgt aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel

b b
f('y(b))—f(v(a))=/ %f(v(t)) dt:/ Df(y(t)~ (t) dt.

O

Im Beweis trat das Integral einer vektorwertigen Funktion auf. Dieses kann komponentenweise
erklirt werden, das heifit fiir v € C°([a, b], R™) ist

m m b

/ab v(t)dt = /ab <Zm(t)ei> dt = Z </ vi(t) dt) ..

i=1 i=1 a

Alternativ kann man nachpriifen, dass die in Kapitel 5 gegebene Definition des Integrals
mittels Riemannscher Summen ohne Anderungen auch fiir Funktionen mit Werten in R™
funktioniert. Man kann sich so oder so davon iiberzeugen, dass der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung ganz analog fiir vektorwertige Funktionen gilt.

Definition 1.1 FEin metrischer Raum X heifit weqweise zusammenhdngend, falls es zu je
zwei Punkten xg, ©1 € X eine stetige Abbildung c : [0,1] — X gibt mit ¢(0) = zg, c(1) = z1.

Eine solche Abbildung nennt man auch einen Weg (Englisch: path) von zy nach z;.

Lemma 1.2 Sei Q2 C R" offen und wegweise zusammenhdngend. Dann gibt es einen stetigen,
stiickweise affinen Weg v : [0,1] — , d.h. einen Polygonzug, mit v(0) = zg, y(1) = x1.

BEWEIS: Sei ¢ € CY([0,1],9Q) mit ¢(0) = z¢ und ¢(1) = x1 gegeben. Betrachte die Zerlegung
tp = k/N fir k=0,..., N des Intervalls [0, 1], und definiere einen Polygonzug ~ : [0, 1] — R™
mit y(tg) = c(ty) fiir alle k& durch

tr —t
C(tk,1) +

=5 - %L o(ty) fiir t € [te_1, ).
le — tk—1 le — tk—1 (1) | !

v(t)

Wir wollen zeigen, dass dieser Polygonzug fiir N hinreichend grof8 ganz in  verlduft. Da
¢([0,1]) kompakt ist und R™\ abgeschlossen, gibt es ein ¢ > 0 mit

|z — c(t)| > o fiir alle ¢ € [0,1], x € R™\Q.
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Denn sonst gibt es Folgen z; € ¢([0,1]), y; € R™\Q mit |z; — y;| — 0. Nach Ubergang zu
einer Teilfolge gilt x; — 2 € ¢([0,1]), und weiter y; — x, also x € R"\, ein Widerspruch.
Da ¢ gleichmifig stetig auf [0, 1] ist, gilt

osc(c,0) = sup{|c(t) —c(s)| : 0<s,t <1, |t —s| <d} —-0 mitd—0.

Daraus folgt, dass v gleichméfig gegen ¢ konvergiert mit N — oo: fiir ¢t € [0, 1] wéhlen wir
Ee{l,...,N} mit ¢t € [ty_1, x| und schétzen wie folgt ab:

ty —t t—tp_ 1

() —c(t)] € ————|e(tp_1)—c(t)|+ ——=L|e(ty) —c(t)] < osc(c,—) = 0 mit N — oo.
te — tk—1 by — th—1 N

Fiir N grof ist also |y(t) — ¢(t)| < o fiir alle ¢ € [0, 1], und damit ([0, 1]) C €. O

Satz 1.1 (Konstanzsatz) Sei Q2 C R" offen und weqweise zusammenhdingend. Dann gilt:
Df(x)=0 firalexeQ = [ ist konstant.

BEWEIS: Zu zg, 1 € Q2 gibt es nach Lemma 1.2 einen Polygonzug ~ : [0, 1] — Q mit v(0) = xg
und (1) = z;. Da 7 stetig und stiickweise C!, folgt aus Lemma 1.1

1
F(a1) — fwo) = /0 DF(v(B)(t) dt = 0.
[

Definition 1.2 (Konvexitét einer Teilmenge) FEine Menge M C R™ heifst konvex, falls
folgende Implikation gilt:

xo, 11 €M = (1 —t)xg+txy € M fiir alle t € [0,1].

Satz 1.2 (Schrankensatz) Sei 2 C R" offen und konvex, und f € C*(Q,R™). Es gebe ein
L < oo mit |Df(x)| < L fir alle x € Q. Dann folgt

|f(z1) — f(xo)| < L|xy —xo|  fiir alle xg, 21 € Q.

BeEwEIs: Fiir jede stetige Funktion ¢ : I = [a,b] — R™ gilt die Ungleichung

(1.2) (/abso‘ é/ablsol-

Dies folgt durch Anwendung der Dreiecksungleichung auf die Riemannschen Summen. Sei
nun y(t) = (1 — t)xg + tzq fiir 0 < ¢ < 1. Aus (1.1) und (3.7) folgt, da v/'(t) = z1 — zp,

1 1
|f(z1) = f(zo)| = /0 Df(v(t)) (21 —xo)dt' = /0 IDf (v(8)) (z1 — @o)l dt < L1 — xol.

O

Wir halten noch eine etwas andere Formulierung fest, die spéter zum Beispiel bei der Losung
gewohnlicher Differentialgleichungen benutzt wird.
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Folgerung 1.1 Sei Q C R" offen und f € C1(Q,R™). Dann gibt es zu jeder kompakten
Menge K C ) eine Konstante L < co mit

|f(x) = fy)| < L|x—vy| firallex,yeK.

BEWEIS: Angenommen nicht, dann gibt es zu jedem k& € N Punkte xy, yr € K mit

|f(zr) = flyp)l > Klzg —yl  fir k=1,2,....

Da f stetig auf der kompakten Menge K ist, gibt es ein M < oo mit |f(z)] < M fiir
alle x € K, nach Satz 2.1 in Kapitel 4. Weiter konnen wir nach Wahl einer Teilfolge und
Umnummerierung annehmen, dass z; — x € K mit k — oco. Aber

1 2M .
|xk_yk|<E|f(xk)_f(yk)|§7—>0 mit k£ — oo,

also folgt yx — x mit k — oo. Wihle nun ein r > 0 mit B,(z) C Q. Da D stetig ist, gibt es
wieder nach Satz 2.1 in Kapitel 4 ein L < 0o mit

|IDf(y)| < L fiir alle y € By(x).

Fiir hinreichend grofe k gilt x, yx € By(x), also liefert Satz 1.2

Eloy —yel < |f(zr) — f(ye)l < Llxk — yil,

ein Widerspruch fiir £ hinreichend grof3. O
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