3 Taylorentwicklung

In Aanlysis I haben wir die Taylorentwicklung von Funktionen einer Variablen eingefiihrt.
Hier wollen wir die Taylorentwicklung von Funktionen mehrerer Variablen herleiten. Der
Komplettheit halber wiederholen wir zunéchst die Taylorentwicklung von Funktionen einer
Variablen.

Die Idee der Taylorentwicklung ist es, eine gegebene Funktion f mit einem Polynom
zu vergleichen, das mit f an einer festen Stelle xg ,,von héherer Ordnung® iibereinstimmt,
das heifit einschliefflich einer Reihe von Ableitungen. Dieses Polynom sollte dann auch nahe
bei xy die Funktion gut approximieren, und das will quantifiziert werden. Fiir lineare sowie
quadratische Polynome haben wir das in den vorigen Abschnitten schon behandelt.

Zur Erinnerung: eine Funktion P : R — R heifit Polynom vom Grad k, wenn es
ag, - - -, ar € R gibt mit a; # 0, so dass

k

P(z)=ag+a1x+ ... +az” fir alle z € R.

Die Menge Py der Polynome vom Grad hochstens k ist ein Untervektorraum des Raums aller

Funktionen f : R — R mit Basis 1,z,...,z".

Lemma 3.1 Seil = (a,b) CR, 29 € [ und k € No. Zu f € C¥(I) gibt es genau ein Polynom
P :R — R vom Grad hichstens k mit PY) (xq) = fU)(z) fir j =0,1,... k, und zwar

B G) (g |
(3.1) Pea) =3 T oy

Py heifit Taylorpolynom der Ordnung k von [ mit Entwicklungspunkt zq.

BEwEIS: Wir betrachten die lineare Abbildung
F: P, — R*1 F(P) = (P(0), P'(0),..., P®(0)).

Fiir 0 < j < kist (# — 20)’ € Py und F((z — x0)?) = jlej, also ist F surjektiv. Wegen
dim P, < k41 ist F' auch injektiv nach Dimensionsformel, insbesondere bilden die Funktionen
1,z — xg,...,(x — 20)* eine Basis von Py. Mit (3.1) gilt P,g])(xo) = fU)(x0) fiir 0 < j <k,
also ist P, das gesuchte, eindeutig bestimmte Polynom. O

Folgerung 3.1 Das k-te Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt xqo eines Polynoms f vom
Grad héchstens k ist f selbst.

In der Situation von Lemma 3.1 heifit die Funktion
(3.2) Ry : (a,b) = R, Ri(x) = f(x) — Pi(x)

das Restglied k-ter Ordnung der Taylorentwicklung in zg. Knackpunkt bei der Taylorent-
wicklung ist die Abschéitzung dieses Restglieds und damit eine Aussage dariiber, wie gut die
Funktion durch das Taylorpolynom approximiert wird. Hierfiir gibt es verschiedene mogliche
Darstellungen von Ry.
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Satz 3.1 (Integraldarstellung des Restglieds) Sei f € CF(I) fiir ein k € Ny, und
Pi(x) = Zf 0 f(])](,m)( —x0)’ das k-te Taylorpolynom im Punkt xo € I. Dann gilt

f(@) = P(@) + By(x) - mt &m:%/%FwWWWw@

BEWEIS: Durch Induktion iiber & € Ny. Der Fall £ = 0 folgt aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung;:

Ro(w) = f(a) = f(ao) = [ £w)dy
o
Der Induktionsschritt ist analog beruht auf partieller Integration, und zwar gilt fir £ > 1

9 (4
Rew) = Bioale) - T 0yt

®)
- ,/’ klﬂk<> ! JONx—mV

8 (g
_ ; [ £ L mo+_/m B D) () gy — k:(' 0)(x_x0)k

= k, "z — ) FE () dy.
/.,

Fiir die zweite Darstellung verwenden wir den Mittelwertsatz der Integralrechung.

Lemma 3.2 (Kapitel 5, Folgerung 1.2) Seien f,¢ : I = [a,b] — R stetig und ¢ > 0 auf
I (oder ¢ <0 auf I). Dann gibt es ein & € I mit

/abfcp=f(§)/ab<p

BEWEIS: Wir nehmen ¢ > 0 an, und definieren die stetige Funktion

b
FiloR F@)= [ (f) - £(@)e) dy

Ist # € I Minimalstelle (Maximalstelle) von f, so folgt F'(z) > 0 (bzw. F(z) < 0). Nach dem
Zwischenwertsatz existiert ein { € I mit F(§) = 0. a

Satz 3.2 (Lagrangedarstellung des Restglieds) Sei f € C**1(I) fiir ein k € Ng. Dann
gibt es zu xg,x € I ein & zwischen xg und x, so dass gilt:

kor) (g . (k+1)
(3.3) flz)= Z fji('o)(x —x9)) + Ri(x) mit Ri(x)= ik‘Tl()g')(x — xg)F L

BEWEIS: Sei zum Beispiel = > x, also (z — y)* > 0 auf [z, 2]. Wir wenden Lemma 3.2 auf
die Integraldarstellung des Restglieds aus Satz 3.1 an und folgern fiir ein & € [z, 7]
k+1

Tz —y)* T—
Rate) = f0(e) [T gy = ke LS
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Beispiel 3.1 Betrachte fiir z € (—1,1) die Funktion f(z) = (1 — )~ /2, mit Ableitungen

1
Fla)= 51— wmd @)= 202
Es gilt f(0) =1 und f/(0) = 1/2, also lautet das Taylorpolynom der Ordnung Eins in 29 = 0
1
Pila) = 1(0) + /(O =1+ o,

mit der Lagrange-Restglieddarstellung

"
3
Ryi(z) = fT(S)xQ = §(1 —£6)7%222  fiirein € € [0, 2].
Als Anwendung erhalten wir fiir die relativistische Energie eines Teilchens mit Ruhemasse
mo und Geschwindigkeit v, wenn wir 5 = v/c setzen,
2

1 " 1
E = % — m002 (1 + 552 + f—(£)54) — moc2 + §m01)2 + AFE.

V1 — 32 2
Dabei ist der erste Term die Ruheenergie und der zweite die klassische kinetische Energie. Fiir
den relativistischen Korrekturterm ergibt sich aus der Restglieddarstellung die Abschétzung

= f7(6)8% < f"(8*)B% < 0,008 fiir <0, 1.

Bei Geschwindigkeiten v < 1—100 betrégt die relativistische Korrektur weniger als ein Prozent
der klassischen kinetischen Energie.

Allgemein gilt folgende Approximationseigenschaft des Taylorpolynoms.

Satz 3.3 (Approximation durch das Taylorpolynom) Sei f € C*(I) fiir k € Ny, und
Py das k-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt xo € I. Dann ist Py das eindeutig
bestimmte Polynom vom Grad hochstens k mit

o @)~ Pi)
I (e )

=0.

BEWwWEIS: Nach Satz 3.2 gibt es zu « € I ein & zwischen xp ud z mit

flx) = Pr(x) @)= Pealz) 1

(x — wo)* (x — wo)* R

) (30) = %(f(m(g) I

Da f%) stetig, ist |f*)(€) — f®)(20)| < e fiir |z — zo| < J, womit die Konvergenz gegen
Null bewiesen ist. Fiir die Eindeutigkeit ist zu zeigen: ist P = Z?:o a;(z — 20)7 mit (z —
x0) *P(z) — 0 fiir © — 0, so ist P das Nullpolynom. Ist induktiv ag = ... = a;_; = 0 fiir
ein j € {0,...,k} gezeigt, so folgt aber

R — ) = 1 — o) (2 — o)k =
a; xlgrflg(m x0) 7 P(x) xlgrflg(m x0)" 7 (x — x9) " P(x) = 0.

O

Wir haben bis jetzt die Differenz f(x) — Py(x) fiir festes k und © — z¢ untersucht. Jetzt
nehmen wir einen anderen Standpunkt ein und fragen uns, ob die Folge Py(z) die Funktion
f(x) fiir k — oo approximiert.
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Definition 3.1 Fir f € C*°(I) und xo € I heifit die Reihe
SAUED) ;
P(z)=7 5 @- o)’

=0

Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xg.

Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe, mit Entwicklungspunkt zy € R. Nach dem Satz vom
Konvergenzradius gibt ein R € [0,00], so dass die Reihe fiir |z — z9| < R absolut konver-
giert, fiir |z — xo| > R dagegen divergiert, siehe Kapitel 2, Satz 4.10. Selbst wenn die Reihe
einen positiven Konvergenzradius hat, muss sie aber keineswegs gegen die gegebene Funktion
konvergieren.

Beispiel 3.2 Betrachte f: R — R mit

o) = {e_% firz >0

0 firx <0

Es gilt f € C®(R) nach Folgerung 2.4, Kapitel 4, insbesondere fU)(0) = 0 fiir alle j € N.
Also sind die Koeffizienten der Taylorreihe alle Null und damit auch alle Partialsummen, die
Reihe konvergiert somit gegen die Nullfunktion, nicht gegen f. Ubrigens hiitten wir dies auch
aus dem Identitétssatz fiir Potenzreihen, Satz 4.11 in Kapitel 2, schlieffen kénnen, denn die
Menge f~1{0} hat einen Hiaufungspunkt in z = 0.

Definition 3.2 Fine Funktion f : (a,b) — R heifit analytisch, wenn es zu jedem xzy € (a,b)
eine Umgebung (xo — 9,29+ 9) C (a,b) gibt, auf der f als Potenzreihe mit Entwicklungspunkt
xo darstellbar ist.

Nach der folgenden Aussage kommt als Potenzreihe nur die Taylorreihe in Frage, und die
Analytizitat kann durch Abschitzung des Restglieds nachgewiesen werden.

Proposition 3.1 Fir f: 1= (xqg— 0,20 +0) = R sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) f ist auf I als Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xo darstellbar.

(b) f e C>®(I), und fir alle x € I konvergiert das k-te Restglied Ry(x) der Taylorentwick-
lung in xg mit k — oo gegen Null.

Die darstellende Potenzreihe ist notwendig die Taylorreihe von f in xg.

BewErs: Nach Voraussetzung in (a) konvergiert die Potenzreihe 372 a;(z — xg)’ auf I, also
ist ihr Konvergenzradius mindestens § > 0. Nach Kapitel 5, Satz 3.3 und Lemma 3.1, ist
dann f € C°°(I) und Ableitungen koénnen durch gliedweise Differentiation ermittelt werden.
Wir erhalten

f(k)(xo) == Z ajjléjk == k:'ak
j=0

Folglich ist die Potenzreihe die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt zg, und weiter

a;j(x —z0)” =0 mit k — oo,

O) (g .
P00 o s = ) -

k
Ri(z) = f@) - S
§=0

.
o
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nach Voraussetzung. Umgekehrt folgt aus den Voraussetzungen von (b)

) (g A
> L o a0y = ) = 10) - Balo) = 1(0)
=0

O

Die mehrdimensionale Taylorentwicklung orientiert sich am Fall n = 1, nur ist der Notations-
aufwand groBer. Im folgenden sei stets  C R™ offen. Fiir f € C*(Q) definieren wir die k-te
Ableitung D* f(x) an der Stelle = € Q als k-Linearform D¥f(z) : R" x ... x R® — R, wobei

n

(3.4) DFf(@)(vr,. o) = > @iy -0, @) (01)iy - (Vh)i.-

i1 yesip=1
Ist auBerdem € konvex, so betrachten wir fiir zo, z € Q die C*-Funktion, vgl. Folgerung 3.1,
©:[0,1] = R, p(t) = f(zo +th) mit h =z — xo.
Wir zeigen nun durch Induktion die Formel
(3.5) o (t) = D* f(xo + th)(h, ..., h).

Fiir £ =1 gilt das nach Kettenregel und Satz 3.1, denn

¢(t) = Df(xo + thh =Y 8 f(zo + th)h.

i=1
Fiir k£ > 2 ergibt sich induktiv
d n
B () = - S @0 H@o+th) hiy by

115t —1=1

= Z Z(BZ 3i1 o 3ik_1f)(x0 + th) h; hil L hik—l

01,0t —1=14=1

= DFf(xo+th)(h,..., h).

Satz 3.2, angewandt auf die Funktion ¢, liefert sofort eine erste Fassung der mehrdimensio-
nalen Taylorentwicklung.

Lemma 3.3 Sei Q C R" offen und konvex, und sei f € C*T1(Q) fiir ein k € Ng. Dann gibt
es zu xo, ¢ € Q ein & =(1—7)xg+ 7z, T €[0,1], so dass mit h = x — x gilt:

k

Dif(xo)(h,...,h) DFLF(E)(h,...,h
f@=2 (0)3('! L (/E:—)i—(l)! 3

J=0

BEwWEIS: Wir wenden auf die C*+1-Funktion o(t) = f(x¢+th) die eindimensionale Taylorsche
Formel an, mit Entwicklungspunkt tg = 0. Nach Satz 3.2 gibt es ein 7 € [0, 1] mit

ko o0) (k+1)
e AP(0) et ()
#(1) _jzg T TR
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Einsetzen von (3.5) liefert die Behauptung,. O

Die k-te Ableitung D* f(x)(h,...,h) ist eine Summe von n* Termen, von denen viele aber
gleich sind wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen. Um dies 6konomischer zu
gestalten, und vor allem um wie im Eindimensionalen eine Taylordarstellung mit Basispolyno-
men zu gewinnen, wird die sogenannte Multiindexnotation eingefiihrt. Fiir « = (g, ..., a,) €
Ng setzen wir

la] = a1 +...+a, Ordnung von «,
al = (o) ...-(ap)! «-Fakultét,
z* = z'-...-2p®  Monom mit Exponent a,

D* = 9.9 (D°=1d),

Die Zahl a,, in D¢ gibt also an, wie oft nach der Koordinate x, zu differenzieren ist.

Satz 3.4 (Taylorentwicklung im R") Sei Q C R" offen und konvex, und sei f € C*+1(Q)
fiir ein k € Ng. Dann gibt es zu g, x € Q ein £ = (1 — 7)xg + 72, 7 € [0,1], so dass gilt:

f(ac) _ Z M(ﬁ—xo)a—k Z Daf(f) (:C—Cﬂo)a.

o! o!
lo| <k |a|=k+1

BEWEIS: Die Anzahl der Tupel (iy,...,i) in D¥f(zo)(h,...,h), in denen nach jeder der
Koordinaten x, genau «,-mal differenziert wird, ist

(i) ' (k ;;11) T (k S +o;,;. ’ anl)) " () k' (an)! 2_:

Die Behauptung folgt somit aus Lemma 3.3 und der Vertauschbarkeit der partiellen Ablei-
tungen, siehe Kapitel 6, Folgerung 2.1. O

Mit Induktion iiber k sieht man, die Zahl der Multindizes mit |«| = k ist

#{aeND:|o =k} = <’“Ii;1>: (htn—1). - (k+1)

(n—1)! ’

aber das werden wir nicht verwenden. Wir stellen nur fest, dass diese Zahl fiir grofle k etwa
gleich k"~1/(n — 1)! ist, und damit viel kleiner als n*. Eine Funktion P : R" — R heift
Polynom vom Grad k£ > 0, wenn es Koeffizienten a, € R gibt mit a,, # 0 fiir mindestens ein
« der Ordnung k, so dass

P(z) = Z agz®  fir alle z € R™.

o] <k
Sei Py, der Raum der Polynome im R™ vom Grad hochstens &, und

F:Py —»RY, F(P)= Y DP(x)eq.
jaf <k

Hier ist N = N(n, k) die Anzahl der Multiindizes o € N mit |a| < k, und die Standardbasis
des RN wird mit eq, |a| < k, nummeriert. Wegen F((z — z0)®) = ale, fiir | < kist F
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surjektiv und damit aus Dimensionsgriinden injektiv, vgl. Lemma 3.1; die Monome (z — x)<,
|a| < k, bilden eine Basis von Pj. Hieraus folgt (vgl. Lemma 3.1): das k-te Taylorpolynom

(3.6) A=Y %@(x ~ 2)°

o<k

ist das eindeutige Polynom vom Grad héchstens k& mit D*P(xz) = D f(xg) fir |o| < k.

Folgerung 3.2 Das k-te Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt xo eines Polynoms f vom
Grad héchstens k ist f selbst.

Beispiel 3.3 (Polynomialformel) Die Funktion f(z) = (z1 + ...+ ,)¥ ist ein Polynom
vom Grad k, und es gilt
k! falls |a| =k,

0 sonst.

-
Mit Folgerung 3.2 (oder direkt durch Abzéhlen) ergibt sich
k!

(14 ... +an)k = Z o

|a|=k

(07

Die Approximationseigenschaft des Taylorpolynoms gilt auch ganz analog, nur miissen wir
im Nenner Betrige setzen, da bekanntlich durch Vektoren nicht dividiert werden kann.

Satz 3.5 (Approximation durch das Taylorpolynom im R") Sei f € C*(Q) fir k €
No, und Py das k-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt xo € Q. Dann ist Py das
eindeutig bestimmte Polynom vom Grad hochstens k mit

i {@) = Pi@)

=0.
T—T0 ‘.%' — xo‘k

BEWEIS: Nach Satz 3.4, mit k statt k + 1, gibt es zu x € € ein £ zwischen xg und x mit

D f(€) — D f(xo)

al

J@) - Ble) = 3

|a|=k

(x — x0)*.

Da D“f stetig und |(z — 20)®| < | — 20|¥, ist die Konvergenz gegen Null gezeigt. Fiir die
Eindeutigkeit sei P(x) ein Polynom vom Grad hochstens k mit |z — xzo| ¥ P(x) — 0 fiir
x — xg. Wire P nicht das Nullpolynom, so gibt es ein x € R, x # ¢y, mit P(x) # 0. Das
eindimensionale Polynom ¢(t) = P(zo + t(x — x¢)) hat Grad hochstens k, und es folgt

—0 mitt— 0.

tF Ut = o)
Nach Satz 3.3 ist ¢ das Nullpolynom, im Widerspruch zu ¢(1) = P(x) # 0. O

Um das relative Verhalten von Funktionen bei Grenzprozessen zu beschreiben, werden oft die
Landauschen Symbole O und o benutzt. Seien f, g zwei Funktionen, die auf Bs(z() definiert
sind, und es gelte g(x) # 0 fiir  nahe bei zp. Dann schreibt man
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o @)
f@) =olg@) firz =z & lm I

f(z) =0(g(x)) fir x — xo & hﬁiuop ’,g((g" < 00

)

In Worten: die Funktion f(z) ist klein-o von g(x) beziehungsweise grof-O von g(x) fiir x — xo.
Diese Begriffe sind analog fiir Grenzwerte |z| — oo usw. erkldrt. Im obigen Approximati-
onssatz gilt f(z) — Py(z) = o(|z — zo|*) fiir  — g, aber hiufig wird das in Form einer
Entwicklung geschrieben:

f(z) = Pe(z) + o(|z — xo|¥)  fiir  — 0.

Beispiel 3.4 Wir berechnen hier mit der Multiindexnotation die Taylorentwicklung erster
Ordnung im Punkt (1, 1) fiir

flzy) = i;z

Esist f(1,1) = 0, und die partiellen Ableitungen der Funktion lauten

DO f(z,y) = (m—zi—iyy)? DO f(z,y) = —(xiixy)Q
DO f(z,y) = _(g;j-iyy)?' DU f(z,y) = H DO f(,y) = (Cﬂj-ixy)?’

Das Taylorpolynom erster Ordnung ist somit
P = f(1,1)+ DM r1,1 —(1,1))"? + DOV Fa1 —(1,1))%Y
1

= i(x—l)_%(y_l):%(x_y)'

Das Restglied lautet in Lagrangedarstellung mit Zwischenpunkt (£, 1)

DO f(g,n) DY f(¢,m)

fa(9) o () = (L)Y =g () — (1) Y
(0,2)
P (0, - (1,
= ﬁ(—n(ﬂc— 1?4+ —n)(z—1)(y—1)+£&(y—1)%).

Eine Funktion f:Q — R, die in der Nahe jedes Punkts xy € 2 durch eine Potenzreihe

P(x) = Z Z ao(x —20)* mit ay, € R

k=0 |a|=k

dargestellt werden kionnen, heifit reell-analytisch. Unsere eindimensionalen Uberlegungen las-
sen sich auch in diesem Punkt verallgemeinern, worauf wir jedoch aus Zeitgriinden verzichten.
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