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Kapital 2. Konvergenz

1. Grenzwerte von Folgen

Definition 1.1 (Folge)

Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung

N—R, n~ a,.

ay, heiBt das n-te Glied der Folge, die Folge insgesamt wird mit
(an)nen bzw. kurz mit (a,,) bezeichnet.

Oft wird die Folge durch

e das Bildungsgesetz angegeben, durch

e Aufzahlen der ersten Folgenglieder oder durch
e die rekursive Definition definiert.
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Zum Beispiel ist die Folge der Quadratzahlen gegeben durch
a, = n?, bzw. alternativ aufzihlend a,, = 1,4,9,16, - - -.

Beispiel 1.1 (Folge der Fibonaccizahlen)

Ist a3 = 0 und ay = 1, und fiir n > 3 ist a,, durch die
Rekursionsvorschrift a,, := a,_1 + a,,_2 gegeben.

Beispiele
Folge (an)nen) mit folgenglieder a,
@ a, =a,a € R (Konstante Folge)

° a,=1/n. (Harmonische Folge)
° ap =q" (Geometrische Folge)
@ ay, = (—-1)"
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Definition 1.1 (Konvergenz von Folgen)

Die Folge (an)nen konvergiert mit n — oo gegen a € R, falls gilt:
Zu jedem € > 0 gibt esein N € R, so dass fir alle n > N gilt:

lan, —al < e.

Die Zahl a heiBt dann Grenzwert der Folge und wir schreiben
kurz

lim a, =a oder a, — a fir n — co.
n—o0o

(gelesen: a,, strebt gegen a fiir n gegen unendlich)
Eine Folge (an)nen heiBt konvergent, wenn es ein a € R gibt, das
Grenzwert der Folge ist; andernfalls heiBt die Folge divergent.

Mit den Quantoren V (fiir alle), 3 (existiert) und = (daraus folgt)
lasst sich die Definition der Konvergenz auch wie folgt fassen:

Ve>03INeR: (n>N = |an—a\<5>.
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Beispiel 1.2 (Harmonische Folge)

Die Folge a,, = 1/n konvergiert gegen a = 0.

BEWEIS: Zu gegebenem ¢ > 0 wahlen wir N = 1/¢, und es folgt
fur alle n > N

lap, —al=11/n—0/=1/n<1/N =-¢.

Je kleiner die geforderte Abweichung € > 0 vom Grenzwert und
damit die Genauigkeit der Approximation sein soll, desto groBer
muss im allgemeinen die Zahl N in der Definition des Grenzwerts
gewahlt werden, d.h., wie in obigem Beispiel hangt NV von ¢ ab,

N = N(e).

Eine Ausnahme bildet hier nur die konstante Folge.
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Beispiel 1.3 (Konstante Folge)

Ist a,, = a fiir alle n € N, so folgt lim,,_,, a, = a.

BEWEIS: Denn fiir e > 0 gilt |a, —a| =0 < ¢ fiir alle n > 0, also
konnen wir immer N = 0 wahlen. O

Ubrigens ist es egal, ob in der Definition des Grenzwerts statt
N € R die Bedingung N € N verlangt wird, denn wir konnen statt
N € R ja immer die nachstgroBere natiirliche Zahl nehmen.

Uberhaupt kann N immer vergroBert werden, und in der Regel

besteht kein Interesse daran, dass kleinstmdgliche N () € N mit
lan, — a| < e fir n > N(e) zu finden.
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Beispiel 1.4 (Geometrische Folge)

Sei ¢ € R mit |q| < 1. Wir betrachten (ay) = (¢"). Dann gilt
lim, . ¢" = 0.

BEWEIS: Um das zu zeigen, konnen wir g # 0 voraussetzen und
haben dann 1/|q| > 1, also gilt 1/|¢q| = 1 + « fiir ein x > 0. Es
folgt mit der Bernoulli-Ungleichung, Satz 2.2 im Kapital 1,

1 1 1

L =ld 1+z)" = 14nr ~ nx c

fir alle n > 1/(ex). Wir konnen also N = 1/(ez) wahlen. O
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Beispiel 1.5 (divergente Folge)

Die Folge a,, = (—1)", also a,, = —1,1,—1,... ist nicht
konvergent.

BEWEIS: Angenommen es ware lim,,_, ., a, = a fiir ein a € R.
Zu ¢ =1 gibt es dann ein N € R mit |a, —a| < 1 fiir n > N,
also gilt firn > N

2 lan — ant1| = lan — a +a — apt1

< ap—al+la—apt1| <1+1=2

ein Widerspruch. O
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Der Begriff des Grenzwerts wird anschaulicher, indem wir folgende
Teilmengen von R einfiihren.

Definition 1.3 (e-Umgebung)

e-Umgebung von a € R ist die Menge

Usla) ={zeR:|jz—a|<e}={reR:a—e<z<a+e}

Eine Folge (a,)nen konvergiert genau dann gegen a € R, wenn die
Folgenglieder ab einer gewissen Nummer in der e-Umgebung von a
liegen, egal wie klein € > 0 gewahlt ist.
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Satz 1.1 (Eindeutigkeit des Grenzwerts)

(an)nen konvergent ist, so ist ihr Grenzwert eindeutig bestimmt.

BEWEIS: Wir beginnen mit einer Voruiberlegung, und zwar
behaupten wir

0<2<|a—d| = Ula)NUA(d)=0. (1.1)
Denn ist € U.(a) N U:(a’), so folgt mit der Dreiecksungleichung
la—d|=la—z+z—d|<|z—a|+|r-d]| <2

Seien nun a,a’ € R Grenzwerte der Folge (a,,)nen. Zu jedem
e > 0 gibt es dann N, N’ € R mit a,, € U.(a) fiir n > N, sowie
an € U(d') fir n > N'. Ware a # d/, so wahlen wir

e = %|la—a/| > 0 und erhalten fiir n > max(N, N”)

an € Us(a) NU(d') = 0,

ein Widerspruch. O]



Unser nachstes Ziel ist es, einige Rechenregeln fiir Grenzwerte zu
erarbeiten. Wir beginnen mit der

Definition 1.4 (Beschranktheit von Folgen)

Eine Folge (an)nen heiBt

a) nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, wenn es ein K € R
gibt mit a,, < K (bzw. a, > K) fir alle n € N.

b) beschrankt, wenn sie nach oben und nach unten beschrankt ist.

| \

Beispiel 1.6

Die Folge a,, = n ist nach unten beschrankt, denn es ist zum
Beispiel a,, > 0 fiir alle n. Sie ist aber nicht nach oben
beschrankt: angenommen, es gibt ein K € R mit a, < K fiir
alle n € N. Dann ist K > a; =1 > 0, also auch 1/K > 0, und
nach Archimedes (A3) gibt es ein n € N mit 1/n < 1/K, also
an, =n > K, ein Widerspruch.

v
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Satz 1.2 (konvergent = beschrankt)
Jede konvergente Folge ist beschankt.

BEWEIS: Sei lim,, oo @, = a. Wahle zue =1 ein N € R mit
|an, —al <1 firn > N. Wir konnen N € N annehmen,
andernfalls ersetzen wir N durch die nachstgroBere natiirliche Zahl.
Es gilt dann

n>N = |ay| =|ap—a+a|l <|a, —al+a] <1+ ]al
n<N = |ap| <max(|ai|,...,|an])-

Wir haben also |a,| < K fiir alle n, wobei
K:max(‘alla"w‘aN‘:l_'_’a‘)' O

Bemerkung. beschrankt # konvergente.
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Satz 1.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Es gelte a,, — a,b,, — b mit n — co.

a) Fir alle A\, u € R ist (Aay,, + pby)nen konvergent mit
Grenzwert
limy, o0 (Aay, + pby) = Aa + pub.

b) Die Folge (ay, - by)nen ist konvergent mit Grenzwert
limy, o0 (ap - by) = a-b.

¢) Falls b # 0, so gibt es ein Ny € R mit b, # 0 fir n > Ny und
die Folge (an/bn)n>n, ist konvergent mit Grenzwert
lim,, o0 @ /by, = a/b.
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BEWEIS: Wir beginnen mit dem Beweis von b). Nach Satz 1.2
gibt es ein K > 0 mit |a,| < K fiir alle n € N, und auBerdem mit
|b| < K. Dann gilt fiir alle n € N

lanb, —abl = |apb, — anb+ ayb — abl
< lan| - |bn = b + [an —a| - [b]
< K(lan —al + [by — B]).

Zu € > 0 gibt es nun ein N € R mit |a, — a|] < ¢/(2K) sowie

|bp, — b] < e/(2K) fur n > N. Also folgt fir n > N
\anbn—ab\ <K<ﬁ+ﬁ) =E.

Fir a) reicht es wegen b), den Fall A = x = 1 zu betrachten. Zu
e > 0 gibt es ein N € R mit |a,, — a|] < &/2 und |b, — b| < &/2 fiir
n > N. Esfolgt firn > N

€

[(@n+bn)—(a+b)| = |(an—a)+(ba=b)| < lan—al+lba—b] < =+= = <.
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Fiir c) konnen wir uns auf den Fall a,, = b = 1 beschranken, denn
sonst schreiben wir

und wenden b) an. Es gibt nun ein Ny € R mit b, — 1| < & fiir
n > Ny, also

1
‘bn|:|1_(1_bn)|21_|1_bn|25>0.

Damit ist die erste Aussage gezeigt. Zu e > 0 wahle weiter
N > Ny mit |1 —b,| < e/2 fiir n > N, und somit

O
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Hier zwei Anwendungen der Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Beispiel 1.7 (Grenzwerte rationaler Funktionen)

Seien p,q : R — R Polynome vom Grad m,n € Ny, das heiBt fiir
allexz € R gilt

p(z) = amx™ + am_12™ 1+ .. 4 ag

und

q(x) = bpx™ + bp_12™ L+ ... + by,

wobei a;,b; € R mit a,,,b, # 0. Wir bestimmen im Fall m <n
das Verhalten von p(k)/q(k) fiir k — oo, und zwar liefert
mehrfache Anwendung der Konvergenzregeln in Satz 1.3

p(k) pm—n A + Q1 k™Y + ..+ agk™™ . am /b,  falls m=n,
q(k) by + b1kl + ...+ bk 0 falls m < n.
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Beispiel 1.8 (geometrische Reihe)

Fiir —1 < q < 1 betrachten wir die Folge
an=1+q+...+q"=>1_oq" Dann ergibt sich aus Beispiel
2.2 im Kapital 1, Beispiel 1.4 und Satz 1.3

lim a, = hm Zq lim

n—o0

Wir schreiben hierfiir auch > %2, ¢* = 1/(1 — q).

Definition 1.5

Folgen, deren Folgenglieder Summen sind, heiBen Reihen.

Die Reihen spielen eine groBe Rolle in der Analysis und werden in
Kiirze ausfiihrlicher untersucht.

Guofang Wang Analysis |



Satz 1.4 (Grenzwerte und Ungleichungen)

Seien (ay,)nen und (by)nen konvergent, mit Grenzwerten
limy, o @, = @ und lim,, ., b, = b. Dann gelten folgende
Aussagen:
a) lIst a, < b, fir alle n, so folgt a < b.
b) Gilt ¢ < a,, < d fiir alle n mit ¢,d € R, so folgt
c<a<d.
c) Ist ay, < ¢, < by, und gilt a = b, so konvergiert auch
die Folge (¢p)nen gegen a = b.
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BEwEIS: Nach Voraussetzung gibt es zu jedem € > 0 ein N € R
mit a, > a —¢e und b, < b+ ¢ fiir alle n > N. Die Voraussetzung
in a) liefert dann @ — & < b+ € beziehungsweis (a — b)/2 < & fiir
jedes € > 0, also a < b.

Aussage b) folgt unmittelbar aus a), indem wir ¢, d als konstante
Folgen auffassen.

Unter den Voraussetzungen in c) folgt fiir n > N die
Ungleichungskette

a—e<a,<c,<b,<b+e=a-+e,

also lim,,_y~o ¢, = a nach Definition des Grenzwerts. O

Achtung: aus a, < b, folgt nicht a < b, sondern nur a < b. Die
Striktheit von Ungleichungen geht beim Ubergang zu Grenzwerten
im allgemeinen verloren. Zum Beispiel gilt 1/n > 0 fiir alle

n € N, aber lim,,_,» 1/n = 0.
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Beispiel 1.9 (n-te Wurzel)

Hier betrachten wir fiir a > 0 und n € N die Gleichung ™ = a.
Es gibt hochstens eine Losung x > 0, denn fir x,y > 0 mit x >y
folgt ™ > y", oder

x,y>0undz" <y" = z<uy.

Die Existenz der Losung wird im nachsten Kapitel aus dem
Vollstandigkeitsaxiom hergeleitet. Damit gibt es genau eine
Losung x > 0, die mit al/™ oder {/a bezeichnet wird, und es gilt

a,b>0unda<b = da'/"<bl/" (1.2)
Wir behaupten nun

lim o™ = 1.
n—oo
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BeEwEIs: Fiir a > 1 ist '/™ > 1 nach (1.2). Wir setzen
&, = a*/™ —1 > 0 und schlieBen aus der Bernoulli-Ungleichung,

a=(14+&)">14+n8 = 0<& <(a—1)/n.
Also folgt lim,,_, o &, = 0 bzw. lim,,_. at/" =1 mit Satz 1.4 c).

Fira <1 gilt

1

Un (g~ /m\" = ¢ g1 = Un — =
(a (a™) ) a-a 1 = a (@

und die Behauptung folgt aus dem vorigen Fall mit Satz 1.3 ¢). O
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Definition 1.6 (Uneigentliche Konvergenz)

Die Folge (an)nen konvergiert uneigentlich (oder divergiert
bestimmt) gegen +oo0, falls gilt:

Zu jedem K > 0 gibt es ein NV € R, so dass a,, > K fiir alle n > N.

Wir schreiben lim,, .~ a,, = +00 oder a,, — +00 mit n — co.
Uneigentliche Konvergenz gegen —oo ist analog definiert.
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Beispiel

Fiir g > 1 gilt lim,, 00 ¢" = +00. Denn zu gegebenem K > 0 gibt
es nach Beispiel 1.4 ein N € R mit (1/q)" < 1/K fiirn > N, also
q" > K fiirn > N. Insgesamt haben wir fiir das Verhalten der
Folge q" mit n — oo folgende Tabelle:

q>1 = lim,_o0 g™ = +o00,

g=1 = limy 00 q" =1,
1<g<1l = limy g =0,

g<-1 = (¢") nicht konvergent.

Der Fall —1 < g < 1 wurde in Beispiel 1.4 behandelt, und der Fall
q < —1 folgt mit etwas Uberlegung aus Beispiel 1.5 (Ubung).

Fir eine Folge mit a,, > 0 fir aIIe__n ist lim,,—yo0 ap, = +00
aquivalent zu lim,,_, 1/a, = 0 (Ubungsaufgabe).
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Zum Schluss dieses Abschnitts fiihren wir noch folgende
Bezeichnungen fiir Teilmengen von R ein:

(a,b) ={x € R:a <z <b} offenes Intervall

[a,b) ={z € R:a <z <b} abgeschlossenes Intervall
[a,b) ={z € R:a <z <b} rechtsseitig offen, linksseitig abgeschloss
(a,b] ={zr € R:a <z <b} linksseitig offen, rechtsseitig abgeschloss
|I| = b — a fir ein Intervall I  Intervalllinge

Hierbei sind 400 und —oc als offene Intervallgrenzen zugelassen,

zum Beispiel ist (—o0,1] = {x € R: —c0 <z < 1}. Den

e-Umgebungen bei der Definition der Konvergenz entsprechen bei

uneigentlicher Konvergenz gegen +oo die Intervalle (K, +00): ab

einem gewissen Index miissen alle Folgenglieder in (K, +00) liegen,
egal wie groB K gewahlt ist.
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