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Definition 1.1 (Konvergenz von Folgen)

Die Folge (an)nen konvergiert mit n — oo gegen a € R, falls gilt:
Zu jedem € > 0 gibt esein N € R, so dass fir alle n > N gilt:

lan, —a| < e.

Ve>0dN eR: (n>N = anfa\<€).

Eine Folge (a,)nen konvergiert genau dann gegen a € R, wenn die
Folgenglieder ab einer gewissen Nummer in der e-Umgebung von a
liegen, egal wie klein € > 0 gewahlt ist.
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Satz 1.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Es gelte a,, — a,b,, — b mit n — co.

a) Fir alle A\, u € R ist (Aay,, + pby)nen konvergent mit
Grenzwert
limy, o0 (Aay, + pby) = Aa + pub.

b) Die Folge (ay, - by)nen ist konvergent mit Grenzwert
limy, o0 (ap - by) = a-b.

¢) Falls b # 0, so gibt es ein Ny € R mit b, # 0 fir n > Ny und
die Folge (an/bn)n>n, ist konvergent mit Grenzwert
lim,, o0 @ /by, = a/b.
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Satz 1.4 (Grenzwerte und Ungleichungen)

Seien (ay,)nen und (by)nen konvergent, mit Grenzwerten
lim,, o @y, = @ und lim,, .~ b, = b. Dann gelten folgende
Aussagen:
a) lIst a, < b, fir alle n, so folgt a < b.
b) Gilt ¢ < a,, < d fiir alle n mit ¢,d € R, so folgt
c<a<d.
c) Ist ay, < ¢, < by, und gilt a = b, so konvergiert auch
die Folge (¢p)nen gegen a = b.
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Beispiel 1.9 (n-te Wurzel)

Hier betrachten wir fiir a > 0 und n € N die Gleichung ™ = a.
Es gibt hochstens eine Losung x > 0, denn fir x,y > 0 mit x >y
folgt ™ > y", oder

x,y>0undz" <y" = z<uy.

Die Existenz der Losung wird im nachsten Kapitel aus dem
Vollstandigkeitsaxiom hergeleitet. Damit gibt es genau eine
Losung x > 0, die mit al/™ oder {/a bezeichnet wird, und es gilt

a,b>0unda<b = a'/"<p/" (1.2)
Wir behaupten nun

lim o™ = 1.
n—oo
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BewEIs: Fiir a > 1 ist a'/™ > 1 nach (1.2). Wir setzen
&, = a'/™ —1 > 0 und schlieBen aus der Bernoulli-Ungleichung,

a=(+&)">1+nf = 0<&<(a—1)/n.

Also folgt lim,, o0 &, = 0 bzw. lim,_,o a'/™ = 1 mit Satz 1.4 ¢).

Fir a <1 gilt

1

(al/n ) (a—l)l/")n —a.al=1 = /"= W’
a n

und die Behauptung folgt aus dem vorigen Fall mit Satz 1.3 ¢). O

Guofang Wang Analysis |



Definition 1.6 (Uneigentliche Konvergenz)

Die Folge (an)nen konvergiert uneigentlich (oder divergiert
bestimmt) gegen +oo, falls gilt:

Zu jedem K > 0 gibt es ein N € R, so dass a,, > K fiir alle n > N.

Wir schreiben lim,, .~ a,, = +00 oder a,, — +00 mit n — co.

Uneigentliche Konvergenz gegen —oc ist analog definiert.
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Beispiel

Fiir g > 1 gilt lim,,_,o, ¢" = +00. Denn zu gegebenem K > 0
gibt es nach Beispiel 1.4 ein N € R mit (1/q)" < 1/K fiirn > N,
also ¢ > K fiirn > N. Insgesamt haben wir fiir das Verhalten
der Folge ¢ mit n — oo folgende Tabelle:

q>1 = lim, s ¢" = +00,

g=1 = lim, 00 q¢" =1,
—1<g<l = lim,q" =0,

qg<-—1 = (¢") nicht konvergent.

Der Fall —1 < q < 1 wurde in Beispiel 1.4 behandelt, und der Fall
q < —1 folgt mit etwas Uberlegung aus Beispiel 1.5
(Ubungsaufgabe).

Fir eine Folge mit a,, > 0 fir aIIe__n ist lim,, oo @, = 400
aquivalent zu lim,,_, 1/a, = 0 (Ubungsaufgabe).
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Zum Schluss dieses Abschnitts fiihren wir noch folgende
Bezeichnungen fiir Teilmengen von R ein:

(a,b) ={x e R:a<xz<b} offenes Intervall

[a,b) ={z € R:a <z <b} abgeschlossenes Intervall

[a,b) ={z € R:a <z <b} rechtsseitig offen, linksseitig abgeschlos:
b

(a,

|I| = b — a fiir ein Intervall I  Intervalllinge

={reR:a<z<b} linksseitig offen, rechtsseitig abgeschlos

Hierbei sind 400 und —oc als offene Intervallgrenzen zugelassen,
zum Beispiel ist (—o0,1] = {x € R: —oo <z < 1}. Den
e-Umgebungen bei der Definition der Konvergenz entsprechen bei
uneigentlicher Konvergenz gegen +oco die Intervalle (K, 4+o00): ab
einem gewissen Index miissen alle Folgenglieder in (K, +00) liegen,
egal wie groB K gewahlt ist.
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2. Vollstandigkeit der reellen Zahlen

Die bisher eingefiihrten Axiome (K) sowie (Al) bis (A3) gelten
selbstverstandlich auch fiir die rationalen Zahlen. Dennoch sind die
rationalen Zahlen fiir die Analysis ungeeignet. Wir beginnen mit
folgender Beobachtung der Pythagoraer.

Satz 2.1 (Irrationalitit von v/2)

22 = 2 ist in Q nicht I5sbar.

BEWEIS: (durch Widerspruch) Angenommen, die Gleichung

x? = 2 hat eine rationale Losung, also = = p/q mit p,q € N.
Durch fortgesetztes Kiirzen kénnen wir annehmen, dass hochstens
eine der Zahlen p und q gerade ist. Nun gilt

p?=2¢> = p?gerade = pgerade = p=2p mitp €N

Daraus folgt weiter 2¢*> = 4p% = ¢® gerade = ¢ gerade. Also
sind doch p, g beide gerade, ein Widerspuch. O]
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In R ist die Gleichung 22 = 2 und allgemeiner die Gleichung
x" = a fiir beliebige n € N, a > 0 losbar.

Das Ziel der Analysis ist es, neue Objekte — Zahlen, Funktionen,
Operationen — durch Grenzprozesse zu konstruieren. Unsere
Definition des Grenzwerts setzt voraus, dass wir den Grenzwert der
Folge bereits kennen. Das Vollstandigkeitsaxiom muss die Existenz
von Grenzwerten in Situationen garantieren, in denen der
Grenzwert a priori nicht bekannt ist. Wir betrachten hierzu zwei
Beispiele.
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Beispiel 2.1 (Zinseszinsrechnung)

Wird ein Euro fiir ein Jahr mit einem Zinssatz x angelegt, so
betragt die Ausszahlung E1(x) =1+ xz. Die Idee des Zinseszinses
ist es, den Zeitraum in kiirzere Abschnitte zu unterteilen und den
Zins anteilig pro Abschnitt anzurechenen mit dem Effekt, dass der
schon angerechnete Teil des Zinses seinerseits Zinsen produziert.
Zum Beispiel ergibt das bei monatlicher Verzinsung nach einem
Monat 1 + <5, nach zwei Monaten (1 + %5)(1+ %) = (14 &)?,
und nach zwélf Monaten E1s(z) = (1 + %)'2.  Allgemein ergibt
sich nach einem Jahr bei Unterteilung in n Zeiteinheiten

En(e) = (1+ %)” firc € R, n e N. (2.1)

Es stellt sich ganz natiirlich die Frage nach einer kontinuierlichen
Verzinsung, also nach dem Grenzwert lim,,_oo Ey ().
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Beispie 2.2 (Dezimalbruchdarstellung)

Fiir a € R gibt es kg € Z und k; € {0,1,...,9} fiir j € N, so dass
folgende Darstellung als unendlicher Dezimalbruch gilt:

n—oo

a= lim a, mit a,= ij 1077 = ko, kika . . - kn.
j=0

Um das zu zeigen, definieren wir induktiv

Ap = Qp_1 + kp - 107"

mit
an <a<ap+ 107"
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Fiir n = 0 setzen wir kg = max{k € Z : k < a} und haben wie
gewiinscht
a0:k0§a<k‘0+1:a0—|—10_0.

Sind kg, k1, ..., ky, bereits gefunden fiir ein n € N, so definieren
wir k11 =max{k € Z:a, + k- 10~ (r+1) < a}. Nach
Induktionsannahme gilt a,, < a < a, + 10 - 10~"*+1 und folglich
knt1 € {0,1,...,9}. Weiter liefert die Wahl von k11

Unt1 = O+ kg1 - 107D <a < apy + (kpgy +1) - 1070+
= apg1+1070FD,

Die Darstellung als unendlicher Dezimalbruch gilt wegen
la —an| < 107" — 0 mit n — oo.

Umgekehrt stellt sich aber nun die Frage, ob jede
Dezimalbruchfolge a,, = kg, k1ks . ..k, gegen eine gewisse, reelle
Zahl konvergiert.
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In beiden Beispielen brauchen wir wie gesagt eine
Charakterisierung konvergenter Folge, die ohne die Kenntnis des
Grenzwerts auskommt. Die Idee von Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) besteht darin, die Glieder der Folge nicht mit dem
unbekannten Grenzwert, sondern untereinander zu vergleichen.

Definition 2.1 (Cauchyfolge)

(an)nen heiBt Cauchyfolge, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein N € R, so dass |a, — an,| < €
fur alle n,m > N.

Beim Nachweis dieser Eigenschaft reicht es aus, die Zahlen
n,m > 0 mit n < m zu betrachten, denn die Definition ist
symmetrisch in n und m und fiir n = m ist nichts zu tun.
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Vollstandigkeitsaxiom

(V') Jede Cauchyfolge ist konvergent.

Damit sind die Axiome (KAV) der reellen Zahlen komplett. Je
nach Autor werden auch andere Aussagen als
Vollstandigkeitsaxiom zugrunde gelegt, die aber natiirlich
aquivalent sind und sich bei uns als Folgerungen ergeben werden.

Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge
ist.

BEWEIS: Eine Cauchyfolge ist konvergent nach dem
Vollstandigkeitsaxiom. Sei umgekehrt lim,, .o a, = a. Zu e > 0
gibt es dann ein N € N mit |a, — a| < /2 fiir n > N, und fiir
n,m > N folgt
€ €
lan — am| = |lan —a+a —ap| < lan —a| + |am — a| < gTs=¢
0
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Als erste Anwendung der Vollstandigkeit betrachten wir die
Dezimaldarstellung und zeigen

Satz 2.3 (Konvergenz von Dezimalbriichen)

Seien ko € Z und kj € {0,1,...,9} fiir j € N. Dann konvergiert
der Dezimalbruch a,, = Z?:o k; - 1077 gegen eine reelle Zahl.

BEWEIS: Fiir n < m schatzen wir wie folgt ab, wobei wir die
Formel fiir die geometrische Reihe, Beispiel 1.8 und Beispiel 1.4
verwenden:

|am—an| = > k1077 <107 Y 9.0 < 107" < e fiir n > N.
j=n+1 j=0

(ay,) ist damit eine Cauchyfolge, und konvergiert gegen eine reellen
Zahl nach (V). O
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Als zweite Anwendung definieren wir die Eulersche Zahl e, und
betrachten dazu die Folge

Fur n € N und m > n berechnen wir

1 1 1
n — _— 1 000
“ (n+1)!< e T mrmes)

Qo —

1
+(n—i—2)~...-(n—&—m—n))

1 -1 —2 m—n—1
(n+1)!(1+2 +277+ ... +2 )-

Mit der Formel fiir die geometrische Reihe, siehe Beispiel 1.8,
folgt die Abschatzung

1
mED) = om %=
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Dal/(n+1)!<1/(n+1) = 0 mit n — oo, gibt es zu € > 0 ein
N € R mit

|am — an| < <e firn,m > N.

(n+1)!

(ay,) ist eine Cauchyfolge.

Aus dem Vollstandigkeitsaxiom folgt die Existenz des Grenzwerts
lim,, .~ a,, so dass folgende Definition sinnvoll ist.

Definition 2.2 (Eulersche Zahl)

1
e=>
k=0
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Satz 2.4 (Irrationalitat der Eulerschen Zahl)

e =Y 1o 1/k! ist nicht rational.

BEWEIS: Aus Abschitzung (2.2) folgt mit m — oo

2 ..
mﬁe—angm fur alle n € N.

Nach Multiplikation mit n! ergibt sich hieraus fiir n > 2

1 " nl 2
0< <nle— — < < 1.
nt1-"¢ kz_okl_(n—l—l)

Ware e rational, so ware der mittlere Term eine ganze Zahl fiir n
hinreichend groB, ein Widerspruch. O
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