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Kapital 3. Machtigkeit der Mengen und komplexe Zahlen

Jetzt wollen wir uns einer neuen Frage zuwenden:

Wie kann man die unendlichen Mengen N C Z C Q C R der GroBe
nach vergleichen?

Gibt es wirklich mehr rationale Zahlen als naturliche?
Mehr reelle als rationale?

Die Antwort lautet witzigerweise, dass
es gleich viele natiirliche, ganze und rationale Zahlen gibt,

aber mehr reelle Zahlen.
Alle genannten Mengen enthalten unendlich viele Elemente.
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Die Prazisierung der Begriffe gleichviele und mehr geht auf Georg
Cantor (1872) zuriick.

Definition 3.1

Eine Menge A heiBt gleichmachtig zur Menge B (Notation:
A ~ B), wenn es eine bijektive Abbildung (Bijektion) ¢ : A — B
gibt.
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Lemma 3.1
Die Relation A ~ B (A ist gleichmichtig zu B) ist eine
Aquivalenzrelation, das heiBt fiir alle Mengen A, B, C' gilt:
(i) A~A
(i) A~B =B~A
(i) A~B und B~C = A~C.

BEWEIS:
(i)  Wahle als Bijektion die Identitat ids : A — A, a — a.
(i) Sei ¢ : A — B Bijektion. Wahle dann ¢~!: B — A.
(iii) Seien ¢ : A — B und ¢ : B — C bijektiv. Wahle dann
Pop:A—C.
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Definition 3.2
Eine Menge A heiBit
- endlich, wenn sie gleichmachtig zu einer Menge {1,2,...,k}
mit &k € N ist;

- abzahlbar unendlich, wenn sie gleichmachtig zu N ist;
- abzahlbar, wenn sie endlich oder abzahlbar unendlich ist;
- uberabzahlbar, wenn sie nicht abzahlbar ist.

Die Menge der natiirlichen Zahlen ist nicht endlich, denn
andernfalls gibt es ein n € N und eine Bijektion

f:N— {1,...,n} im Widerspruch zum Schubfachprinzip (Satz
2.3)
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Falls eine surjektive Abbildung v : N — A existiert, so ist A
abzahlbar.

BEWEIS: Sei a,, = ¢(n). Die naheliegende Idee ist, bei der
Abzahlung induktiv diejenigen a,, auszulassen, die bereits vorher
auftraten, und die restlichen entsprechend neu zu nummerieren.
Dazu setzen wir n; = 1 und konstruieren induktiv eine Teilfolge
ap, durch die Vorschrift

Ngt1 = min{n > ny @ ap # ap; fiir j=1,... k}.

Falls die Rekursion nach einem ny abbricht, ist die Abbildung
f:{L,...,k} = A, k> a,, bijektiv und damit ist A endlich.

Andernfalls ist die Abbildung f: N — A, k — a,, bijektivund A
ist abzahlbar undendlich. O
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Die Mengen Z und Q sind abzahlbar. \

BEWEIS: Fiir Z wahle die surjektive (sogar bijektive!) Abbildung

(n—1)/2 n ungerade

:N—=Z, p(n) =
4 e () {—n/2 n gerade.

Das Argument zeigt, dass wir uns beim Beweis der Abzahlbarkeit
von Q auf die Menge Q™ = {p/q : p,q € N} beschranken kdnnen.
Die Idee ist dann, diagonal nach folgendem Schema abzuzahlen:
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p= 1 2 3 4 5 6

q:
1 1/1 2/1 3/1 4/1 5/1 6/1
v
2 1/2 2/2 3/2 4/2 -
v
3 1/3 2/3 3/3
v
4 1/4 2/4
Ve
5 1/5

Die k-te Diagonale enthalt k£ Elemente, also enthalten die
Diagonalen mit kleinerer Nummer insgesamt

14+...4+(k—1) = (k—1)k/2 Eintrdge. Wir behaupten, dass
jedes n € N in genau einem k-Abschnitt
{(k—=1k/24+i:i=1,...,k} liegt.
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Zur Existenz sei k € N maximal mit (k — 1)k/2 < n. Dann gilt
(k—1Dk/2<n<k(k+1)/2=(k—1)k/2+E.

Firl>Fkist ({—1)l/24+1>k(k+1)/2=(k—1)k/2+k, das
heiBt die beiden Abschnitte sind disjunkt, womit die Eindeutigkeit
gezeigt ist. Somit ist folgende Abbildung wohldefiniert:

p:N — Q,

k—it1 k— 1)k
A—iiifmn:L——L+i(kengigm.

p(n) = 3

Die Abbildung ist surjektiv, und zwar gilt ¢(n) = p/q fir i = ¢ und

k =p+ q— 1. Die Abzahlbarkeit von Q folgt nun mit Lemma 3.2.
0
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Durch Anordnung in einem quadratischen Schema und analoge
Abzahlung laBt sich ganz analog zeigen, daB

eine abzahlbare Vereinigung von jeweils abzahlbaren Mengen
abermals abzahlbar ist.
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Satz 3.2 (R ist nicht abzahlbar)

Es gibt keine surjektive Abbildung ¢ : N — R.

BEWEIS: Sei ¢ : N — R eine beliebige Abbildung und ¢(n) = z,.
Wir konstruieren eine Intervallschachtelung (I,)nen mit x, ¢ I,
fiir jedes n.

Ist I, schon bestimmt, so zerlege I, in drei abgeschlossene
Teilintervalle gleicher Lange und wahle fiir I,, 1 ein Teilintervall,
das x,,41 nicht enthalt (im Zweifelsfall das rechte). Um I; zu
definieren, wenden wir dieses Argument an auf Iy = [0, 1]. Nach
Satz 2.6 (Schachtelungsprinzip) gibt es ein 2 € (), . In € R, also
T # x,, fur alle n € N. O
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