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Kapital 4. Differentialrechnung fiir Funktionen einer Variablen

Definition 1.1 (Ableitung)

Die Funktion f : I — R"™ hat in g € [ die Ableitung a € R"
(Notation: f’(x¢) = a), falls gilt:

lim Jl@) = Jzo) =a. (1.1)

T—Z0 r — Zo

Wir nennen f differenzierbar in zg, falls es ein a € R mit (1.1)
gibt, falls also der in (1.1) betrachtete Grenzwert existiert.

Eine alternative Formulierung ergibt sich durch die Substitution
= x0+ h:
f(@o + 1) — f(=o)

4 = 1. =
flw)=a & lim Y a
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Lemma 1.1

Die Funktion f : I — R"™ ist genau dann in xq € I differenzierbar,
wenn alle Koordinatenfunktionen f; : I — R, 1 =1,...,n, in xg
differenzierbar sind. Die Ableitung kann dann koordinatenweise
berechnet werden, das heiBt es gilt:

f' (o) = ((f1)'(20), - - -, (fn) (z0)) € R™

\

Definition 1.2 (Ableitungsfunktion)

Die Funktion f : I — R™ heiBt differenzierbar auf I (oder einfach
differenzierbar), falls f in jedem Punkt z¢ € I differenzierbar ist.
Die hierdurch gegebene Funktion

ISR s fa) = lim L8 =I0)

T—T0Q T — X

cR”

heiBt Ableitungsfunktion oder schlicht Ableitung von f.

4
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Beispiel 1.1

Fiir eine konstante Funktion, also f(x) = c € R™ fiir alle x € I,
gilt fiir x # xg:

f((L’)—f(fL’O): e=¢c =0 = f/(x()):ObZW-f,:O'

T — X0 Tr — X

Beispiel 1.2
Fir f:R = R, f(z) ==z, gilt
fl@) = flwo)  z—m0 _

= 1 fiir alle x # xg,
T — X0 Tr — X

| A

also folgt f'(xg) = 1.

A
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Beispiel 1.3

Die Funktion f : R — R, f(x) = |z|, ist nicht differenzierbar in
o — 0:
fim SE=FO) T
z\0 z—0 z\0 T
und .
lim {@ = fO) _ —2
z0 x—0 z,/0 T

Die rechts- und linksseitige Ableitung existieren in xq = 0, sie sind
aber verschieden.
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Die Funktion exp : R — R ist differenzierbar mit Ableitung
exp’ = exp.

BEWEIS: Fiir z = 0 folgt die Aussage aus Satz 4.7 in Kapitel 2,

und zwar mit n = 2:
i 0
6 - 6 0

z—0 — ¢

e’ —1

T

le® — (1 + )|
||

<l|z|] =0 mitz— 0.

_ 1‘ _
Fiir z # 0 schlieBen wir weiter mit der Funktionalgleichung

=e — e mith—0.
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Die Abbildung ¢ : R — C, c(t) = €', ist differenzierbar mit
Ableitung ¢’ = ic. Insbesondere sind auch cos und sin
differenzierbar und es gilt

cos’ = —sin und sin’ = cos.

BEWEIS: Fiir die Ableitung in t = 0 verwenden wir wieder Satz 4.7
in Kapitel 2, mit n = 2,

c(t) —c(0) . Cet—=1 | et — (1 +4t)|
= e R

<|t| = 0, mitt — 0.

Fiir beliebige t ergibt sich mit der Funktionalgleichung

i(t+h it ih
C(t+h})L_C<t) _ e(‘*‘;—e — it & h_l —ie' =ic(t)  fir h — 0.
Lemma 1.1 besagt nun, dass cos und sin als
Koordinatenfunktionen von ¢ ebenfalls differenzierbar sind mit
Ableitung ¢/ (t) = cos'(t) + i sin’(t). Wegen ic(t) = —sint + icost
folgt cos’ = — sin und sin’ = cos wie behauptet. ]

Guofang Wang Analysis |




Die Funktion f ist genau dann in xq differenzierbar, wenn f mit
einer affinlinearen Funktion uibereinstimmt bis auf einen Fehler, der
schneller als linear verschwindet.

Lemma 1.2
Genau dann hat f : I — R" in xg € I die Ableitung a € R", wenn
fiir die Differenzfunktion r(h) = f(zo + h) — (f(x0) + ah) gilt:

r(h)
ey =Y (1.3)

BEwEIs: Fiir h #£ 0 gilt

f($o+h)*f(f'30)_a:f($o+h)*(f($o)+ah) _r(h)
h h h

Hieraus ergibt sich die Behauptung. O
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Satz 1.3 (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit)

Ist f: I — R"™ differenzierbar in xg € I, so ist f auch stetig in xg.

BEWEIS: Nach Lemma 1.4 in Kapitel 3 reicht es zu zeigen, dass
limp 0 f(xo + h) = f(xp). Aber fiir h # 0 gilt nach Lemma 1.2

flzo+h) = f(aco)+ah+hr(hh) — f(xo) mit h — 0.
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Satz 1.4. (Differentiationsregeln)

Seien f,g : I — R differenzierbar in xq € I. Dann sind auch die

Funktionen af + Bg (o, B € R), fg und f/g (im Fall g(zo) # 0)
in xq differenzierbar mit folgenden Ableitungen:

(1) Linearitat:

(af + Bg) (o) = af'(z0) + Bg'(z0)
(2) Produktregel:

(f9) (z0) = f'(z0)g(wo0) + f(x0)g'(20)

(3) Quotientenregel:

<£>'(x0) _ ['(z0)g(wo) — f(x0)g' (o)

g(xo)?
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BEWEIS: Wir miissen jeweils fiir z # xq die Differenzenquotienten
bilden und zeigen, dass diese mit x — x¢ gegen das gewiinschte
konvergieren. Fiir (1) haben wir

(af(z) + By(x)) — (af (o) + Bg(z0))
r — X0
o F(®) = f(xo) + 8 9(z) — g(zo)
Tr — X T — X0
—  af'(zo) + By ().
Natiirlich gilt die Aussage mit demselben Argument auch fiir

vektorwertige Funktionen. Die Produktregel folgt durch ,, Mischen
der Terme":

f(@)g(z) — f(z0)g(x0)

r — X
= L2 o) 4 g L) =80

— f'(z0)g(xo) + f(x0)g' (z0),
wobei die Stetigkeit von g in x¢ benutzt wurde (Satz 1.3).
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Wir zeigen die Quotientenregel zunichst fiir die Funktion 1/g, also
f =1. Es gibt ein 6 > 0 mit g(z) # 0 fiir [x — 20| < 0 nach
Kapitel 3, Lemma 1.3. Fiir diese = € I gilt

1 (1 1 > B 1 g(x) — g(xo)
g

x — T ; g(x)g(zo) = —x0

() g(zo)

g (xp) mit z — .

1
Fiir beliebiges f schreiben wir f/g = f - — und verwenden die

Q

Produktregel. O
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Beispiel 1.4
Fiir fn(x) = a™ folgt aus Beispiel 1.2, also f{ =1, und der
Produktregel

@) = (fifam1)'(2)
= fi@)far(@)+ fi(@) (@) = 2" + 2 f) (),

und damit per Induktion f!(z) = nz"~'. Allgemeiner ergibt sich
mit Satz 1.4 (1) fiir Polynome p(z) = >_1_, axx® die Formel

n n—1
p(z) = Z kapz*~! = Z(j + Va1’
k=1 =0

Guofang Wang Analysis |



Beispiel 1.5
Fiir f(z) =2, n €N, gilt f'(z) = —nx~""! nach der
Quotientenregel:
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Satz 1.5 (Kettenregel)

Seien f: I — R, g:J =R mit f(I)CJ.Ist finxzgel
differenzierbar und g in yo = f(xo) € J differenzierbar, so ist auch
go f: 1 — R inxg differenzierbar und hat die Ableitung

(90 f)(0) = g'(f(w0)) f' (o).
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BEWEIS: Wir betrachten wieder fiir x # xg den
Differenzenquotienten:

o(f(x)) — 9(f(@0)) F(z) ~ f(zo)
g(f(m))—g(f(wo)):{ f = L) =0 g f0) # fao)

T — g 0 falls f(z) = f(=o).

Wir definieren die Funktion

9(y) —g(f(z0)) .
a:J—)R,a(y)Z{ v — f(w0) fiir y # f(zo)
g (f(z0)) fiir y = (o).

Es ist a stetig in f(zo) nach Kapitel 3, Lemma 1.4. Mit z — 29
folgt, da f(x) — f(zo),

g(f(.iE)) — g(f(:ro)) _ a(f(x)) f(x) — f(x())

X — Xo X — X0

— a(f(@o)) f'(z0) = g'(f(0)) ' (x0).
O
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Satz 1.6 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion)

Sei f : I — R streng monoton und stetig auf dem offenen Intervall
I, und differenzierbar in xo mit f'(x¢) # 0. Dann ist I* = f(I) ein
offenes Intervall, und die Umkehrfunktion g : I* — I ist
differenzierbar in yo = f(xg) mit Ableitung

1
/
9 (W) = 47—~
' (9(w))
BEWEIS: Nach Satz 2.2 in Kapitel 3 mit Zusatz (2.1) ist I* ein
offenes Intervall und g : I* — R streng monoton und stetig,
insbesondere g(y) — g(yo) = xo mit y — yo. Fiir y # yo folgt

9w —9wo) _  9(y) —g(w) 1 L, !
Y — 1o flaw) — flg(wo))  flg(y)) — flg(yo)) = f'(xo)
9(y) — 9(vo)
O
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Seien I, I* offene Intervalle, f : I — I* bijektiv und in xg
differenzierbar. Ist die Umkehrfunktion g : I* — I in yo = f(z0)
auch differenzierbar, so folgt schon aus der Kettenregel

g(f@) =z = g (f(@o))f (o) =1.

Insbesondere muss f’(zg) # 0 sein, und es gilt die Formel fiir die
Ableitung der Umkehrfunktion. Die Funktion f: R — R,

f(x) = 23, ist streng monoton wachsend und stetig; ihre
Umkehrfunktion lautet

yl/3 firy >0

: R — R, =
g 9(v) {—|y|1/3 fir y <O0.

Die Umkehrfunktion ist nicht differenzierbar in y = 0, denn es gilt

—¢g(0
g(y)g() = |y\_2/3 — 400 mit y — 0.

Die Voraussetzung des Satzes ist hier verletzt, es ist f'(0) =0.
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