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Kapitel 5. Integralrechnung
1. Das Riemannsche Integral

Das Integral einer nichtnegativen Funktion f : I = [a,b] — R ist
anschaulich der Flacheninhalt des Gebiets

{(z,y):xel,0<y< f(x)}

Allerdings haben wir den Flicheninhalt von Teilmengen des R?
noch gar nicht definiert, auBer vielleicht von einfachen Gebieten
wie Rechtecken, so dass die gegebene Beschreibung nicht zur
Definition taugen kann.

Dennoch lassen wir uns im Folgenden von dieser geometrischen
Vorstellung leiten.
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Definition 1.1 (Zerlegung)

Eine Zerlegung Z des Intervalls I = [a, ] ist eine geordnete Menge
von Punktena =z <z1 < ... <zxy =b.

Wir setzen I, = [z_1, x)] sowie Az = x — xp_q fiir
k=1,...,N, und definieren die Feinheit von Z durch

A(Z) = 1r§nka§XNA;I;k. (1.1)

A\

Definition 1.2 (Riemannsche Summe)

Sei f: I =[a,b] — R. Die Riemannsche Summe von f zur
Zerlegung Z und den Stiitzstellen & € I}, ist

N
Sze(f) =D f(&) Az € R.
k=1

\
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Die Riemannsche Summe sollte einen Ndherungswert fiir das noch
zu definierende Integral darstellen.

Eine konkrete Wahl der Zerlegung und der Stiitzstellen, zum
Beispiel die daquidistante Zerlegung mit Intervallmittelpunkten als
Stiitzstellen, fuhrt auf ein numerisches Verfahren zur
Approximation des Integrals.

Im allgemeinen ist aber nicht gefordert, dass die Zerlegung
dquidistant ist, auch kdnnen die Stiitzstellen beliebig in den I
gewahlt werden.

Um zu einer sinnvollen Definition zu gelangen, sollte bei

Verfeinerung der Zerlegung der Approximationsfehler kleiner
werden. Dies fiihrt auf folgenden Begriff der Integrierbarkeit.
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Definition 1.3 (Riemann-Integral)

Eine beschrankte Funktion f : I = [a,b] — R heiBt
(Riemann-)integrierbar mit Integral S € R, falls es zu jedem ¢ > 0
ein § > 0 gibt, so dass fiir jede Zerlegung Z und jede Wahl £ der
Stiitzstellen gilt:

A(Z) <6 = ‘SZ7£(_}C)—S‘ <E.

Wir nennen dann S das (bestimmte) Integral von f auf [a, b] und

schreiben )
S :/ fekR

Guofang Wang Analysis |



Beispiel 1.1
Die konstante Funktion f : I = [a,b] — R, f(x) = ¢, ist

integrierbar mit
b
/ f=c(b—a).
a

Denn fiir jede Zerlegung Z und jede Wahl der &, € I}, gilt

N N
Sze(f) = ZcAa:k =c Z(Q?k —z5_1) =c(b—a).
k=1 k=1
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Beispiel 1.2
Die Dirichletfunktion

1 firz e Q,

:10,1] — R, T) =
xq : [0,1] xo(z) {0 firz ¢ Q
ist nicht (Riemann-) integrierbar. In jedem I}, mit Axy > 0 gibt es
rationale und irrationale Punkte. Fiir rationale Stiitzstellen ist
Sz.¢(xa) =1, fiir irrationale dagegen Sz ¢(xq) = 0.
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Definition 1.4 (Supremumsnorm)

Fir f : I — R setzen wir

£l = sup{|f(z)[ : = € T}.

Die Menge der beschrankten Funktionen auf I, also || f||; < oo,
bezeichnen wir mit B(I).

Die Supremumsnorm hat folgende Eigenschaften, analog zur
Euklidischen Norm:

Positivitat: || f||r > 0 mit Gleichheit genau wenn f =0,
Halblinearitat: || Afllr = [Al||fl7 fir A € R.
Dreiecksungleichung: ||f + gllr < || fll7 + llg]l1-
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Satz 1.1 (Linearitat des Integrals)

Die Menge R(I) der Riemann-integrierbaren Funktionen f : I — R
ist ein Untervektorraum von B(I) und das Integral R(I) — R,

f— ff f, ist ein lineares Funktional. Es gilt also fiir A\, u € R

b(Aerug f+u
/ REIN

Beweis: Es gilt Sz¢(Af + p1g) = ASz¢(f) + 1Sze(g), also folgt
fir A(Z) hinreichend klein

’525 Af +pg) — (Af f+ulf, g)’
<IN |Sze(f) = J2 f| + |1l |Szelo) = [2 9] <.

O
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Um zu zeigen, dass stetige Funktionen integrierbar sind, gehen wir
in drei Schritten vor:

a) Stiickweise konstante Funktionen (Treppenfunktionen) sind
integrierbar.

b) L&Bt sich eine Funktion gut durch integrierbare Funktionen
approximieren, so ist sie integrierbar.

c) Stetige Funktionen lassen sich gut durch Treppenfunktionen
approximieren, und sind damit integrierbar.

Natiirlich ist unter anderem noch zu klaren, was die gute
Approximation eigentlich sein soll. Wir beginnen unser Programm,
indem wir zunachst zwei Eigenschaften des Integrals zeigen.
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Seien f, f : I — R mit f(z) = f(z) fiir alle x € I\{p1,...,p,}.
Mit f € R(I) ist dann auch f € R(I) und es gilt f:f: f(f f.

Beweis: Wir zeigen die Aussage im Fall eines Ausnahmepunkts
p € I; der allgemeine Fall folgt daraus per Induktion. Es gilt fiir
jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen &

N
Sze(F)=Sze(f) =D _(f( DAz = (f(p)—f(p) Az
k=1 {k:€x=p}
Es ist & = p hochstens fiir zwei k mit Az > 0. Damit schatzen
wir ab
b b
SacP= [ 1| < |S2elh)=Sucth|+ |50~ [ 4]
< 2[f) - s a) + [szen - [ f|

und die rechte Seite geht gegen Null mit A(Z) — 0.



Bemerkung. Wie Beispiel 1.2 zeigt, ist Lemma 1.1 nicht richtig fiir
eine abzdhlbare Ausnahmemenge.

Lemma 1.2

Seil =1, U...UI, eine Zerlegung von I = [a,b] in Intervalle
I = lag—1,ax). Ist f: I — R auf jedem der Teilintervalle I},
integrierbar, so folgt f € R(I) und

/f 1a“f.
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Beweis: Es reicht den Fall n = 2 zu betrachten. Sei I = I1'U I”
mit I’ = [a,p] und I"” = [p,b], und sei f : I — R integrierbar auf
I' und 1", insbesondere || f||; = max(||f|| 7, || f||r) < oo. Ist Z
eine Zerlegung von I mit Punkten a = z9 < ... < xy = b sowie
Stiitzstellen &1,...,&N, so gilt .1 < p < x, fiir ein
r€{1,...,N}, und wir definieren Zerlegungen Z',Z" von I’ 1"
mit Stiitzstellen &', &” wie folgt:

Z'=fa=xo<... <z <p} € ={&,... . &-1,p},
Z"'={p<az,<...<azn=0b} & ={p,&s1,...,En}.

Offenbar gilt A(Z"),A(Z") < A(Z). Die Bilanz der
Riemannschen Summen lautet

1S2,6(f)—(Sz &/ (f)+Sz0,e0 ()| = [(f (&)= f(p)) Az | < 21| f]I; A(Z).
Es folgt mit der Dreiecksungleichung

b
[szetn-( [ f+/ | <21l A@+ sz (0= [ 1l4]szne - [ 1]
Die rechte Seite geht mit A(Z) — 0 gegen Null. 0
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Folgereun 1.1

Sei f : I — R eine Treppenfunktion, d. h. es gibt eine Unterteilung
a=a<a <...<a,=bundc¢ eR (i=1,...,n) mit

f(x) = ¢ fiir alle © € (a;—1,a;). Dann ist f integrierbar und es gilt

b n
[ 1= (- ae
L i=1

Beweis: Nach Lemma 1.1 ist f : [a;—1, a;] — R integrierbar fiir alle
i=1,...,n. Aus Lemma 1.2 folgt die Behauptung. O

v
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Damit ist der erste Schritt unseres Programms erledigt.

Der zweite Schritt besteht darin, fiir einen geeigneten Begriff von
Konvergenz f, — f folgende Aussage zu zeigen:

b b
fr. — f mit fi integrierbar = f integrierbar und / = Alim fx-
c— O

Ja

Welcher Konvergenzbegriff ist dabei zu wihlen?

Zweifellos ist es naheliegend, es mit der punktweisen Konvergenz
zu probieren:

fr — f punktweise &  fi(z) = f(z) firallex el

Aber wie die folgenden Beispiele zeigen, ist die punktweise
Konvergenz zu schwach.
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Beispiel 1.3
Sei q1,q2, . .. eine Abzdhlung der rationalen Zahlen in [0, 1].
Definiere

1 firxe{q,...,qm}

n: 0,1 = R, xp =
Xn i 0,1] Xn(2) {O sonst .

Die Folge x, konvergiert punktweise gegen die Funktion xq, die
nach Beispiel 1.2 nicht integrierbar ist.
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Beispiel 1.4
Betrachte die Treppenfunktionen

ko fir0<az <+

Jr  [0,1] =R, fi(z) = {
0 sonst.
Dann gilt limy_, o fr(x) = 0 fiir alle x € [0,1], denn

fol) = 0 fiir alle k, falls x =0
€Tr) =
F fiirk> 1L fallsz > 0.

Also konvergiert fi, punktweise gegen f = 0. Aber es ist

0_/01f7é hm/ fi = hmf k=1.
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Fir f € R(I) gilt die Ungleichung

[ o] <p=allsiy

Beweis: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt mit der
Dreiecksungleichung

N N
1S26()] < D IFEN Azg < |If; Y Az = o—al | fll;. (1.2)

k=1 k=1
Die Abschatzung fiir das Integral folgt. O
Fir f, fx € R( ) haben wir nun
D) < b= allfic = fllr,

fk_ f‘

so dass aus || fr — fHI — 0 auch die Konvergenz der Integrale
folgt. Dies motiviert den folgenden Konvergenzbegriff.
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Definition 1.5 (Gleichmé&Bige Konvergenz)

Die Folge von Funktionen fi : I — R konvergiert gleichmaBig
f:1— R, falls gilt:

| fe — fll; =0 mit k — oo.

In Quantorensprache sieht punktweise bzw. gleichmaBige
Konvergenz wie folgt aus:

Punktweise Konvergenz und gleichmaBige Konvergenz:

Ve >0 VzeD N VkE>N: |fu(z)— f(x)| <e
Ve >0 N VeeD Vk>N: |fi(z)— f(z) <e.
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Der Unterschied ist, dass bei punktweiser Konvergenz die Schranke
N von z € I abhangen darf, also N = N (e, x), wahrend bei
gleichmaBiger Konvergenz die Schranke N fiir alle = gleich gewahlt
werden kann.

Im Beispiel 1.4 gilt etwa, falls e <1 und z > 0,

o)~ f@)l<e = k2,

so dass N(g,z) > 1/x sein muss, also nicht unabhingig von x
gewahlt werden kann.

Klar ist, dass gleichmaBige Konvergenz punktweise Konvergenz
impliziert.
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Deshalb kann man in zwei Schritten vorgehen, um eine
Funktionenfolge fi auf gleichmaBige Konvergenz zu priifen:

(1) Konvergiert die Folge punktweise? Wenn nicht, so erst recht
nicht gleichmaBig. Wenn ja, so ist die punktweise
Grenzfunktion die einzig mogliche Kandidatin fiir den
gleichmaBigen Grenzwert.

(2) Nun bestimme || fr — f||7 bzw. schitze diese Norm ab. Gilt
lfx — fllr = 0 mit k — oo, so ist fi gleichmaBig konvergent
gegen f. Wenn nicht, so ist fi zwar punktweise, aber nicht
gleichmaBig konvergent.

Im Beispiel 1.4 gilt fr — f mit f = 0 punktweise auf [0, 1], aber
nicht gleichmaBig, denn

sup |fr(z) — f(x)|=k = 00 mit k — oo.
z€]0,1]
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Satz 1.3 (Integral und gleichmiBige Konvergenz)

Konvergiert die Folge fi. € R(I) gleichmiBig gegen f : I — R,
also || fx — fll; = 0, so ist f € R(I) und es gilt

b b
[ r=gm [ 5
@ k—oo J,

Beweis: 1. Die Funktion f ist beschrankt wegen
1fllr < A1 = fullr + [Lfillr < oo

2. Mit S = ff fr gilt fiir k,1 hinreichend groB nach Satz 1.2

1Sk =Sil < [b—al [lfx = fill; < b—al (Ifx = fll;+IIf = fill}) <e.

Also ist {Sj} eine Cauchyfolge. Wir setzen S = limy_, Sk und
zeigen, dass f integrierbar ist mit f:f = &
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Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen &; und jedes £ € N haben
wir mit (1.2)

|Sze(f) — S| 1Sz,e(f) = Sze(fr)l + Sze(fr) — Skl + |Sk — S|

<
< (b—a)lf— frllr +1Sze(fx) — Skl + [Sk — S|

Zu gegbenem ¢ > 0 wahlen wir erst k € N mit

(b—a)|lf — fellr <e/3 und |Sx — S| < e/3. Fir A(Z) < ¢ ist
dann auch |Sz¢(fx) — Sk| < €/3, da f, integrierbar ist. Damit ist
der Satz bewiesen. O
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Damit ist auch der zweite Schritt unseres Programms
abgeschlossen. Es bleibt jetzt nachzuweisen, dass stetige
Funktionen f : I = [a,b] — R gleichm&Big durch
Treppenfunktionen approximiert werden kdnnen.

Sei D C R" folgenkompakt und f : D — R stetig. Dann ist f
gleichmiBig stetig, das heiBt zu e > 0 gibt es ein § > 0 mit

v, €D, |z—2'|<d = |f(z)-f(2)]<e (1.3)

Beweis. Andernfalls gibt es fiir ein € > 0 Punkte z,, 2], € D, so
dass gilt:

|20 — 2| = 0, aber [f(zn) — f(a7,)] 2 €.

Da D kompakt, konvergiert die Folge x,, nach Ubergang zu einer
Teilfolge gegen ein xg € D. Offenbar gilt dann auch
lim,, 0 @), = xg. Da f stetig, ergibt sich der Widerspruch

e < lim |f(en) = f(z})] = |f(20) - f(z0)| = 0.



Beispiel 1.5

Ist f: D — R stetig, aber D nicht kompakt, so muss f nicht
gleichmaBig stetig sein.

Betrachte zum Beispie/ f:(0,i] =R, f(z ) =sin . Mit

Tp = (nm)7L, o), = (nw +7/2)7L gilt ,, 7!, = 0, “aber

|f(xn) — f(z] )| =1 fiir alle n.
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Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Dann ist jede stetige
Funktion f : I — R Riemann-integrierbar.

Beweis: Wir konstruieren zu € > 0 eine Treppenfunktion ¢ : [ — R
mit ||¢ — f||; < e. Die Behauptung ergibt sich dann aus Folgerung
1.1 und Satz 1.3.

Nach Satz 1.4 gibt es ein 6 > 0, so dass gilt:

v’ el, |lz—a'|<éd = |f(x)-f@) <e

Wahle eine beliebige Zerlegung Z mit Feinheit A(Z) < 6 und den
Unterteilungspunkten a = 29 < ... <z = b, und setze

flzg) firz e (xp_1,zx) mit ke {1,...,N},

pa) = )
f(zo) fur x = .

Ist x € (xg_1, 2k, so gilt |z — x| < § und somit

lp(z) — f(z)| = |f(zx) — f(x)| < e nach Wahl von §. Da

w(zo) = f(xo), folgt insgesamt || — f|r < e. O
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Es ist niitzlich, die Integrierbarkeit auch fiir stiickweise stetige
Funktionen f : [a,b] — R zu haben, das heiBt es gibt eine
Zerlegung a = ag < ... < any = b, so dass f auf jedem
Teilintervall [ax_1, ag] nach eventueller Abénderung in den
Endpunkten a;_1 und ay stetig ist. Diese Verallgemeinerung folgt
natiirlich sofort aus Satz 1.5 und Lemma 1.2.
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Wahrend die bisherige Darstellung des Riemannintegrals ohne
Anderungen im vektorwertigen Fall zutrifft, spielt bei den
folgenden Aussagen die Anordnung von R eine Rolle.

Satz 1.6 (Monotonie des Integrals)
Sind f,g € R(I), so gilt:

f<g = /abfg/abg.

Insbesondere gilt f;f < ff |f]. falls f, |f] € R(I).

Beweis: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt

N N
Sze(f) = Z f(&p)Axy, < ZQ(&)A% = Sz¢(9).

k=1 k=1

O

Guofang Wang Analysis |



Folgerung 1.2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Seien f, ¢ : [a,b] — R stetig und ¢ > 0. Dann gibt es ein § € [a, b]

" /abﬂp:f(@/absa

Im Spezialfall ¢ =1 folgt f;f = f(&)(b—a).

Beweis: Wir kdnnen annehmen, dass f;ga = 1. Setze
m = infyer f(x) und M = sup,¢; f(x). Dann gilt
mp < fio < My, also

b b b
mz/m@é/f@S/M@ZM-
a a a

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein £ € [a, b] mit

HOEN ) 0
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