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Einfithrung

Das Skript ist basiert auf den Skripts von Herrn Kuwert und Herrn Schuerer.
In dieser Vorlesung geht es hauptséchlich um unendlich dimensionale Vektorréau-
me und lineare Abbildungen zwischen ihnen.

Thema: Seien X,Y Funktionenrdume iiber R oder C und sei A : X — Y lineare
Abbibildung.

A(Ar + py) = Az + pAy
i.a. dim X = dimY = co. We wollen die L8ungen von linearen Gleicheung Au = f
untersuchen. Losungsverfahren der linearen Algebra sind nictht anwendar.

Beispiel 1. X = {z = (z1, 22,23+ ) = (z;)ien © ©; € R}

(i) A: X = X, A(z1, 22,23, ) = (0,21, 22, -+ ). A is linear, injektiv, aber nicht
surjektiv.

(ii)) B: X — X, B(x1,22,23, ) = (w2, x3, -+ ). B is linear, surjektiv, aber nicht
injektiv.

Beispiel 2. X = C([-n,7]), A: X — X, (Au)(t) = (sint)u(t)
A ist linear, aber hat keinen Eihenwert: Angenommen, A hat einen Eigenwert:
Au = Au, u # 0, und \ € C, d.h.,
(sint)u(t) = Au(t),Vt € [—m, 7.
Daraus folgt {t : u(t) # 0} C {t : sint = A.} Das ist unmoglich.

Beispiel 3. Dirichlet-Prinzip fiir elliptische Randwertprobleme.
Sei 2 C R™ veschiinkt mit glatten Rand. Sei f € C*(Q) gegeben. Gesucht ist
eine Losung u € C§°(€2) des Randwertproblems

—Au=fin Q, wu =0 auf 0Q.

Variationasansatz: Funktional F(v) = % [, |Dv|? — [, fo.

Lemma 0.0.1. Seiu € C§°(Q) mit F(u) < F(v)Yv € C§(2). Dann gilt
—Au=f
Proof. Sei n € C(Q) beliebig. Dann gilt

2
F(u+en) :F(u)+a/Q<Du,D77>—s/ﬂfn+%/Q|Dn|2.

Daraus folgt
d
0=~  Fluten) :/<DU7D77> */ fn= */(Aquf)n-
€ le=0 Q Q Q
Aus dem Lemma von Variationsrechnung folgt

—Au = f.
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(I) Minimieren F = % [, [Dv]* — [, fv in C§°(9) ist formal analog zu
(II) Minimieren F(z) = |z|> — (a,z) in R".

1. TOPOLOGISCHE GRUNDLAGEN
1.1. Topologische Raume.

Definition 1.1.1. Sei X eine Menge. Eine Teilmenge O C PX heifit Topologie auf
X, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) e O, X €0,

(ii) O ist unter beliebigen Vereinigungen abgeschlossen, d. h. aus O; € O, i€ I,

eine beliebige (Index-)Menge, folgt auch |J O, € O.
i€l
(iii) O ist unter endlichen Schnitten abgeschlossen, d.h. aus O; € O, i =1,...,n,

folgt auch () O; € O.

1=1
(Es geniigt hier fiir O1,02 € Q auch O1 N Oy € Q zu fordern.)

(X, 0) (oder auch X) heifit topologischer Raum.
Eine Menge A C X heifit offen, falls A € O gilt. B C X heifit abgeschlossen,
falls X \ B € Q gilt.

Definition 1.1.2. Sei (X, ) ein topologischer Raum, A C X eine Teilmenge von
X.

(i) Sei x € X. Dann heifit U € X Umgebung von z, falls es ein V € Q mit
xz eV CU gibt.

(ii) = € X heifit Berihrpunkt von A, wenn jede Umgebung von z einen nichtleeren
Durchschnitt mit A hat.

(iii) Die Menge der Beriihrpunkte von A heifit Abschluss (oder abgeschlossene
Hiille) von A und wird mit A bezeichnet.

(iv) Ein Punkt z ist ein innerer Punkt von A, falls A eine Umgebung von x ist.

(v) Das Innere von A ist als die Menge der inneren Punkte definiert und wird mit

A bezeichnet, der einfacheren Schreibweise wegen aber auch mit int(A).
(vi) Ein Punkt z heit Randpunkt, v € 0A, wenn er Beriithrpunkt von A und von
X\ A ist.

Definition 1.1.3. Sei (X, 2) ein topologischer Raum.
(i) Sei A C X. Dann ist (A4,Q4) mit
Qa:={0ONA: 0 €0}

ein topologischer Raum. Q4 heifit induzierte Topologie (oder Relativtopologie
oder Spurtopologie).
Beispiel: (1/2,1] ist in [0, 1] offen.
(ii) Sei A C X. Dann heifit A dichtin X, falls A = X gilt.
Sei A C B C X. Dann heifit A dicht in B, falls A dicht in (B, Qp) ist.
(iii) X heiflt separabel, falls es eine hochstens abzihlbare Teilmenge A C X mit
A= X gibt.
(iv) Seien Q1,5 Topologien auf X. Dann heifit Q; gréber als Qo, falls Q; C Q9
gilt. Gilt Q1 D Qo, so heifit Q1 feiner als Q.

Bemerkung 1.1.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei z € X, € > 0. Setze
B.(z):={y € X:d(y,z) < e}. Dann ist

O={ACcX:VzeAIJe>0:B(z) C A}

eine Topologie auf X. (Beweis: Analysis-Vorlesung.) Auf metrischen Rédumen wer-
den wir stets diese von der Metrik induzierte Topologie verwenden.
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Ein topologischer Raum (X, ) heifit metrisierbar, wenn es eine Metrik d auf X
gibt, die die vorgegebene Topologie induziert.

Der Raum (X, {0, X}) ist nicht metrisierbar, falls X mehr als zwei Punkte
enthilt, da es dann Mengen B, (z) # X gibt.

Sei (X,|| - ||) ein normierter Vekotrraum versehen mit einer Norm. Dann ist
d(z,y) = ||z — y|| eine Metrik.

Definition 1.1.5. Zwei Metriken heiflen dquivalent, falls sie die gleiche Topologie
induzieren.

Definition 1.1.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Folge (zy)nen heiit beschrinkt, falls es ein zp € X und ein r > 0 mit
Zp € B.(x0) fiir alle n € N gibt.

(ii) Eine Menge A C X heiit beschrinkt, falls es ein o € X und ein 7 > 0 mit
A C B, (z) gibt.

Lemma 1.1.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gibt es eine Metrik auf X,
die zu d dquivalent ist, so dass X in dieser Metrik beschrinkt ist.

Beweis. Setze d(z,y) := liif(f)y). O
Definition 1.1.8. Sei (X, Q) ein topologischer Raum. Sei A C X. Dann heifit U
Umgebung von A, falls U Umgebung fiir alle Punkte von A ist.

Definition 1.1.9. Sei (X, ) ein topologischer Raum. Und (z,,)nen eine Folge in
X. Dann heifit zg € X

(i) Hiufungspunkt der Folge, falls in jeder Umgebung von zy unendlich viele Fol-
geglieder enthalten sind.

(ii) Grenzwert der Folge, falls aulerhalb jeder Umgebung von z nur endlich viele
Folgeglieder liegen.

1.2. Stetige Abbildungen.

Definition 1.2.1. Seien (X;,Q;), ¢ = 1,2, topologische Ridume. Sei f: X; — X,
eine Abbildung.

(i) Dann heifit f stetig, falls fiir alle offenen Mengen U C X5 auch f~1(U) in X3
offen ist.
(ii) f heiBt offen, falls fiir alle offenen Mengen U C X; auch f(U) in X5 offen ist.
(iii) f heiit Homoomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch f~!
stetig sind.
(iv) f heifit in zp € X stetig, falls es zu jeder Umgebung V von f(xp) eine
Umgebung U von zg mit f(U) C V gibt.

Beispiel 1.2.2. Sei X = CY([0,1]). Dann definieren || f| 1 (0,1 f |f(z)| dz und

£l 0,1y = sup | f(z)| Normen auf X. Sie induzieren Metriken auf X vermoge
z€[0

di(f,g) = |f - gHLl(O 1) und doo(f,9) == If = gllz(0,17)- Wir wollen zukiinftig
stets annehmen, dass die Metrik auf einem normierten Raum die von der Norm
induzierte Metrik ist.

Dann ist id: (X, dw) — (X, d;) stetig, denn es gilt

1
oy = [ 1@l de < sup 17@)] = 1l o1
0 z€[0,1]
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also auch di(f,9) < dwo(f,g). Die Umkehrung id: (X,d;) — (X,d) ist jedoch

nicht stetig, denn fiir f,,(z) := 2™ gilt
1

n 1
1 fallzr o,y = /37 dx = ntl aber || fpll Lo jo,17) = 1.
0

Also erhalten wir dq(f,,0) — 0, aber du(fn,0) /4 0.

Definition 1.2.3. Seien (X;,d;) und (X2, ds) metrische Rdume. Dann heifit die
Abbildung f: X7 — X, Isometrie, falls

do(f (), f(y)) = da(z,y)

fiir alle z,y € X gilt. Eine bijektive Isometrie heifit isometrischer Isomorphismus.

Theorem 1.2.4. Sei R™ der euklidische Raum, d. h. der R"™ mit der euklidischen
Metrik oder Standardmetrik (wie immer, wenn wir die Metrik des R™ nicht explizit
angeben). Sei f: R™ — R™ ein isometrischer Isomorphismus. Dann gilt f(x) =
Az + b fiir eine orthogonale Matriz A € O(n) und ein b € R™.

Der Nachweis, dass Abbildungen dieser Form isometrische Isomorphismen sind,

ist einfach. Der Beweis der umgekehrten Implikation findet sich in der Vorlesung
LA.

1.3. Kompaktheit.

Definition 1.3.1.
(i) Sei (X,Q) ein topologischer Raum. Dann heifit X (iberdeckungs-)kompakt,
falls jede Uberdeckung
x=JA

icl
durch offene Mengen A;, i € I, d.h. eine offene Uberdeckung, eine endliche
Teiliiberdeckung
N
X:Umj
j=1
besitzt.

(In der Topologie heifit ein iiberdeckungskompakter To-Raum kompakt.)
(i) Sei (X, ) ein topologischer Raum. Dann heifit A C X relativ kompakt, wenn
A C X kompakt ist.
(iii) Sei (X, ) ein topologischer Raum. Dann heifit X (folgen-)kompakt, wenn jede
Folge (2, )nen in X eine konvergente Teilfolge besitzt.
(iv) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann heifit X prikompakt, falls es zu jedem
€>0en N € Nund Punkte z; € X, 1 <i < N, mit

N
X:U&m)

gibt.
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit kompakt, falls A mit
von X induzierter Metrik bzw. Topologie kompakt ist. Wir wollen ebenso einen
Teilraum A C X vollstdndig, beschrankt, prikompakt, ... nennen, falls dies fiir A
mit der von X induzierten Topologie oder Metrik gilt.

Theorem 1.3.2. Seien X,Y topologische Riume. Sei X kompakt und f: X —Y
stetig. Dann ist f(X) (iberdeckungs-)kompakt.
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Beweis. Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von f(X). Da f stetig ist, ist auch
( f_l(Ui))Z. ¢ €ine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es eine
endliche Teiliiberdeckung. Sei ohne Einschridnkung ( f _I(Ui))l <<y €ine endliche

Teiliiberdeckung. Dann ist (U;)1<;<n eine endliche Uberdeckung von f(X). O

Theorem 1.3.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(i) X ist (iberdeckungs-)kompakt.

(i) X ist folgenkompakt.

(11i) X ist prikompakt und vollstindig.

Beweis.
»(1) = (ii)*: Sei (z,)n eine Folge. Definiere

F, ={z,,Tn+1,Tny2, ...}

Die Mengen F;, sind abgeschlossen, U,, := X \ F,, ist also offen. Wir behaupten,

dass es ein a € [ F, gibt. Dies ist dann der gesuchte Haufungspunkt der Folge.
neN
Falls es kein solches a gibt, ist (] F,, = 0, was #dquivalent zu |J U, = X ist.
neN neN

Somit ist (U,), eine offene Uberdeckung von X und endlich viele der Mengen U,

N
iiberdecken bereits X, ohne Einschréankung gelte U U, = X. Dies ist dquivalent

zu ﬂ F, = 0. Es gilt aber ﬂ F, = Fy # 0. Widerspruch.
i=1
»(il) = (iii)“: Da X folgenkompakt ist, ist X auch Vollstandlg

Falls X nicht prakompakt ist, gibt es ein € > 0, so dass U B.(z;) € X fiir
alle wl € X und alle N gilt. Fixiere nun zy € X beliebig und wihle 411 €
X\ U B.(z;) # 0 beliebig. Es gilt stets d(x;, z;) > ¢ fiir i # j. Somit besitzt (z,),

i=0

keinle konvergente Teilfolge. Widerspruch.

NE

Nehme an, dass es eine Uberdeckung ¢ ohne endliche offene Teiliiberdeckung
gibt. n = 0: Da X prikompakt ist, gibt es endlich viele offene Kugeln vom Radius
1 =279 die X iiberdecken. Mindestens eine davon, By—o (), wird nicht von endlich
vielen Mengen aus U iiberdeckt.

Seien zg,x1,...,T, bereits definiert. Dann wird X von endlich vielen Kugeln
vom Radius 2~ (*1 {iberdeckt. Mindestens eine davon, By (n+1) (Zpn41) wird nicht
von endlich vielen Mengen aus U iiberdeckt. Wir kénnen dabei By (ni1)(Zpnt1) N
Byn(x,) # 0 annehmen. (Sonst wiirden nimlich alle Bille vom Radius 2~ (+1)
mit nichtleerem Schnitt mit By-»(z,,) endlich durch Mengen in U iiberdeckt und
das wiirde somit auch fiir By—n(2,) gelten. Widerspruch.) Also gilt d(x,,, Tn11) <
2= (n+1) L 9—n <« 9=(n=1) ynd somit fiir p € N

A(Zp, Tpyp) <27 7Y g7 p oD 4 9=(ntp=2) L 9=(n=2)

Daher ist (z,), eine Cauchyfolge in X, konvergiert also gegen ein 2 € X und wir
erhalten d(z,,z) < 272 durch Grenziibergang p — co. = liegt aber in einer
offenen Menge aus U. Dies gilt auch fiir B.(x). Nach Dreiecksungleichung gilt aber
By-n(2y) C By-(n-219-n(x) C B:(x) fiir grofe Werte von n. Widerspruch zur
Wahl von z,,.

(Die Idee: Definiere die Eigenschaft “eine Menge wird nicht von endlich vielen Mengen
aus U iiberdeckt” mit (x). Wir zeigen die Implikation mit Widerspruch. d.h., wir nehmen
an, dass X die Eigenschaft (x) besitzt. Wir zeigen die Behauptung
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Fiir jede A C X mit (x) und ¥V & > 0 3 Be(z) auch mit (x) und B:(z) N A # 0.
Der Beweis der Behauptung: Da X prikompakt ist, existiert N und Be(z;) (z; € X,j =
1,2-+-,N) mit A C X C UYL, B.(z;). oBdA kénnen wir annehmen, dass AN Be(z;) # 0,
fiir alle j = 1,---, N. Es ist nun leicht to sehen, dass eine vom B.(z;) (z; € X,j =
1,2---, N die Eigenschaft () besitzt. )
O

Theorem 1.3.4. Sei Y ein metrischer Raum. Sei X C Y kompakt. Dann ist X
(i) beschrinkt,

(ii) abgeschlossen sowie

(iii) separabel.

Nur fiir die Abgeschlossenheit ist der umgebende Raum wichtig.

Beweis.
(i) Folgt aus der Prikompaktheit.
(ii) Folgt aus der Folgenkompaktheit.
(iii) Zu n € N gibt es endlich viele Kugeln mit Radius 1/n, die X iiberdecken. Sei

X,, die endliche Menge der zugehorigen Mittelpunkte. Dann ist |J X,, die
neN
gesuchte hochstens abzahlbare dichte Teilmenge. O

Definition 1.3.5. Seien (X;,d;), ¢ = 1,2, metrische Rdume. Eine Abbildung
[ X7 — X5 heifit gleichmdf$ig stetig, falls

Ve>036>0Va,ye Xy : di(z,y) <d = do(f(2), f(y)) < e.

Theorem 1.3.6. Seien X,Y metrische Riume. Sei X kompakt und f: X — Y
stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Falls nicht, gibt es ¢ > 0 und Punkte ay,, b, € X mit dx (an,b,) < 1/n aber
dy (f(an), f(bn)) > €. Da X kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge der ay,
ohne Einschrinkung gelte also a,, — a € X fiir n — oco. Nach Dreiecksungleichung
gilt dx(a,b,) < dx(a,a,) + dx(an,by), also gilt auch b,, — a fiir n — co. Da aber
f in a stetig ist, gibt es § > 0, so dass dx(a,z) < § = dy(f(a), f(z)) < &/2
gilt. Sei n so groB, dass an,b, € Bs(a) gilt. Wir erhalten dann dy (f(ay), f(bn)) <
dy (f(an), f(a)) +dy(f(a), f(bn)) < e. Widerspruch. O

Definition 1.3.7. Seien (X,d) und (Z, D) metrische Rdume und sei (f;);es eine
Familie von Funktionen f;: X — Z.

(i) (fi)ier heiit gleichgradig stetig, falls
Ve € XVe>030>0VielIVye X:d(z,y) <d = D(fi(z), fily)) <e.
(i1) (fi)ier heiit gleichmiflig gleichgradig stetig, falls
Ve>03§>0VieIVe,ye X:d(z,y) <d = D(fi(z), fi(y)) <e.

Theorem 1.3.8 (Arzela-Ascoli). Sei X ein kompakter metrischer Raum und sei
(fn)nen eine Folge gleichgradig stetiger Funktionen f,: X — R, die gleichmdfig be-
schrinkt sind. Dann ezistiert eine Teilfolge, ohne Einschrinkung (fn)n, die gleich-
mdafig gegen eine stetige Funktion f: X — R konvergiert: f, = f fiirn — oo.

Proof. Beweisidee: Mit einem Diagonalfolgenargument erhalten wir eine Teilfolge,
die auf einer dichten Teilmenge konvergiert. Aufgrund der gleichgradigen Stetigkeit
konvergiert die Teilfolge iiberall, und gleichméBig.

Schritt 0. Aus die Kompaktheit von X ist X separabel ist. (Wie oben uberdecken
wir X fur jedes k mit Ballen des Radius 1/k. Da X kompakt ist, gibt es eine endliche
Menge Ag, so dass X = Uzea, Uy i(x). Also ist die abzahlbare Menge A := Ugenly
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dicht.) Sei A = {z;}52; mit A = X. Wir sollen eine konvergente Teilfolge von
{fn}n finden.

Schritt 1. Wir finden zunachst eine Teilfolge, die in jedem z; konvergiert. Dazu
benutzen wir ein Diagonalargument zusammen mit der gleichméfigen Beschrankt-
heit. Da {f,(z1)}5%, eine beschrankte Folge in R ist, besitzt sie eine konvergente
Teilfolge {f,,1(x1)}. Die Folge {fn,1(z2)}2%, ist wiederum beschrankt in R, also
besitzt sie eine konvergente Teilfolge { f 2(22)}52 . Jetzt wiederholen wir das Ar-
gument und betrachten die Diagonalfolge {fn n} =: {gn}52,. Diese Folge ist eine
Teilfolge von {f,}52;, die nach Konstruktion in jedem z; konvergiert.

Schritt 2. Jetzt zeigen wir, dass {g,}52; gleichmiflig konvergiert. Dazu benéstigen
wir die gleichgradige Stetigkeit. Sei ¢ > 0 und nehme § aus der Definition der
gleichgradigen Stetigkeit. Da X kompakt ist, gibt es endlich viele x1,--- ,2; € A,
so dass die Kugeln um sie mit Radius é ganz X iiberdecken. Sei jetzt € X beliebig.
Betrachte x; mit d(z,z;) < 0 . Da gn(x;) nach Schritt 1 konvergiert, gibt es ein
N €N, so dass |gn(z;) — gm(z;)| < € fur alle n,m > N gilt. Damit erhalten wir

190 (2) = gm ()| < lgn (@) = gn(25)] + |gn(25) = gm (2)] + |gm (2;) = gm (2)| < 3,
wobei wir bei dem ersten und dem letzten Summanden die gleichgradige Stetigkeit
benutzt haben. Also ist g, eine Cauchyfolge. O

Bemerkung 1.3.9. Im R” ist jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge kom-
pakt. In metrischen Riéumen gilt dies i.a. nicht mehr: In [2(N) (siche folgendes
Kapitel) ist B;(0) beschrénkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt, da die Vek-
toren e; = (0,...,0,1,0,...) fiir i # j die Gleichheit d(e;,e;) = |le; — ej]| = V2
erfiillen.

1.4. Vervollstindigung.
Definition 1.4.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(i) Eine Folge (zy,)nen in X heifit Cauchyfolge, falls
Ve>03INeN:Vn,m> N:d(z,,Tm) <e&.
(ii) X heiit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.

Lemma 1.4.2. Sei f: (X1,d1) — (Xa,d2) gleichmifSig stetig. Sei (Tn)nen eine
Cauchyfolge in X1. Dann ist (f(xn))nen eine Cauchyfolge in Xs.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es § > 0, so dass

di(z,y) <6 = do(f(), f(y)) <€

gilt. Da (x,,), eine Cauchyfolge in X7 ist, gibt es N € N, so dass dy(zp, zm) < 0
fiir alle n,m > N gilt. Zusammengenommen folgt da(f(zn), f(zm)) < € fiir alle
n,m > N. O

Lemma 1.4.3. Seien (X;,d;), i = 1,2, metrische Riume. Sei Xy vollstindig. Sei
X C Xi dicht. Sei f: X — Xo gleichmdf$ig stetig. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte stetige Fortsetzung g: X1 — Xo. g ist gleichmdjfig stetig.

Beweis. (Serie 1, Aufgabe 1) O
Definition 1.4.4 (Vervollstindigung). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Ver-
vollsténdigung von (X, d) ist ein Tripel (X' ,d, L) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) (X , CZ) ist ein vollstdndiger metrischer Raum.
(i) ¢: X — X ist eine Isometrie mit dichtem Bild.
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(iii) Sei Y ein vollstédndiger metrischer Raum. Dann gibt es zu jeder gleichmiflig
stetigen Abbildung f: X — Y eine gleichméflig stetige Fortsetzung f: X —
Y, so dass for= f gilt, d. h.

N~

Spéiter nennt man auch laxerweise (X , ci) die Vervollstindigung von (X, d) oder

X

kommutiert.

sagt, dass X die Vervollstindigung von X sei.
Wir nennen f eine Fortsetzung von f, da wir X vermoge ¢ als Teilmenge von X
auffassen konnen.

Bemerkung + Die Forderung nach «(X) = X kann man auch durch die Forderung nach
einer eindeutigen Fortsetzung f: X — Y ersetzen und erhélt eine dquivalente Definition.

Beweis.

(i) Ist m = X, so ist f wegen f ot = f auf einer dichten Teilmenge eindeutig
vorgegeben. Da f stetig ist, ist die Abbildung also eindeutig bestimmt.

(ii) Ist o(X) C X, so kénnen wir mit zo € X \ +(X) und Y = [0, 1] nach Tietze-Urysohn
stetige Funktionen fi: X — Y mit f; (m) = {0} und f;(z0) = i finden. Somit ist
die zur Nullabbildung f: X — Y zugeordnete Abbildung f nicht eindeutig bestimmt.

O

Theorem 1.4.5 (Vervollstindigung). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gibt
es eine Vervollstindigung (X,cz, L).

Die Vervollstindigung (X',cz, L) ist bis auf einen isometrischen Isomorphismus
eindeutig bestimmdt.

Vergleiche dies mit der Konstruktion von R aus Q.

Bewets .
(i) Existenz: Auf dem Raum der Cauchyfolgen in X definieren wir die Aquiva-
lenzrelation ~ durch

(In)n ~ (yn)n < lim d(xn7yn) =0.

n—oo

Es ist mit Hilfe der Dreiecksungleichung leicht zu"sehen, dass dies eine Aquiva-
lenzrelation ist. Mit [(x,,),] bezeichnen wir die Aquivalenzklasse der Cauchy-
folge (zn)n. Sei

X = {[(xn)n]: (zn)n ist Cauchyfolge in X}.
Auf X definieren wir eine Metrik d: X x X — Ry = R>( durch
J([(xn)n], [(Yn)n]) = nh_fgo d(Tn, Yn)-

Man rechnet direkt nach, dass d wohldefiniert und eine Metrik ist. Die Drei-
ecksungleichung folgt dabei aus

d(l‘n, Zn) < d(l‘n, yn) + d(yna Zn);

indem man zunéchst auf der rechten Seite den Grenzwert n — oo betrachtet.
Die behaupteten Eigenschaften von (X ,d ) werden wir noch nachweisen.
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(ii) Definiere t: X — X durch

x = [(x)nENL

wir bilden z also auf die Aquivalenzklasse der konstanten Cauchyfolge ab.
Dies ist eine Isometrie.
(i) +(X) liegt dicht in X: Sei [(zy,)n] € X. Wihle N € N, so dass d(x, Zp) < £/2
fiir n,m > N gilt. Es ist [(zn)n] € ¢(X) und es gilt
d([(zn)nl, [(zn)n]) = lim d(zn,z,) <e.
———

n—o0
<e/2

(iv) Vollsténdigkeit: Sei ([x])ren eine Cauchyfolge in X. Gelte x), = (Tkn)nen-
Dann gibt es zu jedem k € N ein Ny, € N mit d(zgn, Tk,m) < 1/k fir n,m >
Nj.. Wir definieren (y;)ieny durch y; := x5, Wir wollen nachweisen, dass
y := (y;); eine Cauchyfolge in X ist und dass [zx] — [y] in (X, zf) gilt.

(v) (y1); ist eine Cauchyfolge in X: Zunéchst ist

d(u(zin,), [21]) = i d(; N, 2in) < 7
—— ——
<1/i fiir n>N;

Nun gilt

Sei ¢ > 0. ([z&])ren ist nach Voraussetzung eine Cauchyfolge in X. Daher
konnen wir k,0 € N mit 1/k + 1/l < ¢/3 und d([zk], [v1]) < /3 fixieren.
Benutze die Definition von d und wéhle m so grof3, dass

d([zk], [21]) — d(@kms Tim)| < €/3

gilt. Wir erhalten somit d(yx,y;) < . Daher ist (y;); eine Cauchyfolge.
(vi) [zk] — [y]: Es gilt
d(wg1,y1) < d(@k, T, N,,) + ATk, Ny Y1)
< % + d(yg,y) firl > Ng.
Lasse nun k, — oo mit [ > Ny. Somit folgt d([z], [y]) — 0 fiir k — oo.
Ausfiihrlicher: Sei e > 0. Sei N € N mit d(y;,y;) < ¢/2 fir ¢, j > N. Wihle
k > N so grof, dass 1/k < ¢/2 gilt. Wéhle nun ! > max{N, Ny }. Dann folgt

d(zp1,y1) < e. Mit | — oo erhalten wir also d([z], [y]) < e.
(vii) Fortsetzbarkeit: Sei f: X — Y gleichmiifig stetig. Definiere f: X =Y durch

F(@a)a) = lm f().
Die Wohl(}eﬁniertheit und gleichméflige Stetigkeit von f folgen aus Lemma
1.4.3, da f die Fortsetzung der gleichmifBig stetigen Abbildung
for (X)) =Y,
[(@)n] = f(2)

ist.
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(viii) Eindeutigkeit: Sei j die Fortsetzung von j, also

X—— X,

N

Da jo¢1: L(X) — X eine Isometrie mit dichtem Bild in X ist, ist j eine
isometrische Isometrie.
O

2. NORMIERTE RAUME UND HILBERTRAUME
2.1. Normierte Riume.

Bemerkung 2.1.1. Wir sagen, dass V ein K-Vektorraum sei, wenn V ein Vektor-
raum iiber R oder tiber C ist.

Definition 2.1.2. Sei V ein K-Vektorraum. Dann heifit || - ||: V' — R Norm, wenn
|| - || die folgenden Eigenschaften erfiillt:
() [lv]l > O fiir alle v € V.
(i) ||v]] = 0 gilt genau dann, wenn v = 0 ist.
(iii) [[Av]| = |A] - |Jv]| fir alle A € K und alle v € V.
(iv) [Ju+v| < |lu| + ||v] fir alle u,v € V. (Dreiecksungleichung)

Lemma 2.1.3. Sei V ein normierter Raum. Dann ist V 5 x — ||z| stetig.
Beweis. Dies folgt direkt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung
lznll = llll] < flzn — 2| :

Gelte x, — «. Dann konvergiert die rechts Seite gegen Null, somit folgt auch
@]l = llz]- O

Bemerkung 2.1.4.

(i) Jeder normierte Raum ist ein metrischer Raum vermége d(z,y) = ||z — y||.
Wenn nicht anders angegeben, wollen wir auf normierten Rdumen stets diese
induzierte Metrik betrachten. (Details: Analysisvorlesung.)

(ii) Einen vollsténdigen normierten Raum nennen wir Banachraum.

(iii) Seien (V, |- |]1) und (Va, || - ||2) normierte Réume. Dann wird auf

Vi@ Vo i={(v1,v2): v1 € VI, vg € Va}

durch [[(v1, v2)||vi@v, = |lv1llvy + ||v2]lv, eine Norm definiert. Wie beim Nach-
weis, dass die ,,Taxinorm“ eine Norm ist, rechnet man auch hier nach, dass
man eine Norm erhélt.

(iv) Seien (Vi,| - l:), ¢ € I, normierte Rédume. Dann ist
DV = {(vi)ier: vi € Vi, |(vi)ierll < oo} mit |[(vi)ier| :=
el iel

ein normierter Raum.
(v) Auf den direkten Summen gibt es auch weitere Normen, z.B. [P-Normen,
vergleiche den néchsten Abschnitt.
(vi) Sind die normierten Réume sogar Banachriume, so sind die oben definierten
direkten Summen ebenfalls Banachraume.
(vii) Ist I unendlich, so gilt automatisch fiir hochstens abzihlbar viele i € I die
Ungleichung v; # 0.
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Bei Quotientenrdumen muss man sich im Gegensatz zur linearen Algebra auf
abgeschlossene Teilmengen beschréinken um wieder einen Banachraum zu erhal-
ten. Das folgende Theorem ist falsch, wenn wir aus den stetigen Funktionen mit
C%-Norm auf [0,1] den (nach Stone-Weierstra$ dichten) Unterraum der Polynome
herausdividieren, der Quotientenraum ist nicht einmal normiert, da die positive
Definitheit verloren geht.

Theorem 2.1.5 (Quotientenrdume von Banachrdumen). Sei X ein Banachraum,
M C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist der Quotientenraum X /M mit

= dist(z, M) := inf —
[[[]]] := dist(z, M) Jnf |z —yll

ein Banachraum.

Beweis. Wir beschrénken uns auf die nichttrivialen Nachweise.
(1) ||[z]|| ist unabhéngig vom Vertreter aus x + M wohldefiniert.
(ii) Da M abgeschlossen ist, ist ||[z]| # 0 fiir [x] # M.
(iii) Dreiecksungleichung: Sei € > 0. Seien z,y € X und a,b € M mit ||z —al| <
dist(z, M) + € sowie ||y — b|| < dist(y, M) + e. Dann folgt

inf -y~ 2] < llo+y—a—b]| < |x—al+ly—b] < dist(z, M)+dist(y, M)+ 2.

Die Dreiecksungleichung folgt.

(iv) X/M ist ein Banachraum: Sei ([z,])nen eine Cauchyfolge. Nach Ubergang
zu einer Teilfolge diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass ||[x,] —
[Zn1]|| < 27™ gilt. Wir wollen nun Vertreter wéhlen, die in X eine Cauchy-
folge bilden. Whle 2z € [x¢] beliebig. Dann finden wir induktiv 2,11 € [Zp41]
mit

[2n+1 = znll < Mzns1 — o]l + 27" = [[[Bpta] — [a] | +277

Die z,, bilden eine Cauchyfolge in X, da
n+m—1 n+m—1
lznsm = 2all < D Nzigr—zll < Y0 (i) — 2] +279)
=n 1=n
n+m—1
< > 22t (144t ) =27

Setze z := lim z,. Wir erhalten
n—roo
I[za] = 2l x/n = llzn] = [2llx/nr < 2 — 2| = 0
fiir n — oco. Also gilt [z,] — [2] in X/M. O

2.2. Lineare Abbildungen. Ist T eine lineare Abbildung so schreiben wir wie in
der Linearen Algebra auch Twu statt T'(u).

Definition 2.2.1. Wir schreiben R(T) = im(7T) fiir das Bild von T" und N(T) fiir
den Kern von T

Definition 2.2.2. Sei T: V — W eine lineare Abbildung zwischen normierten
K-Vektorrdumen. Dann heiffit T beschrénkt, falls es ein ¢ > 0 mit

[Tvllw < c-[lvllv

fiir alle v € V gibt.
Wir definieren die Operatornorm von 7', || T||, durch

IT] == sup [[Tl.
lolI<1

Bemerkung 2.2.3. Aquivalent zur Beschrinktheit fiir lineare Abbildungen sind:
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(i) T bildet beschrinkte Mengen in beschrinkte Mengen ab.

(ii) sup % <ec.
v#0
Es gilt
Tv
1) = sup I — g 70,
vzo vl =1

Theorem 2.2.4. Sei T:V — W eine lineare Abbildung zwischen normierten K-
Vektorrdumen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) T ist beschrinkt,

(i) T ist in allen Punkten stetig,

(iii) T ist im Ursprung stetig.

Beweis.
»(1) = (ii)“: Gelte u,, — u fiir n — co. Dann folgt

[T = Tun|| = [T (v = un)[| < T - lu = unll =0
fiir n — oo.

(i) = (iii)“: Klar.

»(iil) = ()“: Falls T unbeschrénkt ist, gibt es Vektoren v, € V, ohne Ein-
schréankung mit ||v,| = 1, und || Tv,| =: 7, — oo, ohne Einschrénkung r,, # 0 fiir
alle n € N. Definiere u,, := ‘T’—: Dann folgt u,, — 0 und es gilt
[Tenll _

n

[ Tunl| = 1

im Widerspruch zur Stetigkeit von T

Man kann ,,(iii) = (1) auch direkt zeigen: Nach der Stetigkeit von T" im Ur-
sprung, fiir ¢ = 1 existiert es ein 6 > 0 mit: ||[Tv| < 1 fiir alle |jv|| < d.. Daraus
folgt

ol s vy o ol

Tv=-"T(—) <

Yv e V.
é [[v]]

5
O

Definition 2.2.5.

(i) Seien V,W normierte K-Vektorrdume. Definiere L(V, W) als den Raum der
stetigen linearen Abbildungen 7" von V nach W. L(V, W) ist ein K-Vektorraum
und wird mit der Operatornorm ||7|| zu einem normierten Raum (einfache
Rechnung).

(ii) Seien V, W normierte Rdume. Dann heiflen V' und W isomorph, falls es eine
stetige, bijektive lineare Abbildung 7T: V — W mit stetiger Inverser gibt.
T heiBt dann Isomorphismus (zwischen normierten Réumen). Gilt zusétzlich
noch [|T(z)|| = ||z|| firr alle z € V, so heiit T normtreuer Isomorphismus.

Lemma 2.2.6. Ist W ein Banachraum, so auch L(V,W).

Beweis.
(i) Sei (Ty)n eine Cauchyfolge in L(V,W) und u € V. Wir definieren T' durch
Twu := lim T,u. Der Grenzwert existiert, da (T,,u),, eine Cauchyfolge ist; es

n—oo
gilt nédmlich ||Tu — Thul| < ||Tn — Tl - [Jull. Da W vollsténdig ist, ist T
wohldefiniert. Die Linearitét von T ist klar.
(i) T ist stetig: Wir benutzen, dass aus u, — u auch ||u,| — |Ju| folgt. Da
A — ||A|| aufgrund der umgekehrten Dreiecksungleichun Lipschitzstetig (mit
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Lipschitzkonstante eins) ist und (7},),, eine Cauchyfolge ist, ist auch ||T5,|| eine
Cauchyfolge und konvergiert daher in R. Es gilt

| Tu| = H lim T
n— oo

| = Jim [Tl < Jim [Tl flul,
n—oo n—oo

wobei wir rechts den Limes superior nachtréglich wieder als Limes schreiben
diirfen. Es folgt ||T|| < lm || T,
n—oo

(ili) T, — T Sei € > 0. Dann existiert N € N, so dass ||T,, — Tp,|| < € fiir alle
m,n > N gilt. Sei nun u € V beliebig. Es gilt

|ITu — Thul| = lUm ||Thu — Thul <limsup | Ty, — Tnll - [Jul] < e - Jlull
m—oo m—00
fiir alle n > N. Somit erhalten wir [|T — T,,|| < ¢ fiir alle n > N. O

Definition 2.2.7. Sei V ein K-Vektorraum. Wir setzen V* := L(V,K), den Raum
der stetigen linearen Funktionale auf V. (V' = V* ist eine weitere verbreitete
Bezeichnung.) Sei ¢ € V*, v € V. Statt ¢(u) schreiben wir auch (u, ). Mit der
Operatornorm oder dualen Norm auf V* gilt

[{u, @) < llpllve - luflv

Theorem 2.2.8. Sei V' ein normierter Raum, V seine Vervollstindigung als metri-
scher Raum. Dann kann man V' auf genau eine Art zu einem Banachraum machen,
so dass die Finbettung v: V — V linear und normtreu ist.

Beweis. Wir identifizieren V' mit +(V).

(i) w4+ v: Seien u,v € V. Gelte V3 u, — u eV sowie V3w, — v V. Dann
ist u,, + v, eine Cauchyfolge in V. Wir definieren v 4+ u := li_}rn (un, +vy). Der
Grenzwert ist unabhéingig von der Auswahl der Cauchyfolgen.

(ii) Au: Fir V 5 u, » u € V und A € K ist Au,, eine Cauchyfolge in V. Wir defi-

nieren Au := lim Awu,,. Auch diese Definition ist von der Wahl der Cauchyfolge
n—oo

unabhéangig.

(iii) || - ||: Sei V' 3 up, — u € V. Dann ist auch |lu, ||y aufgrund der umgekehrten
Dreiecksungleichung eine Cauchyfolge. Wir definieren |[[uly = nlgrolo lltn v -
Man rechnet leicht nach, dass dies eine Norm ist.

(iv) Vollstindigkeit: | - ||y induziert eine Metrik d auf V. Wir miissen nachweisen,
dassd=d gilt. Nach Definition ist mit Bezeichnungen wie oben

d(u,v) = |lu—vlly = ILH;O |t — vpllv = nh_)rrgo d(tn, vp) = d(u,v).
Die Behauptung folgt. (|

Theorem 2.2.9 (Fortsetzungssatz). Sei V' ein normierter Raum, W ein Banach-
raum und T € L(V,W). Dann besitzt T genau eine Fortsetzung T € L(V, W) und
es gilt ||| = |7

Dies folgt auch direkt aus Lemma 1.4.3.

Beweis.
(i) Existenz: Sei V 3 u, — u € V. Dann ist T, eine Cauchyfolge, da ||Tu, —

Tt || < ||T|| - [|ttn — | gilt. Wir setzen Tw := lim Tu,. Der Grenzwert ist
n—oo

unabhéngig von der Wahl der Cauchyfolge. T ist linear und eine Fortsetzung
von T.
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(ii) Stetigkeit: Es gilt
[l = i [Tl < 1Tt fuall = |7 - ul.

Somit ist ||T|| <|[|T].

(iii)

- |ul|. Wir
bilden nun das Supremum iiber alle u mit |lu| = 1 und erhalten 1T < HT”
Zusammen mit der Stetlgkelt folgt also ||T|| = HTH

(iv) Eindeutigkeit: Seien 7' und T zwei solche Fortsetzungen. Sei v € V und sei
(un)nen eine Folge mit u,, € V und u,, — u. Dann erhalten wir aufgrund der
Stetigkeit

Tu = lim Tun = lim Tu, = lim Tu, = Tu. O

n—oo n—oo n—oo

Fiir multilineare Abbildungen gibt es eine &dhnliche Charakterisierung der Ste-
tigkeit wie bei linearen Abbildungen.
Proposition 2.2.10. Seien E;, 1 < i < n, und F' normierte Rdume. Setze E :=
@D E;. Sei A: E — F multilinear. Dann ist A genau dann stetig, wenn es ein ¢ > 0
i=1
gibt, so dass

A,z <c-|lat]] ... (]2

fiir alle (1’1, ey 1:") € E gilt.

Beweis.
»=—"“: Widerspruchsbeweis. Nehme an, dass A stetig ist, die Abschéitzung aber
nicht gilt. Dann gibt es Folgen (xj)ren = (x}c) 1<i<n in F mit

[AG@I > k- [l - gl

Setze yi := kl/n . Dann gilt y;, — 0 fiir kK — oo aber ||A(yk)|| > 1. Widerspruch

z

zur Stetigkeit von A
ne=" Nehme die Abschitzung an. Gelte z; — y. Dann gibt es ein C' > 0 so
dass Hz}CH < (C fir alle 1 < ¢ < n und alle k£ € N gilt. Es gilt

A (k.. 2p) — Ay .y
<A, 2p) = A2y ) |
+||A(xk, ap T 7yn)*A(Iiv--~»$2_2vyn71’yn)||Jr"'

+ HA(xk,y sees Y ) —A(yl,yg,...,y")H
< A (bt =) A (b2 )
+ A (@ =y y® Ly |
n
<c-C"NY e~y =0
i=1
fir kK — oo. Somit ist A stetig. O
Definition 2.2.11. Seien F;, 1 < i < n, und F normierte Rdume. Setze E :=

P E;. Sei A: E — F multilinear und stetig. Dann heifit
i=1

|A] := sup HA (acl,...,x")H

Nzl llz™||=1

die Norm der multilinearen Abbildung.

Bemerkung 2.2.12.
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(i) Die Menge aller stetigen multilinearen Abbildungen E; X ... X E,, = F zwi-
schen normierten Riumen, die wir mit L(FE, ..., E,; F) bezeichnen, ist mit
der in Definition 2.2.11 eingefiihrten Norm ein normierter Raum.

(ii) Ist F zusitzlich vollstindig, so ist L(Ey,..., Fy; F) ein Banachraum.

(iii) Seien E, F,G normierte Rdume. Dann ist die Abbildung

Ac L(E,F;G) — L(E,L(F,G)) > A

mit A(z,y) = (A(I))(y) eine normtreuer Isomorphismus.
Analog erhilt man einen normtreuen Isomorphismus

L(Ey,...,E,;F) = L(E\,L(Es,...,L(E,,F)...)).
Details: Ubung.
3. LP-RAUME
3.1. Dreiecksungleichung und Folgenrdume.

Theorem 3.1.1 (Holdersche Ungleichung, Minkowskische Ungleichung). Sei 1 <
p < o0o. Dann heifit ¢ mit 1 < g < oo und % +% = 1 der zu p konjugierte
(Holder-)Exponent. Sei Q) ein Mafraum mit Maf$ . Seien f, g messbar. Dann gelten
die Holdersche Ungleichung

1/p
/|f~g\dué /IfI”du - /Igl"du
Q Q Q

und die Minkowskische Ungleichung

1/p
/|f+g|pdu < /Iflpdu
Q Q

1/4q

1 1/p

/p
+ / lgl? d
Q

1/p
Mit der Norm || f|lLr(o,u) = (f |fIP d,u) (es ist noch nachzuweisen, dass es
Q

sich hierbei um eine Norm handelt) kénnen wir die Ungleichungen in der folgenden
Form schreiben:

1fgllr < fllze - llgllza,
If +gllee <[ fllze + llgllzo-

Dieselben Resultate gelten auch fiir (p,q) = (1,00) oder (p,q) = (00,1), die
Beweise sind anders, aber einfacher (Ubung).

Beweis.

(i) Holdersche Ungleichung: Setze A := ||f||z» und B := ||g||r«. Die Fille A €
{0,00} oder B € {0,00} sind einfach (Ubung). Sei also 0 < A, B < co. Wir
setzen F := |f|/A und G :=|g|/B. Dann gilt |F||r» = ||G||r« = 1. Betrachte
r € Qmit 0 < F(z),G(2) < oo. Dazu gibt es s, € R mit F(x) = /P und
G(z) = €'/9. Nun gilt % + % = 1. Somit erhalten wir aus der Konvexitét der
Exponentialfunktion

F(2)G(x) = e*/PH/a < Lo 4 Lot = LP(z)P 4+ 1G(2)1,

Die Ungleichung zwischen der linken und der rechten Seite gilt fiir beliebige
x € Q. Wir integrieren die Ungleichung und erhalten

/FGduS%—I—%:l.
Q
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Nach Umstellung erhalten wir daraus gerade die Holdersche Ungleichung.

(ii) Minkowskische Ungleichung: Wir wollen wieder ohne Einschrinkung anneh-
men, dass die linke Seite der behaupteten Ungleichung strikt positiv und die
Terme auf der rechten Seite der Ungleichung endlich sind. Aus der Konvexitét
von [0,00) 3 ¢t — tP erhalten wir

p
(55) < ase+1am).

Somit gilt [|f + gllzr < occ.
Mit der Hoélderschen Ungleichung und p + ¢ = pq erhalten wir

£+ 9l = [ 1549l = [ 1715+ gl + [lglls + gl

L/a 1/q
<tz ([ 17+ 617) " ol - ([ 17+ g1
1/q
— (1l + lgller) - (/|f+g|p)

= (Ifllze + llgllze) - If + gll22.
Umordnen liefert die Behauptung. O

n 1/p
Korollar 3.1.2. R™ mit der p-Norm ||z||, := ( > |a:i|p> ein Banachraum.
i=1

Beweis. Die Dreiecksungleichung ist gerade die Minkowskische Ungleichung fiir
Funktionen, die auf den Intervallen [0, 1), [1,2), ..., [n — 1,n) konstant sind. Die
iibrigen Eigenschaften einer Norm sind elementar.

Sei z; = (24,x)1<k<n eine Cauchyfolge in R". Wegen |z; 1 — x; x| < ||z — zj|p
fir alle 1 < k < n bilden auch die k-ten Komponenten eine Cauchyfolge. Setze

x = (z)1<k<n mit z; = lim z; ;. Dann folgt ||z; — x|/, — 0 fiir p — oo, da
- - 1—> 00

sdmtliche Komponenten konvergieren. (]

Definition 3.1.3. Seien ||-||; und || - ||2 zwei Normen auf einem K-Vektorraum X.

Dann heiflen || - || und || - ||2 dquivalent, wenn es eine Konstante ¢ > 0 mit

ellully < flull2 < e« flully
fiir alle u € X gibt.
Theorem 3.1.4. Auf R" sind je zwei Normen dquivalent.

Dieser Satz gilt auch fiir beliebige endlichdimensionale K-Vektorrdume.

Die nachfolgend definierten Normen [?(N) sind fiir verschiedene Werte von p
keine #quivalenten Normen auf RY.

Wir folgen [?].

n .
Beweis. Sei x = Y x'e; mit der Standardbasis {e;}; des R™. Bezeichne | - ||o die
i=1
Supremumsnorm auf R™. Sei || - || eine fixierte andere Norm auf R™. Wir zeigen nur
die Aquivalenz von || - || und || - |- Fiir beliebige Normen folgt die Aussage dann

aufgrund der Transitivitit in der Definition der Aquivalenz von Normen.
(i) Es gilt

n

n
] <Y [af| - lleill < cllzlloo mit c:= ) [lell-
i=1

i=1
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(ii) Falls es kein ¢ > 0 mit ¢ - ||z||p~ < |lz|| fur alle z € R™ gibt, finden wir eine
Folge (zy)r in R™ mit ||zx|| = 1 und |2kl > k. Definiere die Folge (yx )k
durch yg := H@iﬁ Diese Folge ist beziiglich der Supremumsnorm beschrénkt.
Somit sind die Komponenten yi, 1 <1i < n, k € N, gleichmiBig beschréinkt.
Ohne Einschrankung diirfen wir also nach Auswahl einer Teilfolge annehmen,
dass y§ — y* fiir kK — oo konvergiert. Wir erhalten |yx — yl|oc — 0 fiir & — oc.

Somit gilt nach (i) auch |lyx — y|| — 0 fiir &k — oo. Nun gilt ||yx|| = HKT\H =
m — 0 fiir k& — oco. Wir erhalten y = 0. Weiterhin folgt 1 = ||yx|lcc — 0
fir £ — oo. Widerspruch. O

Theorem 3.1.5. Seip € [1,00). Dann ist der Raum

1/p
IP(N) := q (2" )nen: (ZI%"”) < o0

neN

1/p
2 [lir vy == <Z |5Enp>

neN

mit der Norm

ein Banachraum.

Allgemeiner definiert man Raume [P(A) fir Funktionen f: A — R mit

1/p
1£1lir ) = (Z |f(ar)|”> .

TEA

Beweis. Wir zeigen nur die Dreiecksungleichung und die Vollstéandigkeit:
Dreiecksungleichung: Seien x,y € IP(N) Es gilt aufgrund der Dreiecksungleichung

1/p

k

auf R* mit der entsprechenden Norm (Z m"|p>
n=1

N 1/p N 1/p N 1/p
(Z " + y”) (Z Ifc"lp> i+ <Z Iy”|p>
n=1 n=1 n=1

00 1/p 0o 1/p

(Z |=’En|p> + (Z |yn|p> = |2l @) + 1yl @v)-
n=1 n=1

Somit ist « 4+ y mit komponentenweiser Addition wieder in I?(N) und mit N — oo

erhalten wir die Dreiecksungleichung.
Vollstandigkeit: Sei (z;);cy eine Cauchyfolge in [?(N). Dann folgt fiir k¥ < N aus

1/
k_ ok ST '
| —af| < | D |oh - af] < Nz = il
=1

dass auch (z7),_ fiir festes & € N eine Cauchyfolge ist. Definiere o = (2*)ren

IN

IN

durch z% := lim z¥. Wir lassen j — oo und erhalten
1—> 00

N 1/p
(Z |zt — x’“l”) < f(i)
k=1

mit f(i) — 0 fiir ¢ — oo fir alle N € N. Sei nun ¢ > 0. Wéhle ¢ > 1 mit
f(i) < e. Lasse nun N — oo und erhalte ||z; — 2|, < €. Es folgt [|z]wm) <
lzillir vy + ||z — 2illp vy < 00. Somit ist € IP(N) und [P(N) ist vollsténdig. O
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3.2. Vollstandigkeit *.

Bemerkung 3.2.1. Um den Raum der messbaren Funktionen zu einem normier-
ten Raum zu machen, betrachten wir Aquivalenzklassen von Funktionen und iden-
tifizieren Funktionen (ohne dies spiter explizit hervorzuheben), die fast iiberall
iibereinstimmen.

Sei 1 < p < oo. Fiir alle messbaren Funktionen f auf  setzen wir

1/p

1 e = / PP du
Q

und definieren LP(, 1) als den Raum aller messbaren Funktionen f mit

[ f e (@,u) < o0

Im Fall p = oo verfahren wir genauso, benutzen aber | f||o := sup |f], das wesent-
Q
liche Supremum von f.

Theorem 3.2.2. Sei 1 < p < oco. Sei u ein positives Maf auf Q. Dann ist LP(Q, u)
ein Banachraum.

Beweis. Sei zunéichst 1 < p < c0. Sei f,, eine Cauchyfolge in LP(Q, u). Gelte (nach
Auswahl einer Teilfolge ohne Einschrinkung) ||fir1 — fillrr < 27 fiir i € N. Wir

definieren
k

oo
gk =Y |firr—fil wd  g:=>[fiy1 — fil-
i=0 i=0
Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt ||gx||» < 2 fiir alle & € N. Nach Fatou
(Jlimf, <lm [ f, fir f, > 0), angewandt auf g}, folgt ||g| L» < 2. Somit gilt fast
iiberall g(z) < co. Also konvergiert

+ Z ferl :L‘))
=1

fiir fast alle z € Q. Wir definieren f(z) als diesen Grenzwert fiir diese « und sonst
f(z) :== 0. Somit gilt fast iiberall

f@) = lim fi(a)

Nach [?, Theorem 1.14] sind das Supremum und der Limes superior messbarer
Funktionen selbst wieder messbar. Somit ist auch f messbar. Wir wollen nun zeigen,
dass f; auch in LP gegen f konvergiert: Sei ¢ > 0. Dann gibt es N € N mit
| fr. = fmllzr < € fiir m,n > N. Sei m > N. Dann folgt mit Fatou

/|f falPdp < liminf/ fi— folP dp < 2P,
11— 00
Q Q

Hieraus folgt f — fm, € LP(Q, u), also auch f € LP(Q, u). Weiterhin folgt hieraus
If = fmllze — O fiir m — oco.
Sei nun p = co. Definiere

Ag i={z € Q: [f(2)] > || fel L=}

und

B = {x € |fm(x) - fn(x)| > ||fn - fm”L‘x’}

Setze E:= |J Ay U U Bm,n. Dann ist E als abzdhlbare Vereinigung von Null-
kEN m,neN
mengen selbst wieder eine Nullmenge. In Q \ F konvergiert f,, gleichméfiig gegen
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eine Funktion, die wir f nennen, auf F setzen wir f(z) := 0. Es folgt f € L sowie
I fn = flloe — 0 fiir n — oo. 0

Im Verlauf des Beweises haben wir auch das folgende Resultat mitbewiesen:

Theorem 3.2.3. Sei Q ein Raum mit positivem Mafl p. Sei 1 < p < oo. Sei f,
eine Cauchyfolge in LP(Q, u) mit Grenzwert f. Dann besitzt f, eine Teilfolge, so
dass fn(x) — f(x) fir fast alle x € Q konvergiert.

3.3. Raume der Holderstetigen Funktionen.
Definition 3.3.1. Die Oszillation von f : (X,d) — (Y, d) ist die Funktion
Wy - (07 OO) - [07 OO]) wf((s) = sup d(f(xl)v f(xQ))

d(xy1,22)<0

Man kann leicht zeigen: Gilt ws(d) — 0 mit § — 0, so ist f gleichméBig stetig.
Weiter gilt: eine Familie F von Abbildungen f : X — Y ist gleichméBig gleichgradig
stetig, falls sup ez wy(6) — 0 mit § — 0.

Beispiel 3.3.2. Sei 0 < o < 1. Die a-Hlderkonstante von f : (X,d) — (Y,d) ist

definiert durch
d(f(z), f(y))
fla = sup —————==.
[ ] T#Yy d(xvy)a
f heiB} t a-Holderstetig wenn [f], < co. Offenbar gilt

d(f(x), f(y))

d(f (=), f(y)) = d(z,y)* < [flad®, fallsd(z,y) < 0.

d(z,y)~
Die Oszillation erfiillt also die Abschitzung
(3.1) w(8) < [flad®.

Eine HOlderstetige Funktion ist also gleichméBig stetig, und fiir jedes A < oo ist die
Familie

F={f:X=>Y :[fla <A}
gleichgradig stetig.

Fiir v : X — R setzen wir

wmwmzwwwm%nggwm+$§”$gf»

Theorem 3.3.3. C%*(X) = {u € C%X) : ||ul co.a(x) < 0o} ist ein Banachraum.

Beweis. O

4. DER SATZ VON HAHN-BANACH

4.1. Der Satz von Hahn-Banach. Der Satz von Hahn-Banach besagt, dass sich
ein lineares Funktional normerhaltend fortsetzen lasst. Der Beweis benutzt das
Zornsche Lemma.

Lemma 4.1.1 (Zornsches Lemma, Erinnerung ). Sei M eine nichtleere Menge
mit einer Teilordnung <. Nehme an dass jede total geordnete Teilmenge A C M
(= Kette) eine obere Schranke b € M besitzt, d. h. dass x < b fir alle x € A gilt.
Dann enthdlt M ein maximales Element xq, d. h. ein Element xqg € M, so dass aus
xo < x bereits x = xq folgt. (Beachte, dass xq i. a. nicht eindeutig bestimmt ist.)
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Bemerkung. Eine Menge M mit einer Relation < heifit teilweise geordnet, wenn
fir alle a, b, c € M Folgendes gilt:

a<a,
a<bb<a=a=0b
a<bb<c=a<c
(1) A C M heifit total geordnet, wenn fiir a,b € A gilt stets a < b oder b < a.
(2) b€ M heifit obere Schranke von A, wenn es a < b fiir alle a € A gilt.

(3) mo € M heifit maximales Element von M < aus mg < m € M folgt
mo = m.

Fiir einen Beweis aus dem Auswahlaxiom verweisen wir auf Literatur oder Ver-
anstaltungen zur Logik. Das Zornsche Lemma wurde bereits beim Beweis, dass

jede

r Vektorraum eine Basis besitzt, benutzt.

Wir zeigen zwei Varianten des Satzes von Hahn-Banach. Zunéchst behandeln
wir die etwas allgemeinere Version mit einer konvexen Funktion.

Theorem 4.1.2 (Satz von Hahn-Banach (mit einer konvexen Funktion)). Sei E
ein R-Vektorraum, W C E ein Unterraum und ¢: W — R linear. Sei p: E — R
konvezr und gelte ¢ < p auf W. Dann gibt es eine lineare Fortsetzung ¢: E — R

von

p mit < p, d.h. eine lineare Abbildung ¢: E — R mit ¢|lw = ¢ und ¢ < p.

Beweis.
(i) Sei g ¢ W. Wir wollen ¢ zunichst auf W @ (zg) fortsetzen. Jedes Element

(i)

x € W (xp) a8t sich in der Form ¢ = w + Azo mit w € W und A € R
darstellen. Sei 9 eine lineare Fortsetzung von ¢. Dann folgt

P(x) = P(w) + M (z0) = p(w) + Mb(x).
Konnen wir 1(x¢) so wihlen, dass (z) < p(z) fir alle z € W @ (x) gilt, so
ist ¢ die gesuchte Fortsetzung auf W & (zg).
Somit ist zu zeigen, dass ¥(xg) so gewihlt werden kann, dass p(w) +
Ap(ro) < p(w + Azp) fiir alle A # 0 und alle w € W gilt. Dies ist (nach
Unterscheidung fiir A > 0 und A < 0) dquivalent zu

oy £ =Pl i) (e ) = (),
e K 0 A

Dazu wollen wir nachweisen, dass fiir alle w, z € W und alle A\, x > 0

At (p(z+kwo) N p(w —/wco)) S A <s0(w) N w(2)>

A p A i T Atp ! A
gilt. Der zusétzliche Vorfaktor erleichtert nun die Rechnungen. Es gilt
I A
" A AN _
/\Jrup(z—l— zo) + )\+up(w pxo)
L A A AL )
> zZ+ To + w — x
p()\—&-u /\+u0 A pu )\—i—uo

s R i )
— 2z —Ww — 2z —Ww
b A+ A =¥ A A+ p

_n A
fAJruw(ZH AJruso(w)-

Somit liBt sich ¢ wie gewiinscht auf W & (z¢) fortsetzen.

Die Fortsetzung auf ganz E erhalten wir mit Hilfe des Zornschen Lemmas.
Betrachte dazu die Menge M aller Fortsetzungen von ¢ mit ¢ < p, d.h.
die Menge aller Tupel (1, U), wobei U C E ein Unterraum mit W C U ist,
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Y|lw = pund ¥ < pin U gelten. (p, W) ist selber eine Fortsetzung von ¢, also
ist M # . Auf M definieren wir eine Halbordnung durch (¢, U) < (1/1, V),

falls U € V und @Z|U = 1 gelten. Sei also A C M eine total geordnete

Teilmenge von M, A = {(¢;,U;): ¢ € I} fiir eine geeignete Indexmenge.

Dann ist durch (¢,U) mit U := |J U; und ¢(z) := ¢;(z) fir z € U; eine
i€l

obere Schranke gegeben: U C F ist ein Unterraum, v ist wohldefiniert, linear,

stimmt auf W mit ¢ iiberein und erfiillt ¢(x) < p(z) fiir alle € U. Nach dem
Zornschen Lemma gibt es also ein maximales Element. Dieses muss auf ganz
F definiert sein, denn sonst kénnte man es nach den obigen Uberlegungen auf
U® (xp) fiir ein g € E\U fortsetzen. Dies widerspréiche der Maximalitét. O

Theorem 4.1.3 (Satz von Hahn-Banach fiir lineare Funktionale). Sei E ein nor-
mierter Raum, W C E ein Unterraum und ¢ € W*. Dann gibt es eine normerhal-
tende Fortsetzung ¢ € E* von ¢, d.h. eine Abbildung ¢ € E* mit §lw = ¢ und

2l = llell-

Beweis.

(i)

Im Falle K = R folgt dies gerade aus dem Satz von Hahn-Banach mit einer
konvexen Funktion: Die Norm ist wegen
[tz + (1 = )yl < [tz + (1 = t)yl| = tllxll + (1 = )yl
fiir alle z,y € F und t € [0, 1] konvex. Sei ohne Einschriankung ||¢|| = 1. Setze
p(z) = ||z||. Dann gilt ¢(x) < ||z||. Fiir die Fortsetzung ¢ erhalten wir
+@(x) = ¢(+x) < p(+z) = ||z[,
also [|@|| <1 und
[l = sup [[p(z)]| = sup [[p(z)] = sup [p(z)] =1.
zER zEW rzeEW
Izli=1 liwl=1 lizl=1
Somit ist ||@|| = 1.
Sei nun K = C: Wir fassen E als reellen Vektorraum auf und bezeichnen
diesen mit Er. Sei ¢ € E*. Es gilt ¢ = Rey + i Im ¢. Wegen
Rep(iz) + i Im p(iz) = p(ix) = ip(x) = iRe p(z) — Im p(z)
gilt Rep(iz) = —Imp(x). Rey und Im ¢ sind reelle Formen auf Eg. Daher
konnen wir jede komplexe Form ¢ als
o(z) = Rep(x) — i Re p(ix)

fir x € E schreiben. Umgekehrt sei 1 eine reellwertige Form auf Eg. Dann
wird durch
p(x) = p(x) —ih(ix)

eine komplexe Form auf E definiert, es gilt ndmlich insbesondere p(iz) =
b(iz) — i(—z) = i) — Pb(iz) = iplz). Fir die Norm gilt [|p] = ||y,
denn es gilt einmal |o(z)| = /[¢(2)]2 + [¢(iz)[2 > [¢(z)|. Andererseits gibt
eszux € E ein t € R mit ()| = e'p(x) = ¢ (e'z). Da 1 reellwertig ist
und |p(x)| € R gilt, erhalten wir

lo(@)| =9 (e"z) < [¥l - [l|

fir alle z € E.
Sei also ¢ € W*. Setze 1) := Rep € (Wg)*. Dann besitzt 1) eine normer-
haltende Fortsetzung ¢ nach Egr. Somit ist

p(a) = P(x) — iv(ix)
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fiir z € E eine normerhaltende Fortsetzung von ¢ auf E. Wegen (4.1) handelt
es sich um eine Fortsetzung. O

Korollar 4.1.4. Sei X ein normierter Raum, M C X ein linearer Teilraum, d. h.

Unterraum, und zo € X. Setze d := inj& lzo — y||. Sei d > 0. Dann gibt es ¢ € X*
ye

mit ||| =1, p(zo) = d und p|p = 0.

Beweis. Definiere A auf M @ (xg) durch A(y + axg) := ad fir y € M und a € K.
Es gilt

|ad| |aud| |aud|
IAN|]= sup ———— = sup ———— = sup ——————
vtasozo ||y + axo||  ozeex ||y + amo|l  oack || — oz + axo|
yeM, ackK yeM zeM
d d d
= S e wf 2] d -
zeM ||To Anf flzo

Eine normtreue Fortsetzung ¢ aus dem Satz von Hahn-Banach liefert die Behaup-
tung. O

Korollar 4.1.5. Sei X ein normierter Raum und X' sein Dualraum.
1) Sei x € X. Dann gilt

el = sup [(z, ).
peX’,
lel=1
Das Supremum wird angenommen, d.h. es gibt ein ¢ € X' mit ||¢|| = 1 und

]l = (2, ).
2) Punkte in X lassen sich durch X' trennen. D.h., ist p(x) = (z,9) = 0 fir alle
pe X', sogilt x =0.

Beweis. 1). Wéhle in Korollar 4.1.4 M = {0}., also d = ||z||. 2) folgt aus 1). O

Korollar 4.1.6. Sei X ein normierter Raum und X' sein Dualraum. Sei X" =
(X")" der Dualraum von X'. Dann ise die Abbildung

JiX S X" (J2)(9) = p(a)
eine isometrische (normtreue) Einbettung.

Proof. Ubung. O

Bemerkung. Ein Banachraum X heifit reflexiv, wenn die kanonische Einbettung J
surjektiv ist. Aus Abschnitt 3 wissen wir, dass 7, LP(2) fir 1 < p < oo reflexiv
sind, aber nicht L(Q), L>(Q), I*, [*°. Die Hilbertriume sind reflexiv.

Korollar 4.1.7. Sei X normierter Vektorraum. Ist X* separabel, so auch X.

Proof. Da X* separabel ist, kénnen wir eine dichte Folge ¢y in der Menge {p €
X* : ||| = 1} wihlen. Wihle zj, € X mit ||zx| = 1 und g(z)) > 1. Angenommen
es ist

V :=Span{xy : k € N} # X.

Nach Korollar 4.1.6 gibt es dann ein ¢ € X* mit ¢y = 0 und [|¢|| = 1. Nach
Auswahl einer Teilfolge gilt ¢ — ¢ in X*. Es folgt

0= p(ox) = or(or) + (9 — o) (wk) > 3 o — ol >0,

fir k£ grof}, ein Widerspruch. O



24 5. HILBERTRAUME

Lemma 4.1.8. Sei X ein normierter Raum, K C X offen und konvex, sowie
0 € K. Dann ist das Minkowski-Funktional

. T
p(w)—mf{r>0. . EK}
convez (sublinear) und K = {x € X : p(x) < 1}.

Beweis. Wegen 0 € K = K existiert ein p > 0 mit By,(0) C K. Es folgt pram €K

fiir alle z. Somit p(z) < %||x|| < o0.
Es ist leicht zu zeigen, dass gilt es fiir ¢t > 0:

%€K¢>t>p(x).

Insbesondere K = {z : p(x) < 1} und p(Az) = Ap(z) fiir A > 0. Sind 7,4 € K, so

- z+y y . .
folgt aufgrund der Konvexitét auch 5% = Z T + 5% € K. Somit erhalten wir

p(z+y) <px) +p(y). O

Theorem 4.1.9 (Trennungssatz). Sei X ein normierter Raum, K C X offen und
konvez. Sei xg € CK. Dann zu jedem o € R gibt es ein ¢ € X* mit

Rep(z) <a firze K und Rep(zg) > a.

Beweis. Sei zunéchst K = R. o0BdA a = 1 und 0 € K nach Translation. Sei p wie
in Lemma 4.1.8. Definiere f: (zg) — R durch f(Azg) := A fiir A € R. Dann folgt
Ffzo) = A < p(Axg) fiir A > 0 (denn % =xz9 & K) und f(Azxg) < 0 < p(Axo)
fiir A < 0. Somit gibt es nach Hahn-Banach eine lineare Fortsetzung F': X — R
von f mit F < p. Es gilt F < p < 1 in K. Daher ist I stetig. Weiterhin gilt
F(xo) = f(zo) = 1.

Da es ein p > 0 mit B,(0) C K gibt, erhalten wir m € K fiir beliebiges = € X,

also p(z) < %Hx” und damit F(z) < %HxH Ebenso folgt —F(z) = F(—x) < %Hx”
Somit ist F' stetig und wir erhalten die Behauptung mit « =1 und ¢ = F.
Ist K = C, so fassen wir X als R-Vektorraum auf und erhalten ein Fr € Xy mit

den gewiinschten Eigenschaften. Wie beim Beweis des Satzes von Hahn-Banach
erhilt man die Aussage fir ¢(z) = F(z) := Fr(x) — iFr(iz). O

Theorem 4.1.10 (Trennungssatz fiir konvexe Mengen). Sei X ein normierter
Raum, A und B konvez, A offen und AN B = (. Dann kinnen A, B durch ein
o € X' getrennt werden, d.h.,

Rep(z) <Rep(y), Vre Aye B.
Beweis. Setze

K = {z—y:2€Aye B}
= Uyep{z—y : z € A}
Man kann zeigen, dass K offen, konvex ist mit 0 ¢ K, da AN B = (). Dann wenden

wir den obigem Satz 4.1.9 an und erhalten ein ¢ € X’ mit Rep(z) < 0, fiir alle
z € K. Daraus folgt

Rep(z) < Rey(y), Vzxe A,ye B.
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5. HILBERTRAUME
5.1. Hilbertraume.

Definition 5.1.1. Sei H ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf H ist eine
Abbildung (-,-): H x H — K mit den folgenden Eigenschaften:

(i) (u,u) >0 fiir alle u € H; (u,u) = 0 gilt genau dann, wenn u = 0 ist,

(ii) (u,v+w) = (u,v)+(u, w) sowie (u+v, w) = (u, w)+ (v, w) fiir alle u,v,w € H,
(iii) (Au,v) = Au,v) fir alle u,v € H und alle A € C,

(iv) (u,v) = (v, u).
Einen K-Vektorraum H mit einem Skalarprodukt nennen wir Skalarproduktraum
oder Prahilbertraum.

Beispiele 5.1.2.

(i) Auf H = K" mit = (%), _,_ ,y € H ist

n
(@,y) = 'y’
=1

ein Skalarprodukt.
(ii) Auf H = L?(Q) ist

()= [ 13
Q
ein Skalarprodukt.

Beachte, dass das Integral aufgrund der Hélderschen Ungleichung wohlde-
finiert ist, es gilt ndmlich

Q/fg < </|f|2)1/2~ (/|g|2)1/2.

(ili) Analog sieht man, dass I2(N) mit ((2°), (y°)) := Y 2y’ ein Préhilbertraum
i=1
ist.

Theorem 5.1.3. Sei H ein Skalarproduktraum. Dann definiert ||ul| = /{(u,u)
eine Norm auf H.

Auf Skalarproduktraumen wollen wir stets diese Norm verwenden.
Beweis. Lineare Algebra. O

Theorem 5.1.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
Sei H ein Skalarproduktraum. Dann gilt |{u,v)| < ||ul| - ||v]| fir alle uw,v € H.

Beweis. Lineare Algebra. O

Definition 5.1.5. Ist ein Skalarproduktraum H mit der induzierten Norm/Metrik
vollstédndig, so nennen wir H einen Hilbertraum.

Bemerkung 5.1.6. Sei H ein Skalarproduktraum und H die Vervollstéandigung
als normierter Raum. Seien H 3 u,, — u € H sowie H 3 v, — v € H. Dann lsst
sich das Skarprodukt auf genau eine Art und Weise stetig nach H fortsetzen, sodass
H ein Hilbertraum wird, ndmlich durch

(u,v)p 1= JLI%OWWWV'
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Lemma 5.1.7 (Parallelogrammgleichung). Sei H ein Prdhilbertraum. Dann gilt
llu+ ol + llu = vl* = 2[|ull® + 2[jv]|?
fiir alle u,v € H.

Beweis. Direktes Nachrechnen. O

Lemma 5.1.8 (Polarisationsformel). Sei H ein Prahilbertraum. Dann gilt

(@,y) = flle+yl* = Zllz -yl

fiir R-Vektorraume und

3
(@9) =1 (le+yl® = e —yl® +illz +iyl* —illz —iyll*) = 1> i* o+ k)
k=0

fiir einen C-Vektorraum und alle xz,y € H.

Mit der Polarisationsformel kann man aus der Norm eines Skalarproduktraumes
das Skalarprodukt rekonstruieren.

Weiterhin folgt aufgrund der Stetigkeit der Norm, dass die Abbildung H x H >
(x,y) = (z,y) € R stetig ist.

Beweis. Direktes Nachrechnen. Im komplexen Fall ergeben die Terme mit 7 gerade
den Imaginérteil. O

Definition 5.1.9. Sei H ein Prahilbertraum.

(i) Zwei Vektoren u,v € H heiflen orthogonal, falls (u,v) = 0 gilt. Wir schreiben
u Lo
(ii) Eine Familie (u;);er von Vektoren heifit orthonormal, falls (u;,u;) = d;; fir
alle 7,5 € I gilt.
(iii) Zwei Unterrdume Uy, Us C H stehen orthogonal aufeinander, Uy L Us, falls
(uy,ug) =0 fiir alle uy € Uy und alle us € Us gilt.
(iv) Sei U C H beliebig. Dann ist das orthogonale Komplement U+ durch

ti={veH: (u,v) =0VucU}
definiert.

Lemma 5.1.10. Sei H ein Hilbertraum, M C H beliebig.

(i) Dann ist M+ ein abgeschlossener Unterraum von H.
(ii) Es gilt M+ = (M)* = (M)*. Auch mehrfaches Bilden der linaren Hiille oder
Abschlieffen verdndert das FErgebnis nicht mehr.
(iii) Es gilt M N M+ = {0}.

Beweis.
(i) Sei y € H. Definiere f durch z — (x,y). Da f stetig ist, ist {y}*+ = f~1({0})
abgeschlossen. Wegen M~ := [ {y}+ ist auch M abgeschlossen.

yeM
Der Nachweis, dass M~ ein Unterraum ist, ist einfach.
(ii) Aus A C B folgt stets AL D B+. Also ist nur M+ C (M)L und M+ C (M)*
zu zeigen.
(a) M+ C (M)l: Seien x € M+ und y € M. Dann ist (x,y) = 0 zu zeigen.
Zu y gibt es y, € M mit y,, — y. Da das Skalarprodukt stetig ist, folgt
aus 0 = (x,y,) auch 0 = (z,y).
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(b) M+ C (M)*: Seien x € M+ und y € (M). Dann gibt es endlich viele
. N .
m; € Mund X € K, 1 <4< N, mit y = > A'm,. Es folgt
i=1

1=

Die Inklusion folgt.
(iii) Sei # € M N M~. Dann folgt 0 = (z, ), also # = 0. Offensichtlicherweise ist
0cMnM-*-. (]

Proposition 5.1.11 (Pythagoras). Sei H ein Skalarproduktraum. Sei (x;)1<i<n
eine orthonormale Familie in H. Sei x € H. Dann gilt

n

T — Z(m,%)xz

=1

lzl® =D e, @) * +
=1

Beweis. Schreibe
n n

x = Z(I,x&x, +z— Z(oj,@)x? .

i=1 =1

=iuq =:iusg

Dann gilt uy L ug. Also folgt ||z]|? = ||u1]|* + [Juz||? durch direktes Ausmultiplizie-
ren. Aufgrund der Orthogonalitéit der (z;); erhalten wir weiterhin

| =D I, @) .
i=1
Somit folgt die behauptete Gleichheit. O

Korollar 5.1.12 (Besselsche Ungleichung).
Sei H ein Préhilbertraum und sei (x;)1<i<n eine orthonormale Familie in H. Dann

folgt
=] > > [, @)
i=1

fiir alle x € H.

Aufgrund der Monotonie der Summe und der gleichmdfigen oberen Schranke
llz||? gilt die Ungleichung auch fiir beliebige, d. h. nicht notwendigerweise endliche,
orthonormale Familien in H.

Definition 5.1.13.
(i) Seien H;p, Hy Prahilbertrdume. Dann heifit U € L(H;, Hs) Isometrie, falls

<U.13, Uy> = <JL‘, y>

fiir alle z,y € Hy gilt.

(ii) Seien H;, Hs Hilbertrdume. Dann heifit eine surjektive Isometrie Hilbertraum-
isomorphismus oder unitdr. Gibt es einen Hilbertraumisomorphismus U €
L(H,, Hs), so heiflen Hy; und Hs isomorph.

Definition 5.1.14 (Direkte Summe).

(i) Seien Hy, Hy Hilbertrdume. Dann definieren wir die direkte Summe als den
Vektorraum Hy @ Hy = {(z',2?) : 2! € Hy, 2* € Hy} mit dem Skalarpro-

dukt
<(x1,12) , (ul,u2)> = <x1,u1> + <x2,u2>.
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(ii) Seien (H;);cr Hilbertriume. Dann definieren wir

@~ {6 Dol <

iel icl
mit dem Skalarprodukt

(@), @)= ().
iel
Bemerkung 5.1.15.

(i) Die direkte Summe von Hilbertraumen ist wieder ein Hilbertraum. Bei der
unendlichen direkten Summe geht man dabei analog zum Beweis fiir 1?(N)
vor um die Vollstéandigkeit nachzuweisen.

(ii) In der (Linearen) Algebra fordert man, dass nur in endlich vielen Kompo-
nenten ein von Null verschiedener Eintrag stehen darf. Hier bekommt man
mit einer solchen Forderung i. a. keinen vollstdndigen Raum. Nach Definition
konnen aber hochstens abzéahlbar viele Eintrige von Null verschieden sein;
sonst konvergiert die Summe nicht.

(iii) Den Nachweis, dass die unendliche Summe, mit der wir das Skalarprodukt
definieren, existiert, fithrt man wie bei [? oder L2.

(iv) Versieht man die [>-Norm mit Gewichten, betrachtet also Y a;(z;,y;) fiir
iel
a; > 0, so bekommt man i. a. nicht isomorphe Hilbertraume.

5.2. Projektion auf konvexe Teilmengen.

Definition 5.2.1 (Konvexitit). Sei V ein K-Vektorraum. Dann heifitt K C V
konvex, falls fiir alle z,y € K und alle ¢ € [0, 1] auch
tr+(1—t)yye K
gilt.
Theorem 5.2.2 (Projektion auf konvexe Teilmengen).
Sei H ein Hilbertraum und sei K C H eine nichtleere, abgeschlossene und konveze

Teilmenge. Seiyg € H. Dann gibt es ein ndchstes Element xg € K, d. h. einxzg € K
mit [lyo — xol| < |lyo — || fir alle z € K.

Beweis. Wir benutzen die sogenannte direkte Methode der Variationsrechnung. Oh-
ne Einschrinkung Sei yg = 0. Sei (2, )nen eine Minimalfolge in K fiir die Funktion
K >z ||z||, gelte also lim ||x,| = inf ||z|| =: d. Zunéchst wollen wir nachwei-
n—00 reK
sen, dass z,, eine Cauchyfolge ist. Aufgrund der Parallelogrammgleichung gilt
Ty + Ty |2

.

€K
<2z |)? + 2[|zm||* — 4d* — 0

o = @l =2lzal® + 2l |? - 4]

fiir min{m,n} — oco. Da K als abgeschlossene Teilmenge von H vollstindig ist,

existiert o = lim z,, in K. Da die Norm auf H stetig ist, folgt ||zo|| = lim ||a,|| =
d n—roo n— oo

Zur Eindeutigkeit: Sei Zy € K ein weiteres néchstes Element. Da wir gezeigt
haben, dass jede Minimalfolge eine Cauchyfolge ist, gilt dies auch fiir die Folge

xo fiir gerades n,
Zn =1 )
Zo fiir ungerades n.

Somit folgt z¢g = Zo. O
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Lemma 5.2.3. Sei H ein Hilbertraum und sei K C H eine nichtleere, abgeschlos-
sene und konvexe Teilmenge. Sei m: H — K die Abbildung, die x € H den Punkt
p € K mit |z —p|| = inlf( |l — q|| zuordnet. Dann ist w stetig.

qe

Beweis. Sei z € H. Setze d(z) := d(z, K) = in}f{ |z —y|| = ||z — n(z)||. Dann ist d
ye

stetig: Es gilt ndmlich fiir z,y € H zunichst d(y) = ||y — 7(v)|| < |ly — 7(z)|| und
damit folgt

d(y) —d(z) < ly =7 (2)]| - [le = 7(2)]| < [(y — 7(2)) — (z = 7(2))[| = ||z - yl|.
Aus Symmetriegriinden folgt die Stetigkeit.

Angenommen, 7 ist nicht stetig. Dann gibt es zu K einen Punkt, ohne Ein-
schrankung nach Verschiebung der Situation den Nullpunkt, ein € > 0 und eine
Folge x, — 0 mit ||7(z,) — 7(0)|] > €. Nehme an, dass ||0 — w(0)|| = = > 0 ist;
sonst folgt 0 € K, w(0) = 0, d(0) = 0 und damit d(x,) — 0 fir z,, — 0, also auch
m(xy) — 0.

Die Idee ist nun, auszunutzen, dass 7(0) und 7(x,,) beinahe auf einer Sphére mit
Radius r liegen, aber ihr Mittelpunkt, der aufgrund der Konvexitét ebenfalls in K
liegt, ndher liegt, woraus wir einen Widerspruch erhalten.

Da x + ||z — w(x)|| stetig ist, folgt ||, — 7(zy)|| — r fiir n = co. Wir erhalten
also mit der Parallelogrammgleichung
z+y 2 z||2 Y112 x—y S| 5 1. .5 1 9

[ =zl 2 2 -[=52] = e« o oo

2

Wir wenden dies mit z = 7(0) und y = 7(z,) an und erhalten wegen 7”(0)2”(“) eEK
7(0) + m(xn) ‘2
2

r? =d(0)* < |0 —

1 1 1
< 5d(0)* + 5 ([7(@n) = zall + [[2nl)* - &2
2 2 4
1 1 1 1
=577+ 5 In(@n) — 2 + lal] - 7 (20) — @l +5 2al? —€2
2 2 —_—— 2 ~—— 4
=d(2)2 72 -0 —r —0
1
2 2
—r— g,
e
Widerspruch. O

Zu Theorem 5.2.2 erhalten wir

Korollar 5.2.4. Sei H ein Hilbertraum und M C H ein abgeschlossener Teilraum.
Dann konnen wir jeden Vektor z € H eindeutig als z = x +y mit x € M und

y € M+ schreiben, d. h. es gilt H= M @& M=,

Aus der Konstruktion und Lemma 5.2.3 erhalten wir, dass (z,y) stetig von z
abhéngt.

Im nachfolgenden Beweis und gegebenenfalls spéter notieren wir manchmal nur
den Fall fiir K = C, wenn sich der Fall fiir K = R leicht aus dem Beweis fiir K = C
ablesen lésst.

Beweis. Sei z € H. Sei x € M der Punkt in M mit minimalem Abstand zu z. Solch
ein z existiert nach Theorem 5.2.2. Setze y := z — x.
Wir behaupten, dass y € M~ ist. Nach Definition von x folgt

Iz = 2l” < llz =2 + Mul® = |z — @[|* + 2Re(Au, z — z)) + [AP*Jul®
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fiir alle A € K und alle u € M. Aus 0 < Re(M(u,z — x)) + |A|?||u]|? folgt fiir reelle
A, dass 0 = Re((u, z —x)) und fiir A = —it, t € R, dass 0 = Im((u, z — z)) gilt. Also
ist y € M+

Zur Eindeutigkeit: Gelte z = 21 +y1 = ©2 +yo mit 21,20 € M und y1,92 € M.
Dann folgt M > 2y — 23 = yo — 41 € M+. Wegen M N M+ = {0} erhalten wir
hieraus r1 = x5 und y; = yo. O

Theorem 5.2.5 (Riesz). Sei X ein Hilbertraum und T € X*. Dann ezistiert genau
emn xp € X mit

Tx = (x,xr) fir alex € X.
Es gilt |T|| = |lzr||. Die Abbildung I: X* — X mit T — wr ist bijektiv, isometrisch
und konjugiert linear (d.h. bis auf komplexes Konjugieren von Skalaren linear).

Beweis.

(i) Konmstruktion von xp: M := N(T) = T-1({0}) ist abgeschlossen. Also ist
X = M @® M~ nach Korollar 5.2.4. Im Falle M = X setzen wir z1 := 0. Gelte
daher ab jetzt M # X. Wihle y € M\ {0}. Dann folgt Ty # 0. Definiere
TT = HZ% -y. Wir erhalten ||zr| = % # 0 und damit Tz = \|§ﬁ2 Ty =
[z |* # 0.

Behauptung: Es gilt Tax = (x, xr) fiir alle x € X. Wir schreiben

Tx n Tx n
r=—=x r— —= =z T
Tor T Ty T 1 M

Die Notation legt nahe, dass x; € M+ und x;; € M gelten. Die erste Be-

hauptung ist klar, die zweite folgt aus

I'x I'x
== —— = — __O
Tey =1 (m xT) ['x I'xr

nach Definition von M. Wir erhalten aus den obigen Rechnungen

Tx Tx
(x,x7) = (v + 27, 07) = |27 || + 0= ——Tar = Ta.
TJ?T

Tl‘T
(ii) I: T +— axr ist eine Isometrie: Es gilt [|T|| = sup |Tz| = sup |{(z,z7)| <
flzll<1 =<1
|zr]|| sowie | T|| > ’T (H%H)’ = ||zr|| aufgrund der obigen Rechnungen.

(iii) @7 ist eindeutig bestimmt: Fiir ein weiteres 1 mit Tz = (z, z7) = (z, Z7) fiir
alle z folgt 0 = (z, xr — Zr) fiir alle z; wir wihlen = 7 — &1 und erhalten
rr = .’ET.

(iv) I ist konjugiert linear: Fiir T' = AT + X275 erhalten wir

Te =MTiz+ XoTox = M (z,z7,) + No{z, 27,) = <x,T1xT1 +)\723:T2>

und daher IT = T = )\713,‘7"1 + )\72$T2 = )\71[T1 + TQITQ

(v) I ist surjektiv: Zu y € X ist durch Tx := (z,y) ein lineares Funktional mit
IT = y definiert.

(vi) I ist injektiv, da ||T|| = ||zr] gilt. O

Theorem 5.2.5 impiezirt, dass Hilbertrdume reflexiv sind.

6. DER BAIRESCHE KATEGORIESATZ
6.1. Der Bairesche Kategoriesatz und Anwendungen.

Definition 6.1.1. Sei F ein metrischer Raum.

(i) Eine Menge A C E heifit nirgends dicht, falls A = () gilt.
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(ii) Eine Menge A C E, die sich als abzdhlbare Vereinigung von nirgends dichten
Mengen schreiben 148t, heifit von erster Kategorie oder mager.

(iii) Eine Menge A C E, die nicht von erster Kategorie ist, heifit von zweiter
Kategorie oder fett.

Beispiele 6.1.2.
(i) Q C R ist von erster Kategorie.
(ii) (R\ Q) C R ist aufgrund des (nachfolgend bewiesenen) Baireschen Katego-
riesatzes von zweiter Kategorie, denn sonst wire (R \ Q) U Q als abziéhlbare
Vereinigung von mageren Mengen darstellbar.

Theorem 6.1.3 (Bairescher Kategoriesatz). Sei E ein wvollstindiger metrischer
Raum und A C E mager. Dann ist E\ A dicht in E. Insbesondere ist E eine
Menge zweiter Kategorie.

Beweis.
(i) Da A eine Menge erster Kategorie ist, gibt es Mengen A,, n € N mit

A=[JA, mit 4,=0 firalenecN.
neN
Wir diirfen ohne Einschridnkung annehmen, dass alle Mengen A,, abgeschlos-
sen sind, sonst ersetzen wir sie durch A,,. Definiere G,, := E \ A, = CA,.
Dann sind die Mengen G,, offen. Setze

G:=CA= ﬂCAn: ﬂGn.
neN neN

Sei nun @ # Q C E offen. Wir behaupten, dass G N Q # 0 gilt. o
(ii) Wir konstruieren eine Folge von offenen Kugeln B,, mit B,+1 C B, C B, C
Q NG, fir alle n mit diam B,, — 0. Aus der Vollstindigkeit von E folgt dann

0#(\BrC [1Q2NG,CONG.
keN neN

Hieraus erhalten wir den Baireschen Kategoriesatz.

(iii) Konstruktion der Kugeln B,,: Da jede der Mengen A,, abgeschlossen und nir-
gends dicht ist, ist der Schnitt einer beliebigen offenen Menge mit G,, offen
und nicht leer.

Somit gibt es zur offenen Menge Q) eine Kugel By mit diam By < 1/0 = 0o
und By C QNGyo. Zu By gibt es eine Kugel By mit diam(B;) < 1/1 und By C
BQﬂGl. ... Zu Bz glbt es eine Kugel Bi+1 mit diam(BH_l) < H—Ll und Bi+1 C
B; N Gi41. ... Somit sind die oben verwendeten Kugeln konstruiert. O

Der Beweis impliziert

Korollar 6.1.4. Sei (E,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Dann ist der Durch-
schnitt einer abzihlbaren Familie (Gp)nen von dichten offenen Teilmengen von E
wieder dicht in E.

Beweis. Das Korollar folgt natiirlich auch aus dem Satz: Falls nicht, so gibt es r > 0

und z € Emit B,(z) ¢ 0 (| G,.Die Mengen C,, := [G,,NB, () sind abgeschlossen
neN

und erfiillen C,, = 0. Aus B.(z) = | C, erhalten wir einen Widerspruch zum
neN
Baireschen Kategoriesatz. O

Die Bezeichnungen ,,Prinzip von der gleichméfigen Beschrianktheit* und ,Satz
von Banach-Steinhaus® sind in der Literatur nicht klar getrennt.
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Theorem 6.1.5 (Prinzip der gleichméfiigen Beschrénktheit). Sei E ein Banach-
raum, F ein normierter Raum und (A;);cr eine Familie in L(E, F), die punktweise
beschrinkt ist, d. h. es gibt fiir alle x € E ein c¢(x) > 0 mit

sup || 4;z|| < e(z).
il
Dann ist die Familie gleichmdfsig beschrinkt, d. h. es gibt ein C' > 0 mit
sup || 4;|| < C.
icl
Beweis. Zu n € N definieren wir

Wy, = {x € E: sup ||4;z| < n} = ﬂ {r € E: || Aiz| <n}.
icl ;
i€l

= abgeschlossen

W, ist als Schnitt von abgeschlossenen Mengen selbst abgeschlossen. Nach Voraus-

setzung gilt £ = |J W,,. Nach dem Baireschen Kategoriesatz gibt es somit ein W,,
neN

mit W, # 0. Also gibt es o € E und p > 0 mit B,(z9) C W,, und

sup sup |[Aiz] < n.
1€l zeB,(x0)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir alle i €

n> sup |[Aizl| = sup [Ai(y+xo)l = sup [JAiy] - |[Aizol| -
zEB, (o) yE€B,(0) yE€B,(0) —
<c(wo)
=pllAsll
Umordnen liefert die behauptete in ¢ € I gleichméfiige Schranke fiir || 4;]|. O

Als direkte Folgerung erhalten wir

Theorem 6.1.6 (Banach-Steinhaus). Sei E ein Banachraum und F' ein normierter
Raum. Sei (A;)icr eine Familie von Abbildungen A; € L(E,F), die punktweise
beschrinkt ist. Dann ist (A;)icr gleichmdfSig stetig (d. h. § in der iiblichen Definition
von Stetigkeit hingt nur von & und xg ab). (Aufgrund der Linearitit ist die Familie
sogar gleichmdf$ig gleichgradig stetig, d.h. 0 hédngt auch nicht mehr von xqg ab.)

Beweis. Es ist zu zeigen, dass zu € > 0 ein d > 0 existiert, so dass fiir alle ¢ € I
und alle z,y € E mit ||z — y|| < § auch ||A;z — A;y|| < e gilt. Nach dem Satz von
der gleichméfligen Beschrianktheit gibt es ein ¢ > 0 mit ||4;]] < ¢ fiir alle 4. Aus
[Aix — Ayl = [|Ai(z — »)ll < [|Aill - lz — yll < c-[lz -yl sehen wir, dass die

Behauptung folgt, wenn wir § = o~ wéhlen. O

Eine weitere Folgerung ist

Proposition 6.1.7. Sei E ein Banachraum, F ein normierter Raum und (Ap)nen
eine Folge in L(E,F). Sei A: E — F eine Abbildung. Nehme an, dass A,x — Ax
fiir n — oo gilt. (Die A,,’s konvergieren also punktweise gegen A.) Dann ist A €
L(E,F) und es gilt
|A]] < liminf ||A,] < oc.
n—roo

Beweis. Es ist einfach zu sehen, dass A wieder eine lineare Abbildung ist. Wir
benutzen die punktweise Konvergenz, die punktweise Beschrénktheit impliziert und
den Satz iiber die gleichméflige Beschrénktheit und erhalten

liminf || A,|| < sup||A,| < oc.
n— o0 néeN

Weiterhin gilt

|Az|| = lim ||A,z| = liminf||A,z| < liminf ||A,] - ||z]-
n—00 n— 00 n—00
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Hieraus folgt [|A| < liminf || A, ||. O
n— o0

Theorem 6.1.8 (Satz von der offenen Abbildung). Seien E,F Banachriume.
Dann ist jede surjektive Abbildung A € L(E,F) offen.

Elementar einzusehen ist, dass jede offene Abbildung A € L(E, F') auch surjektiv

ist.

Beweis.

(i)

(i)

(iii)

Wir bezeichnen Kugeln in E mit BF(z), Kugeln in F mit B (y). Zunchst
wollen wir zeigen, dass es zu jedem £ > 0 ein r > 0 mit BY'(0) C A (B£(0))
gibt: Fixiere ¢ > 0. Dann gilt £ = |J nBF(0). Da A surjektiv ist, gilt
neN
F=AE) = | nA(BE(0).
neN
Da F' ein Banachraum ist, ist /' ein Raum zweiter Kategorie. Also gibt es ein

no € N mit ngA (BE(0)) = noA (BE(0)) # 0. Also gilt auch A (BE(0)) # 0.
Es gibt also 29 € BE(0) und 7 > 0 mit BX(0)+ Az = B (Axg) C A(BZ(0)).
Es folgt aufgrund der Dreiecksungleichung

BF(0) = BF (Azg) — éffﬂ c A(BE(0)).

€A(BE(0))

Bis auf die Tatsache, dass auf der rechten Seite der Abschluss von A (B£(0))
und nicht A (BfE(O)) selbst steht, zeigt dies die Behauptung.
Sei e > 0 und ¢; := & fiir i € N*. Dann gibt es nach Teil (i) eine Folge r; > 0
mit BY (0) C A (BZ(0)). Ohne Einschréinkung kénnen wir r; als (monotone)
Nullfolge wihlen. Wir behaupten, dass BE (0) ¢ A (BZ(0)) gilt:

Seiy € BL (0). Wegen y € BE (0) und BE (0) C A (BE(0)) gibt es ein 21 €
BE(0) mit ||y — Az|| < r2 (statt r2 konnte man dies auch mit jeder anderen
positiven Zahl erreichen). Nun ist y — Azy € BE (0) und B (0) € A (BZ(0)).
Somit gibt es zo € BZ (0) mit ||y — Azy — Aws|| < r3. Iterativ finden wir ;s

fir n > 1. Wegen ||z;|| < & ist die Reihe ) 2; =: x absolut konvergent und
ieN

es gilt ||z|| < e. AuBerdem gilt y = Az. Die Behauptung folgt.

Sei ) # Q C E offen, g € Q und ¢ > 0, so dass BE(zy) C Q gilt. Wir haben

gezeigt, dass es 7 > 0 mit B/ (0) C A (BE(0)) gibt. Somit erhalten wir

BF(Azo) = Az + B (0) C Azg + A (BF(0)) = A (BE (z0)) C A(Q).
Die Behauptung folgt, da Az ein beliebiger Punkt in A(2) ist. O

< ’I"n+1

Korollar 6.1.9 (Satz von der inversen Abbildung). Seien E,F Banachrdume. Sei
A € L(E, F) bijektiv. Dann ist A ein Homdomorphismus.

Zu Korollar 6.1.9 erhalten wir

Korollar 6.1.10. Seien X1 = (X, || - |]1) und Xo = (X, || - ||2) Banachriume mit

2]l < eflzflo

fiir alle x € X und ein ¢ > 0. Dann sind die Normen || - |1 und || - ||z dquivalent,
d. h. es gibt C >0 mit 5|z|l2 < ||z|y < C|z|2 fir allex € X.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist Xo > x +— 2 € X; stetig. Die Behauptung folgt
also aus Korollar 6.1.9. O

Lemma 6.1.11. Sei X ein Banachraum, sei Y ein normierter Raum und sei
T: X =Y ein Isomorphismus normierter Riume, d. h. T ist linear, bijektiv und
die Operatoren T und T~ sind stetig. Dann ist auch Y ein Banachraum.

Beweis. Sei (yn)nen eine Cauchyfolge in Y. Dann ist aufgrund der Stetigkeit auch
(T~ Yy, )nen eine Cauchyfolge in X. Also gibt es # € X mit Ty, — . Nochmals
aufgrund der Stetigkeit folgt v, — Tz € Y. Somit ist Y ein Banachraum. O

Theorem 6.1.12 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien E, F Banachriume.
Sei A: E — F linear. Dann ist A genau dann stetig, wenn graph A := {(x, Az) |z €
E} C E x F abgeschlossen ist.

Bewets.

»=="“: Sei ((Zn, Yn))nen eine Cauchyfolge in graph A. Es gilt y,, = Ax,,. (Ty )nen ist
ebenfalls eine Cauchyfolge. Da E ein Banachraum ist, gibt es ein x € E mit x,, — x.
Da A stetig ist, folgt y, = Az, — Az. Somit folgt (x,,y,) — (z, Az) € graph A
und graph A ist abgeschlossen.

,<=“ G = graph A = G(A) C E @ F ist ein linearer Teilraum. Da G abge-
schlossen ist, ist G mit der von E @ F' induzierten Norm ein Banachraum. Seien
g ExF — Eund np: Ex F — F die (stetigen) Projektionen auf die erste bzw.
zweite Komponente. Die Einschrinkung ng|g: G — F ist linear und stetig. 7g|¢
ist die Abbildung (z, Az) — z. Daher ist mg|g bijektiv und somit nach Korollar
6.1.9 ein Homdomorphismus. Daher ist A = 7p o (7p|g) ! stetig. O

Theorem 6.1.13 (Satz von Hellinger-Toeplitz). Sei X ein Hilbertraum und
T: X - X

ein linearer Operator. Gelte
(Tz,y) = (x, Ty)
fiir alle x,y € X. Dann ist T stetig.

Derselbe Beweis funktioniert auch, wenn auf der rechten Seite ein Operator
S: X — X steht.

Beweis. Wir weisen nach dass G(T) C X @ X abgeschlossen ist. Dann folgt die
Stetigkeit aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Gelte G(T) 3 (zp,Txy) — (x,y). Zeige, dass (z,y) € G(T) ist. Sei z € X
beliebig. Dann folgt, da das Skalarprodukt stetig ist,

(y,2z) = < lim Tacn,z> = lim (Tx,,z) = lim (z,,Tz) = < lim wn,Tz>
n—o00 n—o0 n—oo n—00

={(z,Tz) = (Tx, z).
Aus (Tx — y, z) = 0 fiir alle z € X folgt mit z =Tz — y dass Ta = y gilt. O

7. SCHWACHE KONVERGENZ UND REFLEXIVITAT
7.1. Schwache Konvergenz.

Definition 7.1.1. Sei E ein normierter Raum. Eine Folge (z,)nen in E konvergiert
schwach gegen x € E, x, — x, falls fir alle ¢ € E*

p(zn) = o()
fiir n — oo gilt.
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Bemerkung 7.1.2.

(i) In topologischen Rdumen sagt man, dass z, gegen z konvergiert, x, — =z,
falls jede Umgebung von z fast alle Elemente x,, enthélt.

(ii) Die stetigen Funktionale f € L(X,K) erzeugen nach Definition 7.1.3 eine Topologie auf X, die schwache
Topologie. Konvergenz z,, —  beziiglich der schwachen Topologie ist dquivalent zu z, — .

(iii) Auf X* kénnen wir ebenfalls cine schwache Topologie einfithren. Dann gilt @n — @ in X*, falls f(¢n) —
f(p) fiir alle f € X** gilt.

(IV) Auf X* gibt es auch die schwach*-Topologie: Es gilt ¢, — ¢ schwach*, falls ¢, (z) — @(z) fiir alle
z € X gilt.

(v) Um Missverstéindnissen vorzubeugen, werden wir die iibliche Konvergenz, d. h.
||z — z|| = 0 fiir n — oo, auch als starke Konvergenz oder Normkonvergenz
bezeichnen.

(vi) Wie bei starker Konvergenz definiert man schwache und schwach* Cauchyfol-
gen sowie schwache und schwach* Folgenkompaktheit.

(vii) In endlichdimensionalen Vektorrdumen sind schwache und starke Konvergenz
dquivalent.
(viii) In I2(N,R) konvergiert e,, — 0, aber e,, /4 0 fiir n — oco.

Definition 7.1.3. Sei FF = {f;: X — Y;: ¢ € I} eine Familie von Abbildungen von X in topologische Rdume
(Y;,Q;). Dann heiit die grobste Topologie auf X, so dass alle Abbildungen f;, ¢ € I, stetig sind, die F-schwache
Topologie auf X.

Beispiel: Die Produkttopologie auf dem kartesischen Produkt X := Hie] X; von topologischen Ridumen
(X;,Q;) ist die grobste Topologie auf X, so dass alle Projektionen 7;: X — X, stetig sind. Mengen der Form
[licr Ai mit A; € O; fiir alle ¢ € I und A; = X; fiir fast alle ¢ € I bilden eine Basis der Topologie von X.
B C PX heifit Basis der Topologie 2, falls sich jedes O € Q als Vereinigung von Elementen von B schreiben lisst.

Lemma 7.1.4. Sei X ein normierter Raum.
(i) Die durch
(o, Jx) = (x, )
fiir alle x € X und alle p € X* definierte Abbildung J: X — X** ist eine
Isometrie. Wir sagen, dass J den Raum X in seinen Bidualraum einbettet.

(ii) Seien xp,x € X. Dann sind x, — = in X und Jx, — Jx schwach* in X**
fiir n — oo dquivalent.

Beweis.
(i) Es gilt

[Tzl = sup (¢, Jz)| = sup [(z,p) = ]|
leli=1 leli=1

nach Korollar 4.1.5.
(ii) Dies folgt direkt nach Definition, da die Konvergenz in

<xn790> = <90a an> - <CL’,QD> = <907 J:L‘>
fiir die Ausdriicke mit oder ohne J &quivalent ist. O

Theorem 7.1.5. Sei X ein normierter Raum.

(i) Der schwache und der schwach* Grenzwert einer Folge sind eindeutig be-
stimmdt.

(it) Starke Konvergenz impliziert schwache und schwach* Konvergenz.
(i1i) Gelte @, — ¢ schwach* in X* fiir n — oo. Dann folgt

[[eo]l < liminf ([, .
n—oo
(iv) Gelte x,, — x in X fiir n — co. Dann folgt
|z]| < lminf ||2,].
n—oo

(v) Schwach konvergente und schwach* konvergente Folgen sind beschrinkt.
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(vi) Gilt x, — x in X und ¢, = ¢ schwach® in X* fiir n — oo oder x, — x und
Yn —  (stark) in X*, so folgt
(Tnsn) = (T, 0)
fiir n — oo.
Bewets.
(i) Fiir die schwach Konvergenz Benutze den Satz von Hahn-Banach fiir die
schwache Konvergenz. Sei x,, — x und x,, — y. Fir alle p € X* gilt

Nach Korollar 4.1.5 (ii) gilt = y.
Fiir die schwach* Konvergenz ist dies klar, da der Grenzwert eine Funktion
p ist, die wegen (z, v,) — (z, ) eindeutig bestimmt ist.
(ii) Klar.
(iii) Sei z € X. Fiir n — oo folgt

(2, )| <[z, on)| < llnll - ll2]],

also
[(z,0)| < liminf [|@y || - [|z]]
n—oo
und damit nach Definition der Operatornorm

llell < liminf [j¢y|].
n— oo

(iv) Analog zu oben erhalten wir |(x, )| < ||¢|| - liminf ||z, ||. Benutze nun wieder
n—oo

Korollar 4.1.5. Wihle also ¢ mit ||¢|| =1 und (x, ¢) = ||z||.

(v) Aus ¢, — ¢ schwach* in X* erhalten wir insbesondere sup |(z, pn)| < o0
neN
punktweise fiir alle z € X. Daher folgt nach Banach-Steinhaus sup ¢, || < co.
neN

Aus z,, — z in X folgt Jx,, — Jx schwach® in X** mit J aus Lemma 7.1.4
nach diesem Lemma. Somit ist Jx, in X** beschrinkt, also auch z,, in X.
(vi) Es gilt
(z,0) = (Tn, on)| < Uz, 0 — )| + (@0 — 7, 0n)]
< [z —en)| + lz =zl - [lonll
—_———— ——

—0 —0 <c
fiir n — oo.
Die zweite Aussage folgt durch eine analoge Argumentation mit ,,vertausch-
ten Rollen“. O

Theorem 7.1.6. Sei X ein separabler normierter Raum. Dann ist B1(0) C X*
schwach* folgenkompakt.

Beweis. Sei (z,,)nen dicht in X. Sei (¢)ren eine Folge in X™* mit ||¢x|| < 1. Dann
sind die Folgen ({z,,¢k))ken fir festes n € N in K beschréinkt. Daher finden wir
mit einem Diagonalfolgenargument eine (nicht umbenannte) Teilfolge, so dass fiir
allen e N

lim (x,,¢r) € K

k— o0
existiert. Setze Y := Span{x,: n € N}. Sei y € Y. Dann existiert der folgende
Grenzwert

ply) = lim (y, o)
—00
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und die damit definierte Funktion ¢: Y — K ist linear. Wegen
le(y)l = lim [(y, on)| < [lyli
—00

ist p auf Y gleichméfig stetig und 148t sich daher nach Theorem 2.2.9, dem Fortset-
zungssatz, eindeutig zu einer stetigen linearen Abbildung ® auf Y = X mit ||®|| < 1
fortsetzen. Wir behaupten, dass ¢,, — ® schwach™ konvergiert.

Sei dazu € X und y € Y. Dann gilt

(@, @ — on)| <Nz — 1y, @ — @n)| + [y, @ — ©n)]
<2/|z =yl + [{y, @ — @)l

Wir haben gesehen, dass der zweite Term fiir n — oo verschwindet. Der erste Term
kann wegen Y = X zuvor beliebig klein gew#hlt werden. Die Behauptung folgt. [

Mit den Methoden aus Theorem 7.1.6 zeigt man auch

Proposition 7.1.7. Sei X ein normierter Raum.

(i) Dann gilt ©, — x in X genau dann, wenn sup ||z,|| < oo ist und es eine
neN

dichte Teilmenge D C X* mit (x,, ) — (x,¢) fir alle ¢ € D gibt.
(i) Fine Folge (zn)nen tn X ist genau dann eine schwache Cauchyfolge, wenn

sup ||@, || < oo ist und es eine dichte Teilmenge D C X* gibt, so dass ({xn, ¢))
neN
fiir alle p € D eine Cauchyfolge ist.

Beweis. Ubung. ]

Lemma 7.1.8. Sei X ein Hilbertraum. Sei (zn)nen eine Folge in X. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) x, — x fir n — oo,

(ii) ||xn|| = ||z|| und z, — x fiir n — oc.

Beweis. Ubung. Betrachte ||z, — /% O
7.2. Reflexivitét.

Definition 7.2.1. Sei X ein Banachraum und J die Isometrie aus Lemma 7.1.4.
Dann heifit X reflexiv, falls J: X — X** surjektiv (und damit eine bijektive Iso-
metrie) ist.

Ein reflexiver Raum ist immer vollstindig, da X** vollsténdig ist.

Lemma 7.2.2. Sei X ein Banachraum.
(i) Ist X reflexiv, so stimmen schwache und schwach* Folgenkonvergenz in X*
tiberein.
(ii) Ist X reflexiv, so ist jeder abgeschlossene Unterraum von X reflexiv.
(iii) Ist T: X — Y ein Isomorphismus, so ist X genau dann reflexiv, wenn Y
reflexiv ist.
(iv) X ist genau dann reflexiv, wenn X* reflexiv ist.

Beweis.
(i) Klar.
(ii) Sei Y C X ein abgeschlossener Unterraum. Sei y” € Y**. Wir definieren 2"
durch

<x/,m//> = <$/|Y7y”>
fiir alle ' € X*. Dann ist 2/ € X**. Definiere z := J)}lac”. Sei 2’ € X* mit
2’ =0 auf Y. Fiir solche 2’ folgt

(, 2"y = (', 2"y = (2']y,y") = 0.
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Y ist abgeschlossen. Nach Korollar 4.1.4 folgt also 2 € Y. Sei ¢y’ € Y* beliebig.
Sei ' € X* eine Fortsetzung von 3y’ wie im Satz von Hahn-Banach. Wir
erhalten wegen z € Y

(x,y’) = <(E,1’l> = <1'/|Yvy//> = <y/ay”>'

Somit ist " = Jyx. Damit ist Jy surjektiv.
(iii) Sei X reflexiv. Wir wollen zeigen, dass Y ebenfalls reflexiv ist: Sei y” € Y**.
Wir definieren z” € X** durch

(' 2"y = (x' o T4, y") fiir alle 2’ € X*.
Fiir ¢ € Y* mit 2’ := 3y’ o T gilt nach Definition von z”
W.y") =y oT,a") = (Jy'a",y' o T) = (TJx'a",y').
Also gilt y” = Jy TJx 2" und damit ist Jy surjektiv, Y also ebenfalls reflexiv.
(iv) ,=“: Sei X reflexiv. Sei " € X*** soist " o Jx € X*. Fiir 2" € X** gilt
<$//7x///> — <J)—(1x//,x/// o JX> — <x//I o JX,:E/I> — <x//, JX* o x/// ° JX).

Somit folgt " = Jx« (2" o Jx). Also ist Jx« surjektiv und somit ist auch X*
reflexiv.

»,<="%: Sei nun X* reflexiv. Aufgrund des ersten Teils ist auch X** reflexiv.
Jx ist eine Isometrie. Somit ist Jx(X) C X** abgeschlossen. Nach (ii) ist
Jx (X) daher reflexiv. Nach (iii) ist also X selbst reflexiv. O

Lemma 7.2.3. Sei X ein Banachraum. Dann ist X separabel, falls X* separabel
15t.

Die Umkehrung ist falsch, da L' separabel ist, L°°, der Dualraum von L' aber
nicht.

Beweis. (Das ist Korollar 4.1.7.)

Sei {pn: n € N} dicht in X*. Wihle eine Folge (2, )nen in X so dass [(xy, @n)| >
Llon|l und [|2,|| = 1. Setze Y := ({z,: n € N}). Sei ¢ € X* mit ¢ = 0 auf Y, so
folgt fiir alle n

lle = @nll = [{@n, & = @n)l = zn, en)l = 5llenll = 3ol = llen — ¢l

also
< 1 —_ =
el f3rllr€1gll<p enl =0,

da {®,: n € N} dicht in X* liegt. Nach Korollar 4.1.4 erhalten wir Y = X. Da Y
nach Konstruktion separabel ist, ist auch X separabel. O

Theorem 7.2.4. Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist B1(0) C X schwach
folgenkompakt.

Beweis. Sei (xn)nen eine Folge in By(0) C X. Definiere Y := Span {z,: n € N}.
Dann ist Y nach Lemma 7.2.2 selbst reflexiv. Y ist nach Definition separabel. Somit
ist auch das Bild Y** = JyY separabel. Nach Lemma 7.2.3 ist daher auch Y*
separabel. Somit ist nach Theorem 7.1.6 die abgeschlossene Einheitskugel By (0) C
Y** schwach* folgenkompakt. Wir wenden dies auf die Folge (Jy zp,)nen in Y** an,
deren Folgeglieder in B;(0) C Y** enthalten sind. Es gibt also ein 3" € Y** und
eine nicht umbenannte Teilfolge, so dass

<y/a JYxn> — <y/a y”>
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fiir alle y' € Y* fiir n — oo konvergiert. Definiere x := Jy, 'y € Y. Es folgt fiir alle

y €Y*und n — o

(n,y) =, Jyxn) = (¥, ") = (2,9).

Sei 2’ € X*. Dann gilt 2|y € Y*. Auf Elemente in Y C X angewandt stimmen 2’
und 2’|y iiberein. Wir erhalten also

(Tp, 2"y = (0,2 |y) = (x,2'|y) = (x,2") fiir n — oco.
Wir erhalten x,, — x fiir n — co. O

Theorem 7.2.5. Sei X ein normierter Raum und M C X konvex und abgeschlos-
sen. Dann ist M schwach folgenabgeschlossen, d.h. sind z, € M, n € N, x € X
und gilt x,, — x fiir n — oo, so folgt x € M.

Beweis. Folgt direkt aus dem Trennungssatz, Theorem 4.1.9, durch einen Wider-

spruchsbeweis. O

Lemma 7.2.6 (Lemma von Mazur). Gelte z,, — x in einem normierten Raum.
Dann liegt x im Abschluss der konvexen Hiille von {x,: n € N}.

Beweis. Der Abschluss der konvexen Hiille ist konvex. Also folgt die Behauptung
aus Theorem 7.2.5. (]

Vergleiche das folgende Resultat mit Theorem 5.2.2 fiir den Hilbertraum.

Theorem 7.2.7. Sei X ein reflexiver Banachraum, M C X nichtleer, konver und
abgeschlossen. Dann gibt es zu xg € X ein x € M mit

|z — x| = dist(zq, M).

Beweis. Sei (xp)neny mit x, € M fiir alle n € N eine Minimalfolge, gelte also
|xn — zo|| — dist(xg, M) fiir n — co. Dann ist die Folge (2, )nen beschrankt. Somit
gibt es nach Theorem 7.2.4 eine schwach konvergente Teilfolge x,, — « fiir ein
x € X. Nach Theorem 7.2.5 erhalten wir € M. Aus der schwachen Konvergenz
erhalten wir auch z,, — xry — * — xg. Da die Norm unter schwacher Konvergenz
nach Theorem 7.1.5 unterhalbstetig ist, folgt die mittlere Ungleichung in

dist(xo, M) < ||z — zo|| < liminf ||x, — o] = dist(zq, M).
n—oo

Die erste Ungleichung gilt nach Definition des Abstandes und die letzte, da x,, als
Minimalfolge gewéhlt war. Die Behauptung folgt. O

8. SOBOLEVRAUME

8.1. Definition und grundlegende Eigenschaften.
Bemerkung 8.1.1. Sei @ C R” offen. ¢ € C°(£2) heifit Testfunktion. Sei u €

C1(Q). Dann gilt
/WPi = —/Ui@,

Q Q
da ¢ = 0 auf 9. Sei u € C*(Q). Dann gilt

/uDagpz (—1)'“‘/Do‘u<p

Q Q
fiir alle Multiindices |a| < k.
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Definition 8.1.2 (Schwache Ableitung). Sei nun u € L _(Q), @ C R™ offen.
v € L _heilt a-te schwache Ableitung von u, falls

loc
/uD“¢:(*D“ﬂ/vw

Q Q

fiir alle Testfunktionen ¢ gilt. Wir schreiben D%u = v.

Lemma 8.1.3 (Eindeutigkeit der schwachen Ableitung).
Seien v, © € L}, (Q) schwache Ableitungen von v € L} (). Dann gilt v = v.

loc loc

Lemma 8.1.4 (Du Bois-Reymond). Sei f € L1 (), Q C R™ offen. Gilt

loc

Jf¢=0

fiir alle Testfunktionen ¢, so gilt f =0 fast iberall, f =0 in L} ().
Beweis. Es geniigt, f € L'(Q) zu betrachten, Q C R" offen und beschriinkt. Defi-

niere
f(z)
g(z) = 7@’ f(x) #0,
0, flx)=0.
Es gelten |g| < 1 und f-g = |f]. Da g € L*(Q) ist, folgt auch g € L*(Q).
Somit existiert eine Folge 1. € C2°(£2), so dass n. — g in L?(Q) konvergiert. Nach
Theorem 3.2.3, konvergiert nun eine (nicht umbenannte) Teilfolge der 7. dann fast

iiberall gegen g. Wir diirfen annehmen, dass die Folge 7. durch Glittung entstanden
ist. Somit gilt

mell Lo < [lgllze < 1.

Aufgrund des Satzes iiber dominerende Konvergenz folgt nun

0=Q/f~ns—>ﬂ/f-g=ﬂ/f|-

Wir schlieBen also, dass fast iiberall f = 0 gilt und erhalten f =0 in L' (). O

Beweis von Lemma 8.1.3. Es gilt

[upte =0 [up= 1) [ 5

Q Q Q

fiir alle Testfunktionen ¢. Wir erhalten also
/@—@¢=0
Q

und somit aufgrund des Lemma von Du Bois-Reymond auch v = ¢ in L (). O

Beispiel 8.1.5. Sei = (0,2) C R,

<1
u(a:):{x’ O0<z<1,

1, 1<z<?2,

1, O0<z<1,
v(z) =

0, 1<x<?2,

Dann ist v die schwache Ableitung von wu.
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Beweis. Sei ¢ eine Testfunktion
2

1 2 1
/USD/ = /;U(p/ + /(p/ = */(,0 + $§0|z:1 - x@‘z:O + 90(2) - 90(1)
0 1 0

0
1 2
:—/90:—/1)90. (]
0 0

Beispiel 8.1.6. Sei Q = (0,2) C R,

z, O0<z<1,
u(r) =
2, l<ax<2

Dann besitzt u keine Ableitung im schwachen Sinne.

1

ive Wire eine schwache Ableitung. Dann folgt fiir alle

Beweis. Nehme an, v € L
Testfunktionen ¢
2 2 1 2
—/w=/w’:/w'+2/sﬂ’
0 0 0 1
1

1
- / o+ plamt — wploc + 20(2) — 2p(1) = — / o~ o(L).
0 0

Sei @, eine Folge von Testfunktionen mit 0 < ¢, <1, v, (1) = 1, @ (x) — 0 fiir
x # 1. Dann gilt fir m — oo

2 1
_IU(Pm _f@m_‘pm(l)
0 0
0 0—-1=-1.
Daher kann es keine solche Funktion v geben. U

Definition 8.1.7.
(i) Seien k € N, 1 < p < 0o, Q C R" offen. Wir definieren

WhP(Q) := {u € Li,.(Q) : D*u € LP(Q) im schwachen Sinn fiir alle || < k} .

(ii) Die Raume H*(Q) := Wk2(Q) und H°(Q2) = L?(Q) sind, wie wir spéter sehen
werden, Hilbertriaume.

(iii) Fiir u, v € WFP(Q) schreiben wir u = v, falls u = v in LL (), d.h., falls
u = v fast iiberall gilt.

(iv) Wir definieren die folgende Norm

OO7 u g Wk’p(Q)7
1/p
0D = E ‘Dau|P ’ 1§p<oo,
lullwsn ) (m /
> sup|Dl, p = oc.
lal<k 2

Hier benutzen wir das wesentliche Supremum. Mit dieser Norm wird der Raum
WHP(Q) zu einem Banachraum. Dies beweisen wir spiiter.
(v) u e WrP(Q), falls u € WHP(Q) fiir alle ' €  gilt.
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(vi) Wir schreiben u,, — u in W*?(Q), falls
[wm — ullwre@) — 0
und w,,, — u in W,"P(Q), falls
lwm — ullwer@y — 0

fiir alle Q' € Q.

(vii) Wir definieren

k,p (o)
wire) =cF@”

Wir bemerken, dass es somit zu jedem u € W§?(Q) Funktionen u,, € C2°(Q)
mit u,, — u in W*P(Q) gibt. Unter geeigneten Voraussetzungen gilt fiir u €
Wéc’p(Q) auch D% = 0 auf 99 fiir alle || < k — 1. Diese Aussage ist nicht
trivial, da 02 eine Nullmenge ist.

(viil) HE(Q) = W52 (Q).

Beispiel 8.1.8. Sei ) = B;(0) C R™,
u(z) = |z|”* furz #0.
Fiir welche Werte von o > 0, n und p gilt u € WHP(Q)?
Fiir = # 0 gilt
—Qx;
ui(z) = Wy
o]

|x|a+1 :

|Du(a)| =

Sei p € C(€2) eine Testfunktion und € > 0. Es folgt

T
uPp; = — / uip + / U@'(—m)~

Q\B:(0) Q\B:(0) 9B:(0)
Wir erhalten
Lq —« n—1l—a«a
/ u<p-<—|x|) < el - / e*<c-¢ — 0
B:(0) 8B (0)

fir e \( 0, falls n — 1 — a > 0 gilt.
Es gelten die folgenden Integralabschétzungen

1
/ |Du| < c-/r_o‘_1+"_1dr <cg,

B1(0) 0

falls —a—1+n > 0 und
1
/ ugc-/rfo“r"*ldrgc,
0

B1(0)

falls —a+n > 0 ist. Die entsprechenden Integrale werden klein, wenn wir nur iiber
eine Umgebung des Ursprungs integrieren. Somit erhalten wir fiir € N\, 0

/U%‘:—/UW

Q Q

fiir alle Testfunktionen ¢. u;(0) ist frei wihlbar. Aufgrund der Eindeutigkeit der
Ableitung ist die schwache Ableitung aulerhalb des Ursprungs gleich der klassischen
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Ableitung. Die obigen Rechnungen zeigen, dass u in ganz §2 schwach differenzierbar

ist.
Wann sind v und Du € LP? Es gilt

/|u|p:c / el c o0 = —ap+n >0

B1(0)
und
/ |Dul? = ¢- / —op—pin—l o 5o = —ap—p+n > 0.
B1(0)
Die letzte Bedingung ist am einschrinkendsten. Somit gilt

ue whr(Q) n-p

und fiir p > n ist u(x) in keinem W1?(Q)-Raum.

Bemerkung 8.1.9. Sei y;. eine dichte Folge in B;(0). Dann ist
oo 1 .
u(e) = Y grle—ysl ™ € WHP(B1(0)),
k=1

n—

falls @ < “=2. (Um einfach nachzuweisen, dass nicht nur die endlichen Summen
in Wl’p(Bl(O)) sind, benutzt man am besten die Vollstéindigkeit von WP (B;(0)),
die wir in Theorem 8.1.11 zeigen werden.) Es ist also moglich, dass eine Funktion
u € WHP auf einer dichten Teilmenge unbeschréinkt wird (selbst wenn man u auf
einer Nullmenge abéndert).

Theorem 8.1.10 (Eigenschaften schwacher Ableitungen). Seien u, v € WFP(Q).
Dann gelten
(i) D% € Wk=1elp(Q) und DP (D*u) = D* (DPu) = D**Pu fir |a| + |B| < k.
(ii) A, p € R = Au+ pv € WFP(Q) und D*(Au + pv) = AD%u + pDv.
(iii) Ist Q' C Q offen, so folgt u € WkP(Q).
(iv) Ist ¢ € C(Q), so folgt (u € WFP(Q) und es gilt die Leibnizregel

D (Cu) =Y (g) DD Py,

B<a

(3) = -

ist und o! == aq! ..yl

wobei

Beweis.
(i) Sei ¢ € C°(Q). Dann ist auch D%y € C°(£). Somit gilt

/ DuDPp = (—1)l / uD Py

Q

- (_1)Ia| (_1)\a+6| /Da+ﬁu¢

1)|,3| /D“"'ﬁu(p.

Somit gilt D? (D%u) = DAy im schwachen Sinne.
(ii) Ist klar.
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(iii) Ist klar.
(iv) Seien |a| =1 und ¢ € C°(Q2). Dann gilt

[eunro= [upice) - [upoc)e

Q Q Q
= f/D“qu*/U(D“C)sD
Q Q
= —/(CD“u—i—uDaC)@.

Q
Somit gilt nun
D% (¢u) = ¢(D“u + uD“C.
Der Rest folgt nun per Induktion wie fiir klassisch differenzierbare Funktionen.

O

Theorem 8.1.11. Sei Q C R™ offen. Dann ist W*P(Q) firk € N und 1 < p < oo
ein Banachraum.

Bemerkung 8.1.12. Dies ist fiir K = 0 bekannt. Dann gilt nimlich W%?(Q) =
LP(9).

Beweis von Theorem 8.1.11.

(i) Wir wollen zunéchst zeigen, dass || - [[y».»(q) eine Norm ist: Es ist nur die
Dreiecksungleichung im Falle p < 0o nachzuweisen. Seien also u, v € WP (Q).
Dann gilt

1/p
fut vlwrs = [ 32 1D+ D™|L,
la|<k
1/p

< X UD%ullze + [ D))" |
lal<k

da die Dreiecksungleichung in L? gilt,

1/p 1/p
< | DD, )+ Do IDM )
lal<k lal<k
da (RY, || - [|;») ein Banachraum ist.

= |lullwer ) + Vlwee @)

(ii) Zur Vollsténdigkeit: Sei u,, eine Cauchyfolge in W*?(Q). Dann ist auch D%u,y,
eine Cauchyfolge in L?(Q) fiir alle |a| < k. Somit existiert fiir alle v mit |o| < k
ein Grenzwert,

«
DUy — ug,

Uy, —> U
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Es fehlt nun noch der Nachweis, dass die Grenzwertbildung mit dem Ableiten
vertauscht, also dass u, = D%u gilt. Fiir alle ¢ € C2°(Q) gilt

fumDo‘(pi (_1)|a\ fDO‘ung
Q Q
Q Q

Die Konvergenz folgt hier, da ¢ in jedem L9-Raum ist. Somit ist D%u = u,,
und es gilt u,, — u € W*P(Q). O

8.2. Approximierbarkeit. In glatten beschrinkten Gebieten lassen sich W*P-
Funktionen durch glatte Funktionen in der W*»-Norm approximieren.

Theorem 8.2.1 (Lokale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen).
Seiu € WkP(Q), Q C R™ offen und 1 < p < cc. Sein eine Friedrichsche Glittungs-
funktion, n. die zugehdrige Diracfolge. Sei

Q. = {z € Q: dist(z,00) > e}.

Dann st
ut =ne xu € C(£)
und es gilt
u® —wuin Wicp(ﬁ)
fire — 0.

Beweis. Die Regularititsaussage ist bekannt. Sei also |a| < k. Wir behaupten, dass
D*u® =n. x D%u in Q.

gilt, dass also Gliatten und schwaches Ableiten kommutieren. Fiir x € Q. gilt

D%uf(z) = D" / Ne( — y)u(y)dy = /Di“na(w —y)u(y)dy
Q

Q
—(-0)! [ Dgneta = wyuty)y = [ neta =)D uv)dy,

Q Q

da y — ne(z —y) fiir festes x € . eine Testfunktion ist. Somit folgt
Dot (2) = (e * D*u) (1)
Sei nun Q' € Q. Da die Mollifizierungen in LP konvergieren, erhalten wir
D%uf — D%u in LP(Q)).
Also konvergiert jeder Bestandteil der Norm und es gilt auch
u® — uin WhP(Q). O

Bemerkung 8.2.2. Dies funktioniert im Falle p = co nicht, da sich L*°-Funktionen
i. a. aufgrund ihrer Sprungstellen nicht durch glatte Funktionen in L* approximie-
ren lassen.

Theorem 8.2.3 (Globale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen). Sei Q C
R"™ offen und beschrinkt, u € WFP(Q) fir 1 < p < co. Dann gibt es u,, € C=(Q)N
WEP(Q), so dass u, — u in WEP(Q).
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Proof.
Zerlege mit Hilfe von Abschneidefunktionen u in Anteile auf ,,Zwiebelschalen®.

Betrachte also un; statt u, wobei (7;) eine Zerlegung der Eins ist, wobei die Triiger
dieser Funktionen jeweils in einer festen Anzahl benachbarter Zwiebelschalen ent-
halten sind. Solche Zerlegung kénnen wir so wéhlen: Definiere

1 . )
Uy={reQ: 5 270 < dist(z,00) < 2275},

wobei § := diam(Q2). Wihle {n;};en die zugehorige Teiling der Eins. Weiter sei
¢; > 0 (werden spéter bestimmt) und € > 0. Nach Theorem 8.2.1 gibt es u; . €
COO(UZ'_H) mit

lu = wiellwer (v, < cie.
)

Ue = E iU e

1€N

Definiere

Also gilt
U — U = an(f - fi,s)'
1€N
Sie achten darauf, dass auf jede Q' CC Q nur endlich 7; nicht verschwindet sind.
Damit gilt

DY(u —ue) = Z D% (niuge).
1€N
Mit Hilfe der Leibnizregel, Theorem 8.1.10 (iv), erhalten wir
D¥(niuie) = Y (a) D D (u = w,),
Bla B

Nun konnen schitzen wir ab und erhalten

D% — D%ucl|Lpq) < CZ [7ill ox (1 — wellwep )

IN

052 [miller ) < Ce,

falls wir am Anfang ¢; etwa mit ¢; < 27(||nil|cr (o) +1) " wihlen.
(|

Bemerkung 8.2.4. Wir benétigen keine Randregularitit von € und bekommen

dafiir nur w,, € C*(2) und nicht u,, € C> (Q).

Theorem 8.2.5 (Globale Approximierbarkeit in C'*° (ﬁ)) Sei  C R™ offen und
beschrinkt, 0Q € Ct. Seien u € WFP(Q) und 1 < p < oo. Dann gibt es u,, €
C> (Q) NWkP(Q), so dass

Uy — u in WHP(Q).

Beweis.

(i) Sei zg € 9Q. Da 99 von der Klasse C! ist, existiert (nach Umbenennen der
Koordinatenachsen) eine Funktion v : R"~1 — R von der Klasse C!, so dass

an B’I‘(:I;O) = {.’17 S Br(l’o) x> 7(1'17 o xn—l)}
gilt. Definiere V := QN Br/2(l’0)-
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(ii) Definiere fir z € V und € > 0 den Punkt z° := z + Aee,,. Da 9Q von der
Klasse C! ist, existiert ein A = A\(|D7|) > 1, so dass B.(2f) C QN B,(0)
fir x € V gilt, falls € > 0 klein genug ist. Definiere u.(z) := u(x®) fiir alle
mit z¢ € Q, die um Ae in Richtung e,, verschobene Funktion. Mollifiziere und
definiere v¢ := 1. % u.. Dies ist fiir A > 1 in der Menge V wohldefiniert. Wir

erhalten insbesondere v¢ € C'* (V)
(iii) Sei || < k. Wir erhalten

1D = D%l Lo vy < [|D0° = D% || o vy + [[D%ue — Dul| Lo (v-

Wie in Theorem 8.2.1 sehen wir, dass D*v® — D%u. — 0 in LP gilt. Weiterhin
gilt D%u. — D% — 0 in LP, da Translationen in L? stetig sind. Hieraus folgt
dann v¢ — u in WEP(V).

Wir wollen noch genauer begriinden, warum Translationen in L? fiir 1 <
p < oo stetige Abbildungen sind. Seien also 6 > 0 und v € LP vorgegeben. Wir
wollen nachweisen, dass u(-) —u(-—h) — 0 fur |h| — 0in LP gilt. Approximiere
dazu zunéchst die Funktion u bis auf §/3 in L? durch eine glatte Funktion. Das
Ergebnis, 4, hat einen beschréinkten Gradienten, wobei die Schranke von der
Approximation abhéngt. Dies funktioniert so nur auf beschrinkten Gebieten.
Auf unbeschrinkten Gebieten sind aber die Beitrige zum LP-Integral aufler-
halb einer grofien Kugel ohnehin klein und kénnen direkt abgeschétzt werden.
Da Translationen fiir Funktionen mit beschrinktem Gradienten in LP stetig
sind, erhalten wir @(-) — a(- — h) — 0 fiir |h| — 0 in LP. Wir wihlen nun |h| so
klein, dass auch diese Differenz durch §/3 beschrinkt ist. Wir erhalten somit

Ju(-) = u(- = B)|ze <lu() —a()l|ee +[[al) — a(- — h)| Lo
+a(- —h) —u(- = AL
<5/3+0/3+6/3=0.

(iv) Sei nun § > 0. Da 2 beschrénkt ist, existieren endlich viele Punkte ¥ € 99
und Radien r; > 0, so dass V; = QN B,,/»(2Y) wie in (i) ist und 9Q C

U B, /2(x)) gilt. Wie oben gezeigt, gibt es also v; € C* (V;) mit [jv; —

=1

N
ullwrr(y,) < 6. Wihle noch Vo € Q, so dass Q C |J V; gilt. Nach Theorem

i=0

8.2.1 gibt es vy € C* (Vo) mit [[vg — ulyyrn vz < 6.
(v) Sei nun (; eine den Mengen V; untergeordnete glatte Zerlegung der Eins.
Definiere v := Y (v;. Es gilt v € C™ (ﬁ) Sei |a| < k. Wir erhalten die

i=0
Abschétzung

N

N
Z szz Z D* (Czu)
1=0

[D%0 — D%ul| (o) =

L ()

Mz

Cz'Uz OL(Ciu)”Lp(Vi)

SC'Z lvi — ullwery,
i—0
c- (N +1)4,

wobei wir im vorletzten Schritt benutzt haben, dass die Ableitungen der Funk-
tionen (; gleichméfig beschrinkt sind. Die Behauptung folgt. O
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Bemerkung 8.2.6. Sei Q C R" offen. Fiir 1 < p < oo ist (WP N C*)(Q) dicht
in WLP(Q) (Satz 8.2.3). Dagegen ist i.a. C2°(£2) nicht dicht in WP (Q).

Wir wiederholen die Definitionen von Wéc P(Q) und HE(Q) (Definition 8.1.7).

Definition 8.2.7.

(i) Wir definieren

whr Q)=o)

Wir bemerken, dass es somit zu jedem u € Wg P(Q2) Funktionen u,, € C(Q)
mit u,, — u in WEP(Q) gibt.
(i) HE(2) = Wo*(2).

WP () is separabel fiir 1 < p < co und reflexiv fiir 1 < p < oo.

8.3. Fortsetzbarkeitssétze.

In glatten beschrinkten Gebieten lassen sich W#P(Q)-Funktionen nach R™ als
WkP (R™)-Funktionen mit kompaktem Triger fortsetzen, so dass deren Norm durch
die urspriingliche Norm abgeschétzt bleibt.

Theorem 8.3.1 (Fortsetzungssatz). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0Q € C*.
Sei V. C R™ offen und beschrinkt, @ € V. Dann gibt es eine beschrdnkte lineare
Abbildung
E:Wh(Q) - WP (R"), 1<p< oo,

so dass fiir u € WP (Q) folgendes gilt

o Eu = u fast iberall in Q,

e supp(Eu) C V,

o [[Eullwir@n) < c(p, V) - lullwir)-
Die Funktion Eu heiffit Fortsetzung von u auf R™.

Beweis.
(i) Sei zp € 0. Nehme zunéchst an, dass lokal 9 C {z™ = 0} gilt. Dann gibt
es r > 0, so dass ohne Einschrankung

Bt =B, (zo) N {z" >0} C Q,
B™ :=B(zo)N{z" <0} CR"\ Q.

(ii) Nehme zunichst an, dass u € C™ (ﬁ) gilt. Definiere eine Spiegelung von
hoherer Ordnung durch

(z) = {u(m), x € BT,

u(z) ==
—3u (ml, o an —x”) + 4u (gcl, st —%x") , x € B.
(iii) Wir behaupten zunéchst, dass u € C1(B,(z0)) ist. Definiere dazu u™ = u|g-
und ut := u|g+. Fiir die Normalableitungen erhalten wir
ou~ ou , 4 1 ou , 4 1 1
Er :3333" (:r I ,—x”) —2% (x U 7—§x").

Somit gilt auf {z™ = 0} N B,.(x¢) fiir die Normalenableitungen u. = u}.. Auf
der Menge {z" = 0} N B,.(zo) stimmen die Funktionswerte von u™ und u~
und damit auch die Tangentialableitungen iiberein. Somit ist @ € C'!(B,.(xo)).
(iv) Es gilt

@l wir (B, (z0)) < € [Jullwipsy,s
da in der Definition der Spiegelung hoherer Ordnung nie weiter als bisher von
{z™ = 0} entfernt ausgewertet wird. Da die Spiegelung eine Linearkombinati-
on von W1P-Funktionen ist und da das neue Argument die Norm hochstens
um eine Konstante vergrofiert, folgt die Behauptung.
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(v) Ist der Rand nicht eben/flach, so biegt man den Rand zunéchst flach, setzt
dann fort und transformiert anschliefend zuriick.

(vi) Da sich der Rand nicht mit einer solchen Umgebung iiberdecken 14t, zerlegt
man die Funktion zunéchst mit einer geeigneten Zerlegung der Eins und baut
das Resultat anschliefend wieder zusammen.

(vii) Durch Multiplikation mit einer Abschneidefunktion, die Null wird bevor man
Stellen erreicht, an denen u nicht mehr von der Klasse C ist, stellt man sicher,
dass der Trager der fortgesetzten Funktion nicht zu grofl wird.

(viii) Wir erhalten also die Abschétzung

@l wir@ny < c-llullwir@),

falls u € O (ﬁ) ist. Die Details zu den letzten Schritten sind eine Ubung.

(ix) Seien nun 1 < p < oo und u € WHP(Q). Wir approximieren u durch Funk-
tionen u,, € C* (@) in WP(2). Nach Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir
Uy, — u fast iiberall in  annehmen. Damit folgt spiater Fu = u in €. Die
Abbildung v — Fv := 7 ist ein linearer Operator. Die Stetigkeit folgt dabei
aus der obigen Abschéitzung fiir glatte Funktionen. Diese Abschétzung liefert
aber auch

||Eum — EulHWl,p(Rn) <c-: ||um - ulel,p(Q).

Daher ist Eu,, eine Cauchyfolge in WP (R™). Wir definieren nun 7 = Eu als
den Grenzwert dieser Folge. Eu ist von der Wahl der approximierenden Folge
unabhéngig und die gesuchte Fortsetzung.

(x) Der Fall p = oo ist ebenfalls eine Ubung. O

Bemerkung 8.3.2. Fiir 9Q € C? funktioniert die obige Konstruktion auch noch
fiir W2P(Q)-Funktionen. Dabei bleibt eine C2-Funktion jedoch nicht in dieser Klas-
se.

Mit Hilfe von Spiegelungen héherer Ordnung kann man analog aber auch Fort-
setzungsoperatoren fiir die Réume W¥? konstruieren. Dies bleibt als Ubung.

8.4. Spuren von Sobolevfunktionen. Wir wollen Randwerte von W!-»-Funktio-
nen definieren. Diese Funktionen sind i. a. nicht stetig und 0f2 ist eine Nullmenge.

Sei Q beschrinkt. Ist v € W1P(Q) mit 92 € C', 1 < p < oo, so besitzt u
Randwerte als LP-Funktion.

Theorem 8.4.1. Sei Q C R"™ offen und beschrinkt, 0Q € C' und 1 < p < oo.
Dann gibt es einen beschrinkten linearen Operator

T:WhP(Q) — LP(09),
so dass Tu = ulaq, falls u € WHP(Q)NCY (Q) ist und
[Tull e 00) < c(p, Q) - [ullwrre)
fiir w € WHP(Q) gilt.

Beweis.

(i) Nehme zuniichst an, dass u € C* (ﬁ) ist, dass 02 in der Né&he eines Rand-
punktes xo € 9N flach ist, lokal also 9Q C {z™ = 0} gilt. Wihle nun » > 0
so, dass B, (z0) N Q = B,(x0) N {z" > 0} gilt. Definiere B := B, /() und
B = B,(z). Setze weiterhin I := dQ N {z" =0} N B und (!, ..., 2" 1) =
# € R~ = {z" = 0}, wobei das letzte Gleichheitszeichen die Identifikation
der beiden Mengen andeutet.
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Sei ¢ € C°(B), ¢ > 0und ¢ =1 in B. Setze BT := BN Q. Wir erhalten
die Abschitzung

/|u\pd§c < / ¢ - |ulPdi
r {z"=0}

—/(C|u\p)xn dx (Hauptsatz)

B+

/ DC] - Jul? + plulP~ | Dul¢
B+

IN

(fiir p = 1 erhilt man dieselbe obere Aschéitzung mit +Cu punktweise und
integriert dann in &)

<c- / |ul? + | Dul? (Young, pp%l + % = 1) .
B+

(ii) Fiir ein allgemeines C*-Gebiet (2, eine kleine Umgebung I von x¢ € 92 in 99
erhéilt man durch Aufbiegen ebenfalls

[ <e: [ap+1pup.
r Q

(iii) Uberdecke nun 99 mit solchen Randstiicken T', zerlege mit Hilfe einer Zerle-
gung der Eins und erhalte

llull r a0y < ¢ lullwrr@),
falls u € C* (Q) ist. Definiere Tu := ulsg fiir u € C* (). Es folgt
ITul e 00) < c-llullwir@),

falls u € C* (Q) ist. Wir bemerken, dass T ein linearer Operator ist.
(iv) Sei nun u € W1P(Q) beliebig. Sei u,, € C*® (ﬁ) eine approximierende Folge,
also u,, — u in W1P(Q). Wir erhalten

1T U, — Twr|| L 90) < € [[Um — willwre(q)-
Daher ist T'u,, eine Cauchyfolge in LP(92). Wir definieren also
Tu:= lim Tu,, in LP(0Q).

m—o0
Diese Definition ist unabhéngig von der approximierenden Folge ..

(v) Sei schlieBlich u € W'?(Q) N C° (€2). Die in Theorem 8.2.5 konstruierte Fol-
ge ist so definiert, dass sie in diesem Falle auf ganz Q gleichmiBig gegen u
konvergiert. Daher folgt hier Tu = u|spq. Da der Grenzwert aber von der
approximierenden Folge unabhéngig ist, gilt dies auch, wenn man andere ap-
proximierende Folgen verwendet. O

Theorem 8.4.2. Sei Q C R" offen und beschrinkt, 90 € C* und 1 < p < oo. Sei
u € WHP(Q). Dann gilt

ueWyP(Q) <= Tu=0 auf Q.

Beweis.

»==": Sei zuniichst u € W,'?(Q). Dann gibt es nach Definition der W, ”(2)-Funktionen
eine Folge von Funktionen u,, € C°(Q), so dass u,, — u in WP(Q). Fiir alle Folgenglie-
der gilt Tum = 0 auf Q. Da T : WHP(Q) — LP(0R) ein stetiger linearer Operator ist,
folgt auch Tu = 0 auf 092.
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»<=": Sei nun u € WH?(Q) und gelte Tu = 0 auf Q. Wir benutzen eine Zerlegung der
Eins und biegen den Rand 092 lokal auf. Daher diirfen wir annehmen, dassu € W'? (R%}) =
WhP({z" > 0}), suppu € R? und Tu = 0 auf OR} = R" " gelten. Wir wollen nachweisen,
dass sich w in WP (R7) durch CS° (R} )-Funktionen approximieren 1aBt. Es gilt Tu = 0
auf R" 1. Daher gibt es u,, € C* (@), so dass

Um —u in WP (RY),
Tt = tUm|gn—1 —0 in L (R"1).
Sei nun # € R"! und 2™ > 0. Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integral-

rechnung erhalten wir

n

o (&, &™) < [t (&, 0)| +/ (o (&, )| .
(0]

Wir betrachten die p-te Potenz dieser Ungleichung und schétzen mit Hilfe der Hélderschen

Ungleichung mit den Exponenten p und £7 ab

/ [um (&, 2™)|Pdz < c(p) - / [tm (%, 0)|PdE
Rn—1 Rn—1

s P

+c(p)~/ /1~|Du(i,t)|dt di

Rn—1 0
<e)e [ lunla,0)ds
Rn—1

zn

+C(p)~(w”)p‘1-/ / | Dt (2, 1)|Pdit d.

.
Fiir m — 0o gilt um — 0 in L? (OR7}) und um, — w in WP (R). Daher folgt

t

/ (@, |7 di < c(p)t?~ / / |\ Du(z, 7)|Pdi dr.

R 0 gn—1
Wir integrieren dies beziiglich ¢ und erhalten
z"™ z"™ t
(8.1) / / lu(,t)|P dz dt < c(p) /t?*l/ / |Du(z, 7)|Pdé dr dt.
0 gn—1 0 0 pr—1

Definiere nun die approximierenden Funktionen mit Randwerten Null. Sei ¢ € C*(R4)
mit 0 < ¢ <1 und

¢=1 in[0,1],
(=0 inRy\[0,2].

Definiere fiir x € R} Funktionen

Cm(z) := ((ma")

und
Wi () == w(z)(1 — ().
Es folgt
Win,zn = Ugn (1 — Cm) — maul’
und

Djwm = D@u(l — Cm)
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Zeige nun, dass w, — u in WP (R}) konvergiert. Es gilt w,, — u in LP aufgrund der
Stetigkeit des Integrals beziiglich des Integrationsgebietes. Wir schétzen wie folgt ab

2/m
/|Dwmeu|”<c /\cmmDu\P e(p, <) //|u|”—A+B
Rnl

Wir benutzen nochmals die Stetigkeit beziiglich des Integrationsgebietes (oder den Satz
von der dominierenden Konvergenz mit entsprechend “abgeschnittenen” Funktionen) und
erhalten A — 0 fiir m — oco. Das zweite Integral schitzen wir mit Hilfe von (8.1) ab

2/m t
B§c~mp/tp_1/ / |Du(z, 7)|Pdzdrdt
0 0 gn—1
2/m 2/m

<c-m” /tp_ldt . / / | Du(z,t)|" didt
X Rn—1

0
2/m

gc-/ /|Du(2,t)|pdﬁdt

0 Rn-—1
—0

fiir m — oo. Wir erhalten also wm, — w in WP (R%). Andererseits gilt w,, = 0 fiir
0 < z" < 1/m. Daher erhilt man durch Mollifizierung der wy, eine Folge un,, € C° (R%)
mit w, — u in WHP (R%) und es gilt (wie behauptet) u € W, P (R%). O

9. ANWENDUNGEN

9.1. Die Direkte Methode.

Zunéchst brauchen wir die Poincaré-Ungleichung

Lemma 9.1.1 (Poincaré Ungleichung). Sei Q C R™ offen und beschrdinkt. Es gibt
eine Konstante co = () mit

/ luf? < co/ Vul?, Vue HL(Q).

Proof. Mit Approximationsargument brauchen wir die Ungleichung nur fiir u €
C2°(2) zu zeigen. OBdA nehmen wir an, dass 2 C [a,b] x R*!. Da u € C2°(Q)

ist, setzen wir u trivialerweise auf ganzem R™ fort. Fir x = (:El,acg, e xp) € Q
setze x, = (a,Z2, -+ ,x,). Nach dem Hauptsatz gilt
2
WP = o) ate) = | [ Onutsane )

IN

<b—a>/ Oy, s 20)?

b
< (b—a)/ (Vu(s, 2, , 2,2

Integriere erste iiber 27 und dann iiber die Reste

u@)* < (b-a)* [ [Vul’.
J J
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Die Konstante ¢y kann man ¢g = d = diam (€2) wéhlen, da in den Beweis kann
mann b — a = diam + ¢ fiir jede € > 0 wahlen.

Die Poincaré-Ungleichung gilt auch fiir LP, d.h., [JullLr@ < (@, Q)||Vull Ly ),
Yu € WyP(Q).

Korollar 9.1.2. Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Der Raum HZ () = Wi2(Q)
mit der Norm

Julngcon = (V)
ist dquivalent zu (Hg(Q), | - [lwr2(@))-
Proof. Nach Lemma 9.1.1 gilt
lull o) < lullwrz@) < Cllulluy),  Yu € Hy(Q),
womit folgt, dass [|u|[ s (o) eine Norm ist, die zu || - [[w1.2(q) dquivalent ist. O

Fiir den Raum H}(Q2) benutzt man normalerweise die Norm lull 71 ()~ Das zu-
gehorige Skalarprodukt ist

(u, v) g1 = / (Vu, Vv).
Q
(HL(Q), (-, '>H3) ist ein Hilbertraum.
Als Anwendung zeigen wir (vergleichen Sie Theorem 7.2.7)

Theorem 9.1.3. Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Weiter ist f € L*(Q2). Dann

besitzt dads Funktional .
J(u):f/ |Vu|2+/fu
2 /o Q

Proof. Sei {uy,}ren eine Minimalfolge von J, d.h., us, € Hg () mit

J — inf J =: qa.
(m) > _inf () =:a

OBdA kdironnen wir annehmen, dass J(j) < a-+1 fiir alle ug. Mit Cauchy-Schwarz
und Poincaré haben wir

[ e < Uflaluloe
Q

eimnen Minimum.

< ol ule
11
S A A
Co
1
< B+ LIVl e H@.

Daraus folgt
1
a1z ) > ¢ [ WP - Bl
Q

Damit ist {uy}ren in H(Q2) beschriinkt. Nach Theorem 7.2.4 gibt es eine Teil-
folge {ux}ren, die schwach gegen uy € H}(Q) konvergiert. da die Norm || - Il 222
unterhalbstetig bzlg. der schachen Konvergenz, gilt

/ |Vuol? < liminf/ |Vup|? = a.
Q k—oo Q

i [ = [ fuo,
k=oo Jo Q

Andererseits gilt
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denn wuy, ist schwach konvergent in H}(2), und dann in L*(Q2). Insgesammt gilt
J(u) < liminf J(u) = «,

also J(u) = a = infy e g1 (q) J(w). O

Da ug ein Minimum von J in H}(Q) ist, erfiillt die Funktion ug

(9.1) / VuVe +uf =0, Vo € Hi(Q).
Q
Der Beweis folgt direkt von die Berechung
=— J ty).
dt|t=0 (utte)

Falls zusétzlich ug € C?(Q2) und f € C°(€) sind, gilt nach Gauss und dem Funda-
mentallemma von Variationsrechnung
(9.2) —Au+f=0
mit dem Dirichletrandwert
u=0 auf O0.

D.h., u ist eine (klassische) Losung von (9.2) mit dem Dirichletrandwert. Allge-
meiner heifit eine Funktion u € H}(Q), die (9.1) erfiillt, eine schwache Lésung von
(9.2). (9.1) ist eine schwache Formulierung von der Gleichung (9.2).

Also, wir haben

Korollar 9.1.4. Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Weiter ist f € L*(Q). Dann
besitzt (9.2) eine schwache Ldsung.

Unter geeigneter Regularitéitsbedingung von 92 und f kann man zeigen, dass u
auch regular ist und somit ist eine klassische Losung von (9.2). Die Regularitétstheo-
rie ist die haupte Aufgabe von der Vorlesung “partielle Differentialgleichungen”.

9.2. Satz von Lax-Milgram.

Als eine Folgerung von Darstellungssatz von Riesz (Satz 5.2.5) haben wir
Theorem 9.2.1 (Darstellung von Bilinearformen). Sei B : X x X — K beschrinkte
Sesquilinearform auf dem Hilbertraum X, d.h., fir alle x,y,z € X und o, f € K

(1) Blax + By, z) = aB(z,z) + SB(y, 2)

(ii) B(z,az + By) = aB(z,x) + BB(z,x)

mit || B|| = supjg|,yj=1 | B(%,y)| < 00. Dann gibt es genau ein T'=Tp € L(X, X)
mit
B(y,z) = (y, Tx) fir alle z,y € X.
Auferdem gilt | T|| = || B
Proof. Definiere
Rp: X — X", (Rpz)(y) = B(z,y).
Nach Voraussetzung (i) ist B : X x X — K stetig. Also ist R : X — X* auch

stetig nach Proposition 2.2.10. Nach dem Darstellungssatz von Riesz (Satz 5.2.5)
existiert fiir jede Rz € X* ein Tx € X mit

Rpz(y) = (y,Tx), VreX
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und
IRpz|| = [T
Nach der Bezeichung von Theorem 5.2.5 gilt Ta = I(Rpx), wobei I : X* — X
bijektiv, isometrisch und konjugiert linear ist.
Es ist leicht nachzupriifen alle Aussagen iiber 7.
O

Theorem 9.2.2 (Satz von Lax-Milgram). Sei B : X x X — K beschrinkte Bili-
nearform auf dem reellen Hilbertraum X, und B sei koerziv:

(9.3) RB(z,z) > M|z||* Ve X, mit einem A > 0.
Dann ist die Abbildung
Rp: X — X" (Rpz)(y) = B(z,y)

invertierbar (insbesondere surjektiv) und

IR <

> =

Zusatz. Sei B symmetrisch. Dann ist 7'\’,51@ =z die eindeutig bestimmte Minimal-
stelle des Funktionals

Q) = 5 Blx,x) ~ Ro(a),
fir p € X*.

Proof. Aus dem Riesz’schen Darstellungssatz Satz, Theorem 5.2.5 (sehen Theorem
9.2.1 oben), gibt T'=Tp € L(X, X) mit

B(y,x) = (y, Tx) fiir alle z,y € X.
AuBlerdem gilt, nach der Koerzivititsbedingung (9.3),
Mz||? < RB(z,z) = Rz, Tz) < ||z||||Tz|, VreX,
also
(9.4) Azl < |Tz], Ve e X,

woraus folgt, dass N(T') = {0} ist. AuBiderm gilt, dass der Bildraum R(T') abge-
schlossen ist. Das kénnen wir so zeigen: fir xg,y € X mit Txy — y ist Tz eine
Cauchyfolge:

1
2k — 21| < < || T2y — T
A

woraus konvegiert xj gegen x € X. Aus der Stetigkeit von T folgt Txy — Tz, also
y = Ax. Zu zeigen bleibt R(T) = X. Falls R(T) # X, nach dem Projektionssatz
(genauer Korollar 5.2.4) gilt y € R(T)*, d.h.

(Tz,y) =0, VeelX.
Daraus folgt
0=R(Ty,y) = R(y, Ty) < Ally||* >0,

ein Widerspruch. Damit ist 7" bijektiv. Aus (9.4) folgt dann [|[T7!|| < ;. Da T =
1 o Rp ist, folgt

IRE I <

)

> =

denn [ ist bijektiv und isometrisch.

Fir ¢ € X*, ist 29 = Rglgo € X. Bei Definition gilt
¢(y) = Rpzo(y) = B(zo,y), VyeX.
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Fir y € X ist
Q) ~ Qo) = 5(Blysy) — Blao, o)) — Rely — w0)
= S (Bluy) — Blao,x0)) — RB(ro,y—0)
= S (Bly9) ~ Bly,20) ~ Blzo,v)) + Blav, 70))
= B0,y r0) > $Mly a0l
Aslo ist xg ein Minimier. U

Sei 2 C R™ offen, a € L>®(Q, M, (R)), a = (aa)1<a,s<n und sei L ein Operator
Lv = —div(aDv) = — Z Oa(aapdpv).

a,f=1
Definition 9.2.3. Die L zugeordnete Bilinearform auf dem Hilbertraum I/Vol’2 Q)
ist
B(u,v) = / (Du,aDv) = / o304 u0gv
Q Q
B ist beschrénkt.
Definition 9.2.4. Wir fassen L auf als Operator

L:Wy2() — Wy(Q),  (Lu)(v) = / 0300 udgv = B(u,v).
Q

L ist stetig.
Wir interessieren uns nun dafiir, ob L surjektiv ist. Wir wollen den Satz von
Lax-Milgram verwenden.

Frage: ist B koerziv auf W, ?(Q)?
Lemma 9.2.5. Sei L elliptisch mit Konstante p > 0, d.h.,
(€ a(x)€) > plé*  fiir alle x € Q,& € R™.
Dann ist die zugeordnete Bilinearform B auf Wol’Q(Q) koerziv mit Konstante A =
ﬁ, d = diam €.

Theorem 9.2.6. Sei QO C R™ offen und beschrinkt, und a € L*(Q, M, (R)) sei
elliptisch mit Konstante p > 0. Dann ist L : Wy 2(2) — Wy *(Q) invertierbar und
TRTESS

Beispiel 9.2.7. Sei f € L2(Q). Definiere ¢ € Wy (),

o) = [ Fu.

loll = sup / uf < sup 112l 2
we€Wy () lully1.2=1 wE€Wy () lully1.2=1

< @Sl

wobei d = diam €. Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert v € W, '*(€2) Losung
von Lv = . Dann gilt

/ (Du,aDv) = / fu Yue Wy?(Q)

Die Operator Norm von ¢ ist
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: 1,2
mit v € Wy *(92) und

ollwg e < Sl < Sipie
0 H K
v heifit schwache Losung des Randwertproblems
Lv=finQ, v =0 auf .
Beispiel 9.2.8. Sei g € L(Q, R"). Definiere y € Wy*(22)’

1w == [ (Dug)
Q
Man kann zeigen, dass gilt ||| < |lg||r2. Sei v € W'2(Q) Lésung von Lv = ~. Wir
haben

1

[ollwre < —llgllz2

i

und
/(Du,aDv) =— /(Du,g)7 Yu € Wy (Q)

v ist schwache Losung des Randwertproblems

Lv=divg in Q, v =0 auf 99.

10. LP(Q)
Sei 1 < p,q < oo mit % + % = 1. In diesem Kapital schreiben wir ¢ manchmal

auch mit p’. Fiir v € L(Q) definiere ein lineares Funktional

L,:LP(Q) - R, uw Ly(u) ::/u~v.
Q

nach der Holder-Ungleichung gilt

| Ly (u)] < [v|lzaco)llull e )

Damit ist L, beschrénkt mit der Operator-Norm |[|L,| < [|v|pe(q). Man kann

zeigen, dass ||Ly|| = ||[v]|La(q). Falls 1 < p < oo wéhlen wir
u(z) = [v(z)]92v(x), falls v(z) =0
N 0, sonst .

Es ist leicht to priifen, dass u € LP(2) mit |Ju|zrq) = ||UHEQ(Q). Also

mw=4w=wm®wmm

daraus folgt || Ly|| > ||v||Le(q), also || Ly|| = [[v]|La(q). Nun betrachte den Fall p = 1
(und ¢ = 00), und zwar v # 0 (Der Fall v = 0 ist offensichtlich.) Seien 0 < & <
llv]| Lo () und eine Teilmenge A C © mit 0 < pu(A) < oo und |[v(z)| > [|[v]|pe () —€

in A. Definiere u(z) = v(z)/|v(z)| in A und u(x) = 0 sonst. Dann gilt u € L' (£2)
und

Lv(u):/Alv(w)l < (vllzee (@) = )i(A) = ([[vll o= @) = E)llullLr (-

Es folgt ||Ly|| < ||[v]| () — ¢, fiir alle klein € > 0. Also haben wir || L, || = [|v||£e(q)
gezeigt. Die obige Uberlegung impiezirt dass die Abbildung
LYQ) = LP(Q), v~ Lv

eine isometrische Einbettung ist. Nun fragen wir, ob diese Abbildung surjektiv ist.
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10.1. 1 < p < co. In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall 1 < p < oo.
Wir brauchen

Lemma 10.1.1 (Clarkson-Ungleichungen). Seien u,v € LP(2) und 1 < p < o0
mit%—l—%:l. Fir2 <p < oo gilt

u+vl|P u—wvl|P 1 1 9
(10.1) I e IR AT B
p p
u+v|? u—uvll? 1 1 a1
(10.2) 5 +— > <2||ug+2||v||f,> .
P P
Firl<p<2 gilt
u+vl|P u—wvl|P 1 1 9
(10.3) I e IR TR B
p p
u+vl|? u—uvll? 1 1 a1
(10.4) 5 +— < <2||ug+2||v||f,> .
P P

Proof. Hier zeigen wir nur den Fall 2 < p < co. Fiir (10.1) benétigen wir nur die

Folgende zu zeigen

a—1b
2

a+bl|?
2

1
‘ §(|a|p+|b\p) Ya,b >0

Man zeige zunéchst
of + 57 < (0 + 5%)F, V.a, 820,

Wegen Homogenitét der Ungleichung benétigen wir nur fiir den Fall § = 1 zu
zeigen. Diese folgt aus der Positivitit der Funktion f(z) := (22 + 1)% — 2P — 1.
Denn f ist monoton steigend. Seien o = |a+b| und 8 = ’“ b| haben wir

a+bl|

+a—b <
2 - 2

a® b 1
27 ZlalP + b P
In der letzen Ungleichung benuzten wir die konvexitéit von :c%, denn p > 2.

Fiir die Reste bitte sehen Sie das Buch “Sobolev Spaces” von Robert Adams und
John Fournier,

a+bl|° a—b

2

O

Theorem 10.1.2 (GleichméBige Konvexitét). Sei 1 < p < oo. Dann ist LP(Q2)
gleichmdfSig konvez, d.h., zu jedem & > 0 ein 6 = () > 0 exisiert, so dass fiir alle
u,v € LP(Q) gilt dass

u+v

lullLe) < 1, vllLr@) < 1 und H

>1=0=|lu—2|@ <e
Lr($2)

Proof. Der Bewelis fiir 2 < p < oo (bzw. 1 < p < 2) folgt aus (10.1) (bzw. (10.4)).
O

Vergleichen Sie die Clarkson-Ungleichungen mit der Parallelogrammegleichung
fir Hilbertrdume

u+v u—v
I=—=1"+1

2 1 9 9
: 2P = S0l + el
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Lemma 10.1.3. Seil < p < 0.

(i) Ist T € (LP(2)) mit |T|| = 1. Dann ezisiert genau ein w € LP(Q) mit
[wllrr@) =Tw = 1.

(i) Ist w € LP(QY) mit ||[w| pr() = 1. Dann exisiert genau ein T € (LP(Q))" mit
IT||=Tw=1

Proof. (i) Ist T € (L?(Q))" mit ||T'|| = 1. Bei Definition gilt

sup |Tu| = 1.
u€LP(Q),l|ullLr(0)=1
Wir suchen den Maximumpunkt von |Tu| in {||lullzr) = 1}. Sei {ux}ren die
zugehorige Maximale Fogle, d.h., |lug|| = 1 mit [Tux| — 1 als k — oo. OBdA
kénnen wir annehmen, dass % < Tup — 1. Fiir ¢ > 0 betrachten wir “’“T“” fiir
hinreichend grof§ k,7 mit Tux > 1 — 6 und Tu; > 1 — 4. Ed folgt TWTW >1-9.
Da ||T|| = 1, folgt
Uk T w >1-4.
Wegen der gleichméfliigen Konvexitdt von LP(Q) gilt ||ug — willro) > €. D.h.,
{uy} ist eine Cauchyfolge. Also existiert w € LP(€) mit ux, — w in LP(Q). Es gilt
w € LP(Q) mit [|[w|zr(q) = Tw = 1. Die Eindeutigkeit folgt aus gleicher Uberlegung
mit der maximale Folge w, u, w,u, -- -, falls w und v zwei Losungen sind. Der obige
Beweis impliziert dass die Folge w, u,w,u, - -- Cauchyfolge ist, somit w = w ist.
(ii) Ist w € LP(2) mit [|w||1r (o) = 1. Definiere wie oben ein Funktional L, durch

Ly(u) = /Q wy,  fiir u € LP(Q),

wobei v durch

] w(@) ] 2w (), falls w(x) =0
(10.5) v(z) = { 0, sonst .
definiert ist. Wie oben, es ist leicht zu priifen, dass v € LP(Q) und Lv(w) =
lwll}, ) = = 1 und ||Ly|| = [[v|lpe) = ||w||12/pqﬂ) = 1. Dies zeigt die Existenz.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Wir zeigen: Seien zwei T1,T» € (LP(2)) mit
IT1]] = |T2]| = 1 und Th(w) = Te(w) = 1, dann gilt T} = T5. Falls nicht, dann
existiert u € LP(2) mit Ty (u) # To(u). Beim Ersetzen u durch Au fiir eine geeig-
nete Konstante A\ kénnen wir annemhen, dass T;(u) — To(u) = 2. Beim Ersetzen
w mit durch u + Aw fiir eine geeignete Konstante \ kénnen wir weiter annemhen,
dass Ty (u) = 1 und To(u) = —1. Fir t > 0, gilt 71 (w + tu) = 1 + t. Es folgt
lw+ tul|Lp) > 1 +t, denn [|T1]| = 1. Analog ||w — tul|zrq) > 1 4+t folgt aus
To(w —tu) = 1+ ¢. Falls 1 < p < 2, gilt nach der Clarkson-Ungleichung (10.4)

w+ tu) + (w — tu) || w+ tu) — (w —tu) ||
2 * 2

Lt Pl =

Lr(Q) Lr(Q)
1
>l tull gy + gl — tul ) > (140,

welche unméglich fiir alle ¢ > 0 gilt. Analog, fiir 2 < p < oo impiezirt die Clarkson-
Ungleichung (10.2)

w+ tu) + (w — tu) ||
2

Hw—&-tu)—(w—tu) P
2

L 0l =H

L (Q) LP(Q)

1 Pl :
> (Gho e + glo- ol ) =407,

auch unmoglich fiir alle ¢ > 0. O
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Theorem 10.1.4 (Reiszscher Darstellungssatz fir LP(2) (1 < p < 00)). Sei 1 <
p < oo und sei T € (LP(Q))'. Dann existiert v € LP(Q), so dass

Tu=L,(u) = / uv, Yu € LP(Q).
Q

Weiter gilt ||v||Lay = |T'||. D.h., der dual Raum von LP(Q), (LP(S2))" isometrisch
isomorph zum L1(Q) ist.

(LP(Q)) = L (Q).
Proof. Falls T' = 0, nehmen wir einfach v = 0. Also kénnen wir annehmen, dass
T # 0, und oBdA sogar ||T|| = 1. Nach Theorem 10.1.3 existiert w € LP(£) mit
lwl|Lr(0) = 1 und Tw = 1. Definiere v durch (10.5). Dann gilt ||v||e(q) = ||Ly|| = 1
und L,(w) = 1. Bei der zweiten Aussage in Lemma 10.5 erhalten wir

T = L,.

Theorem 10.1.5. Fiir 1 < p < oo ist LP(2) separable.

Proof. Sei I die Menge aller Quader @ = II?_, (ak, by) mit ax, by € Q und Q C Q.
E sei der Q-Vekotrraum gespannt von der charaktrischen Funktionen xq (Q € I)
gespannte Q-Vekotrraum. F ist abzdhlbar. Wir bleiben noch die Dichtheit von F
in LP(2) zu zeigen. Da C.(2) in LP(Q) dicht ist, brauchen wir nur die Dichtheit
von E in C.(£) zu zeigen. O

10.2. p=1 oder p = co.

Theorem 10.2.1 (Reiszscher Darstellungssatz fiir L(Q)). Sei T € (L*(2))". Dann
existiert v € L*(Q), so dass

Tu= / uv, Yu € L*(Q).
Q

Weiter gilt ||v|| L) = [|T||. Also
(LH(Q))" = L=(Q).
Proof. ObdA nehmen wir an, dass 7' # 0 und ||T|| = 1.

(i) u(Q2) < co. In diesem Fall kann man zeigen, dass LP(Q) C L1(Q) fir 1 <p <
oo und

_1
Tl < Jlully < (W) "7 lully,  Yue LP(Q).
Es folgt T € (LP(Q))'. Nach Theorem 10.1.5 existiert v, € L” () mit

(10.6) Tu = / UVp, Yu € LP(Q)
Q

und

(10.7) el < ()7,

Da C(€) dicht in LP(Q) ist, aus (10.6) gilt fiir beliebige 1 < p,¢ < oo und

peCr ()
/%ZTga:/sﬁvq,
Q Q

Es folgt v, = v, f. 1. in Q. Also v = v, € LP(Q) erfiillt (10.6) fir alle 1 < p < oc.
Aus (10.7) gilt

1

[0l < (1(92)) 5= ()7
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Mit der Aufgabe 3 in Serie 3 zeigen wir, dass v € L () und
Iolloc < lim (u(0)"7" = 1.
p’—o0

Wie im Anfang des Kapitals kann man zeigen, dass ||v||c = 1.
10.3. Reflexivitéit und Separabilitéit von LP((2).

Theorem 10.3.1 (Reflexivitit von LP(Q)). LP(Q) ist genau dann reflexiv, wenn
1<p<oo.

Proof. Sei 1 < p < oo Sei X = LP(Q). Da X' = LP (), erhalten wir
X" = (L (Q)) = LP(Q).
D.h., fiir alle 2" € X" existert € LP(2) = X mit
2"(2") = 2/ (z) = Jz(2), V' e X',
also X ist reflexiv.
LY(Q) und L>®(R2) = (L'(Q))’ sind not reflexiv. Denn L!(Q) ist separabel und

L*°(9) nicht. (Siehe Theorem 10.3.3 unten.) Wir hahen auch einen direkten Beweis
in dem folgen Lemma. O

Lemma 10.3.2. L*(Q) ist nich reflexiv. Dann ich L (Q) auch nicht reflexiv.

Proof. OBdA nehmen wir an, dass {2 € 2. Betrachte eine Filge fx = axxp, (o) mit
%
hinreichend grof k, so dass B1(0) C €2, wobei ay, = u(B1 (0))~1. Also || fxllzr = 1.

Falls L'(Q) reflexiv ist, ist nach Theorem 7.2.4 B;(0) C L'(€) schwach folgenkom-
pakt. Also oBdA konvergiert f; gegen x € L'(Q) schwach, d.h.,

(105) [ o [ fe. vecr=@)
Q Q

Falls ¢ € C°(Q\{0}), gilt fre = 0 fur hinreichend grof k. Aus (10.8) erhalten wir
| re=0. vpecE@o,

Es folgt f =0 f.i. in Q. Dies widerspricht (10.8) mit ¢ = 1.
Die 2. Aussage folgt aus Theorem 7.2.2 (iv).

O

Nach Theorem 12.2.1 wissen wir (L'(Q2))" = L>(Q). Es folgt L'(Q) C (L>°(2))".
Man kann zeigen, dass
LY(Q) € (L))"
D.h. existiert es einen stietigen Funktional F : L>°(2) — R, die nicht solche Form

F(f) = /Q uf  Vf e L)

hat. ObdA nehmen Wir an, dass 0 € 2. Definiere Fy : C.(2) — R durch F(f) =
£(0). man kann zeigen, dass F ein stetiges Funktional von C.(Q2) ist. Da C.(2) C
L>(Q), nach Hahn-Banach setzen wir F' auf L*°(2) fort und erhalten wir einen
stetigen Funktional F': L*°(Q}) — R mit

F(f) = f(0),  VfeC().

Wir zeigen, dass keine u € L' exisiert mit

F(f) :/uf, VfeL®,
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Angenommen, dass solche Funtion w exisiert. Dann gilt

Jur=o. vreciaop
Daraus folgt u = 0 f.4. in Q\{0}, und in Q. Es folgt
F(f)=0, YfeL>.
Widerspruch.
Theorem 10.3.3. L>°(Q) ist nicht separabel.

Lemma 10.3.4. Sei X ein Banachraum. Es exisiert eine Familie {O;};er mit

(1) (i) Vi € I ist O; eine nichtleere offene Teilmenge von X
(2) (i) O;NO; =0, falls i # j
(8) (iii) I ist nicht anzihlbar.

Dann ist X nicht separabel.

Proof. Ein Widerspruch-Argument. O

Beweis von Theorem 10.3.3. Fiir jede a € €, fixieren wir r, mit 0 < r, <
dist (a, Q°). Setze uq = XB,, (o) und

Oui={f € 1) |F ~ uallz~ < 3}

Man kann leicht zeigen, dass O, allen Bedingungen in Lemma 10.3.4 erfiillt. (]

11. KOMPAKTE OPERATOREN UND FREDHOLMOPERATOREN

Motivation: Operator L = Lo+ K : Wy?(Q) — Wy *(Q)’, Lov = —div(aDv) wie
in Subsection 11.2.4.

Kv = —div(bv) + (¢, Dv) + qu = Terme niederer Ordnung
oder

(Kv)(u) = /Q(<b, Du)v + (¢, Dv)u + quv).

Ly ist Isomorphismus (Satz von Lax-Milgram). Dagegen ist L aber i.a. kein Isomor-
phismus.

Beispiel 11.0.5. Lu = —u" 4w auf Q = (=7, §) ist weder injektiv noch surjektive.

11.1. Kompakte Operatoren.

Definition 11.1.1. Seien X,Y Banachriume. K € L(X,Y) heifit kompakt, falls
fiir jede beschrinkte Folge {z,} C X die Folge {Kz,} eine konvergente Teilfolge
hat. Wir bezeichnen den Vektorraum der kompakten Operatoren mit K(X,Y) C
L(X,Y).

Lemma 11.1.2. Fir K € L(X,Y) sind dquivalent:

(1) K ist kompakt.

(2) K(B) ist relativ kompakt in Y fiir jede beschrinkte Menge B C X.

(3) Falls X reflexiv: K ist vollstetig, d.h., x, — « schwach in X = Kz, —
Kx stark in Y.
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Proof. (i) = (ii). Sei K kompakt. Ist B beschréinkt und y; Folge in K (B), so gibt
es x € B mit ||yr — Kag|| < % Nach Wahl einer Teilfolge gilt dann Kz — y. Es
folgt y € K(B) und yi — y, also ist (ii) bewiesen.

(ii) = (i). Sei umgekehrt (ii) erfiillt und zj eine beschrénkte Folge in X, also
|[Kzg| < R fur alle k. Da K(Bgr(0) kompakt, gilt fiir eine Teilfolge Kz — v.
Somit ist K kompakter Operator.

(i) = (iii). (Fiir diese Beweisrichtung wird die Reflexivitidt von X ist nicht ge-
braucht.) Wir zeigen jetzt: aus (i) folgt (iii). Sei dazu xz — z schwach in X. Dann
ist die Folge xj, beschrénkt (siehe Theorem 7.1.5 (v)) und gibt es nach (i) einy € Y,
so dass Kz — y stark in Y fiir eine Teilfolge £k — oo. Wir behaupten, dass Kxy
gegen Kz in Y schwach in konvergiert. Fiir ¢ € Y’ betrachte das lineare Fanktional
E: X >Rz (Kz,0) = ¢(Kz). Da K stetig ist, ist das Funktional auch stetig,
also £ € X'. Es folgt

§(an) = (Kay, ) = (Kz, 0) = £(2),

denn xj; — x schwach in X. Da die starke die schwache Konvergenz impliziert, muss
daher y = Kz sein. Da die gesamte Argumentation aber auch auf jede Teilfolge von
(zk)ren angewandt werden kann, folgt dann, dass die ganze (!) Folge (Kxg)ren
nur einen Hiufungspunkt 7'z hat, also stark gegen K, konvergiert.

(iii) = (i). Sei schliefflich nun (iii) erfiillt, und z;, beschriinkte Folge in X. Nach
Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann zj, — 2 schwach in X. (Siehe Theorem 7.2.4
hier brauchen wir die Voraussetzung X reflexiv.) Aus (iii) folgt dann Kz — Kz
stark in Y, also ist K kompakt.

O

Beispiel 11.1.3. (1) K € L(X,Y) mit dim Bild K < co = K kompakt.
(2) T € L(X, X) ist nicht kompakt, falls dim X = oo
(3) ©Q C R™ offen und beschrinkt, 0 < 8 < a < 1. Inklusion C%*(Q) ¢ C%#(Q)
ist kompakt. Es foglt aus Theorem 11.1.4

Theorem 11.1.4 (Einbettung von Hélderrdumen). Sei X kompakter metrischer
Raum, und u, € C**(X), 0 < a < 1, eine Folge mit ||ug|co.x)y < A < oo fir
alle k. Dann gibt es ein u € C%(X), so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt:
u — u in COP(X) fiir jedes 0 < B < .

Proof. Nach (3.1) gilt fiir die Oszillation die Abschétzung
Wy, (0) < [upla,x < AO”.

Damit ist die Folge uy gleichgradig stetig. Auflerdem ist die reelle Folge uy(x)
beschrénkt fiir jedes z, also relativ kompakt in R. Nach Arzela-Ascoli gibt es ein
u € C°(X), so dass ux — u in C°(X) nach Ubergang zu einer Teilfolge. Es gilt
u € C%¥(X), denn

u(z) —uly)] _ . u(@) —uk(y)]

= 1 —_— 7 < A .
d(z,y)® e d(m ) o =0

Fiir d(z,y) < ¢ gilt die Abschiitzung

=)o) )] o w) (= u))
d(z,y)? = d@y) lLoo d(z,y)e
< Ad(z,y)>".
Andererseits gilt fiir d(x,y) > 4§

[(u = ug)(x) = (v —uk) (y)]

d(zy)° < 2677 |Ju = ukfloocx)-
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Also folgt
lim sup[u — ug)p.x <2A6*77  mit § — 0,
k—o0
das heiBt uy — u in C%#(X) wie behauptet. O

Fiir die Sobolevridume gibt es einen analogen und wichtigen Kompaktheitssatz.
Zum Beweis verwenden wir folgendes Lemma. Dabei ist im folgenden n € C°(B —
1(0)) ein Glattungskern mit [, n(z)dr = 1.

Lemma 11.1.5. Sei 1 < p < oo. Dann gilt fiir u € WHP(R"):

(11.1) lu o — uHLP(Rn)
(11.2) ||np *U — UHLP(]R")

< |h|l|Dullpe@ny, fir Th(z) =z +h mit h € R"
< pllDullpe ey

Proof. Durch Approximation kénnen wir u € C}(R™) annehmen. Mit dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung gilt

/.

1
< |hp / / |\Du(e + th) Pdtda
R™ JO

h
= |hl HDuHIZ,P(]R")'

/ Jul +h) — u(o)? /0 %u(aﬁ b thydt| dz (Holder)

Fiir die zweite Abschétzung berechnen wir

[ @ - a@r = |
/.

/31(0) n(z) /n [u(z) — u(x — pz)[Pdzdz

PPHDuuip(Rny

p
dx

[ ot = )(ute) = uta)dy

p
dz (z—y=p2)

[ ) - ute — p2))d:

IA

IA

O

Theorem 11.1.6 (Einbettungssatz von Rellich). Sei Q C R™ offen und beschrinkt.
Fiir 1 <p < oco. ist dann die Einbettung

WyP(Q) C LP(Q).
ein kompakter linearer Operator.

Proof. Sei u, € Wy™P(2) gegeben mit [ug|lw1» < M fiir alle k. Wir miissen eine
Teilfolge finden, die in LP(Q)) konvergiert. Die Idee ist, dass Glattungeng 7, * ug
fiir fest beliebig gut gleichmifig abgeschiitzt sind, und daher nach Arzela-Ascoli
konvergente Teilfolgen haben. Dabei ist der L,-Abstand von 7, *uy zu uy klein nach
Lemma 11.1.5. Indem wir durch Null fortsetzen, ist uy € W1P(R™) mit spt uy C Q.
Wir betrachten

uh € C®(R"™),  uf =1, *uy.
Es gilt spt uf C Q,, mit Q, := {z € R™ : dist (z,Q) < p}. Weiter gilt fiir « € Nj
beliebig

o —n—|a a T —Y
Deuj(e) = p= 71 | Do n(—=)ux(y)dy.
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Wir schétzen mit Holder ab, wobei ||ug|/z»() < M nach Voraussetzung,

D% (@) < oIl Do / k() dy
Bp(y)
< Claym)p™ 71Nk oo

< Cla,mMp~ 571l
Fur p > 0 fest gibt es also nach Arzela-Ascoli eine Teilfolge, so dass qu — uf in

C1(R™). Wiihle nun eine Folge p; — 0 und dazu sukzessive konvergente Teilfolgen.
Nach Ubergang zur Diagonalfolge gilt

uf —u”  in CHR™),  fiir jedes p = p1,pa, -+ -,
und wir haben
[0 o ey + 1DU e ey = B flufllzecee) + 1DUE o).

Hier wurde die LP -Abschéitzung der Glattung benutzt, siehe Analysis 3, Satz 11.2,
sowie die Vertauschbarkeit von Ableitung und Glattung. Mit Lemma 11.1.5 foglt

[uf* — uPi || oy = kli_>n010 [t — uf? | r (7
< liminf (Juf = well o) + e = g o @)
< (pi+pj) Jim || Dugl|reny = 0, mit &, j = 00,

Mit Fischer-Riesz folgt u”* — u in LP(R™) mit spt u C Q. Schliellich folgt

U — Uk Lr(R™) = u — ut Lp(R™) uft — uki Lr(R™) uk"’ — Uk Lp(R™) -
I I <llu —u” + [[uf = + [l I
<piM —0, als k—oo <p:iM
Es folgt up — w in LP.
0

Lemma 11.1.7. Die kompakten Operatoren K(X,Y') bilden einen abgeschlossenen
Unterraum von L(X,Y).

Proof. Hier ist X Banachraum. Fiir den Beweis benutzt man: Sei X Banachraum.
Eine Teilmenge A C X ist genau dann prikompakt, wenn A kompakt ist. Diese
Aussage konnen wir so zeigen: Erstens ist A C X genau dann prikompakt, wenn
A prikompakt ist. Nun die Richtung < ist trivial, da A kompakt impliziert A
prikompakt. Die Richtung = ist auch trivial, da A prikompakt und abgeschlossen,
ist A prikompakt und vollstéindig, also kompakt (siehe Theorem 1.3.3)

Die Reste ist eine Aufagbe. O

Lemma 11.1.8. Sei Y ein Hilbertruam. Fir K € L(X,Y) ist K genau dann
kompakt, wenn es Ty, € L(X,Y") ¢ibt mit dim Bild (T}) < oo und ||T}, — K|| — 0 fiir
k — oo.

Proof. < folgt aus Bsp 11.1.3 (1) und Lemma 11.1.7.

=. Da K(B;(0)) kompakt ist, ist K(B1(0)) prikompkt. Siche den Beweis von
Lemma 11.1.7. Es folgt, dass fiir ¢ > 0 Kugeln B.(y;) (¢ = 1,2,--- ,m.) exisiert,
mit

K(By(0)) © U™, B. (3.

Sie Y. := span{yi,y2, - Ym.} und P. die orthogonale Projektion auf Y.. Nach
Korollar 5.2.4 ist Id — P auch eine orthogonale Projektion mit ||[/d — P|| < 1. Nun
definiere T, = P.K. Das Bild von T}, ist Y, also dim Bild (7}) < co. Fiir « € B;(0)
ist Kz € Be(y;) fiir ein ¢ und gilt

(K—-T.)(x)=({Id— P.)Ke = (Id — P.)(Kz — y;),
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also ||(K — L.)(z)|ly <e. Esfolgt |K — L]y <e.
U

Proposition 11.1.9 (Adjungierte Abbildung). Seien E, F normierte Riume. Sei
A € L(E,F). Dann gibt es eine adjungierte Abbildung A* € L(F"E*), die adjun-
gierte oder duale Abbildung mit

(Az,w) = (x, A"w)
fiir alle (x,w) € E x F*. Die Abbildung A* ist eindeutig bestimmt und es gilt
Al = [[A™]l.

Beweis.
Existenz: Sei w € F*. Dann ist p(z) := (Az,w) mit « € E eine lineare Form auf
E. Es gilt ¢ € E*, d.h. ¢ ist stetig: Es gilt ndmlich

o(@)] = [(Az, w)| < [lw] - [|Az]| < (|Jwl| - [ AIl) - [l
und daher [|¢|| < |Jw]| - ||A]|. Definiere nun A*w := ¢. Nach Definition von ¢ ist A*

linear, also eine lineare Abbildung von F* nach E*. Aus |[|[A*w]| < |Jw]|| - ||A] folgt
[IA*|| < [|A]|. Andererseits folgt aus der Definition von A*

[(Az, w)| = [{z, A"w)| < [[A%w]] - ||z[] < [|A]] - [lw]] - ||

Hieraus folgt mit einem Korollar zum Satz von Hahn-Banach, siehe Korollar 4.1.5,
[[Az|| < ||A*| - ||lz| fir alle z € E. Wir erhalten || A|| < [|A*].

Eindeutigkeit: Sei A’ € L(F*, E*) eine Abbildung, die ebenfalls (Az,w) =
(z, Alw) fiir alle (z,w) € E x F* erfiillt. Dann erhalten wir (z, (A* — A )w) = 0 fiir
alle (z,w) € E x F* und somit A*w = A'w fiir alle w € F*. O

Theorem 11.1.10. Es gilt

(1) Bei Verkettung gilt:
stetig @ kompakt = kompakt kompakt ® stetig = kompakt
(2) K:X =Y kompakt = K':Y' — X' kompakt.

Proof. (1) ist trivial.
Fiir (2) seien ¢, € Y’/ mit ||| < A < oco. Nach Lemma 11.1.2 ist M = K (B;(0))
kompakt in Y. Nun ist ¢, gleichméBig beschrinkt und gleichméBig Lipschitz.

Nach Arzela-Ascoli, ist ¢y ), eine Cauchyfolge in C%(M), nach Ubergang zu einer
Teilfolge. Zu € > 0 gibt es also ein ky € N mit

lor — @illcoary <e  Vk,1 > ko,
insbesondere wegen K(B1(0)) C M

loro K —proK|| = sup |pp(Kz)—p(Kz)| <e V. k1> ko,
wEBl(O)

Also ist K'¢p = ¢, o K eine Cauchyfolge in X', und konvergiert in X'.

11.2. Fredholmoperatoren.

Theorem 11.2.1 (kanonischer Isomorphismus). Fir L € L(X,Y) ist die kanoni-
sche Abbildung

(11.3) F:ker L' = (Y/BIdAL), (Fo)([y]) =ply), firyeY

eine Isometrie, insbesondere surjektiv.
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Proof. Fiir ¢ € ker L' gilt o(Lx) = 0, Vo € X. Da ¢ stetig ist, folgt ¢ = 0 auf
Bild L, und Fy : Y/Bild L — R ist wohl-definiert. Nun gilt fiir alle z € Bild L
Fo(ly) = o(y) = oy + 2) < lloll - [ly + =|.

Durch Bildung des Infimums iiber z folgt [|[Fe|| < ||¢||, und Fo € (Y/Bild L)".
Betrachte nun

G:(Y/BIdL) =Y, Gy(y) =([y]).
Es gilt |Gy (y)| < [©ly]ll, also |G| < |||, insbesondere Gy € Y. Auerdem
bildet G nach ker L’ ab, denn

L'(GY)(x) = (GY)(Lz) = ¢([La]) = 0.
Es ist offensichtlich, dass F, G zueinander invers sind. Somit sind F, G Isometrien.

O

Theorem 11.2.2. Hat L € L(X,Y) abgeschlossenes Bild, so ist auch Bild L'
abgeschlossen und die kanonische Abbildung

F:X'/BildL' — (ker L)', F([¢])(x) = ().
ist eine Isometrie.

Proof. F ist wohldefiniert wegen L'¢)(z) = ¢(Lz) = 0 fir v € Y’ |, x € ker L.
Weiter gilt

[F[el(@)] = (¢ + L'¢) ()] < [l + L'|| - |-
Durch Bildung des Infimums folgt || F[¢]|| < ||[¢]]|. Wir zeigen nun

(11.4) ¢ € X' mit Perr, =0= p € Bild L.

Fiir das gesuchte 1 € Y/ muss offenbar ¢(Lx) = p(z) gelten, und dadurch ist psi
auf Bild L auch wohldefiniert. Fiir die Stetigkeit von 1 schétzen wir fiir zy € ker L
beliebig ab:

[Y(La)| = [¥(L(z + 20)) = |p(z + z0)| < [lllll2 + 2ol
also |¢(Lx)| < ||[z]|| nach Bildung des Infimums iiber xg. Aber nun ist
L:X/ker L - BildL, L[z]= Lz

bijektiv und stetig, also gilt ||[z]|| < C||Lx| nach dem Satz von der inversen Ab-
bildung, Korollar 6.1.9, (hier ist Bild L abgeschlossen wesentlich). Insgesamt ist
¥ € (Bild L)’ und kann zu ¢ € Y’ fortgesetzt werden nach Hahn-Banach.

Jetzt definieren wir die Umkehrabbildung G : (ker L) — X’/Bild L': Setze ¢ €
(ker L)’ nach Hahn-Banach mit gleicher Norm zu ¢ € X' fort, dann ist Gy = [¢)].
Mit (11.4) zeigt man, dass G wohl-definiert ist. Es gilt

1Gell = I < Nl = llell

Alsi G ist stetig. F,G sind zueinander invers. Ferner ist Bild L' = {p € X’ :
@lker , = 0} abgeschlossen. O

Definition 11.2.3. Seien X, Y Banachraume. T' € L(X,Y") heifit Fredholmoperator
(T € F(X,Y)), falls Bild T ist abgeschlossener Unterraum und ker T', coker T’ :=
Y/T(X) sind endlichdimensional.

dim ker T'= Anzahl der linear unabhéngigen Losungen der homogene Gleichung
Tx =0.

dim coker T=Anzahl der linear unabhingigen bedingunge, die y € Y erfiillen
nuss, damit die inhomogene Gleichung Tz = y l6sbar ist.
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Definition 11.2.4. Sei T' € L(X,Y) Fredholmoperator.
ind (T') = dimker T' — dim coker T' € Z
heift Index von T'.

Bemerkung 11.2.5. Falls X, Y endlichdimensionl sind, so ist
ind(T) = dimkerT — (dimY — dim Bild T")
= dimX —dimY. (Dimensionsformel)

Dann ist der Index also uninteressant (da nicht abhéngig von T').

Bemerkung 11.2.6. Sei T € L(X,Y). Falls ker, coker T := Y/T(X) sind endlich-
dimensional, ist Bild T" abgeschlossen, also T" einer Fredholmoperator.

Sei dazu T injektiv, sonst gehe iiber zu X /ker T'. Wihle ein (algebraisches) Kom-
plement Y; von Bild L. Dann ist X x Y ein Banachraum mit der Produktnorm, da
Yy end-lichdimensional ist. Die Abbildung T : X x Yy — Y, T(x,y) = Tx + y, ist
bijektiv und stetig. Nach dem Satz von der inversen Abbildung (Korollar 6.1.9) ist
auch 771, und damit BildT = (T~1)~1(X x {0}) abgeschlossen.

Beispiel 11.2.7. (z1,x2,--) — (0,21, z2,---) hat Index —1.
(r1,22,-+) = (22,3, -+ ) hat Index 1.
Isomorphismusen haben natiirlich Index null.

Theorem 11.2.8 (kanonische Isomorphismen fiir T, 77). Sei T € L(X,Y) und
Bild (T") abgeschlossen. Dann ist Bild (T") auch abgeschlossen und es gilt

e ker (T") = (coker T')’
o (cokerT’) = (ker T)’
Das ist ein deriktes Korollar von Theorem 11.2.1 und Theorem 11.2.2

Korollar 11.2.9. Sei T € L(X,Y) Fredholmoperator. Dann ist T' € L(Y’', X’)
ebenfalls Fredholmsch und ind (T") = —ind(T).

Theorem 11.2.10 (Riesz-Schauder). Seien X,Y Banachriume. Die Abbildung
Lo € L(X,Y) habe eine beschrinkte Inverse und K € L(X,Y) sei kompakt. Dann
ist L = Lo + K Fredholmoperator vom Index Null. Insbesondere gilt

L surjektiv < L injektiv.

Proof. Beweis: Wir kénnen X = Y und L = Id + K annehmen, andernfalls be-
trachte Ly ' L. Wir zeigen den Satz in fiinf Schritten.

Schritt 1. ker L und ker I’ sind endlichdimensional.

Sei zj € ker L mit ||zg|| < 1. Dann gilt x = —Kxy, also konvergiert x; gegen
ein 2 € ker L nach Ubergang zu einer Teilfolge. Nach Heine-Borel, Theorem 11.2.11
unten, ist ker L endlichdimensional. Weiter gilt L' = (Id + K)' = Id+ K'. Da K’
kompakt ist nach Lemma 11.1.10, ist auch ker L’ endlichdimensional.

Schritt 2. Sei X abgeschlossenes Komplement von ker L. Dann existiert g > 0
mit
|Lz|| > pllz|| fir alle x € Xo.

Andernfalls finde xy, € X, ||zg]| = 1, mit | Lazg|| < 1/k. Wir kénnen Kz — z € X
annehmen, da K kompakt. Dann folgt aber

Xo 3z =Lz — Kxyp — —z,

also z € Xo und ||z|| = 1. Aber Lz = limy_, Lzj, = 0, ein Widerspruch.

Schritt 3. Bild L ist abgeschlossen.
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Sei yp = Lz — y € X. Wir kénnen z; € Xy annehmen. Dann folgt aus Schritt
2

1 1 .
lze — 2 < ;HL(% —x)|| = ;Hyk —y)| =0 mit kI — oo.
Also konvergiert xx — x, und y = limg_,oo Lz = Lx € Bild L.

Schritt 4 (cokerL) = ker L' nach Theorem 11.2.1.
Zusammen mit Schritt 1 folgt dim coker L < oo, damit ist L Fredholm.

Schritt 5. Bestimmung des Fredholmindex. Unten zeigen wir, dass die Menge der
Fredholmperatoren offen ist und der Index lokal konstant. Somit ist die Funktion
t — ind (Id 4 tK) konstant, also gleich Null.

O

Theorem 11.2.11 (Heine-Borel). Fiir einen normierten Raum X gilt:
B1(0) kompakt < dim X < oco.

Proof. Die Implikation < folgt aus der Aquivalenz der Normen und dam Satz von
Bolzano-Weierstrafl. Fiir = zeigen wir zunchst die Behauptung
V C X ein abgeschlossener, echter Teilraum. Dann gibt es zu ¥ < 1 ein xy € X
mit
dist(zy, V) > 9, und x| =1.

Mit der Behauptung wihle induktiv eine Folge zj € X mit

DN | =

lzg]l =1 wund  dist(zg,span{zy, - 2x_1}) >

Diese Folge kann keine konvergente Teilfolge besitzen.
Nun zeigen wir die Behauptung. Wihle z € X\V. Da V abgeschlossen, gilt
dist(z, V) > 0 und es gibt ein vy € V mit |lz — vy|| < 5 dist(z, V). Setze
Tr — Uy

Ty = — -
P e — gl

Es folgt fiir alle v e V

1 dist(z, V)

|zy —v|| = |l — vy — HzfngvH > =l =V

[l = vy]|
O

Bemerkung 11.2.12. Falls X Hilbertraum ist, kann man in der Behauptung in
dem Beweis in Theorem 11.2.11 ¢ = 1 wihlen. D.h., es ein € X mit dist(z, V) =1
und ||z|| = 1 gibt. Das folgt aus dem Projektionssatz, Theorem 5.2.4: Wihle 0 #
29 € X\V. Nach Theorem 5.2.4 gilt 2o = zo + yo mit yo € V und ¢ € V. Dann
setze x = xo/||xol|. Es ist klar, dass ||z|| = 1 und

dist(z, V) = inf [lo —y|| < [l«] = 1.
ist(2, V) = inf flo —yll < =]

Andererseits gilt ||z —y||? > ||z|* +2(z,y) = ||z]|*> = 1, Vy € V, also dist(z, V) = 1.

Lemma 11.2.13. Sei V' Unterraum eines Banachraums X .

(a) Falls dimV < oo oder falls V' abgeschlossen mit dim (X/V) < oo, so hat V
ein abgeschlossenes Komplement.

(b) Ist X = VW fiir abgeschlossene Unterriume V, W, so sind die Projektionen
Py, Py stetig.
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Proof. Wir beginnen mit (a) im Fall dimV =n < co. Sei vy, - - - , v, eine Basis von
V,und @1, -, ¢, die duale Basis von V' , also ¢;(v;) = ¢;;. Nach Hahn-Banach,
haben die ¢; eine Fortsetzung ¢; € X'. Definiere die stetige lineare Abbildung

n
PeL(X,V), Pz=>) &z
=1

Es folgt Pv; = v;, P2 = P und Py = Id)y. Fiir z € X folgt + = Px + (x — Px) €
V @ ker P. Der Raum ker P ist ein Komplement wie verlangt. Fiir dim X/V =
n < oo wihle eine Basis [x1], -, [z,] von X/V. Dann ist Span{xy, -+ ,2,} ein
endlichdimensionales, also abgeschlossenes, Komplement.

In (b) ist V' x W mit der Produktnorm ein Banachraum, und die Abbildung
VxW = X, (v,w) — v+ w, ist bijektiv und stetig. Nach Satz der inversen
Abbildung ist auch die Inverse stetig, und damit die Projektionen Py, Py, auf die
Komponenten.

O

Lemma 11.2.14 (Additivitédt des Fredholmindex). Seien S: X - Y, T:Y — Z
Fredholm. Dann ist TS : X — Z Fredholm und es gilt

ind(7S) = ind(S) + ind(7T).
Proof. Es ist S : kerT'S — Bild S Nker T surjektiv mit Kern ker S, also gilt
dimker T'S = dimker S + dim(Bild S Nker T') < oco.

Wiéhle nun Komplemente kerT' = (Bild S NkerT) @ Yp, und dann YV = Bild S @
Yo @ Y;. Es folgt die direkte Summe Bild T = BildT'S @ T'Y7, also

dim coker T'S = dim coker T+ dim Y7 < oo.
Schliefllich haben wir
dimker T — dimcoker S = dim(Bild SNkerT) + dimYy — (dim Yy + dim Y7)
= dim(Bild SNker7T) — dimY;.

Durch Kombination der drei Gleichungen ergibt sich die Behauptung.
O

Lemma 11.2.15 (Neumannsche Reihe). Sei X ein Banachraum. SeiT € L(X) mit
|T|| < 1. Dann istid =T = 1—T invertierbar, es gelten (1-T)~1 = 3> T" € L(X)
n=0
—1 1
und [|(1 =T) 7| < =77 -

Beweis. Aufgrund der geometrischen Reihe konvergiert die Reihe absolut:

N N N > 1
DT < TS YT < 3T =
n=0 n=0 n=0 n=0

Die angegebene Reihe ist invers zu 1 — T, denn es gilt

N N
o1 -T)=1-T""' =1 -17)- Y 1"
n=0 n=0

Mit N — oo folgt die Behauptung, da [TV || < ||T||N*+! — 0. O
Theorem 11.2.16. Seien X,Y Banachriume. Sei T € L(X,Y), S € L(Y,X)
und gelte ST = 1x sowie TS = 1y. S heifst dann Inverse zu T. Dann gibt es

eine Umgebung U von T in L(X,Y), so dass alle T € U eine Inverse in LY, X)
besitzen.

Der Beweis funktioniert auch fiir einseitige Inverse.



11.3. ANWENDUNG AUF ELLIPTISCHEE RANDWERTPTROBLEME 71

Beweis. Sei

U= {T e L(X,Y): S]] ||T - T < 1}.

Sei T € U beliebig. Es gilt ST = ST+S(T—T) = 1+5(T—T). Dannist ST € L(X)
mit |1 = ST = ||$(T = 7)|| < |S] - |7~ T|| < 1. Somit ist ST =1 — (1 - ST)
mit Hilfe der Neumannschen Reihe invertierbar. Sei A € L(X) die Inverse zu ST.
Es folgt 1 = (AS)T.

Analog bekommen wir eine rechtsseitige Inverse.

Rechtsseitige und linksseitige Inverse stimmen tiberein. O

Theorem 11.2.17. Sei L : X — Y Fredholmoperator. Dann hat L in L(X,Y)
eine Umgebung, die aus Fredholmperatoren mit demselben Index besteht.

Proof. Beweis: Wihle abgeschlossene Komplemente X = Xg @ ker L und Y =
Bild L ¢ Y7, insbesondere dim Y; < oo. Die Projektionen auf die Komponenten sind
dann stetig. Fiir S € L(X,Y) setze Sy : Xo — Bild L, Sy = Ppija 1 S%x,, wobel ix,
die Inklusionsabbildung ist. Es gilt

S0 = Lol| = || Peia (S — L)ix, || < C||S — L]

Hierbei ist Lo : Xo — Bild L, Ly = PgilarLix,. Es ist offensichtlich, dass Lo ein
Isomorphismus ist, also auch Sy fiir ||S — L|| < ¢, nach dem obigen Satz. Dann ist
S Fredholmoperator:

(1) Die Projektion ker S — X/Xj ist injektiv: aus Sz = 0 fir x € X, folgt
Sox = Pgila.Six,* = 0 und somit z = 0.

(2) Die Projektion Y7 — Y/Bild S ist surjektiv: zu y € Y wihle 2 € X mit
Sox = PBﬂdLy, also PBﬂdL(y — S.’E) =0 bzw. yS{E =1y € Y;.

In Sy = PrilarSix, sind also alle Operatoren Fredholm. Es folgt aus Lemma
11.2.14

0 =ind Sy = dimcoker L +ind S — dimker L = ind S — ind L.

11.3. Anwendung auf elliptischee Randwertptrobleme.
Lemma 11.3.1. Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt. Betrachte den Operator

K W 2(Q) — WER(Q)
(Ku)(v) = [o((b, Dv)u+ (¢, Dujv + quv)

fiir byc € L*(Q,R™), g € L*>®(2). Dann ist K kompakt.

Proof. Nach Theorem 11.1.6 (Einbettungssatz von Rellich) ist die Einbettung E :
Wy2(Q) C L2(Q) kompakt. Da die Inverse der Rieszabbildung I~ : L2(Q) —
L2(Q), I 'u(v) = [, uv, stetig ist, folgt mit Theorem 11.1.10 (i) auch die Kom-
paktheit von

E'TLA(Q) » Wy (Q), (BT f)(v) =T f(Ev) = | fo.
Q
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wobei E’ der adjungierte Operator von E ist. Daraus folgt die Kompaktheit der
drei Abbildungen, mit Theorem 11.1.10 (ii)

Wo(Q) = LAQ) - W(Qy

E —90.b7 .
u — u — =0 (bu)
o . B'It .
U doju oju
E q
u — u — qu

O

Theorem 11.3.2. Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt. Betrachte den Operator L =
Lo + K mit

Lou = —div(aDu)

Ku = —=div(bu)+ (¢, Du) + qu
und den Voraussetzungen:

(B) beschrinkte Koeffizienten:
a € L>®(Q,M,(R)), bceL>*QR"), qeL=.
(E) Elliptizitit: (¢, a(x)€) > plé]?, Vo € Q,& € R™ und einem pu > 0.

Dann ist L : Wy *(Q) — Wy (Q) ein Fredholmoperator vom Index null. Insbeson-
dere gilt die Alternativ

L injektiv <= L surjektiv.

Proof. Unter der Bedingungen (B) und (E) kénnen wir Satz von lax-Milgram an-
wenden und zeigen, dass Ly Isomorphismus ist. Da K kompakt ist, ist L nach
Riesz-Schauder, Theorem 11.2.9, Fredholm mit Index Null. Insbesondere gilt die
Alternativ: L injektiv <= L surjektiv.

O

Theorem 11.3.3 (Losbarkeitskriterium fiir Dirichletproblem). Sei Q C R™ offen
und beschrinkt. Betrachte den Operator L = Lo + K : Wy > () — Wy () wie in
Satz 11.3.2. Fiir o € Wy *(Q)' sind dquivalent:

(1) Lv = ¢ besitzt eine Lisung v € W&’Q(Q),
(2) p(u) =0 fir alle u € ker (L*), wobei L*bezeichnet als den (formal) adjun-
gierten Operator von L, es gilt L*v = —div (a* Dv) —div (cv) + (b, Dv) + qu.

Hier ist L der formal adjungierte Operator zu L, definiert durch
(11.5) L* Wy (Q) = W A(Q), L*u(v) = Lo(u).
Wir berechnen explizit

/Q (Z a 9;v0;u + i v u(0ju) + i ¢ (95v)u + qvu)

,J Jj=1 Jj=1

/Q (Z a’' O;udjv + i du(9v) + i v (95u)v + quv)

i j=1 j=1

Lv(u)

Somit ergibt sich die (schwache) Darstellung

(11.6) Lu=—>" 9;a"0u—> 0;(cu) + > _ toju+ qu.
j=1 j=1

ij=1
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Die Koeffizienten von ergeben sich also durch formale partielle Integration. Sind
Lu und Lv als L?-Funktionen darstellbar, so gilt in der Tat

(Lu,v) 200y = Lu(v) = Lv(u) = (u, Lv) 12(q)
Der Operator L* ist adjungierter Operator von L beziiglich des L2-Skalarprodukts.

Er ist nicht die Hilbertraumadjungierte von L : Wy '*(€2) — Wy'*(€)’ im Sinne der
folgenden Definition der Hilbertraumadjungierte

Lemma 11.3.4 (Hilbertraumadjungierte). Seien X, Y Hilbertriume iber R. Dann
gibt es zu jedem T € L(X,Y) genau ein T € L(Y, X) mit

(Tz,y) = (x,T*y), VzeX,yeY
Es gilt |T|| = ||T||. T* heifst die Hilbertraumadjungierte von T.

Proof. Sei T' die Adjungierte Abbildung von T, gemifl Proposition 11.1.9, d.h.,
T:Y — X' mit (Tx,p) = (x,T'p) firallex € X und ¢ € Y'. Seien Ix : X' - X
und Iy : Y’ — Y sind die in Thereom 5.2.5 definierte Abbildungen Setze T* =
IXT’I;l. T* ist die gesuchte:

(x,T*y) = (2, IxT'I;'y) =TI y(z) = Iy (Tx) = (Tx,y)

12. SPEKTRALSATZ
12.1. Spektrum. Sei K entweder R oder C.

Definition 12.1.1. Sei X ein Banachraum und 7' € L(X, X) = L(X).
(i) Die Menge p(T') C K aller rellen oder komplexen
Zahlen, so dass T'— Aid = T — A ein Banachraumisomorphismus (7" — X ist
stetig, bijektiv und (7 — \)~! ist ebenfalls stetig) ist, heifit Resolventenmenge
von 7'
(ii) o(T) := K\ p(T) heifit Spektrum von T.
(iii) op(T) := {X € K: T'— X ist nicht injektiv} heifit das Punktspektrum von T
X € 0,(T) heifit Eigenwert und ker (T" — A1) heifit Eigenraum.
(iv) 0.(T) :== {\ € K: T — Xinjektiv, R(T —\) = X, (T — N1 R(T — \) —
X nicht stetig} heifit das kontinuierliche Spektrum von 7'
(v) op(T) := {A € C: T — X injektiv, R(T — A\) # X} heifit das residuelle Spek-
trum oder Restspektrum von X.

Korollar 12.1.2. Sei X ein Banachraum. Sei T € L(X). Dann ist o(T) C K
abgeschlossen.

Beweis. Wir haben in Korollar 11.2.16 gezeigt, dass K\ o(T) = p(T) offen ist. O
Lemma 12.1.3. Sei X ein Banachraum. Sei T € L(X). Dann ist o(T) kompakt.

Beweis. Sei A € K mit |A| > ||T||. Dann ist T'— X = (=A)(1 — A~!T) invertierbar,
da |A71T| < 1 gilt. Somit ist o(7T") beschréinkt und die Behauptung folgt, da o(7T')
abgeschlossen ist. O

12.2. Selbstadjungierte Operatoren. Die adjungierte Abbildung haben wir in
Proposition 11.1.9 definiert.

Definition 12.2.1. Sei H ein Hilbertraum. Sei A € L(H). Seien z,y € H. Sei
I: H* — H wie im Satz von Riesz, Theorem 5.2.5. In der folgenden Rechnung
schreiben wir explizit hin, wenn es sich um das Skalarprodukt und nicht im die
Paarung zwischen H und H* handelt. Es gilt

(Az,y)sip. = (Az, I7'y) = (2, AT y) = (x, [T TA T y)
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= <x, IA*]_1y> .
Dann nennen wir IA*I~! € L(H) die Hilbertraumadjungierte von A und bezeich-

nen diese Abbildung wieder mit A*.
Gilt A = A*, so heifit A selbstadjungiert.

Statt der Rechnung mit I: H* — H in der Definition der Hilbertraumadjun-
gierten kann man den Beweis der Existenz einer allgemeinen Adjungierten auch an
Hilbertrdume anpassen (Ubung).

Proposition 12.2.2. Sei H ein Hilbertraum. Dann hat die Abbildung +: L(H) —
L(H) mit A~ A* die folgenden Eigenschaften:
(i) A** = A, d. h. x ist eine Involution.
(i1) (NA + uB)* = MNA* + pB* fir A\, p € K,
(i1i) (AB)* = B*A*,
(iv) 1Al = 4%,
(v) 447 = A)P.
(vi) Besitzt A eine stetige Inverse, so auch A*. Es gilt dann (A=1)* = (A*)~L.

Beweis. Ubung. O

Definition 12.2.3. Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator A € L(H) heifit normal,
falls AA* = A* A gilt.
Proposition 12.2.4. Sei H ein Hilbertraum.

(i) Sei (Ap)nen eine Folge selbstadjungierter Operatoren, A € L(H) und gelte
A, — A punktweise (oder sogar in der Operatornorm). Dann ist A selbstad-
Jungiert.

(i) Seien A, B selbstadjungiert. Dann ist die Verkniipfung AB genau dann selbst-
adjungiert, wenn A und B vertauschen.

Bewets.
(i) Seien x,y € H beliebig. Dann folgt
(Az,y) < (Anz,y) = (z, Any) = (2, Ay)
fiir n — oo und damit die Behauptung.
(ii) Dies folgt aus AB < (AB)* = B*A* = BA, wobei die Gleichheitszeichen stets
gelten.
O

Lemma 12.2.5. Sei H ein Hilbertraum. Sei A € L(H). Dann gilt H = R(A) @

N(A*) = R(A*) ® N(A). Die Summanden stehen jeweils senkrecht aufeinander.

Beweis. Wegen A™* = A geniigt es, die erste Gleichheit zu beweisen.

Wir erinnern weiterhin an Lemma 5.1.10, wonach (A)L = R(A)* gilt.

~IN(A*) C R(A)J_“: Sei y € N(A*). Dann gilt (Az,y) = (z, A*y) = 0 fur alle
xr € H. Also ist y € R(A)*.

77R(A)l C N(A*)“: Seiy € (A)L. Dann folgt (z, A*y) = (Az,y) = 0 fir alle
x € H. Somit ist y € N(A*). O
Definition 12.2.6. Sei H ein Hilbertraum. Seien A, B € L(H) selbstadjungiert.

(i) Dann ist A kleiner als B, A < B, falls (Az,z) < (Bx, ) fiir alle x € H gilt.
(ii) A heifit positiv (semidefinit) oder monoton, falls 0 < A gilt.
(iii) A heifit gleichméBig positiv definit, falls es ein ¢ > 0 mit

¢ |lzll* < (Aw, )

fiir alle z € H gibt.
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Bemerkung 12.2.7. Ist A > 0, so gilt auch A™ > 0, da wir rund die Hélfte der
Operatoren A im Skalarprodukt auf die andere Seite schreiben diirfen.

Theorem 12.2.8. Sei H ein Hilbertraum. Erfille A € L(H)
|Az|| > c||z|| fir alle x € H
fiir ein ¢ > 0 und sei A* injektiv. Dann ist A stetig invertierbar.

Die Injektivitdt von A* ist automatisch gegeben, wenn A selbstadjungiert ist.

Bewets.
(i) R(A) ist abgeschlossen, denn aus Az, =y, — y folgt

1 1
lzn = @m|l < ZllAzn = Azmll = —llyn = yml.

Somit bilden die z,, eine Cauchyfolge. Gelte z,, — x. Dann folgt Az = y.

(ii) Nach Lemma 12.2.5 gilt H = N (A*)®R(A). Nach Voraussetzung ist N (A*) =
{0}. Da R(A) abgeschlossen ist, folgt H = R(A). Somit ist A bijektiv.

(iii) Sei B die Inverse zu A. Dann ist B linear und wegen

1Byl < 2 I1AByll = ¢yl
fiir alle y € H ist B auch beschrinkt. O

Diese Folge kann keine konvergente Teilfolge besitzen.

Theorem 12.2.9. Sei H ein Hilbertraum und sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann
gilt o(A) C R.

Beweis. Es gilt
(Az,z) — N|z||* = (A = M)z, z).
Da A selbstadjungiert ist, erhalten wir
[Tm Al [|lz]|* = [Tm((A — A1)z, 2)| < [[(A = AD)z| - [l2].
Esist (A —A)* = A— ).
Sei nun A € C\ R. Wir erhalten

(A=) z,2) = (Az,2) —X||z||* ¢ R
—— ~—~—~
€R €R

fiir  # 0. Somit ist (A — A1)* injektiv. Nach Theorem 12.2.8 ist A — A1 daher
stetig invertierbar. O
Theorem 12.2.10. Sei H ein Hilbertraum und sei A € L(H) mit A > 0. Dann
gilt o(A) C [0, 00).

Beweis. Nach Theorem 12.2.9 gilt stets 0(A) C R. Fiir A < 0 erfiilllt A — A1 die

Voraussetzungen aus Theorem 12.2.8. O

Theorem 12.2.11 (Satz von Vigier). Sei H ein Hilbertraum. Sei (Ap)nen eine
Folge von selbstadjungierten Operatoren in L(H) mit

A <A <... <kl

fiir ein & > 0. Dann gibt es einen selbstadjungierten Operator A € L(H) mit
A, — A punktweise.
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Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass man fiir selbstadjungierte Operatoren B > 0
dhnlich wie in der Linearen Algebra eine Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(B, y)|* < (Bz,z)(By,y)
fiir alle z,y € H zeigt: Betrachte das Skalarprodukt ((B + ¢1)-,-) und lasse am
Ende ¢ — 0.

Gelte ohne Einschréinkung 0 < Ay und « = 1. Es geniigt nach Proposition 12.2.4
nachzuweisen, dass (A,%)nen fiir jedes € H eine Cauchyfolge ist, da Linearitét
und Stetigkeit erhalten sind.

Sei x € H und sei n > m > 0. Dann gilt 0 < A,, — A,, < 1 und daraus erhalten
wir mit der verallgemeinerten Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

1(An = Am)zll* = {(An = Am)z, (An — Am)z)?
<{(A, — Ap)z,z) (A, — A2z, (A, — Ap)z)
<{(An = Am)z, 2) | An — A |||
< ({(Anz, ) — (A, 2)) 2],

Da die Folge (A, z, x) eine monotone beschrinkte reelle Folge ist, ist sie eine Cauchy-
folge. Somit ist auch (A,x),ecn eine Cauchyfolge. Die Behauptung folgt. O

12.3. Projektoren.

Definition 12.3.1. Sei H ein Hilbertraum. Ein Projektor P ist ein idempotenter
(P? = P) selbstadjungierter Operator in L(H).

Proposition 12.3.2. Sei M C H ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertrau-
mes. Dann ist die Projektion auf M wie in Theorem 5.2.2 oder Korollar 5.2.4 ein
Projektor.

Beweis. Sei H =M ®M* und z = z+y mit (z,y) € M x M+ wie in Korollar 5.2.4
zerlegt. Dann ist Pz = . Die Linearitit folgt aus der Zerlegung H = M @& M~. Die
Stetigkeit haben wir in Lemma 5.2.3 bereits nachgewiesen. Aus ||2]|? = || Pz|?+]|y||?
folgt sogar ||P|| < 1. P? = P ist klar.

P ist selbstadjungiert: Seien z; = x1 + y1 und 2o = xo + yo Zerlegungen wie
oben. Dann folgt Pz; = x; fiir i = 1,2 und

<P21,2’2> = <J?1,ZQ> = <561,1‘2> = <21,$2> = <2’1,P2’2>. |:|

Proposition 12.3.3. Sei H ein Hilbertraum. Sei P € L(H) ein Projektor. Dann
ist M := R(P) = P(H) ein abgeschlossener Unterraum, der genau die Fizpunkte
von P enthdlt. P ist die Projektion aus Theorem 5.2.2 auf M.

Bewets.
(i) Da P linear ist, ist M ein Unterraum.
(ii) Sei z ein Fixpunkt, so gilt Pz = x, also « € P(H) = M.
Sei umgekehrt € P(H), so existiert ein y € H mit Py = x. Also folgt
x = Py = P?y = Pz. Somit ist z auch ein Fixpunkt.
Wegen M = {x € H: Px — 1a = 0} ist M abgeschlossen.
(iii) Sei z € H beliebig. Dann ist x — Pz € M*, denn es gilt fiir beliebiges y € H

(x — Pz, Py) = (Px — P%x,y) = 0.

Da die Zerlegung H = M & M~ eindeutig ist, ist Pz durch Pz € M und
x — Pz € M+ eindeutig bestimmt. Die Projektion auf M aus Theorem 5.2.2
liefert ebenfalls eine solche Zerlegung. Somit ist P gerade diese Projektion.

O
Definition 12.3.4. Sei H ein Hilbertraum und A € L(H).
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(i) Ein Teilraum M C H heifit beziiglich A invariant, falls A(M) C M gilt.
(ii) Ein Teilraum M C H heiit beziiglich A reduzierend, falls M beziiglich A und
beziiglich A* invariant ist.

Proposition 12.3.5. Sei M C H ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertrau-
mes, P der Projektor auf M. Sei A € L(H). Dann gelten

(i) M ist genau dann beziiglich A invariant, wenn Po Ao P = Ao P gilt.
(ii) M reduziert A genau dann, wenn A und P vertauschen.

Beweis.
(i) PoAoP = Ao P ist dquivalent zu PAz = Az fir alle x € M. Dies ist
dquivalent zur Invarianz von M.
(ii) ,=—“: Angenommen, M reduziert A. Dann gilt nach (i) PA*P = A*P und
ebenso PAP = AP. Hieraus folgt

PA = (A*P)* = (PA*P)* = PAP = AP.
»<="“: Gelte nun AP = PA. Dann folgt AP = APP = PAP, also A(M) C
M

Aus AP = PA folgt A*P = PA* und dann ebenso, dass A*(M) C M gilt.
Also reduziert M den Operator A. O

Proposition 12.3.6. Sei M C H ein abgeschlossener Teilraum eines Hilbertrau-
mes. Dann gilt fiir die Projektoren

pry. =1 —pry,.
Beweis. pry,;. sowie 1 — prj,. sind selbstadjungiert und es gilt (1 — pry,)? =
1—pry, —pras +pra; = 1—pry,. Somit ist 1 —pr,, ein Projektor. Aus der Zerlegung
H = M @ M+ folgt direkt, dass (1 — pry,)(H) = M~ gilt. Somit ist 1 — pr,, ein
Projektor auf M*. O

Proposition 12.3.7. Ein Teilraum M C H eines Hilbertraumes ist genau dann
ein A € L(H) reduzierender Teilraum, wenn A die Riume M und M+ invariant
ldsst.

In diesem Fall gibt es zu A Operatoren Ay € L(M) und Ay € L (M™), so dass
A, wenn wir H als H= M © M~ zerlegen, als

4= (% )
dargestellt werden kann, d. h. es gilt fir © = x1 + zo mit x1 € M und o € Mt
Ax = Ayxq + Asxo,
wobei wir Ajx; € M und Asxe € ML als Elemente in H betrachten.

Beweis.

,=—“: Reduziert M den Operator A, so vertauscht A mit pr,,, also auch mit
pry. = 1 — pry,. Daher reduziert auch M+ den Operator A. Somit sind M und
M~ unter A invariante Unterrdume.

»<=": Nehme an, dass A die Riume M und M invariant lisst. Setze P := pr,,.
Dann folgt AP = PAP nach Proposition 12.3.5. Aus der Invarianz von M~ folgt
ebenso A(1 — P) = (1 — P)A(1 — P). Wir multiplizieren aus und erhalten

A—AP=A—-PA—-AP+ PAP = A— PA.
=0
Somit vertauschen A und P und wir erhalten nach Proposition 12.3.5, dass M den
Operator A reduziert.

Die Zerlegung von A in Blockmatrixgestalt folgt direkt aus der Invarianz von M
und M+ unter A. O
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Proposition 12.3.8. Sei H ein Hilbertraum. Seien Py, Py € L(H) Projektoren auf
My bzw. Ms. Dann ist P := P o Py genau dann ein Projektor, wenn [Py, P3] =0
gilt. In diesem Fall ist P ein Projektor auf den Raum M = My N Ms.

Beweis. Nach Proposition 12.2.4 ist P genau dann selbstadjungiert, wenn [Py, Py] =
0 gilt. Hieraus folgt dann
P’=PoP,oPoP,=P’oP;=PoP,=P.
Somit ist P ein Projektor.
Es gilt R(P) C My N My, da wir mit M5 = {@ € My: » L My 0 My} die
orthogonale Zerlegung H = (M; N M) ® Mlé(Mz) @© M- haben. Andererseits gilt
Py =1|n. O

Korollar 12.3.9. Sei H ein Hilbertraum. Seien Py, Py € L(H) Projektoren auf M,
bzw. Ms. Dann gilt My L My genau dann, wenn P; o P, = 0 ist.

Mg) .

Bewets.
»,=—="“: Seien M; und M, orthogonal zueinander. Seien z,y € H beliebig. Dann
folgt 0 = (Pyx, Pay) = (x, Py Pay). Somit ist Py Py, = 0.

»<=": Selen & € M; und y € Ms. Dann gilt (x,y) = (Piz, Poy) = (x, P, Py) =
0. O

Proposition 12.3.10. Sei H ein Hilbertraum. Seien Py, P, € L(H) Projektoren
auf My bzw. Ms. Dann ist P := Py + P, genau dann ein Projektor, wenn PioPy =0
gilt. In diesem Fall ist P ein Projektor auf M = My & Mo, die orthogonale Summe
von My und M.

Beweis.

,==: Ist P ein Projektor, so ist P idempotent. Wire P; P, # 0, so folgt nach
Korollar 12.3.9, dass M1 Y M> gilt. Ohne Einschrankung nehmen wir also an, dass
es My 2 x = yo + y3 mit (y2,y3) € Mo x M3 und yo # 0 gibt. Dann gelten
Pz =2z, Py, =y und ngj- = 0. Wir erhalten also

Pr=(Pi+P)(x) =2+ P (y2+y3) =2+
=P =(Pi+P)(x+y2) =2+ Piyo+ Pox+ Paya =2+ Piyo + yo + 42

und hieraus folgt

Piys = — yo.

Also ist y2 # 0 ein Eigenvektor von P; zum Eigenwert —1. Dies ist absurd, da
Projektoren nur die Eigenwerte 0 und 1 haben, es gilt ndmlich fiir einen Eigenvektor
z und einen Eigenwert A stets

Az = Pz = P?z = P(\z) = \?z,

also 0 = A(A —1).

,<=“: Gelte PP, = 0. Aus Korollar 12.3.9 erhalten wir auch P, P, = 0. Somit
ist P := Py + P, idempotent. Nach Proposition 12.2.4 oder direkter Uberlegung ist
P auch selbstadjungiert.

Sei also P ein Projektor. Die Rdume M7, My C H stehen orthogonal aufeinander.
Fir x = x1 + xo mit x; € M;, i = 1,2 gilt Px = Pix1 + Pixs + Poxy + Poxs =
21+ 040+ 22 = x. Also gilt My @& My C R(P). Andererseits gilt R(P) C R(Py) @
R(Py) = My @ M. Somit folgt die Behauptung. O

Proposition 12.3.11. Sei H ein Hilbertraum. Seien M; C H, i = 1,2, abgeschlos-
sene Teilrdume mit zugehdrigen Projektoren P;.

(i) Dann ist P := Py — Py genau dann ein Projektor, wenn My C Ms gilt.
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(ii) P projiziert auf das orthogonale Komplement von My in Ms.
(iti) Es gilt
My C M, — P =hhP — P, <P

Bewets.

(i) Nach Proposition 12.3.6 ist P = P, — P; genau dann ein Projektor, wenn
Q:=1-P=(1—-P,)+ P, ein Projektor ist. Nach Proposition 12.3.10 ist
dies dquivalent zu (1 — P») o P, = 0 oder P; = P, P;. Dies ist dquivalent zu
My C M.

(ii) Betrachte die Einschrinkungen auf M,. Dort ist P, die Identitdt und die
Behauptung folgt aus Proposition 12.3.6. Elemente von M;- werden durch P
und P, auf Null abgebildet.

(iii) Die erste Aquivalenz ist klar.

»=="“:Sei M} C Mj. Dann gibt es einen abgeschlossenen Unterraum M
von H mit My = My, & M, wobei die Summe orthogonal ist, M also das
orthogonale Komplement von M; in M. Sei « € H. Es folgt Pox: = Py (Pex)+
T = Py + 7T fiir ein T € M. Da die Zerlegung orthogonal ist, erhalten wir
| Prx||? < ||Pex||? fiir 2 € H. Da beide P;’s selbstadjungiert sind, erhalten wir
(Prz,z) < (Pyx,x) fiir alle x € H und somit P; < Ps.

,e=":Sei P| < P5. Sei z € M;. Dann folgt ||z||* < ||Pez|?* wie in den
letzten Zeilen oben. Andererseits gilt | Pz||? < ||z, da P eine Projektion
ist (zerlege H in My @ Ms"). Somit gilt ||Pyz||? = ||z||? fiir € M;. Mittels
orthogonaler Zerlegung von M; in Ms N M; und das zugehorige orthogonale
Komplement erhalten wir Pox = x fiir x € M7. Somit gilt My C Ms. O

Aus dem Satz von Vigier, Theorem 12.2.11, erhalten wir

Proposition 12.3.12. Sei H ein Hilbertraum. Sei (Pp,)nen eine monoton wachsen-
de (oder fallende) Folge von Projektoren P, € L(H). Dann gibt es einen Projektor
P, so dass P, — P punktweise konvergiert.

Beweis. Wegen 0 < P < 1 ist jeder Projektor gleichméfig beidseitig beschrankt.
Betrachte ohne Einschrinkung den Fall einer monoton wachsenden Folge Py < P; <
P, < .... Nach dem Satz von Vigier konvergiert somit P, — P punktweise und P
ist selbstadjungiert.

P ist auch idempotent, denn es gilt

(P?z,y) = (Pz, Py) = lim (P,z, P,y) = lim (P,2,y) = (Pz,y). O
n—oo n—oo

Bemerkung 12.3.13. Es ist leicht zu sehen, dass der punktweise Grenzwert P
einer monoton wachsenden Folge von Projektoren P,

R(P)= | R(Pn)

neN
erfiillt.

12.4. Orthonormalbasen.

Definition 12.4.1. (i) Sei X ein Banach- oder Hilbertraum. Dann heifit S C X
Banach- oder Hilbertraumbasis, falls S linear unabhéngig ist und (S) = X
gilt.

(ii) Eine Hilbertraumbasis S von H heifit Orthonormalbasis, falls ||z|| = 1 und
(z,y) =0 fir alle z # y € S gilt.
(iii) Zur deutlicheren Unterscheidung bezeichnen wir eine Basis im Sinne der Li-

nearen Algebra als Hamelbasis.
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Beispiel 12.4.2. Die Vektoren {e;};ey mit e; = (0,...,0, i,O, ...) € [?(N) bilden
eine Orthonormalbasis von [?(N), aber keine Hamelbasis von [?(N).

Lemma 12.4.3. Sei H ein Hilbertraum. Sei {e1,...,en} ein Orthonormalsystem
in H, d. h. gelte (e;,e;) = 0;;. Setze M := (e1,...,eyn) und sei P die Projektion auf
M. Dann gilt

Beweis. Definiere P; als den Projektor auf den Teilraum (e;). Dann gilt Pz =
(x,e;)e; fir x € H. Die Behauptung folgt nun aus Proposition 12.3.10 per Indukti-
on. (]

Theorem 12.4.4. Jeder separable Hilbertraum H besitzt eine héchstens abzdihlbare
Orthonormalbasis, die durch Gram-Schmidt Orthonormalisierung aus einer gegebe-
nen Basis gewonnen werden kann.

Beweis. Nach dem Zornschen Lemma existiert eine Basis, die man aus einer abzéhl-
baren dichten Teilmenge gewinnt.

Die Orthonormalisierung funktioniert genau so wie in der Linearen Algebra.
Beachte dazu, dass die Erzeugnisse der ersten n Vektoren einer gegebenen Basis
und der Orthonormalisierung davon iibereinstimmen. U

Proposition 12.4.5. Sei H ein unendlich dimensionaler Hilbertraum. Dann erfillt
eine orthonormale Folge (e )nen genau dann ({e,: n € N}) = H, wenn sie

o0
21> =D [, en)?
n=0

(Parsevalsche Identitit) oder, dquivalent dazu,

o)

€T = Z<x’ en>€n

n=0

fiir alle x € H erfillt.
Vergleiche dies mit der Besselschen Ungleichung, Korollar 5.1.12.

Beweis. -
»==“: Gelte ({e,,: n € N}) = H. Setze M, := {eq,...,e,)und M = |J M,. Dann

n=0
ist M dicht in H. Definiere P, als den Projektor auf M,,. Aus Proposition 12.3.12,
Bemerkung 12.3.13 und Lemma 12.4.3 erhalten wir

n

Z(m, eye; =Ppr —x firallex e H
i=0

und somit
n
> ) =|[Poz|® — [|z]|*  fiir alle € H.
=0

»<=": Sei nun die Parsevalsche Identitét erfiillt. Wir definieren Projektoren P,

durch P,z := > (x,e;)e;. Dann ist (P,)nen eine monoton wachsende beschrinkte
i=0

Folge von Projektoren, konvergiert also punktweise gegen einen Projektor P. Wire

P #1, so folgt R(P) € H. Ein zu R(P) orthogonaler Vektor y # 0 steht auch auf

allen Vektoren e, senkrecht. Somit gilt fiir ihn die Parsevalsche Ungleichung nicht.

Widerspruch. Aus P = 1 folgt die Behauptung direkt. O
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12.5. Spektralsatz. Die Zerlegung kompakter selbstadjungierter Operatoren ist
eine Verallgemeinerung der Resultate aus Kapitel 6.8, ,,Diagonalisierung von selbst-
adjungierten linearen Endomorphismen, in [?].

Lemma 12.5.1. Sei H ein Hilbertraum. Sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann
sind alle Figenwerte reell und die Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind
orthogonal zueinander.

Beweis. Lineare Algebra. 0

Lemma 12.5.2. Sei H ein Hilbertraum. Sei A € L(H) ein kompakter selbstadjun-
gierter Operator. Sei die Familie (e;)ic; ein unendliches Orthonormalsystem aus
Eigenvektoren von A mit Ae; = \je; fir i € 1. Dann ist 0 der einzige Hiufungs-
punkt der Folge (\;)icr und die Menge der Figenwerte ist hichstens abzihlbar.

Beweis. Wegen |\;| < ||A]| fiir ¢ € I sind die Eigenwerte gleichméBig beschrinkt.
Somit besitzen die Eigenwerte einen Haufungspunkt A € R.

Wir zeigen, dass A = 0 gilt. Somit gibt es auch hichstens abzéhlbar viele Eigen-
werte.

Angenommen, es giilte doch A # 0. Wir diirfen ohne Einschrénkung I = N und
Ai = A fiir i — oo annehmen. Seien e; die zugehorigen Eigenvektoren mit |le;|| = 1.
Nehme weiterhin ohne Einschrinkung A; # 0 fiir alle ¢ € N und e; — e fiir ein
e € H an. Es gilt /\i_lAei = e;. Da A kompakt ist, folgt Ae; — Ae. Somit erhalten
wir

e; = A;lAei — A\ 1Ae,

die Vektoren e; konvergieren also nicht nur schwach, sondern sogar stark. Da der
schwache Grenzwert eindeutig bestimmt ist, folgt auch e; — e. Da die Vektoren
(e;)ien jedoch ein Orthonormalsystem bilden, gilt |le; — e;|| = v/2 fiir i # j. Wider-
spruch. U

Korollar 12.5.3. Sei H ein Hilbertraum. Sei A € L(H) kompakt und selbstadjun-
giert. Ist A # 0 ein Eigenwert von A mit Eigenraum E), so gilt dim F) < oo.

Beweis. Andernfalls konnten wir mit dem Gram-Schmidtschen-Orthonormalisier-
ungsverfahren induktiv ein abzdhlbares Orthonormalsystem in E) konstruieren.
Widerspruch zur Kompaktheit. (I

Da wir fiir unendliche Vektorrdume i.a. keine Determinante und somit auch
kein charakteristisches Polynom haben, benutzen wir variationelle Methoden um
Eigenwerte zu finden.

Lemma 12.5.4. Sei H ein Hilbertraum. Sei 0 # A € L(H) ein kompakter selbst-
adjungierter Operator. Dann besitzt A mindestens einen Figenwert A # 0.

Beweis. Betrachte das Variationsproblem

Az, x
J(z) = <||$c||2> — max

fiir 0 # = € H oder, dquivalent dazu,
j(z) = (Az,x) — max
fir x € H mit ||z|| = 1. Definiere A := sup (Az,z). Wir nehmen ohne Ein-
llzll=1

schriankung (betrachte sonst —A) an, dass A > 0 gilt.

Sei z,,, n € N, mit ||x,|| = 1 eine Maximalfolge fiir j, d.h. gelte (Ax,,z,) — A.
Eine ohne Einschriankung nicht umbenannte Teilfolge konvergiert dann schwach:
x, — x. Da A kompakt ist, folgt Az, — Ax und wir erhalten

(Az,z) = lim (Azy,x,) = A > 0.
n— oo
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Somit ist  # 0. Da {z: ||z|| < 1} nach Definition der Norm eine konvexe Menge
ist (benutze ||tz + (1 — t)y|| < t|lz|| + (1 — t)||y||), folgt nach dem Lemma von
Mazur, Lemma 7.2.6, ||z|| < 1 (Alternative: Benutze die Unterhalbstetigkeit der
Norm unter schwacher Konvergenz.). Andererseits gilt

. (Azx, x) A
A= sup j(y) =supJ(y) > J(z) = 5" = =5
lyli=1 y#0 ] flel?
Somit ist ||z]| > 1. Also gilt ||z|| = 1, das Funktional j nimmt also, ebenso wie J,

sein Maximum in x an.
Wir erhalten fiir beliebiges y € H und ¢ € R mit [¢t| < 1, also x + ty # 0,
d
0= —J t ,
o) (@ +ty) .
(A(z +ty), @ + ty) = (Az, ) + t{Az, y) + t{Ay, z) + 1*(Ay, y),

(Az,y) + (Ay, z) = (Az,y) + (y, Azx) = (Az,y) + (Az,y) = 2Re(Az,y),
&+ tyl|? = [|lz]|* + 2t Re(z,y) + *[|y||?,

d 2
—J(x+t =——(|lz|* Re(Az,y) — (Azx,z) - Re(x,
7l ”“(T (Aa,y) - | A )Relz.y))
=2Re(Ax — Az, y).
Somit folgt Ax = Azx. O

Theorem 12.5.5 (Spektralsatz). Sei H ein Hilbertraum und A € L(H) ein kom-
pakter selbstadjungierter Operator. Dann besitzt A héchstens abzdhlbar viele Eigen-
werte (N\;)ier. Sei My, der (abgeschlossene) Eigenraum zum FEigenwert \; und Ey,
der Projektor auf My,. Dann gelten

A= ZAiEAi und 1 = ZEA

iel i€l
wobei die Reihen punktweise konvergieren.
Die Eigenrdume zu Figenwerten \; # 0 sind endlichdimensional. Gibt es abzdhl-

bar viele Eigenwerte \;, so kinnen wir I = N wdhlen und erhalten \; — 0 fir
1 — 00.

Ist dim H < 00, so ist dieser Satz bereits aus der Linearen Algebra in dquivalenter
Formulierung bekannt.

Beweis. Ohne Einschrankung diirfen wir A # 0 annehmen. Ist N(A) # {0}, so ist
0 ein Eigenwert mit Eigenraum N(A). Da A selbstadjungiert ist, gilt nach Lemma
12.2.5 R(A) & N(A) = H. Somit ist N(A) ein reduzierender Unterraum, siehe
Proposition 12.3.7. Wir setzen H := N(A)L. Kénnen wir das Theorem fiir Ay €
L(#H) zeigen, so folgt das Theorem auch fiir den urspriinglichen Operator A. Wir
diirfen also ohne Einschrinkung annehmen, dass N(A) = {0} gilt, dass also A
injektiv ist. Wegen A # 0 folgt auch H # {0}. Der Fall dimH < oo ist aus der
Linearen Algebra bekannt. Sei also dim H = oo.

Seien (A;);er, I eine geeignete Indexmenge, die Eigenwerte von A mit Eigenrdum-
en M)y, und Projektoren E),;. Gelte A\; # X; fiir i # j. Es gilt \; # 0 fiir alle ¢ € 1.
Nach Lemma 12.5.4 besitzt A mindestens einen Eigenwert. Nach Lemma 12.5.2 ist
I hochstens abzahlbar, also gilt ohne Einschrénkung I C N. Nach Korollar 12.5.3
gilt dim My, < oo fiir alle ¢ € I. Ist I abzéhlbar (noch ist nicht klar, dass es tiber-
haupt mehr als einen Eigenwert gibt), so ist die Menge {)\;: i € I'} beschréankt und
besitzt somit einen Haufungspunkt. Nach Lemma 12.5.2 ist dies Null.
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Nach Lemma 12.5.1 sind die Eigenrdume M), paarweise orthogonal zueinander.
Somit konvergiert die Reihe der Projektoren Ey, punktweise gegen einen Projektor
E, E =3 E\,. Wir wenden dazu Proposition 12.3.12, die Folgerung aus dem Satz

i€l
von Vigi(—fr, an.

Es gilt E = 14: Da jeder Eigenraum von A den Operator A reduziert, gilt dies
auch fiir R(EF), da man in AP,z = P,Ax zum Grenzwert APx = PAx iiberge-
hen kann. Somit reduziert E den Operator A. Benutze Bemerkung 12.3.13. Wire
R(E)* # {0}, so giibe es darin aufgrund der Injektivitit von A einen Eigenvektor
zu einem Eigenwert ungleich Null. Somit ist R(E) = H. Nach Lemma 12.5.3 ist
somit I abzéhlbar.

Es gilt 1 = >  E),. Die Konvergenz ist punktweise.

i€l
Sei schlieBlich 2z € H beliebig. Dann folgt x = > E\,z. Da A stetig ist, erhalten
iel
wir
Ax = ZAEAix = Z NEyx
il i€l

wie behauptet. O



