1.1. TOPOLOGISCHE RAUME 3
Einfiihrung

Das Skript ist basiert auf den Skripts von Herrn Kuwert und Herrn Schuerer.
In dieser Vorlesung geht es hauptséchlich um unendlich dimensionale Vektorréu-
me und lineare Abbildungen zwischen ihnen.

Thema: Seien X,Y Funktionenrdume iiber R oder C und sei A : X — Y lineare
Abbibildung.

A(dz + py) = Mz + pAy
ia. dim X = dimY = co. We wollen die L§ungen von linearen Gleicheung Au = f

untersuchen. Losungsverfahren der linearen Algebra sind nictht anwendar.

Beispiel 1. X = {ZL' = (1‘1,1‘2,1‘3 ce ) = (zi)iGN Tx; € R}

(i) A: X —» X, A(xy, 29,23, ) = (0,21, 22, -+ ). A is linear, injektiv, aber nicht
surjektiv.

(ii) B: X - X, B(x1,22,23, -+ ) = (x2,%3,---). B is linear, surjektiv, aber nicht
injektiv.

Beispiel 2. X = C([-n,7]), A: X — X, (Au)(t) = (sint)u(t)
A ist linear, aber hat keinen Eihenwert: Angenommen, A hat einen FEigenwert:
Au = du, u# 0, und A € C, d.h.,

(sint)u(t) = Iu(t),Vt € [—m, .

Daraus folgt {t: u(t) # 0} C {t : sint = \.} Das ist unmoglich.

Beispiel 3. Dirichlet-Prinzip fiir elliptische Randwertprobleme.
Sei Q@ C R™ veschiénkt mit glatten Rand. Sei f € C*°(Q) gegeben. Gesucht ist
eine Losung u € C§°(92) des Randwertproblems

—Au=fin Q, wu =0 auf 9.
Variationasansatz: Funktional F(v) = % [, |[Dv|? — [, fo.
Lemma 0.0.1. Sei u € C§°(Q2) mit F(u) < F(v)Yv € C§°(R2). Dann gilt
—Au=f

Proof. Sei n € C2°(Q2) beliebig. Dann gilt

2
Pluten) = F)+= [ (Duon) —< [ v 5 [ 100,

Daraus folgt
d
0=—
de |e=0

F(u+en) :/

(Du,Dn) — [ fn=— / (Au + f)n.
Q Q Q

Aus dem Lemma von Variationsrechnung folgt

—Au = f.

(I) Minimieren F = 1 [, [Dv[? — [, fv in C§°(9Q) ist formal analog zu
(II) Minimieren F(z) = 1|z|> — (a,z) in R".
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1. TOPOLOGISCHE (GRUNDLAGEN
1.1. Topologische Raume.

Definition 1.1.1. Sei X eine Menge. Eine Teilmenge O C PX heifit Topologie auf
X, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) 0eO, X €O,

(ii) O ist unter beliebigen Vereinigungen abgeschlossen, d.h. aus O; € O, i€ I, I

eine beliebige (Index-)Menge, folgt auch |J O; € O.
icl
(iii) O ist unter endlichen Schnitten abgeschlossen, d.h. aus O; € O,i=1,...,n,

folgt auch () O; € O.

=1
(Es geniigt hier fiir O1,02 € O auch O1 N O3 € O zu fordern.)

(X,0) (oder auch X) heiit topologischer Raum.
Eine Menge A C X heifit offen, falls A € O gilt. B C X heifit abgeschlossen,
falls X \ B € O gilt.

Definition 1.1.2. Sei (X, Q) ein topologischer Raum, A C X eine Teilmenge von
X.

(i) Sei z € X. Dann heifit U C X Umgebung von z, falls es ein V € O mit
z eV CU gibt.

(ii) = € X heifit Berihrpunkt von A, wenn jede Umgebung von « einen nichtleeren
Durchschnitt mit A hat.

(iii) Die Menge der Beriihrpunkte von A heifit Abschluss (oder abgeschlossene
Hiille) von A und wird mit A bezeichnet.

(iv) Ein Punkt z ist ein innerer Punkt von A, falls A eine Umgebung von z ist.

(v) Das Innere von A ist als die Menge der inneren Punkte definiert und wird mit

A bezeichnet, der einfacheren Schreibweise wegen aber auch mit int(A).
(vi) Ein Punkt z heifit Randpunkt, x € A, wenn er Berithrpunkt von A und von
X\ A ist.

Definition 1.1.3. Sei (X, O) ein topologischer Raum.
(i) Sei A C X. Dann ist (A4, O4) mit
O4:={0ONA:0€0}

ein topologischer Raum. O 4 heifit induzierte Topologie (oder Relativtopologie
oder Spurtopologie).
Beispiel: (1/2,1] ist in [0, 1] offen.
(i) Sei A C X. Dann heifit A dicht in X, falls A = X gilt.
Sei A C B C X. Dann heifit A dicht in B, falls A dicht in (B, Op) ist.
(iii) X heifit separabel, falls es eine hochstens abzihlbare Teilmenge A C X mit
A = X gibt.
(iv) Seien 01,0y Topologien auf X. Dann heifit O; gréber als O, falls O; C Oq
gilt. Gilt O1 D Os, so heifit O; feiner als Os.

Bemerkung 1.1.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei z € X, ¢ > 0. Setze
B.(z) :={y € X:d(y,z) < e}. Dann ist

O ={ACX:VeeAJe>0:B(x) C A}
eine Topologie auf X. (Beweis: Analysis-Vorlesung.) Auf metrischen Rdumen wer-
den wir stets diese von der Metrik induzierte Topologie verwenden.

Ein topologischer Raum (X, O) heifit metrisierbar, wenn es eine Metrik d auf X
gibt, die die vorgegebene Topologie induziert.
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Der Raum (X, {0, X}) ist nicht metrisierbar, falls X mehr als zwei Punkte
enthilt, da es dann Mengen B (z) # X gibt.

Sei (X, | - ||) ein normierter Vekotrraum versehen mit einer Norm. Dann ist
d(z,y) = ||z — y|| eine Metrik.
Definition 1.1.5. Zwei Metriken heiflen dquivalent, falls sie die gleiche Topologie
induzieren.

Definition 1.1.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(i) Eine Folge (25,)nen heifit beschrinkt, falls es ein 2y € X und ein r > 0 mit
Zn € By(xg) fiir alle n € N gibt.
(ii) Eine Menge A C X heifit beschréinkt, falls es ein o € X und ein r > 0 mit
AcC BT(ZL'O) glbt
Lemma 1.1.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gibt es eine Metrik auf X,
die zu d dquivalent ist, so dass X in dieser Metrik beschrinkt ist.

d(z,y)
1+d(z,y) " O

Definition 1.1.8. Sei (X, O) ein topologischer Raum. Sei A C X. Dann heifit U
Umgebung von A, falls U Umgebung fiir alle Punkte von A ist.

Beweis. Setze d(z,y) 1=

Definition 1.1.9. Sei (X, O) ein topologischer Raum. Und (x,,)nen eine Folge in
X. Dann heiit zg € X

(i) Hiufungspunkt der Folge, falls in jeder Umgebung von z¢ unendlich viele Fol-
geglieder enthalten sind.

(ii) Grenzwert der Folge, falls aulerhalb jeder Umgebung von ¢ nur endlich viele
Folgeglieder liegen.

1.2. Stetige Abbildungen.

Definition 1.2.1. Seien (X;, 0;), @ = 1,2, topologische Rdume. Sei f: X; — X,
eine Abbildung.
(i) Dann heifit f stetig, falls fiir alle offenen Mengen U C X5 auch f~1(U) in X;
offen ist.
(i) f heiBt offen, falls fiir alle offenen Mengen U C X; auch f(U) in X5 offen ist.
(iii) f heifit Homéomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch f~!
stetig sind.
(iv) f heiBt in zp € X stetig, falls es zu jeder Umgebung V von f(xp) eine
Umgebung U von xg mit f(U) C V gibt.

1
Beispiel 1.2.2. Sei X = C°([0,1]). Dann definieren || f||11(j0,17) := [ | f(z)| dz und
0

Il fllLee(0,1) := sup |f(z)| Normen auf X. Sie induzieren Metriken auf X vermoge
z€[0,1]

di(f,9) == If = gllLro,1)) wnd doo(f, 9) = || f — gllz(j0,17)- Wir wollen zukiinftig
stets annehmen, dass die Metrik auf einem normierten Raum die von der Norm
induzierte Metrik ist.

Dann ist id: (X, ds) — (X, d1) stetig, denn es gilt

1
1o toy = / @l < s 116 = 1m0,
xe|0,
0

also auch di(f,g) < deo(f,g). Die Umkehrung id: (X,d;) — (X,d) ist jedoch
nicht stetig, denn fiir f,,(z) := 2™ gilt

1

. 1

1l o,y :/z do = ——  aber | fullzqon) = 1.
0
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Also erhalten wir dq(f,,0) — 0, aber doo(fn,0) /4 0.

Definition 1.2.3. Seien (X;,d;) und (X2, d2) metrische Rdume. Dann heifit die
Abbildung f: X; — X, Isometrie, falls

dQ(f(‘T)af(y)) = dl(‘ray)

fiur alle z,y € X, gilt. Eine bijektive Isometrie heifit isometrischer Isomorphismus.

Theorem 1.2.4. Sei R™ der euklidische Raum, d. h. der R™ mit der euklidischen
Metrik oder Standardmetrik (wie immer, wenn wir die Metrik des R™ nicht explizit
angeben). Sei f: R™ — R™ ein isometrischer Isomorphismus. Dann gilt f(x) =
Az + b fiir eine orthogonale Matriz A € O(n) und ein b € R™.

Der Nachweis, dass Abbildungen dieser Form isometrische Isomorphismen sind,
ist einfach. Der Beweis der umgekehrten Implikation findet sich in der Vorlesung
LA.

1.3. Kompaktheit.

Definition 1.3.1.
(i) Sei (X,0) ein topologischer Raum. Dann heifit X (iberdeckungs-)kompakt,
falls jede Uberdeckung
X =JA

iel
durch offene Mengen A;, i € I, d.h. eine offene Uberdeckung, eine endliche
Teiliiberdeckung
N
X =J4,
j=1
besitzt.

(In der Topologie heifit ein iiberdeckungskompakter To-Raum kompakt.)
(i) Sei (X, O) ein topologischer Raum. Dann heiit A C X relativ kompakt, wenn
A C X kompakt ist.
(iii) Sei (X, Q) ein topologischer Raum. Dann heifit X (folgen- )kompakt, wenn jede
Folge (zy)nen in X eine konvergente Teilfolge besitzt.
(iv) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann heifit X prikompakt, falls es zu jedem
€>0en N € Nund Punkte z; € X, 1 <i < N, mit

N
X:U&m)

gibt.
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit kompakt, falls A mit
von X induzierter Metrik bzw. Topologie kompakt ist. Wir wollen ebenso einen
Teilraum A C X vollstdndig, beschrinkt, prakompakt, ... nennen, falls dies fiir A
mit der von X induzierten Topologie oder Metrik gilt.

Theorem 1.3.2. Seien X,Y topologische Riume. Sei X kompakt und f: X =Y
stetig. Dann ist f(X) (iberdeckungs-)kompakt.

Beweis. Sei (Uy)ier eine offene Uberdeckung von f(X). Da f stetig ist, ist auch

(f_l(Ui))iel eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es eine
endliche Teiliiberdeckung. Sei ohne Einschrénkung (f _1(Ui))1 <;<y e€ine endliche
Teiliiberdeckung. Dann ist (U;)1<i;<n eine endliche Uberdeckung von f (X). O

Theorem 1.3.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:
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(i) X ist (iiberdeckungs-)kompakt.
(i) X ist folgenkompakt.
(111) X ist prikompakt und vollstindig.

Bewets.
»(1) = (ii)“: Sei (x,), eine Folge. Definiere

F, = {xnaxn—i-la Tn42;5- - }

Die Mengen F,, sind abgeschlossen, U, := X \ F,, ist also offen. Wir behaupten,

dass es ein a € [ F, gibt. Dies ist dann der gesuchte Haufungspunkt der Folge.
neN
Falls es kein solches a gibt, ist (| F, = 0, was &quivalent zu |J U, = X ist.
neN neN

Somit ist (U,), eine offene Uberdeckung von X und endlich viele der Mengen U,

N
iiberdecken bereits X, ohne Einschriankung gelte U U, = X. Dies ist dquivalent

zZu ﬂ F, = 0. Es gilt aber ﬂ F, = Fn # 0. Widerspruch.
i=1 i=1
,»(il) = (iii)“: Da X folgenkompakt ist, ist X auch Vollst'andig

Falls X nicht pridkompakt ist, gibt es ein € > 0, so dass U B.(z;) € X fiir

alle zz € X und alle N gilt. Fixiere nun o € X beliebig und wéhle z,4+1 €

X\ U B.(z;) # 0 beliebig. Es gilt stets d(z;,z;) > ¢ fiir i # j. Somit besitzt (z,),
i=0
keine konvergente Teilfolge. Widerspruch.

, (1) = (i)

Nehme an, dass es eine Uberdeckung ¢ ohne endliche offene Teiliiberdeckung
gibt. n = 0: Da X priakompakt ist, gibt es endlich viele offene Kugeln vom Radius
1 =279 die X iiberdecken. Mindestens eine davon, By—o (), wird nicht von endlich
vielen Mengen aus U iiberdeckt.

Seien zg,x1,...,T, bereits definiert. Dann wird X von endlich vielen Kugeln
vom Radius 271 {iberdeckt. Mindestens eine davon, By (nt1) (Zp41) wird nicht
von endlich vielen Mengen aus U iiberdeckt. Wir kénnen dabei By (nt1) (@n41) N
By-n(z,) # 0 annehmen. (Sonst wiirden némlich alle Bille vom Radius 2~ ("+1)
mit nichtleerem Schnitt mit By-» () endlich durch Mengen in U iiberdeckt und
das wiirde somit auch fiir By-n(z,) gelten. Widerspruch.) Also gilt d(zp, Tnt1) <
2—(nt1) 4 9=n < 9=(n=1) ynd somit fiir p € N

Ad(Zp, Tpyp) <277 p o7 L om(FD) 4 9=(n+p=2) L 9=(n=2)

Daher ist (x, ), eine Cauchyfolge in X, konvergiert also gegen ein € X und wir
erhalten d(z,,z) < 272 durch Grenziibergang p — co. = liegt aber in einer
offenen Menge aus U. Dies gilt auch fiir B.(x). Nach Dreiecksungleichung gilt aber
By-n(xn) C By-(n-249-n(x) C B:(z) fir groe Werte von n. Widerspruch zur
Wahl von z,,.

(Die Idee: Definiere die Eigenschaft “eine Menge wird nicht von endlich vielen Mengen
aus U tiberdeckt” mit (x). Wir zeigen die Implikation mit Widerspruch. d.h., wir nehmen
an, dass X die Eigenschaft (x) besitzt. Wir zeigen die Behauptung

Fiir jede A C X mit (x) und ¥V € > 0 3 Be(x) auch mit (x) und B:(z) N A # (.

Der Beweis der Behauptung: Da X prikompakt ist, existiert N und Be(z;) (z; € X,j =
1,2+ ,N) mit A C X C UL, B.(z;). oBdA konnen wir annehmen, dass AN Be(z;) # 0,
fir alle j = 1,---,N. Es ist nun leicht to sehen, dass eine vom B.(z;) (z; € X,j =
1,2---, N die Eigenschaft (%) besitzt. )

O

Theorem 1.3.4. Sei Y ein metrischer Raum. Sei X C Y kompakt. Dann ist X
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(i) beschrinkt,
(i) abgeschlossen sowie
(1ii) separabel.

Nur fiir die Abgeschlossenheit ist der umgebende Raum wichtig.

Beweis.
(i) Folgt aus der Prikompaktheit.
(ii) Folgt aus der Folgenkompaktheit.
(iii) Zu n € N gibt es endlich viele Kugeln mit Radius 1/n, die X iiberdecken. Sei

X, die endliche Menge der zugehorigen Mittelpunkte. Dann ist | X,, die
neN
gesuchte hochstens abzéhlbare dichte Teilmenge. O

Definition 1.3.5. Seien (X;,d;), ¢ = 1,2, metrische Riume. Eine Abbildung
[+ X1 — X5 heillt gleichmdfsig stetig, falls

Ve>036>0Vr,ye€ X : di(z,y) <d = do(f(x), f(y)) <e.

Theorem 1.3.6. Seien X,Y metrische Riume. Sei X kompakt und f: X — Y
stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Falls nicht, gibt es ¢ > 0 und Punkte a,,, b, € X mit dx (a,,b,) < 1/n aber
dy (f(an), f(brn)) > €. Da X kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge der ay,
ohne Einschrankung gelte also a,, - a € X fiir n — co. Nach Dreiecksungleichung
gilt dx (a,bn) < dx(a,an) + dx(an, by), also gilt auch b, — a fiir n — oo. Da aber
f in a stetig ist, gibt es § > 0, so dass dx(a,2) < § = dy(f(a), f(z)) < £/2
gilt. Sei n so groB, dass an, b, € Bs(a) gilt. Wir erhalten dann dy (f(ay), f(by)) <
dy (f(an), f(a)) + dy(f(a), f(by)) < e. Widerspruch. O

Definition 1.3.7. Seien (X,d) und (Z, D) metrische Rdume und sei (f;);er eine
Familie von Funktionen f;: X — Z.

(i) (fi)ier heiBBt gleichgradig stetig, falls
Vre XVe>036>0VielVye X:d(z,y) <d = D(fi(z), fi(y)) <e.
(i) (fi)ier heiBt gleichmdfig gleichgradig stetig, falls
Ve >038>0Vie IVe,ye X:d(z,y) <d = D(fi(z), fi(y)) <e.

Theorem 1.3.8 (Arzela-Ascoli). Sei X ein kompakter metrischer Raum und sei
(fn)nen eine Folge gleichgradig stetiger Funktionen f,: X — R, die gleichmdf$ig be-
schrinkt sind. Dann existiert eine Teilfolge, ohne Einschrinkung (fn)n, die gleich-
mdafig gegen eine stetige Funktion f: X — R konvergiert: f, = f fir n — oo.

Proof. Beweisidee: Mit einem Diagonalfolgenargument erhalten wir eine Teilfolge,
die auf einer dichten Teilmenge konvergiert. Aufgrund der gleichgradigen Stetigkeit
konvergiert die Teilfolge iiberall, und gleichméfig.

Schritt 0. Aus die Kompaktheit von X ist X separabel ist. (Wie oben uberdecken
wir X fur jedes k mit Ballen des Radius 1/k. Da X kompakt ist, gibt es eine endliche
Menge Ay, so dass X = Ugeca, Ul/k(ac). Also ist die abzahlbare Menge A := UgenIy

dicht.) Sei A = {x;}52; mit A = X. Wir sollen eine konvergente Teilfolge von
{fn}n finden.

Schritt 1. Wir finden zunachst eine Teilfolge, die in jedem x; konvergiert. Dazu
benutzen wir ein Diagonalargument zusammen mit der gleichméfigen Beschrankt-
heit. Da {fn(r1)}52, eine beschrankte Folge in R ist, besitzt sie eine konvergente
Teilfolge {fn,1(x1)}. Die Folge {fn,1(x2)}52, ist wiederum beschrankt in R, also
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besitzt sie eine konvergente Teilfolge { f 2(x2)}52,. Jetzt wiederholen wir das Ar-
gument und betrachten die Diagonalfolge {fn n} =: {gn}52,. Diese Folge ist eine
Teilfolge von {f,}22,, die nach Konstruktion in jedem x; konvergiert.

Schritt 2. Jetzt zeigen wir, dass {gn}52; gleichmiflig konvergiert. Dazu bendtigen
wir die gleichgradige Stetigkeit. Sei ¢ > 0 und nehme ¢ aus der Definition der
gleichgradigen Stetigkeit. Da X kompakt ist, gibt es endlich viele z1,--- ,x; € A,
so dass die Kugeln um sie mit Radius é ganz X iiberdecken. Sei jetzt € X beliebig.
Betrachte x; mit d(x,z;) < § . Da g,(z;) nach Schritt 1 konvergiert, gibt es ein
N €N, so dass |gn(z;) — gm(z;)| < € fur alle n,m > N gilt. Damit erhalten wir

190 (%) = gm(2)] < [gn(x) = gn(25)] + |gn(25) = g (25)] + [gm (x;) — gm(z)| < 3,
wobei wir bei dem ersten und dem letzten Summanden die gleichgradige Stetigkeit

benutzt haben. Also ist g, eine Cauchyfolge. O

Bemerkung 1.3.9. Im R” ist jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge kom-
pakt. In metrischen Riumen gilt dies i.a. nicht mehr: In [?(N) (siehe folgendes

Kapitel) ist B1(0) beschrinkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt, da die Vek-
toren e¢; = (0,...,0,1,0,...) fiir i # j die Gleichheit d(e;,e;) = |le; — ej]| = V2
erfiillen.

1.4. Vervollstindigung.
Definition 1.4.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(i) Eine Folge (z)nen in X heiBft Cauchyfolge, falls
Ve>03IN eN:Vn,m> N:d(z,,tm) < &.
(ii) X heiit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.

Lemma 1.4.2. Sei f: (X1,d1) = (X2,d2) gleichmiflig stetig. Sei (Tn)nen eine
Cauchyfolge in X1. Dann ist (f(xn))nen eine Cauchyfolge in Xs.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es § > 0, so dass

di(z,y) <6 = da(f(2), f(y)) <e

gilt. Da (x,,), eine Cauchyfolge in X; ist, gibt es N € N, so dass dy (zn, Zm) < 0
fiir alle n,m > N gilt. Zusammengenommen folgt da(f(zn), f(zm)) < e fiir alle
n,m> N. (I

Lemma 1.4.3. Seien (X;,d;), i = 1,2, metrische Riume. Sei Xo vollstindig. Sei
X C Xy dicht. Sei f: X — Xo gleichmdifig stetig. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte stetige Fortsetzung g: X1 — Xo. g ist gleichmdjig stetig.

Guofang Wang
Beweis. (Serie 1, Aufgabe 1) O

Definition 1.4.4 (Vervollstindigung). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Ver-
vollstandigung von (X, d) ist ein Tripel (X,d,:) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) (X , d ) ist ein vollstdndiger metrischer Raum.

(i) ¢: X — X ist eine Isometrie mit dichtem Bild.
(iii) Sei Y ein vollstindiger metrischer Raum. Dann gibt es zu jeder gleichmiflig
stetigen Abbildung f: X — Y eine gleichmifig stetige Fortsetzung f X =
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Y, so dass fOL:f gilt, d. h.
X— =X
DN
Y

Spéter nennt man auch laxerweise (X .d ) die Vervollstindigung von (X, d) oder

kommutiert.

sagt, dass X die Vervollstindigung von X sei.
Wir nennen f eine Fortsetzung von f, da wir X vermoge ¢ als Teilmenge von X
auffassen konnen.

Bemerkung * Die Forderung nach +(X) = X kann man auch durch die Forderung nach
einer eindeutigen Fortsetzung f: X — Y ersetzen und erhélt eine dquivalente Definition.

Beweis.
(i) Ist «(X) = )AQ S0 ist f wegen f ot = f auf einer dichten Teilmenge eindeutig

vorgegeben. Da f stetig ist, ist die Abbildung also eindeutig bestimmt.

(if) Ist ¢(X) € X, so kénnen wir mit zo € X \ ¢(X) und Y = [0, 1] nach Tietze-Urysohn
stetige Funktionen f;: X — Y mit f; (L(X)) = {0} und f;(z0) = i finden. Somit ist
die zur Nullabbildung f: X — Y zugeordnete Abbildung f nicht eindeutig bestimmt.

(]

Theorem 1.4.5 (Vervollstindigung). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gibt
es eine Vervollstindigung ()A(,dA, L).

Die Vervollstindigung (X,ci, L) ist bis auf einen isometrischen Isomorphismus
emndeutig bestimmdt.

Vergleiche dies mit der Konstruktion von R aus Q.

Beweis *.
(i) Existenz: Auf dem Raum der Cauchyfolgen in X definieren wir die Aquiva-
lenzrelation ~ durch

@n)o ~ (yn)n = lim d(@p,yn) = 0.

Es ist mit Hilfe der Dreiecksungleichung leicht zu sehen, dass dies eine Aquiva-
lenzrelation ist. Mit [(xy,)n] bezeichnen wir die Aquivalenzklasse der Cauchy-
folge (zp)n. Sei

X == {[(zn)n]: (#n)n ist Cauchyfolge in X}.

Auf X definieren wir eine Metrik d: X x X — R, = Rx( durch

d([(zn)n]; [(Yn)n]) = nh_{go d(Tp, Yn)-

Man rechnet direkt nach, dass d wohldefiniert und eine Metrik ist. Die Drei-
ecksungleichung folgt dabei aus
d(xnv Zn) < d(xnv yn) + d(yn7 Zn)a

indem man zunéchst auf der rechten Seite den Grenzwert n — oo betrachtet.
Die behaupteten Eigenschaften von (X ,d ) werden wir noch nachweisen.

(i) Definiere t: X — X durch
T = [(z>n€N]a

wir bilden z also auf die Aquivalenzklasse der konstanten Cauchyfolge ab.
Dies ist eine Isometrie.
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(iii) +(X) liegt dicht in X: Sei [(21,)n] € X. Wihle N € N, so dass d(zp, ) < £/2
fiir n,m > N gilt. Es ist [(zy)n] € ¢«(X) und es gilt
d([(@n)a), [(zn)n]) = lim d(zy,z,) <e.
n—)oo%,_/

<e/2

(iv) Vollsténdigkeit: Sei ([x])ren eine Cauchyfolge in X. Gelte 25 = (g, n)nen-
Dann gibt es zu jedem k € N ein Ny, € N mit d(zk,n, Tr,m) < 1/k fiir n,m >
Ny. Wir definieren (y;)ieny durch y; := x5, Wir wollen nachweisen, dass
y := (y1); eine Cauchyfolge in X ist und dass [z] — [y] in (X, d) gilt.
(v) (y1); ist eine Cauchyfolge in X: Zunichst ist
d(u(wi ), (o)) = lim d(@; N, in) < 3.
n%m%/_/
<1/i fiir n>N;
Nun gilt
d(yr, y1) <d(Yr, Trm) + A(Thm, Tim) + A(T1m, Y1)
% + d(xk,m, Tim) + % V'm > max{N, N;}

N

< 3+ d(len], [2]) + |d([ee], [2]) = d(@rm, @im) | +
Vm Z maX{Nk,Nl}.
Sei & > 0. ([zx])ren ist nach Voraussetzung eine Cauchyfolge in X. Daher

kénnen wir k0 € N mit 1/k + 1/ < ¢/3 und d([zx], [z1]) < ¢/3 fixieren.
Benutze die Definition von d und wéhle m so groB, dass

d([y), [21]) = d(@rm, z1,m)| < /3
gilt. Wir erhalten somit d(yx,y;) < €. Daher ist (y;); eine Cauchyfolge.
(vi) [zx] — [y]: Es gilt
d(zrg, y1) <d(zrg, zenN,) + d@e N, , Y1)
% —+ d(yk;yl) fir I > N.
Lasse nun k, — co mit [ > Ny. Somit folgt d([zx], [y]) — 0 fiir k — co.
Ausfiihrlicher: Sei e > 0. Sei N € N mit d(y;,y;) < /2 fiir 4, j > N. Wihle
k > N so groB, dass 1/k < €/2 gilt. W&hle nun | > max{N, N }. Dann folgt

d(zg1,y1) < e. Mit | — oo erhalten wir also d([z], [y]) < e.
(vii) Fortsetzbarkeit: Sei f: X — Y gleichméBig stetig. Definiere f: X — Y durch

F(@n)a)) = lm f(z).
Die Wohldefiniertheit und gleichméfige Stetigkeit von f folgen aus Lemma
1.4.3, da f die Fortsetzung der gleichméBig stetigen Abbildung
for i u(X) =Y,
[(@)n] = f ()
ist.

(viii) Eindeutigkeit: Sei j die Fortsetzung von 3, also

X—t X

N
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1. TOPOLOGISCHE GRUNDLAGEN

Da 707 1: L(X) — X eine Isometrie mit dichtem Bild in X ist, ist j eine
isometrische Isometrie.



