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11. KOMPAKTE OPERATOREN UND FREDHOLMOPERATOREN

Motivation: Operator L = Lo+ K : Wy *(2) — Wy*(), Lov = —div(aDv) wie
in Subsection 11.2.4.

Kv = —div(bv) + (¢, Dv) + qv = Terme niederer Ordnung

oder
(Kv)(u) = /Q(<b, Du)v + (¢, Dv)u + quv).

Ly ist Isomorphismus (Satz von Lax-Milgram). Dagegen ist L aber i.a. kein Isomor-
phismus.

Beispiel 11.0.5. Lu = —u"+u auf Q = (-7, 7) ist weder injektiv noch surjektive.

11.1. Kompakte Operatoren.

Definition 11.1.1. Seien X,Y Banachriume. K € L(X,Y) heifit kompakt, falls
fiir jede beschrinkte Folge {x,} C X die Folge {Kx,} eine konvergente Teilfolge
hat. Wir bezeichnen den Vektorraum der kompakten Operatoren mit K(X,Y) C
L(X,Y).

Lemma 11.1.2. Fir K € L(X,Y) sind dquivalent:

(1) K ist kompakt.

(2) K(B) ist relativ kompakt in'Y fiir jede beschrinkte Menge B C X.

(3) Falls X reflexiv: K ist vollstetig, d.h., x, — « schwach in X = Kz, —
Kz starkin Y.

Proof. (i) = (ii). Sei K kompakt. Ist B beschrinkt und y;, Folge in K (B), so gibt
es z € B mit |lyr — K| < £. Nach Wahl einer Teilfolge gilt dann Kzj, — y. Es
folgt y € K(B) und yr — vy, also ist (ii) bewiesen.

(if) = (i). Sei umgekehrt (ii) erfiillt und xj eine beschrinkte Folge in X, also
|[Kzg| < R fiir alle k. Da K(Bg(0) kompakt, gilt fiir eine Teilfolge Kz — y.
Somit ist K kompakter Operator.

(i) = (iii). (Fir diese Beweisrichtung wird die Reflexivitéit von X ist nicht ge-
braucht.) Wir zeigen jetzt: aus (i) folgt (iii). Sei dazu xj — x schwach in X. Dann
ist die Folge xj, beschrénkt (siehe Theorem 7.1.5 (v)) und gibt es nach (i) einy € Y,
so dass Kxp — y stark in Y fiir eine Teilfolge £k — oco. Wir behaupten, dass Kxy
gegen Kz in Y schwach in konvergiert. Fiir ¢ € Y’ betrachte das lineare Fanktional
£: X >Rz (Kz,¢) = ¢(Kz). Da K stetig ist, ist das Funktional auch stetig,
also £ € X'. Es folgt

E(mk) = <K‘Tka 90> - <K$a 90> = «f(ac),
denn x, — x schwach in X. Da die starke die schwache Konvergenz impliziert, muss
daher y = Kx sein. Da die gesamte Argumentation aber auch auf jede Teilfolge von
(xk)ren angewandt werden kann, folgt dann, dass die ganze (!) Folge (Kxj)ken
nur einen Hiufungspunkt 7'z hat, also stark gegen K, konvergiert.

(iii) = (i). Sei schlieflich nun (iii) erfiillt, und zy beschréinkte Folge in X. Nach
Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann z;, — 2 schwach in X. (Siche Theorem 7.2.4
hier brauchen wir die Voraussetzung X reflexiv.) Aus (iii) folgt dann Kz — Kz
stark in Y, also ist K kompakt.

O

Beispiel 11.1.3. (1) K € L(X,Y) mit dim Bild K < co = K kompakt.
(2) T € L(X, X) ist nicht kompakt, falls dim X = oo
(3) Q C R™ offen und beschrinkt, 0 < 8 < a < 1. Inklusion C%*(Q) ¢ C%#(Q)
ist kompakt. Es foglt aus Theorem 11.1.4
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Theorem 11.1.4 (Einbettung von Holderrdumen). Sei X kompakter metrischer
Raum, und uy € C**(X), 0 < a < 1, eine Folge mit lukl|co.o(xy < A < oo fiir
alle k. Dann gibt es ein u € C%*(X), so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt:
up, — u in COP(X) fir jedes 0 < B < av.
Proof. Nach (3.1) gilt fiir die Oszillation die Abschétzung

s (6) < [ x < AG°.

Damit ist die Folge uy gleichgradig stetig. Auflerdem ist die reelle Folge uy(z)
beschrénkt fiir jedes x, also relativ kompakt in R. Nach Arzela-Ascoli gibt es ein
u € C°(X), so dass ur, — u in C°(X) nach Ubergang zu einer Teilfolge. Es gilt
u € C%(X), denn
jule) —u(@)] _ . Jule) — ue)
d(z,y)" koo d(2,y)*

Fiir d(z,y) < ¢ gilt die Abschétzung

[(u—up)(x) = (w—ur)(y)| _ d(z,4)** lim (e — up) () — (w — ur)(y)]

d(z,y)? I~00 d(z, y)*
< Ad(z,y)* "

Andererseits gilt fir d(z,y) > ¢

[(u = up) (@) = (u—ur)(y)]

<A< oo

S 2(5_B||u — ukHco(X).

d(z,y)?
Also folgt
lim suplu — uglg, x < 2A6°7F%  mit § — 0,
k—o0
das heiBt ux — u in C%7(X) wie behauptet. O

Fiir die Sobolevrdume gibt es einen analogen und wichtigen Kompaktheitssatz.
Zum Beweis verwenden wir folgendes Lemma. Dabei ist im folgenden n € C°(B —
1(0)) ein Gléttungskern mit o, n(z)dz = 1.

Lemma 11.1.5. Sei 1 < p < oo. Dann gilt fiir u € WHP(R"):
|h||| Dul| orny, fir 7 (z) = @ + h mit h € R"
pHDu”LP(]R")

(11.1) Hu OTh — UHLP(]Rn)

<
(11.2)an*u7u”Lp(]Rn) S

Proof. Durch Approximation kénnen wir u € C}(R") annehmen. Mit dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung gilt

/n|u($+h)—u(x)|p _ / /()1%u(x+th)dt

1
IhJP / / |\Du(e + th)Pdtda
R™ JO
= P IDuI g

p

dx  (Holder)

IN

Fiir die zweite Abschétzung berechnen wir

[ @ = mrw@p = [ ][ e = el - uw)dy

/.

p
dx

p
dr (r—y=pz)

[ ) - uta ~ p2))dz
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O

Theorem 11.1.6 (Einbettungssatz von Rellich). Sei Q C R™ offen und beschrinkt.
Fiir 1 <p < oco. ist dann die Einbettung

Wy P(Q) C LP(Q).
ein kompakter linearer Operator.

Proof. Sei u, € Wy™P() gegeben mit [ug|lw1» < M fiir alle k. Wir miissen eine
Teilfolge finden, die in LP(§2) konvergiert. Die Idee ist, dass Glattungeng 7, * uy
fiir fest beliebig gut gleichmiflig abgeschiitzt sind, und daher nach Arzela-Ascoli
konvergente Teilfolgen haben. Dabei ist der L,-Abstand von 7, *uy zu uj klein nach
Lemma 11.1.5. Indem wir durch Null fortsetzen, ist ux € W1P(R™) mit spt uy C Q.
Wir betrachten
up € C(R™),  uh :=mn, *ug.

Es gilt spt uf C Q,, mit Q, := {& € R™ : dist (z,Q) < p}. Weiter gilt fir « € Ny
beliebig

« —n—|a a, LY

DYuf(x) = p HRDn(

Jur(y)dy.

Wir schétzen mit Holder ab, wobei |lux|/z»() < M nach Voraussetzung,
Do) < oDl [ funtw)ldy
B, (y)
< Claymp™ > 1kl oo
< Cla,mMp~slel,
Fur p > 0 fest gibt es also nach Arzela-Ascoli eine Teilfolge, so dass ugj — u” in
C'(R™). Wiihle nun eine Folge p; — 0 und dazu sukzessive konvergente Teilfolgen.
Nach Ubergang zur Diagonalfolge gilt
uf —u” in CYR™),  fiir jedes p = p1,pa,- -+,
und wir haben

[w[|Le@ny + |1 DUP|| Lo(rny = Jm lugllze@n) + | Dugll o @n)-

Hier wurde die LP -Abschitzung der Glittung benutzt, sieche Analysis 3, Satz 11.2,
sowie die Vertauschbarkeit von Ableitung und Glattung. Mit Lemma 11.1.5 foglt

’ ) . . i Pj
lu? = lo@ey = lim i =l e
< lminf (' —uellpogen ur =g l|zogn))

A

< (pz + p]) klirgo HDukHLP(]R"') — 0, mit ¢, § — o0.
Mit Fischer-Riesz folgt u”* — w in LP(R™) mit spt u C Q. Schliefllich folgt

lu — ugl|Le @y <|lu—u||Lo@ny + [P = uf || Lo@ny + [Juf — uk| Lo @ny -
<M —0, als k—oo <piM

Es folgt up — w in LP.
O

Lemma 11.1.7. Die kompakten Operatoren K(X,Y') bilden einen abgeschlossenen
Unterraum von L(X,Y).
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Proof. Hier ist X Banachraum. Fiir den Beweis benutzt man: Sei X Banachraum.
Eine Teilmenge A C X ist genau dann prikompakt, wenn A kompakt ist. Diese
Aussage konnen wir so zeigen: Erstens ist A C X genau dann prikompakt, wenn
A prikompakt ist. Nun die Richtung < ist trivial, da A kompakt impliziert A
prikompakt. Die Richtung = ist auch trivial, da A prikompakt und abgeschlossen,
ist A prikompakt und vollstindig, also kompakt (siche Theorem 1.3.3)

Die Reste ist eine Aufagbe. O

Lemma 11.1.8. Sei Y ein Hilbertruam. Fir K € L(X,Y) ist K genau dann
kompakt, wenn es Ty, € L(X,Y") gibt mit dim Bild (T}) < oo und ||T, — K| — 0 fiir
k — oo.

Proof. < folgt aus Bsp 11.1.3 (1) und Lemma 11.1.7.

=. Da K(B;(0)) kompakt ist, ist K(B1(0)) prikompkt. Siehe den Beweis von
Lemma 11.1.7. Es folgt, dass fiir ¢ > 0 Kugeln B.(y;) (i = 1,2,--- ,m,) exisiert,
mit

K(B1(0)) € UiZ5 Be(i)-

Sie Y. := span{yi,y2, - ym.} und P. die orthogonale Projektion auf Y.. Nach
Korollar 5.2.4 ist Id — P auch eine orthogonale Projektion mit ||[Id — P|| < 1. Nun
definiere T, = P.K. Das Bild von T}, ist Yz, also dim Bild (T}) < co. Fiir z € B;(0)
ist Kx € Be(y;) fiir ein ¢ und gilt

(K —T:)(z) = (Id = Po)Kz = (Id — o) (K — ),

also ||[(K — L.)(x)|ly <e. Es folgt |[K — L]y <e.
O

Proposition 11.1.9 (Adjungierte Abbildung). Seien E, F normierte Riume. Sei
A € L(E,F). Dann gibt es eine adjungierte Abbildung A* € L(F"E*), die adjun-
gierte oder duale Abbildung mit

(Az,w) = (x, A"w)

fiir alle (x,w) € E x F*. Die Abbildung A* ist eindeutig bestimmt und es gilt
Al = 1A=

Beweis.
Existenz: Sei w € F*. Dann ist ¢(z) := (Az,w) mit € F eine lineare Form auf
E. Es gilt ¢ € E*, d.h. ¢ ist stetig: Es gilt ndmlich

lp(2)] = [{(Az, w)| <lwl] - [[Az[] < (fJwl - [|A[]) - ||z

und daher [|¢|| < |Jw]| - ||A]]. Definiere nun A*w := ¢. Nach Definition von ¢ ist A*
linear, also eine lineare Abbildung von F* nach E*. Aus |[|[A*w|| < |Jw|| - ||A] folgt
[lIA*|| < ||A|. Andererseits folgt aus der Definition von A*

[(Az, w)| = [z, A"w)| < [|A%w] - [[=]] < [JAT] - fJwl] - [l]].
Hieraus folgt mit einem Korollar zum Satz von Hahn-Banach, siehe Korollar 4.1.5,
[[Az|| < ||A*| - ||z| fir alle z € E. Wir erhalten || A|| < [|A*]|.
Eindeutigkeit: Sei A’ € L(F*,E*) eine Abbildung, die ebenfalls (Az,w) =
(x, Aw) fir alle (x,w) € E x F* erfiillt. Dann erhalten wir (z, (A* — A" )w) = 0 fiir
alle (z,w) € E x F* und somit A*w = A'w fiir alle w € F™*. O

Theorem 11.1.10. FEs gilt

(1) Bei Verkettung gilt:
stetig @ kompakt = kompakt kompakt @ stetig = kompakt
(2) K:X =Y kompakt = K':Y' — X' kompakt.
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Proof. (1) ist trivial.
Fiir (2) seien ¢y € Y/ mit ||¢r] < A < co. Nach Lemma 11.1.2 ist M = K (B;(0))
kompakt in Y. Nun ist ¢k, gleichméBig beschrinkt und gleichméfig Lipschitz.

Nach Arzela-Ascoli, ist ¢p ), eine Cauchyfolge in C°(M), nach Ubergang zu einer
Teilfolge. Zu € > 0 gibt es also ein ky € N mit

llor — Sﬁl”co(M) <e VEk,I> ko,
insbesondere wegen K (B1(0)) C M

lero K —pro K| = sup |pp(Kz)—@(Ka)| <e V, k1> ko,
z€B;1(0)

Also ist K'¢r = ¢ o K eine Cauchyfolge in X', und konvergiert in X'.
11.2. Fredholmoperatoren.

Theorem 11.2.1 (kanonischer Isomorphismus). Fir L € L(X,Y) ist die kanoni-
sche Abbildung

(11.3) F:kerL' — (Y/BIdL), (Fe)(ly])=¢ly), firyeY

eine Isometrie, insbesondere surjektiv.

Proof. Fiir ¢ € ker L' gilt ¢(Lz) = 0, Vo € X. Da ¢ stetig ist, folgt ¢ = 0 auf

Bild L, und Fy : Y/Bild L — R ist wohl-definiert. Nun gilt fiir alle z € Bild L
Fo(ly]) = o(y) = oy +2) < lloll - ly + =]

Durch Bildung des Infimums ber z folgt ||F| < |l¢||, und Fy € (Y/Bild L)'
Betrachte nun

G:(Y/BIdL) =Y’ Gy(y) =¥([y]).
Es gilt |Gy (y)| < |[9lIlw]ll, also |G| < ||v]|, insbesondere G¢ € Y. AuBerdem
bildet G nach ker L’ ab, denn

L'(GY)(x) = (Gy)(Lz) = ¢([La]) = 0.
Es ist offensichtlich, dass F, G zueinander invers sind. Somit sind F, G Isometrien.

O
Theorem 11.2.2. Hat L € L(X,Y) abgeschlossenes Bild, so ist auch Bild L'
abgeschlossen und die kanonische Abbildung
F:X'/BildL — (ker L)', F([p])(z) = p(z).
ist eine Isometrie.
Proof. F ist wohldefiniert wegen L'¢)(z) = (Lz) = 0 fir v € Y’ | « € ker L.
Weiter gilt
[Flel(@)] = (¢ + L'¢)(@)| < o+ L] - [l].

Durch Bildung des Infimums folgt || Flg]|| < ||[¢]]l. Wir zeigen nun
(11.4) € X' mit Qerr, = 0= ¢ € Bild L.
Fiir das gesuchte ¢ € Y/ muss offenbar ¢(Lxz) = ¢(x) gelten, und dadurch ist psi

auf Bild L auch wohldefiniert. Fiir die Stetigkeit von v schétzen wir fiir zy € ker L
beliebig ab:

[Y(La)| = [P(L(z + 20)) = |p(z + zo0)| < [l@llllz + @oll;
also |¢(La)| < ||[z]|| nach Bildung des Infimums iiber zg. Aber nun ist

L:X/kerL - BildL, L[z]= Lz
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bijektiv und stetig, also gilt ||[z]|| < C||Lz|| nach dem Satz von der inversen Ab-
bildung, Korollar 6.1.9, (hier ist Bild L abgeschlossen wesentlich). Insgesamt ist
¥ € (Bild L)’ und kann zu ¢ € Y’ fortgesetzt werden nach Hahn-Banach. O

Definition 11.2.3. Seien X, Y Banachriume. T € L(X,Y) heifit Fredholmoperator
(T € F(X,Y)), falls Bild T ist abgeschlossener Unterraum und ker T, coker T :=
Y/T(X) sind endlichdimensional.

dim ker T'= Anzahl der linear unabhéngigen Losungen der homogene Gleichung
Tr=0.

dim coker T=Anzahl der linear unabhéingigen bedingunge, die y € Y erfiillen
nuss, damit die inhomogene Gleichung T'x = y l6sbar ist.

Definition 11.2.4. Sei T € L(X,Y") Fredholmoperator.
ind (T') = dimker T — dim coker T' € Z
heifit Index von T.

Bemerkung 11.2.5. Falls X, Y endlichdimensionl sind, so ist

ind(T) = dimkerT — (dimY — dimBildT)
= dim X — dim Y.(Dimensionsformel)

Dann ist der Index also uninteressant (da nicht abhéngig von T').

Bemerkung 11.2.6. Sei T € L(X,Y). Falls ker, coker T := Y/T'(X) sind endlich-
dimensional, ist Bild T" abgeschlossen, also T einer Fredholmoperator.

Sei dazu T injektiv, sonst gehe iiber zu X /ker T'. Wihle ein (algebraisches) Kom-
plement Yy von Bild L. Dann ist X x Y; ein Banachraum mit der Produktnorm, da
Y, end-lichdimensional ist. Die Abbildung 7 : X x Yy — Y, T(x,y) = Tx + y, ist
bijektiv und stetig. Nach dem Satz von der inversen Abbildung (Korollar 6.1.9) ist
auch T~!, und damit BildT = (T~)~(X x {0}) abgeschlossen.

Beispiel 11.2.7. (z1,z2, ) — (0,21, 22,---) hat Index —1.
(x1,22,--+) = (z2,23,---) hat Index 1.
Isomorphismusen haben natiirlich Index null.

Theorem 11.2.8 (kanonische Isomorphismen fir T, T'). Sei T € L(X,Y) und
Bild (T") abgeschlossen. Dann ist Bild (T") auch abgeschlossen und es gilt

e ker (T') = (coker T')’

o (cokerT”) = (kerT')



