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Proof. (1) ist trivial.
Fiir (2) seien ¢y € Y/ mit ||¢r] < A < co. Nach Lemma 11.1.2 ist M = K (B;(0))
kompakt in Y. Nun ist ¢k, gleichméBig beschrinkt und gleichméfig Lipschitz.

Nach Arzela-Ascoli, ist ¢p ), eine Cauchyfolge in C°(M), nach Ubergang zu einer
Teilfolge. Zu € > 0 gibt es also ein ky € N mit

llor — Sﬁl”co(M) <e VEk,I> ko,
insbesondere wegen K (B1(0)) C M

lero K —pro K| = sup |pp(Kz)—@(Ka)| <e V, k1> ko,
z€B;1(0)

Also ist K'¢r = ¢ o K eine Cauchyfolge in X', und konvergiert in X".
11.2. Fredholmoperatoren.

Theorem 11.2.1 (kanonischer Isomorphismus). Fiir L € L(X,Y) ist die kanoni-
sche Abbildung

(11.3) Friker L' = (Y/BIUAL), (Fo)(ly]) =ely), firyeY

eine Isometrie, insbesondere surjektiv.

Proof. Fiir ¢ € ker L' gilt p(Lz) = 0,Vx € X. Da ¢ stetig ist, folgt » = 0 auf

Bild L, und F¢ : Y/Bild L — R ist wohl-definiert. Nun gilt fiir alle z € Bild L
Fo(y]) = e(y) = oy + 2) < lloll - ly + /.

Durch Bildung des Infimums iiber z folgt ||F¢|| < ||¢||, und Fy € (Y/Bild L)'.
Betrachte nun

G:(Y/BIdL) =Y’ Gy(y) =¥([y]).
Es gilt |Gy (y)| < |9yl also |G| < ||v]|, insbesondere G¢ € Y. AuBerdem
bildet G nach ker L’ ab, denn

L'(GY)(z) = (GY)(Lx) = ([La]) = 0.
Es ist offensichtlich, dass F, G zueinander invers sind. Somit sind F, G Isometrien.

[l
Theorem 11.2.2. Hat L € L(X,Y) abgeschlossenes Bild, so ist auch Bild L'
abgeschlossen und die kanonische Abbildung
F:X'/BildL' — (ker L)',  F([¢])(z) = ().
st eine Isometrie.
Proof. F ist wohldefiniert wegen L'i(x) = t(Lx) = 0 fiir ¢» € Y/ | x € ker L.
Weiter gilt
[Flel(@)] = (¢ + L'Y)(@)| < llo+ L] - [[].

Durch Bildung des Infimums folgt || Flg]|| < ||[¢]]l. Wir zeigen nun
(11.4) P € X' mit P, = 0= ¢ €Bild L.
Fiir das gesuchte ¢ € Y/ muss offenbar ¢(Lxz) = ¢(x) gelten, und dadurch ist psi

auf Bild L auch wohldefiniert. Fiir die Stetigkeit von 1 schétzen wir fiir ¢ € ker L
beliebig ab:

[(La)| = [$(L(x + x0)) = |p(z + m0)| < llpllllz + o,
also |¢(La)| < ||[z]|| nach Bildung des Infimums iiber zg. Aber nun ist
L:X/kerL - BildL, L[z]= Lz
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bijektiv und stetig, also gilt ||[z]|| < C||Lz|| nach dem Satz von der inversen Ab-
bildung, Korollar 6.1.9, (hier ist Bild L abgeschlossen wesentlich). Insgesamt ist
¥ € (Bild L)’ und kann zu ¢ € Y’ fortgesetzt werden nach Hahn-Banach.

Jetzt definieren wir die Umkehrabbildung G : (ker L) — X'/Bild L': Setze ¢ €
(ker L) nach Hahn-Banach mit gleicher Norm zu ¢ € X’ fort, dann ist Gy = [¢].
Mit (11.4) zeigt man, dass G wohl-definiert ist. Es gilt

IGell = Il < (9] = llell.

Alsi G ist stetig. F,G sind zueinander invers. Ferner ist Bild L' = {p € X' :
@lker L, = 0} abgeschlossen. O

Definition 11.2.3. Seien X, Y Banachrdume. T' € L(X,Y) heifit Fredholmoperator
(T € F(X,Y)), falls Bild T ist abgeschlossener Unterraum und ker T, cokerT :=
Y/T(X) sind endlichdimensional.

dim ker I'= Anzahl der linear unabhéngigen Losungen der homogene Gleichung
Tr=0.

dim coker T=Anzahl der linear unabhéngigen bedingunge, die y € Y erfiillen
nuss, damit die inhomogene Gleichung T'x = y losbar ist.

Definition 11.2.4. Sei T € L(X,Y’) Fredholmoperator.
ind (T') = dimker T — dim coker T € Z
heift Index von T'.

Bemerkung 11.2.5. Falls X, Y endlichdimensionl sind, so ist

ind(T) = dimkerT — (dimY — dim Bild T)
= dimX —dimY. (Dimensionsformel)

Dann ist der Index also uninteressant (da nicht abhingig von T').

Bemerkung 11.2.6. Sei T' € L(X,Y). Falls ker, coker T := Y/T(X) sind endlich-
dimensional, ist Bild T" abgeschlossen, also T einer Fredholmoperator.

Sei dazu T injektiv, sonst gehe iiber zu X /ker T'. Wihle ein (algebraisches) Kom-
plement Yy von Bild L. Dann ist X X Y; ein Banachraum mit der Produktnorm, da
Y, end-lichdimensional ist. Die Abbildung 7 : X x Yy — Y, T(x,y) = Tx + v, ist
bijektiv und stetig. Nach dem Satz von der inversen Abbildung (Korollar 6.1.9) ist
auch T-!, und damit BildT = (T~)~*(X x {0}) abgeschlossen.

Beispiel 11.2.7. (z1,z2,---) — (0,21, 22,---) hat Index —1.
(x1,22,--+) = (z2,23,---) hat Index 1.
Isomorphismusen haben natiirlich Index null.

Theorem 11.2.8 (kanonische Isomorphismen fir T, T'). Sei T € L(X,Y) und
Bild (T") abgeschlossen. Dann ist Bild (T") auch abgeschlossen und es gilt
e ker (T') = (coker T')’
o (cokerT’) = (kerT)’
Das ist ein deriktes Korollar von Theorem 11.2.1 und Theorem 11.2.2

Korollar 11.2.9. Sei T € L(X,Y) Fredholmoperator. Dann ist T' € L(Y’', X")
ebenfalls Fredholmsch und ind (T7) = —ind(T).

Theorem 11.2.10 (Riesz-Schauder). Seien X,Y Banachriume. Die Abbildung
Lo € L(X,Y) habe eine beschrinkte Inverse und K € L(X,Y) sei kompakt. Dann
ist L = Lo + K Fredholmoperator vom Index Null. Insbesondere gilt

L surjektiv < L injektiv.
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Proof. Beweis: Wir kénnen X = Y und L = Id + K annehmen, andernfalls be-
trachte LalL. Wir zeigen den Satz in fiinf Schritten.

Schritt 1. ker L und ker L’ sind endlichdimensional.

Sei zj € ker L mit ||zg|| < 1. Dann gilt z = —Kxy, also konvergiert x; gegen
ein 2 € ker L nach Ubergang zu einer Teilfolge. Nach Heine-Borel, Theorem 11.2.11
unten, ist ker L endlichdimensional. Weiter gilt L' = (Id + K)' = Id+ K’. Da K’
kompakt ist nach Lemma 11.1.10, ist auch ker L’ endlichdimensional.

Schritt 2. Sei X abgeschlossenes Komplement von ker L. Dann existiert g > 0
mit
|Lz|| > pllz|| fiir alle x € Xo.

Andernfalls finde z, € X, ||zx]| = 1, mit || Lk || < 1/k. Wir kénnen Kz — z € X
annehmen, da K kompakt. Dann folgt aber

Xo 3z =Lz — Kay — —x,
also z € Xo und ||z|| = 1. Aber Lz = limy_,oc Lzy = 0, ein Widerspruch.
Schritt 3. Bild L ist abgeschlossen.

Sei yr = Lz — y € X. Wir kénnen z;, € Xy annehmen. Dann folgt aus Schritt
2

1 1 .
|@k—WHS;Wﬁ%—wﬂHZEWw—wN-+0 mit k,l — oco.
Also konvergiert xx — x, und y = limg_, o, Lz, = Lx € Bild L.

Schritt 4 (cokerL) = ker L' nach Theorem 11.2.1.
Zusammen mit Schritt 1 folgt dim coker L < oo, damit ist L Fredholm.

Schritt 5. Bestimmung des Fredholmindex. Unten zeigen wir, dass die Menge der
Fredholmperatoren offen ist und der Index lokal konstant. Somit ist die Funktion
t — ind (Id + tK) konstant, also gleich Null.

O

Theorem 11.2.11 (Heine-Borel). Fiir einen normierten Raum X gilt:
B1(0) kompakt < dim X < oco.

Proof. Die Implikation < folgt aus der Aquivalenz der Normen und dam Satz von
Bolzano-Weierstrafl. Fiir = zeigen wir zunchst die Behauptung
V C X ein abgeschlossener, echter Teilraum. Dann gibt es zu ¥ < 1 ein 9 € X
mit
dist(zy,V) > 9, und |zy| =1.

Mit der Behauptung wahle induktiv eine Folge z; € X mit

|~

|lzell =1 wund  dist(zg,span{zy, - zp_1}) >

Diese Folge kann keine konvergente Teilfolge besitzen.
Nun zeigen wir die Behauptung. Wéhle € X\V. Da V abgeschlossen, gilt
dist(z,V) > 0 und es gibt ein vy € V mit |z — vy|| < & dist(z, V). Setze
T — Uy

Ty = T—.
[l
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Es folgt fiir alle v € V

1 dist(x, V)
2 — vl = =z —vo = [l —vplv|| = "7 >
[l — oy [l — oy

O

Bemerkung 11.2.12. Falls X Hilbertraum ist, kann man in der Behauptung in
dem Beweis in Theorem 11.2.11 ¢ = 1 wihlen. D.h., es ein 2 € X mit dist(z, V) =1
und ||z|| = 1 gibt. Das folgt aus dem Projektionssatz, Theorem 5.2.4: Wihle 0 #
2o € X\V. Nach Theorem 5.2.4 gilt zg = o + yo mit o € V und z¢ € V. Dann
setze x = xg/||xol|. Es ist klar, dass ||z|| = 1 und

dist(z,V) = inf |z —y| < =1.
ist(2, V) = inf o —yll < =]

Andererseits gilt ||z —y||? > ||z]|? +2(z,y) = ||z]|* = 1, Vy € V, also dist(z, V) = 1.

Lemma 11.2.13. Sei V' Unterraum eines Banachraums X .

(a) Falls dimV < oo oder falls V' abgeschlossen mit dim (X/V) < oo, so hat V
ein abgeschlossenes Komplement.

(b) Ist X = V@W fiir abgeschlossene Unterriume V, W, so sind die Projektionen
Py, Py stetig.

Proof. Wir beginnen mit (a) im Fall dimV =n < co. Sei v1, - - , v, eine Basis von
V,und @1, -, ¢, die duale Basis von V' , also ¢;(v;) = 6;;. Nach Hahn-Banach,
haben die ¢; eine Fortsetzung @; € X'. Definiere die stetige lineare Abbildung

PeL(X,V), Pz=> @i(x)v.
1=1

Es folgt Pv; = vj, P? = P und Py = Idy. Fir x € X folgt © = Px 4 (¢ — Px) €
V @ ker P. Der Raum ker P ist ein Komplement wie verlangt. Fiir dim X/V =
n < oo wéhle eine Basis [z1], -, [zn] von X/V. Dann ist Span{xy, -+ ,z,} ein
endlichdimensionales, also abgeschlossenes, Komplement.

In (b) ist V' x W mit der Produktnorm ein Banachraum, und die Abbildung
VxW = X, (v,w) = v+ w, ist bijektiv und stetig. Nach Satz der inversen
Abbildung ist auch die Inverse stetig, und damit die Projektionen Py, Py, auf die
Komponenten.

O

Lemma 11.2.14 (Additivitit des Fredholmindex). Seien S: X - Y, T:Y — Z
Fredholm. Dann ist TS : X — Z Fredholm und es gilt

ind(7'S) = ind(S) + ind(7T).
Proof. Esist S :kerTS — Bild S NkerT surjektiv mit Kern ker S, also gilt
dimker TS = dimker S + dim(Bild S Nker T') < oc.

Wiéhle nun Komplemente ker T = (Bild S NkerT) @ Yy, und dann Y = Bild S &
Yy @ Y:. Es folgt die direkte Summe Bild7T = BildT'S & T'Y7, also

dim coker T'S = dim coker T' + dim Y7 < oo.
Schlie3lich haben wir

dimker T — dimcoker S = dim(Bild S NkerT) + dimYy — (dim Yy + dim Y7)
= dim(Bild SNkerT) — dimY;.

Durch Kombination der drei Gleichungen ergibt sich die Behauptung.
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Lemma 11.2.15 (Neumannsche Reihe). Sei X ein Banachraum. Sei T € L(X) mit
IT|| < 1. Dann istid =T = 1—T invertierbar, es gelten (1—T)~ Z T € L(X)
n=0
und ||(1—T)7Y| < = HTH

Beweis. Aufgrund der geometrischen Reihe konvergiert die Reihe absolut:

ZT” < Z 1T < Z 1T < Z 1" = IITH

Die angegebene Relhe ist invers zu 1 — T7 denn es gﬂt

N
o1 (A-T)=1-T"" = (1 -1T) ZT”

Mit N — oo folgt die Behauptung, da || TN+ < ||T|V+! — 0. O

Theorem 11.2.16. Seien X,Y Banachriume. Sei T € L(X,Y), S € L(Y,X)
und gelte ST = 1x sowie TS = 1y. S heifst dann Inverse zu T. Dann gibt es
eine Umgebung U von T in L(X,Y), so dass alle T € U eine Inverse in LY, X)
besitzen.

Der Beweis funktioniert auch fiir einseitige Inverse.

Beweis. Sei

U= {T e L(X,Y): |S||-|T -7 < 1} .
Sei T' € U beliebig. Es gilt ST = ST+S(T—T) = 1+S(T'~T). Dann ist ST € L(X)
mit |1 — ST = ||S(T - 7)|| < S| - |T = T|| < 1. Somit ist ST =1 — (1 — ST)
mit Hilfe der Neumannschen Reihe invertierbar. Sei A € L(X) die Inverse zu ST
Es folgt 1 = (AS)T

Analog bekommen wir eine rechtsseitige Inverse.
Rechtsseitige und linksseitige Inverse stimmen {iiberein. (I

Theorem 11.2.17. Seil. : X — Y Fredholmoperator. Dann hat L in L(X,Y)
eine Umgebung, die aus Fredholmperatoren mit demselben Index besteht.

Proof. Beweis: Wéhle abgeschlossene Komplemente X = Xg @ ker L und Y =
Bild L @Y7, insbesondere dim Y; < oo. Die Projektionen auf die Komponenten sind
dann stetig. Fiir S e L(XV7 Y) setze Sp : Xo — Bild L, So = Pgjia LS'L'XO; wobei 'L'XO
die Inklusionsabbildung ist. Es gilt

S0 — Loll = | Peira .(S — L)ix, || < C||S — L.

Hierbei ist Ly : Xo — Bild L, Ly = PgiarLix,. Es ist offensichtlich, dass L¢ ein
Isomorphismus ist, also auch Sy fiir ||S — L|| < €, nach dem obigen Satz. Dann ist
S Fredholmoperator:

(1) Die Projektion ker S — X /X ist injektiv: aus Sz = 0 fiir z € X, folgt
Sox = Pgila 1.5 x,2 = 0 und somit z = 0.

(2) Die Projektion Y7 — Y/Bild S ist surjektiv: zu y € Y wihle 2 € X mit
Sox = Pgila Ly, also PBildL(y — S:L') =0 bzw. ySx =y; € Y71.

In Sy = PsilarStx, sind also alle Operatoren Fredholm. Es folgt aus Lemma
11.2.14

0 =ind Sy = dimcoker L +ind S — dimker L = ind S — ind L.
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11.3. Anwendung auf elliptischee Randwertptrobleme.
Lemma 11.3.1. Sei Q C R™ offen und beschrdankt. Betrachte den Operator

K:Wy2() — WEQ)
(Ku)(v) = [((b, Dv)u+ (¢, Du)v + quv)

fiir b,c € L*(Q,R™), g € L*>*°(Q). Dann ist K kompakt.

Proof. Nach Theorem 11.1.6 (Einbettungssatz von Rellich) ist die Einbettung E :
Wy () € L*(Q) kompakt. Da die Rieszabbildung I : L2(Q) — L*(Q)', I u(v) =
Jo uv, stetig ist (siche Theorem 5.2.5), folgt mit Theorem 11.1.10 (i) auch die Kom-
paktheit von

E'TL(Q) = Wo(Q),  (B'Tf)(v) =T f(Ev) = /Q o

wobei E’ der adjungierte Operator von E ist. Daraus folgt die Kompaktheit der
drei Abbildungen, mit Theorem 11.1.10 (ii)

W) — L) = W)

E —9:b7 .
u — > —0;(bu)
9 . E'I! 3
u — doju A ou
B q
u o — qu

O

Theorem 11.3.2. Sei Q) C R™ offen und beschrinkt. Betrachte den Operator L =
Lo + K mit
Lou = —div(aDu)
Ku = —div(bu)+ (¢, Du) + qu
und den Voraussetzungen:
(B) beschrinkte Koeffizienten:

a € L*(Q, M,(R)), bce L*(QR"), qeL*.
(E) Elliptizitit: (¢, a(x)€) > plé]?, Vo € Q,& € R™ und einem pu > 0.

Dann ist L : Wy > (Q) — Wy (Q)' ein Fredholmoperator vom Index null. Insbeson-
dere gilt die Alternativ

L injektiv <= L surjektiv.

Proof. Unter der Bedingungen (B) und (E) konnen wir Satz von lax-Milgram an-
wenden und zeigen, dass Ly Isomorphismus ist. Da K kompakt ist, ist L nach
Riesz-Schauder, Theorem 11.2.9, Fredholm mit Index Null. Insbesondere gilt die
Alternativ: L injektiv <= L surjektiv.

O

Theorem 11.3.3 (Losbarkeitskriterium fiir Dirichletproblem). Sei Q C R™ offen
und beschrinkt. Betrachte den Operator L = Lo + K : Wy *(2) — Wy *(2) wie in
Satz 11.3.2. Fiir ¢ € Wy *(Q)' sind dquivalent:

(1) Lv = ¢ besitzt eine Losung v € Wy(2),
(2) p(u) =0 fiir alle u € ker (L*), wobei L*bezeichnet als den (formal) adjun-
gierten Operator von L, es gilt L*v = —div (a*Dv) — div (cv) + (b, Dv) + qu.



11.3. ANWENDUNG AUF ELLIPTISCHEE RANDWERTPTROBLEME 7

Hier ist L der formal adjungierte Operator zu L, definiert durch
(11.5) L* Wy (Q) — Wy A(Q),  L*u(v) = Lu(u).
Wir berechnen explizit

/Q (Z a 9;v0;u + z”: Vo(0;u) + z": A (9v)u + qvu)

i j=1 j=1

/Q (Z o’ ;ud;v + zn: du(dv) + z": v (0ju)v + quv)

i j=1 j=1

Lu(u)

Somit ergibt sich die (schwache) Darstellung
(11.6) Lu=-Y 0;a"0u—Y 9;(u)+ > _ b du+qu.
ij=1 j=1 j=1

Die Koeffizienten von ergeben sich also durch formale partielle Integration. Sind
Lu und Lv als L?-Funktionen darstellbar, so gilt in der Tat

(Lu,v)r2(q) = Lu(v) = Lv(u) = (u, Lv) 12(q)
Der Operator L* ist adjungierter Operator von L beziiglich des L2-Skalarprodukts.

Er ist nicht die Hilbertraumadjungierte von L : Wy'*(€2) — Wy '*(€2)’ im Sinne der
folgenden Definition der Hilbertraumadjungierte

Lemma 11.3.4 (Hilbertraumadjungierte). Seien X, Y Hilbertridume iber R. Dann
gibt es zu jedem T € L(X,Y) genau ein T € L(Y, X) mit

(Tz,y) = (x, T"y), VyeeX,yeY
Es gilt |T|| = |T||. T* heifit die Hilbertraumadjungierte von T .

Proof. Sei T’ die Adjungierte Abbildung von T, gem#fl Proposition 11.1.9, d.h.,
T:Y — X' mit (Tz,¢) = (z,T'p) firallez € X und ¢ € Y'. Seien Iy : X' — X
und Iy : Y’ — Y sind die in Thereom 5.2.5 definierte Abbildungen Setze T* =
IxT'I; . T* ist die gesuchte:

(. T*y) = (o, IxT'I;'y) =TIy y(x) = Iy 'y(Tx) = (T, y)



