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2. NORMIERTE RAUME UND HILBERTRAUME
2.1. Normierte Riume.

Bemerkung 2.1.1. Wir sagen, dass V ein K-Vektorraum sei, wenn V' ein Vektor-
raum iiber R oder {iber C ist.

Definition 2.1.2. Sei V ein K-Vektorraum. Dann heifit || - ||: V' — R Norm, wenn
|| - || die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) ||v|| > 0 fiir alle v € V.

(i) ||v]| = O gilt genau dann, wenn v = 0 ist.
(iii) Al = |A| - |lv]| fir alle A € K und alle v € V.
(iv) |lu+v| < JJul|| + ||v]| fir alle u,v € V. (Dreiecksungleichung)

Lemma 2.1.3. Sei V ein normierter Raum. Dann ist V 5 x — ||x| stetig.
Beweis. Dies folgt direkt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung
Mznll = Izl < llen — =[] -

Gelte x, — . Dann konvergiert die rechts Seite gegen Null, somit folgt auch
]l = llz]- O

Bemerkung 2.1.4.

(i) Jeder normierte Raum ist ein metrischer Raum vermoge d(z,y) := ||z — y||.
Wenn nicht anders angegeben, wollen wir auf normierten Rédumen stets diese
induzierte Metrik betrachten. (Details: Analysisvorlesung.)

(ii) Einen vollsténdigen normierten Raum nennen wir Banachraum.

(iii) Seien (Vi - 1) und (V2,]| - ||2) normierte Réume. Dann wird auf
Vi@ V= {(vi,v2): v1 € V1, vg € Va}
durch ||(v1, v2)lvieve = |v1|lvy + ||v2]|v, eine Norm definiert. Wie beim Nach-

weis, dass die ,, Taxinorm“ eine Norm ist, rechnet man auch hier nach, dass
man eine Norm erhélt.

(iv) Seien (Vi,| - ||:), ¢ € I, normierte Ridume. Dann ist
P Vi = {(wiier: vi € Vi, |(wi)ier|| < o0} mit |[(vi)ierll =D l[villv,
iel iel

ein normierter Raum.
(v) Auf den direkten Summen gibt es auch weitere Normen, z. B. [P-Normen,
vergleiche den néchsten Abschnitt.
(vi) Sind die normierten Réume sogar Banachréume, so sind die oben definierten
direkten Summen ebenfalls Banachrédume.
(vii) Ist I unendlich, so gilt automatisch fiir héchstens abzéhlbar viele i € I die
Ungleichung v; # 0.

Bei Quotientenrdumen muss man sich im Gegensatz zur linearen Algebra auf
abgeschlossene Teilmengen beschrdnken um wieder einen Banachraum zu erhal-
ten. Das folgende Theorem ist falsch, wenn wir aus den stetigen Funktionen mit
C°-Norm auf [0,1] den (nach Stone-Weierstraf§ dichten) Unterraum der Polynome
herausdividieren, der Quotientenraum ist nicht einmal normiert, da die positive
Definitheit verloren geht.

Theorem 2.1.5 (Quotientenrdume von Banachrdumen). Sei X ein Banachraum,
M C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist der Quotientenraum X /M mit

= dist(x, M) := inf —
[[[]| = dist(x, M) ylngle yll

ein Banachraum.
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Beweis. Wir beschrénken uns auf die nichttrivialen Nachweise.
(i) ||[z]|| ist unabhéngig vom Vertreter aus x + M wohldefiniert.
(ii) Da M abgeschlossen ist, ist ||[z]|| # 0 fiir [x] # M.
(iii) Dreiecksungleichung: Sei € > 0. Seien z,y € X und a,b € M mit ||z — a|| <
dist(xz, M) + € sowie ||y — b|| < dist(y, M) + . Dann folgt

inf lz+y—z| < lz+y—a—b]l < o —all+[ly—bl| < dist(w, M)+ dist(y, M) +2e.

Die Dreiecksungleichung folgt.

(iv) X/M ist ein Banachraum: Sei ([z,])nen eine Cauchyfolge. Nach Ubergang
zu einer Teilfolge diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass ||[z,] —
[Znt1]|| < 27™ gilt. Wir wollen nun Vertreter wihlen, die in X eine Cauchy-
folge bilden. Wéhle zg € [zo] beliebig. Dann finden wir induktiv 2,41 € [Xy41]
mit

[Zn41 = Znll < llzntr — 2]l + 27" = [[[Za41] = [za]l + 27"

Die z, bilden eine Cauchyfolge in X, da
n+m—1 n+m-—1

Vnim =zl € S Nz =zl < S (i) — ]l +27)
n—i-:n—l -
< D22t (1444 ) =27
Setze z := lim z,. Wir erhalten
n—oo
zn] = (2l x/ar = [Nlza] = [2]llx/a0 < ll2n = 2] = 0
fiir n — oo. Also gilt [z,] — [z] in X/M. O

2.2. Lineare Abbildungen. Ist T eine lineare Abbildung so schreiben wir wie in
der Linearen Algebra auch Tu statt T'(u).

Definition 2.2.1. Wir schreiben R(T) = im(7T') fiir das Bild von T" und N(T) fiir
den Kern von T

Definition 2.2.2. Sei T: V — W eine lineare Abbildung zwischen normierten
K-Vektorrdumen. Dann heifit T" beschrinkt, falls es ein ¢ > 0 mit

ITollw < ¢ [lvflv
fiir alle v € V gibt.
Wir definieren die Operatornorm von T, ||T'||, durch

IT|| == sup [Tl
lolI<1

Bemerkung 2.2.3. Aquivalent zur Beschrinktheit fiir lineare Abbildungen sind:

(i) T bildet beschréinkte Mengen in beschrinkte Mengen ab.
1Tl

ii) sup - < c.

(i) wro 170
Es gilt

[To]|
|T|| = sup =—= = sup [Tv].
vz [V =1

Theorem 2.2.4. Sei T:V — W eine lineare Abbildung zwischen normierten K-
Vektorrdumen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) T ist beschrinkt,

(i) T ist in allen Punkten stetig,

(i11) T ist im Ursprung stetig.
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Beweis.
»(1) = (i1)“: Gelte u,, — u fiir n = co. Dann folgt

1Tu = Tun|| = [|T(w = wn) || < [IT]] - lu — unl| =0

fiir n — oo.

(i) = (iii)“: Klar.

»(1il) = (i)“: Falls T" unbeschréinkt ist, gibt es Vektoren v, € V, ohne Ein-
schrinkung mit ||v,|| = 1, und ||Tv,|| =: r,, = o0, ohne Einschrinkung r,, # 0 fiir
alle n € N. Definiere u,, := ﬁ—: Dann folgt u,, — 0 und es gilt

Toa]| _

|
[Tunl| = 1

n

im Widerspruch zur Stetigkeit von T'.

Man kann ,,(iii) = (i)* auch direkt zeigen: Nach der Stetigkeit von T im Ur-
sprung, fiir ¢ = 1 existiert es ein 6 > 0 mit: ||Tv] < 1 fiir alle |jv]| < d.. Daraus
folgt

o]l o]l

v
Tv="1r—)< L weV
5 1 [l y

Definition 2.2.5.

(i) Seien V, W normierte K-Vektorrdume. Definiere L(V, W) als den Raum der
stetigen linearen Abbildungen 7" von V nach W. L(V, W) ist ein K-Vektorraum
und wird mit der Operatornorm ||T'|| zu einem normierten Raum (einfache
Rechnung).

(ii) Seien V, W normierte Rédume. Dann heiflen V' und W isomorph, falls es eine
stetige, bijektive lineare Abbildung 7T: V — W mit stetiger Inverser gibt.
T heiBft dann Isomorphismus (zwischen normierten Réumen). Gilt zusétzlich
noch ||T(x)|| = ||z| fir alle z € V, so heifit T normtreuer Isomorphismus.

Lemma 2.2.6. Ist W ein Banachraum, so auch L(V,W).

Beweis.
(i) Sei (T})n eine Cauchyfolge in L(V,W) und v € V. Wir definieren T durch
Tu:= lim T,u. Der Grenzwert existiert, da (T,,u), eine Cauchyfolge ist; es

n—oo
gilt ndmlich ||Tu — Thul| < [T, — Tl - |lul]. Da W vollsténdig ist, ist 7'
wohldefiniert. Die Linearitédt von T ist klar.

(ii) T ist stetig: Wir benutzen, dass aus u, — u auch |lu,| — |lu| folgt. Da
A — ||A]| aufgrund der umgekehrten Dreiecksungleichun Lipschitzstetig (mit
Lipschitzkonstante eins) ist und (7},),, eine Cauchyfolge ist, ist auch ||T;,|| eine
Cauchyfolge und konvergiert daher in R. Es gilt

17wl = |

lim Tnu‘: lim [|Toul < lim || T - [Jull,
n—oo n—oo n—oo

wobei wir rechts den Limes superior nachtriglich wieder als Limes schreiben
diirfen. Es folgt | T]| < lim || T3]
n—00

(iii) T, — T: Sei ¢ > 0. Dann existiert N € N, so dass ||T,, — T)|| < ¢ fiir alle
m,n > N gilt. Sei nun u € V beliebig. Es gilt

|1Tuw— Thul| = Um ||Thmu — Thull <limsup || Tm — Tnll - |ul] < e - Jull
m—oo m—oo

fiir alle n > N. Somit erhalten wir ||T — T,,|| < ¢ fiir alle n > N. O
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Definition 2.2.7. Sei V ein K-Vektorraum. Wir setzen V* := L(V,K), den Raum
der stetigen linearen Funktionale auf V. (V' = V* ist eine weitere verbreitete
Bezeichnung.) Sei ¢ € V*, u € V. Statt ¢(u) schreiben wir auch (u, ). Mit der
Operatornorm oder dualen Norm auf V* gilt

[{w, )| < llpllv= - [lullv-

Theorem 2.2.8. Sei V' ein normierter Raum, V seine Vervollstindigung als metri-
scher Raum. Dann kann man V' auf genau eine Art zu einem Banachraum machen,
so dass die Einbettung v: V — V linear und normtreu ist.

Beweis. Wir identifizieren V' mit +(V).

(i) u+ v: Seien u,v € V. Gelte V 3 Up —> U E V sowie V 3 Vv, >V E V. Dann
ist uy,, + vy, eine Cauchyfolge in V. Wir definieren v+ u := lim (uy, 4+ v,). Der
n—o0
Grenzwert ist unabhéngig von der Auswahl der Cauchyfolgen.
(ii) Au: Fiir V 5 up, — u € V und A € K ist Au,, eine Cauchyfolge in V. Wir defi-
nieren A\u := lim Au,. Auch diese Definition ist von der Wahl der Cauchyfolge

n—00
unabhéngig.
(iii) ||+ ||: Sei V 3 u, — u € V. Dann ist auch ||u,|yv aufgrund der umgekehrten
Dreiecksungleichung eine Cauchyfolge. Wir definieren ||u|y = Hm |lun||v.
n— oo

Man rechnet leicht nach, dass dies eine Norm ist.
(iv) Vollstand1gke1t || - ||y induziert eine Metrik d auf V. Wir miissen nachweisen,
dassd =d gilt. Nach Definition ist mit Bezeichnungen wie oben

d(u,v) = |lu— vy = nh_)n;@ |t — vp]lv = nh—>Ir<>lo d(tn, vy) = d(u,v).
Die Behauptung folgt. O

Theorem 2.2.9 (Fortsetzungssatz). Sei V' ein normierter Raum, W ein Banach-
raum und T € L(V,W). Dann besitzt T genau eine Fortsetzung T € L(V, W) und
es gilt | T|| = ||IT]|.

Dies folgt auch direkt aus Lemma 1.4.3.

Beweis.
(i) Existenz: Sei V' 3 u, — u € V. Dann ist Tup, eine Cauchyfolge, da 1 Tun —
Tt || < || T|| - [[ttn — wm]| gilt. Wir setzen Tw := lim Tu,. Der Grenzwert ist
n—o0
unabhéngig von der Wahl der Cauchyfolge. T ist linear und eine Fortsetzung
von T
(ii) Stetigkeit: Es gilt
[l = lim [ Tunll < |7~ Y sl = 177 - ]
Somit ist Hﬂ\ <||T|.
(iii) |l Wir
bilden nun das Supremum iiber alle  mit ||u| = 1 und erhalten IT| < HTH

Zusammen mit der Stetlgkelt folgt also ||T'|| = HTH
(iv) Eindeutigkeit: Seien 7' und T zwei solche Fortsetzungen. Sei v € V und sei
(un)nen eine Folge mit u,, € V und u, — u. Dann erhalten wir aufgrund der
Stetigkeit
Tu = lim Tun = lim Tu, = lim Tun =Tu. O
n—00 n—o0o n—r00
Fiir multilineare Abbildungen gibt es eine #hnliche Charakterisierung der Ste-
tigkeit wie bei linearen Abbildungen.
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Proposition 2.2.10. Seien E;, 1 < i < n, und F normierte Riume. Setze E :=
n

@ E;. Sei A: E — F multilinear. Dann ist A genau dann stetig, wenn es ein ¢ > 0
i=1

gibt, so dass

HA (xl,...,xn)H <ec- HxIH N A
fiir alle (xl, e ,z") € E gilt.
Beweis.

,=—*: Widerspruchsbeweis. Nehme an, dass A stetig ist, die Abschitzung aber
nicht gilt. Dann gibt es Folgen (ay)reny = (m}c) 1<i<n in F mit
kEN

[A@II > K- flag]] -l

Setze yi. :== kl/n . Dann gilt y,, — 0 fiir &k — oo aber || A(yx)|| > 1. Widerspruch

7,

zur Stetigkeit von A
,<="%“: Nehme die Abschitzung an. Gelte z; — y. Dann gibt es ein C > 0 so
dass Hz}CH < Cfirallel <i<nundalle k €N gilt. Es gilt

[ A (ks s2k) =AYy
<A (zh, . al) = A(eh, . ap Ly ||
A (ks a2y = A2y )+
1A (kv oyt - Ay )|
<Ak, mp =y A (ke R =y )+

+ ||A('rk 7y17y27" ayn)H
n
Sc.Cnflz H:E}C —yZH —0
=1

fir £ — oo. Somit ist A stetig. O

Definition 2.2.11. Seien F;, 1 < i < n, und F normierte Rdume. Setze F :=

@D E;. Sei A: E — F multilinear und stetig. Dann heif3t
i=1

Jal= s At e

izl e =1
die Norm der multilinearen Abbildung.

Bemerkung 2.2.12.

(i) Die Menge aller stetigen multilinearen Abbildungen E; X ... x E,, — F zwi-
schen normierten Réumen, die wir mit L(Fy,..., E,; F) bezeichnen, ist mit
der in Definition 2.2.11 eingefiithrten Norm ein normierter Raum.

(ii) Ist F zusitzlich vollstindig, so ist L(En, ..., Ey; F) ein Banachraum.

(iii) Seien E, F,G normierte Rdume. Dann ist die Abbildung

Ac L(E,F;G) — L(E,L(F,G)) > A

mit A(z,y) = ([l(x)) (y) eine normtreuer Isomorphismus.
Analog erhélt man einen normtreuen Isomorphismus

L(Ey,...,Ey; F) = L(E1, L(E2,...,L(E,, F)...)).
Details: Ubung.



