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Mit der Holderschen Ungleichung und p + ¢ = pq erhalten wir

17+ gl = [1r+gP = [1f17 g+ [lglls + g0~

1/‘] 1/(]
<stor - ([ 17+ 015) ™ lan - ([ 15+ ot0=0)
1/q
= (Iflls + lgllze) (/|f+g|p>

= (Ifllze + llgliee) - Lf + gl
Umordnen liefert die Behauptung. (|

n 1/p
Korollar 3.1.2. R™ mit der p-Norm ||z|, := ( > |zi|p> ein Banachraum.
i=1

Beweis. Die Dreiecksungleichung ist gerade die Minkowskische Ungleichung fiir
Funktionen, die auf den Intervallen [0,1), [1,2), ..., [n — 1,n) konstant sind. Die
iibrigen Eigenschaften einer Norm sind elementar.

Sei x; = (xi1)1<k<n eine Cauchyfolge in R™. Wegen |z;, — x| < ||z: — x|,
fir alle 1 < k < n bilden auch die k-ten Komponenten eine Cauchyfolge. Setze

z = (Tg)i<k<n Mmit 2 = lim z; . Dann folgt ||z; — x|/, — 0 fiir p — oo, da
- 71— 00

sdmtliche Komponenten konvergieren. O

Definition 3.1.3. Seien || - ||; und || - ||2 zwei Normen auf einem K-Vektorraum X.

Dann heiflen || - ||; und || - |2 dquivalent, wenn es eine Konstante ¢ > 0 mit

cllully < Jluflz < e Jlulx
fiir alle uw € X gibt.
Theorem 3.1.4. AufR"™ sind je zwei Normen dquivalent.

Dieser Satz gilt auch fiir beliebige endlichdimensionale K-Vektorrdume.

Die nachfolgend definierten Normen [P(N) sind fiir verschiedene Werte von p
keine dquivalenten Normen auf RY.

Wir folgen [?].

Beweis. Sei x = Z x'e; mit der Standardbasis {e;}; des R™. Bezeichne || - ||« die

1=
Supremumsnorm auf R™. Sei || - || eine fixierte andere Norm auf R™. Wir zeigen nur

die Aquivalenz von || - || und || - ||e. Fiir beliebige Normen folgt die Aussage dann
aufgrund der Transitivitdt in der Definition der Aquivalenz von Normen.

(i) Es gilt

n n
el < 37 [#'] - fledl < cllafloc mit e:= " [led.
=1 =1

(ii) Falls es kein ¢ > 0 mit ¢ ||z| g~ < ||z|| fiir alle 2 € R™ gibt, finden wir eine
Folge (zk)k in R™ mit ||zk]| = 1 und ||zk]lcc > k. Definiere die Folge (y )k

durch yy, : Hz H . Diese Folge ist beziiglich der Supremumsnorm beschrankt.

Somit sind die Komponenten yi, 1 <1i < n, k € N, gleichmiBig beschrinkt.
Ohne Einschriankung diirfen wir also nach Auswahl einer Teilfolge annehmen,
dass yi — y* fiir kK — oo konvergiert. Wir erhalten |yx —yl/oo — 0 fiir k& — oc.
llz |

Iz oo

Hwkl\ — 0 fir k¥ — oo. Wir erhalten y = 0. Weiterhin folgt 1 = ||yx||cc — 0
fir £ — oo. Widerspruch. O

Somit gilt nach (i) auch ||yr — y|| — 0 fiir K — oo. Nun gilt ||yx| =
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Theorem 3.1.5. Seip € [1,00). Dann ist der Raum

1/p
P(N) 1= 3 (1" e <Z|w”|p> <o

neN

1/p
2wy == <Z |$"|p>

neN

mit der Norm

ein Banachraum.

Allgemeiner definiert man Réume I?(A) fiir Funktionen f: A — R mit

1/p
1£llem ) = (Z |f(z)|”> .

z€A

Bewets. Wir zeigen nur die Dreiecksungleichung und die Vollstéandigkeit:
Dreiecksungleichung: Seien z, y € [P(N) Es gilt aufgrund der Dreiecksungleichung

1/p

k

auf R* mit der entsprechenden Norm < > |z"|p)
n=1

N 1/p N 1/p N 1/p
(z " +y”|p> (z |z"|P> N (z W)
n=1 n=1 n=1

e’} 1/p [e's) 1/}7
<Z |$n|p> + (Z |y"|p> = [zl vy + Nyl -
n=1 n=1

Somit ist z + y mit komponentenweiser Addition wieder in P(N) und mit N — oo
erhalten wir die Dreiecksungleichung.
Vollstandigkeit: Sei (z;);cy eine Cauchyfolge in [P(N). Dann folgt fiir k¥ < N aus

N 1/p
k2] < (z ! —wzv’) <l =2l
=1

dass auch (zf)ieN fiir festes k € N eine Cauchyfolge ist. Definiere x = (z¥)gen

IN

IN

durch z* := lim z¥. Wir lassen j — oo und erhalten
11— 00

N 1/17
(Z B x’“!p> < f(i)
k=1

mit f(i) — 0 fiir ¢ — oo fir alle N € N. Sei nun ¢ > 0. Wihle ¢ > 1 mit
f(i) < e. Lasse nun N — oo und erhalte ||z; — |y, < €. Es folgt [lz]pm) <
lzillir vy + |2 — 24 ]|1p vy < 00. Somiit ist x € (P(N) und I(N) ist vollsténdig. O

3.2. Vollstandigkeit *.

Bemerkung 3.2.1. Um den Raum der messbaren Funktionen zu einem normier-
ten Raum zu machen, betrachten wir Aquivalenzklassen von Funktionen und iden-
tifizieren Funktionen (ohne dies spiiter explizit hervorzuheben), die fast iiberall
iibereinstimmen.

Sei 1 < p < oo. Fiir alle messbaren Funktionen f auf (2 setzen wir

1/p

1 e = / 1P du
Q
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und definieren LP (2, 1) als den Raum aller messbaren Funktionen f mit

£l ze (0, < oo
Im Fall p = oo verfahren wir genauso, benutzen aber || f|oo := sup |f|, das wesent-
Q

liche Supremum von f.

Theorem 3.2.2. Sei 1l < p < oco. Sei p ein positives Maf auf Q. Dann ist LP(, 1)
ein Banachraum.

Beweis. Sei zunichst 1 < p < co. Sei f,, eine Cauchyfolge in LP(£2, u). Gelte (nach
Auswahl einer Teilfolge ohne Einschrinkung) || fi+1 — fillzr» < 27 fiir i € N. Wir
definieren

k 0o
gk =Y |ferr = fil und g:="|fis1 — fil.
i=0 =0
Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt ||gxl|z» < 2 fiir alle k& € N. Nach Fatou
(flimf, <lim [ f, fir f, >0), angewandt auf g, folgt ||g||z» < 2. Somit gilt fast
iiberall g(z) < co. Also konvergiert
fi(@) + > (fin(@) = fi(x)

i=1

fiir fast alle 2 € Q. Wir definieren f(z) als diesen Grenzwert fiir diese 2 und sonst
f(z) :== 0. Somit gilt fast iiberall
f(x) = lim f;(x).
71— 00

Nach [?, Theorem 1.14] sind das Supremum und der Limes superior messbarer
Funktionen selbst wieder messbar. Somit ist auch f messbar. Wir wollen nun zeigen,
dass f; auch in LP gegen f konvergiert: Sei ¢ > 0. Dann gibt es N € N mit
I fr = fmllze < e fiir m,n > N. Sei m > N. Dann folgt mit Fatou

/|f ol dp < n_minf/ i = fnlP dp < &,
11— 00
Q Q

Hieraus folgt f — fm, € LP(2, ), also auch f € LP(Q, u). Weiterhin folgt hieraus
If = fmllLr — O fiir m — occ.
Sei nun p = co. Definiere

Ay ={z € Q: [f(2)] > || frll=}

und

B i={x € Q: [fm(z) = fu(@)] > [[fn = fmllLe}-

Setze E:= |J AxU U Bm,n. Dann ist E als abzihlbare Vereinigung von Null-
keN m,neN

mengen selbst wieder eine Nullmenge. In Q \ E konvergiert f,, gleichmifig gegen
eine Funktion, die wir f nennen, auf F setzen wir f(x) := 0. Es folgt f € L™ sowie
Il fro = fllzee — 0O fiir n — oo. O

Im Verlauf des Beweises haben wir auch das folgende Resultat mitbewiesen:

Theorem 3.2.3. Sei ) ein Raum mit positivem Maff . Sei 1 < p < oo. Sei fp
eine Cauchyfolge in LP(Q, ) mit Grenzwert f. Dann besitzt f, eine Teilfolge, so
dass fn(x) — f(x) fir fast alle x € Q konvergiert.
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3.3. Raume der Ho6lderstetigen Funktionen.
Definition 3.3.1. Die Osrzillation von f : (X,d) — (Y,d) ist die Funktion

Wy - (07 OO) - [07 OO], Wf((S) = o Sup)<§ d(f(zl)a f(z2))

Man kann leicht zeigen: Gilt wy(d) — 0 mit 6 — 0, so ist f gleichméBig stetig.
Weiter gilt: eine Familie F von Abbildungen f : X — Y ist gleichm#fig gleichgradig
stetig, falls sup e rwys(6) — 0 mit § — 0.

Beispiel 3.3.2. Sei 0 < o < 1. Die a-Hlderkonstante von f : (X,d) — (Y,d) ist

definiert durch (@), )
d(f(z), f(y
fla = sup ————"==.
[ ] TH#Y d(x’y)a
f heifl t a-Holderstetig wenn [f], < co. Offenbar gilt
d(f(x), f(y))
d(f(z), = 2w
(e f(0) = TG
Die Oszillation erfiillt also die Abschitzung
(3.1) wy(6) < [flad™.

Eine HOlderstetige Funktion ist also gleichméBig stetig, und fiir jedes A < oo ist die
Familie

(2,y)* < [flad®, fallsd(z,y) < 0.

‘F:{f:X*)Y:[f]aSA}
gleichgradig stetig.

Fir v : X — R setzen wir

HUHCU’Q(X) = HUHCO + [u]a,X = sup |U(.’L‘)| + sup %.
zeX oty A(@,y)

Theorem 3.3.3. C%*(X) = {u e C%(X) : ||ul|co.a(x) < 0o} ist ein Banachraum.

Beweis. O

4. DER SATZ VON HAHN-BANACH

4.1. Der Satz von Hahn-Banach. Der Satz von Hahn-Banach besagt, dass sich
ein lineares Funktional normerhaltend fortsetzen ldsst. Der Beweis benutzt das
Zornsche Lemma.

Lemma 4.1.1 (Zornsches Lemma, Erinnerung ). Sei M eine nichtleere Menge
mit einer Teilordnung <. Nehme an dass jede total geordnete Teilmenge A C M
(= Kette) eine obere Schranke b € M besitzt, d. h. dass x < b fiir alle x € A gilt.
Dann enthdlt M ein maximales Element xg, d. h. ein Element xo € M, so dass aus
xo < x bereits x = xq folgt. (Beachte, dass xq i. a. nicht eindeutig bestimmt ist.)

Bemerkung. Eine Menge M mit einer Relation < heifit teilweise geordnet, wenn
fiir alle a, b, c € M Folgendes gilt:
a < a,
a<bb<a=a=0b
a<bb<c=a<c
(1) A C M heift total geordnet, wenn fiir a,b € A gilt stets a < b oder b < a.
(2) b€ M heifit obere Schranke von A, wenn es a < b fiir alle a € A gilt.

(3) mo € M heifit maximales Element von M < aus mg < m € M folgt
mo = m.
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Fiir einen Beweis aus dem Auswahlaxiom verweisen wir auf Literatur oder Ver-
anstaltungen zur Logik. Das Zornsche Lemma wurde bereits beim Beweis, dass
jeder Vektorraum eine Basis besitzt, benutzt.

Wir zeigen zwei Varianten des Satzes von Hahn-Banach. Zunéchst behandeln
wir die etwas allgemeinere Version mit einer konvexen Funktion.

Theorem 4.1.2 (Satz von Hahn-Banach (mit einer konvexen Funktion)). Sei E
ein R-Vektorraum, W C E ein Unterraum und p: W — R linear. Sei p: E — R
konvexr und gelte ¢ < p auf W. Dann gibt es eine lineare Fortsetzung ¢: F — R
von ¢ mit ¢ < p, d. h. eine lineare Abbildung ¢: E — R mit ¢lw = ¢ und ¢ < p.

Beweis.
(i) Sei xzg ¢ W. Wir wollen ¢ zunichst auf W @ (xg) fortsetzen. Jedes Element

x € W & (xg) a8t sich in der Form z = w + Axg mit w € W und A € R
darstellen. Sei v eine lineare Fortsetzung von ¢. Dann folgt

¥(x) = P(w) + M (z0) = p(w) + M(z0).
Konnen wir 1(xg) so wihlen, dass 1(x) < p(x) fiir alle x € W & (zq) gilt, so
ist ¢ die gesuchte Fortsetzung auf W & (zg).
Somit ist zu zeigen, dass 1(xg) so gewdhlt werden kann, dass p(w) +
(o) < p(w + Axzp) fiir alle A # 0 und alle w € W gilt. Dies ist (nach
Unterscheidung fiir A > 0 und A < 0) #quivalent zu

sup p(w) — p(w — pxo) < (zo) < inf p(z + Azo) — p(2)
e K 30 A

Dazu wollen wir nachweisen, dass fiir alle w,z € W und alle A\, u > 0

A <p(2+/\:co) i ufco)) S A (sﬂ(w) N 50(2)>
1

A A T A+ I A
gilt. Der zusétzliche Vorfaktor erleichtert nun die Rechnungen. Es gilt
I A
" A AN _
Nt MP(Z + Azo) + P up(w [120)

7 Al A AL
p(A+uz+ /\+u$0+ /\Jruw_ )\+ux0)

W A W A
o(Fewee) = (R )

— )+ T,

Somit 148t sich ¢ wie gewiinscht auf W & (z¢) fortsetzen.
Die Fortsetzung auf ganz E erhalten wir mit Hilfe des Zornschen Lemmas.
Betrachte dazu die Menge M aller Fortsetzungen von ¢ mit ¢ < p, d.h.
die Menge aller Tupel (v, U), wobei U C E ein Unterraum mit W C U ist,
Y|lw = ¢ und ¥ < pin U gelten. (p, W) ist selber eine Fortsetzung von ¢, also
ist M # . Auf M definieren wir eine Halbordnung durch (¢, U) < (1/;, V),

falls U € V und 7,/;|U = 1 gelten. Sei also A C M eine total geordnete
Teilmenge von M, A = {(¢,,U;): i € I} fiir eine geeignete Indexmenge.
Dann ist durch (¢,U) mit U := |J U; und ¥(x) := ¢;(z) fir 2 € U; eine
il
obere Schranke gegeben: U C F ist €ein Unterraum, 1 ist wohldefiniert, linear,
stimmt auf W mit ¢ iiberein und erfiillt ¢(x) < p(z) fiir alle z € U. Nach dem
Zornschen Lemma gibt es also ein maximales Element. Dieses muss auf ganz
F definiert sein, denn sonst kénnte man es nach den obigen Uberlegungen auf
U (xp) fiir ein 29 € E\U fortsetzen. Dies widerspriche der Maximalitdt. O

Y




22 4. DER SATZ VON HAHN-BANACH

Theorem 4.1.3 (Satz von Hahn-Banach fiir lineare Funktionale). Sei E ein nor-
maerter Raum, W C E ein Unterraum und o € W*. Dann gibt es eine normerhal-
tende Fortsetzung ¢ € E* von ¢, d.h. eine Abbildung ¢ € E* mit ¢lw = ¢ und

2l = llell-

Beweis.

(i) Im Falle K = R folgt dies gerade aus dem Satz von Hahn-Banach mit einer
konvexen Funktion: Die Norm ist wegen

[tz + (1 = t)yl| < [ltzll + (1 = )yl = =]l + (L =)y

fiir alle z,y € E und t € [0, 1] konvex. Sei ohne Einschrénkung ||¢|| = 1. Setze
p(z) := ||z||. Dann gilt ¢(z) < ||z|. Fiir die Fortsetzung ¢ erhalten wir

+o(x) = ¢(£a) < p(+z) = ||zl],
also ||¢]] <1 und

16l = sup Jlg(@)ll = sup [[G(x)l| = sup flp()] =1.

\I \Il H Hl H Hl

Somit ist ||@|| = 1.
(ii) Sei nun K = C: Wir fassen E als reellen Vektorraum auf und bezeichnen
diesen mit Er. Sei ¢ € E*. Es gilt ¢ = Re ¢ + i Im ¢. Wegen

Rep(iz) + i Imp(iz) = p(ix) = ip(z) = iRep(z) — Im p(x)

gilt Rep(iz) = —Imp(z). Rey und Im ¢ sind reelle Formen auf Eg. Daher
konnen wir jede komplexe Form ¢ als

(4.1) o(x) = Rep(z) —iRe p(ix)

fir x € E schreiben. Umgekehrt sei 1 eine reellwertige Form auf Eg. Dann
wird durch

p(x) = p(x) —ip(ix)
eine komplexe Form auf E definiert, es gilt nédmlich insbesondere p(ix) =
Y(iz) — i(—x) = ip(z) — i*P(iz) = ip(x). Fir die Norm gilt [of| = [[¢],
denn es gilt einmal |p(z)| = /| () )I? + [ (ix)[* = |1/)( )|. Andererseits gibt

eszuz € E ein t € R mit |p(z)| = ep(z) = ¢ (e''z). Da 1 reellwertig ist
und |p(x)| € R gilt, erhalten wir

lo(@)] = (") < ¥ - =]

fir alle z € E.
Sei also ¢ € W*. Setze ¢ := Rep € (Wg)*. Dann besitzt ¢) eine normer-
haltende Fortsetzung 1 nach Eg. Somit ist

§(x) = b(x) — i (ix)
fiir z € E eine normerhaltende Fortsetzung von ¢ auf E. Wegen (4.1) handelt
es sich um eine Fortsetzung. O
Korollar 4.1.4. Sei X ein normierter Raum, M C X ein linearer Teilraum, d. h.
Unterraum, und xo € X. Setze d := inj& lzo — y||. Sei d > 0. Dann gibt es ¢ € X*
S
mit ||| = 1, p(xo) = d und p|p = 0.
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Beweis. Definiere A auf M @ (xg) durch A(y + axp) := ad fir y € M und a € K.
Es gilt

|aud| |aud| |aud|
INl= sup ————= sup ——— = sup ————
ytazg#0 Hy + Oé.%'o” 0#a €K ||y + aon 0#£a €K H — oz + aon
yeM, ackK yeM zEM
d d d
= S 2l T Wl lro—z] d -
zeM ||To Jnt lwo

Eine normtreue Fortsetzung ¢ aus dem Satz von Hahn-Banach liefert die Behaup-
tung. ([l

Korollar 4.1.5. Sei X ein normierter Raum und X' sein Dualraum.
1) Sei x € X. Dann gilt

[zl = sup [(z,¢)].
weX’,
llell=1

Das Supremum wird angenommen, d.h. es gibt ein ¢ € X' mit ||¢|| = 1 und

]| = (z, ¢).
2) Punkte in X lassen sich durch X' trennen. D.h., ist p(x) = (x,¢) = 0 fir alle
pe X', sogilt x=0.

Beweis. 1). Wihle in Korollar 4.1.4 M = {0}., also d = ||z]|. 2) folgt aus 1). d

Korollar 4.1.6. Sei X ein normierter Raum und X' sein Dualraum. Sei X" :=
(X")" der Dualraum von X'. Dann ise die Abbildung

J: X = X" (Jz)(p) = p(x)
eine isometrische (normireue) Einbettung.

Proof. Ubung. O

Bemerkung. Ein Banachraum X heifit reflexiv, wenn die kanonische Einbettung J
surjektiv ist. Aus Abschnitt 3 wissen wir, dass P, LP(Q) fir 1 < p < oo reflexiv
sind, aber nicht L1(£2), L>(2), I, [°°. Die Hilbertriume sind reflexiv.

Korollar 4.1.7. Sei X normierter Vektorraum. Ist X* separabel, so auch X.

Proof. Da X* separabel ist, konnen wir eine dichte Folge ¢ in der Menge {p €
X*:||p|| = 1} wihlen. Wihle zj, € X mit ||2x|| = 1 und ¢i(zx) > 3. Angenommen
es ist

V :=Span{xy : k € N} # X.

Nach Korollar 4.1.6 gibt es dann ein ¢ € X* mit ¢y = 0 und [[¢|| = 1. Nach
Auswahl einer Teilfolge gilt ¢ — ¢ in X*. Es folgt

0= p(zr) = pr(rr) + (¢ — r)(@r) > 5 — o — ¢l >0,

|~

fir k grof3, ein Widerspruch. O

Lemma 4.1.8. Sei X ein normierter Raum, K C X offen und konvex, sowie
0 € K. Dann ist das Minkowski- Funktional

p(x):inf{r>0:§€K}

convez (sublinear) und K = {x € X : p(x) < 1}.
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Beweis. Wegen 0 € K = K existiert ein p > 0 mit B3,(0) C K. Es folgt pyir € K

fiir alle z. Somit p(x) < %HxH < 00.
Es ist leicht zu zeigen, dass gilt es fiir ¢ > 0:

%€K©t>p($).

Insbesondere K = {z : p(x) < 1} und p(Ax) = Ap(z) fir A > 0. Sind £, % € K, so

e 4y sy . .
folgt aufgrund der Konvexitét auch 75 = ;75 + 254 € K. Somit erhalten wir

plz+y) < px) +p(y). 0

Theorem 4.1.9 (Trennungssatz). Sei X ein normierter Raum, K C X offen und
konvex. Sei xg € CK. Dann zu jedem o € R gibt es ein p € X* mit

Rep(z) <a firze K und Rep(xo) > a.

Beweis. Sei zunéchst K = R. o0BdA a =1 und 0 € K nach Translation. Sei p wie
in Lemma 4.1.8. Definiere f: (z¢) — R durch f(Azg) := A fiir A € R. Dann folgt
f(Azo) = A < p(Azo) fiir A > 0 (denn 222 = 25 ¢ K) und f(Azo) < 0 < p(Azo)
fir A < 0. Somit gibt es nach Hahn-Banach eine lineare Fortsetzung F: X — R
von f mit F < p. Es gilt F < p < 1 in K. Daher ist F stetig. Weiterhin gilt
F(xzo) = f(zo) = 1.

Da es ein p > 0 mit B,(0) C K gibt, erhalten wir ﬁ € K fiir beliebiges = € X,

also p(z) < %H:c” und damit F(z) < %HzH Ebenso folgt —F(z) = F(—xz) < %HzH
Somit ist F' stetig und wir erhalten die Behauptung mit « =1 und ¢ = F.

Ist K = C, so fassen wir X als R-Vektorraum auf und erhalten ein Fr € X3 mit
den gewiinschten Eigenschaften. Wie beim Beweis des Satzes von Hahn-Banach
erhiilt man die Aussage fiir ¢(z) = F(z) := Fr(x) — iFr(iz). O

Theorem 4.1.10 (Trennungssatz fiir konvexe Mengen). Sei X ein normierter
Raum, A und B konvez, A offen und AN B = (. Dann kinnen A, B durch ein
@ € X' getrennt werden, d.h.,

Rep(z) <Rep(y), Vrxe Aye B.

Beweis. Setze

K = {z—y:z€Aye B}
Uyep{z —y : z € A}

Man kann zeigen, dass K offen, konvex ist mit 0 ¢ K, da AN B = (). Dann wenden
wir den obigem Satz 4.1.9 an und erhalten ein ¢ € X’ mit Rep(z) < 0, fiir alle
z € K. Daraus folgt

Rep(z) <Reply), Vre Aye B.
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5. HILBERTRAUME
5.1. Hilbertraume.

Definition 5.1.1. Sei H ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf H ist eine
Abbildung (-,-): H x H — K mit den folgenden Eigenschaften:

(i) (u,u) >0 fiir alle u € H; (u,u) = 0 gilt genau dann, wenn u = 0 ist,

(ii) (u,v4+w) = (u, v)+ (u, w) sowie (u+v, w) = (u, w)+ (v, w) fiir alle u,v,w € H,
(ili) (Au,v) = Au,v) fiir alle u,v € H und alle A € C,

(iv) (u,v) = (v,u).
Einen K-Vektorraum H mit einem Skalarprodukt nennen wir Skalarproduktraum
oder Prihilbertraum.

Beispiele 5.1.2.

(i) Auf H = K" mit x = (xi)1<i<n,y€Hist

n
(w,y) == 'y’
=1

ein Skalarprodukt.
(i) Auf H = L?(Q) ist

9= [ 13
Q
ein Skalarprodukt.

Beachte, dass das Integral aufgrund der Holderschen Ungleichung wohlde-
finiert ist, es gilt ndmlich

! < ([ 1) e (/ |g|2)1/2.

(iii) Analog sieht man, dass >(N) mit {(2%), (y?)) := 3_ 2’y ein Prihilbertraum
i=1
ist.
Theorem 5.1.3. Sei H ein Skalarproduktraum. Dann definiert ||u|| = /{u,u)
eine Norm auf H.

Auf Skalarproduktriaumen wollen wir stets diese Norm verwenden.
Beweis. Lineare Algebra. O

Theorem 5.1.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
Sei H ein Skalarproduktraum. Dann gilt |{(u, v)| < ||u| - ||Jv|| fir alle u,v € H.

Beweis. Lineare Algebra. O

Definition 5.1.5. Ist ein Skalarproduktraum H mit der induzierten Norm/Metrik
vollstandig, so nennen wir H einen Hilbertraum.

Bemerkung 5.1.6. Sei H ein Skalarproduktraum und H die Vervollstandigung
als normierter Raum. Seien H > u,, — u € H sowie H 5 Up =V E H. Dann lisst
sich das Skarprodukt auf genau eine Art und Weise stetig nach H fortsetzen, sodass
H ein Hilbertraum wird, ndmlich durch

<ua v>f/ = nll_{go<una vn>V-



