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6. DER BAIRESCHE KATEGORIESATZ
6.1. Der Bairesche Kategoriesatz und Anwendungen.

Definition 6.1.1. Sei E ein metrischer Raum.

(i) Eine Menge A C E heiBt nirgends dicht, falls A = () gilt.
(ii) Eine Menge A C E, die sich als abzdhlbare Vereinigung von nirgends dichten
Mengen schreiben 148t, heifit von erster Kategorie oder mager.
(iii) Eine Menge A C FE, die nicht von erster Kategorie ist, heifit von zweiter
Kategorie oder fett.

Beispiele 6.1.2.
(i) Q C R ist von erster Kategorie.
(ii) (R\ Q) C R ist aufgrund des (nachfolgend bewiesenen) Baireschen Katego-
riesatzes von zweiter Kategorie, denn sonst wire (R \ Q) U Q als abzihlbare
Vereinigung von mageren Mengen darstellbar.

Theorem 6.1.3 (Bairescher Kategoriesatz). Sei E ein vollstindiger metrischer
Raum und A C E mager. Dann ist E\ A dicht in E. Insbesondere ist E eine
Menge zweiter Kategorie.

Beweis.
(i) Da A eine Menge erster Kategorie ist, gibt es Mengen A,,, n € N mit

A= UAn mit A, =0 fiir alle n € N.
neN
Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dass alle Mengen A,, abgeschlos-
sen sind, sonst ersetzen wir sie durch A,. Definiere G,, :== F \ A, = CA,.
Dann sind die Mengen G,, offen. Setze

G:=C0A= ()04, = () Gn
neN neN
Sei nun () # Q C E offen. Wir behaupten, dass G N Q # 0 gilt. o
(ii) Wir konstruieren eine Folge von offenen Kugeln B,, mit B,+1 C B, C B,, C
QN G, fir alle n mit diam B,, — 0. Aus der Vollstandigkeit von F folgt dann

0#()Brc [)QNG.CONG.

keN neN

Hieraus erhalten wir den Baireschen Kategoriesatz.

(iii) Konstruktion der Kugeln B,,: Da jede der Mengen A,, abgeschlossen und nir-
gends dicht ist, ist der Schnitt einer beliebigen offenen Menge mit G,, offen
und nicht leer.

Somit gibt es zur offenen Menge Q) eine Kugel By mit diam By < 1/0 = 0o
und By C 2N Gy. Zu By gibt es eine Kugel By mit diam(B;) < 1/1 und By C
BoNGi. ... Zu B; gibt es eine Kugel By mit diam(B;11) < 75 und Biy1 C
B; N Giy1. ... Somit sind die oben verwendeten Kugeln konstruiert. [l

Der Beweis impliziert

Korollar 6.1.4. Sei (E,d) ein vollstandiger metrischer Raum. Dann ist der Durch-
schnitt einer abzihlbaren Familie (Gy)nen von dichten offenen Teilmengen von E
wieder dicht in E.

Beweis. Das Korollar folgt natiirlich auch aus dem Satz: Falls nicht, so gibt es 7 > 0

und z € E mit B,.(r) CC [ Gy. Die Mengen C,, := CG,,NB, () sind abgeschlossen
neN
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und erfilllen ¢, = (. Aus B.(z) = |J C, erhalten wir einen Widerspruch zum
neN
Baireschen Kategoriesatz. (I

Die Bezeichnungen ,,Prinzip von der gleichméfigen Beschranktheit“ und ,,Satz
von Banach-Steinhaus“ sind in der Literatur nicht klar getrennt.

Theorem 6.1.5 (Prinzip der gleichméfiigen Beschrénktheit). Sei E ein Banach-
raum, F ein normierter Raum und (A;);cr eine Familie in L(E, F), die punktweise
beschrinkt ist, d. h. es gibt fiir alle x € E ein c(x) > 0 mit

sup || Aiz|| < e(z).
i€l

Dann ist die Familie gleichmdfig beschrinkt, d. h. es gibt ein C > 0 mit
sup || 4;]] < C.
iel

Beweis. Zu n € N definieren wir

Wy = {z € E: sup||4;z| < n} = ﬂ {z € E: ||Aiz| <n}.
icl g
’ el = abgeschlossen
W, ist als Schnitt von abgeschlossenen Mengen selbst abgeschlossen. Nach Voraus-

setzung gilt £ = |J W,,. Nach dem Baireschen Kategoriesatz gibt es somit ein W,
neN

mit W, # 0. Also gibt es 9 € E und p > 0 mit B,(z) C W, und

sup sup ||Az| <n.
i€l z€B,(x0)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir alle ¢ € T

n> swp Al = sup Ay +eoll > sup Al — Aol
z€By(x0) y€B,(0) y€B,(0) —
<e(zo)
=pll A
Umordnen liefert die behauptete in ¢ € I gleichméflige Schranke fiir || 4;||. O

Als direkte Folgerung erhalten wir

Theorem 6.1.6 (Banach-Steinhaus). Sei E ein Banachraum und F' ein normierter
Raum. Sei (A;)icr eine Familie von Abbildungen A; € L(E,F), die punktweise
beschrinkt ist. Dann ist (A;)icr gleichmdfig stetig (d. h. § in der iblichen Definition
von Stetigkeit hingt nur von & und xg ab). (Aufgrund der Linearitit ist die Familie
sogar gleichmdfig gleichgradig stetig, d. h. & hingt auch nicht mehr von xo ab.)

Beweis. Es ist zu zeigen, dass zu € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle ¢ €

und alle z,y € E mit ||z — y|| < 6 auch ||A;x — A;y| < e gilt. Nach dem Satz von

der gleichmiBigen Beschrinktheit gibt es ein ¢ > 0 mit ||4;]] < ¢ fiir alle 4. Aus

Az — Ayl = | Ai(z — )| < [JAill - llz — yll < ¢ ||z — y| sehen wir, dass die
g

Behauptung folgt, wenn wir 6 = 5 wéhlen. (]

Eine weitere Folgerung ist

Proposition 6.1.7. Sei E ein Banachraum, F' ein normierter Raum und (A, )nen
eine Folge in L(E,F). Sei A: E — F eine Abbildung. Nehme an, dass A,x — Ax
fiir n — oo gilt. (Die A,,’s konvergieren also punktweise gegen A.) Dann ist A €
L(E,F) und es gilt

JAJ < liminf 4, ] < oo,
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Beweis. Es ist einfach zu sehen, dass A wieder eine lineare Abbildung ist. Wir
benutzen die punktweise Konvergenz, die punktweise Beschrénktheit impliziert und
den Satz iiber die gleichm#flige Beschranktheit und erhalten

liminf || A, | < sup [|4,| < cc.
n— o0 neN

Weiterhin gilt

[Az|| = lim ||Anz| = liminf ||A,z| < lUminf [|A,| - |z
n—00 n—00 n—r00
Hieraus folgt || A|| < liminf || A, ||. O
n—oo

Theorem 6.1.8 (Satz von der offenen Abbildung). Seien E,F Banachriume.
Dann ist jede surjektive Abbildung A € L(E,F) offen.

Elementar einzusehen ist, dass jede offene Abbildung A € L(E, F') auch surjektiv
ist.
Beweis.

(i) Wir bezeichnen Kugeln in £ mit BF(z), Kugeln in F mit B (y). Zuniichst
wollen wir zeigen, dass es zu jedem ¢ > 0 ein r > 0 mit BY'(0) C A (B£(0))
gibt: Fixiere ¢ > 0. Dann gilt £ = |J nBF(0). Da A surjektiv ist, gilt

neN

F=A(E) = | nA(BE(0).

neN
Da F' ein Banachraum ist, ist /' ein Raum zweiter Kategorie. Also gibt es ein
no € N mit ngA (BEF(0)) = noA (BE(0)) # 0. Also gilt auch A (BF(0)) # 0.
Es gibt also 29 € BE(0) und 7 > 0 mit BX (0)+ Azo = B (Axg) C A(BZ(0)).
Es folgt aufgrund der Dreiecksungleichung

BF(0) = Bl (Azg) — Azg  C A(BL(0)).

€A(BE(0))
Bis auf die Tatsache, dass auf der rechten Seite der Abschluss von A (B2(0))
und nicht A (B32(0)) selbst steht, zeigt dies die Behauptung.

(ii) Seie > 0und g; := 5 fiir i € N*. Dann gibt es nach Teil (i) eine Folge r; > 0
mit BE (0) € A (BZ(0)). Ohne Einschréinkung kénnen wir r; als (monotone)
Nullfolge wihlen. Wir behaupten, dass Bf (0) € A (BZ(0)) gilt:

Seiy € BE(0). Wegen y € BX (0) und BE (0) € A (BZ(0)) gibt es ein z1 €
BE (0) mit ||y — Az1|| < ro (statt rp kénnte man dies auch mit jeder anderen
positiven Zahl erreichen). Nun ist y — Azy € BE (0) und B/ (0) C A (BE(0)).
Somit gibt es xy € BZ (0) mit ||y — Azy — Aws|| < r3. Iterativ finden wir ;s

mit
i=1

fir n > 1. Wegen |[|z;|| < 5 ist die Reihe ) x; =: x absolut konvergent und
i€EN
es gilt ||z|| < e. AuBlerdem gilt y = Az. Die Behauptung folgt.
(iii) Sei @ # Q C E offen, zp € Q und & > 0, so dass BE(xg) C Q gilt. Wir haben
gezeigt, dass es r > 0 mit B (0) C A (BZ(0)) gibt. Somit erhalten wir

BF (Azg) = Azo + BL'(0) C Azg + A (BE(0)) = A(BE(20)) C A(Q).
Die Behauptung folgt, da Azg ein beliebiger Punkt in A(Q) ist. d

< Tn+1
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Korollar 6.1.9 (Satz von der inversen Abbildung). Seien E,F Banachrdiume. Sei
A € L(E, F) bijektiv. Dann ist A ein Homéomorphismus.

Zu Korollar 6.1.9 erhalten wir
Korollar 6.1.10. Seien X1 = (X,] - |l1) und X2 = (X, || - ||]2) Banachrdiume mit
2]l < ezl

fir alle x € X und ein ¢ > 0. Dann sind die Normen || - |1 und || - ||2 dquivalent,
d. h. es gibt C >0 mit &|z]l2 < ||z]y < C|lz|2 fir alle z € X.

Beweis. Nach Voraussetzung ist X2 > x — 2 € X, stetig. Die Behauptung folgt
also aus Korollar 6.1.9. O

Lemma 6.1.11. Sei X ein Banachraum, sei Y ein normierter Raum und sei
T: X =Y ein Isomorphismus normierter Riume, d. h. T ist linear, bijektiv und
die Operatoren T und T~ sind stetig. Dann ist auch Y ein Banachraum.

Beweis. Sei (yn)nen eine Cauchyfolge in Y. Dann ist aufgrund der Stetigkeit auch
(T~ y,)nen eine Cauchyfolge in X. Also gibt es # € X mit Ty, — x. Nochmals
aufgrund der Stetigkeit folgt y,, — Tz € Y. Somit ist Y ein Banachraum. O

Theorem 6.1.12 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien E, F' Banachriume.
Sei A: E — F linear. Dann ist A genau dann stetig, wenn graph A := {(x, Az) |x €
E} C E x F abgeschlossen ist.

Bewets.

»=="“: Sei ((@n, Yn))nen eine Cauchyfolge in graph A. Es gilt y,, = Axy,. (n)nen ist
ebenfalls eine Cauchyfolge. Da E ein Banachraum ist, gibt es ein « € E mit z,, — .
Da A stetig ist, folgt y, = Az, — Azx. Somit folgt (z,,y.) — (z,Azx) € graph A
und graph A ist abgeschlossen.

»<=% G = graph A = G(A) C E @ F ist ein linearer Teilraum. Da G abge-
schlossen ist, ist G mit der von E @ F induzierten Norm ein Banachraum. Seien
g ExF — FEund np: Ex F — F die (stetigen) Projektionen auf die erste bzw.
zweite Komponente. Die Einschrinkung 7g|g: G — FE ist linear und stetig. 7g|g
ist die Abbildung (z, Az) — z. Daher ist mg|g bijektiv und somit nach Korollar
6.1.9 ein Homdomorphismus. Daher ist A = 7p o (7g|g) ! stetig. O

Theorem 6.1.13 (Satz von Hellinger-Toeplitz). Sei X ein Hilbertraum und
T: X > X

ein linearer Operator. Gelte
(Tw,y) = (z,Ty)
fir alle x,y € X. Dann ist T stetig.

Derselbe Beweis funktioniert auch, wenn auf der rechten Seite ein Operator
S: X — X steht.

Beweis. Wir weisen nach dass G(T) C X @ X abgeschlossen ist. Dann folgt die
Stetigkeit aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Gelte G(T) 3 (xn,Txn) — (x,y). Zeige, dass (z,y) € G(T) ist. Sei z € X
beliebig. Dann folgt, da das Skalarprodukt stetig ist,
(Xn, Tz) = < lim xn,Tz>

n—oo

(y, z) = < lim Txn,z> = lim (Tzn, 2) = lim

={(z,Tz) = (Tx, z).
Aus (Tx — y,z) =0 fiir alle z € X folgt mit z = Ta — y dass Tz = y gilt. O
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6.2. Dicht definierte Operatoren. Dieser Abschnitte werde nicht in der Vorle-
sung diskutiert.

Bemerkung 6.2.1. Sei X := C°([0,27]). Definiere auf C*([0,2n]) = D(9) C X
den Ableitungsoperator 9: D(9) — X. Wegen ||0(z — 1/nsin(nz))|co = 1 ist
9: D(0) — X nicht stetig. Daher betrachtet man in der Funktionalanalysis auch
Operatoren, die nicht auf dem gesamten Banachraum, sondern lediglich auf einer
dichten Teilmenge definiert sind.

Wir schreiben D(T) fiir den Unterraum, auf dem ein linearer Operator T' definiert
ist.

Definition 6.2.2. Seien X,Y normierte Rdume, D(T) C X ein linearer Teilraum
und 7: D(T) — Y linear.

(i) Dann heiBt G(T') := {(z,Tz): 2 € D(T)} der Graph von T.

(ii) T heifit abgeschlossen, falls G(T) C X @Y abgeschlossen ist.

Lemma 6.2.3. Seien X,Y Banachriume.

(i) SeiT: D(T) =Y ein (auf einem linearen Teilraum D(T) definierter) linearer
Operator. Dann ist T genau dann abgeschlossen, wenn fir alle Folgen x,, €
D(T) mit x, — « und Tz, — y fir einy € Y folgt, dass x € D(T) und
Tx =y gelten.

(i) SeiT € L(X,Y). Dann ist T abgeschlossen.

Beweis.
(i) Klar.
(ii) Sei x, — « eine Folge mit Tz, — y. Dann gilt Tz, — Tz aufgrund der
Stetigkeit, also Tz = y. Somit ist T nach (i) abgeschlossen. O

Lemma 6.2.4. Seien X,Y Banachriume und T: D(T) — Y ein auf einem linea-
ren Teilraum D(T) C X definierter linearer Operator. Dann definiert

[zl = llzllx + [Ty

auf D(T) eine Norm, die Graphennorm. Der Raum (D(T),| - ||T) ist genau dann
ein Banachraum, wenn der Operator T abgeschlossen ist.

Beweis.
»,<="%: Sei T abgeschlossen. Sei z,, € D(T) eine Cauchyfolge beziiglich || - ||7. Dann
sind x,, und T'x,, Cauchyfolgen in X bzw. Y, es gibt also —da X und Y Banachriume
sind -z € X und y € Y mit z,, — x beziiglich || - || x und T'z,, — y beziiglich | - ||y
Nach Lemma 6.2.3 erhalten wir z € D(T) und Tx = y. Somit folgt x, — =«
beziiglich || - ||z, (D(T), || - ||7) ist also ein Banachraum.

»=="“:Sei (D(T),] - |l7) ein Banachraum. Sei (z,,Txy) eine konvergent Folge
in X xY mit z,, = x und Tz, — y. Wir sollen zeigen, dass y = Tx.

Aus der Voraussetzung ist (zy,Tzy) eine Cauchyfolge in G(T'). Wegen ||z, —

Tl = |20 — m||x + [|TZn — Txm||y ist z, eine Cauchyfolge in (D(T), || - ||l7),
besitzt also einen Grenzwert x € D(T') mit ||z, —z||7 = ||zn—2| x +||Txn—Tz|y —
0 fiir n — oco. Somit gilt y = Tz, G(T) ist also abgeschlossen. O

Lemma 6.2.5. Seien X,Y Banachriume, D(T) C X ein Unterraum und der
lineare Operator T: D(T) — Y sei abgeschlossen. Dann sind die Aussagen

(i) es gibt ein ¢ > 0 mit || Tx| > c||x| fir alle x € D(T) und
(ii) T ist injektiv und R(T) = im(T) ist abgeschlossen

dquivalent.
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Beweis.
,»(1)=(ii)“: Wir benutzen die Graphennorm ||z||r := ||z||x + || T|y fir z € X.
Der Operator T: (D(T),]|-|l7) = (R(T), |- |ly) mit T := Tz ist nach Definition
surjektiv und nach (i) injektiv. Es gilt [|[Tz|ly < ||z|x + |[Tz|ly = ||z||r fiir alle
x € D(T). Somit ist T stetig mit Operatornorm ||T|| < 1. T~ existiert und ist nach
(i) wegen 2||Tz||y > c||z||x+||Tz|ly > min{c, 1}-||z||r stetig. Somit ist T: (D(T), ||-
l7) = (R(T),] - |ly) ein Isomorphismus normierter Rdume. Nach Lemma 6.2.4 ist
(D(T),| - |l7) ein Banachraum, da T' nach Voraussetzung abgeschlossen ist. Nach
Lemma 6.1.11 ist also auch (R(T),|| - ||y) ein Banachraum und damit insbesondere
als Teilmenge von Y abgeschlossen.
,(il)==(i)*: Folgt direkt aus Theorem 6.2.6 (i), angewandt auf 7': D(T") — R(T)
mit 7'z := T'z. (]

Theorem 6.2.6 (Stetigkeit der Inversen). Seien X,Y Banachrdume, D(T) C X
ein linearer Teilraum. Sei T: D(T) — Y ein abgeschlossener linearer Operator.

(i) Sei T surjektiv. Dann ist T eine offene Abbildung.
(ii) Ist T bijektiv, so ist T~1:Y — D(T) stetig.

Beweis.

(i) Da T abgeschlossen ist, ist (D(T), || - ||7) nach Lemma 6.2.4 ein Banachraum.
Wegen [|Tz|[y < [|Tzlly + ||zllx = [[zllr ist T: (D(T), [ - 7)) = ¥, - [v)
mit Tz := Tx stetig mit Operatornorm < 1.

Sei nun U C D(T) beziiglich || - |x offen. Da || - ||z auf D(T) eine feinere
Topologie als || - || x erzeugt, ist U C D(T) auch beziiglich || - ||z offen. Somit
ist TU = TU C Y nach dem Satz von der offenen Abbildung, Theorem 6.1.8,
offen.

(i) Die Offenheit impliziert gerade, dass T~ stetig ist. O

Theorem 6.2.7 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien E, F' Banachrdume.
Sei A: E — F linear. Dann ist A genau dann stetig, wenn graphA C E X F
abgeschlossen ist.

Theorem 6.2.8 (Satz von Hellinger-Toeplitz). Sei X ein Hilbertraum und
T: X - X

ein linearer Operator. Gelte
(T'z,y) = (z, Ty)

fiir alle x,y € X. Dann ist T stetig.



