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8. SOBOLEVRAUME

8.1. Definition und grundlegende Eigenschaften. Wir folgen [?]. Weitere gu-
te Ubersichten zu Sobolevraumen und deren Umfeld vermitteln die Biicher von
William Ziemer [?] und Robert Adams [?].

Bemerkung 8.1.1. Sei @ C R"™ offen. ¢ € C() heifit Testfunktion. Sei u €

C1(£2). Dann gilt
[

Q Q
da ¢ = 0 auf 9. Sei u € C*(2). Dann gilt

/qu: (4)‘“'//3%@

Q Q
fiir alle Multiindices |af < k.

Definition 8.1.2 (Schwache Ableitung). Sei nun u € L] _(Q), Q& C R™ offen.
v € L _ heiit a-te schwache Ableitung von u, falls

loc
/uD”‘w= (—U'“‘/w

Q Q
fiir alle Testfunktionen ¢ gilt. Wir schreiben D%u = v.
Lemma 8.1.3 (Eindeutigkeit der schwachen Ableitung).
Seien v, © € L1, () schwache Ableitungen von u € L}, (Q). Dann gilt v = .
Zum Beweis benéttigen wir das Lemma von Du Bois-Reymond. Wir folgen der
Darstellung in [?].

Lemma 8.1.4 (Du Bois-Reymond). Sei f € L} (), Q CR" offen. Gilt

loc
/fsz
Q

fiir alle Testfunktionen o, so gilt f =0 fast iberall, f =0 in L} ().

loc

Beweis. Es geniigt, f € L'(Q2) zu betrachten, Q C R™ offen und beschrinkt. Defi-

niere

f(x)

g(x) — )@ f(x) 7& 0,

0, flz)=0.
Es gelten |g| < 1 und f-g = |f]. Da g € L>®(Q) ist, folgt auch g € L*(Q).
Somit existiert eine Folge n. € C°(Q), so dass 7. — g in L?*(2) konvergiert.
Nach Theorem 3.2.3, siehe auch [?, Theorem 3.12], konvergiert nun eine (nicht
umbenannte) Teilfolge der 7. dann fast iiberall gegen g. Wir diirfen annehmen,
dass die Folge 7. durch Glattung entstanden ist. Somit gilt

[nellzoe < lglle < 1.

Aufgrund des Satzes tiber dominerende Konvergenz folgt nun

OZJow%!fyZJUL

Wir schlieBen also, dass fast iiberall f = 0 gilt und erhalten f =0 in L'(€). O
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Beweis von Lemma 8.1.3. Es gilt

Jupre= 0 [op= -1 [ o

Q Q Q
fiir alle Testfunktionen ¢. Wir erhalten also

==

Q

und somit aufgrund des Lemma von Du Bois-Reymond auch v = ¢ in L] (). O

Beispiel 8.1.5. Sei Q = (0,2) C R,

0 <1
u(x){x, <x <1,

1, 1<z<?2,

1, O0<z<1,
v(z) =

0, 1<x<?2,

Dann ist v die schwache Ableitung von wu.

Beweis. Sei ¢ eine Testfunktion

2 1 2 1
/Usﬁl = /z(p/+/<p/ = —/cp+z<p|z:1 — 2plz=0 + ¢(2) — ©(1)
0 0 1 0

Beispiel 8.1.6. Sei Q = (0,2) C R,

rz, 0<x<1,
u(z) =
2, 1<ax<2.

Dann besitzt u keine Ableitung im schwachen Sinne.

1

Beweis. Nehme an, v € Lj_,

Testfunktionen ¢

wiire eine schwache Ableitung. Dann folgt fiir alle

2

2 2 1
—/w=/u<p'=/w’+2/so’
0 0 0 1
1

= - /so + 2p|a=1 — TP|z=0 + 20(2) — 2¢(1) = — / @ — p(1).
0 0

Sei @, eine Folge von Testfunktionen mit 0 < ¢, < 1, v, (1) =1, @ (z) — 0 fiir
x # 1. Dann gilt fir m — o

2 1
_f'U(Pm—_f(Pm_(Pm(l)
0 0
0 0—-1=-1.
Daher kann es keine solche Funktion v geben. O

Definition 8.1.7.
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(i) Seien k € N, 1 < p < 00, 2 C R™ offen. Wir definieren
WhP(Q) == {u € L},.(?) : D*u € LP(Q) im schwachen Sinn fiir alle |a| < k} .
(ii) Die Riume H*(Q) := W*2(Q) und H°(Q2) = L?(Q2) sind, wie wir spiter sehen
werden, Hilbertriaume.
(iil) Fiir u, v € W*P(Q) schreiben wir v = v, falls u = v in L (), d.h., falls
u = v fast iiberall gilt.
(iv) Wir definieren die folgende Norm

o0, u ¢ Wk,p(Q)’
1/p
p = Z f|Dau|P ) 1§p<oo,
llwllws. () <a|<k9
> sup D%, p = oo
la|<k €

Hier benutzen wir das wesentliche Supremum. Mit dieser Norm wird der Raum
WFP(Q) zu einem Banachraum. Dies beweisen wir spiter.
(v) u e WEP(Q), falls w € WhP(Q') fiir alle Q' € Q gilt.

(vi) Wir schreiben w,, — u in WkP(Q), falls
||um — u”wk,p(Q) —0
und u,, — win Wlﬁ’cp(Q), falls

Hum — ’LLHwk,p(Q/) —0

fiir alle Q' € Q.
(vii) Wir definieren
Wk
WEP(Q) =@
Wir bemerken, dass es somit zu jedem u € Wg’p(Q) Funktionen wu,, € C ()
mit u,, — u in W*P(Q) gibt. Unter geeigneten Voraussetzungen gilt fiir u €
WEP(€Q) auch D*u = 0 auf 99 fiir alle |a| < k — 1. Diese Aussage ist nicht
trivial, da 02 eine Nullmenge ist.
(viil) HE(Q) = WE2(Q).

Beispiel 8.1.8. Sei 2 = B1(0) C R™,
u(z) = |z|7* fur z #0.

Fiir welche Werte von o > 0, n und p gilt u € WHP(Q)?
Fiir x # 0 gilt

—Qr;
UZ(ZC) = |£L'|a+é’
o
D = .
Dute)] = ks

Sei p € C () eine Testfunktion und £ > 0. Es folgt

[ e [ o [ ()

O\ B:(0) Q\B:(0) 9B.(0)
Wir erhalten

/w(f;') Slls - [ e se e

B.(0) 8B.(0)
fir e \(O, falls n — 1 — a > 0 gilt.
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Es gelten die folgenden Integralabschitzungen

1
/ |Du| < c-/r7a71+"71dr <eg,

B1(0) 0

falls —a—1+n > 0 und
1
/ ugc-/r_o"""_ldrgc,
0

B1(0)

falls —a+n > 0 ist. Die entsprechenden Integrale werden klein, wenn wir nur iiber
eine Umgebung des Ursprungs integrieren. Somit erhalten wir fiir € N\, 0

Q Q

fiir alle Testfunktionen . u;(0) ist frei wihlbar. Aufgrund der Eindeutigkeit der
Ableitung ist die schwache Ableitung auflerhalb des Ursprungs gleich der klassischen
Ableitung. Die obigen Rechnungen zeigen, dass u in ganz €2 schwach differenzierbar
ist.
Wann sind v und Du € LP? Es gilt
1

/ |u|p:c~/7"*o‘7”+”71 <oo<<= —ap+n>0
B1(0) 0

und

1
/ |Du|? = c-/rf‘)‘p*p*"*1 <oo<= —ap—p+n>0.
B1(0) 0
Die letzte Bedingung ist am einschrankendsten. Somit gilt

we WhP(Q) <= a < %

und fiir p > n ist u(z) in keinem W17 (Q)-Raum.

Bemerkung 8.1.9. Sei y;, eine dichte Folge in B1(0). Dann ist

oo 1 .

u(@) =" grle el € WH(BL(0)),

k=1
falls @ < *Z£. (Um einfach nachzuweisen, dass nicht nur die endlichen Summen
in W1P(B;(0)) sind, benutzt man am besten die Vollstéindigkeit von W1?(B1(0)),
die wir in Theorem 8.1.11 zeigen werden.) Es ist also moglich, dass eine Funktion
u € WHP auf einer dichten Teilmenge unbeschriinkt wird (selbst wenn man u auf
einer Nullmenge abéndert).

Theorem 8.1.10 (Eigenschaften schwacher Ableitungen). Seien u, v € W*P(Q).
Dann gelten
(i) D%u € Wk=1elP(Q) und DP (D*u) = D* (DPu) = D**Pu fir |a| + [B| < k.
(ii)) A, p € R = Au+ pv € WFP(Q) und D*(Au + pv) = AD%u + pDv.
(iii) Ist Q' C Q offen, so folgt u € WHP(Q').
(iv) Ist ¢ € C2(R), so folgt Cu € WFP(Q) und es gilt die Leibnizregel

D(Cu) = > (g) DA¢D By,

BLa
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wobei

st und ! :=aq! ... - ap!l.

Beweis.
(i) Sei ¢ € C°(Q). Dann ist auch D%y € (). Somit gilt

/DauDﬁgaz(fl)'a‘/uDaHggp
Q Q
:(71)|a\(f1)\a+BI/Da+Bwp
Q

=(—1)7! /Da+ﬂw.

Q
Somit gilt D? (D%u) = DAy im schwachen Sinne.
(ii) Ist klar.
(iii) Ist klar.
(iv) Seien |a| =1 und ¢ € C° (). Dann gilt

[eunro= [uprco) - [upro)e
Q

Q Q
= Q/D%QPQ/U(D“C)@
= —/(gD”‘u+uD0‘§) ©.

Q

Somit gilt nun
D*(Cu) = (D% u + uD“C.
Der Rest folgt nun per Induktion wie fiir klassisch differenzierbare Funktionen.
O

Theorem 8.1.11. Sei Q C R™ offen. Dann ist W*P(Q) fir k € N und 1 <p < oo
ewn Banachraum.

Bemerkung 8.1.12. Dies ist fiir k& = 0 bekannt. Dann gilt nimlich W%?(Q) =
Lr(Q).

Beweis von Theorem 8.1.11.

(i) Wir wollen zunéchst zeigen, dass || - |ly+.»(q) eine Norm ist: Es ist nur die
Dreiecksungleichung im Falle p < 0o nachzuweisen. Seien also u, v € W*?(Q).
Dann gilt

1/p
lu+vllwrr@ = | D D%+ DI}, q
e <k
1/p

< [ X UD%ulze + [ D*0lz)” |
o<k

da die Dreiecksungleichung in L? gilt,
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1/p 1/p
< oDl |+ Do ID%lE |
|| <k la| <k
da (R',|| - |iw) ein Banachraum ist.

= llullwrr@) + [0llwrr ()

(i) Zur Vollstindigkeit: Sei u,, eine Cauchyfolge in W*?(2). Dann ist auch D%u,,,
eine Cauchyfolge in L? () fiir alle || < k. Somit existiert fiir alle & mit |o] < k
ein Grenzwert,

«
D%y — ug,
Uy, — U

Es fehlt nun noch der Nachweis, dass die Grenzwertbildung mit dem Ableiten
vertauscht, also dass u, = D%u gilt. Fiir alle ¢ € C°(Q) gilt

[ umD*p —— (—1)led J D*upp
Q Q
JuD®p == (1) [uagp.
Q Q

Die Konvergenz folgt hier, da ¢ in jedem L?-Raum ist. Somit ist D% = u,
und es gilt u,, — u € WEP(Q). O

8.2. Approximierbarkeit. In glatten beschrinkten Gebieten lassen sich W*:P-
Funktionen durch glatte Funktionen in der W*?-Norm approximieren.

Theorem 8.2.1 (Lokale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen).
Seiu € WEP(Q), Q C R™ offen und 1 < p < oc. Sein eine Friedrichsche Glittungs-
funktion, n. die zugehdrige Diracfolge. Sei

Q. :={z € Q: dist(z,00) > e}.

Dann st
ut =1 xu € C™(Q)
und es gilt
u® —uin W;ZCP(Q)
fire — 0.

Beweis. Die Regularititsaussage ist bekannt. Sei also |«| < k. Wir behaupten, dass
D%u® = ne * D% in Q¢

gilt, dass also Glatten und schwaches Ableiten kommutieren. Fiir z € Q. gilt

Duf(z) =D [ ne(x — y)u(y)dy = | Dgn-(x — y)u(y)dy
/ /

—(-1)! [ Dgneta = wyuty)y = [ neta - )0 uv)dy,
Q Q
da y — ne(z —y) fiir festes € . eine Testfunktion ist. Somit folgt

D*u®(z) = (ne x D*u) (z).
Sei nun Q' € Q. Da die Mollifizierungen in LP konvergieren, erhalten wir

D%u® — D% in LP(Q).
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Also konvergiert jeder Bestandteil der Norm und es gilt auch
u® — u in WEP(Q). O

Bemerkung 8.2.2. Dies funktioniert im Falle p = oo nicht, da sich L°°-Funktionen
i. a. aufgrund ihrer Sprungstellen nicht durch glatte Funktionen in L approximie-
ren lassen.

Theorem 8.2.3 (Globale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen). Sei Q C
R™ offen und beschrinkt, u € W*P(Q) fir 1 < p < co. Dann gibt es u,, € C=(Q)N
WkP(Q), so dass Uy, — u in WEP(Q).

Proof.
Zerlege mit Hilfe von Abschneidefunktionen u in Anteile auf ,,Zwiebelschalen®.

Betrachte also un; statt u, wobei (7;) eine Zerlegung der Eins ist, wobei die Triger
dieser Funktionen jeweils in einer festen Anzahl benachbarter Zwiebelschalen ent-
halten sind. Solche Zerlegung konnen wir so wéhlen: Definiere

1 . )
Uy={zeQ: 3 27 < dist(z,00) < 2276},

wobei ¢ := diam(2). Wihle {7;}ien die zugehorige Teiling der Eins. Weiter sei
¢i > 0 (werden spéter bestimmt) und € > 0. Nach Theorem 8.2.1 gibt es u; . €
COO(UH_l) mit

v — wiellwerw,) < cie.

Ue = E Milie-

i€EN

Definiere

Also gilt
U— U = Zni(f - fi,a)-
€N
Sie achten darauf, dass auf jede Q' CC Q nur endlich 7; nicht verschwindet sind.
Damit gilt

DY(u —ue) = Z D (niu; e ).
i€EN
Mit Hilfe der Leibnizregel, Theorem 8.1.10 (iv), erhalten wir
D(niuie) = Y (a) DPp DY P (u — ),
BLa p

Nun konnen schéitzen wir ab und erhalten

D = D%ue Loy < C Y lImiller@llu = uellwenw,

IN

CEZ m:llcr @) < Ce,
falls wir am Anfang ¢; etwa mit ¢; < 27°(||nil|cx () + 1) " wiihlen.
[

Bemerkung 8.2.4. Wir bendtigen keine Randregularitdt von (2 und bekommen
dafiir nur u, € C*(Q) und nicht u,, € C> (Q).

Theorem 8.2.5 (Globale Approximierbarkeit in C'*° (ﬁ)) Sei Q C R™ offen und
beschrinkt, 0Q € Cl. Seien u € WkP(Q) und 1 < p < oo. Dann gibt es u,, €
C> (Q) NWkP(Q), so dass

U, — u in WHP(Q).

Beweis.
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Sei zg € 9Q. Da 99 von der Klasse C! ist, existiert (nach Umbenennen der
Koordinatenachsen) eine Funktion v : R"~! — R von der Klasse C!, so dass

QN B (z0) = {x € By(zo) : 2™ > y(zt, ..., 2"}

gilt. Definiere V' := QN B, j5(x0).

Definiere fiir x € V und € > 0 den Punkt 2° := x + Aee,,. Da 9€) von der
Klasse C! ist, existiert ein A = A(|D7|) > 1, so dass B.(2°) C QN B,(z0)
fiir x € V gilt, falls € > 0 klein genug ist. Definiere u.(z) := u(z®) fiir alle =
mit 2¢ € , die um Ae in Richtung e,, verschobene Funktion. Mollifiziere und
definiere v¢ := 7. * u.. Dies ist fiir A > 1 in der Menge V' wohldefiniert. Wir
erhalten insbesondere v¢ € C* (V)

Sei |a| < k. Wir erhalten

D% — D%l po(vy < [[D® — D%l Lo(vy + [1D%ue — D%l Lo(vy-

Wie in Theorem 8.2.1 sehen wir, dass D*v® — D%u. — 0 in L? gilt. Weiterhin
gilt D*u. — D*u — 0 in LP?, da Translationen in L? stetig sind. Hieraus folgt
dann v® — u in WhP(V).

Wir wollen noch genauer begriinden, warum Translationen in L? fiir 1 <
p < oo stetige Abbildungen sind. Seien also § > 0 und u € LP vorgegeben. Wir
wollen nachweisen, dass u(-) —u(-—h) — 0 fur || — 0 in LP gilt. Approximiere
dazu zunéchst die Funktion u bis auf §/3 in LP durch eine glatte Funktion. Das
Ergebnis, 4, hat einen beschrinkten Gradienten, wobei die Schranke von der
Approximation abhéngt. Dies funktioniert so nur auf beschriankten Gebieten.
Auf unbeschriankten Gebieten sind aber die Beitrige zum LP-Integral aufler-
halb einer groflen Kugel ohnehin klein und kénnen direkt abgeschéitzt werden.
Da Translationen fiir Funktionen mit beschréanktem Gradienten in LP stetig
sind, erhalten wir @(-) — a(- — h) — 0 fiir |h| — 0 in LP. Wir wihlen nun |h| so
klein, dass auch diese Differenz durch §/3 beschrinkt ist. Wir erhalten somit

[u() = ul- = R)llee <Jlu() = a()llee + [[a() = al- = h)l[r
+ - = h) = u(- = h)| s
<4/34+46/3+d/3=0.
Sei nun § > 0. Da € beschriinkt ist, existieren endlich viele Punkte x¥ € 9Q
und Radien r; > 0, so dass V; = QN B,,»(2?) wie in (i) ist und 9Q C

N _
U By, /2(a?) gilt. Wie oben gezeigt, gibt es also v; € C* (V;) mit [lv; —
i=1

N
ullwrrev,) < 6. Wihle noch Vo € ©, so dass  C .L_Jovi gilt. Nach Theorem

K2
8.2.1 gibt es vg € C* (Vo) mit [[vo — ullwrn () < 6.
Sei nun (; eine den Mengen V; untergeordnete glatte Zerlegung der Eins.

N _
Definiere v := Y (;v;. Es gilt v € C* (Q). Sei || < k. Wir erhalten die

1=0
Abschétzung
N N
| D% = Dl oy = || > D*(Givi) = Y D*(Gw)
i=0 i=0 LP ()

N
< Z | D*(Givi) — DY(Gw)|l e (v

1=0
N
<e Y i — ullwrr vy
1=0



50 8. SOBOLEVRAUME

<c- (N +1)6,
wobei wir im vorletzten Schritt benutzt haben, dass die Ableitungen der Funk-
tionen (; gleichméfBig beschrénkt sind. Die Behauptung folgt. O

Bemerkung 8.2.6. Sei ) C R" offen. Fiir 1 < p < oo ist (WP N C>)(Q) dicht
in WLP(Q) (Satz 8.2.3). Dagegen ist i.a. C°() nicht dicht in W1P(Q).

Wir wiederholen die Definitionen von Wok P(Q) und HE(Q) (Definition 8.1.7).

Definition 8.2.7.
(i) Wir definieren
k,p
Whr(Q) = Cr@)
Wir bemerken, dass es somit zu jedem u € W§?(Q) Funktionen u,, € C2°(Q)
mit u,, — u in WHP(Q) gibt.
(i) HE(©Q) =Wy ().

WOI’p(Q) is separabel fiir 1 < p < oo und reflexiv fiir 1 < p < oc.



