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8.3. Fortsetzbarkeitssétze.

In glatten beschriinkten Gebieten lassen sich W*P(Q)-Funktionen nach R"™ als
WkP (R™)-Funktionen mit kompaktem Triger fortsetzen, so dass deren Norm durch
die urspriingliche Norm abgeschétzt bleibt.

Theorem 8.3.1 (Fortsetzungssatz). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 9Q € C1.
Sei V. C R™ offen und beschrinkt, 0 € V. Dann gibt es eine beschrdinkte lineare
Abbildung
E:WhP(Q) - WhP (R"), 1<p< oo,

s0 dass fiir u € WYP(Q) folgendes gilt

o Fu = u fast iberall in 2,

e supp(Eu) C V,

L] ||E’u,||W1,p(Rn) S C(p,Q,V) . ||u||W1,p(Q).
Die Funktion Eu heifit Fortsetzung von u auf R™.

Beweis.
(i) Sei zg € 9. Nehme zunichst an, dass lokal 9Q C {z™ = 0} gilt. Dann gibt
es 7 > 0, so dass ohne Einschréankung

BT :=B,.(xo)Nn{z"™ >0} C Q,
B™ :=B.(zo)N{z" <0} CR"\ Q.

(ii) Nehme zunichst an, dass u € C* (Q) gilt. Definiere eine Spiegelung von
héherer Ordnung durch

() = {u(:c), x € BT,

—3u (ml, o an —x”) + 4u (xl, oo, —%x") , T € B™.
(iii) Wir behaupten zuniichst, dass @ € C1(B, (1)) ist. Definiere dazu u~ := u|g-
und u* :=u|g+. Fiir die Normalableitungen erhalten wir
ou~ du 1 n—1 n du 1 n—1 1,.n
e %(x,...,:c ,fx)fQ@(x,...,z 7,§z)_

Somit gilt auf {z" = 0} N B,(z¢) fiir die Normalenableitungen u,,. = u},. Auf
der Menge {z" = 0} N B,(x) stimmen die Funktionswerte von u* und u~
und damit auch die Tangentialableitungen iiberein. Somit ist 7 € C*(B,(z0)).

(iv) Es gilt

[@llwrr (s, 20) < ¢ lullwirs),
da in der Definition der Spiegelung hoherer Ordnung nie weiter als bisher von
{z™ = 0} entfernt ausgewertet wird. Da die Spiegelung eine Linearkombinati-
on von W1P-Funktionen ist und da das neue Argument die Norm héchstens
um eine Konstante vergroflert, folgt die Behauptung.

(v) Ist der Rand nicht eben/flach, so biegt man den Rand zunichst flach, setzt
dann fort und transformiert anschliefend zuriick.

(vi) Da sich der Rand nicht mit einer solchen Umgebung iiberdecken 148t, zerlegt
man die Funktion zun&chst mit einer geeigneten Zerlegung der Eins und baut
das Resultat anschliefend wieder zusammen.

(vii) Durch Multiplikation mit einer Abschneidefunktion, die Null wird bevor man
Stellen erreicht, an denen u nicht mehr von der Klasse C'! ist, stellt man sicher,
dass der Trager der fortgesetzten Funktion nicht zu grofl wird.

(viii) Wir erhalten also die Abschétzung

[@llwre@ny < ¢ llullwie@),
falls u € C'*° (ﬁ) ist. Die Details zu den letzten Schritten sind eine Ubung.
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(ix) Seien nun 1 < p < oo und u € WHP(Q). Wir approximieren u durch Funk-
tionen u,, € C* (@) in WP(£2). Nach Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir
Uy, — u fast iiberall in Q annehmen. Damit folgt spéiter Fu = wu in Q. Die
Abbildung v — FEv := v ist ein linearer Operator. Die Stetigkeit folgt dabei
aus der obigen Abschitzung fiir glatte Funktionen. Diese Abschéitzung liefert
aber auch

||Eum — EUZ”Wl,p(]Rn) S C- Hum — UlHWl,p(Q).

Daher ist Eu,, eine Cauchyfolge in W1? (R™). Wir definieren nun 7 = Eu als
den Grenzwert dieser Folge. Fu ist von der Wahl der approximierenden Folge
unabhéngig und die gesuchte Fortsetzung.

(x) Der Fall p = oo ist ebenfalls eine Ubung. (]

Bemerkung 8.3.2. Fiir 9Q € C? funktioniert die obige Konstruktion auch noch
fiir W2?(Q)-Funktionen. Dabei bleibt eine C2-Funktion jedoch nicht in dieser Klas-
se.

Mit Hilfe von Spiegelungen hoherer Ordnung kann man analog aber auch Fort-
setzungsoperatoren fiir die Réume W¥P? konstruieren. Dies bleibt als Ubung.

8.4. Spuren von Sobolevfunktionen. Wir wollen Randwerte von W!-P-Funktio-
nen definieren. Diese Funktionen sind i. a. nicht stetig und OS2 ist eine Nullmenge.

Sei Q beschrinkt. Ist v € WP(Q) mit 9Q € C', 1 < p < oo, so besitzt u
Randwerte als LP-Funktion.

Theorem 8.4.1. Sei Q C R” offen und beschrinkt, 00 € C' und 1 < p < oo.
Dann gibt es einen beschrdnkten linearen Operator

T:WhP(Q) — LP(0%),
so dass Tu = ulapq, falls u € WHP(Q) N CY (ﬁ) ist und
ITull Lro0y < cp, Q) - [ullwinie)
fiir uw € WHP(Q) gilt.

Beweis.

(i) Nehme zunéichst an, dass u € C! (Q) ist, dass 9 in der Nihe eines Rand-
punktes xo € 0N flach ist, lokal also 9Q C {z™ = 0} gilt. Wihle nun » > 0
so, dass B,(z0) N Q = B,(x9) N {z" > 0} gilt. Definiere B := By j5(0) und
B = B,(x¢). Setze weiterhin I := QN {z" =0} N B und (!, ..., 2" ') =
# € R*! = {a" = 0}, wobei das letzte Gleichheitszeichen die Identifikation
der beiden Mengen andeutet.

Sei ¢ € C°(B), ¢ > 0und ¢ =1 in B. Setze Bt := BN Q. Wir erhalten
die Abschitzung

/|u|pd§c§ / ¢ uldi
T {z"=0}

_/(C|U|p)zn dr (Hauptsatz)

B+

A

< [ 1D fuP + plul~ Dulg
B+
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(fiir p = 1 erhélt man dieselbe obere Aschétzung mit +C¢u punktweise und
integriert dann in %)

<c- / |u|” + | Dul? (Young, ijl + % = 1) .
B+

(ii) Fiir ein allgemeines C'*-Gebiet 2, eine kleine Umgebung I' von zg € 99 in 92
erhéilt man durch Aufbiegen ebenfalls

/|u|p < c~/|u|pﬁL |Dul?.

T Q

(iii) Uberdecke nun 9§ mit solchen Randstiicken T', zerlege mit Hilfe einer Zerle-
gung der Eins und erhalte

lull ey < ¢ lullwrir@),

falls u € C! (ﬁ) ist. Definiere Tu := ulpq fiir u € C! (ﬁ) Es folgt
1Tul| ro0) < c-llullwir@),

falls u € C* (ﬁ) ist. Wir bemerken, dass T ein linearer Operator ist.

(iv) Sei nun u € WP(Q) beliebig. Sei u,,, € C* (Q) eine approximierende Folge,
also u,, — u in WP(Q). Wir erhalten
1T U — Twi|| Lo (90) < € ([ Um — wi|lwre (o)
Daher ist T'u,, eine Cauchyfolge in LP(92). Wir definieren also
Tu:= lim Tuy,, in LP(09).
m—r oo
Diese Definition ist unabhéngig von der approximierenden Folge tuy,.

(v) Sei schlieBlich u € W'?(Q) N C° (). Die in Theorem 8.2.5 konstruierte Fol-
ge ist so definiert, dass sie in diesem Falle auf ganz Q gleichmiifig gegen u
konvergiert. Daher folgt hier Tu = wulpg. Da der Grenzwert aber von der
approximierenden Folge unabhéngig ist, gilt dies auch, wenn man andere ap-
proximierende Folgen verwendet. (|

Theorem 8.4.2. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 9Q € C' und 1 < p < oo. Sei
u € WHP(Q). Dann gilt

ueWyP(Q) <= Tu=0 auf O

Beweis.

»==": Sei zuniichst u € W, '?(Q). Dann gibt es nach Definition der W *(€)-Funktionen
eine Folge von Funktionen u,, € CS°(Q), so dass um, — u in WP(Q). Fiir alle Folgenglie-
der gilt Tum = 0 auf Q. Da T : WHP(Q) — LP(9S) ein stetiger linearer Operator ist,
folgt auch T'uw = 0 auf 0.

»<="%: Sei nun u € W"P(Q) und gelte T = 0 auf Q. Wir benutzen eine Zerlegung der
Eins und biegen den Rand 992 lokal auf. Daher diirfen wir annehmen, dass v € Wh? (R}) =
WhP({z™ > 0}), suppu € R} und Tw = 0 auf ORY} = R"~! gelten. Wir wollen nachweisen,
dass sich w in WP (R7) durch CS° (R} )-Funktionen approximieren 1aBt. Es gilt Tu = 0
auf R 1. Daher gibt es um € ct (M), so dass

Um —u in WP (RY),
Tt = Um|gn—1 —0 in LP (R"7).

Sei nun & € R™™* und 2™ > 0. Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung erhalten wir

n

(") < (@0 + [ o (8,0)
0
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Wir betrachten die p-te Potenz dieser Ungleichung und schétzen mit Hilfe der Holderschen

Ungleichung mit den Exponenten p und 7 ab
[ tentaands <ctr) / (8, 0) P
Rn—1 Rn—1

2™ P

+c(p) - / /1-|Du(:ic,t)|dt dz

») / i (,0) 7
]Rn—l

+e(p) - (@ / / D (2, )| di dt.
0 Rn—1

Fiir m — oo gilt um — 0 in L? (OR}) und um — u in WH? (R7). Daher folgt

/ |u(z,t)|P di < e(p)t?™ 1/ / |Du(z, 7)|Pdz dr.

R™ 0 pn—1

Wir integrieren dies beziiglich ¢ und erhalten

z™ z™ t
(8.1) / / lu(z,t)|P dz dt < e(p )/t?*l/ / |Du(&, 7)|Pdz dr dt.
Rn—1 0 0 gr—1

Definiere nun die approximierenden Funktionen mit Randwerten Null. Sei ¢ € C*(R4)
mit 0 < ¢ <1 und

¢=1 in|[0,1],
¢=0 inRy\[0,2.

Definiere fiir z € R} Funktionen

G (z) 1= ((ma™)

und
W (@) = u(@)(1 = Gn).
Es folgt
Win,zn = Ugn (1 — Cm) — mul’
und

D@wm = D@u(l — Cm)

Zeige nun, dass wy, — u in WP (R7) konvergiert. Es gilt w, — u in LP aufgrund der
Stetigkeit des Integrals beziiglich des Integrationsgebietes. Wir schétzen wie folgt ab

2/m
/ \Dwn — Dul” < c(p / CnlP| Dul? + c(p, ) / / P = A+ B,
R" 0 rpn—-1

+ R
Wir benutzen nochmals die Stetigkeit beziiglich des Integrationsgebietes (oder den Satz
von der dominierenden Konvergenz mit entsprechend “abgeschnittenen” Funktionen) und
erhalten A — 0 fiir m — co. Das zweite Integral schétzen wir mit Hilfe von (8.1) ab

2/m
B<c-m? /tpl// |Du(z, 7)|Pdzdrdt
i 0 pn—1
2/m 2/m

<c-m? /tp_ldt . / / | Du(z, t) | didt
0 Rn—1
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2/m

§c~/ /|Du(§c7t)|pdidt
[ ; 1

0 Rn—
—0

fiir m — oo. Wir erhalten also w,, — w in WbH? (RY). Andererseits gilt w,, = 0 fiir
0 < 2™ < 1/m. Daher erhélt man durch Mollifizierung der w., eine Folge um € CZ° (RY})
mit wy, — u in WP (R?) und es gilt (wie behauptet) u € Wy'? (R%). O

9. ANWENDUNGEN

9.1. Die Direkte Methode.

Zunéchst brauchen wir die Poincaré-Ungleichung

Lemma 9.1.1 (Poincaré-Ungleichung). Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt. Es gibt
eine Konstante co = cg mat

Q)
/ |u|2 < cg/ |Vu|2, Yu € HOI(Q)
Q Q

Proof. Mit Approximationsargument brauchen wir die Ungleichung nur fir u €
C°(2) zu zeigen. OBdA nehmen wir an, dass 2 C [a,b] x R*"L. Da u € C°(Q)

(&
ist, setzen wir u trivialerweise auf ganzem R™ fort. Fiir = (21,22, - ,2,) € Q
setze x, = (a,x2, -+ ,x,). Nach dem Hauptsatz gilt
x1 2
u@P = u(e) ()P = | [ Onu(smac )
a

IN

b
(b*(l)/ |3z1u(s,z2,-~- ,SCn)|2
ab
< (bfa)/ (Vu(s,za, -, xn)|%.

Integriere erste iiber x; und dann iiber die Reste

[u@r < oo [ [
O

Die Konstante ¢y kann man ¢y = d = diam () wihlen, da in den Beweis kann
mann b — a = diam + ¢ fiir jede € > 0 wihlen.

Die Poincaré-Ungleichung gilt auch fiir LP, d.h., |lullzr < c(p, Q)| Vul|Ls (o),
Yu € WyP(Q).

Korollar 9.1.2. Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Der Raum Hg(2) = Wy*(R)
mit der Norm

Jullgeor == (| V)
ist dquivalent zu (Hg(Q), | - [lwr2(q))-
Proof. Nach Lemma 9.1.1 gilt
lull g2 o) < llullwiz@) < Cllullpq), Vu € Hg (),

womit folgt, dass [[u| 1 (o) eine Norm ist, die zu | - [[w1.2(q) dquivalent ist. O
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Fiir den Raum H$ () benutzt man normalerweise die Norm llull 73 (- Das zu-
gehorige Skalarprodukt ist

(w,v) g = /Q(Vu, V).

(HL(Q), (-, ->H&) ist ein Hilbertraum.
Als Anwendung zeigen wir (vergleichen Sie Theorem 7.2.7)

Theorem 9.1.3. Sei Q) C R" offen und beschrinkt. Weiter ist f € L*(Q). Dann

besitzt dads Funktional
1
I =3 [ 1Vaf+ [ fu
2 Ja Q

Proof. Sei {u}ren eine Minimalfolge von J, d.h., u, € H}(Q) mit

J — inf J =: a.
(ur) o) (u) =«

einen Minimum.

OBdA kdironnen wir annehmen, dass J(x) < a+1 fiir alle ug. Mit Cauchy-Schwarz
und Poincaré haben wir

/ fu < f el
Q

< collflusl o
11
< 1o+ =—|IVull7.
< afalfl: + jIvul:}
1
< @GSVl Ve HY@.

Daraus folgt
1
a1z J(u) = § [ WP - S
Q

Damit ist {uy}ren in H}(Q) beschriinkt. Nach Theorem 7.2.4 gibt es eine Teil-
folge {uy}ren, die schwach gegen ug € Hj () konvergiert. da die Norm || - | 2
unterhalbstetig bzlg. der schachen Konvergenz, gilt

/ |Vu0|2 < 1iminf/ |Vuk|2 - a.
Q k—oo Jo

Andererseits gilt
lim [ fup = / Juo,
k—o0 Q Q

denn wuy, ist schwach konvergent in H}(2), und dann in L?*(Q2). Insgesammt gilt
J(u) < liminf J(ux) =
also J(u) = a = infy e g1 (q) J(u). O

Da ug ein Minimum von J in H{ () ist, erfiillt die Funktion ug
(9.1) / VuVe+uf =0, Vo € Hy(Q).
Q
Der Beweis folgt direkt von die Berechung

=— J ty).
dt |t=0 (utte)
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Falls zusétzlich ug € C?(2) und f € C°(Q) sind, gilt nach Gauss und dem Funda-
mentallemma von Variationsrechnung
(9.2) —Au+f=0
mit dem Dirichletrandwert
u=0 auf 0.

D.h., u ist eine (klassische) Losung von (9.2) mit dem Dirichletrandwert. Allge-
meiner heifit eine Funktion u € H}(Q), die (9.1) erfiillt, eine schwache Losung von
(9.2). (9.1) ist eine schwache Formulierung von der Gleichung (9.2).

Also, wir haben

Korollar 9.1.4. Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Weiter ist f € L*(Q). Dann
besitzt (9.2) eine schwache Lésung.

Unter geeigneter Regularitatsbedingung von 992 und f kann man zeigen, dass u
auch regular ist und somit ist eine klassische Lésung von (9.2). Die Regularitétstheo-
rie ist die haupte Aufgabe von der Vorlesung “partielle Differentialgleichungen”.

9.2. Satz von Lax-Milgram.

Als eine Folgerung von Darstellungssatz von Riesz (Satz 5.2.5) haben wir
Theorem 9.2.1 (Darstellung von Bilinearformen). Sei B : X x X — K beschrinkte
Sesquilinearform auf dem Hilbertraum X, d.h., fir alle x,y,z € X und o, f € K

(1) Blax + By, z) = aB(z,z) + fB(y, 2)

(ii) B(z,ox + By) = aB(z,z) + BB(z,x)

mit || B|| = sup|, jy1=11B(x,y)| < o0o. Dann gibt es genau ein T =Tp € L(X, X)
mat
B(y,z) = (y, Tx) fir alle z,y € X.
Auferdem gilt | T|| = || B||-
Proof. Definiere
Rp:X = X* (Rpz)(y) = B(x,y).
Nach Voraussetzung (i) ist B : X x X — K stetig. Also ist R : X — X* auch

stetig nach Proposition 2.2.10. Nach dem Darstellungssatz von Riesz (Satz 5.2.5)
existiert fiir jede Rpr € X* ein Tx € X mit

und

IRpz| = [Tz
Nach der Bezeichung von Theorem 5.2.5 gilt Ta = I(Rpx), wobei I : X* — X
bijektiv, isometrisch und konjugiert linear ist.

Es ist leicht nachzupriifen alle Aussagen iiber T
O

Theorem 9.2.2 (Satz von Lax-Milgram). Sei B : X x X — K beschrdinkte Bili-
nearform auf dem reellen Hilbertraum X, und B sei koerziv:

(9.3) RB(z,z) > N|z|* Vz € X, mit einem X > 0.
Dann ist die Abbildung
Rp:X — X", (Rpz)(y) = B(x,y)
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invertierbar (insbesondere surjektiv) und
1
R < ~.
R < &

Zusatz. Sei B symmetrisch. Dann ist R;(p =z die eindeutig bestimmte Minimal-
stelle des Funktionals

Q) = 3 Bla,2) ~ Ro(x),
fir p € X*.
Proof. Aus dem Riesz’schen Darstellungssatz Satz, Theorem 5.2.5 (sehen Theorem
9.2.1 oben), gibt T =Tp € L(X, X) mit

B(y,x) = (y,Tx) fiir alle z,y € X.
AuBlerdem gilt, nach der Koerzivitidtsbedingung (9.3),
Mz||? < RB(z,z) = R{(z, Tz) < ||z|||Tx|, Vze X,

also
(9.4) Al < | Tel, Vo e X

woraus folgt, dass N(T') = {0} ist. AuBiderm gilt, dass der Bildraum R(T') abge-
schlossen ist. Das kénnen wir so zeigen: fiir xx,y € X mit Tz — y ist T'xy eine
Cauchyfogle:
1
lz = 2ill < SN T2x = Taal],

woraus konvegiert x gegen x € X. Aus der Stetigkeit von T folgt Tz — Tz, also
y = Ax. Zu zeigen bleibt R(T) = X. Falls R(T) # X, nach dem Projektionssatz
(genauer Korollar 5.2.4) gilt y € R(T)*, d.h.

(Tz,y) =0, VzelX.

Daraus folgt

0=R(Ty,y) = Ry, Ty) < Allyll* > 0,
ein Widerspruch. Damit ist 7" bijektiv. Aus (9.4) folgt dann [|[T7!|| < 1. Da T =
I o Rp ist, folgt

IR <

>

denn [ ist bijektiv und isometrisch.

Fir p € X*, ist g = R;lgo € X. Bei Definition gilt
¢(y) = Rpwoly) = Blwo,y),  VyeX.

Fiir y € X ist
Q) ~ Qo) = 5(Bly.y) — Blao, o)) ~ Rely — w0)
= 2(B(1,9) ~ Blzo,0)) ~ RB(xo, y—0)
= S(B(y.y) — Bly,w0) — Blao,y)) + Blao, m))
= 3By~ 70,5~ 70) > My — ol
Aslo ist xg ein Minimier. O

Sei Q C R™ offen, a € L>®(Q, M, (R)), a = (a¢ap)i<a,s<n und sei L ein Operator

= —div(aDv) Z Oa(aapdpv).

a,B=1
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Definition 9.2.3. Die L zugeordnete Bilinearform auf dem Hilbertraum W, ()
ist
B(u,v) = /(Du, aDv) = / (0304udgv
Q Q
B ist beschréankt.
Definition 9.2.4. Wir fassen L auf als Operator

L:Wy2(Q) = Wo(Q), (Lu)(v) = / a0 30audsv = B(u,v).
Q

L ist stetig.
Wir interessieren uns nun dafiir, ob L surjektiv ist. Wir wollen den Satz von
Lax-Milgram verwenden.

Frage: ist B koerziv auf W, > (Q)?
Lemma 9.2.5. Sei L elliptisch mit Konstante u > 0, d.h.,
(& a(x)E) > plé*  fir alle z € Q,€ € R™.
Dann ist die zugeordnete Bilinearform B auf Wol’Q(Q) koerziv mit Konstante A\ =
(1_#)2, d = diam €.

Theorem 9.2.6. Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt, und a € L*(Q, M, (R)) sei
elliptisch mit Konstante p > 0. Dann ist L : Wy *(Q) — Wy *(Q) invertierbar und
L= < -

Beispiel 9.2.7. Sei f € L*(Q). Definiere ¢ € Wy (),

olw = [ u

loll = sup /ﬁfs sup 1112 o
uEW* (@) flull y1.2=1 w€Wy () lully1.2=1

&|| £z,

wobei d = diam 2. Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert v € WO1 2((2) Losung
von Lv = . Dann gilt

/(Du,aDv}z/fu Yu € Wy ()

mit v € Wy *(Q) und

Die Operator Norm von ¢ ist

IN

ol < Slell < S
0 I I
v heifit schwache Losung des Randwertproblems
Lv=fin Q, v =0 auf 0Q.
Beispiel 9.2.8. Sei g € L2(€,R"). Definiere v € W 2(Q)’

v(u) = —/Q<Du,g>-

Man kann zeigen, dass gilt ||| < |g]/z2- Sei v € WH2(Q) Lésung von Lv = v. Wir
haben

1
[ollwr2 < =llgll 2
I
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und
/(Du,aDv) = —/(Du,g>, Yu € Wy(Q)
v ist schwache Losung des Randwertproblems
Lv=divg in Q, v =0 auf 99.



