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: 1,2
mit v € Wy(Q) und

1 d?
[ollwzz) < pl\@l\ < gl\fl\m-
v heifit schwache Losung des Randwertproblems
Lv=fin Q, v =0 auf 0Q.
Beispiel 11.2.8. Sei g € L?(Q,R"). Definiere v € Wy>*(Q)/

7(w) = — /Q<Du,g>.

Man kann zeigen, dass gilt ||| < |gl/z2- Sei v € WH2(Q) Loésung von Lv = v. Wir
haben

1
[ollwr2 < =llgll 2
I
und
/(Du,aDv) = —/(Du,g>, Yu € Wy*(Q)
v ist schwache Losung des Randwertproblems
Lv=divg in Q, v =0 auf 99.
12. LP(Q)

Sei 1 < p,q < oo mit 1—1) + % = 1. In diesem Kapital schreiben wir ¢ manchmal
auch mit p’. Fiir v € LI(Q)) definiere ein lineares Funktional

L,:LP(Q) > R, uw Ly(u) ::/u~v.
Q

nach der Holder-Ungleichung gilt

|Lo(u)] < [lvllLacollullLe)-

Damit ist L, beschrédnkt mit der Operator-Norm ||L,| < |[[v||ze(p). Man kann

zeigen, dass ||Ly|| = [|v||pe(n)- Falls 1 < p < oo wihlen wir
u(z) = [v(z)|72v(x), falls v(z) =0
0, sonst .

Es ist leicht to priifen, dass v € LP(Q) mit |[ul|Lrq) = Hv||§q(9). Also

Ly(u) = [ Jo|* = [[vll Lo llull o),
Q

daraus folgt || L || > [|v| pe(), also ||Ly|| = [[v] pe(n)- Nun betrachte den Fall p = 1
(und ¢ = 00), und zwar v # 0 (Der Fall v = 0 ist offensichtlich.) Seien 0 < € <
l|lv]| oo (2y und eine Teilmenge A C Q mit 0 < p(A) < oo und |[v(x)| > [|[v]| L () — €

in A. Definiere u(z) = v(z)/|v(z)] in A und u(z) = 0 sonst. Dann gilt u € L ()
und

Ly(u) = /A lo(@)] < (lvlle(@) = e)u(A) = ([[v]lL= (@) = &)llullL1(0)-

Es folgt || Lo|| < [[v]|Le(q) — ¢, fiir alle klein e > 0. Also haben wir || L,|| = [|v] £+(o)
gezeigt. Die obige Uberlegung impiezirt dass die Abbildung
Li(Q) = LP(Q), v~ Lv

eine isometrische Einbettung ist. Nun fragen wir, ob diese Abbildung surjektiv ist.
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12.1. 1 < p < co. In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall 1 < p < oo.
Wir brauchen

Lemma 12.1.1 (Clarkson-Ungleichungen). Seien u,v € LP(Q) und 1 < p < oo
mit%ﬁL%:l. Fiir 2 <p < oo gilt

(121) Rl Sl IR
(122) = - (Stg s getz)
Firl<p<2gilt

(123) et e g e
(12.4 o e (Stg s getz)

Proof. Hier zeigen wir nur den Fall 2 < p < co. Fiir (12.1) bendtigen wir nur die
Folgende zu zeigen
P

a—>b
2

a+b
2

1
‘ < 3(al" +bf),  Vab>0

Man zeige zunéchst
of + 7 < (a® + 5%)E, Va0 20.

Wegen Homogenitét der Ungleichung benétigen wir nur fiir den Fall 8 = 1 zu
zeigen. Diese folgt aus der Positivitiit der Funktion f(z) := (22 + 1)% — 2P — 1.
Denn f ist monoton steigend. Seien a = |“T+b| und 8 = |“T_b| haben wir

a+b a—2b

a—2b 2 3
<

2 B\: 1 1
— - < ZlglP —|blP.
(F+%) <gh+ 30

P 2

a+b
2

In der letzen Ungleichung benuzten wir die konvexitit von 2%, denn p > 2.
Fiir die Reste bitte sehen Sie das Buch “Sobolev Spaces” von Robert Adams und

John Fournier,
O

Theorem 12.1.2 (Gleichmiiflige Konvexitét). Sei 1 < p < co. Dann ist LP(Q)
gleichmdfig konvex, d.h., zu jedem € > 0 ein 6 = §(e) > 0 exisiert, so dass fiir alle
u,v € LP(Q) gilt dass

u—+v

oy < 1, [ollzogey < 1 und H

>1=0=[lu—vlLro) <e
Lr(@)

Proof. Der Beweis fiir 2 < p < oo (bzw. 1 < p < 2) folgt aus (12.1) (bzw. (12.4)).
O

Vergleichen Sie die Clarkson-Ungleichungen mit der Parallelogrammgleichung
fiir Hilbertrdume

[y Tl

1
) I = Ul + ol

2
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Lemma 12.1.3. Sei 1l < p < 0.

(i) Ist T € (LP(Q2)) mit | T|| = 1. Dann exisiert genau ein w € LP(Q) mit
H’LUHLp(Q) = Tw =1.

(ii) Ist w € LP(Q) mit ||w| pr) = 1. Dann exisiert genau ein T € (LP(Q2))" mit
1T = Tw=1

Proof. (i) Ist T € (LP(92))’ mit ||T'|| = 1. Bei Definition gilt

sup |Tu| = 1.
u€LP(Q),||ullLr(o)=1
Wir suchen den Maximumpunkt von |Tu| in {|lul|zr) = 1}. Sei {up}ren die
zugehorige Maximale Fogle, d.h., |lug|| = 1 mit |Tux| — 1 als k& — oo. OBdA
kénnen wir annehmen, dass % < Tup — 1. Fir € > 0 betrachten wir “’“TJ”” fiir
hinreichend grof k,! mit Tuy > 1 — 0 und Tu; > 1 — 6. Ed folgt TWTJ”” >1-—0.
Da ||T|| = 1, folgt
et U
Wegen der gleichmiBigen Konvexitdt von LP(Q) gilt ||up — wi|prq) > €. D.h.,
{ur} ist eine Cauchyfolge. Also existiert w € LP(Q2) mit ur — w in LP(Q2). Es gilt
w € LP(Q) mit ||w| z»(q) = Tw = 1. Die Eindeutigkeit folgt aus gleicher Uberlegung
mit der maximale Folge w, u, w, u, -- -, falls w und v zwei Losungen sind. Der obige
Beweis impliziert dass die Folge w,u,w,u, - -- Cauchyfolge ist, somit w = w ist.
(ii) Ist w € LP(Q2) mit [|w||Lr(q) = 1. Definiere wie oben ein Funktional L,, durch

L,(u) = / wv, fir u e LP(Q),
Q
wobei v durch

(12.5) o(z) = { |w(z)]|92w(x), falls w(x) =0
0, sonst .

definiert ist. Wie oben, es ist leicht zu priifen, dass v € LP(Q) und Lv(w) =
Hw||}£p(m = 1 und |[Ly]| = [[v|lze) = [Jw] Lé () = 1. Dies zeigt die Existenz.
Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Wir zeigen: Seien zwei T1,T» € (LP(2)) mit
IT1]] = |T2]] = 1 und Th(w) = Te(w) = 1, dann gilt Ty = T5. Falls nicht, dann
existiert u € LP(Q) mit T1(u) # T2(u). Beim Ersetzen u durch Au fiir eine geeig-
nete Konstante A koénnen wir annemhen, dass T4 (u) — Ta(u) = 2. Beim Ersetzen
u mit durch u + A\w fiir eine geeignete Konstante A\ kénnen wir weiter annemhen,
dass Ty (u) = 1 und To(u) = —1. Fir ¢t > 0, gilt T (w + tu) = 1 + ¢. Es folgt
lw+ tul|Lr) > 1 +t, denn ||T3| = 1. Analog lw — tul|Lp) > 1+t folgt aus
To(w —tu) = 1+ t. Falls 1 < p < 2, gilt nach der Clarkson-Ungleichung (12.4)

w+ tu) + (w — tu) || w+ tu) — (w—tu) ||
2 + 2

L Pl =

Lr(Q) Lr(Q)

1
> Lt gy + gl tull ) > (140,

welche unmdglich fiir alle ¢ > 0 gilt. Analog, fiir 2 < p < oo impiezirt die Clarkson-
Ungleichung (12.2)

w + tu) + (w — tu) || 4

2

Ll = |

Hw+tu)(wtu)
2

LP(Q) LP(Q)

’

V

1 1 F-1 ,
> (Gl ol + gl -l ) 2 (07

auch unmoglich fiir alle ¢ > 0. O
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Theorem 12.1.4 (Reiszscher Darstellungssatz fiir LP(Q2) (1 < p < 00)). Sei 1 <
p < oo und sei T € (LP(Q)). Dann existiert v € LP(Q), so dass

Tu= Ly,(u) = / uv, Yu € LP(Q).
Q
Weiter gilt ||v| o) = |T'||. D.h., der dual Raum von LP(S2), (LP(S2))" isometrisch
isomorph zum L1(Q) ist.
(LP(Q)) = LY (Q).
Proof. Falls T' = 0, nehmen wir einfach v = 0. Also kénnen wir annehmen, dass
T # 0, und oBdA sogar || T|| = 1. Nach Theorem 12.1.3 existiert w € LP()) mit

lwl|zr(@) = 1 und Tw = 1. Definiere v durch (12.5). Dann gilt |[v||La() = ||Lo|| = 1
und L,(w) = 1. Bei der zweiten Aussage in Lemma 12.5 erhalten wir

T = L,.

Theorem 12.1.5. Fiir 1 < p < oo ist LP(Q) separable.

Proof. Sei I die Menge aller Quader @ = II?_, (ak, bx) mit ax, by € Q und Q C Q.
E sei der Q-Vekotrraum gespannt von der charaktrischen Funktionen xq (Q € I)
gespannte Q-Vekotrraum. F ist abzéhlbar. Wir bleiben noch die Dichtheit von E
in LP(Q) zu zeigen. Da C.(2) in LP(Q2) dicht ist, brauchen wir nur die Dichtheit
von E in C.(2) zu zeigen. O

12.2. p =1 oder p = oo.

Theorem 12.2.1 (Reiszscher Darstellungssatz fiir L(Q)). Sei T € (L*(2))". Dann
existiert v € L*(Q), so dass

Tu = / uv, Yu € LY(9Q).
Q

Weiter gilt ||v||L~) = [|T||. Also
(L) = L=(Q).
Proof. ObdA nehmen wir an, dass T' # 0 und ||T|| = 1.

(i) 1(92) < co. In diesem Fall kann man zeigen, dass LP(Q) C LY(Q) fir 1 < p <
oo und

Tul < Jlulls < (w()' "7 llullp, — Vue LP(Q).
Es folgt T' € (L?(92))’. Nach Theorem 12.1.5 existiert v, € LP' () mit

(12.6) Tu= /qup, Yu € LP(Q)
und
(12.7) gl < (€))7,

Da C() dicht in LP(Q) ist, aus (12.6) gilt fiir beliebige 1 < p,q¢ < oo und

peCx(Q)
/sovp=Tso=/sovq,
Q Q

Es folgt v, = v, f. 1. in Q. Also v = v, € LP(Q) erfiillt (12.6) fiir alle 1 < p < 0.
Aus (12.7) gilt
1—

B =

lollyr < (€)% = (u(@)""",
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Mit der Aufgabe 3 in Serie 3 zeigen wir, dass v € L () und
[olloo < Tim (u(@)!/7 =1.
p’—o0

Wie im Anfang des Kapitals kann man zeigen, dass ||v]eo = 1.
12.3. Reflexivitéit und Separabilitéit von L?(().

Theorem 12.3.1 (Reflexivitit von LP(Q)). LP(Q) ist genau dann reflexiv, wenn
1<p<oo.

Proof. Sei 1 < p < oo Sei X = L”(Q2). Da X' = L¥'(Q), erhalten wir
X" = (L (Q)) = LP(Q).
D.h., fiir alle 2" € X" existert € LP(Q) = X mit
2 (2') =2 (z) = Jx(2'), Vo' € X,
also X ist reflexiv.
LY(Q) und L>(Q) = (L1(Q))’ sind not reflexiv. Denn L'(£2) ist separabel und

L*>(€) nicht. (Siehe Theorem 12.3.3 unten.) Wir hahen auch einen direkten Beweis
in dem folgen Lemma. O

Lemma 12.3.2. LY(Q) ist nich refleviv. Dann ich L>(Q) auch nicht reflexiv.

Proof. OBdA nehmen wir an, dass {2 € Q2. Betrachte eine Filge fx = axxp, (o) mit
3

hinreichend grof k, so dass B (0) C Q, wobei oy, = u(B% (0))~L. Also || fxllzr = 1.

Falls L'(Q) reflexiv ist, ist nach Theorem 7.2.4 B;1(0) C L(Q) schwach folgenkom-
pakt. Also oBdA konvergiert fi gegen x € L*(2) schwach, d.h.,

(12.8) / frp — / fe,  VoeL™(Q).
Q Q
Falls ¢ € C°(Q\{0}), gilt fre = 0 fiir hinreichend grof} k. Aus (12.8) erhalten wir

) fe=0,  VYoeOr(Q\{0}).

Es folgt f =0 f.i. in Q. Dies widerspricht (12.8) mit ¢ = 1.
Die 2. Aussage folgt aus Theorem 7.2.2 (iv).

O

Nach Theorem 12.2.1 wissen wir (L(2))" = L>(2). Es folgt L' () C (L>=(Q))".
Man kann zeigen, dass
LY(Q) C (L=(Q).
D.h. existiert es einen stietigen Funktional F': L*>°(2) — R, die nicht solche Form

F(f) = /Q uf  VfeL®Q)

hat. ObdA nehmen Wir an, dass 0 € €. Definiere Fj : C¢(2) — R durch F(f) =
f(0). man kann zeigen, dass F ein stetiges Funktional von C.(2) ist. Da C.(2) C
L>(Q), nach Hahn-Banach setzen wir F auf L*°(Q) fort und erhalten wir einen
stetigen Funktional F': L>°(Q)) — R mit

F(f)=[f(0), VfeC().

Wir zeigen, dass keine u € L! exisiert mit

F(f) :/uf, Vfe L™,
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Angenommen, dass solche Funtion u exisiert. Dann gilt

Jur=0. vrec.app.
Daraus folgt u = 0 f.4d. in Q\{0}, und in Q. Es folgt
F(f)=0, Vfe L™
Widerspruch.
Theorem 12.3.3. L*°(Q) ist nicht separabel.

Lemma 12.3.4. Sei X ein Banachraum. Es exisiert eine Familie {O;};cr mit

(1) (i) Vi € I ist O; eine nichtleere offene Teilmenge von X
(2) (Zl) Oj N Oj = @, falls ) 7&]
(8) (iit) I ist nicht anzihlbar.

Dann ist X nicht separabel.

Proof. Ein Widerspruch-Argument. (]

Beweis von Theorem 12.3.3. Fiir jede a € ), fixieren wir r, mit 0 < r, <
dist (a, Q°). Setze u, = xB,, () und

1
O i={f € L¥(Q) : | f = tall e < 5}
Man kann leicht zeigen, dass O, allen Bedingungen in Lemma 12.3.4 erfiillt. (]

13. KOMPAKTE OPERATOREN UND FREDHOLMOPERATOREN

Motivation: Operator L = Lo+ K : W, *(Q) — W, *(Q)' Lov = —div(aDv) wie
in Subsection 8.3.
Kv = —div(bv) + (¢, Dv) + qv = Terme niederer Ordnung

oder
(Kv)(u) = /Q(<b, Du)v + (¢, Dv)u + quv).

Ly ist Isomorphismus (Satz von Lax-Milgram). Dagegen ist L aber i.a. kein Isomor-
phismus.

Beispiel 13.0.5. Lu = —u"+u auf Q = (- %, 7) ist weder injektiv noch surjektive.

13.1. Kompakte Operatoren.

Definition 13.1.1. Seien X,Y Banachriume. K € L(X,Y) heifit kompakt, falls
fiir jede beschrinkte Folge {x,} C X die Folge {Kx,} eine konvergente Teilfolge
hat. Wir bezeichnen den Vektorraum der kompakten Operatoren mit K(X,Y) C
L(X,Y).

Lemma 13.1.2. Fir K € L(X,Y) sind dquivalent:
(1) K ist kompakt.
(2) K(M) ist relativ kompakt in Y fiir jede beschrinkte Menge M C X.
(8) Falls X reflexiv: K ist vollstetig, d.h., x, — x schwach in X — Kz, —
Kz stark in Y.

Beispiel 13.1.3. (1) K € L(X,Y) mit dim Bild K < co = K kompakt.
(2) Q C R™ offen und beschrinkt, 0 < 8 < a < 1. Inklusion C%*(Q) ¢ C%#(Q)
ist kompakt.
(3) Te€ L(X, X) ist nicht kompakt, fall dim X = oo



