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1. BEISPIELE DER PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Wir benutzen den folgenden Notationen.

(i) Sei x € R™. In Koordinaten schreiben wir z = (z!,... 2™). Sei Q C R" offen, u : Q@ — R.
(ii) Ist u beziiglich z € Q hinreichend oft differenzierbar, so bezeichnen wir mit Vu, V2u, ...,
(oder mit Du, D?u, ...) erste, zweite, ... Ableitungen.
Indices bezeichnen partielle Ableitungen
 Ou B 0%
Ul—umz—@, Ulj—uxqa:g—m,

Fiir u: Q xR — R ist ¢t die (n + 1)-ste Variable, u(x,t), uy = % oder 1 = uy.
Was sind partielle Differentialgleichungen?

Definition 1.1. Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung, welche Ableitung einer
gesuchten Funktion v : 0 — R enthlt.

Mehr prézise ist

Definition 1.2. Sei @ C R” offen, v : @ — R k-mal stetig differenzierbar, v € C*(Q), F :
R™ x R"" x ... x R" x R x Q — R. Ein Ausdruck der Form

F (D*u(z), D 'u(x),..., Du(z),u(z),z) = 0
heifit Differentialgleichung k-ter Ordnung.
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2 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

F kann auch lediglich auf einer offenen Teilmenge definiert oder vektorwertig sein. Auch wenn
u nicht klassisch differenzierbar ist, spricht man von partiellen Differentialgleichungen.

Definition 1.3 (Typeinteilung fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung).
Sei F e C! (R™ x R x R x ).
(i) Eine Differentialgleichung F' (D2u,Du,u, ) = 0 zweiter Ordnung mit F' = F'(r5, i, 2, 4, &)
heifit (in = entlang einer Losung u) elliptisch, falls die Ableitung
(aij)m = (8‘9; (D?u(x), Du(z), u(x), x)) ~symmetrisch und positiv definit ist. Die Zusétze

i}

kann man streichen, wenn dies fiir alle  bzw. u gilt. Der Operator u — F (DZU,DU,U, )
heif}t in diesem Fall elliptisch.

(ii) Sei F elliptisch. Dann heifit die Differentialgleichung @ = F (DQu7 Du, u, ) parabolisch.

(iii) Sei F elliptisch. Dann heifit die Differentialgleichung us; = F' (DQu7 Du, u, ) hyperbolisch.

Beispiel 1.4. Eine Differentialgleichung der Form

i aijuij + ibiui +du=f
i=1

i,j=1
heifit elliptisch, falls (a*/) symmetrisch und positiv definit ist.

Beispiele 1.5 (Beispiele der elliptischen Gleichungen). Sei Q C R™ offen.

a) Lineare Gleichungen.
i) Laplacegleichung, u : Q@ — R,

Ay = iuii =0 in Q.
i=1

Diese Differentialgleichung ist elliptisch, da % = §% gilt. Die Losungen heiflen harmoni-
sche Funktionen.
ii) Poissongleichung, u: Q2 - R, f: R = R,

—Au = f(u).
iii) Eigenwertgleichung oder Helmholtzgleichung, v :  — R,
—Au=Xdu inQ, IeR.
b) Quasilineare Gleichungen.
i) p-Laplace Gleichung, u: Q — R, p > 0,
div (|Du[’~"?Du) =0, d.h.

> D; (|Dul"~*Diu) =0,
i=1
wobei D; partielle Ableitungen bezeichnet, D; = %. i. A. ist die p-Laplace Gleichung eine
degenerierte elliptische Gleichung.
ii) Minimalflichengleichung

1
(2% ) 2o an Au- W
NaEarTE [+ Dup?
wobei u’ := §Yu;.
Wir verwenden hier die Einsteinsche Summenkonvention, d. h. wir summieren iiber gleiche
,oben“ und ,unten“ stehende Indices von 1 bis zur Dimension n, also
n
uiujuij = Z Ui UjUgg-
i,j=1
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c¢) Voll-nichtlineare Gleichungen
Monge-Ampere Gleichung
det D*u = f(x,u, Du),
speziell: Gleichung vorgeschriebener Gaukriimmung fiir Graphen
det D?u
T o nxz f@,u).
(1+[Duf?) 2

Beispiele 1.6.
Wiérmeleitungsgleichung, v : Q x [0,7) —» R, T > 0,

= Au.

Diese Differentialgleichung ist parabolisch.
Mittlerer Kriitmmungsfluss fiir Graphen (MCF)

Du
w=+/1+|Dul? -div| —m— | .
D <\/1 + |Du|2>
Wellengleichung, v : Q x [0,7) - R, T > 0,
Ut — Au = 0.

Diese Differentialgleichung ist hyperbolisch.
Schrodingergleichung, u : Q x [0,T7) = C, T > 0,

iug + Au = 0.
Reaktions-Diffusions Gleichung
ug — Au = f(u).
Porose Medien Gleichung
ug —A(u?) =0, ~v>0.
Korteweg-de Vries Gleichung (KdV)
Up + Uy + Ugzy = 0.

Riccifluss (H. Poincaré, R. Hamilton, G. Perelman)

gij = —2R;;.

Héufig werden Differentialgleichungen mit Randwerten untersucht, z. B.
(i) Dirichlet Randwertproblem

u = auf 0.

AS)

{Au = 0 in{,

(ii) Neumann Randwertproblem

Au = 0 inQ,
% = ¢ auf 09,
wobei v dufleres Normalenfeld von € ist.

Manchmal werden Differentialgleichungen auch mitAnfangswerten (oder Anfangs- und Rand-
werten) untersucht, z. B.,

(i) parabolische Anfangs- und Randwertprobleme

uy = Au inQx[0,7),
{ u = ¢ auf (00 x[0,T))U(Q2x{0})
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(ii) hyperbolische Cauchyprobleme

uy = Au in R™ x [0,7),
(u,u) = (po,1) auf R™ x {0}

Bemerkung 1.7 (Untersuchte Fragestellungen).
e Existenz von Losungen,
Eindeutigkeit der Losung,
Stetige Abhéngigkeit einer Losung von den Daten (u. a. physikalisch wichtig),
Regularitét von Losungen, z. B. Differenzierbarkeit,
schwache Losungen, d. h. Losungen u einer Differentialgleichung k-ter Ordnung mit u & C¥.
quantitatives oder qualitatives Verhalten.
Klassifikation aller Losungen, explizite Losungsformeln.

Viele Partielle Differntialgleichungen stemmen aus der Naturwissenschaften, insbesondere aus
Physik. Hier geben wir Beispiele, die stemmen aus der reinen Mathematik.

1.1. Separationsansatz, Helmholtzgleichung. Gehen wir z.B. von der Wellengleichung:

ug — Au = 0, teR,zeQ
(1) u(t,z) = 0, (t,x)_e R x 99
u(0,2) = px), x€
u(0,7) = P(x) €

aus, und versuchen(!), die Losung v in der separierten Form zu finden:
(1.2) Ansatz: u(t,z) = v(t)w(x).
In dieser Form 16st u (1.1) genau dann, wenn
V" (H)w(x) — v(t)Aw(z) =0

Ist u eine nichttriviale Losung, so wird v fiir fast alle ¢ und w fiir fast alle  ungleich 0 sein. Fiir
derartige ¢,z hat man also, dass (1.1) dquivalent zu

V(1) Aw(x)

v(t)  w(e)

ist. Da man ¢ und x unabhéngig von einander variieren kann, ist diese Identitdt also gleichwertig
zur Existenz einer Konstante A € R, so dass

Vi Vz s e -\

bzw.

(1.3) —Aw(z) = Mz)w(x)
und

(1.4) =" (t) = \o(t).

Man nimmt zu (1.3) noch die Randwertvorgabe aus (1.1) hinzu und erhiilt das Eigenwertproblem
fiir den Laplace-Operator unter Dirichletrandbedingungen, die sogenannte Helmholtzgleichung (Ei-
genwertproblem):

—Aw(z) = Mz)w(z), z€

(1.5) w(z) = 0, z €00
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Bei beschranktem € konnen wir zeigen (Anwendung des Spektralsatz aus der FA), dass (1.5)
genau fiir eine Folge A\ > 0, limy_ o, Ax = oo nichttriviale Losungen wy besitzt. Fiir diese Ag
bilden cos(v/Axt), sin(v/Axt) ein Fundamentalsystem von (1.4). Mit Losungen der Form

ug(t, ) = (a cos(Akt) + by sin(Akt))wg (z)
erreicht man Anfangsdaten
ug(0,2) = apwi(x), uk(0,2) = bpAywg(z)

(aber nicht allgemeine ¢ und v). Die allgemeine Lésungen konnen wir mit
(oo}
u(t,z) = Z ug(t, ) = Z(ak cos(Akt) + by sin(Akt))wg ()
k k=0
finden. Hierbei ist (wg)ken, C L?(Q2) die Orthonormalsystemen von Eigenfunktionen von (1.3).
Die Koeffizienten a; und by sind durch die Anfangsdaten bestimmen.
Ganz analog gelangt man mit dem Separationsansatz (1.2) von dem Anfangs- randwertproblem
(1.12) fiir die Wirmeleitungsgleichung mit f = 0 und homoge- nen Dirichletrandbedingungen h = 0
zur Helmholtzgleichung (1.3), wobei man anstelle von (1.4)

V' (t) = =Ao(t)

zu losen hat. Die mit diesem Ansatz gewonnenen Losungen sind also von der Form

)\ktwk (l‘)

up(t,x) = a;
1.2. Die Minimalflichengleichung, Variationsrechnung, Euler-Lagrange-Gleichung. Sei
Q C R™ ein reguldres Gebiet. Zu vorgegebenem stetigem g : Q) — R sucht man ein u : Q — R,
dessen Graph unter der Randhdhenvorgabe u|gq = g das Flichenfunktional

Flu) = /Q VI¥ V(@) Pde

minimiert. Genauer miisste es n-dimensionales Volumenfunktional heiflen.

Wir nehmen an, wir hitten ein hinreichend glattes derartiges minimales v :  — R gefunden.
Fiir alle ¢ € C2°(Q2) und ¢ € R erfiillt u + tp die Randbedingung (u + tp)|aq = g. Geméf unserer
Annahme besitzt also die differenzierbare Funktion R > ¢ +— F(u + tg) im Punkte ¢ = 0 ein
Minimum. Notwendigerweise gilt dann:

d d 2
p.a.l d 3
2 / z| VIV + te)Pds

Vu

Q1+ |Vul? Vel)
—/div _Vu ). (z)
V14 |Vul? 4

Da ¢ € C*(9) beliebig gewihlt werden kann und man div (J?TP) als stetig annehmen

kann, muss der letztere Term also identisch verschwinden. Aus der Minimaleigenschaft von u fiir
das Funktional F' unter der Randbedingung u|sq = g erhalten wir als notwendige Bedingung, dass
u eine Losung des Dirichletproblems fiir die Minimalflichengleichung ist:

dz

[}

Vu 0 in Q
V[ —/—— = 0,
V 1+ [Vul?

u = g, auf 9.
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Theorem 1.8 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei f € C°(Q) mit

/ fe =0,
Q
for alle ¢ € C°(Q2). Dann gilt f = 0.

Definition 1.9 (Glatterung). Sei n € C°(92) mit [, 7 = 1 und sei 0 € Q. Fiir kleine ¢ > 0
definieren wir 7. 1= e~ "n(%). Es gilt:

(1) fQ ne = 1.
(2) Sei f € C°(Q). Dann gilt f. := f*xn. € C(Q) und f. — f lokal gleichmiiBig.

Analog kann man zeigen, das Minimum v € W1? (p > 1) von
1
f/ |VulPdx
pJa

/ |VuP~2VuVedz =0, fiir alle p € C°(Q)
Q

. 1
in W, P

erfiillt. Diese Gleichung versteht man als schwache Form von die p-Laplacegleichung
div (|Vu[P=2Vu) = 0 inQ,
u = 0, auf 0.

(Ubung)
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2. HARMONISCHE FUNKTIONEN

Wir beginnen diesem Kapital mit dem Gaufischen Integralsatz

2.1. Gaufischer Integralsatz und Greensche Formeln.

Theorem 2.1 (Gaufischer Integralsatz, oder Divergenzsatz). Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R™
(n > 2). Fiir jedes Vektorfeld V der Klasse C1(Q) N C°(Q) gilt

(2.1) /QdivV(x)dx :/ V(y) - v(y)dS(y).

a0
Hierbei ist v(z) das normale Einheitsvektorfeld von 02 am Punkt x € 0.

Lemma 2.2 (Greensche Formeln). Fiir u,v € C2(Q) gelten die erste Greensche Formel

(2.2) /Qv(x)Au(x)dm—&—/QVu(x)-Vv(a:)dx:/ oy )gx( )aS(y)
und die zweite Greensche Formel
(23 [ v)8u) ~ @ sol@do = [ {500 - ut) 5o} dS)

Der Gaufischer Integralsatz spielt eine wichtige Rolle in der Vorlesung. (2.2) und (2.3) werden
mehrmals benutzen.

2.2. Harmonische Funktionen, die Fundamentallgsung.

Definition 2.3 (harmonische Funktion). Sei 2 C R™ offen. Sei u € C?(€2). Dann heifit u (in Q)
harmonisch, falls

Au = zn:’u” =0
i=1

in Q gilt. Der Operator A heifit Laplaceoperator.

Beispiele 2.4. (i) Auf dem R" sind alle konstanten und allgemeiner alle affin linearen Funk-
tionen harmonisch.
(ii) Es gibt auch harmonische Polynome héherer Ordnung; z. B.

u(z) = 2% — 3.

Beispiel 2.5 (Rotationssymmetrische Losungen). Seiu € C?(Bg\{0}) eine rotationssymmetrische
Losung von Au = 0, d. h. es gibt v € C?((0, R)), so dass

u(z) = w(r),
n 1/2

wobei 1 = |z| = (; (xi)2)

Wir leiten zunéichst eine gewohnliche Differentialgleichung fiir v her: Mit

Olz| :r-:ﬂ und 9 i 1(51';'%%)7

Ox; ET drjr T ror

berechnen wir
Z;
L
U; = U/(T)Ti =U —,
r
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. 1 .
wy =B gL (5, - B
ror r ror
Also gilt
g -1
O:Au:51juij:v"+v’n7.
r

Entweder gilt v = 0 auf (0, R) oder v" # 0 auf (0, R). Im Fall v’ > 0 ergibt sich

v on—1 n—1
0 = —_— = 1 n ——
- (log /)’ + =
Nach dem Integrieren haben wir
logv' = — (n—1)logr +loga, a >0,
,_a
- pn—1"

Ebenso erhalten wir fiir v" < 0, dass v" = & fiir ein @ < 0. Durch Integration erhalten wir im
Fallen = 2 aus v’ = ¢, dass v = alogr+b und im Fallen > 3 aus v’ = %+, dass v = — “+27_n%2+b,
jeweils fiir ein b € R, ist. D.h.,

_ [ alog|z|+b, n=2
u(z) = alz)]==2) +b, n>3.

Definition 2.6 (Fundamentallosung). Die Funktion

1

5- log ||, n=2,
I(z):=472 1 1 -3

C—n)wn, " 2> n =9,

I':R™\ {0} — R heiit Fundamentalldsung der Laplacegleichung.

Hier bezeichnet w, den Flicheninhalt von der Einheitsspihere S"~! = 9B;(0) C R". Das

Volumen von By (0) C R™ ist dann Zw,.

Bemerkung 2.7. Die Konstante in der Fundamentalen Losung sind so gewahlt, dass
or
—dS =1, firaller > 0.
OB, 31/
gilt.

(Ubung.)

Insgesamt haben die Fundamental Losung die folgende Eigenschaften:
Proposition 2.8 (Eigenschaften der Fundamentalen Losung). Die Fundamental Lésung T' besitzt
die folgende FEigenschaften:

(i) T ist harmonisch in R™"\{0}, d.h.,
AT =0 in R™\{0}.
(ii)
ar
/ —dS =1, fir aller > 0.
dB, 81/
1 ZT;

Wn, . ||

&jl“(x) = ( J n|xn_i2)

wn \ |z]™

(i)
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(v)
I € L'(B,(0)), VI € L'(B,(0)) fir alle r > 0.
Aber DT ¢ LY(B,(0)).
(vi)

/ |T'|dx — 0 und / |T'|do — 0, als r — 0.
r 0B,

Bemerkung 2.9. Fiir x # 0 gelten die Abschiitzungen

c 5 c
|DT'(x)] < P und | DT (z)| < E

mit ¢ = ¢(n).

2.3. Mittelwerteigenschaft.

Theorem 2.10 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen). Sei Q C R™ offen, u € C%(Q)
sei harmonisch, d.h., Au =0 (bzw. subharmonisch, d.h., —Au < 0) Dann gilt

u(z) = ][ u = ][ u,

OB, (z) B, (x)

u(zx) < u,
6Bt,~ (x)

falls B,(x) C 2.

Hier definieren wir

i, f =z,
U=-——— udS und u = udz.
][ |0B,-(2)| JoB, (x) |Br ()| /B, (2)

OB (z) B, (z)

Beweis.
(i) Definiere

o(r) = ][ u(y) dS.
9B (x)

Zeige zunéchst, dass ¢ konstant ist. Mit der Transformation (mit z = y/r) gilt es

o) = | uwdse) = f uerndse) = g [ uerpase
8B, (z) 8B,.(0) 8B,.(0)
L m / u(z +r2)r""tdS(z) = |8lBl| / u(z +rz) dS(z).

9B1(0) dB1(0)
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Wir berechnen die Ableitung von ¢

©'(r) e ! / gu(x +rz)dS(z).

|(9Bl| or
9B, (0)
K. |8;1| / (Du(w +12), 2) dS(2)
9B, (0)
T. 1 y—=x y-—=
(2.4) REET=ITTN / <Du(y)7 " >d5(y) (z = . )
9B, (z)
1
- D
a5 | (Puw.asw
OB, (z)
G. 1
= |3Br| /Au(y)dy,
B

wobei v die duflere Normale an 9B, (x) ist und wir den Divergenzsatz verwendet haben. Da
u harmonisch ist, d.h., Au = 0, gilt

©'=0, Vr (@' (r) >0, Vr).
Also ist ¢ konstant. (¢(r) ist monoton steigend.) Da u stetig ist, erhalten wir
= 1. = 1. = . (x) < @ .
p(r) = lim p(t) = lim u(y) dy = u(z) (u(z) < @(r).)
OB (x)

(ii) Es gilt aufgrund der eben erzielten Ergebnisse

T T

/ u(y) dy = / / u(y) dS(y) ds = u(x) /wns:"_1 ds = %wnr"u(x) = |B.(x)]u(x).
B,(z) 0 0B (x) 0 =|oB] O

Theorem 2.11 (Umkehrung der Mittelwerteigenschaft). Sei Q C R™ offen, u € C%(Q). Falls fiir
jede Kugel B,.(z) C Q

uw)= f uly)ds
8B, (z)
gilt, so ist u harmonisch.

Beweis. Benutze die Notation des Beweises von Theorem 2.10. Ist Au # 0, so existiert B,(x) C §2,

so dass (ohne Einschrinkung) Au > 0 in B,(x) gilt. Dann folgt mit Hilfe der Rechnungen des
Beweises von Theorem 2.10, (2.4)

1
/
= = A .
0=¢'(r) 9B,] / u>0

B, (x)
Widerspruch. O

Theorem 2.12. Sei Q C R™ offen, u € C?(Q). Gilt fiir jede Kugel B,.(x) C

u(z) = f u(y) dy,
B, (x)

so ist u in Q harmonisch.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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Theorem 2.13 (Starkes Maximumprinzip). Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt, u € C*(Q)NC° (Q)
set harmonisch. Dann gilt
()
max v = max u.
o o0
(i) Existiert xo € Q mit u(zg) = maxwu, so ist u auf der Zusammenhangskomponente von xg
Q

konstant.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der zweiten. Daher beweisen wir nur diese.
Definiere
A= {x € Q:ulx) =u(zy) = maxu} .
Q

A ist relativ abgeschlossen in Q. Wir behaupten, dass A relativ offen ist. Sei B,.(z) C Q, x € A. Es
folgt

maxu = u(x)= ][ u  (Mittelwerteigenschaft)
Q
B, (x)
< ][ maxu = maxu
Q Q
By ()
daraus folgt u|p, ;) = maxu ist, also B,.(z) C A. Damit ist A relativ offen in Q. O

Q

Als eine direkten Anwendung haben wir eine Eindeutigkeit von der Laplacegleichung.

Theorem 2.14 (Eindeutigkeit). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, f € C°(Q), g € C°(9). Dann
besitzt das Randwertproblem

Au=f in ),
u=g auf 09

héchstens eine Losung u € C*(Q2) N C° (Q).
Beuweis. Seien u und @ € C*(Q2) N C° (Q) Lésungen. Dann erfiillt w :=u — @
{Aw =0 1in €,
w=0  auf 90.
Das Maximumprinzip impliziert nun, dass w = 0 in € gilt. O

Sie vergleichen diesen Theorem mit einer Ubung.

2.4. Regularitédt und innere Abschitzungen.

Theorem 2.15 (Regularitiit). Sei Q@ C R™ offen, u: Q — R stetig. Erfillt u die Mittelwerteigen-

schaft u(z) = f w fir alle Kugeln B,(z) C Q, so ist u € C=(Q).
OB, (x)
Wir bemerken, dass es geniigt, kleine Kugeln zu betrachten.
Beweis. Sei n ein Friedrichscher Gliattungskern (“mollifier”). Definiere in
Q. = {x € Q: dist(z,09) > ¢}

die Funktionen
Ue 1= 1 * U,

_n x
Ne:=¢€ 1 (7)
13

wobel
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ist. Es gilt u. € C*°(Q.). Wir zeigen nun, dass u = u. in Q. gilt. Hieraus folgt u € C*°(Q). Sei
also z € Q2.. Wir benutzen die leicht doppeldeutige Notation n(z) = n(|z|). Es gilt

us(x) =

=3

/775(96 —y)u(y) dy

Eln / n<|x;y|>U(y)dy

Be(x)

1 €
7 (f) / u | dr (Fubini)

en €

0 OBy (x)
1 €
E—nu(x) /n (g) W™ dr (Mittelwerteigenschaft)

0

u(z) / e = u(z). O

B. (0)

Bemerkung 2.16. Der Satz gilt auch unter schwacherer Voraussetzung: Fir jedes x € ) existiert
ein rg > 0 so dass die Mittelwerteigenschaft gilt fir alle B,(x) mit r < rg. Dann ist u glatt und

harmonisch.

Korollar 2.17. Eine stetige Funktion u € C°(Q) ist genau harmonisch, dann wenn u die Mittel-

werteigenschaft erfillt.

Daher werden wir in Zukunft annehmen, dass harmonische Funktionen von der Klasse C'*° sind.
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Theorem 2.18 (Innere Abschiitzungen fiir harmonische Funktionen). Seiu € C(Bg(zo)) harmo-
nisch in Br(zo) C R™. Dann gilt

[Vu(zo)| <

" ma |ul

— X |ul.

R Br(0)

Beweis. Wir haben schon gezeigt, dass u € C°°(Bgr(zp)). OBdA koénnen wir annehmen, dass
u € C*°(Bg(x0)). Ansonst betrachten wir u in B,.(z¢) fiir beliebige r < R und den Grenziibergang
r — R.dau € C®, gilt A(u;) = 9;(Au) = fiir ¢ = 1,--- ,n. In anderer Wort, ist u; harmonisch.
Dabher gilt die MWE fiir w;, aslo

n
duten) = o duldy= " [ Bty
Br(zo) Wn Br(zo)
G. n /
= u(y)v;dS,.
Wan OB, (z0) Y
Es folgt
n
|05u(zo)| < lu(y)|dS.
' wnR"™ /3B, (o) Y
n n
max |u|-w, R""!' < — max |ul
wn R 9B (o) R By (z0)

O

Theorem 2.19 (Hohrere innere Abschitzungen fiir harmonische Funktionen).
Sei Q C R™ und u in Q harmonisch. Sei Br(xo) C Q und sei o ein Multiindex der Ordnung k,
|a| = k. Dann gilt

nkek—1k

[D%u(zo)| < I
RF Br(zo)

max |ul, (k>1)

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach k.

(i) k = 1: Theorem 2.18.

(ii) k > 2: Angenommen gilt die Abschiitzung fiir k. Wir werden zeigen, dass die Abschiitzung
fiir £ 4 1 gilt. Sei v eine beliebige Ableitung von u von Ordnung k. Es ist klar, dass v auch
harmonisch ist. Fiir alle ¢ € (0,1), wenden wir Theorem 2.18 auf v in B(;_g)r(7o) an und
erhalten wir n

[Vu(zo)| < A0 5. %) |v].

Fir # € B_g)r(zo) gilt Byr(x) C Br(xo). Nach Induktionsannahme haben wir

@) <M mmax fol, Vo € Bu_gyn(ao)
v(x)| £ ———=— max |v|, T € Bi_y)yr(zo
('lgR)k ByRr(a) ( )

Es folgt
] < nkeb—1k )
max V| S — o5 nax |uf.
B-v9)r(wo0) (79R)k BR(x)
Also,
k1 k=17
V(o) € —— " max |ul.

(1 — )9k RF+1 Brs

Wiéhle ¢ = k/(k + 1) und erhalte

1 1.,
Es folgt
nFtlek(k +1)!
[Vo(zo)| < Tg}jz |ul.
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Theorem 2.20 (Satz von Liouville). Sei u : R™ — R harmonisch und beschrinkt. Dann ist u
konstant.

Beweis. Sei |u(z)| < M fir alle z € R™. Sei zp € R™ und r > 0. Nach Theorem 2.18 gilt

[Vu(zg)| < Eglax lu| < "M 0 firr — oo
T B,-(0) r

Es folgt |Du(xg)| = 0. Somit ist u konstant. O

2.5. Harnackungleichung. Wir kénnen Theorem 2.18 verbessern.
Theorem 2.21. Seiu € C(Bg(xg)) harmonisch in Br(xo) C R™ und u > 0 in Br(zo). Dann gilt
n
[Vu(zo)| < Hul@o)-

Beweis. Wie in den Beweis von Theorem 2.18 gilt

n n
|0;u(o)| o R 8BT(%)| ()|dSy B oo )dSy
= ulao) (MW E)

O
Theorem 2.22 (Harnackungleichung). Sei Q C R™ offen, u : Q@ — R harmonisch und u > 0 in
Q. Sei Q1 € Q offen und zusammenhingend. Dann gibt es ¢ = ¢(n,Q1,Q), so dass

supu < c¢-infu
O 931

gilt.
Fiir z, y € ; folgt also
Tuly) < u(e) < ¢ ufy),
d. h. die Funktionswerte von u in 2; sind untereinander vergleichbar.

Beweis. Erstens, oBdA. kénenn wir annemhen, dass v > 0 in Bg(zg). Ansonst betrachten wir
u + ¢ fiir € > 0, zeigen entsprechende Abschétzung und lassen ¢ — 0. Fiir alle x € Br/a(20), gilt
Brya(x) € Br(o).

Beweis 1. Definiere r := %dist(Ql,BQ) oder setze r = 1, falls Q = R"™ ist. Seien z, y € {1 mit
|z — y| < r. Wir benutzen die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen und erhalten

u(x) = ][ u:wn;rn~ / u

Bar(x) Bar(z)

> i / u, da Br(y) C B2r(w)

Somit gilt fiir alle z, y € Qq mit |z —y| <r
2"u(y) = u(z) = Souly).

_ o N
Da € kompakt ist, gibt es endlich viele z; € @, 1 < i < N, so dass & C | B, /2(w;) ist.
i=1

Seien nun z, y € Q; beliebig. Modifiziere einen stetigen Weg von = nach y, so dass er nur aus
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Geradenstiicken zwischen Punkten aus {z,y,z1,...,zn} besteht. Jedes x; werde dabei héchstens
einmal besucht, z. B.
$T —> X1 — ... > TN — Yy«

Es gilt
1
u(z) > 2—nu(gc1),
u(xy) > Z—nu(scg), ey

und hieraus folgt dann

1

Beweis 2. Man kann den Satz mit Theorem 2.21 beweisen. Angenommen ) = Br(xg) und Q; =
Bpya(wo). Wir wenden Theorem 2.21 an u in Bgr/s(70) an und erhalten

2n
|[Vu(z)| < Eu(x), Va € Bgja(o),

bzw. )
|Viogu(z)| < En
Es folgt, fiir beliebige x,y € Bg/2(w0),
u(x) /1 d
log—= = — logu(tz + (1 —t)y))dt
&) s (tz + (1 —1t)y))

1
= (v—vy)- / Viogu(te + (1 —t)y))dt.

0
Da tx + (1 — t)y € Bga(xo) fiir alle ¢ € [0,1] und |z — y| < R, erhalten wir

o8 )

1
2
[ <lo=yl- [ [Vlogulta+ (1= Oy)ldt < Frfo—y| < 20
0

Also
u(z) < e*™uly).

2.6. Subharmonische und superharmonische Funktionen.

Definition 2.23. Sei u € C?(0).

(1) u heiBt subharmonisch, falls gilt —Au(x) < 0, fiir alle z € .
(2) u heiit superharmonisch, falls gilt —Au(x) > 0, fiir alle z € Q.

Bemerking. Ein konvexe Funktion ist eine subharmonisch. Genauer, sei 2 konvex. Eine C? Funktion
f: Q — R ist konvex genau dann, wenn ihre Hesse-Matrix D?u semi-positiv definit ist. f ist
subharmonisch genau dann, wenn die Spur ihrer Hesse-Matrix nicht negativ ist.

Fiir sub(super)-harmonische Funktionen gilt auch Mittelwerteigenschaft in folgenden Sinne.

Theorem 2.24 (Mittelwerteigenschaft sub(super)-harmonischer Funktionen). Sei Q@ C R™ offen
und u € C?(Q)
(1) Ist u subharmonisch, dann gilt u(z) < f
OB, (x)
(2) Ist u superharmonisch, dann gilt u(z) > f u
9B (x)

Beweis. Man kann den Satz wie Theorem 2.10 beweisen. O
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Theorem 2.25 (Schwaches Maximumprinzip fiir sub(super)-harmonische Funktionen). Sei Q C
R™ beschrinkt und offen, u € C?(2) N C°(Q).
(1) Ist w subharmonisch, d.h. —Au(z) <0, fir alle x € Q, so folgt:

u(z) < maxu.
o9

(2) Ist w super harmonisch, d.h. —Au(xz) > 0, fir alle x € Q, so folgt:

u(z) > minwu.
0

(8) Ist w harmonisch, d.h. —Au(x) =0, fir alle x € Q, so folgt:

minu < u(z) < maxu.
ET9) 1)

Beweis. Der Beweis ist ganz gleich wie den Beweis von Theorem 2.13. (Ubung)
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3. DIE LAPLACEGLEICHUNG UND DARSTELLUNGSFORMELN

3.1. Greensche Funktion und Darstellungsformeln auf Gebieten.
Theorem 3.1. Sei Q) ein beschinktes C* Gebiet and sei u € C*(Q) N C?(2). Dann gilt.
ou or
B = [T auma- [ (t- 05 - w6 -o) 6,
Q

o0
fiir alle x € Q.

Beweis. Wir benutzen die 2. Greenschen Formel

ou ov
/vAuuAv/{vayuay}dS.
Q

o0

Sei z €  und & > 0 so klein, dass B (z) C € ist. Definiere 2. := Q \ B.(x). Die Anwendung der
2. Greenschen Formel an v und I'(- — z) liefert

/ {u(y) AT(y — z) — T(y — 2)Au(y)} dy
Q.

~ [t 50— 0 -Te-05 WS, + [ w5 -a) - Tl - 050} ds,
o0 9Bc ()
Es gilt

(i) AT(y — z) =0 fiir z # y,

(i) | T(y—z)2(y)dy — 0 fiir e — 0.
8351()301133 folgt wie bei der folgenden Abschétzung: Fiir n > 3, nach der Definition von I" erhalten
WIT

ou r2=n ou
s "™ = = | sy 20!

r

max |Vu| — 0, alsr—0.
n — 2 8B, (x)

Die Abschitzung fiir n = 2 ist &nhlich. (Ubung)
(iii) Das &uflere Normalenfeld von Q. am Rand 0B, (z) ist — y_”l. Wir berechnen

ly—a
g—l;(y —x) = —ﬁ auf 0B (z).
Es folgt
or .
/ u(y)a(y —2)dSy, = — ][ u(y) dSy — —u(x) fire — 0.
OB (z) OBc(z)

(iv) Weiterhin gilt

/F(y —z)Au(y) dy — /F(y —z)Au(y)dy fir —0,
Q. Q

da I' in der N&he der Singularitét integrierbar ist.
Damit folgt aus dem Grenziibergang € — 0

) = [T - oaum dr - [ (10580 w00 ) as,
Q o
fiir alle u € C? (Q) und alle z € €.
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Bemerkung 3.2. Wir haben
or
—(z —y)dS, =1,
/(’)Q al/y( ) Y
fir alle z € Q. Der Beweis folgt direkt von (3.1) mit u = 1.
Theorem 3.1 liefert eine Darstellungsformel fiir u, falls wir Awu in € sowie © und g—z auf 00 ken-

nen. Randwertprobleme, bei denen alle diese Daten vorgeschrieben sind, sind aber iiberbestimmt
und i. a. nicht 16sbar. Beispiel: Sei

Au = 0 inQ,
u = 0 auf 09,
% = ¢ auf 0.

Aus den ersten beiden Gleichungen und dem Maximumprinzip folgt dass u = 0 gilt. Also mufl auch
¢ = 0 gelten. Fiir ¢ # 0 existiert daher keine Losung u € C? (Q) oder u € C?*(Q) N C* (Q).

Fiir fest € Q betrachten wir die Funktion ¢(z,-) € C?(2) N C*(Q) mit Ayp(z,y) = 0. Aus
der Greenschen Formel gilt

(32) 0= [etamautdy- [ (ewnGem - un L)) ds,
Q

o0
Definiere
V1w y) =Ty —z)—p(ry), z#yec
Wir addieren (3.1) und (3.2) und erhalten

B ou oy
) = [t dy = [ (2050 =) g ) ) dS,,
o) 89
Wir wihlen ¢ so, dass p(z,-) € C2(Q) N CL(Q)
olz,y) = T(x—y), aufdN

erfiillt. D. h., y(z,-) = 0 auf 9.

Es folgt

0
(3.4) u(w) = [ pdut)dy+ [ a5 @) ds,
y
O 89

Definition 3.3 (die Greensche Funktion). Die Greensche Funktion fiir den Gebiert € ist definiert
durch

G(z,y) = (z,y) — o(z,9),
wobei ¢ (3.3) erfiillt.

Wir erhalten also

Theorem 3.4 (Darstellungsformel). Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt, 9Q € C*. Sei u € C* (Q)
emne Lisung des Randwertproblems

(3.5) —Au = [ inQ,

u = g aufdf
und G die Greensche Funktion fir 2, so gilt
0G
(36) uw) = [ 905 @) dy— [ F0)Gw)dy
Y
0 Q

fir x € Q.
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Beweis. Der Beweis folgt aus (3.4) und der Definition der Greenschen Funktion G. O

Bemerkung 3.5. Fiir sehr spezielle Gebiete werden wir ¢(x,y), und die Greensche Funktion G
explizit bestimmen. Fiir allgemeinen Gebiete, ist die Existenz einer Losung von (3.3) schwer zu
zeigen wie die Existenz einer Losung von (3.5)

Bemerkung 3.6. Sei z € ). Betrachte G(z, y) als Funktion von y. Dann gilt im Distributionssinn

AG = 9§, inQ,
G = 0 auf 09,

wobei d, das Diracmaf} zum Punkt z ist.

Theorem 3.7 (Symmetrie der Greenschen Funktion). Sei @ C R™ offen, beschrinkt und sei
o) € Cl;SeiEn x £y € Q. Sei G die zu ) gehdrige Greensche Funktion. Nehme an, dass
GeC? ((Q X Q) \A), A= {(z,x) : x € Q}, ist. Dann gilt

Gy, x) = G(z,y).
Beweis. Fixiere x # y € Q. Definiere fiir 2z € Q
v(z) :=G(z,z) fiir z # x,

w(z) :=G(y,z) fur z #y.
Es gilt
Av(z) =0 fiir z # =,
Aw(z) =0 fiir z # g,
w=v=0 auf 0N.

Sei € > 0. Definiere Q. := Q\ (Bs(x) U B, (y)) Fiir hinreichend kleines € > 0 (was wir im folgenden

annehmen wollen) ist 9. € C!. Nach Annahme gilt v, w € C? (@)
Die 2. Greensche Formel liefert nun

P
- U@V waz/

Q.
e e [ e
a v@u wau Uau w@z/’
OB (x) 9Bc(y)

wobei wir mit v die duflere Normale an €2, bezeichnen.
Nahe z ist w glatt. Wir erhalten also da ¢ durch die Randwerte beschréankt ist

/%Udz <c- / v =c- / |G (z, 2)]

9B (x) OB (x) OB (x)
<c- / (2 — x)| dz+c- / lp(z,2)| d=z.
——
0B (z) OB (x) =beschrinkt
=I —0 fir e—0

Es gilt

I =2
ISC-E”_1~{Og€’ " 3’}—>0 fiir e — 0.
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Analog gilt fir | [ %w dz|. Es gilt also

0B:(y)
ov ow
0=1 —wW— —
5{% / v v + / v ov
9Bc(x) 9Be(y)
Durch Vergleich mit den Rechnungen aus dem Beweis von Theorem 3.1 sehen wir unter Beriicksich-

tigung der Tatsache, dass w und ¢ nahe z beschrankt sind und somit unsere inneren Abschitzungen
anwendbar sind,

. ov . 0
lim wa, = lim w(z) - 5, (= = 2) = p(z,2)) dS(2)
9B (z) OB, (x)
= lim w(z) al"( —1z)dS(z)
) v, 2o i
dB. ()
=w(z).
Wir schliefien also, dass w(x) = v(y) ist und somit folgt G(y,z) = G(z, y). O

Die Eindeutugkein der Greenschen Funktion folgt aus dem Maximumprinzip.

3.2. Greensche Funktion fiir eine Kreisscheibe. In diesem Anschnitt finden wir die Greensche
Funktion fiir Kreisscheibe.

Theorem 3.8. Die Greensche Funktion G fiir By ist

1 2- 2—
S =0
(2_n)wn(|y\ ), x
_ >3
1 B x R 2—n n =
W('y‘“"‘lzzly‘w ) v # 0.
G(z,y) = . "
%(bg ly| —log R), x=0
=2
1 || R "
— (1ogly — 2| —log |2y — = 0.
27r(Ogly o] —log |y m|x>7 T #

Beweis. Nach Debifinition 3.3 sollen wir eine Funktion ¢(x,y) finden, die (3.3) erfiillt. Wir be-
trachten n > 3. Fiir x = 0,

1 —-n
ro-y) = ly[>~".

(2 —n)w
Dann nehmen wir einfach

)

¢(0,y) = m o

fiir jede y € Br. Fiir z € Br/{0} setzen wir X = RQ#. X ist die Kelvin-Transformation von x
beziiglich der Sphére mit dem Raduis R. Es ist klar, dass X ¢ Bg. Dann ist I'(y — X ) harmonisch
fiir y € Br. Es folgt, dass

L lal, R (T
p(z,y) = m Ey - mfﬂ = (R) Iy — X)
harmonisch fiir y € Bp ist. Nach Definition von X gilt
[z R
RN

Daraus kann man zeigen, dass fiir y € 0Bp gilt

2l ly—al
3.7 2 ,
(8.7) R y-X|
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bzw.
||
—zl =Ny~ x).
ly — x| R ly — X|
Es folgt
Py —a)= Lo ! (R)Ml—(R)Mr(y—X)
(2—=n)wn [z —y[""2  (2—n)w, \ |z] ly — X |n=2 |z ’

fir alle € Bp\{0} und y € 0Bg. Dann nehemen wir
R n—2
p(w,y) = (m) Iy — X)),

fiir alle z € Bg\{0} und y € Br. Die Funktion ¢ ist die gesuchte Funktion. Der Beweis gilt auch

fir n = 2. O
Korollar 3.9. Sei G die Greensche Funktion fiir Br. Dann gilt
oG R? — |2|?
87(1.7?“/) = D on?
Vy UJ?LR|$ - y|

fiir alle x € B und y € 0BR.
Beweis. Eine direkte Berechnung mit (3.7). (Ubung) O
Definition 3.10 (Poisson-Kern). Die Funktion

heifit die Poisson-Kern.

Korollar 3.11 (Poisson Integralformel). Sei u € C?(Bg) N CY(Bg) harmonisch. Dann gilt
(3.8) u(z) = K(z,y)u(y)dS, Vx € Bp.
dBr
Beweis. Dies folgt direkt aus der Darstellungsformel (3.6). O

Lemma 3.12. Sei K(z,y) die Poisson-Kern. Dann gilt
(1) K(x,y) is glatt fiir alle x € Bg und y € OBR.

(2) K(x,y) > 0 fir alle x € Bg und y € 0Bg.

(3) fiir fest xg € OBr und 6 > 0,

lim K(x,y) =0 gleichmdfig in y € 0B\Bs(x).

z—xo,|z|<R

(4) AyK(xz,y) =0 fiir alle x € Br und y € 0Bg.
(5) [op, K(x,y)dS, =1 fir alle x € Bp.
Beweis. (1)-(4) folgen direkt von der Form der Poisson-Kern. Mit u = 1 liefert (3.8) die Aussage
(5). O
Theorem 3.13 (Poisson Integralformel). Sei ¢ eine stetige Funktion auf 0Bg und sei u definiert
durch
(3.9) u(z) = K(z,y)e(y)dS, Yz € Bg,

OBr
wobei K die Poisson-Kern ist. Dann u € C*°(Bg) und Au =0 in Bg. Weiter gilt

lim u(z) = ¢(xo), VYao € IBg.

r—rTo
Damit lasst u sich stetig auf Bg fortsetzen und ist die Losung u € C*(Bg) N C°(BR) von
Au = 0, in Bg,
u = ¢, auf0Bg.
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Beweis. Nach (1) und (4) in Lemma 3.12 kénnen wir leicht zeigen, dass die durch (3.9) definierte
Funktion u glatt und harmonisch in By ist. Wir sollen nur die Stetigkeit u € C°(Bg), oder genau

lim u(x) = ¢(z0), VYxo € OBR,

T—rTo

zeigen.
Sei zg € 0N einer feste, aber beliebige Punkt. Sei z € Br. Nach (5) in Lemma 3.12 erhalten wir
p(xo) = K(z,y)p(w0)dSy.
OBRr
Also
uz) —plwo) = | K(@y)(ely) = plzo))dSy = I+ 11,
R
wobei
[:/ o II:/ .
6BRﬁBg(wo) 8BR\BS(ZO)

fiir eine kleine positive Konstante §. Fiir beliebige ¢ > 0, wihlen wir 6 = §(e) > 0 so klein, dass

le(y) — e(zo)| <&
fiir alle y € 9Br N Bs(xo) gilt. Nach (2) und (5) in Lemma 3.12 erhalten wir

s | K(a,)pla) - plan)|ds < = [ K(r,y)dS <.
aBRﬁB(s(;vo) aBRﬁB5(JE0)

Setze M := maxpp,, |¢|- Nach (3) in Lemma 3.12 kénnen wir ein §’ > 0 finden, dass
€
K < -
(z,y) < oM T
fiir alle z € Br N By (29) und y € dBr\Bs(xo) gilt. Die Konstante ¢’ hiingt von £ und § = §(¢g),
dann nur von € ab. Es liefert

E
11 < / K (2, 9)(Jo(w)] + |¢(z0))dS, oM 1ds <,
OBRr\Bs(xo)

< =
~ 2Mw, R"! OBRrNBs(x0)
und dann

lu(z) — p(z0)| < 2¢
fir alle x € Bg N Bg/(xo). D.h.,

lim u(z) = ¢(z0), Vzo € IBg.

T—rTo

O

Fiir n = 2 benutzen wir die Polarkoordinaten mit x = (r cos ¥, rsind)) und y = (R cosn, Rsinn)

und erhalten
2

u(rcos?, rsind) = o K(r,9,n)p(Rcosn, Rsinn)dn,
0

wobei
R2 _ 7,,2

R2 —2Rrcos(d —n) + 12’
Als die erste Anwendung des Satzes haben wir

Theorem 3.14 (Harnack-Ungleichung). Sei u € C%(Bg(0)) N C°(Br(0)) harmonisch und nicht-
negativ. Leiten Sie aus der Poisson-Formel folgende Version einer Harnackungleichung her:

Rt a0 =0 = TRy 0)

K(r,9,n) =

u(0)

fir alle x € Br(0).
Beweis. Ubung d
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Korollar 3.15 (Satz von Liouville). Eine nach unten (oder nach oben) beschrinkte harmonische
Funktion u € C?(R"™) ist konstant.

Beweis. Ubung O
Als die zweite Anwendung des Satzes zeigen wir

Theorem 3.16 (Hebbarkeitssatz). Sei u harmonisch in BR\{0} und gelte

M@:{m%u» n=2,

, [ — 0.
ozPm), n>3, Cl

Dann besitzt u eine glatte harmonische Fortsetzung auf Br.

Beweis. OBdA nehmen wir an, dass u stetig in 0 < || < 2R. Sei v eine Losung von

—Av = 0, 1in Bpg
v = wu, aufdBg.

Die Existenz von v ist von Theorem 3.13 gesichert. Setze M := maxsp, |u|. Es ist klar, dass die
konstante Funktion +M harmonisch ist und —M < v < M auf 0Bp gilt. Nach dem Starken
Maximumprinzip (Theorem 2.13) gilt —M < v < M in Bpg, d.h.,,

|[v] <M in Bg.

Wir behaupten, dass u = v in Bg\{0}. Der Satz folgt klar aus der Behauptung. Um die Behauptung
zu zeigen, sitzen wir w = v — u in Bg\{0} und M, := maxyp, |w| fir alle r < R. Wir betrachten
nur den Fall n > 3. Der Fall n = 2 ist analog. Es ist offensichtlich, dass

n—2 n—2
! <w(z) < M, - i

M S =

—_ auf 0B, UJBgr
|x|n—2

gilt. Denn es gilt auf 9B, nach der Definition von M, und auf dBr wegen w = 0 auf 0 Bgr. Nochmal
benutzen wir Theorem 2.13 und erhalten

,r,n—2 ,r,n—2 )
—M, - W < ’LU(.’E) < M, - W, m BR\B'M
bzw.
’ 7,,77,72
w@)| <M T BR\B.

Da M, = maxyp, |[v —u| < maxgp, [v| + maxsp, |u| < M + maxypg, |u|, erhalten wir

2 1

‘x|n—2 + |x|n—2

lw(z)| < M - - (rm2 rggx|u\)7 in Bg\B;.

Nun fiir beliebige « € Bg\{0} nehemen wir r < |z| und lassen » — 0. Nach der Voraussetzung an
u erhalten wir w(z) = 0 fiir alle z € Bg\{0}. O
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4. PERRONVERFAHREN

Sei 2 C R" offen und beschrinkt, 90 € C?%, ¢ € C°(0). Wir wollen eine Funktion u €
C*>(Q)NC° (Q) finden, die das Randwertproblem
Au = 0 in Q,
u = ¢ aufdQ

16st.
4.1. Konvergenzsitze.

Theorem 4.1. Sei ) C R” offen, uy : Q@ — R eine Folge harmonischer Funktionen, die gleichmdfig
gegen u konvergiert. Dann ist u in Q harmonisch.

(Ubung)

Theorem 4.2. Sei Q C R"™ offen. Sei (uy) eine Folge harmonischer Funktionen, die auf jeder
kompakten Menge K C Q die Abschitzung |ux(x)| < c(K) erfillen. Dann gibt es eine Teilfolge der

(ug), die in CE,(Q) konvergiert. Der Grenzwert u ist eine glatte harmonische Funktion.

Beweis. Aufgrund der inneren Abschétzungen fiir harmonische Funktionen, Theorem 2.19, gibt es
fiir jedes K C ) eine Umgebung U mit

KcU=K.={zeQ:dist(z,K) <e} €9
fiir ein € > 0, so dass [lug|lc1y < ¢ (l,n, U, Q,c (U)) gilt. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli gibt
es daher eine in K/, gleichmissig konvergente Teilfolge. Wir nehmen daher ohne Einschréinkung
an, dass uy in U gleichmiissig gegen eine stetige Funktion u konvergiert. Der Limes u ist aufgrund

der gleichméfligen Konvergenz in K., 4 harmonisch. Mit Hilfe eines Diagonalfolgenarguments in K
folgt die Behauptung. O

Korollar 4.3. Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Sei uj : & — R eine Folge von Funktionen
u € C° (ﬁ), die in Q harmonisch sind. Gelte ux, = @i auf 02. Konvergieren die Funktionen ¢y,
auf O gleichmdfig gegen eine Funktion @, so konvergieren die Funktionen uy in Q gleichmifig
gegen eine Funktion u € C*>(Q) N CY (), die in Q harmonisch ist.

Beweis. Aufgrund der gleichméBigen Konvergenz ¢ = ¢ auf 02 und des Maximumprinzips folgt,
dass ur = u in Q gilt. Die Funktion u ist in € harmonisch und damit auch glatt. U

Theorem 4.4 (Harnacksches Konvergenztheorem). Sei Q C R™ offen und zusammenhdngend. Sei
ug eine monoton wachsende Folge harmonischer Funktionen. Seiy € Q und sei ug(y) gleichmdfig
beschrinkt. Sei Q' € Q. Dann konvergiert uy, auf Q' gegen eine harmonische Funktion.

Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass ' zusammenhingend ist und y € Q' gilt. Sei
€ > 0. Dann existiert ein N, so dass fir m >1> N

0 <um(y) —u(y) <e
gilt. Aufgrund der Harnackungleichung, Theorem 2.22 folgt
SUp |t — ug| < (', Q) - .
Q/

Somit konvergiert uy auf ' gegen w. Also ist u in £’ harmonisch. O

Theorem 4.5. Sei Q C R™ offen. Seien uy harmonische Funktionen, die in ClOOC(Q) gegen eine
Funktion u : Q — R konvergieren. Dann konvergiert uy — u in C!, ().

Beweis. Auf kompakten Teilmengen von €2 sind die Funktionen wuy gleichméBig beschrénkt. Auf-
grund der inneren Abschitzungen und nach Arzela-Ascoli gibt es daher eine Teilfolge, die fiir
beliebiges [ € N in C}, . gegen u konvergiert.

Falls nicht die gesamte Folge in Cf_ gegen u konvergiert, gibt es ' € Q und £ > 0, so dass
fiir eine nicht umbenannte Teilfolge |ug — ul[c1(o) > € gilt. Aufgrund der inneren Abschitzungen
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und Arzela-Ascoli konvergiert aber auch eine Teilfolge dieser , Gegenbeispielfolge® in C!(Q') fiir
beliebiges [ € N. Wegen der Clooc—Konvergenz ist w auch der Grenzwert dieser Teilfolge. Dies

widerspricht aber der Voraussetzung ||ur — ullci(y > €. Somit konvergiert bereits die gesamte
Folge. U

4.2. C%-subharmonische Funktionen.

Definition 4.6. Sei 2 C R"™ offen.

(i) u € C?(Q) heifit
e harmonisch, falls —Au = 0,
e subharmonisch, falls —Au < 0,
e superharmonisch, falls —Awu > 0.
(i) u e C°(9Q) heifit
e subharmonisch, falls fiir jede Kugel B,(x) € Q und jede harmonische Funktion h :
C?(B,(z))nC° (Br(x)> mit uw < h auf 9B, (x) auch u < h in B,(x) folgt.
e superharmonisch, falls —u subharmonisch ist.
e harmonisch, falls © subharmonisch und superharmonisch ist.

Kurzfristig werden wir diese Eigenschaften mit C2-subharmonisch und C°-subharmonisch unter-
schiedlich bezeichnen.

Lemma 4.7.

(i) Eine C%-subharmonische Funktion ist auch C°-subharmonisch.
(ii) Eine C°-subharmonische Funktion erfiillt die Mittelwerteigenschaften

OB, (x)

falls By(z) € Q.
(i1i) Die neue Definition harmonischer Funktionen ist dquivalent zu den bisherigen.

Beweis.
(i) Dies folgt direkt aus dem Maximumprinzip, Theorem 2.25.
(ii) Sei h € C*°(B,(z))NC° (m) C?-harmonisch und u = h auf dB,.(x). Dann ist k durch die
Poissonsche Darstellungsformel, siche Theorem 3.13, gegeben und diese liefert h(z) = k.

0By ()
Daher folgt

u(z) <h(z) = h = u,
OB, (z) OB, (z)
u(x) / 1< / u
OB, (z) OB, (z)

und nach Integration von 0 bis r erhalten wir

u(@) - |By(2)] < / "

B, (x)
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(iii) Es gilt: Ist eine Funktion C°-harmonisch, so erfiillt sie die Mittelwerteigenschaft. Demnach ist
sie von der Klasse C?2. Also ist sie auch C?-harmonisch. Da schlieBlich eine C2-harmonische
Funktion aufgrund des Maximumprinzips auch C°-harmonisch ist, sind alle diese Definitionen
fiir harmonische Funktionen &dquivalent.

O

Lemma 4.8. Sei 2 C R™ offen und u : Q@ — R sei subharmonisch.

(i) Dann erfillt w das starke Maximumprinzip in Q, d.h. falls es einen Punkt xg € Q mit
u(xzg) = supu gibt, so ist u in der Zusammenhangskomponente von xo konstant.
Q

(ii) Seien u, v € CY (ﬁ) Sei 0 zusammenhdngend, v superharmonisch und es gelte uw = v auf
09, so gilt entweder u < v in Q oder u = v in Q und beide Funktionen sind harmonisch.

Wir spezifizieren hier nicht genauer, welche Definition von subharmonisch wir voraussetzen, da
die Aussage insbesondere fiir C°-subharmonische Funktionen gilt.

Beweis.
(i) Benutze die Mittelwerteigenschaft.
(ii) v und —v sind subharmonisch.
Da das Dirichletproblem auf B, (z) fiir stetige Randwerte eine Losung h € C*°(B,(x)) N

CcO (BT (m)) besitzt, geniigt es, in der Definition von C°-harmonischen Funktionen, die har-

monische Funktion mit « = h auf 0B, (x) zu betrachten.

Durch Addition der beiden harmonischen Fortsetzungen der Randwerte (die gleich der
harmonischen Fortsetzung der Summe der Randwerte ist) sehen wir, dass u—wv subharmonisch
ist. Es gilt © — v = 0 auf 9. Wir kénnen nun den ersten Teil anwenden und erhalten die
Behauptung.

O
Korollar 4.9. Sei Q C R"™ offen, u € C°(Q) erfiille eine der Mittelwerteigenschaften

u(z) < ][u oder wu(z) < ][ u

By (z) 9B, (x)

fiir alle Kugeln B,.(z) @ Q. Dann ist u auch C°-subharmonisch.

Beweis. Sei B.(r) € Q und h die C%-harmonische Fortsetzung der Randwerte u|pp, . u — h erfiillt
dieselbe Mittelwerteigenschaft wie u. Der Beweis von Lemma 4.8 (i) benutzt nur die Mittelwer-
teigenschaft. Somit erfiillt v das Maximumprinzip. Es folgt © — h < 0 in B,.(z). Also ist u auch
CP-subharmonisch. O

Bemerkung 4.10. Ist u eine C°-subharmonische Funktion, so gilt aufgrund der Poissonschen
Darstellungsformel auch die Mittelwertungleichung mit Sphéren. Integrieren wir diese, so erhalten
wir die Mittelwerteigenschaft fiir Kugeln. Daher sind diese drei Definitionen #quivalent.

Lemma 4.11 (Harmonische Ersetzung (Liftung)). Sei Q@ C R™ offen. Sei u : Q& — R subharmo-
nisch und B € Q eine Kugel. Sei @ : B — R die harmonische Funktion mit T = u auf 0B.
Wir definieren die harmonische Ersetzung von u in B durch
U €B
u(z), =x€\B.
Dann ist U in 0 (C°-)subharmonisch.

Beweis. Sei B’ € Q) eine Kugel. Sei h harmonisch in B’ und U < h auf 9B’. Wir wollen nachweisen,
dass U < h in B’ gilt.

Die Funktion « ist subharmonisch. Somit gilt v < U in €2 (und insbesondere in B). Wir benutzen
die Annahme U < h auf 0B’ und erhalten u < U < h auf dB’. Da u subharmonisch ist, erhalten
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wir u < h in B’. Nach Definition von U folgt also U < h in B’\ B. Insbesondere gilt daher
U < h auf 90BN B’ und somit U < h auf (B N B’). h und U sind harmonische Funktionen, wir
schlieflen also, dass U < h in B N B’ gilt. Insgesamt erhalten wir also U < h in B’. Also ist U
subharmonisch. O

Lemma 4.12. Sei Q C R™ offen. Seien uq,...,uy in Q subharmonisch. Dann ist auch
u(z) := max{ui(x),...,un(x)}
in Q0 subharmonisch.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition von ,,subharmonisch“. (Ubung) O

Definition 4.13. (i) Sei 2 C R offen und beschrénkt, ¢ € L°°(0€2). Dann heifit u € C° (Q) eine
Subfunktion oder Sublosung (fiir den Laplaceoperator —A), wenn u subharmonisch ist und u < ¢
auf 0} gilt.

(ii) Superfunktionen sind analog definiert.

Bemerkung 4.14. (i) Fiir gegebenes ¢ € L>(0Q) sind Subfunktionen aufgrund des Maximum-
prinzips kleiner als Superfunktionen.
(ii) Sei ¢; > sup ¢, dann ist u(x) = ¢; eine Superfunktion. Sei ¢y < ianﬂf o, dann ist u(z) = ¢y
o0

eine Subfunktion.

4.3. Das Perronverfahren.

Theorem 4.15. Sei 2 C R™ offen und beschrinkt. Sei ¢ € L™ (0%). Sei
Sy 1= {u ec? (ﬁ) 1w ist Subfunktion beziiglich Lp} .

Definiere

u(z) == sup v(z).
vES,

Dann ist u in § harmonisch.
Beweis. Aufgrund des Maximumprinzips erfiillt v € S, die Ungleichung v < sup ¢. Nach Lemma
o0

4.12 und Bemerkung 4.14 brauchen wir nur Funktionen v € S, mit v > inf ¢ zu betrachten, da
max{v,inf ¢} € S, gilt. Diese C°-Schranken erlauben es spiter, die inneren Abschétzungen fiir
harmonische Funktionen zu verwenden.

Sei y € Q beliebig. Nach Definition von u existiert eine (von y abhéngige) Folge v;, v; € Sy,
so dass v;(y) = u(y). Sei R > 0, so dass B = Br(y) € Q. Sei V; die harmonische Ersetzung von
v; beziiglich B wie in Lemma 4.11. Es gilt V; € S,,. Die Funktion v; ist subharmonisch. Also gilt
v; < V;. Nach Definition von w gilt also V;(y) — u(y).

Die Funktionen V; sind nun in B harmonisch und aufgrund der inneren Abschéitzungen fiir
Ableitungen harmonischer Funktionen konvergiert eine Teilfolge V;, auf jeder Kugel B,(y), p < R,
gleichmiflig gegen eine in B harmonische Funktion v. Vergleiche dazu nochmals Theorem 4.2.

Nach Definition von u gilt daher v < u. Es gilt auch v(y) = u(y). Wir behaupten nun, dass in
B sogar u = v gilt: Angenommen es gibt ein z € B mit v(z) < u(z). Dann gibt es @ € S, so
dass v(z) < w(z). Definiere wy, := max{7@, V;, }. Es gilt wy € S,. Bezeichne mit W}, die zugehétrigen
harmonischen Ersetzungen in B. Dann gilt

Wi >w, >V, —v.
—
iny
Wie oben existiert eine Teilfolge der Wy, die in B gegen eine harmonische Funktion w konvergiert.
Dann gilt in B die Ungleichung v < w < u. Andererseits ist v(y) = w(y) = u(y). Da v und w
in B harmonische Funktionen sind, gilt aufgrund des Maximumprinzips v = w in B. Dies ist ein
Widerspruch, da
v(z) <u(z) < wk(z) < Wi(z) = w(z) = v(z).
Somit gilt v = v in B und w ist in  harmonisch. d
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Bemerkung 4.16. Sei 2 C R™ offen und beschrénkt. Existiert eine Losung u € C?(Q) N C° (Q)
des Dirichletproblems
Au = 0 in{,
u = ¢ auf 09,
so ist u gerade die Perronlésung, die wir in Theorem 4.15 konstruiert haben.
I. a. ist nicht klar, ob die Perronlésung die Randbedingung erfiillt.

Beweis. Wir beweisen nur, dass u die Perronlésung ist. Es gilt u € S,. Sei w € S,. Dann folgt
aufgrund des Maximumprinzips, dass w < u ist. Die Behauptung folgt. O

Beispiel 4.17. Sei B C R"(n > 3) die Einheitskugel, ¢ > 0. Wir zeigen, dass u. : B — R:

v [l =1, e< el <1
-1, lz] <e
in B subharmonisch sind. o
Sei B’ CC B eine Kugel, h € C?*(B") N C°(B’) in B’ harmonisch, h > u. auf dB’. Sicher gilt,
indem man ggfs. ein hinreichend kleines Loch um 0 aus B’ herausschneidet:

h > — |22 — 1)

g2-n — 1(

in B’, man vergleiche beide harmonischen Funktionen in B\ Bs(0). Die Ungleichung h > —1 ist
wegen hjgpr > uc|ppr > —1 aber evident. Insgesamt haben wir h > u. in B
Betrachten wir nun Q = B\{0}, ¢ : 0Q — R:

_Jo, lz| =1
L -1, z=0

ist sicher stetig. uc|o sind geméfl Obigem Unterfunktionen zu . Fiir ¢ — 0 ist aber punktweise
fiir  # 0: lim._,g uc(z) = 0 . d.h. das in Satz 4.15 bestimmte w ist

0, B\{0},
-1, z=0.
Die Randdaten ¢ werden im Randpunkt 0 nicht stetig angenommen. (Mit dieser Methode kann

man sogar die Unlosbarkeit zeigen: harmonische Funktionen liegen iiber den Subharmonischen.
vgl. Bemerkung 4.16).

4.4. Barrieren und Randwerte. Mit Hilfe von Barrieren zeigen wir nun, dass die Perronlésung
stetige Randwerte auf hinreichend reguléren Gebieten tatséchlich annimmt.

Definition 4.18 (Barriere). Sei & € 952. Eine Funktion w € C° (ﬁ), w = we, heifit Barriere fir £
relativ zu §2, falls

(i) w in Q superharmonisch ist,

(i) w(¢) =0und w > 0in Q\ {£} gelten.

Bemerkung 4.19. Erfiillt w die Bedingungen von Definition 4.18 in einer Umgebung von &, so
gibt es eine Barriere fiir £ relativ zu Q.
Beweis. Sei Definition 4.18 in QN B,.(§), r > 0, erfiillt. Sei m := inf w > 0. Dann ist

(Br(O)\Br/2(£))NQ
leicht einzusehen, dass

T(x) = min{m,w(x)}, x € QQBT/Q(O,
m, r € Q\ B, s(&)

eine Barriere fiir £ relativ zu 2 ist. H

Die Existenz einer Barriere ist also eine lokale Eigenschaft des Randes. Definiere daher
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Definition 4.20. Ein Randpunkt heifit regulir (beziiglich des Laplaceoperators), falls es eine
Barriere zu diesem Punkt gibt.

Lemma 4.21. Sei Q C R"™ offen und beschrdinkt. Sei u eine mittels Perronverfahren konstruierte
Lésung, sei & ein regulirer Randpunkt von  und sei ¢ in & stetig. Dann gilt u(xz) — @(§) fir
x—E.

Beweis. Seie > 0. Definiere M := sup |¢|. Sei w eine Barriere fiir £. Aufgrund der Stetigkeit von ¢
existiert ein § > 0, so dass |¢(z) — ()| < € fiir |z —&| < J gilt. Fixiere k > 0, so dass kw(z) > 2M
fiir |z —¢&| > 4 gilt.

Nun ist ¢(&) + & + kw eine Superfunktion und ¢(§) — e — kw eine Subfunktion. Nach Definition
von u gilt p(§) — e — kw(x) < u(z). Da eine Superfunktion iiber einer Sublésung liegt, gilt auch
u(z) < (&) + e+ kw(z). Insgesamt folgt also |u(x) —p(§)| < e+ kw(x). Fiir z — & folgt w(z) — 0.

Da € > 0 beliebig war, erhalten wir also u(x) — ¢(§) fir © — &. O
Theorem 4.22. Sei Q C R™ offen und beschrdnkt. Dann ist das Dirichletproblem
Au = 0 in,
u = ¢ auf 0

fiir beliebiges ¢ € C°(0) genau dann in C*(Q)NC° (Q) losbar, wenn jeder Randpunkt regulir ist.

Beweis. ,,<=": Sei jeder Randpunkt regulér. Dann kénnen wir Lemma 4.21 anwenden und erhal-
ten, dass die Perronlosung die Randbedingung erfiillt und bis zum Rand stetig ist.
»=—"“: Die Losung zu ¢(z) = |z — | ist eine Barriere zu £ € 99. O

Eine Beispiel des irreguléren Gebiets findet man in [Jost] s. 76.

Definition 4.23. (i) Sei 2 C R" offen. Dann erfiillt 2 eine duffere Kugelbedingung, falls fiir jedes
x € 9N eine Kugel B existiert, so dass {x} = BN gilt.

(ii) 2 erfiillt eine gleichmdfige Kugelbedingung, falls fiir alle € 99 Kugeln mit gleichem Radius
verwendet werden kénnen.

Lemma 4.24. Erfiille Q in € eine duflere Kugelbedingung, {£} = Br(y) N Q. Dann ist
{R2_" —lz—y>™, n>3,
w(z) =

log%, n=2

eine Barriere fir £ € 0f).

Beweis. Klar. O
4.5. Existenzsitze.

Lemma 4.25. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 9Q € C?. Dann erfiillt Q eine dufere Kugelbe-
dingung.

Proof. Ubung. O

Theorem 4.26. Sei Q0 C R" offen und beschrinkt, 90 € C?. Sei ¢ € C°(0N). Dann existiert
genau eine Losung u € C*(Q)NC° (Q) zu
Au = 0 inQQ,
u = ¢ auf 0.
Beweis. Sei u die Perronlésung. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip. O
Theorem 4.27. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 92 € C2. Sei p € C°(09), f € C? (R™). Dann
existiert genau eine Losung u € C*(Q) N C° (Q) zu

{Auzf in Q,

(4-1) U= auf 0NQ.
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Beweis. Sei v € C? (R") eine Lésung zu
Av=f in R".

(v ist nicht eindeutig bestimmt, aber das macht nichts.) Sei w € C?(Q) N C° (ﬁ) eine Losung zu

Aw =0 in Q,
w=¢—v auf dN.

Dann 16st u := w + v das Randwertproblem (4.1). Die Eindeutigkeitsaussage folgt direkt aus dem
Maximumprinzip. O

4.6. Das Potenzial.

Definition 4.28. Seien Q2 C R” offen und beschrénkt und f : @ — R beschrénkt. Das Newtonsche
Potential von f ist definiert durch

wy(z) = /Q Pz —1)f(s)dy, =e€R

wobei I' die Fundamentallsung ist.

Erinnere
1

|z —yn=t

1
VI (z —y) ~ VI(z —y) ~ |

x—y|m
Lemma 4.29. Seien Q0 C R" offen und beschrinkt, f : & — R beschrinkt und w = wys das

Newtonsche Potential von f. Ist f € C*=Y(Q) fiir ein k > 2 (k € Z). Dann gilt w € C*(Q) und
Aw = f in Q. Weiter ist w glatt, falls f glat ist.

Proof. Zunéchst betrachten wir den Fall, dass f einen kompakten Tréager in 2 besitzt. D.h.,
supp f C Q. Fiir jede z €  gilt

w(@)= [ T sy

Wenden wir die Substitutionsformel mit z = y — = an und erhalten
w(z) = / I'(z)f(z + x)dz.
Da f mindestens C? ist, gilt
wy,(x) = / T(2) fo,(z + x)dz z/ T(2)f.;(z + x)dz
- / L., (2)f(z +2)d=.
Fiir f € C*~1(Q) kann man zeigen
D0y, w(x) = —/ I.,(2)DS f(z + x)dz

fiir alle v € Z" mit || <k — 1. Also w € C*(Q). Weiter ist f glatt in €2, so ist w.
Nun berechnen wir Af, falls f mindestens C! ist. Wir haben

Zwm ml / Zrml le Z-I-LC)

N _shg%/n\g ZF% Jeilz + 2z

€ =1

Aw(z)
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Da f(- + ) einen kompaktem Triiger besitzt, gilt
or

Aw(r) = —lim . ;in(z)fzi(zﬂLx)dZ = —lim o, v (2)f(z + x)d=
= lim ai(z)f(z—kx)dz

e=0 Jop. or
1 .
= oiin o f(z+2)dz = f(z).

Allgemeiner betrachten wir eine Umgebung von zp € Q. Setze 0 < r < dist(zg,9Q) und be-
trachte eine Funktion ¢ € C§°(B,(20)) mit ¢ = 1 in B, 3(2). Somit kénnen wir die Funktion w
so schreiben:

w(z) = /QF(w =)= eW)f(y)dy + /Q Iz —y)e)f(y)dy, zeR"
= wi(z) + wa(x).
da ¢ = 1in B, /3(w), besitzt das erste Integral keine Singularititen, falls x € B, 4(70). Es folgt,
dass wy glatt in B, 4(2o) ist und Aw; = 0. Fiir das zweite Integral ist o f a C*~'_Funktion mit
kompaktem Triger. Es folgt wy is in C*(2) und Aws = ¢f. Daraus folgt w is C*-Funktion in
B, /4(0) und

fiir jede = € B, /4(z0)- O
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5. MAXIMUMPRINZIP UND APRIORI ABSCHATZUNGEN

In diesem Kapital untersuchen wir das Maximum Prinzip und apriori Abschétzungen

5.1. apriori Abschitzungen der Poisonn-Gleichung. In diesem Abschnitt untersuchen wir
die Poisonn-Gleichung

—Au=f

Lemma 5.1 (Eindeutigkeit). Sei 2 ein beschrinktes Gebiet in R™. Dann fiir jede f € C(2) und
p € C(09), existiert hichstens eine Lisung u € C?(Q) N C(Q) von dem Randwertproblem

—Au = f, inQ
u = @, auf .

Theorem 5.2. Sei Q) ein beschrinktes Gebiet in R", f € C(Q) und p € C(09Q). Sei u € C?(Q) N
C(Q) eine Lisung von dem Randwertproblem

—Au = f, inQ
u = @, auf o

Dann gilt
sup [u] < max|o| + C'sup |1,
Q 9 Q

wobei C' eine positive Konstante ist, die nur von n und diam(Q2) abhdngt.
Beweis. Setze F' = supg | f| und ® = maxagq |¢|. Dann gilt

—A(xu) = xf<F, inQ
tu = £p <P, auf o

OBdA kénnen wir annehmen, dass 2 C Bp fiir ein R > 0. Setze

_ Eo 2
v(z) =0+ 2n(R |z]%), Vo € €.

Dann erhalten wir

—Av = —F, in{
v > auf 09).

Betrachte w4 = +u — v. Wir haben
—Awy in Q
w4 0, auf 09Q.

INIA

Nach Satz 2.25 gilt

bzw

O

Mit zusitzlicher Bedingungen vom Rand, kénnen wir die Abschétzung verbessern. Fiir jede
Kugel B in R”, definieren wir

dy = dist (z,0B).
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Lemma 5.3. Sei f € C(B) mit

sup d2 7| f(z)| < 0,
reB

fiir ein B € (0,1). Sei u € C(B) N C?(B) eine Lisung von

—Au = f, inQ

u = 0, aufdf.
Dann gilt
supd, P lu(x)| < Csupd?~P|f(z)|, Vx € B,
B B

wobei C > 0 nur von n und B abhdngt.
Beweis. OBdA, nehmen wir B = Bg und

N := sup d>7P|f(z)] < oc.
r€EBR

Setze
v(z) = (R* —[a]*)".
Eine direkte Berechnung liefert
—Av =28(R? — |2[*)7"{n(R® —||*) +2(1 - B)[«[*}.
Fiir |z| > R, gilt
n(R? — |z*) +2(1 = B)[z|* = 2(1 - B)(R* — |2[*) +2(1 - B)|z|* = 2(1 - B)R?,
dan > 2(1 — f3). Also, erhalten wir
~Av > 45(1 - BR*(R® —|af*)"?
B = BIR"(R — |a)) " {4R* (R + |2))~%}

> B(L-HR(R— |z)"7,
da
ARPP(R+|2))P 2 = 4(1+ %)‘H > 1.
Wir bemerken, dass d, = R — |z| fiir € Br. Dann haben wir
~A(*u) = +f<Nd??=N(R-|z])P?
= {80 -BR"}INB( - BRI(R — |x])"
< —{B(1-B)R°}'NAw.
Es liefert

~A(fu—{B(1 - B)RP}"'Nv) < 0, in Bg,
{ +u—{B(1-B)RP}"'Nv < 0, aufdB.
Nach Theorem 2.13 gilt
+u — {B(1 - B)RP}'Nv <0, in B.
Also
u(@)] < {B(1 - )R} 'Nv={B(1 - B)R"}7IN(R* — |af*)”

-5 2B
281 - B)) N (R |y T
_ 2 5
- Ba-p

Bemerkung 5.4. Wir haben einige Bemerkungen {iber Theorem 5.2 und Lemma 5.3.

<2{B(1-B)} 'N(R—|z|)’

33
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(1) Wir nennen die Abschétzungen in Theorem 5.2 und Lemma 5.3 apriori Abschitzungen.
Das heiflt, wir nehemen an, dass die Losung schon existiert, und dann wir die passende
Norm von der Losung durch vorgegebenen Datei herleiten. Die apriori Abschétzungen
herzuleiten ist der erste Schritt fiir die Untersuchung der Existenz der Losungen einer
partiellen Differentialgleichung.

(2) Eine passende Norm fiir die Abschétzungen zu finden ist auch sehr wichtig. Sehen Sie das
folgende Beispiel.

Beispiel 5.5. Sei f eine Funktion in B; C R? definiert durch

2 2
T5 — Tf 2 1
\2 0
{<—log|m|>1/2 +4(—10g|ac>3/2}’ 770,

0, z=0

Dann ist f stetig in B;. Betrachte
(5.1) —Au=f in Bj.
Definiere

u(z) =
0, =0
Dann gilt u € C(B1)NC>(B;1\{0}). Eine direkte Berechnung zeigt, dass u die Gleichung —Au = f
in B1\{0} erfiillt und

{ (xi - (Eg)(— 10g ‘$|)1/2, Va 7é 07

lim uy, ., (z) = oco.
z—0

Also, u ist nicht in C?(Bj). Nun wir zeigen, dass (5.1) fiir diese gewiihlte stetige Funktion f
keine C? Losung besitzt. Angenommen, dass v € C?(By) eine Losung von (5.1) ist. Fiir ein feste
R € (0,1) ist w := u — v harmonisch in Bg\{0}. Da u € C(Bgr) und v € C%(Bg), ist w stetig in
Bpg. Nach Theorem 3.16 ist w harmonisch und dann C? in B;. Insbesondere ist u auch C? in By,
ein Widerspruch. (]

5.2. Schwaches Maximumprinzip. In diesem Abschnitt, sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet,
untersuchen wir ein Operator under folgender Bedingungen:

Begingungen 5.6. Seien a;j, b; und c beschrinkte, stetige Funktionen in @ mit a;; = aj;. Wir
untersuchen folgenden Operatoren

(5.2) Lu= Z aij(??ju + Z bidju+cu in ,
i,j=1 i=1
fiir u € C?(R).
Definition 5.7 (Elliptizitit). Der operator heifit strikt elliptisch in €, falls gilt
(5.3) > i€y > Mg fiir alle z € Q und € € R",
i,j=1
fiir eine Konstante A > 0. Die Konstante A heifit die elliptizitdtskonstante.
Der operator heifit gleichmdfig elliptisch in Q, falls gilt

(5.4) NEP <) aig&igy < AP fiir alle z € Q und € € R",
ij=1
fiir Konstante A > 0 und A > 0.
Definition 5.8 (Sublésung). Fiir eine stetige Funkiton f in 2 heifit eine C?-Funktion u Subldsung

oder Unterlosung von —Lu = f, falls

—Lu<f inQ.
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Fiir eine stetige Funkiton f in Q heiBt eine C2-Funktion u Superlésung oder Oberlisung von
—Lu = f, falls
—Lu>f in Q.

Wir setzen ut := max{u,0} die nicht-negative Teile von w.

Theorem 5.9 (Schwaches Maximumprinzip). Sei @ C R™ ein beschrinktes Gebiet in R"™ und L
ein strikt elliptischer Operator mit Bedingungen 5.6. Sei u € C?(Q)NC(Q) eine Unterlosung, d.h.,
—Lu <0 in Q mit

(5.5) c<0 in Q.

Dann nimmt u ihres nicht-negatives Mazimum am Rand, d.h,
max u < max ut.
a EY)

Beweis. Schritt 1. Wir untersuchen erste den folgenden Fall:
—Lu < 0in Q.
Angenommen, dass u in xg € {2 ihres nicht-negatives maximum annimmt. Dann erhalten wir, dass
u(zg) > 0, Dyu(zo) = 0 und die Hesse-Matrix V?u(zo) negativ semi-definite ist. Da A := (a;;(x0))
nach der Voraussetzung positiv definite ist, gilt tr(AVu(zo)) < 0, d.h.,
n

Z Q5 (.Z‘Q)V%U(Z‘o) S 0.

i,j=1
Es lierfert

*LU(IBO) = *{ Z aijafju + bﬁiu(:z:g) + C($0)U(.’E0)} Z 0.
i,j=1
Ein Widerspruch!
Schritt 2. Nun betrachten wir den allgemeinen Fall. Fiir £ > 0 betrachte

Hx
)

w(z) =u+ee
wobei p is eine positive Konstante, die wir spéat wéihlen werden. Eine direkte Berechnung ergibt
sich

—Lw = —{Lu+ e’ (ay1p® + bip+ ¢) } < —ee" (a1 p® + bip+ c).
da b; und c beschénkt sind und a;; > A > 0, kénnen wir g > 0 so wéhlen, dass

au,u2+b1u+c>0 in Q

gilt. Nach Schnitte 1 gilt

maxw < maxwt.
Q o9

Daraus folgt
supu < supw < maxw’ < maxut + £ max et1.
o Q ]9) o0 o0

Der Grenziibergang € — 0 lierfert

supu < maxut.
o0

Q

Bemerkung 5.10. Falls ¢ = 0 in den obigen Satz, dann gilt

maxu < max .
Q 00

Korollar 5.11. Seic < 0. Seien u € C2(Q) N C(Q) mit —Lu < 0 in Q und u < 0 auf 0. Dann
gilt u <0 in Q.

Korollar 5.12 (Vergleichsprinzip). Sei ¢ < 0. Seien u,v € C?(Q) N C(Q) mit —Lu < —Lv in
und u < v auf 0. Dann gilt u < v in .
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Beweis. Die Differenz w = u — v erfiillt —Lw < 0 in Q und w < 0 auf 9. Nach Korollar 5.11 gilt

w < 0in Q. O
Das Vergleichsprinzip rechtfertigt die Name der Sublésung.

Bemerkung 5.13. Under der Bedingung

—Lu
u
Korollar 5.14 (Eindeutigkeit). Seic¢ <0 in Q. Fir f € C(Q) und ¢ € C(0N) existiert hichstens

eine Losung u € C*(2) N C(Q) von

—Lu = f, nQQ,
u = ¢  auf 0.

c<0in Q
gilt
—Lv inQ
v auf 00

INIA

}:>u§vinQ.

Bemerkung 5.15. 1. Die Eindeutigkeit, und auch das Maximumprinzip, gilt i. A. nicht fiir un-
beschrinkten Gebiete.

Betrachte
—Au = 0, inQ,
u = 0 auf 0.
in Q = R™\B;. Eine nichttriviale Losung ist gegeben durch
log |z, falls n = 2,
U(l‘) = 2—n
|z|“~" =1, fallsn > 3.

2. Die Eindeutigkeit, und auch das Maximumprinzip, gilt i. A. auch nicht fiir ¢ > 0.
Betrachte Q@ = (0,7) x -+ x (0,7) C R"™ und

n
u(z) = H sin z;.
i=1
Dann ist u eine nichttriviale Losung von

—(Au+nu) = 0, inQ,
u = 0 auf 0Q
mit ¢ = n > 0. Eigentlich ist n die Eigenwert von —A mit der Dirichletrandbedingung.

5.3. Starkes Maximumprinzip.

Theorem 5.16 (Hopf-Lemma). Sei Q = B eine Kugel in R™ mit zy € 0B. Sei c(x) < 0 in
B. Seiu € C*(B) N CY(B) eine Unterlésung von —Lu = 0, d.h., —Lu < 0 in B. Weiter gelten
u(x) < u(xg) fir alle x € B und u(xg) > 0. Dann gilt

ou
5(930) >0,

wobei v die duflere Normale von B an xq ist.

Beweis. Aus die Voraussetzung u(z) < u(zo) fiir alle z € B, gilt u(z) < u(wxo) fiir alle € B.
OBdA annemhen wir an, dass B = Bp fiir ein R > 0. Aus der Stetigkeit von v in B gilt
u(x) < u(zg) fiir alle z € Bp.
Fiir positive Konstante p und e setzen wir
v(z) = u(zr) — u(zg) + cw(x)
mit
‘2

w(z) = e Ml — e HE
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Wir betrachten w und v in Q := Bg\Bp /2 Eine direkte Berechnung liefert

Lw = e #al {4u22a”xlatj 2uZa”—2quxl+c}—ce RR?

e Hlal® {4M2Za”x xj — 2M2a“—2u2b xz+c}

da ¢ < 0in Q. Aus der Elliptizitit haben wir

v

RZ
Zaij(x)xixj > Naz|? > AT >0 in Q.

Es liefert
2
Lw > el {U?AR? — 2 E (aji +biz;))+c} >0 inQ,

wenn wir g hinreichend grofl withlen. Da ¢(z) < 0 in Q und u(xg) > 0, gilt
—Lv=—Lu—¢elw+ cu(zg) <0 inQ
fiir alle ¢ > 0. Der Rand von €2, 99, hat zwei Komponente. Auf 0Bg/, gilt nach Voraussetzung
u— u(xg) < 0. Bei der Stetigkeit haben wir
u—u(zo) < —e auf IBg/s

fiir eine kleine € > 0. Da w < 1 auf dBg/2, haben wir v < 0 auf dBpg/; fiir diese kleine . Auf OBgr
ist es leicht zu sehen, dass v < 0 gilt, denn w = 0 auf 0Bg. Das schwache Maximumprinzip liefert
v < 0in Q. Da v(zg) = 0, ist 2 einer maximale Punkt von v. Es folgt

ov

g(xo) > 07

bzw.

O

Definition 5.17 (Kugelbedingungen). Fiir Q, eine innere Kugelbedingung in xo € 092 bedeutet es
eine Kugel B C () derart existiert, so dass zg € 0B.
Fiir Q, eine duflere Kugelbedingung in z, € 02 bedeutet es eine Kugel B derart existiert, so dass

QQB:(ZL QQEZ{(EQ}
gilt.
Bemerkung 5.18. Theorem 5.16 gilt fiir jedes beschiinktes C''-Gebiet, das die innere Kugelbe-
dingung in x¢ € 0N erfiillt.

Theorem 5.19 (Starkes Maximumprinzip). Sei ¢ < 0 und L strikt elliptisch. Sei u € C?(Q)n
CL(Q) eine Unterlésung von —Lu = 0, d.h., —Lu < 0 in Q. Dann u nimmt ihr nicht negatives
Mazimum nur am Rand 0S), ansonst ist u konstant.

Beweis. Sei M das Maximum von w in £ und setze
D :={z e Q|u(x)=M}.

Wir zeigen, dass D = () oder D = €. Angenommen, dass D # (). Aus der Stetigkeit von u ist
D relativ abgeschlossen in Q. Dann ist Q\D offen, und existiert eine offene Kugel B C Q\D mit
OB N D # (). Denn wir wihlen einen Punkt z* € Q\D mit dist (z*, D) < dist (z*,Q) und dann
nehmen B die Kugel mit dem Radius dist (z*, D) und dem Zentrum im z*. Sei zg € 9B N D # .
Offensichtlich gilt

—Lu < 0in B, und u(z) < u(zg) in B mit u(zg) = M > 0.
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Nach Satz 5.16 gilt

Ein Widerspruch zu Vu(zg) = 0. O
Nun konnen wir Korollar 5.11 verbessern.

Korollar 5.20. Sei ¢ < 0. Seien u € C2(Q)NC(Q) mit —Lu < 0 in Q und u < 0 auf Q. Dann
gilt entweder uw < 0 in § oder u ist eine nicht-positive Konstante in ).
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6. DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG
6.1. Die Fundamentallésung der Wirmeleitungsgleichung.

Definition 6.1 (Wirmeleitungsgleichung). Fiir u : R"x[0,00) = R (u = u(x,t) = u(xy, -+ ,xn,t))
heifit die partielle Differentialgleichung

ou
(6.1) S~ Au=0.

Wirmeleitungsgleichung oder Diffusionsgleichung.

A = A, is der Laplace-Operator in R™. Ist u eine Lésung von (6.1), so ist u(Az, A\%t) auch eine
Losung. (Ubung) Das deutet hin, dass die Quotient é (r = |x|) ist wichtig fir die Warmeleitungs-
gleichung. Wir wollen die spezielle Losung unter der Ansatz

2 2
u(z,t) = v(%) = v(%),t >0
finden. (Sehen Aufgabe 5.2) Aber es ist besser folgende Form
1 =z
(6.2) u(z,t) = t—&v(t—ﬁ)7 t>0

zu benutzen, wobei «, 8 konstant sind. Die Idee ist so: wir suchen eine Losung der Warmeleitungs-
gleichung, die unter der Transformation

u(z,t) = XNu(Nx, At)
invariant ist. D.h.,
u(z,t) = \u(Nx, M)

fir alle A > 0, x € R",¢ > 0. Setze A = t~!. Wir leiten (6.2) fiir v(y) := u(y, 1) her. Nun setzen
wir (6.2) in (6.1) ein und erhalten nach Berechnung

(6.3) at= @Dy (y) + Bt~y Do(y) + 728 Au(y) = 0

fiir yy := t~Px. Wir nehmen § = %, so dass Gleichung (6.3) nur von y abhéngig ist. Also bekommen
wir
1
(6.4) av + §y-Dv+AU = 0.
Nun suchen wir wie am Anfang der Vorlesung fiir die Laplace-Gleichung die rotationssymmetrische
Losung v von (6.4), d.h. v(y) = w(|y|). w erfiillt die ODE
1

1 _
aw + grw’ +u' + =0,
r

firr=|y|,’ = %. Nun wir wéhlen a = 4 und erhalten eine einfachere ODE

bzw.

fiit eine Konstante ¢. Dann haben wir

Also
T

(t)—i 2 N_ L (EN2 L -2
e E\E) T e gl T Bt

eine Losung von (6.1). Man kann direkt nachpriifen, dass diese eine Losung ist. (Ubung).
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Definition 6.2 (Fundamentallgsung). Die Funktion « : R"xR\{(0,0)} — R vermoge
1 12
- 6_%, t>0
'y(x, t) = (471'15)E
0 t<0odert=0,x#0.

heifit Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

Die Rolle der Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung v ist sehr dhnlich wie der Fun-
damentallésung der Laplacegleichung I' in Definition 2.6.

Lemma 6.3. Sei v die Fundamentallosung Wirmeleitungsgleichung. Es gilt

(i) Die Fundamentallésung -y ist glatt auf ihrem Definitionsbereich.
(ii) ~v(z,t) > 0 fir allet > 0.
(iti) Die Fundamentallbsung ist tatsichlich eine Lésung der Wirmeleitungsgleichung auf R™ x
R\{(0,0)}. D h. vy — Ay =0 fiir allex € R™ und t > 0.
(W) [ony(y,t)dy =1 fir alle t > 0.
(v) fir alle 6 >0,

li t)dz = 0.
Jim, Rn\st(x, )dx

Proof. (i) unf (ii) sind klar. (iii) und (iv) kann man direkt nachpriifen. (Ubung). (v) folgt aus

1
/ v(y, t)dy = —7/ e_lnlzdn — 0,
|| >6 T2 Jin

>3
als t — 0T. Hierbei haben wir die Transformationssatz mit QL\/; = 1 benutzt. g

Sie vergleichen diese Lemma mit Lemma 2.8 fiir T'.

Bemerkung 6.4. Man kann die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung so interpretie-
ren, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Temperatur iiberall auf dem R™ gleich 0, auler im Ursprung,
wo sie unendlich ist. Die Fundamentallésung beschreibt dann, wie sich die Temperatur ausbreitet.
Wegen y(z,t) > 0,V(z,t) € R™ x (0,00) ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit unendlich grof; be-
reits nach beliebig kurzer Zeit ¢ > 0 hat sich etwas Wérme in beliebig weit vom Ursprung entfernte
Punkte ausgebreitet.

Bemerkung 6.5. Fiir festes (y,s) € R"® x R ist die Funktion
(xat) = ’7(x_ y?t_ 8)
eine Losung der Wirmeleitungsgleichung auf R x R\{(y, s)}.

6.2. Die homogene Wirmeleitungsgleichung.
Bezeichnung:
Kl /mon _Ju:(R"x(0,7)) = RV € Ngt,j € {0,...,1}, mit [of <k:

TR < (0,T)) = { D{D%u € C°(R™ x (0,7)) existieren
Dabei T € (0,00]. Analog fiir Zeitintervalle [0,T), (0,7}, [0,T], Gebiete Q statt R™, bzw. deren
Abschluss Q.
Bezeichnung: Wir benutzen die folgende Bezeichnungen:

CY(R™) := {f : R" — R; f stetig und beschriinkt}
und fiir f € CP(R")
Il = sup 17(a)| < ox.
zeR™

Ist ¢ : R™ — R gegeben. Gesucht ist eine Funktion u : R™ x [0, 00) — R mit

{ut—Au = 0, auf R™ x (0, 00)

(6:5) u = o, auf R™ x {0}.
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Das Problem heifit das Anfangswertproblem fiir die (homogene) Wirmeleitungsgleichung oder das
Cauchyproblem fiir die Warmeleitungsgleichung.

Satz 6.6. Sei ¢ € CY(R™). Dann definiert fir t > 0 die Funktion

(6. u(w,t)i= [ o= vy

eine glatte Losung der Wirmeleitungsgleichung auf R™ x (0,00), und fir alle xg € R™ gilt

I D olan),
(Ivt)ﬁ(lrr&O),Dou(x’) ¢(z0)

Es gilt die Abschitzung
(6.7) u(, Dllco@ny < llellcowny, vt > 0.

In dieser Klasse, d.h. in Cp([0,00) x R™) N C°°((0,00) x R™) ist die Lisung von (6.5) mit An-
fangswertannahme wie oben eindeutig bestimmt. AufSerdem gelten fiir die Ableitungen von u die
folgenden Abschdtzungen:

Sei a € NJ ein Multiindez, k € No; dann existiert eine Konstante C = C(a, k,n), so dass fir
alle t > 0 gilt:

N g lal
(6.8) IDS Dyu(-,t)||comny < Ct™ 2 |lollcogrn)-

Bemerkung 6.7. (i) Man beachte qualitativ und quantitativ (siehe (6.7)) den extrem glitten-
den Charakter der Warmeleitungsgleichung. Das zeigt auch: wenn iiberhaupt, dann kann
man die Rékwartswirmeleitungsgleichung bestenfalls fiir C°°-Daten 16sen. Hierbei ist die
Rékwéartswérmeleitungsgleichung

ug + Au = 0.

(ii) Bei im Unendlichen ggfs. stark anwachsenden Losungen (stérker als exponentiell) geht die
Eindeutigkeit i.a. verloren, vgl. di Benedetto V.5.1. Randwerte im Unendlichen sind fiir die
Eindeutigkeit erforderlich.

(iii) Wir definieren die Wéirmeleitungshalbgruppe, indem wir fiir ¢ € CP(R™) und ¢t > 0,z € R"
setzen:

emw@%:uwi%:/ Az — 3, )o(y)dy.

n

Zum Begriff “Halbgrupp”: Das bedeutet, dass
vt’ s>0: €(t+S)AQ0 _ etA(GSA(p); e(t+s)A _ etA ° GSA.

Zur rechten Seite: Man lost (6.5) mit Anfangsdatum ¢ bis zur Zeit s. u(s,.) nimmt man
dann als Anfangsdatum und 16st bis zur Zeit ¢, bzw., da (6.5) gegeniiber Zeitverschiebungen
invariant ist, auf [s, s + ¢]. So erhélt man eine Losung von (6.5) auf [0,¢ + s]. Wegen unseres
Eindeutigkeitsresultats ist diese gleich e(*+%)2 4.

Beweis von Satz 6.6. In den Beweis benutzen wir mehr male Lemma 6.3.

Schritt 1. w € C*((R™ x (0,)), Vertauschbarkeit von Integral und Ableitungen.
Sei ¢ € CY(R"). im Folgenden beliebig, aber fest. Fiir beliebiges, aber im Folgenden festes R > 1
reicht es, den Bereich
te[R"YR], |z|<R
zu betrachten. Sei weiter kg € N fest, o € Njj, k € Ny beliebig mit |o| + k < ko. Um den Satz
iiber parameterabhéingige Integrale zur Vertauschbarkeit 6von Differentiation und Integration auf
u(t,z) = [pn v(x —y,t)¢(y)dy miissen wir fiir

DY Dy (z —y,1)||o(y)]
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eine integrierbare Majorante als Funktion in y finden, deren Wahl zwar von R, kg, ¢ abhéngen darf,
aber ansonsten unabhingig von ¢,z und «, k erfolgen muss. Zunéichst beobachtet man, dass mit
geeigneten Polynomen P, j, gilt

o 1
(6.9) DS Df'y(x —y,t) = Pa7k(%, x,y)v(xz —y,t).

Unter den gemachten Annahmen findet man in Abhéngigkeit von n, R, kg ein Polynom @, so dass
vt € [R™1, R],Vx € Br(0), Yy € R"™ :

T — 2
D2 D (e — 3, t)oy)] < Qlyl) - exp (—'y') lollos -

At
lz —y|?
_ <1
eXp( iR )=
1
Ix—ylzIyl—\mIZ\yl—RZ\y|—§|y|=

oxp (Y <o (U2
4R - 16R )~
1, ly| < 2R,

~ = 2
) {exp(—'f‘m), vl > 2R,

eine Majorante fiir den Integranden in (6.6) die wegen des exponentiellen Abklingens von 4 im
Unendlichen integrierbar ist. Das zeigt u € C°(R™ x (0,00)) sowie in (6.6) die Vertauschbarkeit
von Differentiation und Integration.

Fiir ly| < 2R schitzen wir trivial ab:

Fiir |y| > 2R schéitzen wir ab:

1

§|y|a

bzw

Mit der Setzung

Schritt 2. u 16st die Warmeleitungsgleichung.
Mit den soeben erledigten Vorarbeiten fillt dieses nun leicht:

@- Mule.t) = @-8) [ Ao - pitely)dy

JRCENCE

= O7
da (0 — A)y(z — y,t) = 0 gilt.
Schritt 3. Supremumsabschiitzung (6.7).
Mit
(6.10) / Yz —y,t)dy=1 Vt>0,

schitzen wir fiir beliebiges ¢t > 0,2 € R™:

et < [ v Olewldy

/ (@ — . 8)lleody = ll@lon.
R’Vl

IN

Schritt 4. Anfangswertannahme fiir ¢ N\ 0.
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Zu zeigen ist lokal gleichméBige Konvergenz u(-,t) — ¢. Wir beginnen mit einer auf (6.10)
basierenden Beobachtung:

u(et) = (o) = ulet) = [ Ao ptielady
= [ e - 50w - @)y
- in/ exp(—lnl) o+ 2Vin) — p@)dn (5= +2Vin)

_ / / Y= 411,
<R, Jin|>R:

fiir eine Konstane Ry > 0, die wihlen wir spét.
Sei Ry > 0 beliebig aber fest. Wir betrachten |z| < Ry. Ferner sei oBdA ¢ < 1. Sei € > 0. Wir
bestimmen R; > 0 so, dass

2 1
I¢llco / exp(—|n2)dn < <
T2 Ji>R, 2

und erhalten

1

Wir nun betrachten I. Sei K := Bpg,t2r,(0), diese Menge is kompakt. Unter den gemachten
Annahmen gilt: || < Ry = z,7 +2Vtn € K. Auf K ist ¢ gleichmifig stetig. Also existiert § > 0,
so dass

LEEEK: [g=¢<di=p(§) —w(E)l <

l\D\m

2
Sei zusétzlich 0 < t < (%) , dann ist
4]
[ +2Vin -zl < 2AVin| < 2z <3,
sofern |n| < R;. Somit fiir |z] < Ry, 0 < ¢t < min{1, ( ) } gilt

1) g
1< [ ewl-lP)d<
[n<R1

Insgesamt haben wir
fue,t) — p(a)] < ||+ 11 <e,

2
fiir |z| < Rp, 0 < t < §; mit §; = min{1, (%) }.

Schritt 5. Hohere Abschétzungen von u.
Durch die Betrachtung erster und zweiter rdumlicher Ableitungen

0 1 Yi — T |z — y|?
9? 1 Yi — T Y; —x; Oy |z —y|?
8@8%“(%’” T (4nt): / ( 2 2% 2t> P (_ At ) wly)dy

kommt man auf die Vermutung, dass fiir |« = m mit einem Polynom P, vom Grade < m gilt:

o 1 _m y—x z —yl|?
Diu(z,t) = @) /nt 2 P, (\/i) exp <| p | > o(y)dy.
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Man kann durch Induktion nach m zeigen. Damit folgt fiir o] =m
lllco _m/ y—= |z —yf?
DSu(x,t 172 P, |=— ||lexp| — d
‘ xT ( )‘ (47_‘_1/_) 5 " « \/E p 4t y

(p 0 _m

IN

Damit haben wir
IDgu(- t)llco < C(n,m)t™ % |[p]|co.
Das ist Behauptung (6.7) fiir rein rdumliche Ableitungen, d.h. k£ = 0.
Hieraus und aus der Dgl.
u—Au=20
erhilt man direkt auch die Ableitungen fiir zeitliche und gemischte Ableitungen:
ug— Au=0, uy = (Au); = Auy = A%u
und
DFu = AFu, DFD% = DEAFu.
eine zeitliche Ableitung wirkt wie 2 rdumliche Ableitungsordnungen. Damit zeit (6.7)

2k

1D DYu(-,t)llco < Cln,Jal, k)t = [lollco.

Schritt 6. Eindeutigkeit von u in C}.
Dieser Punkt erfordert noch griindlichere Vorarbeiten zum parabolischen Maximumprinzip und
wird deshalb erst unten behandelt.
O

Bemerkung 6.8. Der Satz impliziert, dass jede stetige Funktion in R™ durch glatter Funktionen
lokal gleichméfig approximieren kann.

Bemerkung 6.9. In Distributionenschreibweise gilt fiir v:
v—Ay = 0, aufR"xR\{(0,0)}
v = &y, aufR"™x{t=0}

wobei dg das Dirac-Maf} an 0 ist.

Bemerkung 6.10. (6.7) ist eine Art des Maximumprinzips fiir das Anfangswertproblem fiir die
Wirmeleitungsgleichung (6.5): Die durch (6.6) definierte Losung gilt das Maximumprinzip.

Den Rest dieses Abschnitts widmen wir der noch offenen Eindeutigkeitsfrage fiir das Cauchypro-
blem (6.5). Dazu miissen wir zunéchst auf beschrinkten Gebieten 2 C R™ arbeiten. Sei T' € (0, 0]
beliebig. Es bezeichne

QT =0 x (O, T}
den Raum-Zeit-Zylinder und
0pQdr = 00 x (0,T1U Q x {0}
dessen parabolischen Rand.
Satz 6.11 (Schwaches Maximumprinzip). Fiir u € C%1(Qr) N C°(Qr) gelte
u — Au <0 in Qp.

Dann gilt:

supu = sup u.
Qr OpQr
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Proof. Es reicht, T' < oo zu betrachten; hieraus folgt die Behauptung fiir T = oo durch einen
einfachen Grenziibergang.
Sei T' < oo. Erste, zeigt man das Maximumprinzip fiir

u — Au <0 in Q.
Dann betrachtet man die Funktion wu.(¢,2) = u(t, z) — et, die u; — Au < 0 in Qp erfiillt. O

Satz 6.12. Fiir u € C%1(Q7) N C%(Qr) gelte uy — Au > 0 in Qr. Dann:

infu= inf wu.
Qr BPQT

Korollar 6.13. Fir u e C>1(Qr) N C%Qr) gelte

u —Au = 0, in Qr

u = 0, auf Op Q7.
Dann gilt u=0 in Q.
Satz 6.14. Fiir u € C>Y(R%) N CP(R%.) gelte
in R7.
, auf Op R
Dann:
u>0 inR7.

Proof. ODdA sei T' < co. Sei 8 > 0 so, dass ﬁ > T'. Wir betrachten fiir t <T < ﬁ :

(6.11) G@%ﬂ1214%t)2(1—45”_gem’<ﬁﬁﬂﬁt>'

v erfiillt die Gleichung v; — Av = 0 in R%. (Ubung)
Sei € > 0 beliebig. Wir betrachten
Ue = U+ EV.
Es ist leicht zu sehen, dass
Uet — Au. > 0, in R,
ue > 0, auf R™ x {0}.
Da fiir jedes z: t — v(x,t) wachsend ist, hat man
v(w,t) = v(x,0) > exp(Blo?).
Da u € CZ?(R’TL), kann man in Abhéngigkeit von wu,e ein py > 0 finden, so dass fiir p > pg mit
Q= B,(0) gilt
Uy — Au, > 0, in Qr
u. > 0, auf 0p{2r.
Mit dem Maximumprinzip, Satz 6.12, haben wir
uz > 01in Q.
Mit p — oo erhalten wir u. =u+¢ev > 0 in RTTL. Mit e — 0 foglt
u >0 in Ry.
O

Das liefert nun direkt die in Satz 6.6 behauptet Eindeutigkeit fiir (6.5) in Klassen beschrénkter
Funktionen:
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Korollar 6.15. Fir u € CZ1(R%) N CY(RY) gelte

u—Au = 0, in R
u = 0, auf OpRT.
Dann:

u=0 inRF.

Die Eindeutigkeit gilt in der Klasse der CP(R%.). Auler der Klasse gilt die Eindeutigkeit i. a.
nicht.

Proposition 6.16. Es gibt eine glatte Lisung 0 # u € C°(R x [0,00)) des Cauchyproblems

U — Ugy = O, in R x [0, 00)
u = 0, auf R x {0}.

Proof. Ein Beispiel findet man im Buch von Qing Han, s. 164. 0

Wir kénnen das Chauchyproblem (6.5) in einer groflen Klasse 1ésen.

Satz 6.17. Sei p € C(R™) mit
(6.12) lp(z)] < MeAl?* | vz e R™

fiir Konstanten M, A > 0. Dann die durch (6.6) definierte Funktion u ist glatt in R™ x (0, 75) und
erfullt

uy —Au=0 inR" x (0,(44)7h).
Weiter, fir alle zog € R™ gilt

lim  u(z,t) = o(xg).
(w)t)_)(mo)( ) = (o)

Proof. Falls A = 0, dieser ist Satz 6.6. Also konnen wir A > 0 annehmen. Mit der Voraussetzung
(6.12) von ¢ und der Eigenschaften von ~ schitzen wir ab:

fu(, )] < <4A§y1,/ﬁ ey AL gy,
Tl) 2 R

Eine direkte Berechnung folgt

1—4At| 7 1 {2+ A
. YT roaat! T A

Dann fiir (z,t) € R™ x (0,1/(4A)) erhalten wir

1
—le =yl + Ayl = - .

M . 1 ‘ _ |2
lu(z, )] < , e—l,ﬁmw/ o~ 5y el g
.

~ (4mt)*
M A ‘IlQ
< me T—4At .

Fiir die Abschétzungen der Ableitungen von u kénnen wir durch eine Abschétzungen von
| Py (y) e delz—vl*+Alyf?

erhalten. Alle Aussagen kann man #hnlich wie in Satz 6.6 zeigen.
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6.3. Die inhomogene Wirmeleitungsgleichung. Fiir geeignete Datenf : [0,7] x R — R und
¢ : R" — R wollen wir versuchen, eine Losung u des Cauchyproblems der inhomogenen Wirme-
leitungsgleichung

(6.13) w(x,t) — Au(z,t) = f(z), fir (x,t) € R™ x (0,7]

' u(z,0) = (), fir z € R™

zu finden. Dabei ist T > 0.

Wie schon die Bezeichnung e*® in Satz 6.6 andeutet, ist es sehr gewinnbringend, sich (auch
bei hyperbolischen) Evolutionsgleichungen von der - natiirlich technisch wesentlich einfacheren -
Situation bei gewohnlichen Differentialgleichungen leiten zu lassen. Sei a < 0 eine reelle Zahl, fiir
einen Moment ¢ € R, wir betrachten das AWP der gewohnlichen Differentialgleichungen
(6.14) u'(t) —au(t)=f, «(0)=¢
mit einer Funktion f : R — R. Eine allgemeinere Losung der homogenen Dgl. ist gegeben. durch
t — be*, eine spezielle Losung erhiilt man durch den Ansatz “Variation der Konstante”

v(t) = b(t)e™.
Diese Funktion 16st die Dgi. genau dann wenn

W (H)e™ 4 ab(t)e® — ab(t)e™ = f(t) < V(t) =e " f(t)

< b(t) = b(0) + /t e~ fsds
0

t
& o(t) = b(0)e + / e?(t=9) f(s)ds.
0

Die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (6.14) ist dann gegeben durch

¢
u(t) = ey —|—/ e®t=9) f(s)ds.
0

Indem man formal a durch A ersetzt und alle Funktionen als in (z,t) interpretiert, gelangt man
auch fiir (6.13) zu einem zunéchst formalen Losungsansatz, der im Folgenden rigoros gerechtfertigt
werden wird.

Satz 6.18. Es bezeichne e'® die Wirmeleitungshalbgruppe wie in Satz 6.6. Sei T € (0,00),¢ €
COR™), f € CY(Ry) und so, dass firt > 0 die riumlichen partiellen Ableitungen % existieren
s}

und dass 68712_ € CQ([6,T] x R™) fiir alle § € (0,T]. Dann ist

(1) = (@2o)a)+ [ (R 9) (@)

in CO(R7)NC>Y(R%) und ldst in der Tat das Cauchyproblem (6.13) fiir die inhomogene Wirmelei-
tungsgleichung mit rechter Seite f und Anfangsdatum . In dieser Klasse ist die Lisung eindeutig
bestimmit.

Beweis. Zur Eindeutigkeit s. Korollar 6.15. Wir brauchen uns also nur mit der Existenzaussage zu
befassen. Auf Grund von Satz 6.6 und der Linearitit der Warmeleitungsgleichung reicht es, hier
den Fall ¢ = 0 zu behandeln.

Sei g9 > 0 beliebig, fiir t > ¢ und ¢ € (0,¢q) sei

(1) = /0 o (921 (,9)) (x)ds,

damit vermeiden wir den unangenehmen Zeitpunkt s = ¢, wo die Stetigkeits- und insbesondere die
Differenzierbarkeitsaussagen zusammenbrechen. Der Integrand ist bzgl. (z,t) beliebig oft differen-
zierbar; fiir (x,t) aus einer relativ kompakten offenen Teilmenge von [, T] X R™ und s < ¢t —¢
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gleichmiflig beschriinkt. Wir haben u. € C*([gg, T] xR™) insbesondere also u. € C*([gg, T] xR™).
Wir zeigen nun, dass u. — u gleichméflig auf [e, T] x R™:

u(z,t) —uc(x,t) = /t; (e(t—s)AJc(.7 s)) (2)ds

t
lu(t) — (o)l < / 193 £ (., )| cods
t—e

(6.7) t
< /t [fllco®nxjoryds < € [ fllcozn)-
—

Es folgt
[ = uellco@nxieo.rny) < € 1fllcomny-

Mit ¢ — 07 folgt die geleichmiBige Konvergenz, also Stetigkeit fiir ¢ > .
Ganz analoge Argumente zeigen: u ist auch in ¢t = 0 stetig, und

(6.15) lullco@ny <T - fllcomn)-

Wir zeigen nun ganz &hnlich, dass auf [, T] die ersten rdaumlichen partiellen Abeitungen 8?

fiir € — 07 eine gleichmiBige Cauchyfolge bilden. Seien 0 < € < &’ < €¢:

%5(3:,1:)_;%“5,@,@ - / O (=925 5)) (w)as

el 8:1/']

A\

d o = 9 .
lg et t) = g-ue(t)llee < /t ”ax (“ A f( )) |cods
J —e!

J

t—e
< of -9 Hleomenpds (it (69)
t ’

—E€

< 20(Ve — Ve fllcon xjo,7))

Somit haben wir, da ¢ beliebig, u € C19(R%). Ganz dhnlich erhilt man auch

(6.16) iz, oy < C - VT fllco@nxfo,r))-

Wiirde man nun naiv weiter so verfahren, erhielte man fiir die zweite rdumliche (und erste zeitliche)
Ableitung die nicht integrierbare Singularitiit (t — s)~!. Also ist diese nicht funktioniert.
Wir beobachten aber, dass fiir festes 0 < s < ¢ gilt

e, ()@ = o [ e wt= o)ty

0
= /. aijv(x —y,t —s)f(s,y)dy

- _/ ify(x —y,t—3s)f(s,y)dy (Kettenregel)
Rn 8yj

= / Y —y,t— y)aiyf(s’ y)dy (Satz von GauB)
" J

_ s (83 () (@)
9

In dee Anwendung des Gaufischen Integralsatz benutzen wir, dass die Funktion T'V( —y,t—3)
schnell fallend ist und f beschrinkt ist. Nun kann man analog zu oben fortfahren: Seien nun
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0<e<e < Fiirte[g,T] gilt

82 82 t—e o
1) — .t < = (t=9)A D £ d
I35 0 = gt Olen < [ g (792D, 19 lowds
t—e
_1 .
< C o (t - S) 2 ||DijCO(]RnX[#7T])dS (mit (6.8))
< QC(\/Q — \/g)”f”Cl,O(RnX[E?O,T]) — 0, fiir 6,6/ — 0.

Damit haben wir u € C?°(R%) und fg und Ableitungen vertauschen in diesem Sinne. Zur Kontrolle
der zeitlichen Ableitungen benutzen wir die Losungseigenschaften der Wérmeleitungshalbgruppe.
Man beachte, dass bei u. selbst alle Vertauschungsprozesse uneingeschrankt méglich sind.

%ug(z,t) = gt/ose(tsmf(-,s)(m)ds
= ettt [ g (20 @i
= EAf(t—o)(x )—l—/o _EA(e(t_s)Af(-,s)) (r)ds (Satz 6.6)
(6.17) = 2 f(t—e)(x) + Auc(,t).

Fiir ¢ — 0™ konvergiert der zweite Term gleichmiBig gegen Au(z,t). Zum ersten Term: Hier gehen
wir ganz parallel vor wie beim Beweis der lokal glm. Konvergenz fiir ¢ — 07 in Satz 6.6. Wir
beschrinken uns fiir beliebiges, aber dann fixiertes Ry > 0 und |z| < Ry:

fat)-eBf(t-0@ = [ e ne(wn - fnt-)dy
Y [ exp(- i) t) — St 2vEnt = e))dn

_ / / .
[n|<Ry [7|>R1

fiir eine Konstane Ry, die wihlen wir spit Set 7 > 0 gegeben. Wir bestimmen R; wie im Beweis
von Satz 6.6, dass

N =

T 2

W) [ exppyan < e
5 In|>Ra )

und erhalten

1

Sei Ry > 0 beliebig, aber fest. Auf Br,i2r, (0) x [0,7] ist f glm. stetig (wir betracten e < 1).
Wihle € hinreichend klein, so hat man fiir ¢ € [g9, T],z € Br, :

Vn € Br, : |f(z,t)— fla+2Vent—e)| <

NV

Es folgt
1
|I| § 37
2

und

£, 1) =B f (st =) @) < g7+ 5T =7
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Das zeigt: fiir t € [gg, T'] konvergiert auch der erste Term der rechten Seite von (6.17) lokal glm.,
und zwar gegen f(z,t), so dass: u € C*1(R%)

x,t) — x,t),

0
aus( au(

0
o t) = [ ) + Au(z, 1)

fir e = 0. O
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6.4. Eine nichtlineare Wirmeleitungsgleichung. Gegeben sei eine geeignete Nichtlinearitét
f R — R sowie ein Anfangsdatum ¢ € C2(R™). Gesucht ist T > 0 und u € CO(Ry) N CP' (R%)
als Losung von

ug(z,t) — Au(z,t) = f(u(z,t)) fir (z,t) € RY,

(6.18) u(z,0) = () fir z € R™.

Als Modell-Nichtlinearitit kann man etwa an
fu) = [uff~ u, p>1,

denken. Im Vergleich mit (6.13) stellt man nun fest: die rechte Seite ist nun nicht mehr explizit als
Funktion von (x, t) gegeben, sondern in Abhéingigkeit von der gesuchten (!) Lésung u. Das Problem
ist nun nichtlinear, falls f nicht linear ist.

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen kann man nun nicht mehr mit der Existenz einer
Losung fiir alle positiven Zeiten rechnen, sondern die Bestimmung eines Existenzintervalls [0, T]
wird Bestandteil des Problems. Ebenso wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen wird man
aber die nichtlineare Losungstheorie auf den linearen Losungsformeln aufbauen. Formulieren wir
das Cauchyproblem (6.18) mit Hilfe der Formel der Variation der Konstanten aus Satz 6.18 (in
geeigneten Funktionenriumen dquivalent) um, so erhalten wir

(6.19) u(z,t) = (ep)(z) + / t (e@*S)A f(u(~,s))) (z)ds.

0

Statt einer Losungsformel wie im linearen Fall haben wir nun eine Fixpunktgleichung fiir v zu
betrachten. Idee: den Banachschen Fixpunktsatz verwenden (wie beim Beweis z.B. des Satzes von
Picard-Lindelof), den wir kurz in Erinnerung rufen:

Satz 6.19. Banachscher Fixpunktsatz Sei V' ein Banachraum, A C V eine abgeschlossene Teil-
menge. Sei F': A — A eine strikte Kontraktion, d.h. es gibt ein ¢ < 1, so dass fir alle u,v € A
gilt:
[F(u) = F()ll < qllu—wvl|.
(Insbesondere ist also F' Lipschitz-stetig vorausgesetzt!) Dann besitzt F' genau einen Fizpunkt ug €
A, so dass also
F(UO) = Ugp.

Formulieren wir also einen abstrakten Rahmen geméfl diesem Satz fiir das Fixpunktproblem
(6.19), das wir nun (an Stelle von (6.18)) betrachten wollen. Fiir geeignetes, noch zu fixierendes
T > 0, wahlen wir

Vi=Vri=C)Ry), llwllv = llwleos

als Banachraum. Seier ¢ € CP(R%), f € C'(R,R) im Folgenden fest; als (nichtlineare) Abbildung
definieren wir

(6.20) w(z,t) = (Fv)(z,t) := ("2 ) () +/0 (e@*S)Af(u(-,s))) (z)ds.

Gemifl dem Beweis von Satz 6.18, dort insbesondere Abschétzung (6.15), und der Stetigkeit von
f haben wir
F: V=V

Bei der Definition der Menge A ist der “Anfangswertantei” besonders in Betracht zu ziehen;
die rechte Seite wirkt fiir kleines T untergeordnet. Wir fixieren eine Konstante C7; > 0, so dass
lellco < Cp und wihlen beliebiges Cy > 0:

(6.21) A:=Ar = {1} eV: ||’U(t) — etA(pHCq)(Rn) <Cy Vte [O,T]}
Sicher ist A abgeschlossen, nun ist 7' > 0 so (klein) zu wihlen, dass

F : A — A und damit eine strikte Kontraktion wird.
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Zu diesem Zwecke bezeichne

6.22 M; = ma v)], My:= ma "(v
(6:22 V= e U@L M= e 1)

Um F(A) C A zu erreichen, betrachten wir fiir v € A: man beachte: v € A = |[v(t)|corn) <
Ch + Oy

Ve 0,T]: [(Fo)t) — (@39 lcomn = WAJFWVWE®Mﬂmmq
' (t—s)A
t—s o nd
< Ane F(o(3)llco gy ds
< Awmmgmwww<mm
< T M.

Wir wihlen T offensichtlich mit
(623) T -M; < 027

so dass Fv € A gilt. Also unter (6.23) haben wir F': A — A.
Um auch noch die strikte Kontraktionseigenschaft zu erhalten, betrachten wir fiir u,v € A,

t
Ve [0,T]:  [[(Fv)(t) — Fu®)|comny = H/o e =IR(f(v(s)) — flu(s)))ds| oo mn)
t
< | 1 (v(s)) = fuls))llcowmnyds  ((6.7))
< T Mllu—=v|comn
Wihlen wir zusétzlich zu (6.23) T so, dass
1
24 T< —
(6.24) <L
Dann haben wir mit
q:=TM> <1,

dass
u,v € A= [|F(u) = Fv)llv < gllv—ullv.
Damit liefert der Banachsche Fixpunktsatz: Wahlt man 7' gemé$ (6.23) und (6.24), so hat man
fiir jedes Datum ¢ € Cp(R™) mit |[¢||¢,®n) < C ein
ue Ac C)RY), wlést Fixpunktgleichung (6.19).

O
Man iiberlegt sich direkt: Fiir alle f, die dieselben Schranken M7, Ms einhalten, hat man dasselbe
garantierte Existenzintervall.

Satz 6.20. Sei f : R — R stetig differenzierbar, C1,Cy > 0 beliebige Konstanten. Weiter seien
My, Ms > 0 so, dass

6.25 max v)| < My, max ") £ M.
(6.25) maxf@) <M, max (/)] < My

Dann gibt es eine Zeit T > 0, die nur (dber (6.23), (6.24)) von C1,Cs, My, Ms abhingt, so dass
gilt:
Fiir jedes o € CP(R™) mit ||¢|lco@ny < Cy gibt es eine Losung

u € CI?(K;) mat ||“||00(R;) <Ci+Cy
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der Fizpunktgleichung (6.19). Aufierdem haben wir u € C*1(R%), und u lost das Cauchyproblem
(6.18):
ug(z,t) — Au(z,t) = f(u(z,t)) fir (z,t) € RY,
uw(z,0) = ¢(z) fir x € R™.

Beweis. Nur der letzte Teil bleibt noch zu zeigen. Dazu reicht es zu zeigen, dass fiir ¢ € [0, 7]
0
A f(u(z,t)) € CY([e, T] x R")
8wj
existieren und dann Satz 6.18 anzuwenden. Fixpunktgleichung (6.19) lautet:

'Mxﬁ)(4A¢Xw)+/¢(4t@Afhdnﬁﬂ(wﬂ&

0

Der erste Term ist ohnehin beliebig glatt, beim zweiten kénnte man wie im Beweis von Satz 6.18
verfahren oder direkt auf den Lebesgueschen Konvergenzsatz abheben: Der Integrand ist bzgl. x
auf [0,¢) diff’bar, und
0 s _1
I (792 fu(9) @llco@ny < C-Jt = s F(ul8) ooy
J
< CM|t—s| 2

Diese Singularitét ist aber in s € [0, ] integrierbar, und es folgt:

ou n

%j € U€>OCZ?(R X [EaT])'
Wegen a—if(u) = f'(u)- (;’T“j folgt auch

9 0/mn

87{1}.]']‘- ou € U€>ch (R X [E,T]),
und mit Satz 6.18 folgt die Behauptung. O
Bemerkung 6.21. Da wir mit stetig differenzierbarer rechter Seite arbeiten, kann man in C° (K?«)ﬂ

C?!(R7) insgesamt Eindeutigkeit zeigen; Hilfsmittel ist das Gronwallsche Lemma. Damit liegt es
auf der Hand, dass man

Thax als maximale Existenzzeit von u zu f, ¢

wohldefinieren kann. Tiax = Tmax (@, f). In der Regel wird Tiax < 0o sein. Gelingt es aber, eine
Konstante C7 > 0 zu finden, so dass fiir jede Losung, solange sie existiert, stets gilt

(6.26) lu(t, z)| < Cy,

80 i8t Tinax = 00 (vgl. gew. Dgl.): Man nehme T aus Satz 6.20. Wegen (6.26) kann man sukzessive
auf Intervallen der Lénge T 16sen; diese verklebten Losungen 16sen insgesamt. Da man das Verfahren
unbegrenzt wiederholen kann, gelangt man so fiir alle Zeiten ¢ > 0 zu einer Losung. (7" in Satz 6.20
nur von Cy, Cq, My, My abhingt.)

Ob man eine a-priori-Abschétzung wie (6.26) erbringen kann, hiingt z.B. von der Anwendbarkeit
des Maximumprinzip und damit davon ab, ob die Nichtlinearitat

u s f(u)

eine geeignete Vorzeichenbedingung erfiillt. Ist etwa stets u- f(u) < 0, so hat man globale Existenz,
wéhrend man bei der typischen Reaktions-Diffusions-Nichtlinearitét

fluw) = ulP~u

mit “blow-up” in endlicher Zeit rechnen. Dazu vgl. man unten Beispiel 6.23 unten.
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Bemerkung 6.22. Ist z.B. f(u) = |[u[P"!u, p > 1, so hat man neben Kurzzeitexistenz noch ein
weiteres Charakteristikum fiir semilineare Wirmeleitungsgleichungen in (6.18) in © und Randbe-
dingungen:

Bei hinreichend kleinen Anfangsdaten ||¢|lco << € hat man globale Existenz von Lésungen,

p>1, Q bescharnkt
falls 9
p>1+=2 Q=R"

Dazu zeigt man mit Hilfe des superlinearen Verhaltens von f nahe 0, dass die Losung, so lange sie
existiert, klein bleibt. Laut Bemerkung 6.21 hat man dann fiir alle Zeiten eine Losung.

Beispiel 6.23 (Blow up in endlicher Zeit). Wir betrachten das semilineare Anfangsrandwertpro-
blem

Up — Ugy = U fiir x € (0,7),t > 0,
(6.27) u(z,t) = (), tir € (0, ),
u(0,t) = u(m,t) = 0, fiir t >0

mit Kompatibilitdtsbedingung:
¢(0) = ¢(m) = 0.

Indem man ¢ ungerade nach (—m,7) und dann 27-periodisch nach 7 fortsetzt, kann man aus Satz
6.20 lokale Existenz in der Zeit einer Losung erschlieflen. Indem man auch u(—z,t) und u(z 4+ 27, t)
betrachtet, so kann man mit dem (hier nicht bewiesenen) Eindeutigkeitsresultat fiir 6.18 auch das
Erfiilltsein der Randbedingungen zeigen.

Wir wollen Anfangsdaten ¢ finden, fiir die die Losung nach endlicher Zeit auf hort zu existieren,
so dass also Thax < 0o gilt. Dazu setzen wir voraus, dass

>0, p#0.
Aus dem starken Maximumprinzip (ebenfalls nicht bewiesen) kann man folgern, dass
(6.28) YVt > 0,Vz € (0,7) : u(z,t) > 0, solange u existiert.
Die entscheidende Grofle wird

(6.29) S(t) = /0 " () sin zdz

sein, wir wollen S(t) — oo in endlicher Zeit nachweisen. Dazu leiten wir eine gewohnliche Differen-
tialungleichung fiir S(¢) her, indem wir die Differentialgleichung aus (6.27) mit sinz testen: (Wir
bemerken, dass v(z) = sinz eine Losung von —v,, = v ist.)

U s U
/ usinazdr = / U sin xdx — / Uge Sin xdx
0 0 0
iy
= S'(t)— / Uy cos xdx
0

= S'(t)+ /wusinxd:z:
0
= S'(t)+5(t)

(6.30)

Ziel ist die Herleitung einer Differentialungleichung

S'(t)+ S(t) >eS83(t).
~—~ ——
dampft treibt
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Bei kleinen S erwarten wir Dominanz des linearen dédmpfenden Terms, bei groflen dagegen des
treibenden nichtlinearen Terms und damit blow-up. Dazu betrachten wir

3
3

S3(t) = (/ u(x,t)sin xdm) = / u(zx,t) sin? zsind zdr | da
0 0 —/—’\’3_/
p=3 =3
Holder ™ G 2
< / u® sin zdz (/ sin xdac)
0 0
< 4/ u® sin zdz.
0
Es folgt aus (6.30):
1
(6.31) S'(t)+ S(t) > ZS?’(t).

Solange u existiert, ist wegen (6.28) S(¢) > 0 und wir kénnen aus (6.31) folgern

= il>1 1,i
S3 = 4 52
4\’ 4
(- d) ()

=

Wir setzen nun voraus, dass

(6.32) 1

4
— = 1 2
52(0) >0« 5(0) ; o(x) sinxzdx >

Dann gilt nach endlicher Zeit 1 — ﬁ A1, dh S(t) 7 oo. Das ist der Fall fiir ein ¢ < T4 mit

1 =exp(2Terit) (1 — S?O)) & 2T =log (1 — SELO))

52(0)

& Tepiy = log 2(0)—4°

Das bedeutet:
Ist ¢ € C°([0,7]),(0) = @(m) = 0, 0 # ¢ > 0, so dass

/ o(x)sinz de > 2,
0

dann explodiert die zugehorige Losung spéatestens zur Zeit

[ 8200 . ™ )
T.rit = log 52(0524, mit S(0) = /0 o(x)sinx dx

Trnax (90) é Tcrit (SD) .

so dass
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7. DAS MAXIMUMPRINZIP UND ABSCHATZUNGEN DER WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Wir wollen im diesen Kapitel das Maximumprinzip der Warmeleitungsgleichung weiter unter-
suchen.

7.1. Mittelwerteigenschaft. Wie die harmonische Funktionen besitzen die Losungen der Wirme-
leitungsgleichung eine dhnliche Mittelwerteigenschaft.

Definition 7.1 (Der Wérmeball). Zu z € R", ¢ € R,r > 0 definieren wir den Wérmeball
1
E(x,t,r) :=={(y,s) e R" xR|s <t und y(z — y,t — s) > r—n}

Bei der Mittelwerteigenschaft werden wir eine Losung der Warmeleitungsgleichung iiber den
Wirmeball mitteln. Dies steht tatséchlich in Analogie zu der Mittelung iiber einen Ball im R"™,
die wir bei der Laplace-Gleichung vorgenommen hatten: Setzt man nédmlich in die Definition des
Wiérmeballs fiir v mit der die Fundamentallsung I'(x —y) der Laplace-Gleichung ein, so erhilt man
einen euklidischen Ball um =x.

Bemerkung 7.2. Wir wollen uns einmal iierlegen, wie dieser Warmeball aussieht. Dazu betrachten
wir ihn “scheibenweis”, bestimmen also F(x,t,r) N (R™ x {s}) fiir verschiedene s.
(i) Fiir s >t ist E(z,¢,7) N (R™ x {s}) leer.
(il) Fir s =t, E(z,t,r) N (R™ x {s}) = {(z,1)}.
(iii) Sei s < t.
( " ) 1 _ \f(:y\? 1
T — —§)=———5¢€ s
e (dn(t— )%
z—yf?
4(t — s)

%
|

IV
—
(@}
o
N
—
N
3
—~
~
|
VA
N~—
S~—
3
N———

|z —yl?

T 4o S 1°g(<4w<ffs»s>

o oyl < 2“\/1°g((47r(t7ms))>

w3

D.h., E(z,t,7) N (R™ x {s}) ist der Ball um z mit Radius

i\ ()

Aber dieser Radius ist nur fiir alle s mit
2

47T(t—s)§r2<:)32t—r—
47

definiert.

Wir fassen zusammen:

(/), s>t

{(z, 1)}, s=t
E(x,t,r) N (R" x {s}) = < B(z,2vt — s,/log (ﬁ), t—g <s<t

{(xvt_Z?)}a s=1—
0, s<t—

M
M

o3

ISERSE
SPETR

Bemerkung 7.3. (i) Translation: E(x,t,r) ist der Ball F(0,0,7) zum (z,t) verschieben.
(ii) Skalierung: E(0,0,r) ist eine Skalierung von E(0,0, 1) durch y — ry, s — r2s.
(iii) E(y,s,r) ist kompakt.
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Bemerkung 7.4. Sei E(r) = E(0,0,r). Wir haben

(7.1) / Edzdp =4
' E(1) p?

und
2 2
/ %dyds = r”/ %dzdp = 4r".
E(r) S EQ1) P

Der Beweis von (7.1) ist eine Lange Berechnung. Den genauen Wert 4 benutzen wir hier eigentlich
nicht.
Satz 7.5 (Mittelwerteigenschaft fiir Losung der Wirmeleitungsgleichung). Sei Q@ C R™ offen und
beschrinkt. Sei u € C*1(Qr) eine Losung der Wimeleitungsgleichung. Dann gilt

1 ly — |

u(z,t) = —/ u(y, s) dyds
4rm E(x,t,r) (t - 8)2

fir alle x € R™,t € R,r > 0 mit E(z,t,7) C Qr .

Beweis. Verschiebe das Koordinatensystem so, dass (x,t) = (0, 0).
1. Betrachte die Funktion

n

Y(y, s) == log(r"y(~y,—s)) = 10%((477{_5))

1 r’ IZ\2
= O 7ne s
s (—4ms)2

2
= —g log(—4ms) + %

[NE
[
|
[
na
w| N
\_/

+nlogr.

Bei der Definition von E(0,0,r) ist es klar, dass F(0,0,r) = {¢) > 0} und 9E(0,0,r) = {3 = 0}.
Weiter haben wir

y P nly?
7.2 = L U
(7.2) vy 2s’ 0s 2s 452
2. Nun betrachten wir die Funktion
1 ly[?
= — —-dyd
o(r) 7 S uly; )~ dyds
1 |Z|2 2

= 7/ u(rz,rQT)—zdsz (mit y =rz,s =7r°7)
E(1) T

4

Da E(1) kompakt ist, sind alle Ableitungen von u beschriinkt und wir kénnen unter dem Integral-
zeichen differenzieren:

1 d |2|?
! = - — 2r)) “5-dzd
) = e rmrtn) Dy
1 2 2 |27
= - (Vyu(rz,r?7) - z + us(rz,r*r) - 2r7) 5 dzdr
4 E(1) T

! y 25 [y y  r
= 50y (Vyu(y,s) g + us(y,s)r> STdyds (z = s = 72)
- lyl? 1 ly2
= el 50 Vyu(y,s) -y - sTdyds + TS /E(T) us(y,s)Tdeds

= I+1II
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3. Nun kénnen wir I bestimmen:

1 ly[?
I = s(y, 8) =—dyd
rn+1 ~/E(r)u (y S) %25 yas
ry 1

s(y, $)V 0 - ydyd
yntl /l;(r)u‘(y s) gV - ydyds

Nun verwanden wir den Satz von Gauf3.

(7.2) 1
I, ‘= sy, $)V 0 - y dyd
2 r"+1/,;(r>u‘(y s)Vyo -y dyds

1
= ——/ div y (usy)wdyds (GauB nach y)
" e

1
= o/ (Vo ) dyds

1
S —— / (=Vyu -y + nugtp) dyds (GauB} nach s)
" B(r)

(7.2) ly[?
= rn+1/( )(Vyu ( +ﬁ)+nusw)dyd3

ey / (nVyu- = + nust) dyds

Tn+1/ (Vyu - Vb + ust) dyds

- ,rn—i-l / —Au -+ usy) dyds (GauB} nach y)

7‘”+1 /E(T)( UJFU)T/J yas.

Im der Anwendungen den Gauflschen Integralsatz haben wir immer ¢9p,) = 0 benutzt. Folglich
erhalten wir

(7.3) o (r) = —T:‘H/E( )(—Au—i—us)z/)dyds.

Es folgt '(r) = 0, da u eine Losung der Wirmeleitungsgleichung ist.
4. Nun miissen wir noch den Wert von ¢ bestimmen.

r) = lim
o(r) p\ow(p)
.1 ly|?
= lim — u(y, s)—5dyds
R rl . (y,5)"5dy

O

Korollar 7.6 (Mittelwerteigenschaft fiir Unterlosung der Wiarmeleitungsgleichung). Sei Q C R
offen und beschrinkt. Sei u € C**(Qr) eine Unterlésung der Wimeleitungsgleichung, d.h.

— Au <0, mn Qp.
Dann gilt

u(x, t)_4710 /(zt,r)u(y,s)g_ )| dyds
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fiir alle x € R*,t € R,r > 0 mit E(x,t,r) C Qr .

Satz 7.7 (Maximumprinzip). Sei Q € R™ offen, beschrinkt und zusammenhingend. Sei u €
C?1(Qr) N C°(Qr) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung. Dann gilt:
(i) (Schwaches Mazimumprinzip.) Das Mazimum von u wird auf dem parabolischen Rand 0,Qp
angenommen:

max u = maxu.
QT BQT

(ii) (Starkes Mazimumprinzip.) Falls es ein (zo,to) € Qr mit u(wo,to) = maxg,_u gibt, dann ist
u konstant auf .

Beweis. (i) Vergleichen Sie Satz 6.11. (i) ist auch eine Folgerung von (ii).

(ii) Wie in Satz 2.13 fiir harmonische Funktionen, folgt das starke Maximumprinzip aus MWE.,
Satz 7.5. Der Beweis ist dnhlich, aber nicht ganz gleich.

a) Sei (xg,to) € y mit u(xg,ty) = maxg, u := M. Wihle r > 0 so klein, dass E(xg,to,7) C Q4.
Dann gilt wegen der MWE:

1 ly — xo\z
M = — u(y, s) ——=dyds
4Tn E(wo,to,T) (to - 8)2
1 _ 2
< ly = ) s

=4r2

= M.

Somit muss in der Ungleichung die Gleichheit gelten, also u(y, s) = M fiir alle (y, s) € E(zo, to, 7).

b) Sei z1 € Q so, dass die Strecke Toz1 = {x € Q |z = tag + (1 — t)x1 := x4, ¢ € [0,1]} ganz in
O liegt. Sei t1 € (0,tp). Dann verlduft die Strecke (xo,to)(z1,%1) := L ganz in Qp. Wir zeigen dass
u(x1,t1) = M. Betrachte den Zeitpunkt

Fi=min{t € [t1,to] [u(z,7) = M fiir alle (z,7) € L mit 7 € [f, o]}

Wegen der Stetigkeit von u wird dieses Minimum tats#ichlich angenommen. Also gilt u(x;,t) = M.
Wir behaupten, dass ¢ = ¢;. Da u(x;,t) = M, nach a) existiert ein p > 0 mit u(y,t) = M fiir alle
(y,t) € E(x;,t,p). Warenun £ > ¢, , so wire LNE(x;,%, p) # (). Da jedoch fiir alle (y,t) € E(zz,1, p)
mit ((y,t) # (zz,7) die Relation ¢ < # gilt, hiitten wir # nicht minimal gewéhlt. Ein Widerspruch.
Dann muss £ = ¢; sein. Insbesondere haben wir gezeigt, dass u(z1,t,) = M.

¢) Seien nun z € Q und 0 < s < tg beliebig. Da ) zusammenhéngend ist, finden wir eine Menge
von Punkten {zg,x1, - ,, T, = x} in Q derart, dass die Strecken T;—1%;,i = 1,--- ,m ganz in U
enthalten sind. Wenn wir iiberdies eine Folge tq > t; > --- > t,, = s von Zeitpunkten wéhlen, so
liegen die Strecken (x;_1,t;-1)(xi,t;),i =1,--- ,m ganz in Qp. Nach b) gilt demnach

M = u(xg,to) = u(zy,t1) = u(xg, ta) =+ = w(Tm, tm) = u(z, s).
Also ist u = M auf Q. O

Bemerkung 7.8. Unterschied zum Beweis von Satz 2.13 kann man mit a) die Offenheit der Menge
A :={(y,t) € Qr|u(y,s) = M} nicht zeigen. Denn E(zg,to, ) ist keine Umgebung von (xg, o), da
dieser Punkt auf dem Rand des Warmeballs liegt.

Bemerkung 7.9. Der Satz gilt fiir die Unterlosungen der Warmeleitungsgleichung
uy — Au < 0.

Bemerkung 7.10. Fiir die Oberlosungen der Warmeleitungsgleichung
u — Au > 0,

gilt das entsprechende Minimumprinzip. Dann gilt:
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(i) Das Minimum von v wird auf dem parabolischen Rand 0,2y angenommen:

minu = minu.
Qr oQr

(ii) Falls es ein (zo,t0) € Q7 mit u(xo,to) = ming,_ u gibt, dann ist u konstant auf Q.

Bemerkung 7.11. Das starke Maximum- bzw. Minimumprinzip macht lediglich eine Aussage
iber €,. Fiir Zeiten t > ty ist eine Anderung moglich. Betrachte z.B. die verschobene Fun-
damentallosung u(x,t) = y(x,t — to) auf Qp, wobei 0 ¢ Q und T > to. Fiir alle z €  ist
u(z,tg) = vy(x,0) = 0, und u ist auch tatsichlich konstant 0 auf Q;,; aber u verschwindet nirgends
fiir t > to.

Korollar 7.12. Sei Q € R™ offen, beschrinkt und zusammenhingend. Seiu € C*Y(Qr)NC%(Qr)
emne Lisung

uy —Au = 0, inQr
u = 0, aufdQx][0,T)
u = @, aufQx{t=0}

mit o : Q= R, ¢ >0, aber ¢ £ 0. Dann folgt dass u > 0 in Q.

Korollar 7.12 bedeutet, dass die Wirmeleitungsgleichung eine Eigenschft, die unendliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit, hat.

Bemerkung 7.13. Vergleichen Sie den Satz 7.7 (i) mit dem Satz 6.11. Fiir das schwache Ma-
ximumprinzip haben wir zwei Beweisen. Fiir das stake Maximumprinzi, Satz 7.7 (ii), haben wir
auch eine 2. Beweis Abschnitt 7.3 unten.
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7.2. Die Regularitit und Abschitzungen. In diesem Anschnitt betrachten die Regularitéit
der Losung der Warmeleitungsgleichung.
Fiir eine (zg,tg) € R” x R und R > 0 definieren wir

Qr(x0,t0) = Br(xo) x (to — R?,to].
We bemerken, dass solche Gebiete die gleiche Rolle wie die Biille fiir Laplace-Gleichung spielen.
Sei u eine Losung u der Wirmeleitungsgleichung, u; — Au = 0 in Qg(0). Dann ist
ug(z,t) = u(Rx, R*t)
eine Losung der Wirmeleitungsgleichungin @4(0). Fiir ein Gebiet D C R™ x R, we bezeichnen
C?1(D) die Menge aller Funktionen, die in C? bzgl x und in C* bzgl. ¢ sind.

Satz 7.14. Seiu eine C*' Lisung der Wirmeleitungsgleichungin Qg (zo,to). Dann ist u glatt in

Qr(xo,to).

Beweis. Durch Verschiebung nehmen wir an, dass (x0,t0) = (0,0) und bezeichnen Qg =g (o, to).
OEdA nehmen wir an, dass u beschrénkt in () 5 ist. Ansonst betrachten wir v in @, fiir alle r < R.
We behauten: fiir alle (z,t) € Qg gilt

u(z,t) = ; y(z —y,t + R*)u(y, —R?*)dy
R

t ou Oy }
+ r—y,t—8)—(y,s) —u(y,s , dsS,ds.
/_RQ/BBR{W( y )ayy(y ) —uly )auy( —y,t—s)

Wir zeigen die Behauptung spét. Aus der Behauptung zeigen wir nun die Glattheit der Funktion w.
Das erste Integral der linken Seite ist iiber B x {—R?}. Fiir (z,t) € Qg ist es klar dass t + R > 0
und womit keine Sinularitiit in dem ersten Integral gibt. Das zweite Integral ist iiber 0Bg x (—R?,t].
Bei Substitution der Variabel 7 =t — s wir kénnen das zweite Integral neu schreiben als

e ou 8’7
/0 /a& {7(33 -Y T)T%(y’t —7) —u(y,t — T)a—yy(x — yj)} dS,dr.

Es gibt auch keine Sinularitét in dem zweiten Integral, da = € Bg,y € 0B, und 7 > 0. Folglich ist
u in Qg glatt.

Nun zeigen wir (7.4). Erste beobachten wir dass 4(y,s) = ~(x — y,t — s) die sogenannte
Riickwartswérmeleitungsgleichung

(7.4)

(7.5) Fs + A7 =0
Dann ist u glatt in Qr(xo, to). erfiillt. Es folgt
0 = Fus —Ayu)

(uy)s + div(uVy = 3Vu) — u(¥s + Ay7)
= (uy)s + div(uV7y — 4Vu).
Fiir alle kleine € > 0 mit ¢ — ¢ > —R? integrieren wir diese Formel bzgl (y, s) in Rg x (—R?,t —¢).

Es folgt
toe 0 ou
[ {u<y,s>”(w—wt—s)—v(m—y,t—% )
R?2 JOBRr I/y

R O T T <y,s>}

/BRu(y,t—e)fyy,t—sdy /BRu ,—R*)dy
[, w9

u(y,t —e)y(x —y,e)dy — /B u(y (gg—y,t—(—RQ))dy
R
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Wir brauchen nur

lim U(y, t— €)")/(I - Y, €)dy = ’U,(.’,E, t)
e—=0 Br

Diese kann man wie in den Schritt 4 des Beweis von Satz 6.6. (Ubung.) O
Nun zeigen wir Abschétzungen der Ableitungen der Losungen der Wirmeleitungsgleichung.

Satz 7.15. Sei u eine Cg’l Lésung der Wirmeleitungsgleichungin Qgr(xo,to). Dann gilt

C
Veu(zo,to) < = sup |ul,
QRr(zo,to)

wobei C' eine nur von n abhdngte positive Konstante ist.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall (zg,t9) = (0,0) und R = 1. Allgemeiner kann man durch
Verschiebung und Skalierung zeigen. Betrachte @, = B, x (—2,0] fiir 7 € (0,1). FUr feste (x,t) €
Q 1, wie in dem obigen Satz setze
NS fiir s <t

Te s Ur s < t.
(4r(t —s))2
Nun brauchen wir eine Abschneide-Funktion (cut-off function) ¢ € C*°°(Q1) mit suppy C Q3/4
und ¢ =1 in Q2. Setze

(y,s) ==v(x —y,t —s) =

v = .
Man kann wir vorher nachpriifen, dass
0 =v(us — Au) = (uv)s + div(uVv — vVu) — u(vs + Av).

Fiir klein ¢ > 0 integrieren wir bzgl (y, s) iiber By x (—1,t — €). Wir beachten, dass die Rand-
Integrale iiber By x {—1} und 9By x (—1,¢ — €) verschwinden. Es folgt

/ (o)t — )y — y,e)dy = / w(Os + Dy) (5)dyds.
B

le(fl,tfa)
Wie in den Schritt 4 des Beweis von Satz 6.6 kann man zeigen, dass die linke Seite

/B (o) (5.t — )y — )y — ol ula, t) = u(z, )
mit € = 0. Also haben wir
uet)= [ w0+ A (oT)dyds.
le(fl,t)
Da ¥ (7.5) geniigt, gilt fiit (z,t) € Q14
wet)= [ ullpn+ Byp)i 20,0 Vi)dyds.
Bix(—1,t)

Jede Term in des Integrals enthielt die Ableitung von ¢, die in @/, verschwindet, da ¢ =1 in
QI/Q' Es fOlgt
u(w,t) = [ ullon+ Byp)7+ 2V, Ti)dyds,
D

wobei
D = By x (~(3/4)%,4\By, x (—(1/2)%,1].
Die Abstand zwischen jeden Punkt (y,s) € D und (x,t) € Q1,4 hat eine positive untere Schranke.
Diese impliziert, dass der Integrand in D keine Singularitéit besitzt.
Fiir die Ableitung nach = gilt

V,ule,t) = / (s + Ay@) Vo + 2,0 - V.V, dyds.
D

Sei C' > 0 eine Konstante mit
2[Ve| + lps| + V20| < C
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Es folgt
Vu(z,t)] < C / | (IV23] + V2V, 3} dyds.
D

Eine direkte Berechnung liefert

— lz—y|?
|Vz;}’/| S (t|x$)::2{+16 4(t—/s) s
2 2
— t— _lz—yl
|vay’~7| S C‘x (ty| —’)_11(+2 8)6 4(tfs) .
—8)2

Es ist klar, dass fiir alle (z,t) € Q1,4 und alle (y,s) € D,
lr—yl <1, 0<t—s<1

gilt. Also haben wir fiir alle (2,t) € Q14

1 lz—y|?

2
[Vu(z,t)] < C;/D lu(y, s)|me*44u_s) dyds.

Wir behaupten, dass fiir alle (z,t) € Qy/4

1 _lz—y)? .
———¢ 9 < (C, firi=1,2.

(t—s)ztt
gilt. Es ist klar, dass der Satz folgt aus der Behauptung. Nun zeigen wir die Behauptung. Wir
zerlegen D in zweier Teile:

Dy = BypXx (_(3/4)27 _(1/2)2)7
D2 = 33/4\31/2 X (—(3/4)2,t)
Wir betrachten erste D;. Fiir alle (z,t) € Q1,4 und (y,s) € Dy haben wir
1
t—s > —
8
und dann
1 _la—y?

- IG=9) ﬂ+i o -
(tfs)%-i-ie t <82"' fliri=1,2.

Dann betrachten wir Dy. Fiir alle (z,t) € Q1,4 und (y,s) € Dy haben wir

1 2
ly — x| > =, 0<t—s< 3 .
4 4

Damit haben wir mit 7 = (t — s)7!

b S < L owie o3 <O fiwi—1,2
(t—s)%“e *(t—s)%“e =727 8 <(C, firi=12,
fiir alle 7 > (4/3)3. Die Behauptung wird bewiesen. O

Satz 7.16. Sei u eine Cg’l Lésung der Wirmeleitungsgleichung in Qr(xo,t0). Dann gilt fir alle
Multiindeces oo € NI mit |a| = k und | € Ny die folgende Abschiztungen

Ck+2l

|0} D u(xo, to)] < nF et R 20)! sup  ul,

RE+2 Qr(z0.t0)

wobei C' eine nur von n abhdngte positive Konstante ist.
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Beweis. Fiir die Ableitungen nach x kénnen wir beweisen wie in dem Satz 2.19, und erhalten fiir
alle Multiindeces « € Nj mit |o| =k

|Dgu(zg, to)| < gl]:nkeklk!Q sup  |ul.
r(zo0,t0)
Fiir die Ableitungen nach ¢ benutzen wir die Warmeleitungsgleichungund erhalten
Olu = Alu.
Wir bemerken, dass es in Alu n* male z-Ableitungen gibt. Es folgt

oD to)l < nF DB to)l.
|0, Dy u(zo,t0)| < n m]\“:l%ﬁzzl hu(zo,to)]

Die Aussage folgt leicht. O
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7.3. Das Maximumprinzip. Zunichst wiederholen wir das schwache Maximumprinzip der Warme-
leitungsgleichung. Seien €2 ein beschrinkte Gebiet in R™.

Satz 7.17 (Schwaches Maximumprinzip). Fir u € C*1(Qr) N C%(Qr) gelte
ug — Au <0 in Qp.

Dann gilt:
Ssupu = sup u.
ar 8,

Nun wollen wir das Maximumprinzip fiir die folgende parabolische PDE untersuchen.
Pu = u; — Lu,
wobei . N
Lu= Z aijafju + Z b;0iu+ cu in £,
i,j=1 i=1
ein elliptischer Operator ist. Einfachheitshalber betrachten wir nur
Pu=u; — Lu=u; — (Au+ cu) = uy — Au — cu.

Satz 7.18 (ScEwaches Maximumprinzip). Sei ¢ < 0 eine stetige Funktion in Qp. Fir u €
C*Y(Qr)NC°Q7) gelte
u—Au—cu <0 in Qp.
Dann gilt:
supu < sup u'.
ﬁT 3PQT
Beweis. i) Zunéichst nehmen wir an, dass
ug — Au—cu <0 in Q.
Wiire die Aussage falsch, existierte ein (2o,t0) € Qr\9,Q mit 0 < u(zo) = supg, u. Als Notwen-
digkeit solcher inneren Maximum Punkt, gilt
vm(xo,to) = 07 Vi(x‘o, to) S 0, und ut(xo,to) Z 0.
Daraus folgt
ui (o, to) — Aulxg, to) — cu(xo, to) > 0,
da ¢ <0 und u(zg,tp) > 0. Ein Widerspruch.
ii) Nun betrachten wir den allgemeinen Fall. Betrachte
uf(z,t) = u(z, t) — et.
Es ist leicht to nachpriifen:
ui —Au® —cu® =ur —Au—cu—e+ce < —e+ce <0,
da ¢ < 0. Nach i) haben wir
supu® = sup (u®)*.
ﬁT aPQT
Es folgt
supu = sup u™.
ﬁT 8PQT
O

Satz 7.19 (Schwaches Maximumprinzip). Sei ¢ < ¢ eine stetige Funktion in Qr fir ein nichi-
negative Konstante ¢y Fiir u € C**(Qr) N C°(Q7) gelte

u —Au—cu < 0 inQp
u < 0 auf0,Qr.
Dann gilt u < 0 in Qrp.



66 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beweis. Setze v(z,t) = e~ “'u(z,t). Dann u = e“’v und
0>u — Au—cu=e (v — Av — cv + cov) = e~ (v, — Av — (¢ — ¢o)v).
Es folgt
ve—Av—cv <0
mit ¢ = ¢ — ¢y < 0. Nach Satz 7.18 gilt

supv = sup v = sup eyt =0..
ar QU B8y Qr

Also u < 0 in Q7. O

Als Folgerung haben wir ein Vergleichsprinzip

Korollar 7.20 (Vergleichsprinzip). Sei ¢ < co eine stetige Funktion in Qr fiir ein nicht-negative
Konstante cy. Seien u,v € C*Y(Qr) N C°(Q7) mit

U —Au—cu < v —Av—cv inQp
u < w auf OpQr.
Dann gilt u < v in Q.
Beweis. Berachte w = u — v und verwende Satz 7.18. O

Vergleichen wir nun die Maximumprinzipen zwischen die elliptische Gleichungen und die para-
bolische Gleichungen Betrachte
—Au—cu=0 inQ
und
Pu=u—Au—cu < 0 in Qr.
Sei ¢ < 0. Es gilt
—Lu <0 in{ = wu nimmt ihres nicht-negetive Maximum in 0f2 an,
Py <0 indpQ? = w nimmt ihres nicht-negetive Maximum in 9,2 an
Sei ¢ = 0. Es gilt
—Lu <0 inQ = wu nimmt ihres Maximum in 02 an,
Py <0 indpQ? = wu nimmt ihres Maximum in 9,Q an

Fiir das Vergleichsprinzip, gilt: Sei ¢ < 0

—Lu <—-Lv inQ, u<v aufd) = u<vinQ,
Pu < Po inQ, u<v aufdp! = wu<Lvin Q.

In dem Vergleichsprinzip braucht man fiir die parabolische Gleichung nur die Bedingung ¢ < ¢g
fiir eine positive Konstante cg.

Nun betrachten wir das starke Maximumprinzip.

Lemma 7.21. Seien (xo,tp) € R" xR, R,T > 0. Setze

Q = Br(wo) x (to — T\ to]-
Ist ¢ eine stetige Funktion in Q. Gelte u € C*1(Q) N C(Q)

u—Au—cu>0 in Q.
Falls uw> 0 in Q@ und

u(l‘o,to - T) > 0,

dann gilt

u(z,t) >0, V(z,t) €Q.
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Lemma 7.21 besagt: Fiir eine nicht-negative Oberlosung u gilt: falls u irgendwann positiv ist,
ist u immer positive nachher.

Beweis. Sei t. € (tog — T, to] beliebig. Wir zeigen dass
u(z,ts) >0 Vo € Br(zo).
OBdA nehmen wir an, dass g = 0 und ¢, = 0. Wihle a < 0 derart, so dass tg — T = —aR? und
setze
D := Bg x (—aR?,0].
Unsere Voraussetzungen sind u > 0 und u(0, —aR?) > 0. Da u stetig ist, kénnen wir annehmen,
dass
u(z,—aR?*) >m >0 Vz € B.g,

fiir m > 0 und € € (0,1). Wir nehmen m das positive Minimum von u(-, —aR?) in B.g. Betrachte

1— 2
Do = {(x,t) € Bg x (—aR2,0]||> — Tgt <R CD.

Es ist klar dass
DyN{t=0}=Bgr, Dyn{t=—-aR?} = B.p.

Setze
o) = e
wolz,t) = wi(t)—|z)* = 1_78215 + R% — |22,
und fiir eine §, die wir spét fixieren werden,
w = wfﬁwg

Wir betrachten wq, we und w in den Gebiet Dy. Wir bemerken, dass e2R?2 < w; < R%Z und ws >0
in Dy. Eine direkte Berechnung liefert

wy = —Bwl_ﬂ_latwlwg + 2w1_5w28tw2

4 1—¢2 2(1 — ¢
wi? 1(6( )w§+ ( - )w1w2>’

a
und
Aw = wy”(QwiAwsy 4 2|Vw,|?)
w;ﬁ(félnwg + 8|z[?)
wfﬁ(8w1 — (4n+ 8)wq) (da |z* = wy — wo)
= w7 8w? — (4n + 8)wyws).
Es folgt

1— 2
wy —Aw —cw = wfﬂ_l{(—w—cwl)wg

o

2(1 — &2
+ <(a€)+4n+8> ’lUlUJQ—Sw%}.

—wj {(B(IOZ_EQ)—MRQ) w3
— (2(1;62) —|—4n—|—8> w1 Wa —|—8wf}.

>0, fiir B grof}

IA
|

=

L
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Also wir haben
wy — Aw —cw <0 in Dy.
Nun betrachten wir den parabolischen Rand 0, Dg von Dy:
OpDo = X1 U Xy
mit

> {(z,t): |z| < eR, t = —aR?},

() a2~ 125

Yo
o

Fiir (z,t) € X9 gilt w = 0 und fiir (z,t) € ¥; gilt

t=R?* —aR*<t<0}.

wla ) = w(e, —aR) = (R?) A (&2R? — [2)? < (2R?) 2+,

Setze

v=m(eR)**w in,Dy
wobei m das positive Minimum von « in ¥ ist. Nun ist es klar
0 in Dy,
u auf d,Dq

vp—Au—cv <
<

v

und

ur — Au —cu  in Dy,
U auf 9, Dy.

ve—Au—cv <

v <

Nach dem Vergleichsprizip, Satz 7.20, und Bemerkung 7.22 unten gilt
v<wu in Dg.

Es folgt am t =0

u(z,0) > v(z,0) = m(eR)¥P*w(x,0) = me?$—* <1

fiir alle x € Bg.

=

2
)

O

Bemerkung 7.22. In den Beweis benutzen den parabolischen Rand fiir einen Gebiet D in R™ x
R. Fiir solchen Gebiet ist der parabolischen Rand die Menge aller Punkte (z,¢) € 0D mit der

Eigenschaft

Br(x0) x (to — 7%, 1] N ((R™ x R)\D) # 0, V¥r > 0.
Falls D = Qx (0, T] ist die Definition gleich als die, die in Seit 42 gegeben ist. Das Maximumprinzip

gilt fiir solche Gebiete D.

Nun haben wir das starke Maximumprinzip. Sie vergleichen ihn mit Satz 7.7.

Satz 7.23 (Starkes Maximumprinzip). Sei Q ein beschrinkte Gebiet in R™ und T > 0. Sei ¢ eine

stetige Funktion in Q x (0,T] mit ¢ <0 und gelte u € C**(2 x (0,T7)
up—Au—cu<0 inQx(0,7].
Ezistierte (z.,t.) € Q x (0,T] mit

u(Ty,ts) = sup u >0,
QxT]

Dann gilt
u(z,t) = w(xe, ts), V(z,t) € Qy,.
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Beweis. Setze

M =supu >0
Qr

und v = M — w. Dann gilt v(z.,t.) =0, v > 0 in Q7 und
vi—Av—cv>0 in Qr.
(Hier benutzen wir die Bedingung ¢ < 0 in Qp
vy — Av—cv = —(uy — Au — cu) —cM > —cM > 0.
) Wir zeigen, dass v(z,t) = 0 fir alle (z,t) € ,.
1. Fiir (zo,t0) € Qr(z+,t+) = Br(x.) X (tx — R, tx] C Q x (0,7, zeigen wir u(zg,to) = 0. Wire
u(zg, tg) > 0. Wir verwenden Lemma 7.21 und erhalten ein Widerspruch.

2. Fiir beliebigen Punkt (z,t) € €, finden wir eine Folge (zo,t0) = (x,t), (x1,t1), -+ , (Tm,tm) =
(24, t«) mit folgender Eigenschaften fiir alle ¢ = 1,2, (i) t,—1 < t;, (ii) Qr, C € x (0,7, und (iii)
(Ti—1,ti—1) € Qr, (T4, t4).

Nach (i) folgt 0 = w(Tm—1,tm—-1) = W(@m—2,tm—2) = - - = u(z1,t1) = u(xo, to) = u(z,t). O
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7.4. Die Abschitzungen. Als gute Anwendungen des Maximumprinzips zeigen wir folgende
Abschétzungen.
Sei  ein beschrankte Gebiet in R™ und 7" > 0.

Saiz 7.24. Sei c stetig in Qr mit ¢ < cq fiir eine nicht negative Konstante cy. Sei u € C*H(Q7)N
C(Qr) eine Lisung von

u—Au—cu = f inQp
u(-,0) = wg auf Q
u = ¢ auf 0 x(0,T),
fiir f € C(Qr), up € C(Q) und ¢ € C(02 x [0,T]). Dann gilt

sup |u| < e” | max{sup |ug|, sup |p|} + Tsup|f|]|.
T Q o0 x(0,T) Qr

Beweis. Setze Setze
o0x(0,T

B—max{sup|u0, sup |g0|} und F =sup|f|
Q ) Qr

und Pu = u; — Au — cu. Dann gilt
P(+u)
+u

S F in QT,
< B auf 9,Qr.

Setze
v(x,t) = e (B + Ft).
Da ¢y — ¢ > 0 und e®! > 1 in Qp haben wir

Pv=(cy—c)e®(B+ Ft)+e°'F>F inQp

und
v>B auf 0,Qr.
Es folgt
P(+u) < Pv inQp,
+u < w auf 0,Qr.

Nach dem Maximumprinzip gilt
+u<v in Qp
Es folgt
lu(z,t)| < e (B + Ft) < e“T(B+ FT) Y(z,t) € Qp.

Nun betrachten wir 2 = R"™.

Satz 7.25. Sei ¢ stetig in Qp mit ¢ < cg fiir eine nicht negative Konstante cy. Sei u € C’g’l(R%) N
C(RY}) eine Lésung von

u—Au—cu = f inRp
u(-,0) = g auf R™,
fiir f € Cy(Ry) und ug € Co(R"). Dann gilt

sup |u| < e®" (Sup |uo| + T'sup |f|> :
R R R%



PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 71

Beweis. Wie oben setze Pu = u; — Au — cu und

B =suplup] und F =supl|f]|
R™ R,

Wir haben
P(tu) < F inR7%,
tu < B auf §,R7.
Da u beschrankt ist, nehmen wir an dass |u| < M in R} mit M > 0. Fiir ein R > 0 betrachte
w(z,t) = e (B + Ft) + vg(z,t) in Bgr x (0,7,

wobei vy eine Funktion ist, die wir spat wihlen werden. Da ¢y — ¢ > 0 und e > 1 in Q, haben
wir

Pw = (cy — c)e® (B + Ft) + e + Pvg > F + P(vg) in Bg x (0,7].
Am parabolischen Rand gilt gilt
w(-,0) = B+ vg(-,0) in Bg,
und
w > vR auf OBg x (0,T).
Wir wiahlen vy derart, so dass
Pwg) > 0 in Bg x (0,71,
vr(,0) > 0 in Br
vg > ZHu auf O0Bg x (0,7).
Nun konstruieren wir vg
vr(z,t) = %ecot@nt + |z[?).
Es ist klar dass vg > 0 in Bg x {0} und vg > M > |u| in 0Bg x (0,T]. Man kann nachpriifen,
dass
P(vg) = %eq’t(co —c)(2nt +|z[*) >0 in Bg x (0,T).
Mit solcher Funktion vg haben wir
P(tu) < Puw in Bgr x (0,7,
tu < w auf 9,(Br x (0,T7).

Nach den Maximumprinzip gilt +u < w in Bg x (0,T]. Also fiir alle (z,t) € Br x (0,77,
M
lu(z,t)| < e (B + Ft) + ﬁecot(Qnt + |z[?).

Nun fixieren wir beliebigen Punkt (z,t) € R}. Wihle R mit R > |z| und lasse R — oco. Wir
erhalten
lu(z,t)| < e (B + Ft) < e“T(B + FT).
O
Nun geben wir einen neuen Beweis fiir die innere Gradienten Abschéitzung. Sehen Satz 7.15.

Satz 7.26. Sei u € C*1(Q1) N CQ,) eine Lisung von
u—Au=0 in Q.
Dann gilt

sup |Vgu| < C sup |ul,
Q1/2 0pQ1

wobei C' eine positive Konstante ist, die nur von n abhdngt.
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Beweis. Erste bemerken wir dass u nach Satz 7.14 glatt ist. Eine direkt Berechnung liefert

(0 — A)|Voul? = —2|V2ul* +2Vu - V(us — Au)
—2|V2ul?,
wobei |V2ul? = doij=1 ui% ist. (vgl. Aufgabe 7.1. b)). Wihle eine glatte Abschneide-Funktion

@ = n? mit suppn € Q3/4,m > 0und n =1 in Q. Eine direkt Berechnung liefert
(0 = D)@ Vaul?) = (pr — Ap)|[Vul? = 4V2u(Vu, Vo) — 20| Vul?
= (2nme — 20An = 2|Vn|*)|Vul® = 8nV>u(Vu, Vi) — 29|V?ul?,
wobei V2u(a,b) = szzl Uz, z;a;:b; fiir 2 Vektoren a,b € R". Nach CSU haben wir
8nV2u(Vu, V)| < 8|Vn*|Vul® + 27| VZul?,
und bzw.
0 = D) |Vaul?) = (20 — 20An + 6]Vn|*) |Vl
< C|Vul?,

wobei C' > 0 eine Konstante, die nur von 7 und n abhéngt. Wir benutzen auch die Gleichung fiir

u?

(0r — A)(u?) = =2|Vul® + 2u(u; — Au) = —2|Vul>.
Es folgt

1
0y — A) (77|Vu|2 + 20u2> <0.
Nach Maximumprinzip gilt
1 1
sup (77|Vu|2 + C’u2> < sup <n|Vu2 + C’u2> .
Q1 2 9y Q1 2
Es folgt fiir (z,t) € Q12

C sup u?.

1 1 1
|u(z,)* < sup <T]Vu2 + C’u2> < sup (7]|Vu|2 + C’u2) <=
Q1 2 2 2 OpQ1

pll

Die letzte Abschitzung ist die Harnack Ungleichung.
Satz 7.27 (Harnack). Sei eine positive Funktion u € C**(R%) eine Lésung von
uy = Au  in R7.
Dann fiir alle (x1,t1), (z2,t2) € RE mit ta >t > 0 gilt
ulah) _ <t2) ox <|x1 - x2|2> .
U(CEQ, tz) tl 4@2 — tl)
Sie vergleichen den Satz mit der elliptischen Harnack-Ungleichung. Wir erste priifen den Satz
an der fundamentallésung
V(1) = —e T,
die vy — Ay =01in R™ x (0, 00) erfiillt. Fiir alle (x1,1), (x2,t2) € R} mit t2 > t; > 0 gilt
Y(w1,t1) _ (t2> 2 6‘124;25‘2 _ ‘”4;15‘2 .

Y(z2,t2) 51
Wir benutzen die folgende Ungleichung

(p+4q)?
a+b

2 2
p q
<t 4 1
_a+b,
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fiir alle a,b > 0 und p,q € R mit Gleichheit genau dann, wenn £ = . Damit haben wir fiir alle
to >1t1 >0

zy — & e R T
O P o

to T o ta— 1 t
mit Gleichheit genau dann, wenn
tgl‘l — tl.’L‘g
g= 22
to — 11
Also haben wir N
2 zo—xq |2
v@hh>§(w>2emrgp
Y(w2,t2) 131

Fiir den Beweis von Satz 7.27 brauchen wir ein wichtiges Lemma, die so-genannte Differential-
Harnack-Ungleichung

Lemma 7.28. Sei 0 < u € C*'(R%) eine Lisung von
ur = Au R
Dann v =logu gentigt die Differential-Harnack-Ungleichung

2% > Vo> in R%.
Der Beweis von Lemma 7.28 ist schwer. Fiir den Beweis bitte sehen Sie Qing Han’s Buch, s.
193.

’Ut+

Beweis von Satz 7.27. Setze v = logu wie in Lemma 7.28 und nehme eine beliebige Kurve x(t) :
[t1,t2] € R™ mit x(t;) = «; fiir i = 1,2. Nach Lemma 7.28 haben wir

d dx der n
il 1) = 2> 2 Rl
dtv(m( ), t) ve + Vo e |Vo|* + Vv pri
ldz|> 1ldz]* n
_’W%Qﬁ Tila|
1|dz|> n
> - - =
- 4 |dt 2t
Integriere und erhalte
n ta 1 [P]|dx 2
t1) < t —log =+ - — | dt.
v(@1,t1) < v(we, t2) + 5 108 4 + 4/t1 L

. . . .. t 2 . . .
Finde eine Kurve mit minimaler Wert von ftf %| dt. Es ist die Kurve mit

d’z
— =0.
dt?
Die Losungen sind
z(t) = at + b,
fir a,b € R". Da x; = a;t + b fiir 1 = 1,2, haben wir a = $2=71,b = t"‘?:?“. Daraus folgt
2 1 2 1
t2 | dg |? |wg — 1|2
—| dt= ———
b | dt ty —

Damit haben wir

n
v(z1,th) S (g, ta) + 5 log =+ 7 ———,

3 )2
wryty) <t2) exp <|x1 3| >
’u(aig,tg) tl 4(t2 — tl)

bzw.
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8. DIE EINFACHSTE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNG ERSTER ORDNUNG

Trotz der Einfachheit des folgenden Problems und seiner Losung wird dieses wichtige Einsich-
ten in hyperbolische Gleichungen und die Ausbreitungsmechanismen von anfiinglichen Stérungen
liefern.

8.1. Das Cauchyproblem fiir die lineare homogene Transportgleichung. Gegeben sei ein
konstanter Vektor b € R™, eine geeignete Funktion ¢ : R™ — R als Anfangsdatum. Gesucht ist
u € CH(R x R") als Losung des folgenden Cauchy-Problems:

ug(x,t) + (b, Vu(z,t)) = 0, fir (z,t) € R" x R,
(8.1) . n
u(z,0) = ¢, fiir x € R™.
Ahnlich wir frith wollen wir hier so vorgehen: Angenommen, es existiert bereits eine Losung
u € C(R x R™). Daraus sollen notwendige Bedingungen an ¢ und die Gestalt von u (Darstellungs-
formel) hergeleitet werden, wobei direkt ein Eindeutigkeitsresultat mit abfillt.
Betrachte die Linien

(8.2) Ro>s— (x+shbt+s)eR" xR

und die Funktion R 3 s — u(z + sb,t + s) € R. Wir haben

d
Eu(x +sbt+s) = u(r+sbt+s)+ (Vyulx+sbt+s),b)
=0
Somit erhalten wir notwendigerweise durch die Betrachtung von s =0 und s = —t:

u(z,t) = u(x —tb,t —t) = u(x — tb,0) = p(x — tb).
Fiir ¢ = 0 sieht man auflerdem, dass u € C' zwingend ¢ € C*(R"™) erfordert.

Satz 8.1. Sei p € CY(R™). Dann besitzt das Anfangswertproblem (8.1) fiir die Transportgleichung
mit konstanter Ausbreitungsgeschwindigkeit b € R™ genau eine Lisungu € CH(R x R™). Diese ist
durch die Formel

(8.3) ult, ) = plo — 1),
gegeben.

Beweis. Eindeutigkeit: Herleitung von .
Existenz: Definiere u geméfl (8.3) und verifiziere (8.1). O

Bemerkung 8.2. i) Im Gegensatz zu parabolischen Problemen haben wir hier auch eine Losung
riickwdrts in der Zeit sowie endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.

ii) Positive und negative Zeiten sind gleichberechtigt; die Funktion (x,t)) — u(x, —t) 16st (8.1)
mit —b, und das Vorzeichen von b spielt bei Satz 8.1 keine Rolle. Bei nichtlinearen Erhaltungs-
gleichungen kénnen in Abhéngigkeit von der Gestalt des Anfangsdatums fiir ¢ > 0 und ¢t < 0
verschiedene Effekte auftreten; dadurch wird aber die grundsétzliche Gleichberechtigung von ¢t > 0
und ¢ < 0 nicht aufgehoben.

iii) Man beachte, dass Losungsformel (8.3) auch fiir lediglich stetige Anfangsdaten Sinn macht.
Man erhilt dann u € C°(R™ x R), welches (8.1) in einem schwachen Sinne 16st.
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8.2. Die inhomogene Transportgleichung. Nun betrachten wir die inhomogene Transportglei-
chung. Gegeben seien konstantes b € R™ und geeignete Funktionen ¢ : R® - R, f : R” x R — R.
Gesucht ist u € C1(R x R™) als Losung von

w(z,t) + (b, Vu(z,t)) f(z, 1), fir (z,t) € R" x R,
u(z,0) = o, fiir x € R".

(8.4)

Wir gehen wieder davon aus, dass bereits eine Losung u € C1(R xR™) vorliegt. Notwendigerweise
ist dann ¢ € C*t, f € C°. Wie oben betrachten wir wieder die Losung auf der Geraden (8.2):

d
d—u(ersb,tJrs) = u(z+ sbt+s)+ (Vyu(x + sb, t + s),b)
s

= f(zx+ sbt+s).

Immerhin reduziert sich so das Auflésen von (8.4) auf das direkte Integrieren einer gewohnlichen
Differentialgleichung:

0
u(z,t) —u(x —tb,0) = / diu(x + sb,t + s)ds
t S

0
/ flx+ sb,t + s)dt
—t

/0 flea—=({—=m)b,7)dr, (T=s4+1)

notwendigerweise gilt also
t
u(z,t) = o(ax —tb) + / flz—=(t—71)b,1)dr,
0

die Ahnlichkeit mit der Formel der Variation der Konstanten aus Satz 6.18 ist uniibersehbar. Um
im folgenden Satz Differenzierbarkeit von u erhalten zu kénnen, miissen wir die Voraussetzungen
an f noch verschérfen; wozu die Notwendigkeit aufler im Fall b = 0 zun&chst nicht unmittelbar auf
der Hand liegt.

Satz 8.3. Seienb e R, : R" - R und f: R" xR — R so, dass die partiellen % € CO(R"™ x R)
existieren. Dann besitzt das Anfangswertproblem (8.4) fiir die inhomogene Transportgleichung mit
konstanter Ausbreitungsgeschwindigkeit b genau eine Losung u € CH(R x R™). Fiir diese gilt

(8.5) u(z,t) = p(x —tb) + /0 flz = (t—7)b,7)dr,

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, aus (8.5).

Existenz: Man definiere u gemé8 (8.5). Da die aani € C°(R" xR) existieren, ergibt die Anwendung
der parameterabhiingigen Riemann-Integrale auf relativ-kompakten (z,t)-Bereichen u € C*(R™ x
R). Auflerdem ist unter Verwendung der Kettenregel

wp — (b, V) = —<V<p(-—tb),b)—i—f—i—/olvmf(x—(t—s)b),s)~(—b)ds

t
. Vol 9) + 0 [ V(o (¢ - 9)5)ds)
0
Bemerkung 8.4. Die Losung u von (8.4) liegt im Punkte (z,t) fest, wenn f auf der Geraden
Cio) ={(s+t,x+5sb): s € R} CR" xR

bzw. genauer auf deren Teil mit 0 < —s - sgn(t) < t-sgn(t) und ¢ auf dem Schnittpunkt die-
ser Geraden mit {s = 0} = R™ x {0} bekannt ist. Das steht im krassen Gegensatz zu Losungen
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parabolischer Gleichungen, wo man alle Daten fiir s < ¢,£ € R™ benétigt. (Hier endliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit; unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit bei parabolischen Gleichungen.)

Man nennt die Geraden C(; .,y Charakteristiken. Dieses Konzept wird sich auch in verallge-
meinerter Form bei nichtlinearen Erhaltungsgleichungen 1.0Ordnung als grundlegend erweisen: Es
reduziert die partielle Differentialgleichung erster Ordnung auf eine Schar gewo6hnlicher Differenti-
algleichungssysteme. Man beachte auch: Eindeutigkeitsverhalten ist hier einfacher als bei parabo-
lischen Gleichungen.

Beispiel 8.5. Zur Notwendigkeit der Differenzierbarkeitsbedingung an f in Satz 8.3. Wir betrach-
ten dazu das Cauchyproblem:

u+u, = |r—tinRxR

u(z,0) = 0, in R
Angenommen, wir hétten eine Losung u € C1(R x R) von (8.5), so wiire diese gemiifl der Herleitung
von Satz 8.3 gegeben durch die Formel (8.5):

u(z,t)z/o |57(x—(t—s))|d5:/0 |x — t|ds = t|x — ¢t

Diese Funktion ist aber fiir ¢ # 0, t = x nicht differenzierbar. (Man beachte den Gegensatz zum
regularisierenden Verhalten elliptischer Gleichungen.)
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9. DIE EINDIMENSIONALE WELLENGLEICHUNG

9.1. Die eindimensionale Wellengleichung auf R. Gegeben seien geeignete Funktionen ¢, :
R — R, gesucht ist u € C?*(R x R) als Losung des Cauchyproblems fiir die homogene Wellenglei-
chung:

U (,1) —Upy = 0, fiir (z,t) € R x R,
(9.1) u(z,0) = ¢, fir z € R,
ut(x,0) = P, fir z € R.

Wir gehen wieder davon aus, dass eine C2-Losung u von (9.1) existiert und leiten notwendige
Bedingungen und Darstellungsformeln her. Zun#chst ist offenbar notwendig:

peC? ypecC
Man koénnte nun durch die Variationstransformation
(z,t) = (x —t,z + 1)
herleiten, dass F, G € C%(R) existieren mit
(9.2) u(z,t) = F(x —t) + G(z + 1)

und F,G an die Anfangsdaten o, anpassen. (Ubung.) Aus (9.2) kann man leicht das folgende
Lemma zeigen.

Lemma 9.1. Sei Q C R x R und u € C?(2) eine Losung von
Ugp — Ugz = 0.
Sei ABCD ein Parallelogramm in £ mit
A= (z,t), B=(x+hy,t+h), C=(x—hot+hs), D= (x+hs —he,t+hs+ho).
Dann gilt
(9.3) u(A) + u(D) = u(B) 4+ u(C).

Parallelogramm ABCD ist ein Parallelogramm mit Seitenlinien, die entweder parallel zu {z = ¢}
oder zu {z = —t}. Wir bemerken, dass die Umkehrung gilt: Falls fiir jedes solches Parallelogramm
ABCD in Q gilt (9.3), dass erfiillt u die Gleichung us; — uz = 0. (Ubung)

Wir wollen hier anders verfahren und auf den Uberlegungen aus dem vorhergehenden Kapital
aufbauen. Grundlegend ist folgende Beobachtung (man vgl. die dritte binomische Formel):

0= (97 —02)u= (0 — 9,) (9 + O )u.
Sei u € C?(R x R) als Losung von (9.1) gegeben, wir setzen
(9.4) v = (0 + Oz)u

und erhalten

(9.5) Vi — Vg = Upt — Uggy =0 in R xR,
' v(x,0) = wu(z,0) + uy(z,0) =(z) + ¢'(2), fiir z € R.
Dieses Anfangswertproblem 16sen wir geméfl Satz 8.1 auf (b= —1):

v(x,t) =Pz +1) + ¢ (x +1).
Definition (9.4) liefert damit nun folgendes Cauchyproblem fiir u:

u+u, = v=v(x+t)+¢ (z+1) in R x R,

(9.6) u(z,0) = (), fir z € R.

Dieses wiederum l6sen wir mit Hilfe des Satzes 8.3 fiir die inhomogene Transportgleichung mit
f(z,t) =Y(x +t) + ¢ (x + t) auf: Notwendigerweise hat u die folgende Darstellung
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u(z,t) = w(x—t)Jr/O(¢(S+$—(t—S))+<ﬂ'(8+$—(t—8))d8
= <p(x—t)+/0(il)(x+2$—t))+<p’(x+25—t))ds

x+t
= (p(x—t)—‘r%/_f (W(r) + ¢ (1)dr (T=2+25—1)

x+1

= pla=n)+5 [ v+ 5ela ) o= 1)

1 1 -+t
= i(cp(ac +t)+o(x—1t)+ 3 / Y(r)dr.

r—t
Satz 9.2 (D’Alembertsche Formel). Fiir alle ¢ € C%(R),p € C*(R) ezistiert genau eine Lisung
u € C?(R x R) des Cauchyproblems (9.1). Diese wird durch die d’Alembertsche Formel

x+t
(9.7) u(z,t) = %(go(x +O)+p(xz—1t)+ % /4 Y(7)drT.
gegeben.

Beweis.
O

Interpretation 9.3. . Um im Folgenden Verwirrung zu vermeiden, beschrinken wir uns auf
positive ¢ > 0. Sei u die Losung von (9.1) geméf (9.7).

(a) Seit > 0,z € R. Fiir die Berechnung von u(z,t) ist erforderlich die Kenntnis von
e v in den Punkten z — ¢,z + ¢;
e ¢ im Intervall [x — ¢,z + {]
Oder anders herum: Gegeben seien |, ), ¥|[q,5)- Fiir welche ¢t > 0,2 € R liegt dadurch u
schon fest?
Genau dann, wenn z —t > a und x +t < b, d.h. auf

1
Blay) = {(x,t) 0<t< i(bfa), a+t§x§bt},
dem Bestimmtheitsbereich von [a, b] oder Bestimmtheitskegel, (Fiir ¢ < 0 muss man dieses Bild
an der z-Achse spiegeln!)
(b) Eine etwas andere Fragestellung:
Gegeben seieny|(q,p), ¥|[a,p)- Fiir welche (z,t) € R x (0,00) haben diese Daten Einfluss auf
u(z,t)?
e Zu ¢: Genau dann, wenn x —t € [a,b] oder x 4+t € [a, b]:
& zefat+t,b+t|Ula—1t,b—t
©
& (z,t) € B )
mit
E[i’b
e Zu ¢: Genau dann, wenn [x — ¢,z + t] N [a, b] # O

= {(z,t):t > 0,2z € [t+a,t+b] oder z € [a —t,b— t]}.

& r+t>aundx—t<b
& x €la—t,b+1
& (¢,1) € B},
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mit
Bl = {(at) it > 0,0 €la—t,b+1]).
Insgesamt nennt man

- W
E[a,b] = EEZ’b] U E[a,b]

den Finflussbereich des Intervalls [a,b]. Man beachte aber die unterschiedlichen Rollen von
@ und ! AuBerdem beachte man noch einmal den drastischen Unterschied zu parabolischen
Problemen.

Bemerkung. Setzt man fiir £ > 2, ¢ € CF(R), ¢ € C*"1(R) voraus, so erhiilt man fiir die
Losung u € C*(R x R), aber i.A. keinen weiteren Regularititsgewinn. Auch das ist ganz typisch
fiir hyperbolische Problem.
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9.2. Die eindimensionale Wellengleichung auf dem Intervall [0, 00). Gegeben seien geeig-
nete Funktionen ¢, : [0,00) — R und « : [0,00) — R, gesucht ist u € C?([0,00) x R) als Losung
des Cauchyproblems fiir die homogene Wellengleichung:

U — Uy = O, fiir (x,t) € [0,00) X R,
(9.8) u(z,0) = ¢, fiir x € [0, 00),
' ug(x,0) = b, fiir z € [0, 00),
u(0,t) = «ft), fiir t > 0.

Falls (9.8) eine C? Losung u besitzt, dann miissen die folgende Kompatibilititsbedingungen gelten:

(99) 50(0) = a(O), ¢(0) = O‘I(O)v QDN(O) = O/I(O)v
sowie ¢ € C%([0,0)),% € C1([0,00)) und o € C?([0,00)). Diese sind notwendige Bedingungen.

Nun zeigen wir, dass diese auch hinreichende Bedingungen sind.
Zunéchst betrachten wir den Fall o = 0. In diesem Fall haben die Kompatibilitdtsbedingungen

©(0) =0, ¥(0)=0, ¢"(0)=0,
und kénnen wir die Spiegelung-Methode benutzen. Wir setzen ¢ und 9 ungerade nach R fort. D.h.,

definiere
~ o(x) fiir o > 0 ~ P(x) fir x > 0
p(xr) = i} , Plr) = N
—p(—x) firz<0, —p(—x) firx <O0.
Mit der Kompatibilitdtsbedingungen kann man leicht zeigen, dass ¢ € C?(R) und ¢ € C*(R). Ist

@ die C? Losung in der D’Alembertschen Formeln mit ¢ und . Wir zeigen, dass u := U|[0,00) €INE
Losung von dem Problem (9.8) fiir o = 0 ist. D.h.

12,5,5 — aww = O7 fiir ($,t) S )R X R,
u(z,0) = & fiir € R,
(x,0) = 1, fir x e R.
Wir sollen
w(0,t) =0, Vt>0
zeigen. Setze v(z,t) = —u(—x,t). wir konnen leicht nachpriifen:
Uyt — Vzp = 0, fir (z,t) € R xR,
v(z,0) = @, fiir x € R,
ve(z,0) = 1, fiir x € R.

Die Eindeutigkeit der Losung impliziert, dass & = v. Es folgt @(z,t) = v(x,t) = —u(—=x,t), also
%(0,t) =0, Vt > 0. Nach der d’Alembertschen Formeln haben wir

ﬂ(x,t)z%(@(x—i—t)—kgox—t / (1

Die Einschrinkung u von @ auf [0, 00) ist dann

(1) = ;< (@ +t) + oz — 1) / w(r

firz>t>0.Firt>x>0ist u
1
(9.10) u(z,t) = 3ol +1) - plt — ) / (r)dr,

da ¢ und w ungerade sind. Wir benutzen (9.10) im néchsten Kapitel.
Nun betrachten den Allgemeinem Fall (o # 0) und benutzen andere Methode, die auf Lemma
9.1 basiert. Zunéchst zerlege [0, 00) x [0, 00) durch die Linie {t = z} in zwei Mengen:

0 {(z,t) : x>t >0},
Q = {(x,t):t>x >0}
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Sei uy ist die Losung durch die Formel von d’Alembert mit Anfangsdata ¢ und v, d.h.,

1 x+t
ui(z,t) = ez +1) +o(z —1)) + 5 Y(7)dr.
r—t
Wir schrianke u; auf €07 und bezeichne auch mit uy. Setze fiir z > 0
1 1 2x
(@) =iz, 2) = S(p22) +9(0)) + 5 [ W(r)dr.
0
Nun betrachten wir
Ut — Ugy = 0, n QQ},
u(z,z) = ~(z), fiir x > 0,
u(0,t) = «ft) fiir t >0

und bezeichnen die Losung mit usq, falls existiert. Wir benutzen Lemma 9.1 und betrachten fiir
jeden (t > z > 0) das Parallelgramm

t+x t+zx t—x t—x
(x’t)7 (O’t Jj), C ( 2 ) 2 )7 ( 2 3 2 )
Nach (9.3) gilt
t—x t—=x t+zx t+=x
u2($7t)+u2( 9 ' 9 ):UQ(Ovt*z)+u2( 5 ' 9 )
Es folgt
t+x t—=x
wet) = alt—2) 950 =2 ()
1 1 x+t
— a(t-a)+ 5ol ) - plt-a)+ ;5 [ v
t—x

Man kann nachpriifen, dass us die gesucht Losung in 5. Setze w = wy in Q7 und v = wug
in Q. Wir sollen zeigen, dass u die Losung von (9.8) ist. Wir brauchen nur die Stetigkeit von
Uy Uty Ugy Uty Uty Uz entlang der Linien {¢ = z} zu zeigen. Man kann leicht nachpriifen: entlang

{t =z}

ui(z,t) —uz(z,t) = 7(0) —a(0) = ¢(0) — a(0),
Opur(m,t) — Opuz(x,t) = —1p(0) + a/(0),
Ouy (,t) — Dug(x,t) = ¢"(0) —a”(0).

Die Kompatibilititsbedingungen (9.9) implizieren
up = u2, 8xu1 = axUQ, 85’(1,1 = 85712

Aus u; = up und dpu; = Oyup auf {t = x} folgt du; = Oyup auf {t = x}. Ahnlich gelten
Oipt1 = Opptto und Oyyuy = Oyyus auf {t = x}. Also haben wir u € C? und auch

Satz 9.4. Seied ¢ € C?([0,00)), ¥ € C*([0,0)) und o € C?([0,00)). Weiter gelte die Kompatibi-
lititsbedingungen (9.9). Dann existiert eine Losung x € C*(]0,00) x [0,00)) von (9.8).
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9.3. Die eindimensionale Wellengleichung auf dem Intervall [0, L]. Mit den bereitgestellten
Losungsformeln gelingt es nun {iberraschend einfach, auch das Anfangsrandwertproblem fr die
(endliche) eingespannte Saite zu losen; hier geht allerdings ganz wesentlich ein, dass wir rdumlich
eindimensional arbeiten kdnnen!

Sei im Folgenden L > 0 fest. Gegeben seien geeignete Funktionen ¢, : [0, L] — R, gesucht ist
u € C?([0, L] x R) als Losung des Cauchyproblems fiir die homogene Wellengleichung:

Upp — Uge = O, fiir (x,t) € [0, L] x R,
u(z,0) = ¢, fir z € [0, L],
(9-11) ur(z,0) = 1, fir z € [0, L],
u(0,t) =u(L,t) = 0, fir t € R.

Unter den geforderten Qualitdtsmerkmalen an (9.11) und u ergibt die gemeinsame Betrachtung

von Rand- und Anfangsdaten und der Differentialgleichung notwendigerweise folgende Kompatibi-

litdtsbedingungen:

(9-12) p(0) = (L) =¢"(0) =¢"(L) = 0

(9.13) (0) =(L) =

sowie ¢ € C([0, L)), ¥ € C'([0, L])
Man definiere Fortsetzungen ¢, : R — R von ¢, ¢ indem man diese erst ungerade nach [—L, L]

und dann 2L-periodisch fortsetzt. Die Kompatibilitdtsbedingungen stellen sicher:

.9 € C*(R).
Die d’Alembertschen Formeln kénnen also Anwendung finden und wir konnen beweissen
Satz 9.5. Seien p € C%([0, L)), € C1([0,L]); es seien die Kompatibilititsbedin- gungen (9.12),
(9.13) erfiillt. Dann besitzt das Anfangswertproblem (9.11) genau eine Lésung u € C*(R x [0, L]).

Diese erhdlt man aus den d’Alembertschen Formeln, indem man dort die ungeraden und 2L-
periodischen Fortsetzungen ¢, von ¢ und ¥ einsetzt.

Diese erhilt man aus den d’Alembertschen Formeln, indem man dort die ungeraden und 2L-
periodischen Fortsetzungen ¢, (Ubung)
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10. DIE WELLENGLEICHUNG IN HOHERER RAUMDIMENSIONEN

Fiir geeignet zu spezifizierende Anfangsdaten ¢, : R* — R suchen wir eine Losung u € C?(R™)
des Cauchyproblems

ug — Au = 0, fiir (z,t) € R™ x R,
(10.1) u(z,0) = ¢, fir x € R",
u(x,0) = 1, fiir x € R™.

Wir legen wieder eine Losung v € C2(R™ x R) zu Grunde, und wollen eine notwendigerweise
erfiillte Darstellungsformel fiir v herleiten.
Im vorhergehenden Paragraphen spielten (sphirische) Mittelwerte eine grundlegende Rolle.

Definition 10.1. Fiir f € CO(R"), x € R™ , 7 > 0 ist

1 1

flz+n)dS() = o0 f(x+r&)dS(€)

My(x,r):
f( ) |S"_1| E|=1

das sphdrische Mittel von f um z zum Radius r. Entsprechend definiert man fiir zeitabhéingige
Funktionen g € C°(R" x R), z € R*, t € R,r > 0:

Myftr) = iy [ ot e 0aS©)

Der Einfachheit halber beschrianken wir uns im Folgenden auf ¢ > 0; man be- achte, dass man
durch Betrachtung von u(—t,2) den Fall ¢ < 0 auf den ersteren Zuriickfiihren kann.

Am Anfang steht die Beobachtung, dass Bildung von sphérischen Mittel und Bildung des
Laplace-Operators vertauschen; man beachte, dass

n—1

02 + o,

die radialsymmetrische Version des Laplace-Operators ist.

Satz 10.2 (Euler-Poisson-Darboux-Gleichung). Sei u € C¥(R" x [0,t)), k > 2 eine Lisung von
(10.1), sei x € R™ im Folgenden beliebig, aber fest. Fiirt > 0,7 > 0 sei

v(r,t) := My(t;z,r).

Dann ist v € C*([0,00) x [0,00) und ldst das folgende Cauchy-Problem:

-1
vee — (Upr + o v) = 0, firr>0,t>0
r
(10.2) v(r,0) = M,, fiir r > 0,
v (r,0) = My, firr > 0.

Proof. Parameterabhiingige Riemann-Integrale zeigen direkt v € C*(]0, 00) x [0, 00)) und die Ver-
tauschbarkeit von M, (¢;z,r) mit Jy, 0.

0
ot
0

ox

MU = Mut (t7I7T)7

M, = M,/(tzr).

x
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Damit ergeben sich die Anfangsdaten in (10.2) direkt aus denen in (10.1). Es sei an die Rechnungen
aus dem Beweis von Satz 2.10 (genauer (2.4)) erinnert:

0 0 8 1
EU(M) = aMu(t;l'vr) <|8Bl( 0)] e 1U($+r£,t)d5(£)>
_ ey 1
= = BB IslglAu(x—krf,t)d{
! 4)d
AB, )] Jig e, ST TSI

Das zeigt

Mit Fubini gilt
0
_ A
or v(r,t) = i 1|(‘:_)B1 |/ el=p u(x + &, t)dS(€)dp.

Also kann man 38 v(r,t) noch mal nach r ableiten und erhalten

9? n—1 0dv 1
ﬁl](’/’, t) = — , . E + W el A’LL([E + f, t)dS(f)
(101  n-— 1 - @ 1 /
N r or + r»=19B1(0)] < l€)=r tar(@ + £7t)d5(5)>
n—1 ov 02
- - r ’ E—’_ﬁMu(txaT),
D.h.,
n—1
Vpp + Vp = Utt,

die behauptete Dgl.
Den Rechnungen oben entnimmt man auch:

2 n— 1 r 1
virt) = ————+ Au(z + &, 0)dE+ —5—— Au(z +&,t)dS(§).
or? r n|Br(0)] Jig1<r "= 10B1(0)| Jigj=r
Es folgt
0? n—1 1
Tlilf(r)l+ 52" v(r,t) = — - Au(z,t) + Au(z,t) = ﬁAu(x,t).

O

Durch eine geschickte Manipulation an diesem v soll nun eine Losung der eindimensionalen
Wellengleichung erreicht werden. Z.B. fiir n = 3 hat man:

2 —1
Vit = Upp + ;UT =T (Tv)rm

also
(rv)ee = (rv)rr,
und man kann auf die d’Alembertsche Formel zurckgreifen.
Zur Vorbereitung des Falles allgemeinen ungeraden n’s brauchen wir einen Hillssatz:

Lemma 10.3. Sei k € N, v € C*1((0,0),R),

(a) dann gilt:
BV LY (o) = (24) (20
dr rdr rdr
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(b) mit geeigneten Konstanten Bjk(j =0,...k—1):

E—1 k—1 j
<1 d) (r%*l’u(r)) _ Zﬁjkerrl %U(T).
=0

rdr

Dabei ist 35 =1-3-5-----(2k — 1).

Proof. Beweis durch Induktion nach k.
(a) Induktionsanfang: k =1

d2 " l 1 2,1\ d 2
<dr2) (rv) =rv" + 20" = ;(7‘ ) = (dr) (r<w).
Induktionsschritt: k& — k + 1: (Ubung)

(b) Induktionsanfang: k = 1. Trivial mit 3} = 1.
Induktionsschritt: &k — k + 1:

1d\" o 1d ' 1dY o
(i) o = (i) (Ga) e

- (1 d) (@ D s ()

rdr
k—1 ' Lk } .
LA 2k + 1) Zﬁjl_crﬁlv(n + Zﬁfr”l(rv/)m

Jj=0 j=0

k—1 k—1 k—1
= (2k+1) Z ,Bfrj“v(j) + Z 5]1;7,j+2v(j+1) + Zjﬁfrj“v(j)
7=0 j=0 =0

= 2k+1)Brv4---.

Fiir 8% liest man die Rekursionsformel g5 = (2k 4+ 1)8F an. Mit 8} = 1 folgt 8§ =1-3-5-----
(2k —1). O
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10.1. n = 2k-+1.. Wir halten nun fiir die folgende Herleitung Bezeichnungen und Folgendes fest: Sei
n=2k+1,k €N, ue C*(R" x R) Losung von (10.1), wobei zumindest ¢ € C?(R"), ¢ € C1(R").
Wir fixieren fiir das Folgende ein z € R™:

’U(T,t) = Mu(t;x7’r)7
k—1
wirt) = (f5r) (%)
(103) (I)(,r.’t) _ (i;)k_l (T.Qk_lMéP(x’r))
k—1
o - ()" e

Mit diesem Kunstgriff gelingt in der Tat die Riickfithrung von (10.1) auf ein eindimensionales:
Cauchyproblem:

Lemma 10.4. Sei u auflerdem so glatt (u € C?), dass w,®,® aus (10.3) firt > 0,7 > 0 2weimal
bzw. einmal stetig differenzierbar sind. Dann gilt:

Wy — Wrpr = 0, firr>0,t>0
(10.4) w(r,0) = &(r), fiir r >0,
we(r,0) = Y(r), fir r > 0.

Beweis. Die Anfangswertvorgabe ergibt sich direkt aus der Definition (10.3) und den Anfangsdaten
in (10.1). Beachte parameterabhingige Integrale zum Erfiilltsein der eindimensionalen Wellenglei-

chung.
92N\ (1o
o= (ge) (bar) e

Lemma 103 (1 0 Pl a0 _

1o\ '10 [,  ov

= (a) or ( ar " “)

— lg o n—2 + n—1

N ror " Yrr r or

k—1
Satz 10.2 (iaﬁr) (- 1p)

2N\ 1o\ L,

= Wit

O
Das Problem auf der halben Linie [0, c0) haben wir schon in Abschnitt 9.2 gelost. Fiir 0 < r < ¢
mit (9.10) haben wir

r+t
(10.5) wlr,t) = %@(r%—t)—%@(t—r)—i—%/t U(r)dr.

-Tr
Frage: Wie erhiilt man nun aber u(z,t) aus w zuriick? Wir wissen: von v = M, (¢; x, r) folgt

lim v(r,t) = u(z,t).

r—0+

Nach Definition ist

we) = (22) 6%t
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Nach Lemma 10.3 (b) ist

1 1= o\’
v(r,t) = —w(r,t) — — By () v(r,t).
Also
1
o) =l o) = i, )
Damit erhalten aus (10.5)
1 O(r+t) — Ot — 1 1ot
u(z,t) = — lim (r+?) (t=r) + — lim —/ U(r)dr
BE r50+ 2r BE r=ot 2r J,_,
1
= (@) + %)
0

Sofern man also voraussetzt, dass u eine hinreichend glatte Lésung des Cauchyproblems (10.1)
ist, erhdlt man notwendigerweise folgende Darstellungsformel fiir x € R™,¢ > 0:

1o (1o\T ., 1 /10\ T
00 =g (1) M)+ (1) M),
wobei n ungerade, v, =1-3----- (n —2).

Wir bemerken, dass wir in der Anwendung der (9.10) die Kompatibilitéitsbedingungen w(0,t) =
0, ¢ > 0 noch nicht bewiesen haben. Wir zeigen das nicht, sondern zeigen direkt, dass die durch
(10.6) definierte Funktion u eine Lésung von (10.1) ist.

n+3 n+1

Satz 10.5. Sein > 3 ungerade, p € C 2 (R"),1p € C"2 (R™). Dann besitzt das Cauchyproblem
(10.1) genau eine Losung u € C%([0,00) x R™). Diese ist durch (10.6) gegeben.

Ist speziell n = 3, so ist o € C3(R3), ¢ € C*(R3) vorauszusetzen, und es gilt die Kirchhoffsche
Formel:

u(z,t) = %(L‘M@(x,t)) + My (z,t).
Proof. FEindeutigkeit: Obwohl wir die Losungsformel (10.6) direkt aus der Losungseigenschaft von
((10.1) hergeleitet haben, haben wir dennoch den Eindeutigeitsnachweis nicht erbracht: Im Laufe
der Herleitung hatten wir stéirke Differenzierbarkeitseigenschaften an u vorausgesetzt. Wir tragen
den Eindeutigkeitsteil unten ganz allgemein nach.
Exzistenz: Wir verifizieren zunéchst die Dgl. und betrachten zunéchst den -Anteil, d.h. ¥ = 0,

so dass
n—3

1010\,

Mit Lemma 10.3 haben wir

k-1
, n—3 2k-1
_ L9V (19N 2 2
TNt <8t> (t&t) (7 "My, t))

2k

_ 19198 % 19 (tn—lgM (z,1))
Yo Ot \ t Ot t ot ot~

Noch mal benutzen wir die Rechnung in (2.4)

B t
5 Me(@,t) = TR 0] ‘E‘StAsO(xwa)df
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Es folgt
1O, .1 1 (109N [f
(t&t) (" My(z,t)) = |6]31|<t8t>/0 ‘ﬂ:tA@(iU'*‘f)dS(f)dﬂ
1 1
= - Ap(z +€)dS (€
OB 1 e o( )dS(§)
= AWM, (1))
Also
n—3
1o [10\* N2
1 g n—3

10\ 2  ,._

Ganz entsprechend verifiziert man die Dgl. fiir den -Anteil, d.h. ¢ = 0, so dass
n—3
1 /10N 7 .,
t)=— (== "2 My (2, 1)).
== (15) @My
Da die Wellengleichung linear ist, ergeben beide Teilbehauptungen zusammen, dass stets die Wel-

lengleichung erfiillt ist.
Zu den Anfangswerten. Laut Lemma 10.3 ist

n—3

1o 1o\
n&f(tat) (t Mcp(x’t))‘tzo

1 a0V
= ’Tnﬁjg o <t1+1 <8t> Mv(m,t)>‘

2

1 n-1 ./ J ) 9 Jj+1
= > 4 ((j+1)ta (z%) M, (2,1) + £+ (875) M(p(xﬂf))’

)
w

<
Il
o

t=0

3
|
@

<.
[}

t=0

1 n-1
= —pf,% lim M,(z,t) = p(x).
Tn t

—0+

Ganz genau haben wir

n—3
10 /10N 2 ., 5
— (= t" M t = .
(i) M) i)
Weiter analog:
n—3
01010\ 2% . o
—— (= "2 M (2, t
Ot v Ot (t 8t> ( o ))L:O
s.0. 2 n—1 2 n—1 @
= —fB,2 =M t —pB,2 —M t =
%50 gp Mo )|t:o+7nﬂl gy e )|t:o 0
denn
O My(a,) ! Ap(e+€)d§ =0
— x, = — T =0.
ot ” |t:0 n‘Bt(())' €<t 4 L:o
Es ist leicht to sehen
n—3
1 /10N % .,
— (== "2 My (2, t =
= (1) ey =
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da
1 /10N % .,
— | -= t" M, (x,t
Tn (tat> ( 90( ))|t:0
n;S 1 s ‘ 8 j
= > =B <t]+1 <> Mq,(x,t)> =0
=0 Yo ! ot ’
t=0
Zusammen haben wir
n—3 n—3
_ Lo (1oN " s L Lo\ 2 s
w0 = =5 (G5) ey 4 (G5) @ M)
= o(@)+0=0p()
und
019 (10N\T ., 91 (10\ 7T .,
w0 = g (i) e sgi (Gg) e

0+9(x) = P().
g

Bemerkung 10.6. Bestimmtheitsbereich und Einflussbereich einer Kugel Bg(a) und von Ple
Vs o)

Gehen wir zunédchst umgekehrt vor. Gegeben ¢ > 0,z € R™. Zur Bestimmung von v in (z,t)
bendtigen wir ¢, ¢ (in einer Umgebung von) 0B;(x).

Bezeichnet Bp,(,) den Bestimmtheitsbereich, so ist

a)’

(x,t) S BBR(a) =4 8Bt(l‘) C BR(G)
& |lz—a<R-t0<t<R.

Wir erhalten also den Bestimmtheitskegel:
Bpaa) = {(z,t) € R" x (0,00) : |[a — 2| < R—1,0 <t < R}.

(Ausbreitungsgeschwindigkeit 1)
Bezeichnet E;R(a) den Einflussbereich, so ist

(z,t) € Ef,

Br(a) < OB¢(x) N Br(a) # 0

& |lr—a|<R+t, und, fallst > R;t — |[x —a| < R
& |z—a <R+t und |z —a|>t—R
Also
Epp =@ t) €R" x (0,00) 1t >0 & t = R< |z —a| < R+1}.
D.h. Anfangsstromungen aus Br(a) werden bestenfalls fiir
|t —a|—-R<t<|z—a|+R

wahrgenommen, fiir R ~ 0 also eigentlich nur zur Zeit ¢t ~ |x — a| : Prinzip der scharfen Wellen-
fronten, Huygenssches Prinzip: gilt nur in ungerade n > 3. Dazu vgl. man fiir gerades n unten; bei
n = 1 verhilt sich ¢ “gerade” und ¢ “ungerade”.

Der Nachweis der Eindeutigkeit fiir das Cauchyproblem (10.1) gelingt un- abhéngig von der
Dimension auf vergleichsweise elegante Art mit Hilfe der Energiemethode; gleichzeitig wird die
Rolle des Bestimmtheitskegels unterstrichen.
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Satz 10.7. Sein € N beliebig, a € R", R > 0,
Q={(z,t) eR" x (0,00)) : 0 <t < R, |x —a| < R—t},

u € C%(Q) Losung von

ug —Au = 0, fir (z,t) € Q,
u(z,0) = 0, fiir x € Bg(a),
ue(x,0) = 0, fir x € Bgr(a).

Dann gilt:
u=0 in Q.
(Man beachte: Beim Cauchyproblem sind, im Gegensatz zu Korollar (6.15) fiir die Warmelei-

tungsgleichung, keine Bedingungen an u in oo erforderlich!)
Beweis.Wir betrachten die Energie in Bg(a), 0 <t < R

1
e(t) = /BR " (uf(z,t) + |Vu(z,t)*) dx

R—t
_ / / (w2(a+&.t) + [Vula + & 1)) dS(€)dp.

Mit der Kettenregel und der Theorie parameterabhingiger Integrale erhalten wir e € C1([0, R))
und

d 1
G0 = 3 [ e 0+ Vuar e 0R) ds(e)dp
+;/BR " (2usugs + 2{Vu, Vuy)) dx

- — ui(a t Vu(a D12) dS(&)d
2/|5|—p(t( +&1) +[Vu(a + & 1)[°) dS(§)dp

+/ we (gt —Au)dm+/ (Vu(a +&,1), >ut(a+§ t)dS(€)
Br—t(a) |€|l=R—t

€l

- - uf(a+&t) + [Vula + &, 1)*) dS(€)d
2/|s|—p(t( +&1) +[Vu(a + & 1)) dS(§)dp

+ / Vu(a+ & 6)Jugla + €, 1)|dS(E) < 0
[(|=R—t

mit der CSU [Vu(a + &, t)||ur(a+&,t)| < 2(ui(a+&,t) + [Vu(a + &, t)]). Es folgt e(t) = 0 fiir alle
0<t< R,dae(0)=0und e(t) > 0. Da der Integrand stetig und > 0 ist, folgt

ug =0,Vu=01in Q.

Alos ist w in €2 konstant. u(-,0)}, ., = 0, folgt schlieBlich u =0 in . O

Fiir den Rest dieses Abschnitts spezialisieren wir uns auf n = 3. Wir zeigen rigoros die von der
physikalischen Erfahrung her naheliegende Tatsache, dass Stérungen weiter weg immer “leiser”
werden bzw. eine Anfangsstérung im Maximum der Amplitude mit zunehmender Zeit abklingt
(nicht in n = 1, dort fehlt der Platz!).

Satz 10.8. Sein = 3, p € C3(R3),v € CZ(R?), R > 0 so, dass supp p,supp?) C Bg(0). Sei
u € C?(R3 x [0,00)) die Lisung des Cauchyproblems (10.1). Dann gilt fiir t > max{R, 1}

lu(, ) llcomsy < 27{“90”01(]1@3) + 1Yl comsy}-
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Beweis. Zur Abschitzung von u betrachten wir die Kirchhoffschen Formeln
0 t t
u(z,t) = | — ez +t£)dS(€) | + — U(z + t€)dS(€)
AN A Jigi=1
1

t
= L, P+ - [ (Vela 19,6450

t
AT J 520

P(z +t£)dS(S),

wobei
S(x,t) :={¢:|¢| =1 und z + t£ € BR(0)} = S? ﬂBR/t(f%x).
Wir behaupten dass die Flicheninhalt von S(x,t)
Area(S(z,t)) < 2m(R/t)?, fiir R/t < 1.
Daraus folgt fiir ¢ > Rund ¢t > 1

IN

t
[[u D)o @) 1 Uelleo@s) + 1Velllooes) + 1¥llcoes) fAreal(S(z, 1))

R2
< 27{||80||01(R3) +lllcomsy )

die gewiinschte Aussage.
Die Behauptung folgt aus: Oberfliche der Durchschnitt der Sphére S? und einer beliebigen Kugel
mit Radius 7 < 1 ist kleiner oder gleich 2772, (Ubung). O

Die Kirchhoffschen Formel hat folgende Form:

0 t t
uwt) = at<47T /E_lso(x+tf)d5(£)>+4ﬂ et ias@

1 t
= = 5_180(1'+t£)d5(§)+47_‘_/6_1<Vg0(1'+t£),§>d5(£)

t
A Jiel=1

- / (0(y) + (Vyolw). (4 — 7)) + t(y)) dS(y),
OB (z)

P(z + t€)dS(€)

47t?

wobei wir die Transformationssatz mit § = 7% benutzt haben. (Vergleichen Sie die Aufgabe 10.4)
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10.2. n gerade, n = 2k. Nun betrachten wir das Cauchy-Problem (10.1) fiir n = 2k.

ug —Au = 0, fir (z,t) € R" x R,
u(z,0) = o, fir x € R",
u(x,0) = 1, fiir x € R™.

Idee: (Hadamardsche Abstiegsmethode) Wir fiithren eine zusétzliche Variable x,41 ein, von der
©, 19 dann gar nicht abhéngen, 16sen die Wellengleichung in der ungeraden Raumdimension n+1 und
zeigen, dass auch die Losung nicht von z,, 4+ 1 abhéngt. Um Anschluss an Satz 10.5 zu bekommen,
miissen (!) wir also voraussetzen:

(10.7) peC:t2 YeCit!

Wir setzen dann

(108) ¢($,In+1) = @(gj)a 12)(‘7‘17:17"-5-1) = 1/’(17)7

Wir haben ( + )+3 (n+1)+1 +1)+1
peC , YeC T

und Satz 10.5 liefert die Losung @ € C?(R™*! x [0,00)) des Cauchyproblems zu @, 1. Diese ist
gegeben durch

(10.9)
1 0 /1o\*", 1 /10\?"!
(1) = ——— (= "M t = t" M (2, 2001, 1)),
iwn=— 0 (1) CMpan+ o (15) T My, )
wobei n ungerade, 7, = 1-3-----(n — 1), und Sphirische Mittelwertbildung in R"*!,

Lemma 10.9. u hdngt von x,41 nicht ab, d.h. stets gilt:

Wz, Tpy1,t) = w(x,0,t)  fir all t, 2, xn41
Setzt man nun firt >0, x € R"
(10.10) u(z,t) = u(x,0,t),

so erhdlt man mit u € C*(R™ x [0,00)) die nach Satz 10.5 eindeutig bestimmte Losung des Cauchy-
problems (10.2).

Beweis. In (10.9) ablesen, oder mit der Idee, die wir mehr mal genutzt haben:
Fiir a € R sei
Vq (Ia Ln+15 t) = ﬁ(x7 Tp+1 +Q, t)
v, 16st dasselbe Cauchyproblem, also ist laut der Eindeutigkeit, Satz 10.7:
Vg = U,

d.h. @(z, zpy1 + a,t) = @z, Tptq, ), fiir alle a € R. O

Es bleibt noch, die Formeln (10.9), (10.10) etwas griffiger zu schreiben:

1
M@(:L‘,O,t) = Sp(x+ty)ds(y7yn+1)
[0BT ] Jigjz 442, , 1
2 oz +ty)

0BT Jiyi<1 /1= [y[?
mit

Unt1 = P(y):=+1-|y]?

Vo = Y

VIWE

1
VI+|Ve]? = ——.
V1=y]?
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Aus Analysis III wissen wir

ntl
L, falls n + 1 = 2k gerade
0B = (n+ )BT = (1) )
T 3._7_7_(2£+l), falls n + 1 ungerade
2 2 2 2
Daraus haben wir (n is gerade)
n+1 ﬂ%
Y41 |OBYT| = 1-3---- (n—1)~(n+1)~1 3 n L 1
35 (5+3)
= 2(27)%
n 1 n 71'% z
nlB = 1 20B| = 24 n = (2m)%,
(3)!
wobei
Yp=2+4-----n, fir u gerade.
Also
Ya1|0BT | = 27, BY|
und
1 1 t
LM (0,0 = L[ ezt
Tt B i< /1=y

Zusammenfassend erhalten wir

Satz 10.10. . Sein € N gerade, ¢ € C=+2(R"),¢p € C3HL(R™). Dann besitzt das Cauchyproblem
(10.10) genau eine Lisung u € C*(R™ x [0,00)). Diese ist durch folgende Formel gegeben:

1o /10N> " [, , 1 p(x + ty)
’t P —_— _— tn e 7d
o) Tn Ot (tat) ( B Jii<r VTP

(10.11) .
_|_i (18) : -1 1 Y(x +ty) dy
Tn \t Ot 1BE Jiyi<t Iy )
mity=2-4-----n, n gerade.
Ist spezielln = 2, so hat man ¢ € C3(R?),1 € C?(R?) zu verlangen, und es gilt die Poissonsche
Formel:
ot x4+t t x4+t
(10.12) ule,t) = | oo </’(7112@ + o Lyzd
T Jyi<1 V1 =yl T Jlyi<t /1=yl

Interpretation. Hinsichtlich des Bestimmtheitsbereichs von ¢ p,(a); ¥|Br(a) gilt - nicht zuletzt
mit Blick auf das Eindeutigkeitsresultat Satz 10.7- dieselbe Bemerkung wie in Bemerkung 10.6.

Bp,a) = {(z,t) e R" x (0,00) : |a — 2| < R—1t,0 <t < R}.

Da wir in geraden Dimensionen aber volumenhafte Mittelwerte bilden, ergibt sich hinsichtlich
des Einflussbereichs ein ganz anderes Bild:

(z,t) € Ef () < Bi(z) N Br(a) #0
& |r—a| <R+t
Also
Ef o = {@,1) €R" x (0,00) : |a — a| < R+ 1}

Selbst eine Anfangsstorung mit kompaktem Tréger kann an einem Punkt, hat diese die Wel-
lenfront erst einmal erreicht, fiir alle nachfolgenden Zeiten wahrgenommen werden. In geraden
Dimensionen hat man Nachhall, das Huygenssche Prinzip der scharfen Wellenfronten gilt nicht! In
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n = 1 spielt das Anfangsdatum 1 eine Rolle wie in geraden Raumdimensionen. (Wiederholung: In
n = 1 spielt das Anfangsdatum ¢ eine Rolle wie in ungeraden Raumdimensionen.)
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11. DAs CAUCHYPROBLEM FUR DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG, DAS DUHAMELSCHE
PrinzIP

Fiir geeignet Anfangsdaten ¢, : R™ — R und geeignetes f : R™ x [0,00) — R suchen wir eine
Losung u € C?(R") des Cauchyproblems fiir die inhomogene Wellengleichung

uge(x,t) — Au(z,t) = f(z,t), fir (z,t) € R* xR,
(11.1) u(z,0) = ¢, fir x € R™,
ug(z,0) = 1, fiir x € R™.

Wegen der Linearitdt reicht es indem man ggfs. die Losung aus Kapitel 10 dazu addiert, hier
homogene Anfangsdaten zu betrachten.

uge(x,t) — Au(z,t) = f(z,t), fiir (z,t) € R" x R,
(11.2) u(z,0) = 0, fiir x € R",
ug(z,0) = 0, fiir z € R™.

Zur Motivation des weiteren Vorgehens vgl. man auch Abschnitt 6.3 iiber die inhomogene
Warmeleitungsgleichung.
Betrachten wir zunéichst eine analoge gewo6hnliche Differentialgleichung:

W) +u() = £(),  u(0) = '(0) = 0.

Mit der Methode der Variation der Konstanten erhélt man

u(t) = /Ot sin(t — 1) f(r)dr — /Otu(t;r)dT,

wenn wir die Bezeichnung
u(t;T) == sin(t — 1) f (1)
einfithren. Diese Funktion gestattet fiir 0 < 7 < ¢ die Interpretation als Losung des Anfangswert-
problems
u'(t; 1) +u(t;T) = 0, fiirt > 7,

u(r;T) = 0,

w(r;T) = f(7).
Dieser Ansatz wird sich iibertragen, wenn man die Identitdt durch den “positiv definierten”
Laplace-Operator (—A) ersetzt.

Mit Blick auf die vorhergehenden Paragraphen setzen wir also fiir das Folgende stets voraus:

e {CT(R” x [0,00)), falls n € N ungerade

11.3 n
(11.3) CzTHR" x [0,00)), falls n € N gerade

Definition 11.1. . Fiir 7 > 0t € R,z € R" sei u(x, t;7) die Losung des Cauchyproblems

ug(z, t;7) — Au(z, t;7) = 0, fir t > 7,2 € R",
u(z,7;7) = 0, fiir x € R™,
u(x,m7) = fla,71) fiir x € R".

Lemma 11.2. Unter der Voraussetzung (11.3) gilt fiir jedes T > 0, dass u(-,-;7) € C?*(R™ x R);
diese Losung sowie alle (x,t)-Ableitungen bis zur Ordnung 2 sind stetig in (z,t;7) € R™ xR X0, 00).

Beweis. Die Existenz, die Eindeutigkeit und zweimalige Differenzierbarkeit in (x,t) folgen direkt
aus den Kapitel 9 und den Kapitel 10. Es bleibt die simultane Stetigkeit in (x,¢; 7) zu untersuchen.

Betrachten wir etwa 79 > 0 beliebig, fijr,—1,-o+1] X Br+1(a) ; dadurch liegen fiir alle 7 > 0,7 €
[0 — 1,70 + 1], u(+, -; 7) fest auf

B={(z,t): |t — 10| < R,|z —a| < R— |t — 19|},
lu(, 5 7)lc2my < CNFC T ek By
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wobei
B ”?‘H falls n € N ungerade,
~ | 2+1  fallsn € N gerade

Die Abschitzung liest man aus den Losungsformeln einfach ab, auderm fiir 7, 7" € [19 — 1,79 + 1]
a5 7) —ul, 5 7)oz < w(|r— 7))

mit einem Stetigkeitsmodul w, abhéngig von f und lims_ o+ w(d) = 0.
Die Behauptung folgt aus dieser gleichméfligen Stetigkeitsaussage in 7 und der Stetigkeit der
Losungen bei festem 7 in (x,t). O

Satz 11.3. Fiir: R" x [0,00) — R gelte Voraussetzung (11.3), weiter sei u(-,; 7) wie in Definition
11.5. Dann ist

u(z,t) = /Otu(x,t;r)dr

in C%(R™ x [0,00)) und die eindeutig bestimmte Losung des Cauchyproblems (11.2) fiir die inho-
mogene Wellengleichung.

Beweis. Eindeutigkeit: Satz 10.7.
Existenz: Lemma 11.2 und die Theorie parameterabhingiger Integrale zeigen u € C? und ge-
statten die Vertauschung von Differentiation und Integration:

t t
up(x,t) = u(ac,t;t)+/ ut(CE,t;T)dT:/ ug(x, t; 7)dT
0 0

t
u(x,t) = ut(x,t;t)—F/ uge(, 6 7)dT
0

flz,t)+ A (/Ot u(x,t;T)dT)
= f(z,t) + Au(z, t).

Das u homogene Anfangswerte hat, liegt nach der vorstehenden Rechnung auf der Hand. g

Beispiele 11.4. (a) n = 1. D’Alembertsche Formel:

z+(t—7)
u(z, t;7) = %/ f(&, 7)dg.

—(t—7)

t pz(t—T)
u(m,t):% /0 / F(€,7)dgdr

—(t—7)
Der Integrationsbereich ist der Bestimmtheitsbereich zu (z — ¢, x + t).
(b) n = 2. Die Poissonsche Formel liefert fiir ¢ > 7 > 0:

Ly L teT fla+ (-1 7)

ule,t7) 27T/£s1 V1I=lyP
1 [y, 7) d

27 /|y—w§t—r \/(t - T)2 - |ZE - y‘Q ’

mit der Substitution £ = -2 (y — z) < y = 2 + (t — 7). Damit haben wir

t—r

1 fly,7) .
o) = /| N eI

Der Integrationsbereich ist der Bestimmtheitsbereich zu By(x).
(¢) n = 3. Laut Kirchhoffschen Formeln ist fiir t > 7 > 0:

Es liefert

dg
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u(z, t;7) = (t—7)Mp (2, t—7)
= S [ e emnemas©
1
- T /|: F(y, 7)dS(y)
mit der Substitution £ = ﬁ(y —1z) & y=2a+ (t —7)& Die Losung u ist

1 fly,7)
u(z,t) = E/o /|y:r_tr Py dS(y)dr.

Hier wird nur iiber den Mantel des Bestimmtheitskegel zu B;(x) integriert.

Beispiel 11.5. Wir wollen 16sen:

e (1, 1) — Uge(2,8) = x€!, auf R x [0, c0)
u(z,0) = fir x € R,
w(z,0) = =z fir x € R.

Wer zerlegen das Problem zur 2 Probleme: ein homogenes Problem
0, auf R x [0, 00)

Vi (2, 1) — Vg (2, 1)

v(z,0) = =z, fir z € R,

ve(z,0) = =z fiir x € R.

und ein in homogenes Problem
wi(x,1) — Wep(x,8) = wel, auf R x [0, 00)

w(z,0) = 0, fir x € R,

w(z,0) = 0 fir x € R.
Fiir das erste Problem haben wir nach der d’Alembert-Formel

v(a,t) = Y(z+t)+@—0)+ L[ rdr

= z+at=(1+¢t).

Fiir das zweite Problem haben wir nach Beipiele 11.4 (a)

1t et
w(z,t) = f// geTdedt

2 J)o Jo—@t—m)

1/t

- Z/ e (4x(t — 7))dr

0
= x(et—t—1)
Also 16st
u=v+w=zxe

das Ausgangsproblem.
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12. VERSCHIEDENE LOSUNGSMETHODEN

In diesem Kapitel fithren wir ein Paar Losungsmethode fiir lineare PDEs ein.

12.1. Separationsansatz. Wir fingen von der Trennungsmethode an.
Gehen wir z.B. von der Wellengleichung:

uy — Au = 0, firreQCR"teR
u(z,0) = ¢, fiir z € Q,
(12.1) ug(z,0) = 1, fiir x € Q
u(z,t) = 0, fir z € 09),t € R.
(12.2) up —Au=0, ze€QCR"teR
aus, und versuchen (1), die Lésung u in der separierten Form zu finden:
Ansatz:
(12.3) u(z,t) = w(x)v(t).

In dieser Form 16st u (12.2) genau dann, wenn
V' ()w(z) — v(t)Ayw(z) = 0.

Ist u eine nichttriviale Losung, so wird v fiir fast alle ¢ und w fiir fast alle  ungleich 0 sein. Fiir
derartige x,t hat man also

v'(t)  Aw(x)

o(t)  w(z)
Da man x und ¢ unabhéngig von einander variieren kann, ist diese Identitdt also gleichwertig zur
Existenz einer Konstante A € R, so dass

v (t) _ Aw(z)

==\ VreQVteR,

o(t)  w(z)
bzw.
(12.4) —Aw(z) = w(z), z€Q
und
(12.5) =0"(t) = M(t), teR.

Man nimmt zu (12.4) noch die Randwertvorgabe aus (12.2) hinzu und erhilt das Eigenwertproblem
fiir den Laplace-Operator unter Dirichletrandbedingungen, die sogenannte Helmholtzgleichung:

—Aw(z) = JIw(x), fir x € €,
(12.6) w(x) = 0, fir x € 09
w # 0

Bei beschrinktem  wissen wir, dass (12.6) genau fiir eine Folge A\; > 0, limy_, o Ay = 0o nichttri-
viale Losungen wy, besitzt. Fiir diese A\p bilden cos(v/Axt),sin(v/Axt) ein Fundamentalsystem von
(12.5). Also ist

ug = (acos(v/ Agt) + bsin(y/ Agt))wy ()
eine spezielle Losung von uy — Au = 0 mit u(z,t) = 0 fir x € 09, t € R. Aber uy, erfiillt die
Anfangsdaten allgemeine nicht, da

up(x) = awg(z),  up(x,0) = by/Apwy ().
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Ausweg wird sein: Reihenentwicklungen nach Orthonormalsystemen (wy)reny C L%(Q) von Ei-
genfunktionen von (12.6). Betrachten wir

oo

u= Z(ak cos(v/Akt) + be sin(y/Axt))wp(z)

k=0
und bestimmen die Koeffizienten ay, by durch die Anfangsdaten ¢ und 1. Da (wg)reny C L?(Q)
eine Orthonormalsystemen von L?(Q) ist, haben ¢ und 1 (formale) Reihenentwicklungen

pla) =Y cpwi(@), d(z) =) dywi(e).
k k

Wir setzen u(z,0) = ¢(z) unf us(z,0) = ¢p(x) und erhalten
ak = ¢k, V Abe = dy,

bzw
u= g:O (ck cos(v/ Art) + \/—)\Tcdk sm(\/)\kt)) wi ().

Wir erhélten eine formale Losung von (12.2). Unter geeigneter Regulirititsbedingung kann man
eigentlich zeigen, dass das eine Losung ist.

Ganz analog gelangt man mit dem Separationsansatz (12.3) von dem fiir die homogene Wirme-
leitungsgleichung und homogenen Dirichletrandbedingungen zur Helmholtzgleichung (12.6), wobei
man anstelle von (12.5)

V' (t) = =Apo(t)
zu losen hat. Die mit diesem Ansatz gewonnenen Losungen sind also von der Form
ug(z,t) = exp(—Apt)wy ().

Die allgemeine Losung ist
u= Z ag exp(—Apt)wg ().
k=1
Die Koeffizienten aj werden durch die Anfangsbedingung u(z,t) = ¢(x) bestimmen. Natiirlich
miiss man die Konvergenz untersuchen.
Als das zweite Beispiel untersuchen wir das Dirichletproblem fiir die harmonische Funktionen
inn=2
—Au = 0, inB;CR?
u = ¢, auf 0B;
Wir benutzen die Polarkoordinaten
r=rcost, y=rsind
in R? und den Separationsansatz
u(r,d) = f(r)g(¥),
wobei f definiert fiir 7 > 0 ist und g : S' — R. (Oder wir sehen g : R — R eine 27-periodische
Funktion.) Wir wissen in der Polarkoordinaten, dass die Laplace-Gleichung ist:

1 1
Au =ty + —up + —ugy = 0.
r r

Also ist u genau dann harmonisch, wenn es gilt
1 1
(7700 + 27/0)) a0) + 1)) =0,

Falls u(r,9) # 0, die Gleichung ist dquivalent zu
(o)
— r)+~f'(r)) =—-
f(r) r
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Also existiert es eine Konstante A mit
2

r " 1 ")) = _g”(ﬂ) _
G (f (274 )> o)

bzw.

f//(r)_i_%f/(r)_% (r)=0, firr>0

und
g"(9) + Xg(¥) =0 fiir ¥ € St

Wir zunéchst untersuchen die Gleichung fiir g. Man kann zeigen, dass die Gleichung nicht-trivial
Losungen genau dann existiert, wenn A\ = k2, k =0,1,2,---. Fiir A = 0 ist die allgemeine Losung
g(¥) =ap € R. Fiir \=k% k=1,2,---, ist die allgemeine Losung

g(9) = ay, cos k¥ + by, sin k¥,

wobei ag, b € R. Weiter bilden die normalisierte Eigenfunktionen

1 1 1
——, ——=coskd?, —=sinkd,
Vor' T Nz

eine orthonormale Basis fiir L(S'). In anderen Worte, fiir alle v € L*(S?),

1 1
J) = + — a cos k9 + by, sin kv),
v(¥) = ag o ﬁkzl( k k )

wobel

ao

1
= — 9)d,
oz ) V)

und fir k=1,2,---,

1 1
ay = 7 | v(9) cos k¥dd, by = 77 | v(¥) sin kd¥dd.
Nun betrachten wir die Gleichung fiir f mit A = k2,k = 0,1,2,--- . Fiir A = 0, ist allgemeine

Losung

f(r) =co+ dO IOgT,
mit zwei Konstante ¢y und dy. Da u(r,d) = f(r)g(9) eine harmonische Funktion ist, ist f be-
schriankt als r — 0. Also dg = 0 und

f(r) = co.
Fiir A=k?,k=1,2,---, ist allgemeine Lésung
fr) = er® + dyr",
fiir ¢k, dx € R. Analog gilt di = 0 und
f(r) = cprk.

Zusammenfassung: Eine harmonische Funktion in B; mit der Form u(r,¥) = f(r)g(?¥) is gegeben
durch

u(r,d) = ag,
oder
u(r,9) = ¥ (ay, cos kv + by, sin kv9),
fir k=1,2,---, wobei ag, ag, by Konstante sind. damit suchen wir eine Losung mit

u(r, d) apr® cos kY + byr® sin k1).

1 =
=0 gt 7

Die Koeffizienten kann man durch die Randbedingung u(1,9) = ¢(1J) bestimmen.
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Entwickeln wir ¢ durch die Fourierreihe

u(l,9) = p(¥) = ao\/L f Z ay cos kY + by sin k),

mit

1
ag = — 9)dv
0= = [ e®
und fir k=1,2,---,
1 1
=— 9 k9d9, by =— 9) sin k9dd.
ay \/7?/81@()608 , b ﬁ/glw( ) sin
Dann ist
u(r,9) = ag L + = i(akrk cos ki) + byr” sin ko)
’ V2w =
1 I
= — [ pn)dn+ — Zrk cosk? | ¢(n)coskndn + sin m9/ w(n) sin kndn
2 7T st st St
LN +1§: ’“/ () cos(d — n)d
= o= —>r
o wn)an T £ o ¥ n)an
= L K (r, 9, m)yp(n)dn,
mit -
1 1,
K(r,9,n) = o + ;,;T cos(d — 7).
man kann Zeigen, dass K die Poissonkernel ist
1 1—7r?
K(r,0,n) =

271 — 2r cos(9 — n) + 12

und die Losungsformel die Poisson Integralformel fiir n = 2 ist. Sehen Sie Satz 3.13.
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12.2. Fouriertransformation.

Definition 12.1 (Schwartz-Funktion). Eine glatte Funktion f : R™ — C heifit Schwartz- Funktion,
wenn fiir alle Multiindizes o, 3 € N§ die Funktion z®D? f(z) beschriinkt ist, wobei D? die B-te
Ableitung kennzeichnet.

u(z) = e~17” is eine Schwartz-Funktion. Die Menge aller Schwartz-Funktion heift Schwartz-
Raum und wird mit S(R") (oder kurz S) bezeichnet
Definition 12.2. Fiir jede u € S, die Fourier-Transformierte von u ist definiert durch
1 i
a() = 77/ " Ey(x)dr  VE € R™
(2m)2 Jgn

Wir bemerken, dass das Integral in der Definition beschriankt ist. Eigentlich gilt

li(€)] < (2;)/[& (u(z)|dz.

Diese Ungleichung deutet hin, dass die Fourier-Transformation fiir u € L' wohldefiniert ist. Aber
wir werden hier nur die Fourier-Transformation fiir Schwartz-Funktionen untersuchen.
Zunéchst, ist es trivial zu sehen, dass die Fourier-Transformation linear ist, d.h., fiir uy,us € S
gilt
(clul + CQUQ)A: c1U + CcoUs.

Die folgendes Lemma zeigt die Wichtigkeit der Fourier-Transformation
Lemma 12.3. Seiu € S. Dann ist 4 auch in S. Weiter, fir alle Multiindeces o, 8 € Z7, gilt
O u(§) = (i§)*u(§)

und

ofa(€) = ()7 xPu(g).

Beweis. Mit Gauss haben wir

Y 1 —ix-€ Qo

B = Gz /R ()
- L i) %e ™ y(x)de = (i€)%a
= Gor LG0T uade = 6)7i(6)

Mit parameterabhéngigem Integral konnen wir leicht zeigen, dass 4 € C°°(R™) und

Rl = Gapdl [ St
B 1 —irVBe— T Eu(a)de = (—i) Bl 2By
- ot /Rn< ) (2)dz = (i) PlzPu(e).

Zu Zeigen 4 € S, nehmen wir beliebige zwei Multi-Indizes o und § und zeigen 5“8? (&) be-
schréankt ist.

§0fa(§) = (—0)PlgaPu(e) = (=) 17l i) wPu(e)

1 .
= (—i)leltI8l E/ e~ w89 (P u(x))de.
(2m)z Jgn
Es folgt
1
sup [¢°0a(6)| < p [ J02 (e ul@))ld < .
£CRn (27‘(‘)2 R™
da zfu € S.
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Lemma 12.4. Seiu € S, a € R, and k € R\{0}. Dann gilt

ul-—a) = e~ a(Q),
und ) ¢
W0 = (£
k™ \ K
Beweis. Mit der Substitutionsformel kann mann leicht zeigen. (Ubung.) O

Fiir alle u,v € S ist es leicht zu nachpiifen dass u * v € S, wobei u * v die Faltung von u und v,
die durch

(s o)e) = [ ule - yos)dy
definiert ist.
Lemma 12.5. Seien u,v € S. Es gilt
uxv(€) = (2m) 2a(€)o(§).

Beweis. Mit der Definition der Fourier-Transformation haben wir

— ].

= g / e k) (2)da
- (271)2 /Rn e </R ul = y)v(y)dy> dx
- (271)2 / e e — y)emV Eu(y)dyd
1

= @)% /n e~ W Ey(y) </n e @Yy (g — y)daz) dy
= () [ ety = 2mtal©)ie)

Erinnere das Integral

/ e ds = Nz

— 00

Das folgende Hilfssatz spielt eine wichtige Rolle in diesem Abschnitt.
Hilfssatz 12.6. Sei A > 0 eine Konstante, u definiert durch

u(zx) = e~ Al
Es gilt . .
e _le?
u(é‘) - (2A)g e 4.
Insbesondere, ist A = % Dann gilt
u(§) = u(§)

Beweis. Nach Definition haben wir
n

1 . 2 1 > ) 2
~ _ —iz-E—Alz| dr = / —zwkfk—Awkd )
(&) on)? /Rn e T | I (27‘(‘)% e Tk

k=1 e

Es ist hinreicht fiir jedes n € R das Integral

1 [ e
L e
™ —o0

[SE
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Nach Substitution mit s = tv/A haben wir

<21)1/ i = (21>162’i/ AT
)2 — 0o T2 —0

= L L67%/ e i) gs

_ .2
= iz | e % dz,

()\F L

wobei L die line im z = So3 o der komplexen Ebene C ist. Mit der Cauchy-Integralsatz und die
FEigenschaft von u, die schnell fallend im Unendlichen ist, haben wir

/ e dy = / et dt = /7.
L —o0

! T / e in—AL gy — L 167272
(2m)2 J-oo (24)z

1 . 2 1 1ojep2
o - - —iz-§—Alz| — = o zalél
u(g) (27_‘_)% /" € dx ( e 44 .

Daher gilt

und

O

Nun konnen wir die Fourier Inversionsformel zeigen, die eine die wichtigste Resultate in der
Theorie der Fourier-Transformationen ist.
Satz 12.7. Seiu € S. Es gilt
1

Die rechte Seite von (12.7) ist die Fourier-Transformierte von @ in —z, i(—x).
Ein natiirlicher Weg die Formel (12.7) zu zeigen ist: Mit dei Definition um die rechte Seite von

(12.7) neu zu schreiben
1 i —iy
@ /]R (/ e 5u(y)dy) d¢.

Aber als ein Integral iiber (y,£) € R™ x R™ ist es nicht absolut konvergent. Das Tauchen zwischen
die Integrale gilt nicht.

(12.7) u(z) =

Beweis. Schritt 1. Setze
up = e 3177,
Nach dem Hilfssatz 12.6 mit A = % gilt es

iig(§) = e3¢,
Da ug(x) = uo(—z), haben wir gezeigt, dass (12.7) gilt fiir u = uo.

Schritt 2. (12.7) gilt im Punkt z = 0 fiir u € S mit «(0) = 0.
Sei u € § mit u(0) = 0 beliebig. Wir behaupten, dass es vy, -+ ,v, € S derart existieren, so

dass .
r) =Y x;(@)
j=1

Zu zeigen benutzen wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

/dt (tx)) :ij/ um (tx)dt = ijw]
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Wiéhle eine Funktion ¢ € C§°(R™) mit ¢ =1 in By, setze

u(z) = o@)u(z)+ (1 —p(x))u(z)
es

und erhalte die Behauptung. Lemma 12.3 liefert nun

ag) =Y ide,0;(¢)
j=1
und 9; € S. Es folgt
1 A 1 L . o
EoE /R e = / n;zasjvxs)dsfofum)-

D.h., (12.7) gilt im Punkt z = 0 fiir alle v € S mit u(0) = 0.

Schritt 3. Sei u € S beliebig. Wir zerlegen u zur
u = u(0)ug + (u —u(0)ug)

und benutzen Schritt 1 fiir u(0)up und Schritt 2 fiir u — u(0)ug. Es folgt dass (12.7) gilt im Punkt
r =0 fir alleuw e S.
Sei xg € R™ beliebig. Wie betrachte v(x) = u(x 4+ ). Nach Lemma 12.4 gilt es

(
B(8) = e ta(g).

Wir verwenden (12.7) an v im = 0 und erhalten

=v(0) = 1 0 = 1 ety
) = v(0) = g [ o€t = o [ etaceyae

(12.7) fiir v im « = xo. O

Definition 12.8. Die inverse Fourier-Transformierte ist gegeben durch

o(x) = (2;)3 / e ly(€)de Vo € R™.

Satz 12.7 besagt, dass
U= u.
Es folgt auch @(z) = 4(—z) und dass die Fourier-Transformation u +— 4 eine Bijektion ist.
Fiir jede u,v € L*(R") ist das Skalarprodukt

(u, v) £2(mm) :/ uvdz.
Satz 12.9 (Plancherelformel). Seien u,v € S. Es gilt

(u,v)2(mny = (U, D) L2 ()

Beweis.

(@ 0oy = [ €)@

() < / ) fz(ﬁ)e”‘%lf) da

_ / u(@)o(x)dz = (u,v) L2 @)

Il
—~
[N}
N | =
S~—
N3
%\
3

IS
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Als Folgerung gilt
Korollar 12.10. Seiu e S. Es gilt
l[ull L2@@ny = |4l L2(n)-

Die Fourier-Transformation ist eine Isometrie in S.
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12.3. Anwendungen der Fouriertransformation. Die Fouriertransformation ist besonders ge-
eignet, um Losungen fF lineare PDGen mit konstanten Koeffizienten zu finden.

Beispiel 12.11 (Bessel-Potential). Sei f € S. Wir betrachten die PDG
(12.8) —“Au+u=f
Fiihren wir fiir diese Gleichung die Fouriertransformation durch, so erhalten wir
(1€ + Da(g) = f(¢), VEeR”

Dies konnen wir sehr leicht nach 0 umstellen

ie) = 1O 7

und daraus die gesuchte Funktion u selbst erhalten:

o) = i) = (FO )@

Wir suchen nun ein B(z) derart, dass B(¢) = ﬁ gilt, denn dann kénnen wir « ohne Verwendung
von Fouriertransformationen ausdrcken als

= (2n) "2 fxB.
Hier haben wir Lemma 12.5 benutzt. Offenbar gilt

1+1|§|2:/0006_t(1+52)dt’
Blx) = ( 1 )km
/
wrl
_ /0 (et \2
/

also

e t(A+[g]? )dtde

N\S

\

im'ge’t‘E‘ngdt

8 ~—
[NE

v\

(x)dt

n

(2t)"ze b 7dt

Dieses B heifit Bessel-Potential. Zusammengefasst erhalten wir die Aussage, dass fiir Losungen

von (12.8) gilt: §
u(z) = (477)—% /0 /n t‘*e—t—‘

Beispiel 12.12 (Wirmeleitungsgleichung). Wir suchen Léungen des Anfangswertproblems

f (y)dydt.

—Au = 0 auf R" x[0,00),
u = ¢ auf R" x {t =0}.
Fiir die Losungen v erhalten wir nach Fouriertransformation bzgl. x:
@ (&) + 1€1Pa8) 0 auf R" x [0,00),
@ = ¢ auf R" x {t =0}.

Diese ODE erster Ordnung kénnen wir 16sen und wir erhalten

a(e) = e ().
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Es folgt mit der inversen Transformation

u(z) = (e 5(6)) (2) = (2m) % (F x ) (a),

wobei wir F' “passend” wahlen, so dass

=2

F(z) = (7€) (2) = (20) % e~

Also bekommen wir die uns bereits bekannte Losung

_lz—y)?

u(e,t) = () ¥ [ e o)y,

n

Beispiel 12.13 (Wellengleichung). Fiir das Cauchyproblem der Wellengleichung kénnen wir auch
mit Fouriertransformation untersuchen:

g —Au = 0 in (0,00) x R™,
u(z,0) = 0, fir x € R”
u(z,0) = P(x), firzeR”

(Ubung.)
Beispiel 12.14 (Schrodinger-Gleichung). Gegeben ist eine komplexwertige Funktion ¢ : R* — C.
gesucht ist u : C?(R™ x (0,00),C) N C(R™ x [0,00),C) eine Lésung von der Schédinger-Gleichung

iy —Au = 0  in (0,00) x R,

(12.9) { u(z,0) = ¢, firzeR"

Wie in Beispiel 12.12 erhalten wir fiir die Losungen u:

i (€) + [EFa§) = 0 aufR" x[0,00),
@ = ¢ aufR"™x {t=0}.

Nun benutzen wir einen Trick, den oft in Physik benutzt wird. Wir sehen formal it als ¢ in Beispiel
12.12 und erhalten

_lz—y)?

u(a,t) = (dmit) "} / T o(y)dy,

n

wobei wir i~2 als e~ erkliren. Fiir p €S8, t >0 ist u wohldefiniert und v € §. Und man kann
zeigen, dass w tatsichlich die Schrodinger-Gleichung iu; + Au = 0 16st. Ferner kann man nicht
schwer zu zeigen

d

@HU('J)HH(R'L) =0.

Es folgt
lu(, O)ll2ny = llollz2 @n).-
(Ubung.)

Gleichung (12.9) ist ein System: (u = v + iv?, ¢ = @ +ip?)

v +Av? = 0 in (0,00) x R™,
vZ—-Avt = 0 in (0,00) x R™,
vi(z,0) = ¢! firreR", i=1,2.

(12.9) ist nicht parabolisch, auch nicht hyperbolisch.
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13. DIE ENERGIE-METHODE

Wir schlieflen die Vorlesung mit der Energie-Methode, die wir in der Hausaufgaben haben schon
ein Paar male getroffen haben. In diesem Kapitel geben wir mehr Beispiele.

Wir fingen von der einfachen Beispiel an, die schon als Aufgabe gestellt worden war. Wir be-
trachten das Dirichelt-Problem fiir die Laplace-Gleichung

Lemma 13.1. Sei Q € R" ein bestrinktes C' Gebiet und f € C(Q2), ¢ € C1(0Q). Dann existiert
es héchster eine Lisung u € C%(Q) N CH(Q)
Au = f  inQ
u = @, aufof.

Dieses Lemma ist deutlich schwacher als die Eindeutigkeit Theorem 2.14.

Beweis. Angenommen, u; und us zwei Losungen. Betrachten wir die Differenz w = u; — uy. Die
Funktion w erfiillt
Aw = 0 inQ
{ w = 0, auf 0.

Beim Multiplizieren die Gleichung mit w und Integrieren erhalten wir

O:/wAwdx:—/ \Vw\zdx—&—/ w—dS— /|Vw\ dx.
Q ) o0

Es folgt w = const. Also w = 0. 0
Nun brauchen die Poincaré-Ungleichung.

Lemma 13.2. Poincaré-Ungleichung] Sei Q € R™ ein bestrinktes C*-Gebiet. Dann
[ullL2(@) < diam(Q)[|Vul[L2 (),
fiir all w € CY(Q) mit u =0 auf ON.

Beweis.
OBdA nehmen wir an, dass Q C [a,b] x R*~1. Da u € C}(Q) ist, setzen wir u trivialerweise auf
ganzem R" fort. Fiir x = (21,29, ,x,) € Q setze x, = (a, 2, -+ ,2,). Nach dem Hauptsatz gilt

2

Ju(z)®

‘U(I) —Uu l’a ‘/ a:cl 8,2, 793”)
< (b_a)/ |aa:1u(8al'27"' 7$n)|2

b
< (b—a)/ Vs, 2a, -+ ,z)[2.

Integriere erste iiber 1 und dann {iber die Reste

[u@p < Jo=a) [ v

1. Nun betrachten wir das homogene Dirichlet Problem

Au = f inQ
(13.1) { w = 0, aufd.

Satz 13.3. Sei Q € R™ ein bestrinktes C'-Gebiet und f € C(Q). Ferner ist u € C?(Q) N C1(Q)
eine Losung von (13.1). Dann es gilt

lullr2@) + IVullL2@) < Clifll2(e)
wobei C = C(2) > 0 eine nur von Q abhingte Konstante ist.
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Beweis. Multipliziere (13.1) mit u
uf = ulAu = Z(uuh)h — |Vul?.
i=1

Integriere die Formel und benutze dem Gaussschen Integralsatz

/ufdxz/ u——/|Vu|2
Q o0

Mit der Bedingung u = 0 auf 02 haben wir

Jvut = [ s

Die Cauchy-Schwarz Ungleichung liefert

(o) (o)< [

Nun benutzen wir die Poincaré-Ungleichung (Lemma 13.2) und erhalten

(/ |Vu|2> < diam?( /|Vu|2/f2
/Q|Vu\2§diam2(ﬂ)/ﬂf2.

Wir benutzen nach mal die Poincaré-Ungleichung

/Q W2 < diam?(Q) /Q Vul? < diam*(Q) /Q I3

2. Wir betrachten nun das Anfangsrandwerte-Problem von der Wirmeleitungsgleichung. Sei
) € R™ ein bestrinktes C*-Gebiet und f € C(Q).
—Au = f inQx(0,00),
(13.2) u(-,0) = ¢ inQ
u 0 auf 9Q x (0,00).

bwz.

O

Satz 13.4. Sei Q € R™ ein bestrinktes C*-Gebiet und f € C(Q) x (0,00) und ¢ € C(2). Sei
u € C%(Q x (0,00)) NCHQ x [0,00)) eine Losung von (13.2). Dann gilt es

t
lu®)llz2) < llellzz@) +/ Ilf(s)llz2yds  fiir alle t > 0.
0

Als direkte Folgerung haben wir die Stetigkeit der Abhéngkeit von der Randbedingung bzw.
Anfangsbedingung;:

Korollar 13.5. Sei Q € R"™ ein bestrinktes C1-Gebiet und f; € C(Q x (0,00)) und ¢; € C(Q)
fiiri =1,2. Seiu; € C%(Q x (0,00)) NCL( x [0,00)) eine Losung von (13.2) bzgl. f; und p; fiir
i =1,2. Dann gilt es

t
lur(t) — w2 (t)|| L2y < o1 — @2llL2(0) +/ 1f1(s) = f2(s)|l2(yds  fir alle t > 0.
0

Beweis von Satz 13.4. Erste haben wir

1
uuy — ulAu = §(u)§ — Z(uuh)m + |Vul?.

i=1
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Mit dem Integralsatz und der Randbedingung u(-,t) = 0 auf 992 haben wir

1d [ ,
2dt /" (t)dx+/Q\VU(t)| dl”:/Qf(t)u(t)dx

wobel wir u(-, t) mit u(t) bezeichnet haben. Integration in ¢ liefert

t
/ u?(t)dx + 2/ |Vu(t)|>drds = / t)dx + 2/ f@)u(t)dxds.
Q 0o Jo Q

E(t) = |lu(t)| 22 (c)-

E(t)2+2/0t/Q|Vu(t)|2dxds— +2/ /f t)dxds.

Die Differentiation bzgl ¢ liefert

Setze

Wir haben

2E(t)E'(t) < 2E{)E'(t)+2 / |Vu(t)|>da

- /f

< 2 f®ll2 Q)HU( )||L2(Q)

= 2[f@ll2 ) E(®).
Also

E'(®t) < [If®)]lz2(0)-

Integrieren von 0 bis ¢ gibt uns die gewiinschte Abschétzung. O

3. Wir betrachten nun das Anfangsrandwerte-Problem von der Wellengleichung. Sei {2 € R™ ein
bestriinktes C'*-Gebiet, f € C(Q x [0,00)), ¢ € C1(Q) und ¥ € C(Q)

Ut — Au = f in Q x (O, OO),
u(,0) = ¢ inQ
(13:3) w(-0) = ¢ nQ
u = 0 auf dQ x (0,00).

Satz 13.6. Sei Q € R™ ein bestrdnktes C1-Gebiet, f € C(Q) x (0,00), ¢ € CH(Q) und ¢ € C(Q)
Seiu € C%(Q x (0,00)) NCHQ x [0,00)) eine Losung von (13.3). Dann gilt es

A

1 1 t
(e @20 + IVou®) )T < (Jue(0)F20) + 1 Vau(0) 22y ) * + / 1£(5)llz2(ds

1
= (Wl + IVol) + [ Doz,
und
% t
lu®llzzoy < Nellzaoy +t (I191320) + 1V0l320)) " + / (t = ()12
fiir alle t > 0.

Wie Korollar 13.5 haben wir offensichtlich auch die Stetigkeit der Abhéngkeit von der Randbe-
dingung bzw. Anfangsbedingung.

Beweis von Satz 13.6. Multiplizieren die Gleichung mit u; haben wir

1
fue = wuy — wpAu = 5(“? Vo) = (urtia, ), -

i=1
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Nach dem Integralsatz erhalten wir

/Qf(t)ut(t)dm = %%/ﬂ(uf(t)—i—|vzu|2)dx—/ ut(t)%(t)d.s

[219]
_1d 9 9
- 2dt/ﬂ(ut(t)+|vxu| ) da,

da aus der Randbedingung u;(z,t) = 0 gilt fiir alle 2 € 99, t > 0.
Definiere die Energie durch

E(t) = 1/Q (ui (t) + |Vaul?) da.

2
Falls f =0, d.h., die Gleichung homogen ist, dann gilt es
d
—FE(t)=0.
7 E®)
Es folgt

T2
Das ist das Erhaltungsgesetz der homogenen Wellengleichung. Im Allgemein haben wir

E(t) = E(0) + 2/0 /Qf(s)ut(s)dzds.

B(t) = B(0) = * /Q (W + |Vopl?) da.

Setze

Dann gilt
J2(t) = J*(0) + 2/t/ F(s)ue(s)dzds.

Nach der Differentiation und CSU haben wir v
2J(t)J'(t)

Q/Qf(t)ut(t)dx

2||fHL2(Q)||Ut||L2(Q)
2J() | fllz2 )

VARVAN

da J(t) > [Jutl|z2(q)- Es folgt
J'() < 1f®)llz2e),
bzw.

J(t) < J(0) + / 1£() |2y ds.

Das ist die gewiinschte Abschitzung fiir die Energie.
Nun zeigen wir die gewiinschte Abschitzung fiir L?-Norm von u. Setze

F(t) = [[u(®)l 20,
d.h.,

Ein leichte Berechnung liefert
WPWF () = 2 / w(tyue(t)da
Q

< 2w p2 o) llue (D) 20
= 2F(t)[lue(®)llr2()-
Also

t
F(1) < Jun(t)] ooy < J(0) + / 1£(5)l| s ds.



Integrieren liefert

lu()]| 20

IA
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el L2 () + I (0 // £ (5)| 20y dsdr

lellz2g@ + (0 //||f )l sy drds
lollzao + t7(0) + / (t— )1 (5)]| 2y ds

(Fubini!)
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14. HALBGRUPPEN
Fiir die Warmeleitungsgleichung
(14.1) Ou—Au=0

haben wir in Bemerkung 6.7 (ii) die Wirmeleitungshalbgruppe definiert, indem wir fiir ¢ € Cp (R™)
und t > 0,z € R” setzen:

(14.2) B p(z) = u( t) = / (@ — y,)p(y)dy.

Zum Begriff “Halbgrupp”: Das bedeutet, dass
Vt, s>0: €(t+S)AQ0 _ etA(GSAQD)' e(t+s)A _ etA ° GSA.

Wir notieren (14.2) als
u = e®u(0).

Frage: Gibt Es eine dhnliche Beziehung, wenn wir statt A eine lineare Operator L betrachten?

Genauer: Sei X ein Banachraum und sei
A:D(A)c X - X

ein linearer Operator, wobei D(A) die Definitionsbereich von A ist, der ein linearer (meistens
dichter) Unterraum von X ist. Sei ¢ € X. Wir suchen Lésungen u € C*((0,7), X) von

v = Au, te(0,T)
u(0) = .
Im Allgemeinen ist A unbeschrénkt.

(14.3)

(A = T) Angenommen: Yy € X, gibt es eine eindeutige Losung w(t) von (14.1) mit T = oo.
Definiere ein Operator fiir ¢ durch

Dann besitzt T folgende Eigenschaften:

T(t) : X — X ist linear

T:[0,00) = L(X),

T(0) =

T(t+s)=T(t)oT(s)

t — T(t)yp ist stetig.

wobei L(X) der Raum aller beschrinkten Operatoren. Ein Operator A ist beschrinkt genau dann,
wenn dir Operatornorm

|A|l == sup [[Au|| < oo
u€D(A),[lull<1

Die letzte 3 Eigenschaften sind die Charakterisierung der Halbgruppe, die wir spit genauer unter-
suchen werden.
(T' = A) Angenommen haben wir eine Halbgruppe

T:[0,00) x X — X,
wir oben. Wir definieren ein Operator A so, dass T' die Halbgruppe von A ist. Definiere
Au = lim Mu
s—0 S

und
D(A) = {u € X | lim wu existiert} .
s—0 S
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A heiit infinitesimaler Erzeuger (kurz Erzeuger, generator auf Eng.) von T. Setze

u(t) == T(t)e.
Dann ist u(t) eine Losung von
v = Au, te(0,T)
u(0) = .

Beweis. u(0) = T(0)¢ = ¢. Weiter gilt

u(s +1t) —u(t) T(s+t)p—T(t)p

u(t) = lim 0 = lim
s—0 S s—0 S
T(s)—T(0
= i L =TO gy au
s—0 S

Frage: Weiche Erzeuger A besitzen eine Halbgruppe? Welche Erzeuger werden von Halbgruppen
generieren?

Wir werden in diesem Kapital die Frage antworten.

14.1. Dissipativer Operatoren. Sei X ein Banachraum. Gegeben ist ein Operator A : D(A) C—
X. Gesucht ist eine Losung von

v = Au, te (0,T)
u(0) = pelX.

Zunéchst betrachten wir den Fall: A ist beschrankt.
al) X =R" (oder C"), A: X — X linear (und dann beschriinkt). In diesem Fall ist

u(t) == ety

die gesuchte eindeutige Losung, wobei durch
— 1
tA _ Lk gk
(14.4) =30 LA
k=0

gegeben ist.
a2) X Banachraum, A : D(A) — X ein beschrinkter linear Operator. Fiir ein beschrinkter
linear Operator definieren wir e wie in (14.5) durch

o0 1
A_ k
(14.5) e _}; AL
=0

Man kann leicht zeigen, dass die folgende Eigenschaften gelten:

Lemma 14.1. Seine A, B € L(X), dann gilt:

o e/ konvergiert absolut.

o ¢V =id.
e AB = BA = 418 = ¢4¢eB = eBeA.
o e A= (eA)fl.

Satz 14.2. Seine A € L(X), varphi € X und T < 0. Dann existiert eine eindeutige Lisung
ue CH(0,T), X) von
v = Au, te(0,T)
u(0) = peX.
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Proof. Setze u(t) = et“p. Dann gilt
u'(t) = Aett o = Aul(t).
Falls v eine zweite Losung ist, setze
w(t) = e~ Ao(t).
Dann gilt
w'(t) = —Aetu(t) + e Av = 0,
also w ist konstant: w(t) = w(0) = 0. Es liefert v(t) = et .

Nun untersucht den Fall: A ist unbeschrinkt.
Beispiel 14.3. e X =L%R"), A=A, D(A) = H?(R"). A ist unbeschrinkt.
e X =C%I0,1]), D(A) =X

Auta) = [ Kl p)uty)dy,
wobri K € C°([0,1] x [0,1]). A ist beschrénkt, denn:

1
| Aul|co S/ K (z,y)|dy [[ullco < cllul|co.
0
Wir brauchen Begriffe aus FA. Der Graph von A ist gegeben durch
G(A) :=={(u, Au) C X x X |u € D(A)}.

R(A) ist das Bild von A, d.h. R(A) = {Au|u € D(A)}. A heifit abgeschlossen, falls G(A) abge-
schlossen ist.

Satz 14.4 (Satz von abgeschlossenen Graphen). Sei A : X — X linear. Dann ist A genau dann
beschrinkt, wenn A abgeschlossen ist.

Definition 14.5. Sei X Banachraum und sei A : D(A) — z linear. A heifit dissipativ, falls
lu — Au| > |lul], VYue D(A),YA>0.
A heifit akkretiv, falls —A dissipativ ist.

Lemma 14.6. Sei X ein Hilbertraum und A : D(A) — X linear. Dann ist A genau dann dissipa-
tive, wenn
R(u, Au) <0, Yue D(A).

Beispiele 14.7. e X =L*R"), A= A unf D(A) = H?(R").
(u, At} = —/ V| < 0.
e X = I2(R",C), A = +iA und D(A) = H2(R",C).
(u, +iAw) = —/

Beide Operatoren sind dissipativ.

u(+iAu) :j:i/|Vu\2.

n

Beweis von Lemma 14.6. Sei A dissipativ. Dann gilt fiir alle A > 0
ull® + 22| Au® — 22AR(u, Au) — [|ull® = [Ju — Au|® — [[u]* > 0,
also
M| Aul|? = 2R(u, Au) > 0.
Lassen A — 0 liefert das Resultat.
Umgekehrt gilt

lu = Adul| — [ful) = Jul* + X[ Aul> — 22%R(u, Au) — [lu]]* > 0.
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Definition 14.8 (m-dissipativ). Ein linear Operator A : D(A) C X — X heiit m-dissipativ, falls
A dissipativ ist und falls I — AA fiir all A > 0 surjektiv ist.

Ziel. Fiir alle m-dissipative Operatoren A definieren wir e?.

Wenn I — AA surjektiv ist, ist I — AA stetig invertierbar. In diesem Fall setzen wir
Jy=(I—=XA)"1: X — D(A).
Dann gilt
[ Lol < lvll, Vv e X,
d.h.,
A < 1.

Lemma 14.9. Sei A dissipativ. Dann ist A genau dann m-dissipativ, wenn es ein \g > 0 so gibt,
dass I — \oI surjektiv ist.

Beweis. Fiir alle A > 0 und v € X sollen wir eine Losung von © — MAu = v finden. Die Gleichung
ist dquivalent zu

A A
u—Aodu = Z2(u—Mu)+(1- )
A A
A A
= Fu+-Fe
Da I — A\gA surjektiv ist, ist die obige Gleichung &dquivalent zu

u="1Jy, <):\Ov +(1- i?)u) = F(u).

Wir zeigen, dass F' eine Kontaktion ist, fiir A < 2.

A A
[F(u) = F(w)]| = [[Jx,((1 = f)(u—w)ll <[1- TO\HU—U)II, Vu,w e X.

Also F ist eine Kontraktion fiir A < 2Xg. Es folgt, dass I — AA is injektiv fiir A < 2)p, und dann
fiir alle A > 0 durch Iteration. d

Proposition 14.10. Alle m-dissipative Operatoren sind abgeschlossen.
Proof. Beweis Da J; existiert und stetig ist, ist I — A abgeschlossen, also A auch. O
Beispiel 14.11. X = L?(R"), A = A und D(A) = H?(R"). Dann ist A m-dissipativ. Nach
Proposition 14.10 brauchen wir nun
VYo e L?,3u € H? mit u — Au=v
Zu zeigen.
Sei @ die Fouriertransformierte von u. Wir losen erste die Gleichung

a(€) + €7 a(g) = o(€)

mit

1
W) = 0O
Da 4 € L? und
162 _ 5162 ~ 2

u, Vu € L?. (Diese haben wir in der Vorlesung nicht gemacht.) Diese Beispiel zeigt auch, dass H?
richtiger Raum ist. C*° ist nicht.

Proposition 14.12. Sei A m-dissipativ, dann gilt

Yue D(A): |[Jau—ul =0, als A — 0.
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Beweis. Es ist leicht zu sehen
[ Ix = Il < 1Al + ] < 2,
also Jy ist beschriankt. Daraus reicht es das Resultat fiir u € D(A) zu zeigen.

[T —ul| = || Ix(u — (I = Jy)w)|| = A Au|| — 0, X —0.

O
Setze 1
Ay = Ady = 5 (= D).
A, ist stetig. Die Idee: Wir approximieren A durch Ay.
Proposition 14.13. Sei A ein dichter, m-dissipativer Operator. Dann gilt
Ayu — Au, als A — 0, Vu e D(A).
Beiwei. Nach Proposition 14.12 gilt
JrAu — Au,
da D(A) dicht ist. Weiter haben wir
(I —MA)A = A - \A).
Es folgt
Ay = AJy = Jr(I — MA)AJy = JZA(I — MA)Jy = JyA.
O

14.2. Theorie der Halbgruppen.
Definition 14.14. Sei X Banachraum, Eine Halbgruppe ist ein Operator
T :]0,00) = L(X)
mit folgender Eigenschaften
(i) T(0) =1.
(ii) T(t+s) =T@#)T(s).
T heiBt C°-Halbgruppe, falls zusitzlich gilt
(iil) limy—y0 || T(f)u — u|| = 0, Vu € X.
Beispiele 14.15. (1) A€ L(X), T(t) = etA.
(2) X =LP(R), p € [1,0].
T(t)u(z) = u(t + ).
a) p < oo. Dann ist T'(t) eine C°-Halbgruppe. Da C2° dicht in LP ist , existiert fiir alle
© € L? und € > 0 eine f € CZ° mit
€

I = uller < 5

Fiir alle kleine ¢ haben wir

sup | (@ +1) = f(@)] < VSl < .

Also haben wir
([ 1705 = )% < 5 (tiam (supp )+ 1)
R

und
|T(t)u — ullLe

IT@)f = fllee + 1T@(w = Hlle + [lu— flle

I7)f = flon + 25

b) p = co. Dann ist T'(t) keine C°-Halbgruppe. Setze u = Xo,1)- Dann
IT(t)u — ul|pe =sup|u(z +¢t) —u|=1, Vt>D0.
x

IN
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Proposition 14.16. Sei T'(t) eine C°-Halbgruppe. Dann existieren M > 1 und w € R so, dass
IT (1) < Me**

gilt.

Beweis. Zuniéchst zeigen wir dass eine § > 0 so gibt, dass

sup [|T(t)] < oo.
0<t<s
Angenommen dass das falsch ist, existiert eine Folge ¢,, — 0 mit ||T'(¢,)| — co. Erinnerung: Der
Satz von Banach-Steinhaus (Das Prinzip der gleichmiifiigen Beschriinktheit) besagt: Falls fiir eine
Folge A, € L(X)
Yu € X :sup ||Apull < o0
n

gilt, dann gilt sup,, |A,|| < oo. Also in unserem Fall existiert v € X mit || T(¢t,)ul| — oco. Ein
Widerspruch zu die Stetigkeit von T'(0).
Sei t > 0 beliebig. Dann existieren n € N und s € (0,0) mit

t=nd+s.
Da
T(t) =T(5)oT(6) oT(s),
gilt
1T < [T@)"|T(s)]| < M™H < MM$ = Me's 5,
mit
w = 110 M
= 5 g .
O
Proposition 14.17. Sei T(t) eine C°-Halbgruppe. Dann ist die Abbildung
(t,u) = T(t)u
stetig.
Beweis.
[T()u—T(s)w| < [T()u—TE)w|+ [T ()w —T(s)wl]
1T() (w —w)|| + [(T(t) = T(s))w]
O

Definition 14.18. Sei T'(t) eine C°-Halbgruppe. Wir nennen
wo = inf{w € R|IM > 1,||T(t)|| < Me¥'}
die (exponentielle) Wachstumsschranke der Halbgruppe.
Definition 14.19. Sei T'(t) eine C°-Halbgruppe. T'(t) heifit eine Kontraktionshalbgruppe, falls
TN <1, Vvt>O0.

Zur Erinnerung:

AR RN TNESS
Da Ay beschrinkt ist, setzen wir
Th(t) = e,
T, ist eine C°-Halbgruppe. Weiter gilt
ITA@)] = lex 3| = e ex || < e™xeX =1,

Also T ist eine C° Kontraktionshalbgruppe.
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Lemma 14.20. Seien B und C beschrinkte linear Operatoren auf X , so dass BC = CB, e8| <1
und ||eC|| < 1 fiir alle t > 0. Dann gilt
I(e"” — e")ull < H|(B ~ C)ul
fiir jedes u € X und t > 0.

Bewies. Aus Lemma 14.1 und der Kommutivitéit von B und C' folgt

t
d
etBufetcu _ /7(65B6(t75)CU)d$
0 dS

t
/ e*B(B - C)el'=*)Cuds
0

¢
/ e*Be=C(B — C)uds.
0

Ziehen wir die Norm ins Integral, folgt die Behauptung. U

Satz 14.21 (Hille-Yoshida). Sei A : D(A) C X — X ein m-dissipativer dichter Operator. Dann
Vu € X existiert
T(t)u = lim Th(t)u
A—=0

und ist die Konvergenz gleichmdfig auf [0,T), VT € (0,00). Weiter ist (T(t))i>0 eine C° Kontrak-
tionshalbgruppe und ist fir alle u € D(A)

uw(t) :=T()u
die eindeutige Losung u € C°([0,00), D(A)) N C*((0,00), X) von
w(t) = Au(t), t € (0,00)
(14.6) w0 = u

Bewets. Nach Lemma 14.20 gilt
ITx(t)u —T,(t)u|| <t||(Ax— A )u|| =0, |A—v|—0

gleichmiiflig auf einem beschrinktem Intervall. Also das Limit existiert, fiir alle u € D(A).
Sei u € X beliebig. Da A dicht ist, existiert eine Folge u, € D(A) mit u,, — u

ITx(®)u =T@)ul < [Ta(B)u = Ta(@)unll + [TA(un = T@un|| + 1 Tx () un = T()u]
< 2lun —ul + | Ta(t)un — T(t)uy||
Also T (t)u — T (t)u, Yu € X. Weiter gilt
ITOT(s)u =Tt +s)ul < [TEHT(s)u—TETr(s)ull + [ITE)Tx(s)u = Ta() Ta(s)ull +
ITA(t + s)u = T(t + s)ull
— 0.
Es liefert T'(t)T(s) = T(t + s). Nun zeigen wir, dass
u(t) =T (t)u
eine Losung von (14.6) ist. Sei u € D(A) und setze
uy = et .
Dann gilt
d

%U)\(t) = etAAA)\U = T)\(t)A)\u,

bzw.

t
up(t) = u+/ Tx(s)Ayuds.
0
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Es folgt
t
u(t) =u +/ T(s)Auds.
0
Also haben wir v € C' und
u'(t) = T(t)Au = Aul(t).
Die Eindeutigkeit folgt wie in Satz 14.2. O

Sei T' eine Kontraktionsgruppe. Wir definieren

D(L) = {u € X | lim T(s)u =

u c e
ex1st1ert} .
For u € D(L) setze
Lu = lim M
s—0 S
Beispiel 14.22. Sei X = C,;,(R) die Menge aller gleichmiBig stetiger und beschriinkter Funktionen
mit der L*> Norm.
Tt)u(z) == u(z +t).
Dann ist T'(t) eine Kontraktionshalbgruppe. Weiter gilt
Lu=4/(t), D(L)={ulu,u’ € Cup(R)}
Beweis. Es ist klar dass T'(t) eine Kontraktionsgruppe ist. Es ist auch klar, dass fiir alle v € D(L)
u(- +h) — u(x)
| ) e 0

gilt. Also Vu € D(L) gilt
Lu =4/, =u € Cu(R).
0

Satz 14.23 (Hille-Yosida). Sei T eine Kontraktionsgruppe mit Erzeuger L. Dann ist L m-dissipativ
und dicht definiert.

Beweis. (i) L is dissipativ, d.h., VA, Vu € D(L), |ju — ALul|| > ||u]l.

Thu—u, A A
R R Y
A A
> 1+ Dl 12Tl
A A
= D)l = Tyl

A A
> (14 Dl = 2l = Jull,

V

denn T eine Kontraktionsgruppe ist. Lassen h — 0 liefert den Beweis von der Dissipativitét.
(ii) L is m -dissipative. Es reicht zu zeigen, dass I — L surjektiv ist. For jesdes u werden wir Ju
finden mit

(I —L)Ju = u.
Setze -
Ju = / e T (t)udt.
0
Es gilt
wmusA e IT(t)ulldt < [lul,
bzw,

1]l < 1.



122 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Wir zeigen dass,
(I-L)Ju=

(T —=DJu = = [ e 'T(t+ hyudt — / e T (tudt
0 0

= / e T (t)udt — / e 'T(t)udt
h 0

%) h
- / e~ _ o= T(H)udt — / =Tt udt
0 0

= (- 1)/O e ' (t)udt — " /Oh e T (t)udt

Es folgt daraus

_ h _ h h
Mju = 1Ju - e—/ e 'T(t)udt.
h h Jo

Aslo Ju € D(L) und
Lu = Ju—u.

(iii) D(L) ist dicht. Fiir beliebige u € X setze

1 rh
up = 7/ T(s)uds.
h Jo

lun —ul = / Tuds|

< / (T Iul|ds — 0.

Wir zeigen dass uj, € D(L) fiir alle h > 0. Fir t < h

T(t)— 1T 1t 1o
T un ), (s)uds o (s)uds

1 [htt 1 h
= — T — T
) (s)uds + m /t (s)uds

Es gilt

1 t

1 h
| —— |
n s (s)uds o /t (s)uds

1 1
=T — =T X
— 5 (h)u . O)u € X,

bzw, das Limits von der linken Seite existiert, also up € D(L).



