2.7. Fléheninhalten und Integration auf Flichen. Sei S eine regulire
Flache und (U, F, V) eine lokale Parametrisierung von S. Zunéchst betracteh
wir nur Funktionen f : § — R, die aufserhalb des Koordinatenbereiches
verschwinden, d.h., f|s_y = 0.

Definition 2.40 (Lebesque-Integrierbarkeit). Eine Funktion f: S — R mit
fs—v = 0 heikt (Lebesque-)integrierbar, falls die Funktion

U — R
(u17u2) — f(F(ul,UQ)) Y, det(gij(u17u2))7

(Lebesque-)integrierbar ist. Dabei (g;;) ist die Matrixdarstellung von der
ersten Fundamentalform. Der Wert des Integrals ist

/SfdA = /Uf(F(ul,u2)) -y /det(gi; (ul, u2))du' du®.

Man nennt den formalen Ausdruck

dA = \/det(g;;(u!, u?))du' du?

det(g;;) heift auch Gramsche Determinante und gibt die infinitesimale
Flachenverzerrung von F' an, was durch den Ausdruck

das Flachenelement.

dA = \/det(g;;(u!, u?))du' du?

deutlich gemacht wird. Ferner gilt det(g;;) = H% X %HQ (Ubung)

Lemma 2.41. Sei S eine regulire Fliche, seien (U, F,V) und (ﬁ,ﬁ, 17)
lokale Parametrisierungen von S. Sei f : S — R eine Funktion mit fsi(w“;) =
0. Es ist

(foF)-y/det(gij) : U =R

integrierbar genau dann, wenn
(fon)- det(gij):f]—ﬂR
integrierbar ist, und in diesem Falle gilt
/(foF) -y /det(gi;)dut du® = /~(foﬁ) -/ det(gi;)dut di®.
U U
Beweis. Sei ¢ := F~! o F die Parametertransformation. Zur Erinnerung:
die Beziehung zwischen (g;;) und (g;;) ist
(9i7) = D¢"(gij o p)Dep
= det(g;j) = det(gi; o ¢)(det(Dy))?

= y/det(gij) = 1/det(gij o p) |det(Dy)|.
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Sei (folF )\/det(gij o ¢) integrierbar. Nach der Transformation ist auch

(f o Fop)y/det(gij o @) [det(Dy)| = (f o F)y/det(gi;)

integrierbar und (mit @ = p(u))

/ F(F(at,a®))\/det(gi; (at, a2))da* du?

:/Uf(F(u ,u?))y/det(gij(ut, u?))dutdu?.
|

Beispiel. Ist S = R? x {0} C R3 die 2-y-Ebene, so wiihlen wir kartesis-
che Koordinaten U = R?, V = R3, F(z,y) = (z,9,0). Dann ist (g;;) die
Einheitsmatrix (I2) und somit dA = dxdy. Also

[ raa=[ [ fdady,

wie das urspriingliche Integral iiber R?. Mit den Polarkoordinaten r und ¢

(F(r,p) = (rcosp,rsinp,0)) haben wir

r 0
(9i5) = <0 1), dA = rdrde.

/SfdA = / /%f F(r,))derdr.

Definition 2.42. Sei S eine reguldre Flidche. Eine Funktion f : § — R
heifst integrierbar, fall sich f schreiben lasst als endliche Summe

(3) f=Ha+fo++ fi

wobei die f; : S — R integrierbare Funktionen sind, die jeweils aufserhalb
einer Koordinatenumgebung verschwinden. In diesem Fall setzen wir ferner

/SfdA::ZZ;/SfidA.

Eine Moglichkeit, zu einer integrierbaren Funktion f eine Zerlegung der
Form (3) zu finden, in der jedes f; integrierbar ist und auferhalb einer Ko-
ordinatenumgebung verschwindet, geht wie folgt. Wahlen eine iiberdeckung
von S, d.h. endlich viele Koordinatenumgebungen (U;, F;, V;);er so, dass
S C Uk * Vi. Zu einer Teilmenge A C R3 sei x4 : R® — R die charakteristis-
che Funktlon d.h.

Also

1 fallsze A
0 andernfalls
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Jetzt definieren wir

fl = XV1f
f2 = XVQ*Vlf
e = XkaUf;fVif

Dann gilt f = f1 + - - fr und jedes f; verschwindet aufterhalb von V;.

U 1. Zeigen Sie, dass alle f; integrierbar sind im Sinne von Definition 2.39,
falls f integrierbar ist im Sinne von Definition 2.41. (Ubung)

U 2. Zeigen Sie, dass der Wert des Integrals f g fdA in Definition 2.41 un-
abhingig von der Wahl der Zerlegung f = f1 + - - f3 ist. (Ubung)

— Sind f,g: S — R integrierbare Funktionen und «a, 5 € R so ist
af + Bg: S — R integrierbar und es gilt

/S(aerﬁg)dA:a/SfdAJrﬁ/SgdA

— Sind f,g : S — R integrierbare Funktionen und gilt f < g, so

folgt
/ fdA < / gdA
s s

Definition 2.43. Eine Teilmenge N C S einer reguldren Fliche heiftt Null-
menge, falls fiir jede lokale Parametrisierung (U, F, V') von S die Menge

FY(vnN)

(Ubung)

eine Nullmenge in U C R? ist.

U 3: Sei S C R3? eine regulire Fliche, seien (Ui, Fy, Vi)i=1,... 400 lokale
Parametrisierungen, die S iiberdecken, d.h. S C U2,V;. Zeigen
Sie, dass eine Teilmenge N C S bereits eine Nullmenge ist, falls
F7Y(N) C V; Nullmengen sind.

Bemerkung. Ist S C R? eine reguldre Fliche. N C S eine Nullmenge,
und sind f,g : S — R3? Funktionen, die auf S — N iibereinstimmen (d.h
fs—N = gs—n), dann gilt: Ist f integrierbar, so auch g und es gilt:

/ fdA = / gdA.
S S
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Definition 2.44. Sei S eine reguldre Fliche. Ist die konstant Funktion
f =1 integrierbar, so nennen wir

MQ:LM

den Flacheninhalt von S.

Beispiel 1. Auf der z-y-Ebene S = R? x {0} divergiert das Integral

/1-dA:/ / 1-dxdy
S —o00 J —00

d.h. die Funktion f =1 ist nicht integrierbar.

Beispiel 2. Sei I C R ein offenes Intervall. ¢ : I — R? eine ebene
parametrisierte reguldre Kurve. Sei A > 0. Der verallgemeinerter Zylin-
der iiber ¢ ist definiert durch

S ={c(t)+ses:tel,sec(0,h)}
Fiir den Zylinder haben wir eine globale Parametrisierung
U=1Ix(0,h) cR?> V=R> F(t,s)=c(t) + ses.

Berechnen wir

OF . OF
5 (1s) = (€(1),0) - (t,s) =es
Also gilt:
gilt,s) = (@), =@
gi12(t,s) = (d(t),e3
ng(tv 8) = <€3, Cl(t)>
g22(t,s) = (es,e3) =

=dA = giigas — gragz = ||/ ()| dids.

Fir den Flacheninhalt erhalten wir

h
AM:AAHdM@ﬁ:MM

Beispiel 3. Der Flicheninhalt von der Sphire S = S?. Wir benutzen
Polarkoordinaten:

T
= 2 -z
U= (0.2m) < (-2,
V = R*—{(z,y,2) : x>0,y =0}
F(p,©) = (cospcos®,sinycosO,sinO).
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Da N =S?N{(z,0,2) : & > 0} eine Nullmenge in S?, kénnen wir sie fiir die
Berechnung des Flacheninhalts ignorieren. Es gilt

—singpcos® —cospsin O
Doy = cospcos®  —sinpsin©
0 cos ©
= g1 = 050 g1 =g12=0 go =1
Also der Fliacheninhalt von der Sphére ist

AlS] = A[S - N]
27 3

= / / cos ©dOdy
0 —

= 277/2 cos ©dO
-3

SIE]

= A4r.
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2.8. Einige Klassen von Flichen.
1. Regelfiichen

Betrachten wir eine regulire parametrisierte Kurve ¢ : I — R? (wobei
I C R offenes Intervall ist) und weitere glatte Abbildung v : I — R3\{0}.
Setze
@ F:IxR — R}
F(t,s) = c(t)+ sv(t).
Bemerkung. Das Bild von F' kann so beschrieben werden: in jedem Punkt
c(t) betrachte die Gerade (oder Strecke), die durch c(t) lduft und wv(t) als
Richtungsvektor besitzt. Das Bild von F ist dann die Vereinigung aller diesen
Geraden. Ist dies eine regulére Fliche? Um das zu iiberpriifen, berechnen
wir das Differential von F'.

D, F = (&(t) + 50/ (t),0(t))

Falls wir voraussetzen, dass v(t) und ¢(¢) linear unabhéngig sind, dann
hat fiir festes ¢ die Matrix D )F" den maximalen Rang. Somit existiert
dann eine offene Umgebung von (¢,0) in I x R derart, dass (U, F,S) eine
Parametrisierung der reguléren Flache S = F(U) ist.

Definition 2.45 (Regelfliche). Eine regulire Fliche S C R3, die durch eine
Parametrisierung der Form (4) darstellbar ist, heilt Regelfiiche.

Beispiel 1. (Verallgemeinerter Zylinder iiber eine Kurve)
Ist ¢ : I — R? eine ebene parametrisierte Kurve ohne Selbstdurchschnitte,
c(t) = (c1(t), c2(t),0) und v(t) = (0,0, 1), so heisst die zugehorige Regelfliche

c1(t)
F(t,s) = [ ca(t)

verallgemeinerter Zylinder iiber c.

Beispiel 2. (Der verallgemeinerter Kegel) Sei ¢ : I — R? wie in dem obigen
Beispiel. Zu einen festen Punkt p € R3—(R? x {0}) setzen wir v(t) = p—c(t).
Der verallgemeinerter Kegel iiber c ist die Regelflache definiert durch:
F:Ix(-00,1) — R3
F(t,s) = (1—s)c(t)+ sp
= c(t) +s(p—c(t)).

58



Beispiel 3. (Das Mobiusband)

F:Rx(-1,1) — R?
t

t . . to
F(t,s) = (Cost+scostcos§,smt—i—ssmtcos§,ssm§)

. t . ot
= (cost,smt,O)+s(costcos§,smtcos§,s1n§).

Beispiel 4. (Rotationshyperboloid oder einschaliges Hyperboloid)

S = {(z,y,2) €R3: 1422 =22 +4%
c(t) = (cost,sint,O0)
v(t) = d(t)+e3=(—sint,cost,1).
Beispiel 5. (Das hyperbolische Paraboloid)

S = {(z,y,2) eR>: 2=y}
c(t) = (¢,0,0)

1
o(t) = \/1—|——t2(0’ 1,t).

Satz 2.46. Sei S C R? eine Regelfliche. Dann gilt fiir die GaufSkriimmung
K <.

Beweis. Zur Erinnerung:
_ det(hy)
~ det(gyy)”
Betrachten wir eine Parametrisierung der Form (4) in 2.8.1

F(t,s) = c(t) + sv(t).

Hieraus folgt insbesondere

0*F
— =0.
0s?
Also gilt:
0*F
hog = (—,N) =0
2= (33 N)=0,

wobei N die Flachennormale ist. Es folgt somit:
det(hi;) = h11has — his < 0
Andererseits haben wir det(g;;) > 0, weil (g;;) positiv definit ist. Damit gilt
K <.
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2. Drehflichen

Definition 2.47 (die Drehfliche). Eine Drehflache ist eine Teilmenge S C
R? der Form S = F(I x R) mit
F(t,p) = (r(t) cos @, r(t)sing,t),
wobei (r(t),t) eine in der x-z-Ebene liegende Kurve ist.
Die Gaufs-Kriimmung und bzw. mittlere Kriilmmung ist
" (t)
r(t)(1417(r)?)?

bzw.

- lr(t)r”(t) —1- r’(t)Q.

2 O+ (n)?):

Beispiel 1. (Der Rotationshyperboloid)

S = {(x,y,2) eR?: 1+ 22 =2" + 4%}
F(t,s) = (V1+1t?coss, 1+ t2sins,t)
o2
V1 +t2
R 2
V142
Also ;
t
K=- () < 0 (hyperbolisch).

r(t)(1+r'(1))?

Beispiel 2. (Das Rotationsparaboloid)
S = {(z,y,2) €R®: 2z =2 +4*}.
F(t,p) = (Vtcosp,Vising,t)

K = _*
(1 + 4t)2
2+ 4t
T it a
Beispiel 3. (Der Drehtorus)
S = F(R?
F0,s) = ((24 coss)cosf,(2+ coss)sinb,sins).

Durch die Transformation ¢ = sin s, ist der Drehtorus eine Drehflache.

F(0,t) = (r(t)cosO,r(t)sind,t) 6 ¢c (0,m)
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wobei
r(t) = 24+V1—1¢2
—t -1
=7r'(t) = & r'(t) =
Q V1—12 () V1—12
V1—t2  coss
24+vV1—t2 2+coss

3. Rohrenfliche

Sei ¢ : I — R3 eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit nicht
verschwindender Kriimmung, () # 0 fiir alle ¢ € I. Dann sind die Windung
7 und das Frenet-Dreibein (¢/,n,b) definiert. Sei r > 0. Eine Réhrenfliche
mit Dicke 2r ist eine Teilmenge S C R? der Form S = F(I x R) mit

F(t, @) =c(t) + - (cosg-n(t) +sinp - b(t)).

Die Gaufs-Kriimmung und bzw. mittlere Kriilmmung ist

1 Cos ¢

T r1—rcospr(t)
bzw.

11— 2rcos pk(t)

T2 1 —rcospr(t)
(Ubung)

Beispiel (Der Drehtorus) Die Rohrenfliche um die Kreilinie
c(t) = (cost,sint,0)*
mit Dicke 27 < 2 ist einer Drehtorus.
c(t) + 17 (cosp-n(t)+sinp-b(t)) =
(1 +rcosp)cost, (1 +rcosp)sint,rsing)’.
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4. Minimalfiichen

Satz 2.48 (Variation des Flacheninhaltes). Sei S eine reguldre Fliche mit
endlichem Fldcheninhalt. Sei H das mittlere Kriimmungsfeld. Sei ® : § —
R3 ein glattes Normalenfeld auf S mit kompakten Triger. Dann ist fiir |t|
hinreichend klein die Menge S := {p + t®(p) : p € S} eine requldre Fliche
mit endlichem Flacheninhalt und es gilt:
%A[Stht:o - / (®, H)dA.
S

Beweis. Zunéchst betrachten wir den Fall, dass der Tréager von ® ganz in
einem Koordinatenbereich enthalten ist. D.h. fiir eine lokale Parametrisierung
(U, F, V) gilt supp (®) C (SNV). Fiir S; ist die entsprechende Parametrisierung
gegeben durch (U, F;, V'), wobei

F,:U — R?
Ft(ul,u2) = F( )+t<I>(F(u u2))

fiir |¢| klein eine lokale Parametrisierung ist, denn die Injektivitiat von F} ist
eine offene Bedingung. Jetzt berechnen wir

OF, OF d(foF) A(N o F)
ol Oul ouwl B

wobei ® = fN und N das durchdie Parametrisierung gegebene Einheitsnor-
malenfeld auf S NV ist. Wir haben die erste Fundamentalform von S;

(NoF)+(foF)

,_ onoon
d(foF) OF OF O(N o F)
= gk iG55 (G No ) +t(fo F) (o, —5—5—)
a(f o F) or INoF) 9F .
o (N o F, o) +t(f o F) (—5 27—, 8u3>+0(t)
=0 —hin

= grj — 2t(f o F)hgj + O(t?)
2

= Z (6 —2t(fo F thngl"i‘O(tQ))gZ]

z=1 l

2
= 36— 2t(f o F)uwi + O(t2)) gz,

z=1
Benutzen wir die folgende Taylor-Entwicklung der Determinante:

det(Id +X) = 1+ Spur(X) + O(|IX[*) (%)
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und erhalten wir:
det(gij) = det(gg;) det(Id — 2t(f o F)(wi) + O(?))
= det(gr;) (1 + Spur(=2t(f o F)(wf) + O(t%)))
= det(gr;)(1 — 4t(f o F)H + O(t?)).
Nach /1 +2 =1+ £ + O(z?) haben wir

det(gzj) = y/det(gr;)V/1 — 4t(f o F)H + O(t2)

= y/det(grj)(1 — 2tfH + O(t?)).

Integration iiber S liefert nun

AlS)] = /51—2tfH+O(t2)dA

= A[S]—Qt/ (®,H)dA + 04?).
S

Damit ist der Satz bewiesen fiir den Fall, dass der Trager von ® ganz in
einem Koordinatenbereich enthalten ist.

Fiir den allgemeineren Fall, haben wir endlich viele Koordinatensysteme
(Uy, F1,V1) ... (Ug, Fy, Vi), die den Tréger von @ iiberdecken. D.h. Supp(®) C
U?Zl V;. Wir wéhlen eine untergeordnete Teilung der Eins, d.h. glatte Funk-

tion g; : R — R mit 0 < p; < 1, Supp(g;) C V; und Zle 0j = 1 auf einer
Umgebung von Supp(®). Nun setzen wir ®; := p;®. Dann gilt Zle o, =9
und Supp(®;) C V;. Betrachten wir

k
Sttr,t) = P+ D_t;05(p) :p € S}
=

Nach dem oben bereits Bewiesenen wissen wir

0
3 At t)=0,...0) = —2/ (@, H)dA.
J S

Nach der Kettenregel folgt daraus

k
d o
ar5th=o = ;%A[S(tl,...,tk)](tl,...,tk)=<o,...,o>

k

= —22/ (@, H)dA
j=17%

= —2/S(<I>,7-L>dA.
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Korollar 2.49. Sei S C R? eine regulire Fliche mit kompaktem Abschluss
S. Wir nehmen an, dass S minimalen Flicheninhalt hat unter allen reg-
uldren Flichen S mit demselben Rand 0S = 0S. Dann gilt fiir das mittlere
Krimmungsfeld von S

# = (0,0,0).

Beweis. Angenommen H(p) # (0,0,0) fir einen Punkt p € S. In einer
Umgebung von p betrachten wir das glatte Einheitsnormalenfeld NV, fiir das
(H(p),N(p)) > 0 ist. Es ist klar, dass gilt (H, N) > 0 auf einer kleinen
Umgebung V von p in S. Wahle eine glatte Funktion f : .S — R so, dass
Supp(f) CV, f >0 und f(p) > 0 und setze

_ Jf(gN(g) fallsge SNV
®l9) = { (0,0,0) fallsge S—V.

® ist ein glattes Normalenfeld auf S mit kompaktem Trager und

/S(H,<I>> > 0.

Andererseits nach Satz 2.48 gilt

d
53 AStlji=0 = 0.

Und das ist ein Widerspruch [ |

Definition 2.50 (Minimalfliche). Eine regulire Fliche S C R3 heifit Mini-
malfidche, falls die mittlere Krimmung

H=0.

Bemerkung. Minimalflaichen miissen nicht unbedingt Flidchenminimierend
sein!

Bemerkung. Ist die Fliache S orientierbar, so gibt es ein glattes Einheitsnor-
malenfeld NV auf S und H = HN, wobei H die mittlere Kriimmung ist. Die
Minimalflichenbedingung lautet dann H = 0.

Proposition 2.51. Sei S der Graph der Funktion ¢ : U — R, U C R?-
offen. S ist genau dann eine Minimalfliche, wenn ¢ folgende partielle Dif-
ferentialgleichung erfillt:
0.9, 0%p 0pdp ¢ 99, 0%p
1+ (EEPSE -0 22 02 1 (S22
oy’ ~Ox Ox Oy 0xdy oz’ " Oy

Beweis. Ubung! [

Lemma 2.52 (Ableitung der Determinante). Seit — g(t) eine differenzier-
bare Kurve von tnvertierbaren reellen n X n- Matrizen. Dann gilt:

% Indet(g) = Spur(g~" %9)
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Beweis. Zunéchst weisen wir die Gleichung in ¢ = ¢ nach, falls g(t9) = Id.
Dann lautet die Behauptung einfach

d dg
T det(g(to)) = Spul"(%(to))
Wegen

det(g) = Z Sign(o-)(gla(l) T gna(n))

wobei die Summe iiber alle Permutationen o : {1,...,n} — {1,..,n} zu
bilden ist, haben wir

d o d no(n
< detglto)) = ;sz'gnw)( W (t0) + Guotuy (to) +++ + G101 (t0) -+ ’(m))
_ %(to) - gan(to) + -+ gi1(to) - - di]i’zn (to)
= Spur(g(to))
Fiir den allgemeineren Fall, setzen wir h(t) := (g(to)) " 1g(t). Fiir h(t) gilt
det((g(t0) ™) % det(g(to)) = - det(h(to))
= Spur(%(10)
— Spur((glto)) ! Lg(to)

ar?
[ |

Beispiel 1 Das einfachste und uninteressante Beispiel ist sicherlich eine
affine Ebene S C R3. Fiir diese gilt

K=H=0

Beispiel 2 Die Enneper-Fliche kann durch eine einzige Parametrisierung
beschrieben werden:
F:R* > R?
133 2\3
F(ul,u2) _ (u1 _ (Ug) + u1(u2)2,u2 _ (u3) + u2(u1)2, (u1)2 _ (u2)2).

Beispiel 3 Die Kettenfliche (oder das Katenoid):

F(u',u?) = (coshu' cos u?, cosh ul sin u?, u').

Beispiel 4 Die Wendelflache (oder das Helikoid):

F(u',u?) = (u! sinu?, —u' cos u?, u?).

Satz 2.53. Flir jede requlare Fldche gilt

K < H?.
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Beweis.
4(H2 —K)= (k1 + /<:2)2 — dkike = (k1 — k2)2 >0

Korollar 2.54. Sei S C R? eine Minimalfliche. Dann gilt
K<0
Somit gibt es keine kompakte Minimalfiichen.

Beweis.
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