2.9. Minimalflachen.

Satz 2.48 (Variation des Flacheninhaltes). Sei S eine reguldre Fliche mit
endlichem Fldcheninhalt. Sei H das mittlere Krimmungsfeld. Sei ® : S —
R3 ein glattes Normalenfeld auf S mit kompakten Triger. Dann ist fiir |t|
hinreichend klein die Menge Sy := {p + t®(p) : p € S} eine requldre Fldche
mit endlichem Fliacheninhalt und es gilt:

%A[Stht:o - / (®, H)dA.
S

Beweis. Zunéchst betrachten wir den Fall, dass der Trager von ® ganz in

einem Koordinatenbereich enthalten ist. D.h. fiir eine lokale Parametrisierung

(U, F, V) gilt supp (®) C (SNV). Fiir Sy ist die entsprechende Parametrisierung

gegeben durch (U, Fy, V'), wobei

F:U — R
Fi(ut,u?) = F(u',u?) 4+ t®(F(ul,u?)),

fiir |¢| klein eine lokale Parametrisierung ist, denn die Injektivitét von Fy ist
eine offene Bedingung. Jetzt berechnen wir

OF, _OF  9(foF) A(N o F)

oul — Oul oul oul
wobei @ = fN und N das durchdie Parametrisierung gegebene Einheitsnor-
malenfeld auf S NV ist. Wir haben die erste Fundamentalform von S

I(foF) 6 OF OF O(NoF)

W(w,NOF>+t(fOF)<W,W>
:0 :_hkj
a(f o F) aF d(NoF) OF ,
U (n o p 08y sy oy P2 E) 08y o
-0 =—hjk
= Gkj — Qt(f o F)hkj + O(tQ)
2

= S (@ -2t(fo F)Y hug® +0(t))gs;

z=1 l

(NoF)+ (foF)

= gk t+1

+t

2
= 36— 2t(f o F)uwi + O(t2)) g,

z=1

Benutzen wir die folgende Taylor-Entwicklung der Determinante:

det(Id +X) = 1+ Spur(X) + O(|IX[*) (%)
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und erhalten wir:
det(gij) = det(gg;) det(Id — 2t(f o F)(wi) + O(?))
= det(gr;) (1 + Spur(=2t(f o F)(wf) + O(t%)))
= det(gr;)(1 — 4t(f o F)H + O(t?)).
Nach /1 +2 =1+ £ + O(z?) haben wir

det(gzj) = y/det(gr;)V/1 — 4t(f o F)H + O(t2)

= y/det(grj)(1 — 2tfH + O(t?)).

Integration iiber S liefert nun

AlS)] = /51—2tfH+O(t2)dA

= A[S]—Qt/ (®,H)dA + 04?).
S

Damit ist der Satz bewiesen fiir den Fall, dass der Trager von ® ganz in
einem Koordinatenbereich enthalten ist.

Fiir den allgemeineren Fall, haben wir endlich viele Koordinatensysteme
(Uy, F1,V1) ... (Ug, Fy, Vi), die den Tréger von @ iiberdecken. D.h. Supp(®) C
U?Zl V;. Wir wéhlen eine untergeordnete Teilung der Eins, d.h. glatte Funk-

tion g; : R — R mit 0 < p; < 1, Supp(g;) C V; und Zle 0j = 1 auf einer
Umgebung von Supp(®). Nun setzen wir ®; := p;®. Dann gilt Zle o, =9
und Supp(®;) C V;. Betrachten wir

k
Sttr,t) = P+ D_t;05(p) :p € S}
=

Nach dem oben bereits Bewiesenen wissen wir

0
3 At t)=0,...0) = —2/ (@, H)dA.
J S

Nach der Kettenregel folgt daraus

k
d o
ar5th=o = ;%A[S(tl,...,tk)](tl,...,tk)=<o,...,o>

k

= —22/ (@, H)dA
j=17%

= —2/S(<I>,7-L>dA.
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Korollar 2.49. Sei S C R? eine regulire Fliche mit kompaktem Abschluss
S. Wir nehmen an, dass S minimalen Flicheninhalt hat unter allen reg-
uldren Flichen S mit demselben Rand 0S = 0S. Dann gilt fiir das mittlere
Krimmungsfeld von S

# = (0,0,0).

Beweis. Angenommen H(p) # (0,0,0) fir einen Punkt p € S. In einer
Umgebung von p betrachten wir das glatte Einheitsnormalenfeld NV, fiir das
(H(p),N(p)) > 0 ist. Es ist klar, dass gilt (H, N) > 0 auf einer kleinen
Umgebung V von p in S. Wahle eine glatte Funktion f : .S — R so, dass
Supp(f) CV, f >0 und f(p) > 0 und setze

_ Jf(gN(g) fallsge SNV
®l9) = { (0,0,0) fallsge S—V.

® ist ein glattes Normalenfeld auf S mit kompaktem Trager und

/S(H,<I>> > 0.

Andererseits nach Satz 2.48 gilt

d
53 AStlji=0 = 0.

Und das ist ein Widerspruch [ |

Definition 2.50 (Minimalfliche). Eine regulire Fliche S C R3 heifit Mini-
malfidche, falls die mittlere Krimmung

H=0.

Bemerkung. Minimalflaichen miissen nicht unbedingt Flidchenminimierend
sein!

Bemerkung. Ist die Fliache S orientierbar, so gibt es ein glattes Einheitsnor-
malenfeld NV auf S und H = HN, wobei H die mittlere Kriimmung ist. Die
Minimalflichenbedingung lautet dann H = 0.

Proposition 2.51. Sei S der Graph der Funktion ¢ : U — R, U C R?-
offen. S ist genau dann eine Minimalfliche, wenn ¢ folgende partielle Dif-
ferentialgleichung erfillt:
0.9, 0%p 0pdp ¢ 99, 0%p
1+ (EEPSE -0 22 02 1 (S22
oy’ ~Ox Ox Oy 0xdy oz’ " Oy

Beweis. Ubung! [

Lemma 2.52 (Ableitung der Determinante). Seit — g(t) eine differenzier-
bare Kurve von tnvertierbaren reellen n X n- Matrizen. Dann gilt:

% Indet(g) = Spur(g~" %9)
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Beweis. Zunéchst weisen wir die Gleichung in ¢ = ¢ nach, falls g(t9) = Id.
Dann lautet die Behauptung einfach

d dg
T det(g(to)) = Spul"(%(to))
Wegen

det(g) = Z Sign(o-)(gla(l) T gna(n))

wobei die Summe iiber alle Permutationen o : {1,...,n} — {1,..,n} zu
bilden ist, haben wir

d o d no(n
< detglto)) = ;sz'gnw)( W (t0) + Guotuy (to) +++ + G101 (t0) -+ ’(m))
_ %(to) - gan(to) + -+ gi1(to) - - di]i’zn (to)
= Spur(g(to))
Fiir den allgemeineren Fall, setzen wir h(t) := (g(to)) " 1g(t). Fiir h(t) gilt
det((g(t0) ™) % det(g(to)) = - det(h(to))
= Spur(%(10)
— Spur((glto)) ! Lg(to)

ar?
[ |

Beispiel 1 Das einfachste und uninteressante Beispiel ist sicherlich eine
affine Ebene S C R3. Fiir diese gilt

K=H=0

Beispiel 2 Die Enneper-Fliche kann durch eine einzige Parametrisierung
beschrieben werden:
F:R* > R?
133 2\3
F(ul,u2) _ (u1 _ (Ug) + u1(u2)2,u2 _ (u3) + u2(u1)2, (u1)2 _ (u2)2).

Beispiel 3 Die Kettenfliche (oder das Katenoid):

F(u',u?) = (coshu' cos u?, cosh ul sin u?, u').

Beispiel 4 Die Wendelflache (oder das Helikoid):

F(u',u?) = (u! sinu?, —u' cos u?, u?).

Satz 2.53. Flir jede requlare Fldche gilt

K < H?.
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Beweis.
A(H? = K) = (ki + k2)® — dkiky = (k1 — k2)? > 0

|
Korollar 2.54. Sei S C R? eine Minimalfliche. Dann gilt
K<0
Somit gibt es keine kompakte Minimalfiichen.
Beweis. [ |

Definition 2.55 (Konforme Parametrisierung). Sei S eine reguldre Flache,
und sei (U, F,V) eine lokale Parametrisierung von S. Wir nennen F(U)
paramerisierte Flache, oder Flachenstiick. In der Reste des Abschnitts be-
trachten wir den Fldchenstiicke. F' heifst konform oder winkeltreu, wenn die
erste Fundamentalform (g;;) bzgl. der lokalen Parametrisung ein skalares
Vielfaches der Einheitsmatrix ist, also wenn die Gleichung

(@) =30 g 1)

gilt mit einer gewissen Funktion A : U — R, A > 0. Eine konforme
Parametrisierung heifit auch isotherm, die zugehorigen Parameter heiffen
isotherme Parameter. X heilt konform Faktor von konformer Parametrisierung

(U,F,V).

Proposition 2.56. Fir eine konforme Parametrisierung (U, F, V') mit dem
konformen Faktor A gilt

AF =2)\H =2\H - N.

wobet

o 0 g 0
~ Oul dul + ou? Ou?
der Laplace-Operator ist. Insbesondere definiert eine konforme Parametrisierung
F genau dann eine Minimalfliche, wenn die drei Komponentenfunktionen
f1, fo, f3 von F harmonisch sind,

Beweis. Leiten wir die Gleichungen

oF OF oF OF oF OF

Tz =N G@ae =N Garae! =0
ab und erhalten wir
0 OF OF 0 OF OF oF 0 OF

(G aar out! = oui o 32 = 5ul Bz 9wz

Es folgt
oF 0 OF 0 OF OF
A 5 = G gul ¥ 52 5u” ul?

Analog, erhalten wir

=0.

oF
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D.h., AF steht senkrecht auf der Tangentialebene, ist also propotional zur
Einheitsnormalen N. Nun ist aber 2H = A~2(gooh11 + g11ho2) = A~ H(h11 +
hag), folglich

0 OF 0 OF

AF, Ny = (220 9 9%
(AF,N) <8u1 oul = Ou? ou?’

N) = hyy + hay = 2HA.
| |

Wir verwenden die folgende grundlegende Tatsache aus der Funktionen-
theorie: Eine komplexe Funktion
P(ur + iuz) = x(u1, uz) + iy (uy, uz)

mit reellen Grofen wuq, us, x,y ist komplex analytisch oder holomorph genau
dann, wenn die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten:

dxr 0Oy dx Oy

8U1 - 82@7 3UQ - 8U1 '

Fur ein Parametrisierung (U, F,V) mit Komponenten F' = (fi, fa, f3)
definieren wir eine Abbildung ¢ : U — C? durch

) oF  OF
QS(Ul —|— ’LUQ) = 8—u1 — Za—u2,
bzw.
' . of; . 0f; L
¢j(ur + iug) = s — Z@ug’ fir j =1,2,3

Proposition 2.57. Es gilt:
(a) F ist konform genau dann, wenn
(5) O+ 03+ 03 =0,

(b) Falls F eine konforme Parametrisierung ist, so ist F(U) eine Mini-
malfliche genau dann, wenn ¢1, o, ¢3 holomorph sind.
(c) Falls umgekehrt ¢1, a2, p3 holomorph sind mit

¢ + ¢35+ ¢3 =0,

dann ist das durch die obigen Gleichungen definierte F' reguldr genau
dann, wenn

(6) ¢11% + |2]® + [d3]* # 0.
Beweis. (a) Nach Definition gilt
OF OF OF OF OF OF
2, 42, 42 D) ) )
P1+o5+o3 = <w7 wﬂ‘l <W’ W>—22<w7 W> = g11—g22—2ig12 = 0.

67



(b) Berechne die zweiten Ableitungen:

0? fr 0 0
e T B et = 5 (M)
02 f, 0
3’1)2 - _% (Im ¢k‘)
02 f 0 0
owou %(Re Or) = —%(Im o)
denn ¢y, holomorph sind. Daraus folgt es
Pl | Pfy
A=zt g2 =0
also AF = 0. Es folgt aus Proposition 2.56
H=0.

(c) Es ist leicht zu sehen, dass

0 0 OF OF OF OF
ka—z ff) +(%)2=<%,%>+<%,%>20

mit Gleichheit genau dann, wenn %—F = %F 0.
u v

Bemerkung. Der Beweis von (b) impliziert, dass F harmonisch ist genau
dann, wenn ¢y (k = 1,2, 3) holomorphi sind.

Korollar 2.58. In einem einfach zusammenhdingendes Gebiet U C R? = C
seien drei holomorphe Funktionen ¢, : U — C (k = 1,2,3) gegeben mit
Bedingungen (5) und (6). Dann ist fir festes ug € U die durch

Ji(z Re/qsk )¢, k=1,2,3
definierte Abbildung F : U — R3 ein reguldre Minimalficiche (oder regulires
Minimalflichenstiick).

Lemma 2.59 (isotherme Parameter). Wenn man von Krimmungslinien-
parametern (u 1, u 2 ) einer Minimalfliche mit K # 0 ausgeht (g12 =
hi2 = 0), dann kann man daraus durch einfache Integration eine konforme
Parametrisierung konstruieren, also isotherme Parameter.

Beweis:In Krimmungslinienparametern gilt

ON OF
o = g
Das Ableiten von obigen Gleichung liefert
0’N 0 oF 0 oF

FuioE = ‘w(”2g> =~z M g0)-



Setze k = k1 = —kg > 0 (da F' Minimalflache ist). Es folgt
Ok OF O’F Ok OF

_— _— —_— = O_
du2 oul T oulou? * oul u?
Das Skalarprodukt von der Gleichung mit % liefert
ok 0’F Ok 0
0=—s 26— 0u® + — 0= — (k- g11).
gzt Kagu v P ou? (k- gu1)

Also ist % - g1 konstant in u?-Richtung, ist also eine Funktion nur von u!.

Setze k- g11 = ®1(u') > 0. Analog ist k- gao eine Funktion nur von u?. Wir
setzen k - gog = ®1(u?) > 0. Betrachte nun

v ::/\/q)i(ui)dui, i=1,2

und die Transformation (u!,u?) + (v!,v?), denn

(a_”i) _ (VP11 0

ow’  \ 0 P

hat den Maximalen Rang. Sei ¥ die Inverse der Tranformation und setze
F = F oW Der erste Fundamentalform bzgl. F' ist gegeben durch

(9i5) = (D‘P)*(s’z‘j)D‘It1 3
(F ) ) O )

_1(10
Tk \0 1

Korollar 2.60 (Analytizitdt der Minimalfichen). Sei (U, F,V) ein Mini-
malfldchenstiick ohne Flachpunkte. Dann gibt es eine Parametrisierung de-
rart, dass die drei Komponentenfunktionen reell-analytisch, sind, also lokal
wn thre Taylorreihe entwickelbar.

O

Lemma 2.61. Sei U C C zusammenhdngend ist. Drei beliebig gegebenen
holomorphen Funktionen ¢p : U — C (k = 1,2,3) mit ¢3 + ¢35 + ¢3 = 0
(keines der ¢y, identisch verschwindet) kann man eine holomorphe Funktion
f U — C und eine meromorphe Funktion h : U — C U {oc} zuordnen
derart, dass fh? holomorph ist und

f f

(7) o1=5(1 1), Gr=iZ(1+h?), ¢3=fh.

Umgekehrt induziert jedes gegebene f und h mit den angegebenen FEigen-
schaften ein entsprechendes ¢ mit gb% + gb% + qS% =0.
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Beweis:Setzen wir

: P3
=¢1 — iy, h=—>"—.
[=¢1—ig2 pa—
Dies ist wohldefiniert auAer in dem Fall ¢1 = i¢o , woraus notwendig ¢3 = 0
folgt, was nach Voraussetzung aber ausgeschlossen ist. Wir haben

2 3 ¢t + 63 .
fh ¢1 — i ¢1 — i (P14 id2),
also eine holomorphe Funktion. Die Gleichungen (7) verifiziert man leicht
anhand der Definition.

Umgekehrt seien f und h gegeben, dann erfiillen die durch Gleichungen
(7) definierten ¢ (k =1,2,3) die Gleichung

3
> si=0.
k=1

Ferner sind ¢; , ¢ holomorph, weil f und fh? holomorph sind. Folglich ist
qﬁg holomorph. Da ¢3 = fh meromorph ist, ist ¢3 holomorph. O

Satz 2.62 (Weierstrafi-Darstellung). Jede konform parametrisierte Mini-
malfliche (U, F, V') , die keine Ebene ist, lisst sich lokal darstellen durch

fi(u) = Re /ug(l —h2)dC

fa(u) = Re /uig(1+h2)dg

fa(u) = Re /ufth

wobei f und h wie oben in Lemma 2.61 gewdhit sind. Der Parameterbereich
muss dabei so gewdhlt werden, dass die auftretenden Integrale wegunabhdngig
sind (z.B. als eine kleine Kreis- scheibe oder ein einfach zusammenh
"angendes Gebiet).

Umgekehrt definiert jedes vorgegebene Paar (f(z),h(z)) mit holomorphem
f, meromorphem h und holomorphem fh? ein konform parametrisiertes Min-
imalflachenstiick F(U) . Dieses Fldchenstiick F' ist jedenfalls dann reguldr,
wenn f hochstens an den Polar von h verschwindet und dort fh? # 0 gilt.

Beispiel 1. Die Weierstrafs-Darstellung der Enneper-Fléche

12_1_@ 1/,2\2 2 @_212 N2 (2)2
F(u',u®) = (u 3 +u (u)?, —u® + 3 u?(uh)?, (u)? = (u®)?).
ist durch f =2, h(z) = z gegeben mit ¢ = 1 — 22, o = i(1 + 22), ¢3 = 22.

Fiir die Wahl von f = 222 | h = 27! ergibt sich ¢; = 22— 1, ¢ = i(22+1),
¢3 = 2z und damit wieder (bis auf die Spiegelung f; — —f1) die Enneper-F1
dche. Die Weierstral-Darstellung ist also im geometrischen Sinne keineswegs
eindeutig.
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Beispiel 2. Das Katenoid F(uj,us) = (coshug cos ug, cosh uy sinug, uq) ist
die von der Kettenlinie erzeugte Drehfliche. Hier gilt

¢1(uy +iug) = sinhwuy cosug + icoshug sinug = sinh(uy + iug)
¢da(uy +iuz) = sinhwug sinug — i coshug cosug = —icosh(uy + iug)
¢3(uy +iug) = 1

Offenbar sind ¢y, (k = 1,2,3) holomorph mit ¢? 4 ¢3 + ¢2 = sinh® z +
i? cosh? z + 1 = 0. Nach 3.31 ist dann F eine konform parametrisierte Mini-
malfliche. Die Weierstraft- Darstellung ist

f(z) = —e %, h(z) = —¢€*.
Beispiel 3. Die Wendelfliache (oder das Helikoid) ist zugleich Regelflache
und Minimalfléche:

F(ui,u2) = (0,0, —uy) + ug(—sinuy, cosuy, 0) = (—ug sinuy, ug cosuy, —uy)
Wenn wir die Fliache umparametrisieren als
ﬁ(ul, ug) = (— sinhwu; sin ug, sinh uy cos ug, —usg),
dann wird die zugehorige ¢
¢1(z) =isinhz, ¢9(z) =coshz, ¢3(z) =1i.

Dies sind nun -bis auf den Faktor i- genau dieselben Funktionen ¢y (k =
1,2,3) wie oben fiir §as Katenoid. Wir sehen daran auch, dass das Katenoid
F und das Helikoid F' lokal isometrisch. (Die Definition wird spéter gegeben.)
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