3. INNERE GEOMETRIE VON FLACHEN
3.1. Isometrien.

Definition 3.1 (lokale Isometrien). Seien S; und Sy reguldre Flachen im
R3. Eine glatte Abbildung f : S; — Sy heifit lokale Isometrie, falls fiir jeden
Punkt p € S das Differential
dpf : Tp51 — Tf(p)SQ
eine lineare Isometrie bzgl. der ersten Fundamentalform, d.h.,
(dpf(X),dpf(Y)) = (X, Y)
fiir alle X,Y € T,,5,.
Beispiel 3.2. Sei S; = {R?} x {0} die z-y-Ebene, Sy = S! x R die Zylin-
derfliche. Die Abbildung
f : Sl — 525 f(a:,y,O) = (COS(CC),SiD(y),y)
ist eine lokale Isometrie.
Beispiel 3.3. Sei §1 = {R?}x{0} die z-y-Ebene, Sy = {(&,n,¢) € R*|¢2 +7* = %CQ, ¢>0}
die Kegelfliche. Die Abbildung
1
f:Sl_>527 f(%y’()):i<$2—y272xy7\/§($2+92)>
2¢/x? 4 y?
ist eine lokale Isometrie.
Beweis. Fiir e1, e € T,51 und p = (29,0, 0)
(dpf(ei), dpf(ej)) = (i e5)
wobei e; = %u:o (p+(1,0,0)) = (1,0,0), ey =(0,1,0).
We berenchen

d 1
d =— ( +1)2 — y2,2(z0 + t)yo, V3 +t2+2)
L f(er) 0 |1=o (2 CELEST (2o + )% — yg, 2(xo0 + t)yo, V3 ((z0 +1)* + yp)
x 1
T (g o VE (R ) ¢ (200,20 2V0)
2(zf +y3)? 2 (2§ +5)>
1
= T, o2 <$8 + x0y372y87 V3o (wg + y(2))>
2 (2§ +vp)®
dpf(e2) = a ! <$3 — (yo + )%, 20 (yo + 1), V3 (x5 + (yo + t)Q))
dt[i=0 \ 2/3 + (o + 1)?
Y 1
= —ﬁ (35% — 3, 2x0y0, V3 (z§ + y?))) + T <—2y0,2€60,2\/§y0)
2 (2§ +y3)> 2 (2§ +y3)>
1

vy (—3a8y — v 203, V3y0 (a3 + 43))
Also (dpf(e1),dpf(e1)) = (dpf(e2),dpf(e2)) = 1 und (d,f(e1),dpf(e2)) = 0.
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Bemerkung. Die Lange von Kurven, die auf der Fliache verlaufen, und der
Winkel zwischen zwei Tangentialvektoren hingen nur von der ersten Funda-
mentalform ab. Falls es also eine lokale Isometrie f gibt, verdndert sich die
Lange und der Winkel nicht durch die Abbildung f.

Definition 3.4 (Grofen der inneren Geometrie). Die geometrische Grofen,
die sich unter lokalen Isometrien nicht verdndern, heiffen Grifien der inneren
Geometrie.

Frage: Ist die Gauk-Kriimmung oder die mittlere Kriimmung eine Grofe
der inneren Geometrie, d.h. fiir jede lokale Isometrie f :.S; — S5 gilt

Kg, =Fg,0of oder Hg, = Hg,o f?

Beispiel 3.5. Die mittlere Kriimmung ist keine Grofse der inneren Geome-
trie, denn fiir die Ebene inst Hgggng = 0, wiahrend fiir die Zylinderflache
HyviINDER = % gilt. Da Ebene und Zylinder lokal isometrisch sind, miisste
HzviinDER = HEBeNE © f gelten, falls die mittlere Kriimmung eine Grofe
der inneren Geometrie wire. Die Hauptkriimmungen sind auch keine Grofien
der inneren Geometrie.

Aber die Gaufs-Kriimmung ist dagegen eine Grofe der inneren Geometrie
(das Theorema Egregium von Gauf).

Bemerkung. Da das Differential einer lokalen Isometrie insbesondere stets
maximalen Rang hat, ist nach dem Umkehrsatz eine solche lokale Isome-
trie stets ein lokaler Diffeomorphismus. Im allgemeinen ist sie jedoch kein
globaler Diffeomorphismus, d.h. nicht bijektiv.

Proposition 3.6. Sei f: S1 — Sy eine lokale Isometrie. Sei (U, F,V') eine
lokale Parametrisierung von Sy. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei
VNS C Sy so klein, dass fyns, : VNS1 — f(VNS1) ein Diffeomorphismus
ist. Damit ist f o F eine lokale Parametrisierung von So. Dann tbereinstim-

men die Koeffizientenfunktionen der Matrizdarstllungen g;; : U — R von Sy
bzgl. F und g;j : U — R bezg. folF.

Beweis: Setze F := foF. Die Koeffizientenfunktionen der Matrixdarstellung
gij : v — R sind definiert durch

g5(0) = { G200, o))
Und g;; ist
Gij(u) = <§f () %<u>> (o (5e).w(55))
OF OF
= <@= w> = 9ij(u),
denn f ist eine lokale Isometrie. O
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Definition 3.7 (Isometrien). Eine lokale Isometrie f : S; — So, die zusét-

zlich bijektiv ist, heifst Isometrie. Existiert es eine solche Isometrie f : .S —

S5, so heiffen die Flachen S; und Sy isometrisch. Die Flachen S7; und Ss

heifsen lokal isometrisch, falls es zu jedem Punkt p € S eine offene Umge-

bung U; C S von p gibt, eine offene Teilmenge Us C S5 und eine Isometrie

f : Uy — Us und umgekehrt, zu jedem Punkt ¢ € Sy eine offene Umge-

bung U)} C Sy von ¢, eine offene Teilmenge U; C S; und eine Isometrie

Ul = U

Bemerkungen.

e Ist f:S57 — S5 eine Isometrie , so ist auch f*1 1 S5 — 57 eine Isometrie. (U)

e Der Zylinder und die Ebene sind lokal isometrisch. Aber sie sind nicht iso-
metrisch, da sie nicht einmal diffeomorph sind.

e Die Beziehungen “isometrisch” und “lokal isometrisch” bilden offensichtlich

Aquivalenzrelationen auf der Menge der reguliren Flichen.
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3.2. Vektorfelder und kovariante Ableitung.

Definition 3.8 (das Vektorfeld). Sei S C R? eine regulire Fliche. Ein
Vektorfeld auf S ist eine Abbildung v : S — R3, so dass v(p) € T,,S fiir alle
peES.

Beispiel 3.9 (Gradientenfeld). Sei f : S — R eine glatte Funktion. Da
die erste Fundamentalform nicht ausgeartet ist, existiert, bei festgehaltenem
Punkt p, genau ein Vektor v(p) € T),S mit der Eigenschaft

dp f(X) = I(v(p), X)

fir alle X € T,S. Dadurch wird das Gradientenvektorfeld v := grad f
definiert.

Definition 3.10. Ein Vektorfeld v auf S ist stetig, bzw. glatt, fall v : § —
R3 stetig bzw. glatt ist.

Sei (U, F,V) eine lokale Parametrisierung der reguliren Flidche S. Fiir

jeden Punkt p € V' N S bilden die Vektoren % (F~*(p)) und % (F~1(p))

eine Basis von T,,S. Ein Vektorfeld v auf S ist fiir alle p € VNS in der Form
2 OF
= F!
v(p) jzlﬁ (p)55 (F7' ()

darstellbar. Da glatt sind, ist v auf V' N S stetig bzw. glatt genau dann,
wenn die Koefﬁmentenfunktlonen

¢:VnS—R

stetig bzw. glatt sind. Diese ist dquivalent zu der Aussage, dass & o F stetig
bzw. glatt ist.

Beispiel 3.11. Das Gradientenvektorfeld grad f einer glatten Funktion f :
S — R ist glatt. Sei dazu (U, F,V) eine lokale Parametrisierung. Dann
ist f:= foF : U — R ebenfalls eine glatte Funktion. Wir miissen die
Funktionen &7 in der lokalen Darstellung

arad f = Zsﬂ o (P ).
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Wir berechnen

o () =yt (G0 (70

2
=1 S e (), e (F7 )
j=1
2
=Y &gk (F' ()
j=1

Daraus folgt
J Jk
{lok = Z 3uk
Damit sind die Funktionen ¢/ glatt, d.h. grad f ist ein glattes Vektorfeld.

Insbesondere, ist das Gradientenvektorfeld grad f
2 2
; of oF
grad f(p) =D > g™ (F (0) 55 (F ' (0) 5~ (F~' ()

in der lokalen Darstellung bzgl. (U, F, V).

Definition 3.12 (Richtungsableitung). Sei S eine regulire Fliche, p € S ein
Punkt, X, € T,,S ein Tangentialvektor und f : S — R eine glatte Funktion.
Dann heifst
Ox,f :=dpf(Xp) = I(gradf, X)) € R
Richtungsableitung von f nach X,,. Ist X ein Vektorfeld auf S, so heifit auch
die Funktion
3xf : S — R, 8xf(p) = 3X(p)f

Richtungsableitung von f nach dem Vektorfeld X.

Seien (U, F,V) und (U,F,V) lokale Parametrisierungen der reguldren
Fliache. Ein Vektorfeld X auf S fir pe VNV NS hat mit VNV NS =10

zwel Formen
2

Z aua Fl(p) = 25 gf; <F 1(1)))-

=1
Setze @ := ¢(u) = F* o F. Nach der Kettenregel folgt
2 2 47 .
oF ¢’ oF  _ 0w
S =3 S = S
Jj=1 j=1
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Wir erhalten also

Es folgt

Definition 3.13 (Lie-Klammer). Das Vektorfeld
Z:=[X,Y]:=XY - VX
heift Lie-Klammer von X und Y.
Das Vektorfeld [X,Y] ist also durch die Bedingung
0X (0Y f) = 0Y (0Xf) = Ox y1f

fiir alle f charakterisiert.
Bemerkung. Wenn X und Y Koordinatenfelder sind, d.h. X = 2£ und

Ou?
Y = %, verschwindet die Lie-Klammer
or oF | 0
out’ ow |

(Der Satz von Schwarz).

Definition 3.14 (das Vektorfeld lings Kurven). Sei S C R? eine regulire
Fléache, sei ¢ : I — S eine parametrisierte Kurve. Ein Vektorfeld an S ldings
c ist eine Abbildung v : I — R3, so dass v(t) € TS ist fiir alle t € 1.

Beispiel 3.15. Das Geschwindigkeitsfeld v(t) = ¢/(¢) ist ein solches Vektor-
feld langs c.

Beispiel 3.16. Sei S eine Regelfliche gegeben durch die Parametrisierung
F(t,s) = c(t) + s o v(t) wie oben. Dann ist v ein Vektorfeld an S ldngs der
Kurve c.

Definition 3.17 (die kovariante Ableitung). Sei S C R3 eine regulire
Fliche, sei ¢ : I — S eine parametrisierte Kurve, und sei v : I — R3
ein differenzierbares Vektorfeld an S ldngs c¢. Fiir jeden Punkt p € S sei
I, : R® — T,S die Orthogonalprojektion, d.h., ist N(p) einer der beiden
Einheitsnormalenvektoren an S im Punkt p, so ist
II,(X) = X = (X, N(p))N(p)
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Dann heifst

Yoo(t) 1= T 0/ (1)),

t € I, die kovariante Ableitung von v.

Bemerkung. %v(t) ist auch ein Vektorfeld an S léngs c.

Beispiel 3.18. Sei S = R? x {0} die z —y—Ebene und c eine parametrisierte
ebene Kurve, ¢(t) = (c1(t),c2(t),0). Ein Vektorfeld v an S liangs ¢ ist dann
von der Form v(t) = (v1(t),v2(t),0). Damit ergibt sich

Beispiel 3.19. Sei S = S? die Sphére. Berechne die kovariante Ableitung
des Geschwindigkeitsfeldes der Kurve

c:R—= S, c(t) = (cos(t),sin(t),0).

Die gewohnliche Ableitung von ¢ ist ¢ (t) = (—sin(¢), cos(t),0) und ¢”’(t) =
(—cos(t), —sin(t),0) = —c(t). Wir wihlen ein Einheitsnormalenvektorfeld
N (e(t)) = (cos(t), sin(t), 0)
V) = (1)~ (¢ N (elt) N (elt)
= (—cos(t),—sin(t),0) — 1 (cos(t),sin(t),0) = 0.
(Die Kurve ¢ durchliuft gerade den Aquator von S? und ist Geoditisch).

Lemma 3.20. Sei S eine regulire fliche, ¢ : I — S eine parametrisierte
Kurve, sei f : I — R eine differenzierbare Funktion, und sei ¢ : J — I eine
Umparametrisierung. Seien ferner v und w Vektorfelder an S lings c. Dann
sind auch vy, und fv Vektorfelder an S lings ¢ und es gilt:

a) Additivitat: (v +w)(t) = Yu(t) + dtw( ),

dt
b) Produktregel [. (fv)( )= F(t)(t) + fF(H)Fo(t),

Ju(t
¢) Produktregel H. LI (v,w)(t) = I(Fvt), wt)) + I(v(t), Fw(t)),
d) Umparametrisierung:

T 0o p)(t) = (50) 0 (1) - (1) = (D)) 0 (1),

Mit Hilfe lokaler Parametrisierungen berechnen kann man die kovariante
Ableitung berechnen.
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Sei (U, F,V) einer Parametrisierung der reguldren Flache S. Die Vektoren

33,?5] (u) € R? sind darstellbar durch die Basis aF r(u), %(u) und N (F(u)):
O*F OF OF
) Fug W) = Tij(w) g7 () + T () 505 (w) + hig (w) N (F(w)),

wobei (h;;) die Koeffizientenmatrix von der zweiten Fundamentalform ist.

Definition 3.21 (Christoffel-Symbole). Die Koeffizientenfunktionen
I} U =R,
1 < 4,7,k <2, heien Christoffel-Symbole.

Bemerkung. Die Christoffel-Symbole sind symmetrisch in den unteren In-
dizes, dh. T = T%, da 52505 = 9700

Nun berechnen wir die lokalen Formel fiir die kovariant Ableitung. Sei
(U, F,V) einer Parametrisierung von S. Sei ¢ : I — S eine parametrisierte
Kurve mit ¢(I) C V. Setze é¢:= F 1o F: I €U. Seiv:I — S ein glattes
Vektorfeld an S lings c¢. Wir driicken v in der durch die Parametrisierung

gegebnen Basis ausdr

o) = €11 S (@(0) + (1) o (2(1)

—ut) = T (/1)

2 2
= (Y Ema >+e<>afi§; ENE 1)

=1
2
= NI @(0) + 3 T EE OF (1) o (#(1)
i=1 4,5,k
- TEo+Ire <t>>§£<<t>>.

k=1

Ausgedrékt in der Koeffizientenfunktionen ¢! und &2 entspricht die Kovari-
ante Ableitung der folgenden Abbildung

(sl) (L T EEWF ()

& &+ D1 P?j(é(t))fi(t)éj t))

Lemma 3.22. Fir die Christoffel-Symbole gilt die Formel
2

1 m,0%im  O0Gjm  0gij

oud out oum’
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Beweis: Wir berechnen

(9gjm . 3_F oF
out oul’ du™
(92 OF N oF 0’F
Ouidoul’ dum oud’ 8ui6um
2
oF B B s OF OF rk oF
(da <8ui’ >_0) B ;Fijauk’aum> < Z "”Buk>
2
= Z <Fi‘€jgkm + Ffmgkj) .
k=1
Analog haben wir
N 2
m k .
o kzzl (USigm + )
und
9gii 2
ij k- ) ko
Es folgt

2
agjm O0Gim agij B k
out + oui  oum 2 Z:Fij Gk

Hier haben wir benétigt, dass Fk = Fk Durch Multiplikation mit (g*™)

erhalten wir
2
1 dg; i 09;
rk == Jm m 29y
Y2 Z ( ou’ * duw  oum ) Ik

m=1

O

Bemerkung. Die kovariante Ableitung ist eine Grofte der inneren Geometrie.

Definition 3.23. Sei S eine regulédre Fliche, v ein Vektorfeld auf S, w, €
T,S ein Tangentialvektor. Dann ist die kovariante Ableitung V., v € T,,5
von v in Richtung w, wie folgt definiert: Wahle eine Kurve ¢ : (—¢,e) — S
mit ¢(0) = p und ¢(0) = w, und setze

\%
Vi,V 1= %(v o ¢)(0).

Lemma 3.24. Diese Definition hingt nicht davon ab, welche Kurve ¢ mit
c(0) = p und ¢(0) = w, man nimmdt.

(Ubung)
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(Hinweis Sie zeigen, dass die kovariante Ableitung in Richtung w, =
0
Zk 1 nk ajc ( )

3F
) V“’P(Z 8uk Z Z ou l + Z F Buk

b,j=1
gilt fiir v = Zk L& (u )8uk (u).)

Lemma 3.25. Sei S eine regulire Fldche, seien c1,co € R, v,v1,v9, w1, wo
und w Vektorfelder auf S, und sei f : S — R eine glatte Funktion. Dann gilt

a) Linearitdt im zu differenzierenden Vektorfeld:

Vuw(civr + cave) = 1 Vo1 + 2V ve.
b) Produktregel I:

Vu(fv) =df (w)v+ fVy,o.
¢) Produktregel II:
dI(vi,v2)(w) = I(Vyv1,v2) + I(v1, Vo).

d) Linearitit in dem Vektorfeld, nach dem differenziert wird:

V(c1wy + cowa)v = €1 Vi, v + 2V, v.
e) Funktionen-Linearitit in dem Vektorfeld, nach dem differenziert wird:

Viwv = V0.
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3.3. Kriimmungstensor und Theorema Egregium.

Definition 3.26 (die zweite kovariante Ableitung). Die zweite kovariante
Ableitung von Z nach v und w ist durch

Vawz = Vy(Vuz) = Vy,uwz

definiert.

Lemma 3.27. Sei S eine requldre Fldche und v,w und z Vektorfelder auf
S. Se: (U F,V) eine lokale Parametrisierung von S. Dann ist V?,’wz in der

Basis 55 £ gegeben duech die Koeffizienten

0%z j j 7ok p 02" Vi
8ulauﬂvw +ZFU(9 kvw + wlv®) — Zrlﬂa v'w
,J 1,5,k 1,5,k
orm o
1 k
—l—Z( 3 ZJ F;’}Fij))vlez
bk m=1,2

Korollar 3.28. Der Wert der zweiten kovarianten Ableitung V%,wz héangt
im Punkte p € S nur von v(p), w(p) und den Ableitung von z in p bis zur
Ordnung 2 ab.

Damit konnen wir fir ein Vektorfeld z auf S das zweite kovariante Dif-
ferential von z definieren als

V%2:T,8 x T,8—T,S
(vpawp) = (v?},wz)(p),

wobei v und u beliebige Vektorfelder auf S mit v(p) = v, und w(p) = w,
sind.

Beweis vom Lamma 3.27. Setze ¢F = Zl 92 4l 4 zufk Zwd (k= 1,2).
Aus (9) gilt

Vw? = Z (bk auk‘
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in der lokalen Parametrisierung. Fiir V,(V,,z) ergibt sich (fir o = 1,2)

o™
a m + Z Fﬁ’Y(ﬁﬁvv

Byy
oz 0% 0wl
(10) - ;(aulaumw” + oul dur’ )
10 , . 4
o 9
+ Z (3 Ll ™ + I’% e wl ™ + F%zz—awmvm)
i,jm
+Z a—w Fﬁv v? 4+ Z F 5,2 i),
7By 1,3,8,7

Fiir V,w setzen wir % = Zl duty, L+, y I’k w'v? (k = 1,2) und erhalten
fir Voywz (@ =1,2)

02~ L, m a S8
meT’Z) +ZF6’YZ T’Zﬂ

Z?]
0z% ow™ 0z

(1) = Lowort t Lgat v
m irjm
ow? lroz INAR i,.3.08
+Zaulv 5’YZ+Z it py v W E
LBy 3,8,y
Bei Subtraktion von (10) und (11) heben sich die Terme weg, welche die
Ableitungen von v und w enthalten. [ |

Definition 3.29 (riemannsche Kriimmungstensor). Sei S eine regulére Fléche,
p € S ein Punkt, v,, w, € T,,S Tangentialvektoren, und z ein Vecktofeld auf
S. Dann ist der riemannsche Krimmungstensor definiert durch

R(vp,wp)z := V2 wp? — VE oz

Lemma 3.30. Der riemmansche Kriimmungstensor hat bezislich der lokalen
Parametrisierung die Form wennn

x OF
R(vp,wp Z Rz]k uO)v wj ou l( )
1,7,k l=1

wobet

orl,  or)
l Jjk YLk l m
Rzyk U’ ol + Z(sz jk = F )
Korollar 3.31. a) Der Tangentialvektor R(vy,,wp)z hdngt an der Stelle p €
S nur von z(p) ab, nicht aber von den Werten des Vektorfeld z auf S — {p}.
Daher ist die Abbildung
R,:T,S x T,S — T,S
83



Ry (vp, wp)2p := R(vp, wp)z,

wohldefiniert, wobei z ein beliebiges Vektorfeld auf S mit z(p) = z, ist.
b) R ist linear in jedem Argument, insbesordere

R(vp, wp)(f2p) = f - R(vp, wp)2p.
c) R, ist schiefsymmetrisch in der ersten beiden Argumenten
Ry(vp, wp)zp = —R(wp, vp) 2p.

Satz 3.32 (Gauk-Gleichung). Sei S € R? eine orientiert Fliche, p € S.
Dann gilt fir v,w,z € T,S
R(v,w)z = II(w, 2)W(z) — I1(v, 2) W (w).
Beziiglich einer lokalen Parametrisierung driickt sich dies folgenermajen aus:
Rl = hjw, — hypwb.

Beweis: Sei (U, F, V) eine lokale Parametrisierung von S. Erinnerung: (8)

2
aF _ka oF +hZJ(NOF)
k

ouloul Y Ok

Differenzieren wir die Gleichung nach !

PF oy, oF  _, °F
oultouioul Z( oul ouk i 3u13u"“)
Ohi; 0
+auj .(NOF)—i—hij ou l(NOF)
ory; oF

= ;( ul auk ”Zrlkaa + Normallenanteil)

oF
o)

; OF
_ ;( J+Zr h”wl>6u—m

+ Normallenantell

+ Normallenanteil + h;; - (=W(

Nach Satz von Schwarz gilt
PF OPF
oulouiows  Outduloud
orm orm

J m m\ OF
N ;(au ou’ +ZP Zrlj ik hijwl +hljwi >au—m

+ Normallenanteil

F
= Z(RITJ — hijw" + hljw;n> ;—m + Normallenanteil
u
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Dauraus folgt
RlTj — hijw;n + hljw;n =0.
O

Satz 3.33 (Theorema Egregium). Die GaufS-Krimmeng kann folgenermafen
aus dem riemannschen Krimmungstensor berechnet werden: Sei p € S ein
Punkt. Wihle eine orthonormalbasis v,w von T,S. Dann gilt

K(p) = I(Rpy(v, w)w,v).
Insbesondere ist die Gauf-Krimmung eine Grifie der inneren Geometire.

Beweis: Geméf der Gauk-Gleichung gilt
I(R(v,w)w,v) = I({II(w,w) -W(v)—II(v,w) - W(v),v)
= II(w,w)II(v,v) — (v, w)?
= det(W) =K.
O

Lemma 3.34. Sei S € R? eine requlire Fliche, p € S, seienv,w,z,y € T,S.
Der Kriimmungstensor hat die folgenden Symmetrien:

a) R(v,w)r = —R(w,v)z.
b) I(R(v, w)z,y) = —I(R(v, w)y, x).
¢c) I(R(v, w)z,y) = I(R(z,y)v, w).
d) Bianchi-Identitdt;
R(v,w)z + R(z,v)w + R(w,z)v = 0.
Beweis: a) ist trivial. c¢) folgt aus der Gauk-Gleichung
I(R(v,w)z,y) = I(II(w,z) -W(v)—II(v,z)-W(v),y)
= II(ZU,,I)II(’U,?/) - II(U,,I)II(’U),?/),

denn dieser Ausdriick dndert sich nicht bei Vertauschung der Paare v, w und
x,y. b) foglt aus a) und c). d) foglt auch aus Gauf-Gleichung

R(v,w)r + R(z,v)w+ R(w,z)v = II(w,x)W(v)—1I(v,z)W(w)
+I (v, w)W (z) — I1(x,w)W(v)
+I(z,v)W(w) — II(w,v)W(x)

- 0
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Grollen der inneren Geometrie

1. Fundamentalform I Gij
Flachenelement dA dA = \/g11922 — g%Qduldu2
' . 1 dg; Ogmi  O0ii
kovariante Ableitung \Y Ffj =3 %:gmk( 31]; + &Zl - 3u:7jm)
l l
. flemannsc er R ijk auz’l ol l
riimmumgstensor + Z(sz‘ m— T T
m
1 o
Gauk-Kriimmung K K= 5 Z gijgjk
ijk

Grofen, die nicht unter lokalen Isometrien invariant sind

2. Fundamentalform II hij
Weingarten-Abbildung w w{ = Z hikg™
k
Hauptkriimmungen Ki
mittlere Krimmung H H= #
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3.4. Riemannsche Metriken.

Definition 3.35 (riemannsche Metrik). Sei S C R? eine reguldre Fliche.
Eine riemannsche Metrik g auf S ordnet jedem Punkte p € S ein euklidische
Skalarprodukt g, auf der Tangentialebene T,,S zu, so dass fiir jede lokale
Parametrisierung (U, F, V') von S die Funktion

Gij - U—-R

gij(u) = QF(u)((% (u), %(U))-

glatt sind.

Bemerkung. Die erste Fundamentalform ist natiirlich ein Beispiel fiir eine
riemannsche Metrik. Es gibt aber auch andere wichtige Beispiele von rie-
mannschen Metriken, die nicht erste Fundamentalform sind. Die riemannsche
Metrik also ist eine verallgemeinerte erste Fundamentalform.

Alle Grofen der inneren Geometrie, wie Flachenelement, kovariante Ableitung,
Gaufs-Kriimmung und riemannsche Kriimmungstensor, sind auch fiir reg-
uldre Flache mit einer riemannschen Metrik definiert.

Definition 3.36. Sei S C R? eine regulire Fliche mit einer riemannschen
Metrik g. Wir definieren:

a) (Die Christoffel-Symbole)

1 09im  Ogmi  09gij
Pk _ mk JA o J
o9 Z 9" out ou’ Bum)

m

b) (Die kovariante Abletung) Fiir Vektorfelder v = Y, v’ gfz und w =

ot gf; ist die kovariante Ableitung definiert durch

Voo (F(u)) = Z(duvk < Z;gzg > + Zl‘fj(u)vz(u)wﬂ(w)))%
.3

k

¢) (Der riemannsche Kriimmungstensor)
R(v,w)z = V?)’wz - V%U,Uz
=: Zi,j,jk,l Réjk(u)viwjzk%(u)v
ort, o
Réjk = 8u]i - aTZ]k + Z(Flml i anj ki)
m
d) (Die Gauk-Kriimmung)
K(p) = 9(R(v, w)w,v)

fiir eine Orthonomalbasis v,w von 1,5 bzgl g.

Beispiel 3.37. Der Torus mit der Parametrisierung

(1 —rcosyp)cost
F(t,p) = (1—rcosep)sint fir » < 1.
rsin @
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Fiir die erste Fundamentalform I erhalten wir

(9. 98) =gu(tp) =17
I(%5.98) =gulty) =0

2
(% 95) =gnlte) =1 -rcosp)’.

Also die beiden Vektoren %—f(t, ¢) und g—i(t, ) sind zwar eine Basis der Tan-
gentialebene T ) S, aber sie sind beziiglich der ersten Fundamentalform
i.A. nicht orthonormal. Nun definieren wir eine neue riemannsche Metrik,
so dass

OF OF\  _ OF 9F\ _
9re) (502 36) = 9F(ty) <8_¢’ %) =1

OF OF _
9F(tp) <Wa %) =0.
Man muss nachpriifen, ob g wohldefiniert ist. In obiger Parametrisierung
hat die riemannsche Metrik die Komponenten

(9ij)i; = < (1) (1) >

Da die g;; konstant sind, verschwinden alle Christoffel-Symbole, damit auch

der riemannsche Kriimmungstensor und die Gauf-Kriimmung K = 0.

Aber die Gauk-Kriimmung fiir den Torus ist

1 cosyp

K(t,p)=———"—.
rl—rcosyp

Also ist g keine erste Fundamentalform. Es ist auch nicht mdoglich, dass ¢

die erste Fundamentalform auf einer kompakten Fliche, da dann die Gaufs-

Kriimmung irgendwo positiv sein muss.

Definition 3.38 (zuriickgezogene riemannsche Metrik). Seien S; und S
reguldre Flachen, sei ® : S — S9 ein Diffeomorphismus. Sei g eine rie-
mannsche Metrik auf Sy. Die zuriickgezogene riemannsche Metrik ®*(g) aus
Sy ist definiert durch

(2%(9))p(X,Y) := ga(p) (dp(X), dp ®(Y))
fir alle p € S1, X, Y € T,,5;.
Bemerkungen.

(a) ¢*(g) ist eine riemannsche Metrik

(b) ¢*(g) ist eine eindeutige riemannsche Metrik auf S, fiir die ¢ :
S1 — S eine Isometrie ist.

(c) Ist F eine lokale Parametrisierung von Sp, dann ist ¢oF' eine solche
von Ss.
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. » oF OF
(((b g)F(u))U = (¢ g)F(“) (%7 %)

Def.4.4 oF OF
= GpoF (u) <dpz¢ <%> 7dpz¢ (@))

KR <3(¢op) 3(¢0F)>
- GpoF (u) out ou

= 9ij
(d) K¢*(g) = Kg ] ¢

Beispiel 3.39. Sei §; = §? die Sphire. Sei S, = {& + 4 + % =1} ein
Ellipsoid. ¢ :S1 — Sa,  ¢(x,y,2) = (az, by, cz) ist ein Deiffeomorphismus.
Sei I die erste Fundamentalform von Sy und g = ¢*(I) die zuriickgezogene
riemannsche Metrik. ¢ stimmt nicht mit der ersten Fundamentalform von
S? iiberein, da die Gauf-Kriimmung des Ellipsoids nicht konstant ist, und
damit auch nicht die zuriickgezogene Metrik g.
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3.5. Geodatische.

Definition 3.40 (die Lénge). Sei S eine regulére Fléche mit riemannscher
metrik g. Sei ¢ : I — S eine parametrisierte Kurve. Dann ist die Ldnge von
¢ (bzgl. (S,g)) definiert durch

ol = [ oo @)t

Falls g die erste Fundamentalform ist, stimmt dieser Léngenbegriff gegeben
frither iiberein.

Definition 3.41 (die Energie). Sei S eine regulére Flache mit riemannscher
metrik g. Sei ¢ : I — S eine parametrisierte Kurve. Dann ist die Energie

von ¢ (bzgl. (S,¢g)) definiert durch

Bld) 1= 5 [ gu (¢, )t

Lemma 3.42. ei S eine reguldre Fliche mit riemannscher metrik g. Sei
c:la,b] — S eine parametrisierte Kurve. Dann ist

L[c]* <2(b— a)E]]

und Gleichheit gilt genau dann, wenn ¢ proportional zur Bogenlinge parametrisiert
ist, d.h., wenn

9e(t) (d(t),c(t)) = const.
Beweis: Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

Ll = (/ab \/gc(t) (¢(t), (1)) dt>

b b
< / gery (¢ (1), € (1)) dt/ 12 dt
=2(b—a)E[c|.
Gleichheit gilt genau dann, wenn g, (¢/(t), ¢/ (t)) konstant ist. O

2

Lemma 3.43. Sei S eine reguldre fliche mit riemannscher metrik g. Sei

c:IxJ—= S8, (s,t) = c(s,t), eine glatte Abbildung. Dann gilt
Vo Vi
dsot  0Otds’

. 09, ; 0gi i . .
Beweis: Da I’fj = %Zizl ( gim  Ogim _ L9i ) g™k wissen wir Ffj = I’;“Z

out oud ou
Sei (U, F, V) eine lokale Parametrisierung. Setze
E:IxJ—=U ¢€¢=Floc
Es gilt also ¢ = F' o ¢ und nach der Kettenregel daher
b 5~ 0P 0 o6t oF
ot - duk ot - ot Ouk’
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Es folgt nach Definition
Voc Z 0%¢k OF

ds ot — 00t ouk
Analog

Ve 0%t oF

dt Os - Otds OuF
Nach I'f; = T'%, folgt ¥ 9e = ¥ e

Satz 3.44 (Variation der Energie).

glatte Abbildung, so dass fiir cs :

L3 o€t 0¢1 OF
9ot Os Ouk

7.77

, 06 08 oF

Y ds Ot Ouk’

1,9,k
O

Sei S eine requldre Fliche mit rie-
mannscher Metrik g. Seien p,q € S. Sei c :
[a,b] — S, cs(t) == c(s,t), gilt cs(a) = p,

(—€,€) X

[a,b] — S, eine

cs(b) = q. Sei V(t) = %(O,t) das so genannte Variationsvektorfeld lings

co = ¢(0,-). Dann gilt
d

Beweis: Wir berechnen

d 1 (b d
—Ele, — = -
ds [cs] 50 2/(1 ds .

gCO (t <

V@c

b \Y
Bl == [ao (G0 V0) ar

)hlt)) o

b
Lemma3.43

= [ i (%vm,c’om) a

Wegen V (a) =

gralrechnung

V(b) = 0 gilt nach dem Hauptsatz der Differential-und Inte-

d b v
il = [ o (Svo.qm) a

b
= [ i (VO b)) a4 gy (VD 0)

b

a

— _/abch(t) (V(t), %cg(t)> dt.
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O

Korollar 3.45. Sei S eine regulire Fliche mit riemannscher Metrik g. Seien
p,q € S. Seic: [a,b] — S, eine Verbindungskurve von p nach q mit mini-
maler Energie, so gilt
vV,
a0
Definition 3.46 (die Geodétische). Sei S eine regulére Fléache, I ein Inter-
vall. Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — S heifft Geoddtische, falls

NV
dt ©

(t) = 0.

(t) =0,
fiir alle t € I gilt.

Beispiel 3.47. Sei S C R? die z-y-Ebene mit der ersten Fundamentalform
als riemannscher Metrik. In diesem Fall stimmt die kovariante Ableitung
mit der gewohnlichen Ableitung iiberein

V / Z
T (t) = c"(t).

Also sind die Geodétischen von folgender Form
c(t) =p+ zv.

Beweis: (Beweis von Korollar 3.45) Aus Stetigkeitsgriinden geniigt es, die
Behauptung fiir alle ¢ € (a,b) zu zeigen. Angenommen, fiir ein tg € (a,b)
wére %cg(to) # 0. Wir wahlen eine lokale Parametrisierung (U, F, V') und
d > 0, so dass c(tg) € V und

° [to—(s,t—i-é]C(a,b)
co(t) € V fir alle t € [tg — d,t0 + 9] .
Setze
w:fto—6,t+6 = U, u(t):=F(cot))
und

X :[tg—6,t+08 = R? X(t):= (Du(t)F)_l (ch(t)> .

Aus der Definifition folgt also

Y1) = Dy FX (D)

Wir wihlen eine glatte Funktion ¢ : [tg — d,tg + 0] — R mit ¢ > 0, p(tg) > 0
und Supp(yp) CC [to — d,to + J]. Fiir hinreichend kleines € > 0 gilt fiir alle
t € [to — 0,tp + 6] und alle s € (—¢,¢), dass u(t)+sX(t) € U. Nun definieren
wir
cs(t) :== F (u(t) + sp(t)X(t)) cV C S
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fir alle t € [to — d,t0 + 0] und alle s € (—¢,¢). Fiir alle s € (—¢,¢) und
t € [tg — 0,tg + O] setzen wir ¢4(t) := ¢(t). Das Variationsfeld ist

. 0 fﬁrte[a,b]—[t0—5,t0+5]
(12) Vi) { o) (1) fiir ¢ € [to — 6,0 -+ 0]
Z.2.:(12); fur t € [a,b] — [to — 0,19 + 0] gilt offensichtlich
0 5}

1) = G, l0) = g (010 + 500X (1)

L Do F (90X (1)) = plt) (1),

Nach dem Satz 3.44 erhalten wir

Loed = [ o (VO Je(0) a

s=0

to+0 \V4 \V4
= [ i (#0400, b))

0—9

to+9 v -
_ v, v,
= /toé ©(t)geo(t) (dtco(t), dtCO(t)> dt < 0.

Wegen der Energieminimalitdt der Kurve ¢ muss

d
Ly _
7 Fles 0

s=0

gelten, dies ist ein Widerspruch. O

Beispiel 3.48. Sei S = S? C R die Sphére, Wir haben bereits gesehen, dass
von den Breitenkreisen

c(t) = (costcos,sintcosf,sinb),
g fest, lediglich der Aquator # = 0 die Geoditengleichung erfiillt.
Lemma 3.49. Geoddtische sind proportional zur Bogenlinge parametrisiert.

Beweis: Sei ¢ eine Geodatische. Wir differenzieren und verwenden die Pro-
duktregel 11

0o (0. 0) = sy (0.0 + (¢, 3¢ 0) =
Also ist gy (¢/(t), ¢/ (t)) konstant. O

Lemma 3.50. Sei S eine requlire Fliche mit riemannscher Metrik g. Seien
p,q €S. Istcy: [a,b] = S eine Verbindungskurve von p nach q. co ist min-
imale Energie genau dann, wenn sie minimale Ldnge hat und proportional
zur Bogenldnge.
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Beweis: "=": Sei ¢y minimmale Energie. Angenommen, es gibe eine
Verbindungskurve von p nach ¢, so dass L[c] < L[cy]. Da sich die Linge einer
parametrisierten Kurve bei einer Umparametrisierung nicht &ndert,konnen
wir annehmen, dass ¢ proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist. Somit

Lic] =2(b—a)E(c) > 2(b—a)E(cy) > Licy],
ein Widerspruch. Es folgt also Llc] > L] fiir alle Verbindungskurven.
Wiéhle nun eine Umparametrisierung ¢ : [a,b] — [a,b] so, dass ¢y = cpo ¢
proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist. Wir erhalten

Lico] = L[d = 26 — ) B@) 2 2(b — a)E(co).

Damit ist ¢y auch proportional zur Bogenldnge parametrisiert.
"<": Fir jede Verbindungskurve c gilt
1 Vor. 1

E(c) > mL[c] > mL[co] = E(cp).

lingenminimierend und proportional

energieminimierend <= B L ..
zur Bogenlange parametrisiert

I3
Geodatische

4

proportional zur Bogenlange parametrisiert

Es existiert eine Geodétische, die nicht energieminimierend ist.
Die Geoditengleichung in der lokalen Parametrisierung:

Fiir eine lokale Parametrisierung (U, F, V') von S und eine Kurve ¢ schreiben
wir, wo definiert, u := f~1oc, d.h., ¢ = Fou. Die Geoditengleichung lautet
dann
82

T

9 . .
k k (eI (1) = i =
u +;rm(u(t))atu (D5pul (1) =0, firk=12

Diese ist ein System (nichtlinearer) gewohnlicher Differentialgleichungen.

Satz 3.51 (Existenz von Geodétischen). Sei S eine regulire Fliche mit
riemannscher metrik g. Seien p € S, v € T,S unt to € R. Dann gibt es
ein Intervall I C R mit tyg € I und eine Geoadtische ¢ : I — S mit den
“Anfangsbedingung”

c(to) = p und  (ty) = v.

Beweis: Wir wahlen eine lokale Parametrisierung (U, F, V') so, dass p € V.

Setze ug :== F~(p) € U und X := (D, 0 F~ ') (v) € R?. Nach dem Exis-

tenzsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen hat die Geodatengleichung
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(13) mit den Anfangsbedingungen u(ty) = wup und u(tp) = X eine Losung
u(t). Mit ¢ := F ou haben wir dann eine Geodétische mit den gewiinschten
Eigenschaften gefunden.

O

Satz 3.52 (Eindeutigkeit von Geodéitischen). Sei S eine regulire Fldche
mit riemannscher Metrik g. Sei I C R ein Intervall, to € I. Seic: 1 — S
eine Geoadtische. Dann ist ¢ durch c(to) € S und c(tg) € Te,y)S eindeutig
festlegt.

Beweis: Wenn wir wiissten, dass die spur von ¢ ganz in einem Parame-
terbereich enthalten ist, konnten wir &hnlich wie im Beweis von Satz 3.51
argumentieren und bekommen die Eindeutigkeit der Geodétischen. Dies
kénnen wir jedoch nicht voraussetzen. Also benutzen wir ein Widerspruch-
sargument. Seien c; und co Geodéatische mit denselben Anfangsbedingungen
c1(to) = cato) und ) (to) = c4(to). Angenommen es existiert eint € I, t > t
mit ¢ (t) # ca(t). Setze

t1 = sup {t € It > ty,, so dass ¢1(T) = co(7) fiir alle 7 € [to,t]} .

Nun wihlen wir eine lokale Parametrisierung (U, F, V') mit ¢1(tg) € V. We-
gen c1(t) = eo(t) fiir alle t > ¢ gilt c(t1) = co(t1) und i (t1) = calty).
Der Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen sagt uns nun,
dass ¢1(t) = ca(t) solange ¢1(t) € V und co(t) € V, damit ¢;(t) = co(t) fiir
(t1 — e,t1 + €) hinreichend £ > 0, ein Widerspruch. O

Satz 3.53 (Clairaut). Sei S eine Drehfliche, gegeben durch die Parametrisierung
F(t,o) = (r(t)cosp,r(t)sinp,t). Wir nehmen die erste Fundamentalform
als riemannsche Metrik. Seic: I — S eine Geoddtische, c(t) = F(r(t), p(t)).
Sei 0(t) der Winkel zwischen ¢ (t) und dem Breitenkreis durch c(t). Dann
18t
r(t) cos(6(t)) = const.

Beweis: Die erste Fundamentalform wurde im Abschnitt iiber Drehflachen
bereits berechnet. Sie ist

(945(t, (p))ij _ < 1 +(7)“(t)2 T(g)Q ) |

oF oF
vi=—  und w:i=—.
ot Oy
Das Vektorfeld w ist stets tangential an die Breitenkreise und v an die Merid-

iane. Wir berechnen

PP\ 1o for or\ 1o
02’ 200 \0p Op /)  20¢ 22/ =%
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Da (v,w) = 0 gilt, ist der Tangentialteil von ‘3275 proportional zu v,
VoW = av

fiir geeignete Funktion . Ahnlich haben wir
O*F 19 /OF OF 19 (a11) = 0
v e — _— = - — =
Dot 200\t ot ]~ 20991

Vuwt = pw
fiir eine geeignete Funktion 3. Ferner haben wir
0— 9912 _ 0 <3_F 5_F> Produktregel 11
dp Op \ Ot Op
= (fw,w) + (v, aw)
= Blw|* + alv|®.

Fiir einen beliebigen Tangentialvektor z = yv + dw gilt

und damit

(Vyv,w) 4+ (v, Vyw)

v27:2vv7 5vwa
(V,w,z) =~ wv>+’y< wv>

=0 av
+ 70 < va,w> + 6% (Vw, w)
B
w =0

=0 (a\v\z + 5!11)!2) =0.

Fiir eine Geodétische ¢ gilt also

%@’(C(t))’cl(’f» = (Vew,d(t)) + <w(0(t)), Vc'(t>0'(t)> = 0.
—_— ———
=0 -
Somit ist (w(c(t)),d (t)) = const. cos(8(t))r(t) = const. 0

Lemma und Definition 3.54. Sei S eine orientierte requldre Fldache mit
riemannscher Metrik g. Seic: I — S eine nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve. Sein : I — R3 das Einheitsnormalenfeld lings c, das ¢ zu positiv
orientierten Orthonormalbasen erganzt, d.h. fir jedes t € I ist (¢ (t),n(t))
eine positiv orientierte Orthonormalenbasis von Ty ) S. Dann gilt

<%c’(t),c’(t)> =0,

d.h., %c’(t) ist proportional zu n(t). Wir nennen die Funktion

Ky = <%c’(t),n(t)>

geoddtische Krimmung von ¢ in S bzgl. g. Aus der Definition ist klar, dass ¢
genau dann eine Geoddtische ist, wenn kg = 0. Die geoddtische Krimmung
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ist eine verallgemeinerte Kriimmung ebener Kurven. Falls S die x—y— Ebene
mit der ersten Fundamentalform als riemannsche Metrik ist, ist Ky gerade
die Krimmung von c.

97



