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Beispiel 8.12 (Tangentialbiindel). Das Tangentialbiinel 7 : TM — M is ein Vektorbiindel mit
Ubergangsfunktionen
D5 =d(zgox,’): UyNUs — GL(R,7),
wobei (zq,Uy) (o € A) die Karten sind.
Die Vektorfelder X € V(M) sind die Schnitte von 7, TM — M. Lokal schreiben wir X = ¢! a(zi mit
Transformation unter der Kartenwechseln

0 oy o

oxt Ozt Oyl

oder 5 0 B
i L0y o
¢ Oxt =4 Oxt Oy’

Hierbei ist ¢/ = (y o x4,
Definition 8.13 (Das zeriickgezogene Biindel). Sei f : M — N eine glatte Abbildung unf 7 : V" — N
ein Vektorbiindel iiber N. Dann heif}t
v = MNpe Mpr
das zeriickgezogene Biindel von f.

Ein spezieler Fall ist:

Definition 8.14. Sei i : M — N eine Untermanifaltigkeit und sei 7 : V' — N ein Vektorbiindel iiber
N. Die Einschréinkung von V' auf M

Vi = Upe MVp
ist ein Vektorbiindel {iber M.

Definition 8.15 (Das Unterbiindel und Quotientenbiindel). 1) Sei 7w : V' — M ein Vektorbiindel und
sei fiir p € M durch F, C V}, ein s-dimensionaler Unterraum von V,, gegeben. So heifit F' = Upecper Fp
ein Unterbiindel vom Rang s, falls es fiir jedes p € M Trivialisierung @ : Vjy — U x R” um p und
® gy, Flo = U x R gibt.
2) Sei F' C V ein Untervektorbiindel eines Vektorbiindels V' — M. Dann ist das Quotientenbiindel
durch
V/F = UpenVp/ Fp

definiert, weches ein Vektorbiindel vom Rang r — s ist.
Das Unterbiindel ist ein Vektorbiindel.

Beispiel 8.16. Sei M C N eine Untermannigfaltigkeit einer Mannigfaltigkeit N. Seien TN, T M das
Tangentialbiindel von N, bzw von M. Sei i*(T'N) die Einschrinkung von TN aud M. TM ist ein
Unterbiindel von #*T'N. Das Quotientenbiindel «*(T'N)/TM heifit das Normalbiindel von der Ein-
bettung M C N. (Mit einer Riemannschen Metrik g auf N konnen wir einen Normalbiindel durch
T+M := UpenT;M definiert, wobei T;-M = {v € T,N|g(v,&) = 0,Y¢ € T,M C T,N}. Dieser
Biindel ist isomorph zu dem Quotientenbiindel i*(T'N)/TM.)

Theorem 8.17 (Duales Biindel). Sei w: V. — M ein Vektorbindel , dann ist das duale Biindel V*
von V' durch

Vie=V"l.= UpemV, — M
definiert, wobei V' der duale Raum vom V,, ist, d.h. Vy = {a: V), = R|a linear }.

Proof. Sei T : E — F eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdume E und F. Die duale Abbil-
dung T* : F* — E* ist definiert durch

T*(l)=1oT, VieF*

Sei @4, 1 ua NUs — GL(R,r) die Ubergangsfunktionen. Definiere die neue Funktionen durch

o5 (p) = ((Pap))
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Man kann zeigen, dass ((®,5)*)"! = (@;ﬁl)* die Kozykelnedingung (8.1) erfiillen. Z.B., fiir alle linear-
form [ € Vy mit p € U, N U, N U, gilt

Brzo i (1) = BY5(lods))
= lo@E&o@ZE :lo(tﬁaﬁo@av)_l :loq)(;yl
= 2, (l)
also
lzod)l =)
O

Definition 8.18 (Das Kotangetialbiindel, Eins-Formen). Sei V' = T'M, so nennen wir V* = T*M
das Kotangetialbiindel von M. Schnitte in diesen Biindel heien (differenzeibare) Eins-Formen auf M.
Wir bezeichnen die Menge der Eins-Formen auf M mit Q'(M) = T'(M,T*M).

Eins-Form a € QY(M) ist fiir jedes p € M jeweils eine Linearform o : T,M — R auf T,,M, welche
sich glatt mit p € M &ndert.

Definition 8.19 (Duales Basis). Sei z,U) eine Karte einer Mannigfaltigkeit M, so heifit (dz®)™; die

duale Basis zu (%)?:1, welche eine Basis von T My, ist.

Es gilt per Definition
0\ _ s
(%Ji) =
Sei « eine Eins-Form auf einer Mannigfaltigkeit M und seien (x,U) und (y, U’) zwei Karten. o hat
lokale Darstellungen in U und U’ mit

da (

a;drt  und ﬁidyi.

Es gilt
- ozt ox? .
drt = o dv’ = o i
;4T Q; Byj Y O s Yy,
also .
oz’
Bi = Oéja—yi-

oy’
Oz’

Hierbei ist die Matrix (gii) die inverse Matrix von (

M mit lokaler Dastellungen in U und U’

; 0
g@xi

). Zum Vergleichen: Sei v ein Vektorfeld auf

0
oyt

und 7

Die Transformation zwischen & und 7 ist
oy
v == ] )
=857
Definition 8.20 (Totales Differential). Sei f € C°°(M), dann heifit die Eins-Form

(totales) Differential von f.

Definition 8.21 (Direktes Summen &- Tensorproktbiindel). Sei E, F' — M zwei Vektorbiindel vom
Rang r und s iiber M.

(1) Das (direkte) Summenbiindel £ & F von E und F ist definiert durch
E®F = NpenE, ® F,

(2) Das Tensorbiindel E @ F von E und F ist definiert durch
E®F = NpenE, ® F,
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Das Summenbiindel £ & F' hat Rang r + s und Das Tensorbiindel £ & F' Rang rs.

Definition 8.22. Sei ¢ : M — N und T*N — N Kotangentialbiindel von N. Sei a € Q'(M) eine
Eins-Form auf N. Die zurckgezogene (pullback) 1-Form auf M ist durch

" (@) (X) == a(p«(X)), VX eTM
definiert.

Beispiel 8.23. Seine N — R und df das Differential von F'. Fiir die zurckgezogene (pullback) 1-Form
©*(df) auf M von df gilt

@ (df)(X) = df (s (X) = pu(X)(f) = X(fop) =d(fop)X
fir alle X € TM. Also
" (df) = d(f o).
9. DIFFERENTIALFORMEN

Sei V ein n-dimeinsionale R-vektorraume. Auf dem Raum ®FV der k-linearen Formen w : V X - - - X
V' — R operiert die symmetrische Gruppe Sy von links:

(9.1) (0 w)(v1,++ vk) = w(Vo(1), " 5 Vo(k))-

Operation von links bedeutet o - (7 - w) = (07) - w.

Definition 9.1. w € ®*V heifit alternierend (wir schreiben w € A*V), wenn
o-w=(signo)w Vo € Sk.

Insbesondere gilt: w(--- v, - ,v5---) = —w(--- ,vj,--+ ,v--+) und w(vi,va,- - ,v,) = 0 falls zwei
der v; gleich.

Definition 9.2. Der Alternator Alt : @V — AFV ist definiert durch

Alt(w) = % Z (sign7)7 - w.
’ TESE

Offenbar gilt Alt(w) = w fiir w € AFV, und allgemein

o-Alt(w) = % Z (sign7)d - (7 w)
TESE

1
= sign o (signoT)d - (T -w)

TESK
= signoAlt(w)
Definition 9.3. Fiir w € @*V, n € @'V ist w @ n € @*HV definiert durch
(WM (V1 5V, Vkg1y o+ 5 Vkst) = W (U1, OR)N(Vk415 7+ Vkt1)
Definition 9.4. Das dussere Produkt (Dach Produkt) ist
(k +1)!
k!
In den Fall &k =1 =1, gilt w A n(vy,v2) = w(v1)n(ve) — w(ve)n(vy).

ANE AV 5 ARy () — w A = Alt(w ®n)

Lemma 9.5. Firw,n,& € A°V, und A\, u € R gilt
(1) (Aw+pn) ANE=Aw A&+ pun A

(2) wAn=(—D*nAw firwe ANV, ne AlV.
(3) WA AE=wA (nAE).

Lemma 9.6. Fiir w',---wk € A'V = V* gilt

(1) (WA AW (v, -+ og) = det(wi(v;))
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(2) wl,---w ist linear unabhingig genau dann, wenn w' A --- AWk # 0.

Theorem 9.7. SeiV ein n-dimensionaler Vektorraum. Sei {e!,--- €™} duale Basis von {e1,--- ey}
{e*=€e""N---N|ael(kn)}
mit
I(k,n)={a= (a1, ,a) |1 <a; < <ar <n}
eine Basis von A¥V . Jedes w € AFV hat eindeutige Darstellung
w= Z wae®  mit we = w(ears 5 €ay)-
acl(kn)

Proof. Ubung. U
Lemma 9.8. Seien V,W Verktorrdume und f € L(V,W). Firv; € Viw; € W und j =1,--- |k gelte

k
f(vj) = Zaéwi mit A = (aé) e RF*F
i=1

Zeigen Sie, dass fiir n € AW gilt
n(f(vr), -+, f(v)) = det(A)(wy, -+, wg).
Definition 9.9. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit . Dann heifit
AT M) = Upenr A* (T, M)

den Biindel der alternierenden k-Formen auf M. Ein Schnitt in diesen Biindel heifit auch £— Form. Die
Menge aller k-Formen bezeichnen wir mit Q*(A). Wir nennen w auch die Form vom Grad k =: degw.

Definition 9.10. Sei dim M =n und z : U — x(U) C R" eine Karte. Dann besitzt die k-Form w aud
U eine eindeutige Darstellung

w = Z Wadx® = Z Wadx® N - A dzF,
acl(k,n) acl(k,n)

< 2 ist.

wobei dz!, - -, dz™ duale Basis von 3211 ) B

Definition 9.11. Sei 5 eine k-Form auf N. Fdirur f € C*(M, N) ist der pullback f*n (die zuriickge-
zogene k-Form) die k-Form auf M mit

(f*n)(p)(vl’ Tt ,Uk) = U(f(p))(f+vl,f+vk), fiir V1, Vg € TpM
Kiirzer fiir Vektorfelder Xy, -+, Xy auf M (f*n) (X1, , Xk) =n(f X1, -, [+ Xk).

Lemma 9.12. FEs gelten folgende Regeln:

(1) f*(Aw + pn) = Af*w +nf*n, fir A, p e CO(M)

(2) [*(wAn)=(f"w)A(fn)

(3) (go f)*w= f*(¢*w) fir f: M — N und g: N — L.

Proof. (3) folgt aus der Kettenregel. O

Folgerung 9.13. Betrachte folgende Sutiation:
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Firn =3 sc1kmn) nady®t A -+ A dyPr gilt

fno= >0 meo fdf A ndf

Bel(k,n)

afﬁ (03 (6%
- Z Bofdet(axaj)d DA A da®.
ao,Bel(k,n)

Proof. Die erste Gleichung folgt aus Lemma 9.12 (2), die zweite aus Lemma 9.8.

Bemerkung 9.14. Zur Koordinatentransformation von k-Formen:

unu’

z—1 x
-1

2(UNU) o y(UNU")

Auf U NU’ berechnen wir fiir eine k-Form auf U, w = Zae[(k,n) wWadxt A - A\ dz®F,

w = Z 775dyﬁl/\---/\dy6’c
Bel(k.n)
= Z Z N3 det ) o xdx™ - A\ dxF,
Bel(k.n) acl(k.n)
also
dyPi
Wo = Z 73 det(@x% Jox

Also ist die Ubergangsfunctionen des Biindel der k-Fromen die Matrix der k x k& Minoren

(det( e ))
a,Bel(kn)
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Definition 9.15 (iuBere Ableitung). Sei w eine k-Form der Klasse C! auf M, mit lokale Darstellung

W =3 aer(kn) Wadz®. Definiere

Ow Owg,
- = dwa
0! aelz(k: n) J

dw = Z da? /\ BmJ

Es ist klar, dass dw € A¥+1(U) und

dw—deﬂA Z Z

j=1 acl(k, n) a€cl(k,n)

gilt.

Z dwe N dz®

Theorem 9.16. Die duflere Ableitung ist unabhdngig von der lokalen Darstellung definiert und hat

forlgende FEigenschaften:

(1) d*>w =0, falls w von der Klasse C? ist
(2) d(w A7) = (dw) A+ (=1)Fw A dn fiir w € QF(M).
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Proof. Wir zeigen (1) und (2) in der lokalen Darstellung.

d(dw) = de% dem%
i=1 j=1

n
, ; 0w
= dz' Ndax! N ———
Z Ox'0z/
i,j=1
denn 8325‘; - ist symmetrisch und da® A da’ schiefsymmetrisch.

Weiter gilt

dlwAn) = Zd:c /\(—/\ +%/\w>

— Zd:ﬂ/\ YA+ (=1)Fw A ( Zd /\ax]

= (dw) An+ (=1)Fw A (dn).

Jetzt sei d’ eine linear Abbildung von der k-Formen in die (k + 1)-Formen auf M, mit den Eigen-
schaften (1) und (2), und d'f = df fiir Funktionen. Dann gilt

dw = d Z W dr*t A -+ A dx®*
a€l(k,n)
= Z dwe N dz®t A -+ A dx®F,
acl(k,n)

denn es gilt d'(dx') = d'(d'z") = 0. Somit ist d = d’. Daraus folgt die erste Aussage (Warum?). O



