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Beispiele 9.17. Wir vergleichen die duflere Ableitung mit klassscher Opratoren.

(1) Wir bezeichnen die Funktionen f € C'(M) als 0-Formen. df = %daﬁj.

(2) Sei X Vektorfeld, w k-Form auf M. Wir definieren eine k — 1-Form durch
(XLW)(XD T ,Xk‘—l) = W(Xa Xla T ,Xk‘—l)a \V/le o an;—l €TM.

Fiir M = U C R offen, ist es leicht nachzupriifen, dass gilt lokal mit X = &>
oz

k
Xo(da' nda®) = D (=17 et A Adat A A da?
i=1
d(XL(dz* A dzF)) = (div X)dz A--- A dzP,
Hierbei ist div X =3 1" | 8?& £t
(3) Sei X € CHU,R3) mit U € R3, und X = %‘; Sei w = 2?21 widx® mit w; = & fiir i = 1,2,3.
Dann gilt

3
dw = d(z widz?)
i=1
= (62(4)3 — 83(,02)d$2 VAN da? + (83(,01 — alwg)dﬁl?s VAN dxt + (81w2 — (92w1)dx1 A dz?
= (rotX)_(dz! A da® A da?),
wobei ist rot X = (92€3 — 0562, 05€1 — 01€3,01€2 — 0o€1). Insbesondere gilt:
Pw=0 <= div(rotX) =0
d?f=0 <= rot(grad f)=0.
Theorem 9.18. Fiir f € C?>(M,N) und eine k-Form n auf N gilt
d(f*n) = f*dn.
Proof. In lokaler Koordinaten (y,U’) von N gilt
Fa= ) mgofdft A Adf,
Bel(k,n)
aus Folgerung 9.12. Es folgt mit Satz 9.16 fiir f € C?(M, N)

d(f'n) = Z d(ng o f)dfPr A --- A dfPr

Bel(k,n)
= Z f*(dng) A f*(dyﬁl) A A f*(dyﬁk)
Bel(k,n)
= Y dugAdy® Ao ndy™)
Bel(k,n)
= ["(dn).

Definition 9.19. Sei M eine Mannigfaltigkeit . Wir definieren den folgenden Raume:

(1) QF(M) = {C> — Schnitte von AF (TM)}, die Menage aller k-Form. Q® = &7_ QF(M).
(2) ZF(M) = {w € Q¥(M) | dw = 0}, die Menge der geschlossenen k-Formen.

(3) B¥(M) = {dn|n € Q*~1(M)}, die Menge der exakten k-Formen.

Es ist klar, dass B¥ eine Unterraum von Z¥(M) ist, da d(dn) = 0.

Definition 9.20. Sei M eine Mannigfaltigkeit . Der Quotientenvektorraum
H*(M) = ZM()/B*(©)
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heiit de Rham-Kohomologie der Dimension k von M. Insbesondere heif3t
br(M) = dim H*(M)
k-te Bettizahl von M und

n

X(M) = (=1)Fby, (M)
k=0
das FEuler-Charakteristikum von M.

Fiir M kompakt werden wir dim H¥(M) < oo zeigen, so dass die Bettizahlen und das Euler-
Charakteristikum wohldefiniert sind.

Bemerkung 9.21. Fiir glatte Abbildung f : M — N, nach Theorem 9.18 gilt
fH(Z¥(N)) c Z¥(M) und  f*(B*(N)) c B¥(M).
Damit induziert f* eine lineare Abbildung von H*(N) nach H*(M).

Beispiele 9.22. (1) B°(M) = {0}, Z°(M) = {f € C°>°(M) | f lokal konstant}. Also Z°(M)/B°(M) =
R mit by = #{Komponenten von M}.
(2) I € R offenes Intervall, zy € I. Es gilt

QNI = {a=a(x)dr|ac C®()}

BYI) = {du=1/(z)dz|ue C>®()}
Es gilt Q'(I) = BY(I) wegen a(z)dr = u'(x)dr mit u(z) = ffo a(t)dt. Insbesondere gilt H'(I) =
{0}.

Wir wollen nun den pullback unter Abbildungen betrachten, die von einen Parameter abhéngen.
Sei M dine n-dimenaional Mannigfaltigkeit mit Karte (z,U), und

10,1 x U= [0,1] x M, 3(t,p) = (£, 9(p)).
Die k-Formen auf [0, 1] x U haben eine Basis der From
{dt Ndz | X € I(k—1,n)} U{dzt|p € I(k,n)}
Also has 1 € QF([0,1]) x M) eine lokale Darstellung
0t p) = dt Aaltp) + B(tp) it alt,-) € QL(M), B(t,) € QF(M), ¥t € [0,1]
Diese Darstellung gilt sogar global, denn

0
a=—Ln und B=n—-dtAa.

ot
Sei d, = Z L da? N 557 die “partielle” duBlere Ableitung bzgl. der z-Koordinaten. Wir berechnen
on 0
dn = dtN—+dn= dt/\—ﬁ—dt/\d 20+ dg 8
ot ot
Es folgt

op

3

L) = a.

Damit haben wir

0 0 8 3 0 8
B
9.2 - = =
(9:2) m+ﬁAma
on

ot
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Sei nun i, : M — [0,1] x M, i,(p) = (t,p). Wir definieren die abbildung I : Q¥([0,1] x M) — Q*~1(M),

1
I o) = [ ) e v

wobei vy, -, vp_1 € Tp(M) C Ty, ([0,1] x M). Wir kénnen das auch schreiben als

100) = [t (o) )it € 4 o,

Wir berechnen mit Parameterdifferentiation

d(I(n)) = dema j/ zt(gLn)dt

_ /1dzt(§t n)dt
_ /1 d(gt n)dt.

ran) = | g (gr-n)

1
) + Ian) = [ i (Gt

Anderseits ist
Mit (9.2) erhalten wir

Nun gilt
0 0
ity (GP® @ ve) = Gl 0,p) (v

0
= 6PV V) =t -

Also haben wir
(9:3) d(I(n)) + I(dn) = iyn — ign.
Theorem 9.23. Sei f € C>([0,1] x M, N). Dann gilt fiir w € Q¥(M)
fiw = fow = d(I(f*w)) + I(f"dw),
wobei fy = f(t,-) ist.
Proof. Wende (9.3) an auf n = f*w:
i =i ffw = (foir)'w = fiw
U

Korollar 9.24. Sind fy, fi € C*°(M,N) glatt homotop, so sind die induzierte Abbildungen fg, fi :
H*(N) — H*(M) gleich.

Proof. Sei f € C*=([0,1] x M, N) mit fo = f(0,-) und f; = f(1,-). Sei w € Z¥(N). Dann folgt
[fiw] = [fow + dI(f*w)] = [fow].

Korollar 9.25 (Lemma von Poincaré). Ist U C R"™ sternférmig, so gilt

R, firk=0
k _ )
HAU) = { 0, sonst.
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Proof. Sei fo : U — U, fo(zr) = xo, und fi(x) = z fiir alle x € U. Dann sind fy, f1 glatt homotop
durch

f(tvx) = (1 - t)fo(.%’) + tfl(x)7
da U sternformig ist. Es folgt H*(U) = Bild f; = Bild f; = {0} fiir & > 1. Genauer erhalten wir fiir
w € QF(U) mit dw = 0 die Gleichung w = d(I(f*w)), wobei

1
I(f0)@) (o, vpr) = /0 (Pt ), v )
= [l =m0+ ) (1(0) — fola)stor, - ton)de

1
= /0 t*ro((1 = txo + t) (fi(z) — folx),v1, -, vp_1)dt
bzw, anders

1
I(ffw) = /0 t* =z — zo)Lw((1 — t)zo + tz)dt.

10. DER LAPLACEOPERATOR AUF DIIFERENTIALFORMEN

Im Folgener sei M ein n-dimensionale Differenzierbare Mannigfaltigkeit und g = gl-jdxi ® da’ Rie-
mannsche Metrik auf M. Wir arbeiten hier in der C*°-Kategorie, spéter konnen wir die Reguléritit
noch spezifizieren. Mit der Metrik haben wir den Riesz-Isomorphismus

fir X = X7 8%] Die Umkehrabbildung lautet

;.
T*M —TM, nw~— gy d

ga7 =T
fiir n = njda?. Wir bemerken hier, dass (¢*/) die Inverse von (g;;). In der tat gilt
. 0 .0
AV . xk — _
(X7 =g gjX i Xlaxi = X.

Weiter haben wir auf 1-Formen das Skalarprodukt

9(&n) = g€ %) = 6 g™ &g’ m = 9" &
Auf dem Raum ®'(T'M) der [-linear Formen auf T'M erhalten wir ein induziertes Skalarprodukt
1171 |

g(&m) = g - g -

Dieses Skalarprodukt ist unabhéngig von der gewﬁlten Basis, denn es gilt
g @ @&gn@---@n) = gt g€y - (&)i (m)j - (m)jy
= g(&m)--9(&m)-

Der Raum A!(T'M) der alternierenden [-Formen ist Unterraum von x!(T M), durch Einschrinkung von
g(-,-) erhalten wir ein Skalarprodukt auf A'(T'M). Es ist aber blich, forgende Normierung zu wihlen:

1 .
(&) =9(&m)  fiw &y € N(TM).
Zu dieser Normierung brachte nach Definition von ALT

(10.1) GAANG=D (signo)lmy @ @& (&€ T™M).
o€S)
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Berechne damit fiir &,n; € T"M

1 .
(G A NGy A ) = g > sign (07)g(Ent) @ - @ Loy (1) @ -+ @ Nr)

T o,TES
1 .

= 7 > sign (07)g(En1) e (1)) -+ 9oy e )
"o, TES
1

=7 > sign (07)9(E ) 1r) - 9w 1r@)
' oES; TES)

Subsmtulere 7(i) = j, also o(i) = (o o 7'71)(‘7‘)

= 3 Z > sign (07 g1y m) - 9Ear-1a)) M)

oc€S; TES]
= det(g(&,ny))-

Wir haben fest:
(10.2) (GoN- NG m A Ay =det(g(&,ny))  fiir &,m; € TM.

Insbesondere: iast w?, - - ,w" Orthonormalbasis von T*M, so ist w® = w™ A --- Aw fiir a € I(k,n)
eine Orthonormalbasis von A*(T'M) bzgl (-,-). Als nichstes brauchen wir das Integral von Funktionen
auf M. Wir fassen nun hier kurz, denn die Sache ist ziemlich klar.

Lemma 10.1. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit . Es gibt ein eindeutig bestimmetes Maf§ g

mit
= / Vdet(Goxz1),

wobei G = (gi5), fir jede Karte x : U — x(U) und E C U messbar.

Bemerkung 10.2. p, heifit Volumenmaf$ auf M bzgl g. Eine Menge £ C M haifit messbar, wenn
z(E N U) Lebesguemessbar ist fiir alle Karte (x,U). Das ist wohldefiniert, da die Kartenwechsel
Diffeimorohismus sind.

Bewei von Lemma 10.1. Sei (y,U’) andere Karte mit F C U’.

unu’
. K
F:=yoz~1
2(UNU") e y(UNU")

Das Transformationsgesetz der Metrik g lautet:

_ _ ayk (9yl
1 1

giij,I :gllefE axla—x], aufx(UﬂU/),

wobel g = g;’ dz'dr! auf U und g = 9ij Y dy'dy’ auf U’. Somit gilt
(10.3) G*ox ' =(DF)Y'GY oz 'DF.

Aus dem Tranformationssatz folgt nun

/ Vdet(GT o z=1)(x)dz = / Vdet(GY o y=1)(F(z))| det DF(x)|dx
z(E) z(E)

= Vdet(GY o y=1)(y)dy
-



44 10. DIFFERENTIALFORMEN

Somit ist 1, wohldefiniert auf Mengen F, die in einen Kartegebiet erhalten sind. Allgemein zerlege M
in messbare Mengen Ej,j € I, und definiere

pg(E) = ZNQ(E N E;).
el

Wir haben auf Q!(M) nun das L2-Skalarprodukt

(10.4) ) = /M<s,n>dug

Theorem 10.3 (Divergenz auf Formen). Es gibt auf (M, g) genau eine (lineare) Abbildung
dy - QMM — QF (M)

mit der Figenschaft

(10.5) (dgw,m)r2 = (w,dn) 2,  fiir allen € QF ().

Bemerkung 10.4. Man schreibt dj auch mit 6. Der Operator wird auch als Kodifferential bezeich-

net. Die Eigenschaft (10.5) bedeutet, dass dy der zu g formel adjungierte Operator bzgl. des L2-
Skalarprodukts ist. Der zusatz “formal” grenzt ab von der Definition des adjungiertern Operator in
der Hilbertraumtheorie. Grundsétzlich kann zu jedem linearen Differentialoperator L ein formal ad-
jungierter Operstor L* bestimmt werden durch partielle Integration. So gehen wir auch hier vor.

Bweis von Satz 10.8. Zuerst zeigen wir die Eindeutigkeit: Sinf d1,d2 Abbildungen mit (10.5), so gilt
(61w — ow,m) =0 fiir alle n € QF(M).

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung impliziert §iw = dow und somit d; = Jo.

Nun betrachten wir die Existenz: Es reicht, den Operator dj auf den Gebiet U einer Karte (z,U) zu
definieren. Wegen der Eideutigkeit stimmen die Definitionen auf dem Overlap von zwei Katengebieten
liberein, also ist dj dann global definiert (wie im Beweis vom Satz 9.16.) Sei nun

¢®% = (da®,dz”)  fiir o, B € I(k,n).

Wir berechnen in lokaler Koordinaten

(w,dn)VdetG = %(w, dz? An)Vdet G

ox?
j 0 ,
= L (i, da? An)VALG) —ngo—((w, dod An)VAet G)

Bei Integration fillt der erste Term weg fiir n € Q¥(U). Wir brauchen also

/Ugﬁ“fm;(dgw)m/detg) = —/Ungﬁ((w, dx? A n)y/det g).

Von jetzt an schreiben wir det g fiir det G. Die Matrix ¢®? ist die gramsche Matrix der Basis dz®,
a € I(k,n), bezglich des Skalarproduktes (-,-). Somit existiert die inverse Matrx, die wir mit gngs
bezeichnen. Wir definieren nun

P N S O U p dafy /et o
(10.6) (dgw)a = _\/Mg“ﬁaxl ((w,dm A dz”) detg).

Dann folgt wie gewiinscht
% 0
gﬁ'y(dgw)m/detg = —gﬁ'ygm@((w,dml A daP)\/det g)

= —%((w,d:ﬂl A dzP)+/det g).

Damit ist der Satz bewiesen. O
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Beispiel 10.5. Fiir eine 1-Form w = w;d2? folgt

" 1
dgw = — \/Waxl g 7\/det g gw;)

Die Formel (10.6) fiir die Divergenz kann weiter bearbeiten werden.

Bemerkung 10.6. Sei ¢ 1-Form. Dann gilt g(w,& A7) = g(£fLw,n).

Da die Gleichung in &,n,w linear ist, kénnen wir fiir eine Orthonormalbasis eq, -+ , e, annehmen:
w = eYA---ANe (ael(l+1,n))
n = etA---ANet (yel(l,n))
¢ = ¢ kEe{l,---,n}

Es gilt dann
(@w)(e%’... 7%) = (eao A - /\eal)(ek,eyl,--- 7%)

_ ’ falls {(XQ,"' 704l}7é{k7,717'” 7’}/1}
Z 1 falls o = (’Yla"' ,%'fl,k,%',“‘ a’yl)

= 9w fSAn)
Daraus folgt die Darstellung, mit ¢; = (da!)®
1 0
* — B
(10.7) (dgw)a = _ﬁga"@ (g(ell_w,dx )Vdetg) .

Definition 10.7 (Laplace-Operator). Fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist der Laplace-
operator auf k-Formen definiert durch

Agw = (ddy + dyd)w.

Beispiel 10.8. Fiir eine Funktion u : M — R ist nach Definition dju = 0 und folglich (vgl. Divergenz
auf 1-Formen in Beispiel 10.5)

" Bu
Agu = dydu = \/Waxl (g¥/d

Beispiel 10.9. Wir berechnen jetzt den Laplaceoperator auf Formen in R™ mit der Standardmetrik
(-,-). Es ergibt sich

« 0 Ow
(dydw)a ~ 9k (ek\_(daz A 3—) dx®)
oder o2
* i w
dgdw = —ekL(dZ’ AN W)
Andererseits
dd* dz' A 9 Ow dz®
w = da’ 307 <€kLa k> x
oder
* 7 QW
ddgw = —dﬂ? A (ek\_m).

Wir behaupten A A
dz' A (exLn) + ex(dx® Am) = 0.
Sei dazu w = dz® A --- A dz®.

Fall 1.7 =kF.

Fall 1a. a = (a1, , Qpe1, 8, Qpy1, ().
In diesen Fall haben wir e;Lw = (—=1)""tdz® A- - -Adx®r A+ - - Adz®, dz* Aw = 0 und dz A (e; .w) = w.

Fall 1b. ap_1 < i< firr=1,--- [+ 1.
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In diesen Fall gilt e;Lw = 0, dz*Aw = (=1)""tdz® A+ - - Adx® =1 AdxP A- - -Adz™ , und ;L (dzi Aw) = w.
Fall 2.0 # k.

Fall 2a. a enthielt weder ¢ nock k.
Dann leifert innere Multiplikation L mit e; bzw e Null.

Fall 2b. o enthielt ¢ und k. A
Dann liefert Dachprodukt mit dz® bzw dz® Null.

Fall 2c. i & o,k € a.
Dann gibt es ein m mit

w=dz A Adz U ANdZE A A dT, g < < Q.
Es ist leicht to priifen, dass
eptw = (=1)" "z A Ada® =t Adam A A da
und
, (=) Y (=)™ da® A Adat A Adaor Ao Ada®, falls m <7
dx' A (epLw) = L . ,
(=) (=1)"dz* A+ Adz®r Ao Adxt Ao Ndz®™, fallsm >

Entsprechend berechnen wir do A w = (—=1)™ " tdz® A--- Ada® A -+ A dx® und

(D)™ N =) da® A Adzr Ao Adat Ao Ada™, falls < m
(=)™ (=1)"dz® A Adxt A Adaor A A da, falls r > m

ex(dr’ Aw) = {

Addition ergibt die Behauptung.
Also folgt in R"”

Im R™ ist der Laplaceoperator auf Formen gleich minus Standardlaplace auf den Koeffizientenfunk-
tionen.

Definition 10.10. Seien E, F' — M Vektorbiindel iiber M mir Rang n bzw. m. Wir bezeichnen die
glatten Schnitt von E bzw. F mit C3(E) bzw. C5(F)!. Ein linear Abbildung

L:C3(E) — O3 (F)

heifit linearer Pifferentialoperator der Ordung r € Ny, wenn fiir jede Karte (x,U) von M und lokale
Trivialiesierungen von F und F' gilt:

Lo(p) = Z An(2)D%(x), mit Ay(x) € R™™  (z = z(p)).

jal<r

Fiir £ € T; M heifit die lineare Abbildung

op(&) By = By, on(€) =Y Au(@)E", (z=x(p))

|af=r

das Symbol (genauer:Hauptsimbol) von L

Lblich ist I'(E) und I'(F'), abr damit kann man die Regularitit nicht notieren
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Bemerkung 10.11. Sei sei x € C*°(M) mit x(p) = 0 und dx(p) = &, und sei ¢ € CoP(E) mit
¢(p) = v. Dann gilt

Denn es gilt

LX9)(p) = > Aa(z)D*(X"¢)(x)
= 1) Au(@)0f X 05 xep(x)

= rlop(§)v.
Insbesondere ist o7, (£) unabhéingig von der Wahl der Karte und der lokalen Trivialisierungen.

Definition 10.12. Ein linearer Differentialoperator L der Ordnung r heifit elliptisch, falls o ()
invertierbar ist fiir alle 0 # £ € T*(M).

Beispiel 10.13. Wiahle zu p € (M, g) lokale Karte (z,U) mit g;;(p) = d;;. (Das kann man immer
machen.) Der Laplaceoperator auf Formen hat dann due Darstellung

Agw(p) = — Z OPw + Z b 0w + cw.
i=1 =1

Denn in Termen mit zweiten Ableitungen treten keine Ableitungen der Mertik auf. Wegen g¢;;(p) = d;;
miissen diese Termen wie im R" sein. Das Symbol von A, ist also

oa,(w == = —[l¢]3w.
=1

Somit ist A, elliptisch.

Beispiel 10.14. Berechne D = d + dj : Q*(M) — Q*(M) mit Q*(M) = @;_,;(M). Das Symbol von
D ist
op(§)w =ENw — &w.

op(€) ist invertierbar fiir alle £ # 0. (Ubung) Also ist D ein elliptischer Operator. D heifl Diracoperator
auf Differentialformen; Es gilt

D? = (d + dy)* = dd}) + dyd = A,

Denn d? = (d;)2 = 0. Insbesondere gilt auf einer kompakten Mannigfaltigkeit
/M(Agw,w>d,ug = /M<(dd; + dyd)w, w)dpy

— /M(Hdw\lf, w12 dpg

— [ IpuPd,
M

Agw =0 = dw = 0,&dyw = 0 <= Dw = 0.

Also gilt fiir M kompakt

Wir kénnen D auch als Operator von den geraden in die ungraden Formen betrachten
D Qgerade(M) N Qungerade(M).

Die Dimensionen dieser Rdume sind gleich, wenn dim M gerade ist.



48 11. DIFFERENTIALFORMEN

11. DER STAZ VON HODGE

Als erstes definieren wir Sobolevrdume auf Mannigfaltigkeit

Definition 11.1 (schwache Abbildung). Sei Q2 C R™ offen und u € L}, (). Dann definieren wir

loc
Biu = g € Lj,.(Q) = / udin = / gn fiir alle n € C°().
Q Q

g heift die i-te schwache Ableitung von u und ist mit 0;u bezechnet. Die schwache Ableitung ist, wenn
existent, eindeutig. Das folgt aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung. Weiter setzen wir
fir p € [1, o]

Wli’f(Q) ={uell (Q)|duelll ()Vi=1,--- ,n}

loc loc

Definition 11.2 (Wli;f(M )). Sei M eine n-dimensionale differezierbare Mannigfaltigkeit . Wli;f(M )
ist die Menge aller u : M — R messbar mit

woz !¢ I/Vllg’f(x(U)), fiir jede Karte (z,U).

Sei M kompakt. Dann gibt es einen Atlas (z;,U;), (1 < i < N) endlich, und V; € z;(U;) mit
M = Uz 5 (V;). Dann setzen wir

N
|ull e = Z [luo 3U71HW1,;7(V1.) < 0.
i=1

Es ist leich zu sehen, dass dies eine Norm ist; wir schreiben W1P(M) statt VV;}’?(M )

Betrache einen anderen Atlas (jj,ﬁj) (1 <jeN)mit TN/J € :73((7]) und M = Uév;li;l(f/]) Dann
gilt

N
<1 - 1
luo & yiny < Do llwoa™ o (@i o ) lyramne,ont)m)
=1
N
< OY luoa wiagw

i=1
Wir kénnen also die Kettenregel anwenden (genauer die Sobolev-Kettenregel, wenn die Funktion
u: M — R nicht C?! ist).
Also sind die Norm [|uly1.p(ps) Suivelent, die Konstante hilagt von der beiden Atlas ab. W1?(M)
ist mit einer solchen Norm ein Banachraum, ein Hilbertraum (p = 2)

N

U, V)12 = wozr L vox~! 1,2
< 9 >W < ) w
i=1

Theorem 11.3 (Rellich). Seil < p < oo und u, € WH2(M) Folge mit ||ug ||y, < C. Dann gilt nach
Wahl einer Teilfolge

up —u in LP(M).
Bemerkung 11.4. Im Fall p > 1 gibt auBerdem u € WHP(M) und
Duy, — Du  schwach in LP(M).
Im Fall =1 kann man das nicht erwarten.

Bemerkung 11.5. C°°(M) ist dicht in W1P(m) fiir 1 < p < co. Im R"™ zeigt man das durch Glittung.
Auf M kann man u = ), ; nu zerlegen mit einer Teilung der Eins, und auf n;u der Regularitit im
R"™ verwenden.
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Die obige Definitionen lassen sich auf Schnitte w in einem Vektorbiindel E verallgemeinern. Es ist
wE I/Vli’cz(E), wenn in jeder lokalen Trivialisierung ®, : 7~ }(U) — U x R", r = Rang F, gibt:

To(w(p)) = (p,wa(p) mit wy € WLP(U,R").

Die Definition von W1P(E) fiir M kompakt und von lwllwp(ary ist analog zu oben.
Wir kommen jetzt zuriilk zum Laplaceoperator auf Formen. Als erstes brauchen wir eine Konsequent
der Elliptizitdt des Operator A,.

Lemma 11.6. Sei g Riemannsche Metrik der Klasse C' auf M. Dann gibt es zu p € m eine Karte
(z,U) mit x : U — B1(0), x(p) =0, so dass fir w € WW2(AFTM) mit sptw € U gibt:

. 1
 QdolP + dgl)dsg = 5 [ 1Dwfde ~ Clalze,
U B1(0)

Proof. Auf der rechten Seite bezeichnet Dw die Koordinatenableitungen %‘;‘f mit a € I(k,n), i =
1,-+-,n. Die Ungleichung wird manchmal als Gardingsche Ungleichung bezeichnet. Allerdings gilt
jene fiir allgemeinere elliptische Operatoren. Der Beweis erfolgt in 4 Schritten.

Schritt 1. Wahle ein Karte mit g;; = d;; Dann gilt mit d* = dg,
dyw +d'w = A(G) - Dw + B(G)DGuw,
mit A, B : GL(R,n) — RY glatt und A(E,) = 0.

Wir haben eine Darstellung der Form

(A1) = a3 e (017 ().

Es folgt

(') = a3y (Bn) 5 (07 (B o).

Somit durch Substraktion und Differenzieren haben wir

Ow o1 9g,j
* * kYo kYo « 7
(@)s = @)y = (a5 (G (G) = sy (B (Eu) 57 + 0 (6) 5 Sb
Owq
=: Aﬁ(G) Ok +B5(G)8kaa.
Offenbar haben A(G), B(G) die gewiinschten Eigenschaften.
Schritt 2. Sei g := (gi;) Riemannsche Metrik auf U C R" mit
(11.1) lgi; — dijllcowy + 11Dgllcowry < 9.

Ist & < &9, so folgt fiir w € CH(U, AFR™)

/ Dwl? < C(5) / (ldw]2 + 4] + [w]|2)dp.

wobei C(§) — 1 mit § — 0.
Fiir eine k-Form w € CL(U, AR™) gilt

/ [P / wlde = / g7 V/det g = 6 )waws (97 = det(g™))
=: /al(g)w-w mit a3 (E,) = 0.
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Insbesondere,
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/Hdw\\zdug—/ldwlzdx = /al(g)dw-dw,
/Hd;ngdug—/]d*w]de _ /al(g)d;w-d;w.

Weiter haben wir

J R

/|d*w+A(G) - Dw + B(G)DGw|? —/|d*w|2dx

/01 (9.Dg)Dw - Dw + C3(g, Dg)Dw - w + C3(g, Dg)w - w

wobei C(g, Dg) glatt mit C;(E,,0) =0 (: = 1,2,3). Weiter berechnen wir #hnlich

/al(g)d;w s dyw — /al(g)dw - dw

= /al(g)(d*w + A(G) - Dw + B(G)DGw)? — /al(g)dw cdw

— / C}(g, Dg)Dew - D + Ci(g, Dg) D - w + Ch(g, Dglew -

wobei C'(g, Dg) glatt mit C}(E,,0) =0 (i = 1,2,3). Insgesamt haben wir

/(HdWH2 + dgwllg)dpg /(Idwl2 +|d*w|?)dz

/C 9,Dg)Dw - Dw + C% (g, Dg)Dw - w + C4 (g, Dg)w - w

wobei C”(g, Dg) glatt mit C/(E,,0) =0 (i = 1,2, 3). Setze nun

3

£(0) = max{ > |C/(A, B)||A — E| < 6,|B| < 5},

Dann folgt €(0) \, 0 mit § \, 0

/ (ldeo]2 + 142 ]2)ditg —

i=1

/(\dw\z Fd*w[2)dz < C=(6) /(\Dwa Flwp)

Andererseits gilt, da w komapkter Triiger in U hat, zumindest wenn w von der Klasse C?,

/(|dw|2+|d*w|2)dx = /((dd*+d*d) w)
U

Also

- /Z&clax“

= / | Dwl?.
U

[l + N2y > [ |Dl? = Co(@) [ (Dl + fol?)

Y

(1— 05(5))/(] |Dw|? — Ce(é)/|w|2.

Schritt 3. Beweis fiir w € WYP(AKTM) mit sptw € U.

/ (ldwl? + d"w]?) = / Du?.
U U

Es ist nur zu zeigen, dass
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Die Identitit gilt fiir glatte Formen. Fiir w € WHP(A*TM) benutzen wir die Glittung: Sei U = R™.
Wir definieren

wrle) = [ nelo = iy = [ n(elulz - 2z
wobei 7:(z) = e "n(£) und n € C}(B1(0)) mit [ n(z)dz = 1. Es ist klar, dass w. € CL. Es gilt dann
Di(we) = (aiw)57

wobei 0;w die schwache Ableitung on w ist. Denn

/Di(wg)go = —/weaigo (Gauss)
= //776 T = y)dyOipdx

= —/W(y)/ne(:ﬂ—y)aw(w)dwdy
— - [ew@ewdy  (-2) = (=)
= / (y)0; (pe)(y)dy (Parameterabhéngige Integration)

= / Oiwpe(y (Definition schwacher Ableitung)

= /(zw)w

Es folgt 0;(w.) = (jw)e — Oiw in L? fiir w € WI2(AFTM). also kénnen wir inder Identitit w.
einsetzen und € “\, o gehen lassen.

Schritt 4. Fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit A/ kénnen wir eine passende Uberdeckung (Ua)aca
mit (11.1) um Lemma zu zeigen.

0

Lemma 11.7. Sei M kompakt und g Metrik der Klasse C*. Dann gilt fir w € WY2(AKTM) die
Abschdtzung

lwllwr2(ar) < C/M(Hde2 + g1 + [lw]|*)dag-

Proof. Sehe Schritt 2 in den Beweis von Lemma 11.6 and Benutze die Teilung der Eins. 0

Wir betrachten nun A, als stetigen linearen Opeartor

Ay WEHARTM) — W APT M) = WL2(ART M),

(o) = [ () + (o, dyn)
A, ist stetig, da gilt
[(Agw, M| < Cllwllwrzlnlwrz.
Fiir w € W22(AFT M) gilt

/M<<dw, dn) + (@, 4y = /M<Agw,n>dug = (Agw ),

also ist die Definition konsistent.

Theorem 11.8. Sei kompakte Mannigfaltigkeit mit Riemannscher Matrik g der Klasse C'. Dann ist
der Vektorraum harmonischer Differentialformen

HM(M) = {w € WH(A*TM) | Ayw = 0}

endlich dimensional.
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Bemerkung 11.9. Fdirur w € H*(M) gilt

0= By = [ (lal? + [l
also dw = 0 und dgw = 0.

Beweis vom Satz 11.8. Mit (-,-);2 ist H(M) Hilbertraum. Wire dim H*(M) = oo, so gibt es eine
lineare unabhéngige Filge wy Mit Gram-Schmidt kénnen wir annehmen:

(Wi, w)r2 = Op-
Aus Lamma 11.7 folgt wegen dwy = dyw =0
wellwre < Cllwllz2 < C.

Nach Rellich gibt es eine Teilfolge, die in L? konvergiert. Wiederspruch zu ||wy —w;| 2 = V2 fiir k # 1.
O

Lemma 11.10. Sei M kompakt mit Riemannscher Metrik g der Klasse C*. Dann gibt es eine Konstant
A >0 mit

/M(Ildwll2 + [ dgw|*)dpg > Alwl| 2
fiir alle w € WY2(ARTM) mit w 12 HE(M).
Proof. Angenommen es gilt zu k € N ein wy, € WH2(AT M), wy L2 H¥(M). mit

P L
Durch Normierung kénnen wir ||w||;2 = 1 annehmen. Aus Lemma 11.7 folgt
lwrllwr2an < C
. Nach Rellich gibt nach Wahl einer Teilfolge wj, — w in L?, also
|wllpz2=1 undw L2 H*(M).
Weiter folgt fiir glatte Formen 7

(wydn)rz = lim (wg,dn)2 = lim (dgwy,n)p2 =0
k—o0 k—oo

(wydgnypz = lim (wg, dgn) 2 = lim (dwy, )2 =0
k—oo k—o0

Es gibt also dw = 0 und djw = 0 in dem schwachen Sinne. Aber nach Auswahlsatz im Hilbertraum
kénnen wir annehmen, dass
wi, — w schwach inW 2

. Damit gilt tatséichlich w € H¥(M), und somit
0= (w,we = |wlz. =1,
Wiederspruch. O



