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Theorem 11.11. Fiir den Operator Ay : WY2(ARTM) — WL2(AFT M) gilt:
(1) ker A, = HF(M).

(2) Bild Ay = {A € WH2(AFT M) | Ajgge(ary = 0}

(3) Ay:{we WLEARTM) |w L2 HF} — Bild A, idst stetig invertierbar.

Proof. (1) ist klar.
(2) Ist A = Ayw, so folgt fiir n € H*(M)

def

A = (g™ [ (o, 0) + (dy,dym)idug =0,

Also ist die Bedingnung notwendig. Umgekehrt sei A mit Amk( M) = 0}; wir miissen dann die partial
Differentialgleichung

(11.2) Agw = A.
16sen. Wir verwenden eine Variationsmethode und definieren das Funktional
1 *
Flw) =3 /M(Ildwll2 + | diw|*)dpg — Aw).

Die Euler-Lagrange-Gleichung von F ist (11.2):

Flottn) = /M<<dw, dn) + (@, 550))dptg — A(w)
= (Agw—A,n).

% lt=0

Ein Minimum des Funktionals F wire also die gewiinschte Losung der Gleichung (11.2). Allerdings
haben wir Schwierigkeiten, die Minimalfolge zu kontrallieren, z.B., fiir Fall A = 0 wére jedes w €
H*(M) Minimum. Also betrachten wir

FiXi={we WA TM)|w L HE (M)} = R.

(a) F ist nach unten beschriankt und koerziv.
Nach Lemma 11.7 gilt

e, < O (wl? + 15 + )y
Anderweseits liefert Lemma 11.10 fiir wX
/M(HdWH2 + | diwl|®)dpg > Allew|| 2.

Also haben wir

1 *
F@) 2 g [ (ol + Wyl = elwlina = CEIAIP
1 *
> 5 [ (el + 5l = el
M

—Ce /M(Hde2 + dgwll? + [lwl|*)dpg — C () Al

1 %
> Z/ (ldewl? + [ldgeol®)dpsg — Cle)IIA]?,
M

1A
8 47"
(b) F ist unterhalbstetig bzgl. schwacher Konvergenz in W12

mit Ce = min{
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A ist stetig nach Definition der schwachen Konvergenz. Fiir den ersten Term verwende wi = w —+ @i
mit ¢y, — 0 bzgl. schwacher Konvergenz in W12,

[ el + gl = [ (ol + ol +2 [ (o + (Ao o))

T /Mmd@kn? i) disg

v

/M(HdW\\z + [ldgwl®)dpg + 2 /M(<dw7dtpk>g + (dgw, dypr) g )dpg-

Der letzte Term konvergiert gegen 0. Das zeigt die Unterhalbstetigkeit.

(c) Wegen Koerzivitat konnen wir nach Auswahlsatz im Hilbertraum annehmen, dass einer Minial-
folge wy, € X schwach konvergiert gegen w € W12(AFTM). nach Rellich konvergiert wj, — w stark in
L?. Es folgt:

e we X, alsow L2 HF(M)
o F(w) <liminfy_, F(wg).

Also ist w das gesuchte Minimum, und es folgt fiir p € X

d
0= @ calF(w +te) = (Aqw — A, p).
t=

Nun fiir ¢ € H¥(M) gilt nach Voraussetzungen

langleAgw — A, ) = / ((dw, dip) + (dyw, dp) — A(p) = 0.
M

Somit ist w die gewiinschte L§ung, und somit
Ag: X = BildAy = {A € W—1,2(A"TM [ Ay ary}
bijektiv. Sei Ayjw = A, durch Testen mit w folgt

/M(HdWH2 + | dgwl?)dpg = (gw,w) < [Allllwllw.2
und

lolldig < & [ (ldw|® + [dw]P)du, < 121

by <5 | (ol + g lP)apg < 150 ol
M M
Daraus folht .
leowoliwsz < SIA,

d.h, die Umkehrabbilding stetig ist. O

Theorem 11.12 (Hodge). Sei M kompakte Mannigfaltigkeit mit C*-Metrik g. Die folgende Rdiume
sind abgeschlossen in L*(NFTM):

Imd = {d¢|¢€ e WY (APT M)}
Imd;, = {dn|neW"3(A\FTM)}
Weiter gilt die L?-orthogonal, direkte Summe
LA(AFTM) = Tmd & Imd}; & HF(M).

Theorem 11.13 (L2-Regularitit). Sei M kompakte Mannigfaltigkeit mit C*-Metrik g. Istw € WY2(AFT M)
Lésung von

Agw=¢ mitpec X(ANFTM),
s0 gilt w € W22(AFT M) und
leollwas < Clllzs + Ilzz)-
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Bemerkung 11.14. Der Raum L?(A*T M) ist Teilraum von W~12(AFTM):

{(o,m) ::/ (@, 1) gdptg (L* — Skalarprodukt)
M
Offenbar mit dieser Identifikation

Der Beweis der Regularitét (z.B. mit Differenzquotienten) wird in der PDE-Vorlesung oder TNPDE-
Vorlesung behandelt.

Beweis von Satz 11.12. Sei ¢ € L*(AFTM) gegeben. Wihle in H¥(M) eine L2-Orthonormalbasis
hi,-, hy, mit by = dim H*(M). Setze

by,
i=1
Es folgt ¢ —h Lp» H¥(M). Nach Satz 11.11 existiert w € WH2(AFT M) mit w Lrz HF (M)
¢ —h=Ayw=ddyw+dydw (in schwachem Sinne)

Setze ¢ := d*w und 7 := dw. Nach Satz 11.13 ist w € W22 und somit £, € W2, womit die Existenz
der Zerlegung gezeigt ist. Genauer gilt

1Pllwrz + [1€llwrz + [[nllwrz < Cllel| 2.

Die Orthogonalitét ziwschen Imd und H*, Im dy und H* ist lecht to zeigen (Ubung). Wir zeigen
nun die Orthogonalitét ziwschen Imd und Imdg: Sei £ € W22(AR=1TM). Es gilt

(d€,dy) 2 = (dd€, )2 = 0, Ve WH(AMHTM).

Ist € € Wl’Q(Ak*ITM), so approximiere durch & € W22 mit & — ¢ in W12, Die Existenz des
Approximierens kann man wie in PDE-Vorlesung mit Hilfe der Glittung und der Teilung des Eins.
Somit ist die Summe orthogonal, insbesondere direkt.

Nun zeigen wir die Abgeschlossenheit, mit Hilfe der Zerlegung. Sei nun z.B., ay € W12(AF1T M)
mit day, — f in L?. Zerlege gann wie oben

dag = dn + d;nk + hg.
Es folgt dgn = 0 unf hy = 0. Also d&i, = day,. Ferner haben wir
1€kllwre < Clldogl| e < C".

Es folgt, nach dem Wahl einer Tielfolge, &, T¢ schwach in W12, €, — ¢ stark in L2. Insbesondere gilt
B = d&, also ist IM d abgeschlossen. Analog argumentiert man fiir IM d7.
O

Korollar 11.15. Sei ¢ € W22(AFT M) mit de = 0. Dann gibt es genau ein h € H*(M) mit ¢ —h €
Imd, also einen harmonischen Reprisentanten der W'2-kohomogiklasse.

Proof. Wihle wie oben & € WY2(AFIT M), n € WI2(AFFITM) und h € H*(M) mit
o =h+d§+dyn.
Durch Testen mit dyx fiir x €€ WL2(ART M) folgt
0= (p,0yx) = (h,dyx) + (d§, dyx) + (d™n, dyx) = (d"n, dyx).
Wir konnen insbesondere x = 7 wéhlen und erhalten dgn = 0. Somit gilt he.h = d€ wie verlangt. Zur
Eindeutigkeit:
o = h1 +d& = ha + d&
impliziert h1 = ho nach Satz 11.12. ]
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12. ZUSAMMENHANGE, DER LEVI-CIVITA-ZUSSAMENHANG

Definition 12.1 (Zusammenhang). Ein (linearer) Zusammenhang V auf einer dierenzierbaren Man-
nigfaltigkeit M ist eine Abbildung
V:iVM)x V(M) —= VM), (X,)Y)—=VxY,
die fiir alle X, Y, Z € V(M), c € Rund f € C*(M) erfiillt:
(i) VixeyvZ = fVxZ+VyZ,
(ii) Vx(CY + Z) =cVxY +VxZ und Vx(fY) = (3xf)Y + fVxY.
Um lokal arbeiten zu kénnen, brauchen wir folgende Aussage:

Lemma 12.2. (VxY)(p) hdirangt nur ab von Y in einer Umgebung von p, sowie von X (p).

Beweis. Wir zeigen zuerst VxY1(p) = VxY?(p) falls Y! = Y? in einer Umgebung von p. Nach
Differenzbildung reicht es zu zeigen (VxY)(p) = 0, falls Y auf einer Umgebung U von p verschwindet.
Sei ¢ eine Abschneidefunktion mit supp ¢ C U und ¢(p) = 1. Wir behaupten

p(VxY) Y V(oY) = (9xp)Y =0

woraus durch Auswerten in p die Behauptung folgt. Der erste Term von obiger Gleichung verschwindet,
weil wegen Y = 0 auf ganz M gilt Vx(¢Y) = Vx(0pY) = 0, unter Benutzung von (ii). Der zweite
Term verschwindet, weil die Trédger von ¢ und Y disjunkt sind.

Nun untersuchen wir die Abhdirangigkeit von X. Wie zuvor zeigt man zuerst, dass VxY (p) nur von
X in einer Umgebung von p abhéingt. Dann kénnen wir in einer Karte dieses Problem zu untersuchen.
Wegen (i) reicht es, VxY (p) = 0 fiir X(p) = 0 zu zeigen. Schreiben wir lokal X = &%e; in U, so gilt
&'(p) =0 fiir i = 1,--- ,n. Daraus folgt fiir jedes Y = n/e; € V(M)

VxY(p) = Vero, Y (p) £ (Vo YV)(p) = 0

Wir diirfen daher VxY lokal, fiir eine Karte = mit Standardbasis (e;), ausrechnen:

VY (p) = Vero,(0e;) 2 6V, (ie;) D €(0uP)e; + €V e

Definition 12.3 (Christoffel-Symboles eines linearen Zusammenhang). Die Christoffel-Symboles eines
linearen Zusammenhang sind die fiir jede Karte (x,U) erkliarten Funktionen Ffj € C>®(U), gegeben
durch

k
vei ej — Fljek;

Bemerkung 12.4. (i) Die Christoel-Symbole T’ f‘] eines Zusammenhangs sind im allgemeinen nicht
symmetrisch in %, j.
(ii) Mit der Christoel-Symbole I’fj koénnen wir nun die lokale Darstellung angeben:

/onk .
Var) = (55 + T ) e

Also die Christoel-Symbole messen den Unterschied zwischen der Richtungsableitung der Karte
und dem Zusammenhang. Erst durch die Christoel-Term wird die Formel invariant unter Koordina-
tenwechsel.

Definition 12.5 (Ein Vektorfeld X lings einer Kurve). Sei ¢ : I — M eine glatte Kurve. Ein
Vektorfeld X lings einer Kurve c ist eine dierenzierbare Abbildung

X:I—TM mit X(t) € T,y M.
Die Menge dieser Vektorfelder bezeichnen wir mit V(c).
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Lemma und Definition 12.6. Jede Kurve ¢ € C°°(I, M) bestimmt genau eine kovariante Ableitung
langs ¢

D
i V(c) = V(e)

mit den folgenden Eigenschaften:
(i) % ist R-linear und derivativ, d.h.%(f)?) = (%f))z + f%f( fiir alle f € C*(I).
(i) Ist U € M eine Umgebung von c(t), und X — V(U), so gilt fiir X (¢) := X (c(t)):
D ~
DX = (Vu X))

Die Schreibweise in rechts ist dadurch gerechtfertigt, dass (VzX)(p) von Z nur durch Z(p) abhéngt.

Proof. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Ist X () = £fe;(c(t)) lokale Darstellung, dann muss gelten

Dz o dx; £
ZX 8 Z80e(clt) + € (1)(Tuwese(t)
(@) (%gk i ,Y/igjrfj oc)eg o Clys

wobei ist ¢/(t) = 7' (t)e;(c(t)). Also ist £ eindeutig durch V bestimmt.

Fiir die Existenz definieren wir %)Z lokal durch

D ~ d Zk P Simk

%X = (Ef + 7/Z§]Fij oc)eg ey,
Man uberzeugt sich schnell, dass die behaupteten Eigenschaften erfiillt sind. Wegen der Eindeutigkeit
hingt %X aber nicht von der gewahlten Karte ab. ([l

Definition 12.7. X heift parallel ldngs ¢, wenn %)? =0 fir alle t € 1.

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit gibt es ein kanonischen Zusammenhang, den Levi-Civita-
Zusammenhang. Torsionsfreiheit und Vertr aglichkeit von Zusammenh angen. Es gibt viele Zusammenh

Definition 12.8. (i) Ein Zusammenhang auf einer Mannigfaltigkeit M heifit torsionsfrei oder sym-
metrisch, wenn seine Torsion T'(X,Y) := VxY — Vy X — [X,Y] fiir alle X,Y € V(M) verschwindet.

(ii) Ein Zusammenhang auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) heifl t vertriglich mit der
Metrik, wenn er 079(X,Y) = g(VzX,Y) + g(X,V2Y) fir alle X,Y, Z € V(M) erfiillt.

Theorem 12.9. Ein Zusammenhang V ist genau dann vertréiglich mit g, wenn lings jeder Kurve fiir
je zwei parallele Vektorfelder X, Y der Wert g(X,widetildeY) konstant bleibt. Insbesondere haben
parallele Vektorfelder also konstante Linge.

Proof. Ubung. O

Theorem 12.10 (Levi-Civita-Zusammenhang). . Auf jeder semi- Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
gibt es genau einen Zusammenhang V, der torsionsfrei und mit der Metrik vertrdglich ist.

Dieser Zusammenhang heifit Levi-Civita- (oder auch Riemannscher) Zusammenhang, wir nennen
ihn im folgenden meist kovariante Ableitung. Auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit existiert
eine Riemannsche Metrik, und damit existiert auch stets ein Riemannscher Zusammenhang.

Proof. Nehmen wir an, V existiert. Aus den Eigenschaften von V gewinnen wir zuerst eine Darstel-
lungsformel fiir VxY. Aus der Vertriglichkeitsbedingung folgern wir
_8Zg(X7Y) = —g(VZX,Y)_g(X,va)
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Dies addieren wir unter Benutzung der Torsionsfreiheit:
Oxg(Y. Z) + Oy g(Z, X) = 029(X,Y) = g(X.Z).Y)+g([V, Z), X) +9(Z,VxY + Vy X)
= 9([X,2],Y) +9([Y, 2], X) +29(Z,VxY) = 9(Z, [ X, Y])
Wir erhalten die Koszul-Formel
oVXY,Z) = HOxg(Y.Z) +0y(Z,X) — Dzg(X,Y)
+9([X, Y], 2) — g([Y;, 2], X) + 9([Z, X], Y]}

(12.1)

Daraus folgt die Eindeutigkeit.

Fiir die Existenz definieren wir VxY durch (12.1). Wir miissen nachweisen, dass dann VxY
tatséchlich ein Zusammenhang ist, der torsionsfrei und mit der Metrik vertriglich ist. Den Nachweis
der entsprechenden vier Eigenschaften lassen wir als Ubung.

0

Ist z Karte mit Basisfeldern e;, sowie Christoel-Symbolen V. e; = I‘fjek so verschwinden die Lie-
Klammern [e;, e;] etc. und deshalb folgt mit X :=e;, Y := e;, Z := ej, aus der Koszul-Formel die lokale
Darstellung

1/ 0 0 0
N D A
(122) gklrij 9 <8xig]k + axjgzk axkgm>
oder
1 0 0 0
(12.3) Il = 59’“’ (axigjk + 559k = 3% gij> -

Beispiel 12.11. Ist V der Zussamenhang zur Metrik g, so ist d § = e**g
V2Y = VY + (ZANY + (YN Z — g(Y, Z)grad /A,
mit
g(grad jA, X) = X\ = dA(X).

die Zussamenhang V zur Metrik

g :i= e”‘g.

Insbesondere ergibt sich fiir g = ﬁé die Ableitung
Y=DzY+—({Z,2)Y +{Y,x)Z — (Y, Z)x).
VY = DY+ o (Za)Y + (V)2 — (V. 2)a)

G= ﬁé ist der Metrik der Sphire.

Beweis. Es ist
207 9(X,VzY) = 2§(X,VzY)
= Z-9X.)Y)+Y - 9(X,2)X - g(Y,Z) + 9(Z,[X,Y]) + 9(Y, [X, Z]) — 9(X, [V, Z])
= eM29(X,VzY) +2(ZNg(X,Y) + (YN g(X, Z) — g(X, grad ) 1g(Y, Z)
= 2e"g(X,VzY + (ZNY + (YN)Z — g(Y, Z)grad ,\).
Insbesondere gilt fiir die Sphére

4
PG = A= lee2 - log(1+[aP)
_ 2X.x)
= X\ = 1—Hx\2
stady 1+ |z|?



