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Beispiel 12.12. Sei (M, g) = (R?,6). In kartesischen Koordinaten z1,xo sind die 9ij = 0;j konstant.
Daraus folgt: Ffj = 0 In diesem Fall sind einfach die Koeffizientenfunktionen zu differenzieren:
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In Polarkoordinaten (r,¢) ergibt sich:
10 Iy 1 0
(gij)(7"7<P) - < 0 72 > ) (9])(73@) - ( 0 r2 > .
Die Christoffel-Symbole sind dann:
1
Pl =50 0+0-0)4+0- () =0.
Analog: T%, =T%, =T}, =T}, =T3, = 0. AuBerdem
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Daraus folgt:
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Die kovariante Ableitung lings ¢ ist in Definition 12.6 definiert . Ist X () = £le;(c(t), dann ist %)Z'
lokal durch
D =

dt
wobei ¢ (t) = v (t)e;(c(t)) local ist. Hierbel sind 7% = z(c(t)).

X ( 5 + lzgjr oc)ekOC‘t,

Beispiel 12.13. Nochmal in der (M, g) = (R?,5). Wir betrachten die Kreislinie ¢(t) = (cost, sint)
und ihr Geschwindigkeitfeld £(t) = ¢/(¢) = — sint%kw + cost%k@).

In kartesischen Koordinaten xi,xs sind die Christof-Symbole Ffj = 0. Die kovariante Ableitung
ldngs c ist

D d ;. 0 0 0
—5() i d(t) = (58 ggiley = —costoglery — sinto—gleq).

In Polarkoordinaten (r,¢), ist die Kreslinie c(t) = (c!(t),c2(t)) mit c'(t) = r(t) = 1 und 2(t) =
o(t) = t. Ihr Geschwindigkeitfeld &(t) = a%;|c(t)- Die drei nichtverschwindenden Christoffel-Symbole
fiir die Polarkoordinated der euklischen Ebene lauten
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Definition 12.14 (Parallelverschiebung). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : I —
M eine C'-Kurve. Ein C'-Vektorfeld ¢ lings c heisst parallel, falls

D
—£=0.
dt§
Beispiel 12.15. Sei (M, g) = (R™,4). In kartesischen Koordinaten gilt:
Et)y=¢ (t)@{c(t) ist parallel

— f{t)=0firaletel
<= Die ¢ sind konstant.

Beispiel 12.16. Sei (M, g) = (R?,§). In Polarkoordinaten (r,¢) gilt: Die drei nichtverschwindenden
Christoffel-Symbole fiir die Polarkoordinated der euklischen Ebene lauten

1
I'fy=T% ==, TP =-
r
Dann gilt:
£t) = fl(t) { + &2(t) {(t ist parallel
= 0 = tg
= 51 + ¢V a2 0288r+§2 +£2v claJrcgava(?p
e 0+02§1£,)+€2 e aap (=g |
= (@ - g+ @+ 5 +c152)
= foc@=0, @+i4be-0
51> ( 0 clc'2><§1>
<> . = . .
<§2 -5 -5 )\¢

Dies ist ein lineares System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung fiir (¢!, £2).

Lemma 12.17. Sei (M, g) eine Riemannsche Manngigfaltigkeit, sei c : I — M eine C'-Kurve, sei
to—I. Zu &(0) — To0yM gibt es genau ein paralleles Vektorfeld & lings ¢ mit &(to) = &o-

Proof. Sei ¢(I) in einer Karte enthalten. Sei (z,U) eine solche Karte. Dann ist die Bedinung %5 =0
dquivalent zu

&r = (F ox)d &, Vk=1,2,---,n
was ein lineares gewohnlicher Differentialgleichungensystem erster Ordnung ist. Es exisiert also eine
eindeutige Losung mit der Anfangsbedingung

(€' (t0), -+ €7 (t0)) = (&5s - »&0)-
Wegen der Linearitéit des Systems ist die Losung auf ganz I definiert.
Sei ¢(I) in einer Karte enthalten. Wegen der Eindeutigkeit kann mann nach ganz I fortsetzen.

O
Definition 12.18. Seien tg,t; € I. Die Abbildung
Peitotr # Te(to)yM = To)M, &0 — &(t1)
heifit Parallelverschiebung lings ¢, wobei £(t) das parallele Vektorfeld ldirangs ¢ ist mit £(tp) = &o.

Theorem 12.19. Fiir die Parallelverschiebung gilt:
(a) Peiot (Tc(tO)M,g|c(t0)) — (Tc(tl)M,g‘c(tl)) ist eine lineare Isometrie.
(b) Petots = Pejr bz © Peytoty -

Proof. (a) Ubung. (b) folgt aus der Eideutigkeit lineares gewohnlicher Differentialgleichungensystems.
O
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Bemerkung 12.20. Zu {y € T;0)M ist das parallele Vektorfeld § mit {(tg) = §o gegeben durch
£(t) = Fetota (€0)-

Wir haben eine geometrischer Struktur:

Riemannsche Metrik ~» kovariante Ableitung V ~» Parallelverschiebung P

Man kann V aus P rekonstruieren:

Theorem 12.21. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : I — M eine C'-Kurve, sei
to € 1. Dann gilt fiir jedes C*-Vektorfeld & lings c:

Do _ i Pento(€()) = E(to)
@l = fm t—to '
Proof. Sei e1(tg),- -+, en(to) eine Basis von Ti )M . Seien eq(t),--- ,en(t) die zugehorigen parallelen
Vektorfelder lings ¢ . Dann folgt aus der Proposition 12.19 (a), dass ei(t),- - ,en(t) eine Basis von
T, M ist fiir alle t € I. Schreibe £(t) = &/(t)e;(t). Dann
Peato(§(1) —€(to) € (1) Peto(e(t)) — & (to)e;(to)
t— 1 t—1o
I(t) — & (ty) .
EEITELTI.
— o

T € (tg)e; (to),

wobel wir Pt 4,(e;(t)) = e;(tp) benutzen haben.

Andererseits gilt
\Y V(.
il = = 5(90)

y N v/
= &(to)e;(to) + & (to) el
= & (to)ej(to),
denn Yej|y, = 0. O
Bemerkung 12.22. Ist ¢ : M — M eine lokale Isometrie (d.h. ¥*g = g) und ist ¢ : I — M eine
C'-Kurve, so setze ¢ := 1 o ¢. Dann gilt fiir jedes C'-Vektorfeld ¢ lings c:
¢ parallel lings ¢ <= £ := di)(€) parallel lings ¢.

Insbesondere kommutiert das Diagramm:

Pc,to,tl

TepyM — T4\ M

dwc(to)l ldtblc(tl)
—_Prygty N

TE(tQ)M > TE(tl)M
Bemerkung 12.23. Im Allgemeinen ist P, ¢, # Pz 5.5, auch wenn c(tg) = ¢(so) und c(t;) = é(s1).

13. GEODATISCHE

Wir untersuchen die Geodétische noch mal.
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : [a,b] — M eine glatte Kurve. Thre Energie ist

definiert durch

b b
Bl =5 [ st @t =3 [ 12

Frage. Gibt es Kurven minimaler Energie zu vorgegebenen Endpunkten (oder allgemeiner: stati-
ondrer Energie) 7
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Definition 13.1 (die Variation, das Variationsvektorfeld). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltig-
keit, sei ¢ : [a,b] — M eine glatte Kurve. Eine Variation von c ist eine glatte Abbildung
c:(ee) x[a,b] = M

mit ¢(0,t) = ¢(t) fiir alle t[a, b]. Falls ¢(s,a) = c(a) und c(s,b) = ¢(b) fiir alle s(g,¢), so heifit (s, 1)
Variation mit festen Endpunkten.

Das Vektorfeld £(t) := %(O,t) heifit das Variationsvektorfeld. Es ist klar, dass das Variationsvek-
torfeld ¢ einer Variation mit festen Endpunkten erfiillt:

€(a)=0 und £(b)=0.
Theorem 13.2 (Erste Variation der Energie). Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei

¢ :la,b] = M eine glatte Kurve, sei ¢ : (¢,€) X [a,b] — M eine Variation dieser Kurve. Schreibe
cs(t) = c(s,t). Sei & das Variationsvektorfeld. Dann gilt

b
Pl o=~ [ a(elo) ¢ 0t + a6(0). ¢ )g(ela). ¢ (@)
Proof.
b
TPl = 5 [ st

%g(cfs (t)’ Cs
b V dc dc

I
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f=al
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~

= /a2g(£a(0,t),a)dt
b C C
2 [ a5 0.0, 5
b v
— [ eGec
b
= [ [59€.¢®) - glé. e 0)]de

= gle®).0) ~ glela) )~ [ gle
' O
Dabei folgt (*) aus der Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs.
Lemma 13.3. Es gilt
Y %01 = ¥ %01,
Proof. Ubung. O
Korollar 13.4. Ist & das Variationsvektorfeld einer Variation mit festen Endpunkten, so gilt

b
%E@Mﬂ=—lgwm%ﬂm#

Lemma 13.5. Seic: [a,b] — M eine glatte Kurve, sei & ein glattes Vektorfeld lings c. Dann existiert
eine Variation von ¢ mit Variationsvektorfeld &. Falls £(a) = 0 und £(b) = 0, so kann die Variation
mit festen Endpunkten gewdhlt werden.

Proof. (a) Betrachte den Fall, dass supp (§) in einer Karte (z,U) enthalten ist, das heifit ¢(t) € U,
falls & # 0. Schreibe £(t) = &7 (t) = % (1)’ Setze

C(S t) = { xil(cl(t% e 7cn(t)) + S(gl(t)7 e 7§n(t))7 falls C(t) eU
T c(t), falls c(t) ¢ U.



13. GEODATISCHE 63

Hierbei sind ¢/ (t) = 27 (c(t)) fiir j = 1, -+ ,n die Komponenten von ¢ unter der Karte x. Dann gilt fiir
das zugehorige Variationsvektorfeld:

(%(0,t))j = da’ <%(O,t)>

. 5=0
= ).
(b) Im allgemeinen Fall {iberdecke die kompakte Menge c¢([a,b]) durch endlich viele Karten und
konstruiere die Variation stiickweise.

O
Notation. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, seien p,q € M. Dann setze
Qp (M) := {glatte Kurven c: [a,b] — M mit c(a) = p und ¢(b) = ¢}.
Korollar 13.6. Ist c € Q, (M) ein kritischer Punkt des Energiefunktionals, das heifit
d
—F =0
ds ] o
fiir alle Variationen cs von ¢ mit festen Endpunkten, dann gilt
vV,
—d(t) =0
¢ (®)
fir alle t € [a,b].
Proof. Ubung. (mit Lemma 13.5) O

Definition 13.7 (Geoditische). Eine glatte Kurve ¢ mit %c’ = 0 heifit Geoddtische.
Beispiel 13.8. Sei (M, g) = (R",6). In kartesischen Koordinaten zy,--- ,z, gilt:

zc’:o s ¢=0,---,"=0
dt

s dJdt)=p +t’

< coft) =p+tv

& ¢ ist eine Gerade, parametrisiert mit konstanter Geschwindigkeit.
Theorem 13.9 (Existenz und Eindeutigkeit von Geodétischen). Sei (M, g) eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Zu p € M und {T,M existieren ein offenes Intervall I mit 0 € I und eine Geoddtische
c: I — M mit c¢(0) =p und ¢ (0) =¢&.

Sindc: 1 — M und ¢: I — M zwei solche Geoditische mit ¢(0) = ¢(0) und ¢(0) = &(0), dann

stimmen ¢ und ¢ auf dem gemeinsamen Definitionsbereich I N1 iberein.

Proof. In der Karte (x,U) um p lautet die Geodétengleichung

\V4 o
%c’(t) =0« & +Thédd =0,Vk=1,2-- ,n
und ¢* = 2% o c. Dies ist ein gewohnliches Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung fiir ¢(¢). Mit
dem Satz von Picard-Lindelsf folgt die Behauptung. 0

Lemma 13.10. (1) Fiir Geoditische c ist g(c',c) konstant.

(2) Ist i : M — M eine lokale Isometrie (d.h. ¢*g = g) und ist ¢ : I — M ist geoditische genau
dann, wenn ¢ : Yo geoddtische ist.
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Definition 13.11. Sei ¢ : M — M ein Diffeomorphismus. Dann heifit
Fix (¢) := {p € M[¢(p) = p}

die Fixpunktmenge von .

Proposition 13.12. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ € Isom(M,g). Dann
verlguft fir p € Fiz(y) und & € T,M mit d¢|p(£) = ¢ die Geoditische ¢ : I — M mit ¢(0) = p
und ¢(0) = £ ganz in Fix(y), das heifst fir alle t € I ist c(t) € Fiz ().
Proof. Setze ¢(t) := 1) o ¢(t). Da v eine Isometrie ist, ist ¢ ebenfalls eine Geodéatische. Es gilt:
¢(0) = 9(¢(0)) = ¥(p) = p = ¢(0)

und

2(0) = dip] 10 (¢ (0)) = ], (&) = € = ¢ (0).
Der Eindeutigkeitsteil von Satz 13.9 liefert:

c(t) = &(t) = p(c(t), Viel

Das heifit: ¢(t) € Fix (¢) fiir alle t € 1. O
Beispiel 13.13. Sei (M, g) = (S™, gsta). Seien p € S", £ € T,S" C R*™L. (n = 2) Sei £ C R"*!

der zweidimensionale Untervektorraum, der von p und ¢ aufgespannt wird. Sei A : R — R**1! die
Spiegelung an E. Dann ist A € O(n 4+ 1). ¢ := Alsn € Isom(S™, gstq). Dann gilt:

Fix (A) = E = Fix (¢) = E N S"(Grofkreis).

Mit der Proposition 13.12 folgt dann, dass ¢(t) € ENS" fiir alle ¢. Wir parametrisieren den Grofikreis
proportional zur Bogenléange.

c(t) = p- cos(at) + L sin(at).

§
Es miissen die Anfangsbedingungen erfiillt sein: ¢(0) = p ist erfiillt.
d £
—c(0) = =—a= a =|¢|.
0 = & e
Dann erhalten wir: %C(O) = ¢, das heifit ¢(0) = & Daraus folgt:

c(t) = p- cos([¢]t) + @ sin(|[t).

Bemerkung 13.14. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Zu & € T,,M sei c¢ die
Geoditische mit c¢(0) = p und c;(0) = &.

Zu a € R setze ¢(t) := ce(at). Dann ist ¢ ebenfalls eine Geodétische mit ¢(0) = ¢(0) = p und
&(0) = a&. Deshalb gilt: & = c,¢. Insbesondere, c¢(a) = cae(1). (Ubung)

Definition 13.15 (Riemannsche Exponentialabbildung). Zu § € T, M setze exp,,(§) := c(1), falls der
maximale Definitionsbereich von ¢ die 1 enthélt. Setze ferner

D, :={¢ € T,M|1 ist im maximalen Definitionsbereich von c}.
Dann heifit exp,, : D, — M Riemannsche Ezponentialabbildung (im Punkt p).

Bemerkung 13.16. . (1) exp,(t{) = ci(1) = c¢(t). Daraus folgt, dass ¢ — exp,,(t§) die Geoditische
ist mit den Anfangswerten p und £.

(2) exp,(0) = p.

(3) D, ist sternformig beziiglich 0, denn: Sei £ € D). Sei 0 < a < 1. Dann ist ¢¢ auf [0, 1] definiert
und gilt ca&(t) = c¢(at). Daraus folgt cq¢ ist auf [0, ] [0,1] definiert, da o < 1. Also o € D,,.

(4) Setze D := Upep D, C Thy und exp : D — M, exp(§) = exPr(¢(§). Aus der Theorie der gewohn—
lichen Differentialgleichungen folgt, dass D offen und exp eine glatte Abbildung ist. Insbesondere ist
D, = DNT,M offen in T),M.
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Beispiel 13.17. (1) Sei (M, g) = (R",0). Dann gilt:
exp,(§) =p+1-{=p+& mit Dy =T,R".
(2) Sei (M, g) = (R* — {0},6). Dann: D, = T,M — {—t-p|t > 1}.
(3) Sei (M, g) = (S™, gstq). Dann:

epr(ﬁ)==p-<xﬂ(H§H)+-ﬂg—-snmugu), D, =T,M

Lemma 13.18. Das Differential der Abbildung exp,, : D, — M im Punkt 0 ist gegeben durch den
kanonischen Isomorphismus

3
|

dexp, |, =1d : ToDp = ToT,M — T, M.

o
Proof. Sei & € T,M. Dann gilt:

d d
dexp, |(€) = dexp, |o((t6)|,_y) = = exp,(tE)],_o =&,
denn c(t) = exp,(t£) ist die Geoditische mit ¢/(0) = &. O
Korollar 13.19. Zu p € M existiert eine offene Umgebung V;f Cc D, C T,M won 0, so dass
exp,, |Vz5 1V, = exp, (V) = U,
ein Diffeomorphismus ist.

ist invertierbar) und dem Umkehrsatz. g

Proof. Die Aussage folgt aus Lemma 13.18 (dexp,, ‘0

Bemerkung 13.20. Im Allgemeinen ist exp, : D, — exp,(D,) C M kein Diffeomorphismus, denn
dexp,, |m ist im Allgemeinen nicht invertierbar.

Wir konstruieren nun gut an die Geometrie angepasste Koordinaten und wéihlen dazu eine verall-
gemeinerte Orthonormalbasis Ey,--- , E, von T, M beziiglich g » das heif3t

91, (Ei, Ej) = di;.

Wir erhalten einen linearen Isomorphismus A : R" — T, M, (a1, -+ ,ap) — Y g o E; .

, €XPp
T,M >V —~U,C M
ATN /
R*" D>V,

wobei V), 1= Ail(‘/;f), also: exp,0A : V, — U, ist ein Diffeomorphismus. Setze z := (exp,0A)~! .
Dann ist x : U, — V), eine Karte.

Definition 13.21 (Riemannschen Normalkoordinaten). Die so erhaltenen Koordinaten nennt man
die Riemannschen Normalkoordinaten um den Punkt p.

Inwiefern sind diese Koordinaten gut an die Geometrie angepasst?

Proposition 13.22. Seien g;; : V,, = R und I’fj : Vp = R die zu den Riemannschen Normalkoord:-
naten x um p gehorigen g;; bzw. Christoffel-Symbole. Dann gilt:

z(p) =0, ¢;;(0) =06, TF(0)=0.



66 13. GEODATISCHE

Proof. (a) x(p) = A~ (exp, ' (p)) = A7'(0) = 0.
(b) Seien ey, - , e, die Standardbasis des R™. Dann
9i3(0) = gl (dz ™o (es), dz™ " (e7)
= g‘p( exp, oA)|0(ei),d(expp oA)|0(ei))
= g‘p(dexpp‘O(Ei),dexpp{O(Ej))

Lemma 13.18

9|, (Bi, By) = 6;;.

(c) Sei v = (vi,--+ ,vp) € R™ Dann ist ¢(t) = 2~ (tv) = exp,(tAv) eine Geodétische mit ¢(0) = p
und ¢/(0) = Av. In Riemannschen Normalkoordinaten lautet die Geoditengleichung fiir diese Geodéiti-
sche

= &)+ T ), 1) - (1) - & (B).
Hierbei ist c(t) = 2*(c(t)) = tvk, ¢ (t) = v* und &*(t) = 0. Fiir t = 0 ergibt sich
0=0+TI}(0,---,0)-v" - 07
Dann ist 3*, definiert durch g*(y,z) := ZZj:l I’Z(O)yizj, eine symmetrische Bilinearform auf R,
denn: . o o .
B8(z,y) = T(0)2"y7 = T5(0)27y" = T};(0)27y" = T§5(0)y'’.
Daher gilt 3¥(v,v) = 0 fiir alle v € R™ und daher 8*(y, z) = 0 fiir alle y, z € R™. Daraus folgt:
I7(0) =0 fiir alle i, j, k.
]
Korollar 13.23. In Riemannschen Normalkoordinaten gilt fiir die Taylorentwicklung um 0 von g; ;
Vp =+ R:
9i(x) = 0ij + O(||z]|?).

Proof. 5
9is(2) = 935 (0) + 54(0) - a* + O(]«]*)
0933 (0) = T, (0)g1; (0) + T (0)gu (0) = 0

oxk



